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1 Einfiihrung

Die Symmetrie ist ... diejenige Idee, mit deren Hilfe der Mensch im Laufe der Jahr-
hunderte versuchte, Ordnung, Schonheit und Vollkommenheit zu begreifen und zu
schaffen. HERMANN WEYL

Symmetrien und ihre Brechung sind fundamentale und weit iiber das Gebiet der Physik hinaus-
weisende Konzepte. Dies wird klar, wenn man den Symmetrie-Begriff moglichst allgemein fasst.
Zum Beispiel schliefst die Formulierung,

es liegt immer dann eine Symmetrie vor, wenn man eine durchgefiihrte Transformation nach-
traglich nicht mehr feststellen kann,

Anwendungen ein, die weit iber unsere Fachrichtung hinausgehen. Grundlage fiir die Ausnutzung
von Symmetrien ist deren mathematische Formulierung. Diese wird von der Gruppentheorie
geleistet, weil Symmetrieoperationen immer Elemente einer Gruppe sind.

1.1 Symmetrien und Gruppen

Symmetrien spielen eine wichtige Rolle beim Auffinden von Erhaltungsgréfien und Auswahlregeln
in vielen Teilgebieten der Physik. So lernt man in der Newton’schen Mechanik, dass die Symme-
trien der Raumzeit eine Gruppe, die Galilei-Gruppe, bilden. Die Invarianz eines physikalischen
Systems gegeniiber Galilei-Transformationen bedingt Erhaltungssatze:

Verschiebungen in der Zeit — Energieerhaltung
Verschiebungen im Ortsraum — Impulserhaltung
Drehungen im Ortsraum — Drehimpulserhaltung.

Diese tiefgriindige Beziehung zwischen Symmetrien und der Existenz von Erhaltungsgrofsen gilt
auch in der Quantentheorie. In der Tat finden sich die wichtigsten physikalischen Anwendungen
der Gruppentheorie in der Quantenmechanik. Man denke nur an das Wasserstoffatom: Dessen
geometrische Symmetrien, die Raumdrehungen, fithren auf die Klassifikation der Eigenzustédnde
nach den Eigenwerten des Drehimpulses. Insbesondere der Grundzustand erbt die Drehsymmetrie
des Hamilton-Operators und ist invariant unter Drehungen.
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Es gibt allerdings wichtige Ausnahmen zur Regel, dass der Grundzustand unter Symmetrietrans-
formationen, die H nicht &ndern, invariant ist. Ein Beispiel ist der Ferromagnet. Im Gegensatz
zum Hamilton-Operator dndert sich der Grundzustand, in dem alle Spins ausgerichtet sind, bei
einer gleichzeitigen Umkehr aller Spins. Wir werden im Laufe dieser Vorlesung auf dieses Phé-
nomen der spontanen Symmetriebrechung zuriickkommen.

Was versteht man unter den Symmetrien eines Molekiils? Dies sollen Transformationen zwischen
verschiedenen Anordnungen oder Lagen der Atomkerne und Elektronen des Molekiils sein. Da-
bei sollen die Anordnungen physikalisch nicht unterscheidbar sein und identische Messergebnisse
liefern. Beispiele konnen sein: Permutationen der Koordinaten von identischen Kernen oder Elek-
tronen, eine Inversion der Teilchenkoordinaten am Massenschwerpunkt oder eine Drehung des
Molekiils um eine raumfeste Achse, die durch den Massenschwerpunkt geht.

Symmetrieiiberlegungen sind nicht nur in Atom- und Molekiilphysik, sondern auch in der Fest-
korpertheorie von grofser Bedeutung. Hier treten diskrete Gruppen (Raumgruppen) in den Vor-
dergrund, entsprechend dem gitterperiodischen Aufbau der Kristalle. Die Raumgruppen werden
in dieser Vorlesung besprochen.

Bei der Beschreibung und Klassifikation der FElementarteilchen spielen neben einfachen diskreten
Symmetrien vor allem kontinuierliche Lie-Gruppen eine wesentliche Rolle. Dies sind die Poincare-
Gruppe und innere Symmetriegruppen. Fiir halbeinfache kompakte Lie-Gruppen existiert eine
vorwiegend von CARTAN und WEYL entwickelte abgeschlossene Theorie. Diese ist Inhalt der
zweiten Hélfte der Vorlesung.

Die Gruppentheorie war anfinglich eine mathematische Disziplin ziemlich abstrakter Art. Ihre
grofte Bedeutung fiir die Physik gewinnt sie im Rahmen der Darstellungstheorie bei der Beschrei-
bung von Symmetrien. Die Gruppen- und Darstellungstheorie ist seit Jahrzehnten ein niitzliches
Instrument der Festkorper-, Kern- und Elementarteilchenphysiker und wird es in der Zukunft
auch bleiben. Zum Beispiel versucht man in der modernen Elementarteilchentheorie mit Hil-
fe von Symmetriebetrachtungen moglichst viele Eigenschaften der ,elementaren Bausteine” zu
erkldaren, ohne die den Wechselwirkungen zugrunde liegende Dynamik im Einzelnen zu verste-
hen. Fundierte Kenntnisse der Gruppen- und Darstellungstheorie gehdren zum Riistzeug eines
Physikers.

1.2 Gruppentheorie in Mathematik und Physik

Gruppen wurden benutzt, lange bevor sie axiomatisch definiert wurden. So erfiillen alle Symme-
trien eines Korpers, zum Beispiel eines Platon’schen Koérpers, automatisch die Gruppenaxiome.
Die nach PLATON benannten reguldren Polyeder sind in Abbildung gezeigt.

Schon ihm war bekannt, dass es genau fiinf regulédre konvexe Polyeder gibt:

A. Wipf, Symmetrien in der Physik



1. Einfiihrung 1.2. Gruppentheorie in Mathematik und Physik 6

Tetraeder aus 4 (tetra) Dreiecken

e Hexaeder aus 6 (hexa) Quadraten

e Oktaeder aus 8 (okta) Dreiecken
Dodekaeder aus 12 (dodeka) Fiinfecken

Ikosaeder aus 20 (eikosi) Dreiecken.

Hexaeder Tetraeder Oktaeder

Tkosaeder Dodekaeder

Abbildung 1.1: Die fiinf Platon’schen Kérper

Abbildung 1.2: Aufsenwinkel x und Innenwinkel ¢ im regelméfigen n-Eck.

Zur Begriindung betrachten wir das regelméfige n-Eck in Abbildung Fiir den AuRenwinkel

A. Wipf, Symmetrien in der Physik
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X einer Ecke gilt die Beziehung 27 = nxy = n(w — ¢), bzw.

60° 3 — Eck

2 o J90°  4-Eck
o=[(1-21)180° =

n 108° 5 — Eck

120° 6 — Eck.

In der Ecke jedes Polyeders miissen mindestens drei Vielecke zusammenstofien, um eine raumliche
Ecke zu bilden. Da das regulére Polyeder konvex ist, muss die Winkelsumme aller n-Ecke, die
in einer Ecke des Polyeders zusammenstofien, stets kleiner als 360° sein. Es kénnen also nur
3,4 oder 5 regelméfbige Dreiecke, 3 Quadrate oder 3 regelméfige Fiinfecke an einer Polyederecke
stofen. Diese fiinf moglichen Félle lassen sich gerade durch die angegebenen Platon’schen Kérper

realisieren.

Platon’sche Gruppen

Diejenigen Drehungen im Raum, welche einen Platon’schen Korper in sich {iberfiihren, bil-
den eine diskrete Untergruppe der Rotationsgruppe. Wir werden diese Symmetrien der fiinf
Platon’schen Koérper im Verlauf der Vorlesung analysieren.

Die Grundlagen der modernen Gruppentheorie gehen zu grofien Teilen auf EVARISTE GALOIS
(1811-1832) und NIELS HENRIK ABEL (1802-1829) zuriick. Mit Hilfe des Gruppenbegriffs gelang

Abbildung 1.3: Galois Abbildung 1.4: Abel

es Thnen zu beweisen, dass es fiir Gleichungen fiinften oder héheren Grades keine Auflosungs-
formel geben kann oder dass man einen Winkel im allgemeinen mit Zirkel und Lineal nicht in 3
gleiche Teile teilen kann.

Die auf GALOIS und ABEL folgende Generation von Mathematikern, CAYLEY (1821-1895), DE-
DEKIND (1831-1916), KRONECKER (1823-1891) und JORDAN (1838-1922) entwickelten die

A. Wipf, Symmetrien in der Physik
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Gruppentheorie weiter und brachten sie in die Form wie wir sie heute kennen. Die Bezeichnung
Gruppe fiir derartige Strukturen wurde erstmals 1868 von JORDAN benutzt, obwohl er nur das
Axiom der Abgeschlossenheit gegeniiber der Verkniipfung von zwei Gruppenelementen explizit
forderte. Da er Symmetriegruppen untersuchte, waren die anderen Gruppeneigenschaften auto-
matisch erfiillt. Im Jahre 1854 erkannte CAYLEY die Notwendigkeit des Assoziativgesetzes und
die Existenz des Einselements. Er definierte die Gruppenverkniipfung mittels einer Tabelle, die
heutzutage Cayley-Tafel genannt wird. Zwei Jahre spater gab HAMILTON (1805-1865) eine sehr
platzsparende Methode zur Darstellung einer konkreten Gruppe an. Im Vergleich zur Cayley-
Tabelle fiir die Tkosaedergruppe mit 60 x 60 Eintrdgen, kam Hamilton bei deren Darstellung mit
einer Zeile aus.

Die erste Definition einer Gruppe mit den heute iiblichen Axiomen erfolgte 1882 unabhéngig
voneinander durch VAN DycCK (1856-1934) und WEBER (1842-1913). Danach bildet eine Menge
G von Elementen beziiglich einer bindren Operation o : G x G — G, oft Multiplikation genannt,
eine Gruppe, falls die Multiplikation abgeschlossen und assoziativ ist, ein Einselement existiert
und falls jedes Element ein inverses Element hat. Eine (fiir die Physik) wichtige Station bei der
Entwicklung der Gruppentheorie war die Einfiihrung des Gruppenbegriffs in die Geometrie durch
KLEIN (1849-1925) und LIE (1842-1899).

Im Jahre 1879 fithrte KILLING (1847-1923) die Lie-Algebren, die Cartan-Unteralgebren und die
Cartan-Matrizen ein. Diese Strukturen werden wir im zweiten Teil der Vorlesung besprechen.
Die Klassifikation der halbeinfachen Lie-Algebren wurde 1894 von CARTAN (1869-1951), einem
der herausragenden Mathematiker seiner Zeit, vollendet. Er begann die Untersuchung der Dar-
stellungen von halbeinfachen Gruppen, die von WEYL (1885-1955) fortgesetzt wurde. WEYL
hat die Gruppen- und Darstellungstheorie sehr erfolgreich auf Probleme der Quantenmechanik
angewandt.

Eine dhnlich wichtige Entwicklung begann mit der Bestimmung aller 230 Raumgruppen durch
den russischen Kristallographen FEDEROV im Jahre 1890, und unabhéingig von ihm durch SCHOEN-
FLIES und BARLOW. Raumgruppen sind Symmetriegruppen der drei-dimensionalen Punktgitter
und jedes Punktgitter kann eindeutig durch seine Symmetrien charakterisiert werden. Periodische
Punktgitter wurden schon friih als Modelle fiir den Aufbau von Kristallen aus Atomen angesehen,
obwohl Gitterstrukturen erst 1912 von LAUE (1879-1960) und 1913 von BRAGG (1862-1942) expe-
rimentell bestdtigt wurden. Diese Arbeiten wurden von COXETER (1907-2003) weitergefiihrt, der
1934 alle heute nach ihm benannten sphéarischen und Euklidischen Coxetergruppen klassifizierte.
Unabhéngig von DYNKIN (1924-2014) entdeckte er die Dynkin-Diagramme zur Klassifikation von
halbeinfachen Lie-Algebren.

Die Gruppen- und Darstellungstheorie der endlichen und kontinuierlichen Gruppen ist nach wie
vor ein aktuelles Forschungsgebiet. Es wére ein hoffnungsloses Unterfangen in einer Vorlesung
diese schone und fiir die Physik wichtige Theorie vollstindig darlegen zu wollen. Deshalb werde
ich eine Auswahl von mir interessant erscheinenden Themen {iber Symmetrien sowie Gruppen-
und Darstellungstheorie treffen miissen. Dabei werden an einigen Stellen Beweise ganz weggelas-

A. Wipf, Symmetrien in der Physik
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sen oder nur skizziert. Der Schwerpunkt liegt auf Methoden und Resultaten, die in der Physik
Anwendung finden. Zur Illustration werden Symmetrien in der Atom-, Molekiil-, Festkorper-
und Teilchenphysik besprochen. Der aufmerksame Zuhorer sollte nach Besuch dieser Vorlesung
in der Lage sein, bei der Lésung physikalischer Probleme Symmetrieliberlegungen anzustellen
und entsprechende gruppentheoretische Methoden erfolgreich anzuwenden.

1.3 Literatur, Software

Folgende Literatur kann fiir diese Vorlesung empfohlen werden:

J.H. CoNwAY et.al, Atlas of finite groups, Clarendon Press, 1965.

J.F. CORNWELL, Group Theory in Physics, Academic Press, 1984.

H. GEORGI, Lie Algebras in Particle Physics, Reading, Benjamin 1982.

M. HAMERMESH, Group Theory and its Application to Physical Problems, Dover 1989.

W. HEIN, Einfiihrung in die Struktur- und Darstellungstheorie der klassischen Gruppen, Springer,
1990.

V. HEINE, Group Theory in Quantum Mechanics, Dover 1993.

H.F. JONES, Groups, Representations and Physics, Institut of Phys. Publ., Bristol, 1998.

S. STERNBERG, Group Theory and Physics, Cambridge University Press, 1994.

J. TrTs, Liesche Gruppen und Algebren, Springer 1992.

M. WAGNER, Gruppentheoretische Methoden in der Physik, Vieweg 1998.

H. WEYL, Gruppentheorie und Quantenmechanik, Hirzel-Verlag, 1928.

E. WIGNER, Group Theory and its Application to the Quantum Mechanics of Atomic Spectra,
Academic Press 1959.

Wenn sie weitere Informationen iiber die Geschichte der Gruppentheorie und bei IThrer Entwick-
lung beteiligte Mathematiker und Physiker suchen, verweise ich Sie auf die Seiten von St Andrews
in Schottland und Eric Weisstein. Im Verlauf der Vorlesung werden an mehreren Stellen algebrai-
sche Computerprogramme zum Einsatz kommen. Dies sind weniger die bekannten Programme
Maple, Mathematica oder MuPad, sondern |GAP und LiE. Das erste Programm ist hervorragend
fiir die Analyse von endlichen Gruppen geeignet, wihrend das zweite bei der Untersuchung von
Lie-Algebren niitzlich sein kann. Beide sind frei erhéltlich.

A. Wipf, Symmetrien in der Physik
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2 Elemente der Gruppentheorie

The Theory of Groups is a branch of mathematics in which one does something to
something and then compares the result with the result obtained from doing the same
thing to something else, or something else to the same thing.

JAMES R. NEWMAN, 1956

Wir verlassen uns darauf, dass die Naturgesetze morgen genauso gelten wie heute. Diese Eigen-
schaft ist eine Symmetrieeigenschaft, eine Invarianz der Gesetze gegeniiber Verschiebungen der
Zeit. Ahnliches gilt fiir die Verschiebung des Koordinatenursprungs oder einer Drehung des Koor-
dinatensystems. Die Stérke der Schwerkraft auf der Erde ist von der auf dem Mond verschieden,
das Gravitationsgesetz aber dasselbe.

Derartige Symmetrien kann man durch Gruppen beschreiben. Die Verschiebungen und Drehun-
gen sind dabei Elemente einer Symmetriegruppe. Gruppen kénnen aber auch abstraktere Ele-
mente enthalten, die entweder keine geometrische Realisierung zulassen oder deren geometrische
Bedeutung nicht offensichtlich ist.

2.1 Gruppen und Gruppentafeln

Wir werden zuerst definieren was eine Gruppe ist und danach einige bekannte Gruppen betrach-
ten, die auch in spéteren Kapiteln wieder aufgegriffen werden.

Definition 1 (Gruppe) Eine Gruppe (G,0) ist eine Menge G, fir die eine Verkniipfung o
definiert ist mit folgenden Eigenschaften (Gruppenaziome):

1. Abgeschlossenheit: g1,g0 € G— g1oge € G

2. Assoziativgesetz: g1 o (g2 0 g3) = (g1 © g2) © g3

3. Es existiert ein Finselement e € G mit eo g = go e = g fiir jedes Element g € G

1 1

4. Jedes g € G hat eine Inverses g7 € G mit gog ! =g log=ce

Gelten nur die ersten beiden FEigenschaften, dann handelt es sich um eine Halbgruppe. Eine
Halbgruppe mit Einselement heifst Monoid.

10
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Man kann aus diesen Eigenschaften die Eindeutigkeit des Einselements e und des zu g inversen
Elements g~! beweisen. Sind nédmlich e und g beide Einselemente, dann gilt

=g
g o 7T _
gog=g = g lo(gog)=g log=e=g=ce.

Sind ¢’ und ¢” inverse Elemente zu g, dann folgt
gog=e=gog'=yg =gloe=go(gog’)=(gog)og'=cog’=¢g"=4=4"
Es kann also nur ein Einselement und zu jedem ¢ nur ein inverses Element geben.
Das inverse Element eines Produktes ist
(gog)o(gog) t=es=(gog) =g T og™". (2.1)

Entsprechend ist das Inverse eines mehrfachen Produktes g1 o0 gs o --- o g, gleich dem Produkt
der inversen Elemente in umgekehrter Reihenfolge,

1

-1 _ _ _
(grogao---0gn) =g, ognilo---ogll. (2.2)

Beispiele von Gruppen

e Die einfachste Gruppe ist die Menge {1} mit der Gruppenoperation Multiplikation.

e Die Menge Zy = {—1, 1} mit der Multiplikation als Verkniipfung definiert die Gruppe
(Zs, -). Die Multiplikation ist assoziativ und jedes der beiden Gruppenelemente hat ein
inverses Element: sich selbst.

e Die Menge {e,a,a? a®,...,a" '}, wobei wir zum Beispiel a o a = a? gesetzt haben,
mit der Identifikation a™ = e, ist eine Gruppe. Sie heiftt zyklische Gruppe C,.

e Die Menge der komplexen Zahlen vom Betrage 1 mit der Multiplikation als Verkniip-
fung bilden die kontinuierliche Gruppe U(1).

?

Uberlegen Sie sich, dass die Menge U(1) tatsichlich eine Gruppe ist.

Die Anzahl Elemente einer Gruppe G heift Ordnung der Gruppe und wird mit |G| bezeichnet.
Ist |G| endlich, dann heift G endlich. Die zyklische Gruppe C,, ist eine endliche Gruppe der
Ordnung n. Sind die Elemente einer Gruppe abzéhlbar, dann spricht man von einer diskreten
Gruppe. Die ganzen Zahlen 7 mit der Addition als Verkniipfung bilden eine diskrete Gruppe.
Dagegen ist die Ordnung von U(1) tiberabzéhlbar unendlich — es ist eine kontinuierliche Gruppe.

A. Wipf, Symmetrien in der Physik
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Gruppen-Tafel (Cayley-Tafel)

Fiir endliche Gruppen kann man die Verkniipfung der Elemente tabellieren. Die entsprechende
Cayley-Tafel, Gruppentafel oder Gruppenmultiplikationstabelle in (2.1)) enthélt alle Verkniipfun-
gen:

G| e 92 g3 .- In
e e g2 gs . adn
92 | 92 Gg2°92 G2°9g3 ... G204gn
g3 | 93 Gg3©g2 gGsogs ... G3ogn
gn | 9n Gn©92 Gn©9gG3 ... GnOgn

Tabelle 2.1: Jeder Eintrag in der Gruppentafel ist das Ergebnis der Multiplikation des Element
ganz links in der Zeile mit dem Element ganz oben in der Spalte.

Samtliche Eigenschaften der Gruppe sind aus der Tafel ablesbar. Die Existenz eines Einsele-
ments bedingt, dass eine Spalte identisch mit der Spalte ganz links und eine Zeile identisch mit
der Kopfzeile ist. Die Spalte ganz links und die Kopfzeile sind offensichtlich redundant und wir
kénnen Gruppentafeln etwas kompakter wie folgt schreiben:

e g2 gs e dn
g2 g2°0g2 ¢g2°09gs ... g20(3n

T(G)= |93 93092 93093 ... g3°4nm (2.3)
gn 9gn©92 Gn©gGs ... GnOgn

Die Existenz eines eindeutigen Inversen impliziert, dass in jeder Zeile und in jeder Spalte das

1

Einselement genau einmal auftritt. Wegen gg~! = g~ '¢g = e erscheint dieses Element symmetrisch

zur Hauptdiagonalen.

Tatséchlich tritt in jeder Reihe und in jeder Spalte jedes Element genau einmal auf. Denn aus
99p = 994 folgt nach Multiplikation mit g1, dass gp = gq sein mufs. Analog folgt aus g,9 = 949,
dass g, = gq ist. Die Gruppenelemente der Zeile zu g sind eine Permutation m4(gy,) der Elemente

A. Wipf, Symmetrien in der Physik
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in der ersten Zeile, und insbesondere gilt 74(e) = m(g) = g.

me(e)  Te(g2)  me(g3) ... Te(gn)
Tgo(€) Tgy(92) 7gy(g3) .. Tgo(gn)

T(G) = | Tgs (6) Tg3 (92) T3 (93) cee gz (gn) (2'4)
Tgo(€) Tg.(92) 7g,(93) .. 7g,(gn)

Genauso sind die Gruppenelemente jeder Spalte eine Permutation der Elemente der ersten Spalte.
Als erstes einfaches Beispiel betrachten wir die Gruppentafel der Abelschen Gruppe Cy.

Gruppentafel der zyklischen Gruppe C,4
Die Tafel dieser Gruppe ist symmetrisch beziiglich der Hauptdiagonalen:

Fiir eine Gruppe mit symmetrischer Tafel ist die Verkniipfung kommutativ, d.h. g¢’ = ¢'g
fiir alle g, ¢’ € G. Derartige Gruppen heifien Abel’sch.

2.2 Matrixgruppen

Eine wichtige Klasse von Gruppen sind die Matrizgruppen. Wir wollen zuerst definieren, was wir

unter einer Matrix mit Elementen in einem Korper verstehen:

Definition 2 (Matrix) FEine m X n-Matriz mit Koeffizienten in einem Kérper K ist eine Ab-

bildung
A:{L,2,....m} x{1,2,...,n} = K, (i,7)— a;;.

Eine Matrix wird tiblicherweise als Familie

ai a2 e Aln
ay ago e aon
A= ((lij) 1<i<m —
1<j<n
Am1 Qm2 ... Amn

geschrieben, wobei a;; den Koeffizienten in der i-ten Zeile und j-ten Spalte von A bezeichnet.
Anstelle von Matrix-Koeflizienten spricht man auch von Matrix-Eintrdgen oder Matrixelementen.

A. Wipf, Symmetrien in der Physik
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Die Menge der n x n Matrizen mit Matrixelementen im Korper K werden mit Mat(n, K) bezeich-
net. Sie konnen addiert und multipliziert werden. Beziiglich der Matrixmultiplikation bilden sie
im Allgemeinen keine Gruppe, da das Inverse einer Matrix nur existiert, wenn ihre Determinante
ungleich Null ist. Man kann auch Matrixgruppen mit Matrixelementen in einem Ring definieren,

siehe Anhang

2.2.1 Die Gruppen GL(n,K) und SL(n,K)

Die Menge der invertierbaren n x n—Matrizen
GL(n,K) = {4 € Mat(n, K)| det A # 0}

bilden beziiglich der Matrixmultiplikation eine Gruppe. Die Teilmenge mit Determinante 1,
SL(n,K) = {4 € GL(n,K)|det A = 1}

definiert ebenfalls eine Gruppe. Sie ist eine Untergruppe (dies ist eine Teilmenge, die selbst eine
Gruppe bildet) von GL(n,K). Hier bezeichnet 1 das Einselement im Korper K.

e In den meisten Anwendungen ist K = R oder IK = C und die entsprechenden Gruppen

GL(m,R) = {Ala;; €R, i,j=1,...,n, det A #0}
GL(n,C) = {Ala;; € C, i,j =1,...,n, det A # 0} (2.5)

sind kontinuierlich. Es sind die allgemeinen linearen Gruppen (general linear groups). Thre
Untergruppen SL(n,R) und SL(n,C) sind die speziellen linearen Gruppen.

e Ist K endlich, dann ist GL(n,K) eine endliche Gruppe.

Die endliche Matrixgruppe GL(2,Z/27)

Die Menge Z/pZ mit der Addition modulo p ist fiir jede Primzahl p ein Korper, siche die
Ausfiihrungen in Anhang und die Aufgabe Wir betrachten hier die endliche Gruppe
der 2 x 2 Matrizen mit Koeffizienten im Kérper Z /27 = {0, 1}. Darin ist nur 1 invertierbar,
und invertierbare Matrizen haben Determinante 1, so dass GL(2,Z/27) =SL(2,7/27Z) ist.
Die Gruppe hat die Ordnung 6 und besteht aus

SR I S O A R R o

(2.6)

A. Wipf, Symmetrien in der Physik
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Die Gruppentafel ist unsymmetrisch

e a blc d f
a b e|f ¢ d
TsLezm = | el et 2.7)
c d f|e b
d [ c e a
c dla b e

d.h. die Gruppe ist nicht-Abelsch. Die Elemente {e, a, b} bilden eine Abelsche Untergruppe.
Sie ist invariant (siehe néchstes Kapitel), und damit ist SL(2,Z/27Z) nicht einfach.

Die Elemente von SL(2, Z/27) kénnen mit dem Computerprogramm GAP definiert werden, und
danach ist eine Analyse der Gruppe moglich:

GAP

e:=2(2)*[[1,0],[0,1]1];c:=2(2)x[[1,1],[0,1]1];
a:=z2(2)*[[0,1],[1,1]1];d:=Z2(2)*[[1,0],[1,11];
b:=z2(2)*[[1,1],[1,0]]);f:=Z(2)*[[0,1],[1,0]];
g:=Group(e,a,b,c,d,f);gl:=Group(e,a,b);
IsSubgroup(g,gl);IsSimple (SL(2,2));IsNormal(g,gl);

2.3 Diedergruppen

Die Elemente der Diedergruppe D, sind die Symmetrietransformationen des regelméfigen n-
Polygons in der Ebene, d.h. alle linearen Transformationen, die das Polygon in sich iiberfiihren.
Sie werden auch Decktransformationen des Polygons genannt. Die Gruppe D,, enthilt 2n Ele-
mente, ndmlich n Drehungen und n Spiegelungen.

Decktransformationen des gleichseitigen Dreiecks

Als einfaches Beispiel betrachten wir die Decktransformationen des gleichseitigen Dreiecks in der
Ebene. Es sind die 3 Drehungen des Dreiecks um seinen Schwerpunkt mit Vielfachen von 27/3
und die 3 Spiegelungen o, siche Abbildung

Die Gruppenoperation ist die Komposition von Transformationen. Man bezeichnet die Drehung

um 27/3 mit c3 und die Spiegelung an der durch den i-ten Eckpunkt gehende Gerade mit 01(,2).

A. Wipf, Symmetrien in der Physik
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3
0_5}2) 0_5}1)
c3
1 \/ 2
e

Abbildung 2.1: Symmetrien des gleichseitigen Dreiecks.

Die Decktransformationen wirken auf den Eckpunkten des Dreiecks. Zum Beispiel ist

c3:(1,2,3) — (3,1,2)
D (1,2,3) — (1,3,2)
2 (1,2,3) — (3,2,1),

v

af
0‘(

wie man aus Abbildung abliesiﬂ Fiihren wir diese Symmetrietransformationen hintereinander
aus, siche Abb. so erhalten wir zum Beispiel

(1)

1,2,3) ~25(3,1,2) &> (3,2,1), dh. oM ocz=0?

( ) ) ) ( b b ) ( ) ) )7 v 3 v
(1)

(1,2,3) ©(1,3,2) =2 (2,1,3), dh. czooll) =5
(1) (2)

(1,2,3) ©(1,3,2) & (2,3,1), dh. o ooV =2

Mithilfe dhnlicher Betrachtungen fiir die restlichen Produkte findet man die Gruppentafel fiir
Ds:

€ C3 Cg 0'1()1) 0'1(;2) 0'1()3)
C3 C% e 0'783) 0'1(;1) 0'1()2)
C% e C3 0'1()2) 0'1()3) 0'1()1)
T(Ds) = o 6@ B e o & (28)
01()2) 01(,3) 01(11) c% e c3
O o | @ .

!Das Element c3 ist beispielsweise wie folgt zu lesen: In der Ecke, in der vor der Drehung die 1 war, ist nach der
Drehung die 3, wo die 2 war, ist nach der Drehung die 1, usw.

A. Wipf, Symmetrien in der Physik
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3 2 1
A C3 ;é \ /\
— —

1 2 3 1 3 2
3 2 3
A - A ] /\
— —

1 2 1 3 2 1

Abbildung 2.2: Die Verkniipfung ist das Hintereinander-Ausfiihren von Deckoperationen.

Die Symmetrietransformationen bilden die kleinste nicht-Abelsche Gruppe Ds der Ordnung 6.
Man beachte, dass im linken oberen Block die Gruppentafel der zyklischen Untergruppe Cs steht.
Die Gruppentafel von D3 ist identisch zu derjenigen von 7 /27 in (2.7)).

2.4 Anhang A: Matrizen mit Elementen in einem Ring

Die Elemente a;; einer Matrix brauchen nicht Elemente eines Korpers sein. Es geniigt, dass sie
Elemente eines Rings sind. Die Axiome eines Rings sind den Rechenregeln fiir ganze Zahlen
nachgebildet:

Definition 3 (Ring) Eine Menge R mit zwei bindren Operationen, der Addition + : RxR — R
und der Multiplikation, - : R x R — R ist ein Ring, wenn sie beziiglich der Addition eine
kommutative Gruppe bildet und beziglich der Multiplikation eine Halbgruppe mit Einselement
isf?], und beide Operationen iiber die Distributivgesetze

(a+b)-c=a-c+b-c , c-(a+b)=c-at+c-b

zusammenhdngen. Das neutrale Element bzgl. der Addition heifst Null, a + 0 = a. Ist die Multi-
plikation kommutativ, so ist R ein kommutativer Ring.

2Man findet auch die Definition ohne die Annahme der Existenz des Einselements.

A. Wipf, Symmetrien in der Physik
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In einem Ring kann demnach addiert, subtrahiert und multipliziert werden. Ein kommutativer
Ring heifft Kdrper, wenn jedes Element in R\{0} invertierbar isﬂ. Die Division in einem Korper
ist dann wie folgt definiert:

a/b:=ab ', b+ 0.

Beispiele von Ringen

e ), R, C sind Korper, also auch spezielle Ringe.
e 7, ist eine kommutativer Ring.
e die Menge aller geraden Zahlen 27 ist eine kommutativer Ring, allerdings ohne 1.

e 7/nZ ist ein kommutativer Ring.

Die letzte Aussage wollen wir beweisen: Dazu definieren wir die Restklassen modulo n. Zwei
ganze Zahlen m; und me liegen in derselben Klasse, wenn mi; = mg + kn mit k € Z gilt. Es
gibt offensichtlich n Klassen und als Repréasentanten kénnen wir {0,1,...,n — 1} wéhlen. Auf
der Menge der Klassen definieren wir eine Addition durch die Addition von Repréasentanten,

[mi]  +  [mo] = [m1+my.
~~ ~—~ ——
Klasse von m1  Klasse von mo Klasse von mi-+mo

Diese ist wohldefiniert, da [m; + mg] nicht von den Reprisentanten der Klassen abhéngt. In
diesem Ring gilt beispielsweise
1+1+---4+1=0.
n
Die Restklassen mod n mit dieser Addition bilden die Abelsche Gruppe (Z/nZ,+) der Ordnung
n.

Mithilfe von
[ma] - [ma] = [m1 - ma]

ist auf den Klassen zusétzlich eine Multiplikation definiert und 7Z/nZ wird zu einem kommu-
tativen Ring. Allerdings hat nur dann jedes Element ## 0 ein Inverses, wenn n eine Primzahl
ist.

?

Zeigen Sie: fiir eine Primzahl n ist der kommutative Ring Z/nZ sogar ein Korper.

Definition 4 (Matrix) Eine m x n-Matriz mit Koeffizienten in einem kommutativen Ring R
(oder eine m x n-Matrix iber R) ist eine Abbildung

A:{1,2,...,m}><{1,2,...,n}'—>R, (i,j)'—)&ij.

3Man findet auch die Definition ohne die Annahme, dass die Multiplikation kommutativ ist.

A. Wipf, Symmetrien in der Physik
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Man schreibt auch A = (a;j).

Die Menge der m x n-Matrizen mit Koeffizienten in einem kommutativen Ring R wird mit
Mat(m,n, R) bezeichnet. Matrizen mit Koeffizienten in Z oder Q) werden kurz ganzzahlige oder
rationale Matrizen genannt. Matrizen konnen addiert und mit Skalaren multipliziert werden:

Definition 5 Seien A, B € Mat(m,n, R) und o € R. Dann heif§t
A+ B := (aij + bij)

die Summe von A und B, und

a- A= (aa;)
das a—fache skalare Vielfache von A.

Wir schreiben im Folgenden statt - A kurz aA. Zwei n x n-Matrizen mit Koeffizienten in einem
Ring R konnen multipliziert werden,

A-B=C= (Cij), Cz‘j = Zaikbkj.
k

Satz 1 (Matrixring) Die Menge Mat(n,R) der n x n-Matrizen mit Koeffizienten in R ist be-
ziiglich der Addition und der Multiplikation von Matrizen wieder ein Ring. Ist n > 2 und hat R
mindestens 2 Elemente, so ist Mat (n,R) nicht-kommutativ.

Hier dréngt sich die Frage auf, wann eine Matrix mit Matrixelementen in einem kommutativen

Ring, invertierbar ist. Es gilt der

Satz 2 Sei R eine kommutativer Ring. Eine Matriz A € Mat(n, R) ist genau dann invertierbar,
wenn det(A) € R invertierbar ist.

Die beziiglich der Multiplikation invertierbaren Elemente in R heiffen Einheiten. Der Satz besagt
also, dass A invertierbar ist, wenn det(A) eine Einheit ist. Zum Beweis erinnern wir uns an den

Satz 3 (Cayley-Hamilton) Sei R ein kommutativer Ring, A € Mat(n, R) und x a(\) = det(A—
A)=\"+ AN 4 a9 N2 4 - 4+ qg das charakteristische Polynom von A. Dann gilt

xa(A) = A" +ap 1 A" fa, 0AV 4 agAtag-1=0. (A1)
Die Koeffizienten a,—1 = —Sp(4),an—2,...,a0 = (—)"det A sind Polynome in den Matrix-

elementen und liegen damit in R. In der Vorlesung iiber lineare Algebra wird dieser Satz meist
nur fir R =R, R = C oder R = Q) bewiesen.
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?

Machen Sie sich klar, dass beim Beweis nur voraussetzt wird, dass R ein kommutativer Ring ist.

Mit der Formel von Cayley und Hamilton kénnen wir nun beweisen, dass fiir invertierbares det A
die Matrix A invertierbar ist. Nach Voraussetzung ist det A eine Einheit und wir kénnen in

A (A" —SpAA™ 2+t ail) = ()" det AL,
mit dem Inversen von det A multiplizieren. Wir erhalten
AAL =1, A7l = (—)”_I(A”_1 —SpAA"? 4 ... 4ay ]l)(det AL

was zeigt, dass die zu A inverse Matrix (mit Elementen in R) existiert, wenn det A in R inver-
tierbar ist.

Inverse Matrizen in zwei Dimensionen

ail a2
A =
a1 a2

hat das charakteristische Polynom die Form

Fiir eine beliebige 2 x 2 Matrix

XA()‘) = )\2 — (all P a22) A+ (a11a22 — algazl) = )\2 — SpA)\ 4+ det A.
Das Theorem von Cayley-Hamilton impliziert fiir derartige Matrizen

1 1

1 agza  —ai2
detA((Sp ) ) det A <_a21 ol ) (A-2)

Fir 3 x 3 Matrizen kann man ahnlich verfahren.

Inverse Matrizen in drei Dimensionen

Die Inverse einer beliebigen 3 x 3 Matrix lautet

1

-1 2 .

= A® — (SpA)A + Al t

detA( (S )’ i

A = aj1a22 — a12a21 + a11a33 — 413031 + 22033 — A23a32. (A.3)

Die Menge der invertierbaren Matrizen

GL(n,R) = {4 € Mat(n, R)| det A invertierbar}
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bildet also beziiglich der Matrixmultiplikation eine Gruppe. Sie wird General Linear Group
GL(n,R) genannt. Der Kern des Determinanten-Homomorphismus (Homorphismen und deren
Kerne werden in Kapitel 3| besprochen)

SL(n,R) = {4 € GL(n,R)|det A =1}

definiert die Special Linear Group SL(n,R), eine Untergruppe der Gruppe GL(n,R).

2.5 Anhang B: Prasentation einer Gruppe

Eine ausgezeichnete Rolle spielen jene Elemente einer Gruppe, durch deren faktorielle Anwen-
dung jedes beliebige Element dargestellt werden kann. Sie heifien Erzeugende (Generatoren).
Eine minimale Menge von Erzeugenden, deren Anzahl als Rang r bezeichnet wird, nennt man
Basis der Gruppe. Eine elegante Methode Gruppen kompakt zu présentieren ist die Angabe von
erzeugenden Elementen und Relationen zwischen diesen. Zum Beispiel hat die Diedergruppe Ds
die Erzeugenden c3 und o, mit den Relationen

c% =02 =1, UUC?,O'U_l = cgl.
Dieses einfache Verfahren ist aber wenig intuitiv: man weifs oft iiber die entstehende Gruppe sehr
wenig. Einer Prdsentation anzusehen, welche Eigenschaften die Gruppe besitzt, kann schwierig
sein. Haufig ist es nicht einmal klar, ob die présentierte Gruppe endlich ist. Zwei Prisentatio-
nen sieht man auch nicht immer an, ob sie isomorphe Gruppen beschreiben. Dennoch spielen
Présentationen eine wichtige Rolle bei der Klassifikation von Gruppen.

Wir kommen zu D3 mit der Prasentation (wir setzen c3 = a und o, = b):
Dy = {a,bla® =b* = ¢, bab™' = a~! <= ba = a’b} (B.1)

zuriick. Die von a und b erzeugte Gruppe enthélt alle Produkte von a und b, die sogenannten
Worter des aus ¢ und b bestehenden Alphabets, zum Beispiel

a, ab, ab®, abab®a’,.. ..

Wir diirfen die Relationen (B.1)) benutzen, um die Worter zu vereinfachen. Die letzte Relation
erlaubt uns, in einem Wort alle a nach links und alle b nach rechts zu bringen. Benutzen wir dann
noch die Relationen a® = b? = e, so kann jedes Wort auf eine der folgenden Worter reduziert
werden:

{e,a,a® b,ab,a’b}

A. Wipf, Symmetrien in der Physik



2. Elemente

2.5. Anhang B: Présentation einer Gruppe 22

Mithilfe der Relationen in (B.1]) gewinnt man die Multiplikationstafel von D3 in ([2.8)):

e a a? b ab  a%b
a e a | ab a®*b b
a? e a |a®b b ab
T(Dy) (B.2)
b a%?b ab| e a2 a
ab b da?b| a e a?
a?b ab b | a? a e

Eine &hnliche Prasentation findet man fiir alle Diedergruppen. Die Erzeugenden der Gruppe
D,, sind die Drehung ¢, mit dem Winkel 27 /n und die Spiegelung an einer Symmetrieachse.
Als Beispiel betrachten wir die Symmetriegruppe Dg des reguldren Sechsecks in Abbildung
Offensichtlich sind ¢g und o Symmetrien des Sechsecks und ¢ = c3. Es gelten die Relationen

3 2

5 6

Abbildung 2.3: Symmetrien des gleichseitigen Sechsecks.

6 2

cg=0" =e, ! .

oCce0 T = Cq

Eine Présentation der Decktransformationen des reguléren n-Eck’s (mit ¢, = a und o = b) ist

dann
D, = {a,bla" = b* = e,ba = a™ b} . (B.3)

Diese Relationen bedingen, dass jedes Wort aus dem Alphabet mit den Buchstaben a, b in eines

der folgenden Worter umgewandelt werden kann:
{e,a,a?,...,a" ', b,ab,ab,... a" 'b}.
Die Gruppentafel kann nun wie fiir D3 unter Ausnutzung der Relationen (B.3)) berechnet werden.

Mit dem Computerprogramm GAP ist es moglich, die Eigenschaften einer Prisentation zu er-
fragen. Zum Beispiel definiert

A. Wipf, Symmetrien in der Physik
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GAP
f:=FreeGroup("a","b");
f1:=f/[f.1°6,f.2"2,f.2xf . 1xf.2xf .1];

die Diedergruppe Dg, die unter GAP mit Dihedral(12) aufgerufen wird:
Order (f1);f2:=DihedralGroup (12) ;0rder (£2);

Eine Gruppe kann verschiedene Présentationen haben, die sich in der Anzahl der Erzeugenden
und/oder Relationen unterscheiden. Beispiele findet man auf der Webseite |Atlas der endlichen

Darstellungen.

2.6 Aufgaben zu Kapitel 2

Aufgabe 2.1: Gruppenaxiome

Man beweise, dass bereits folgende Axiome eine Gruppe G mit Verkniipfung o definieren:
e Abgeschlossenheit: g1,90 € G = g1ogs € G
e Assoziativgesetz: g1,92,93 € G = g10(92093) = (910 92) © g3
e Existenz eines linksneutralen Elements: de € G:Vg e G, eog=g

e Existenz eines linksinversen Elements: Vg € G 3g~' € G: g log=¢

Aufgabe 2.2: Die Korper 7Z/nZ

Zeigen Sie, dass fiir eine Primzahl n der kommutative Ring Z/n7 sogar ein Korper ist.

Aufgabe 2.3: Decktransformationen des Quadrats

Die Elemente der Diedergruppe D4 sind die Decktransformationen des gleichseitigen Vierecks,
{67 Cy4, C2, C?l, Oy, O-;;v 0d, O-Zl}v

siche Abbildung

e Die Decktransformationen wirken auf den Eckpunkten des Vierecks. Zum Beispiel ist
ey (1,2,3,4) — (4,1,2,3)

Wie lauten die restlichen Decktransformationen?

A. Wipf, Symmetrien in der Physik
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4 ay od
3
oy

C4
1 2

Abbildung 2.4: Symmetrien des gleichseitigen Vierecks.

e Uberzeugen Sie sich davon, dass die Gruppentafel folgende Form hat:

3 / /
e C4 C2 Cp | Oy 0O, Oq 04
ca ¢ & e o, oq4 oy O
4 2 4 d d v v
3 / /
C2 Cy e C4 | Oy Oy Oy 0Oq
3 / /
T(D4) _ Cy & C4 C2 | O¢q 04 Oy Ouw
oy 04 O o4l e 2 c o
/ / 3
Oy 04 Ov 04| C2 e Cy ¢4
/ / 3
0d 0, 04 Oy | C C4 (& C2
/ / 3
Og Oy 04 O, |C4 C; C2 e

Aufgabe 2.4: Cayley-Tafel

Wir wollen hier mit Gruppentafeln etwas vertrauter werden:

e Erginzen Sie die folgenden Schemata, so dass es Gruppentafeln einer Gruppe mit Elemen-
ten e, a, b, c werden:

e a b c e a b c e a b ¢
a e - - a ¢ - - a c

b - e - b - e - b - ¢
c - . . c - . . c

e Sind die Gruppen, die zur ersten und letzten Tafel geh6ren isomorph?

e Welche der Gruppen ist die ,Vierergruppe von Klein“ (vgl. Literatur iiber diese wohl-
bekannte Gruppe)
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e Bestimmen Sie die Gruppentafel der von den Elementen a und b erzeugten Gruppe, welche
die Relationen a? = b3 = (ab)? = e erfiillen. Kennen Sie diese Gruppe?

Aufgabe 2.5: Prasentationen

Welche beiden Gruppen werden durch folgende Présentationen definiert:

a’ =b* = (ab)®> =e, and

=V =e babl=0a"

A. Wipf, Symmetrien in der Physik



3 Homomorphismen und
Klasseneinteilungen

Strukturen sind die Waffen der Mathematiker.
BOURBAKI

Erste Strukturen von Gruppen werden durch deren Einteilung in Aquivalenzklassen sichtbar.
In diesem Kapitel diskutieren wir Nebenklassen und Konjugationsklassen. Letztere sind fiir die
Darstellungstheorie von Gruppen von Bedeutung. Wir beginnen das Kapitel mit Abbildungen
zwischen Gruppen, welche Strukturen erhalten. Dies fiihrt auf den Begriff von isomorphen Grup-
pen, die als abstrakte Gruppen nicht unterscheidbar sind. Viele Gruppen treten als Untergruppen
von grofseren Gruppen auf. Wichtige Beispiele sind Normalteiler oder Zentrum einer Gruppe.
Schlussendlich definieren und diskutieren wir das semidirekte Produkt zweier Gruppen. Diese
Konstruktion tritt in der Geometrie und Physik 6fter auf.

3.1 Homomorphismen und isomorphe Gruppen

Die Gruppentafel der Diedergruppe D3 in ist identisch zur Gruppentafel von SL(2,7%/2Z) in
2.7} wenn wir folgende Identifikationen vornehmen:

(6,03,6%,0’1(]1),0'1(]2),0'(3)) — (e,a,b, ¢, d, f)

Die Gruppen sind bis auf Umbenennung der Gruppenelemente identisch, d.h. sie sind isomorph.
Allgemeiner definieren wir homomorphe und isomorphe Gruppen wie folgt:

Definition 6 (Homomorphismus, Isomorphismus) Eine Abbildung zwischen zwei Gruppen
¢ : G — G mit der Eigenschaft ©(g192) = p(g91)¢(g2) heifst Gruppenhomorphismus. Ein bijekti-
ver Homomorphismus heifit Isomorphismus. Existiert ein Isomorphismus , dann heiffen G und
G’ isomorph, G = G'.

Ist G = G’, so nennt man einen Homomorphismus Endomorphismus und einen Isomorphismus
Automorphismus von G. Zwei isomorphe endliche Gruppen haben bis auf Umbenennung der
Gruppenelemente identische Gruppentafeln. Es gilt der

26
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Satz 4 Es seien G und G' Gruppen mit Einselementen e und € und o € Hom(G,G'). Dann ist
ole) = ¢ und p(g7') = [gp(g)]fl fiir alle g € G.

Die Beweise der beiden Eigenschaften sind einfach:

p(9) = wlge) = p(g)p(e) = p(e) = ¢
¢ =p(997") = wl9)elg™) = wlg™") = [p(g)] " (3.1)

Menge der Homorphismen/Automorphismen

Mit Hom(G, G’) bezeichnet man die Menge aller Gruppenhomomorphismen von G nach G’
und mit Aut(G) die Menge aller Automorphismen von G.

Definition 7 (Automorphismengruppe von G) Die Menge
Aut(GQ) = {¢: G — G| ist Isomorphismus}
bildet eine Gruppe und heifit Automorphismengruppe von G.

Die Gruppenverkniipfung ist die Komposition von Abbildungen. Das Einselement von Aut(QG)
ist der Automorphismus ¢ : ¢ — g und das zu @ inverse Element die inverse Abbildung.

Zu jedem Gruppenelement g existiert die Abbildung

pg: GG, pylg)=gd9". (3.2)

Die Konjugation ¢4 ist ein Automorphismus. Konjugationen heifsen innere Automorphismen.

?

Uberzeugen Sie sich davon, dass die Abbildungen ¢, Automorphismen sind.

Wir kehren zu den Homomorphismen zuriick. Der Kern eines Homomorphismus ¢ : G — G’ ist
die Menge
Ker(p) = {g € Glo(g) = €'} C G, (3-3)

wobei €’ das Einselement in G’ bezeichnet. Das Bild eines Homomorphismus ist die Menge

Im(¢) = {¢(g)lg € G}. (3.4)
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Es sei G eine Abelsche Gruppe. Dann ist fiir jede ganze Zahl m die Abbildung

m

om: Gr— G, om(9) =g

ein Gruppenhomomorphismus. Fir G = (Z, +) ist Ker(p,,) = {0} und Im(¢y,) = mZ.

Die invertierbaren Elemente K* eines Korpers K bilden eine multiplikative Gruppe und die
Determinanten-Abbildung det: GL(n, K) — (K*,-) ist ein surjektiver Gruppenhomomorphismus.
Dies folgt aus dem Determinantenmultiplikationssatz.

Determinantenabbildung

Der Kern der Abbildung det: GL(n, K) — (IK*,-) ist die spezielle lineare Gruppe,

SL(n,K) = Ker(det) = {A € GL(n,K)|det A = 1}. (3.5)

3.2 Untergruppen

Als Untergruppe von G bezeichnet man eine Teilmenge H C G, die unter der Multiplikation in
G abgeschlossen ist und eine Gruppe bildet. Es gilt der

Satz 5 Es sei G eine Gruppe und H C G. Dann ist H eine Untergruppe von G, wenn fir alle
a,bc H gilt abc H und a™' € H.

Eine Gruppe hat stets die uneigentlichen Untergruppen G und {e}.

?

Uberzeugen Sie sich davon, dass e € G immer in H liegt.

Ist H eine Untergruppe, dann schreibt man H < G. Ist die Untergruppe echt kleiner als G, dann
schreibt man H < G. H heilkt mazimal, wenn es keine Untergruppe echt grofser H und echt
kleiner G gibt.

e Eine Untergruppe von C* ist
Ul)={z€C,|z|=1,-} < (C",), C* = C\{0}. (3.6)

e 7 enthélt die Untergruppe (mZ,+) mit den ganzzahligen Vielfachen von m als Ele-
mente.

e Die Diedergruppe D3 enthélt die zyklische Gruppe C3 als Untergruppe. Sie enthélt
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auch dreimal die Untergruppe Co. Deren Elemente sind jeweils das Einselement und
eine Spiegelung.

3.2.1 Kern und Bild eines Homomorphismus sind Untergruppen

Jeder Homomorphismus ¢ € Hom(G, G') definiert je eine Untergruppe von G und von G:

Satz 6 Es scien G und G' Gruppen und ¢ € Hom(G,G"). Dann gilt Im(p) < G’ und Ker () <
G.

Die erste Eigenschaft ist schnell bewiesen: Wir miissen zeigen, dass Im(p) abgeschlossen ist und
mit jedem Element das inverse Element enthélt:

p(91)¢(92) = plg1g2) € Im(G) . [(9)] ™" = plg™!) € Im(yp).

Der Kern des Homomorphismus soll dieselben Eigenschaften besitzen. Es seien ¢1, go und g im
Kern des Homomorphismus ¢. Dann folgt

/

o(g192) = o(g1) plg2) =€, wlgg ) =€ =g plg ) =plg™ ) =¢,
—— =

/ / /

€ € €

was beweist, dass auch der Kern von ¢ eine Untergruppe ist. Es folgt nun unmittelbar

Lemma 1 Sei p € Hom(G,G') und H < G. Dann ist o(H) eine Untergruppe von o(Q).

3.2.2 Zyklische Untergruppen

Die einfachen zyklischen Gruppen C,, wurden bereits in Abschnitt auf Seite [11] einfithrt. Jede
Gruppe G hat nun mindestens eine zyklische Gruppe als Untergruppe. Um dies einzusehen,
wahlen wir irgendein g € G und definieren die von diesem g erzeugte Untergruppe

H=(g9) = {gk]k: €Z} <G, wobei @ =e und g¢g*:= (g5

Diese Untergruppe ist zyklisch. Wenn (g) = G ist, dann ist G eine zyklische Gruppe. Zyklische
Gruppen sind stets Abelsch,

g = gt = gtk = gl
Die Ordnung der Untergruppe (g) C G heifst Ordnung des Gruppenelements g in G. Zyklische
Gruppen konnen endliche oder unendliche Ordnung haben.
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Es kann mehrere erzeugende Elemente geben

Ein Beispiel fiir zyklischen Gruppen ist Z mit dem erzeugenden Element 1. Auch —1 ist
erzeugendes Element. Es kann also mehr als ein erzeugendes Element geben.

Endliche zyklische Gruppen

Ist die Ordnung von g endlich, dann gibt es Zahlen k > [ € Z fiir die g* = ¢! bezichungsweise

¢! = e ist. Daher gibt es ein n > 0 mit ¢g" = e. Es sei n die kleinste positive Zahl mit dieser

Eigenschaft. Die zyklische Gruppe besteht dann aus den Elementen

(9) ={e.9.9%...,9" g" =e}. (3.7)

Es folgt dann, dass zyklische Gruppen derselben Ordnung isomorph sind:

Satz 7 Eine zyklische Gruppe der Ordnung n ist isomorph zu 7 /n7Z (Addition modulo n).

Unendliche zyklische Gruppen

Ist die Ordnung von g unendlich, so sind alle g¥ verschieden, und die Abbildung

73 kw— g* € (g) (3.8)
ist ein Isomorphismus.
Satz 8 FEine unendliche zyklische Gruppe ist isomorph zu (Z,+).

?

Uberzeugen Sie sich selbst davon, dass dies der Fall ist.

3.2.3 Eigenschaften von wichtigen Untergruppen

Wir diskutieren nun einige 6fter auftretende Untergruppen. Kennt man eine Untergruppe H < G,
so kann man sich durch Konjugation der Elemente in H mit einem festen Element g € G eine
neue Untergruppe beschaffen:

Satz 9 (konjugierte Untergruppe) Es sei H < G. Dann ist die konjugierte Untergruppe
pg(H) =gHg ' = {ghg™'|h € H}, (3.9)

eine zu H itsomorphe Untergruppe von G. Sie heifst zu H konjugierte Untergruppe.

A. Wipf, Symmetrien in der Physik



3. Homormorphismen 3.2. Untergruppen 31

Beweis: Die Konjugation g ist ein (innerer) Automorphismus, siehe und damit ist das Bild
@q(H) eine Untergruppe von G. Da ¢, bijektiv ist, gilt ¢4 (H) = H.

Von Bedeutung sind invariante Untergruppen. Dies sind spezielle Untergruppen, die fiir alle
Gruppenelemente selbstkonjugiert sind:

Definition 8 (Normalteiler) Eine Untergruppe N von G heifit invariante Untergruppe, nor-
male Untergruppe oder Normalteiler von G, wenn gilt

©0s(N)=gNg™' =N firalle geQa. (3.10)

Eine Gruppe besitzt immer zwei triviale Normalteiler, ndmlich das Einselement und sich selbst.
Nun definiert man zwei fiir die Klassifikation von Gruppen wichtige Familien von Gruppen:

Definition 9 (Einfache Gruppe) FEine Gruppe wird einfach genannt, wenn sie keinen (nicht-
trivialen) Normalteiler enthdlt; sie heifit halbeinfach, wenn sie keinen Abelschen Normalteiler
enthdlt.

Offensichtlich ist jede einfache Gruppe auch halbeinfach. Eine Abelschen Gruppe mit eigentlichen
Untergruppen ist nicht halbeinfach.

Klassen von einfachen Gruppen

Man kann alle einfachen Gruppen in wenige Klassen einteilen:

e C, mit n Primzahl

e alternierende Gruppen 4,, mit n > 5 (siehe unten)

e Lie-Typ Gruppen (Chevalley- oder getwistete Chevalley-und Titsgruppen)
e 26 sporadische Gruppen.

Unter den sporadischen Gruppen findet sich auch ,das Monster, eine endliche Gruppe von Dre-
hungen im 196 883-dimensionalen Raum. Die Ordnung dieser Gruppe ist eine 54-stellige Zahl.
Erwéhnenswert ist auch die folgende Vermutung:

Vermutung von Burnside

Die Ordnung jeder einfachen nicht-Abelschen Gruppe ist eine gerade Zahl.

Wir notieren noch ein weiteres bemerkenswertes Resultat, nach dem jeder Gruppenhomomor-
phismus einen Normalteiler definiert:

Satz 10 Es sei ¢ : G+ G’ ein Homomorphismus. Dann ist Ker(yp) ein Normalteiler von G.
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Beweis: Wir haben bereits bewiesen, dass Ker(¢) < G ist. Es sei nun n € Ker(p) und g € G
beliebig. Dann ist

e(gng™") = p(g)e(n)e(g™") = ¢(g) €' [e(g)] " = ¢ = gng™" € Ker(yp).

Es gilt auch der

Satz 11 Sei ¢ € Hom(G,G’). Dann ist das Bild ¢(N) eines Normalteilers N < G ein Normal-
teiler im Bild ¢(G) < G'.

Dies folgt unmittelbar aus

2(9)p(N) ((g))

= o(gNg™") = ¢(N).

Wenn jedes Element einer Untergruppe von G mit allen Elementen von G vertauscht, dann ist sie
ein Abelscher Normalteiler. Die gréfite Untergruppe mit dieser Eigenschaft nennt man Zentrum:

Definition 10 (Zentrum) Das Zentrum einer Gruppe G,
Z={2€Glzg=92z VgeG} <G (3.11)

ist eine nichi-leere Untergruppe von G.

Beweis: Die Menge Z ist nicht leer, da sie e enthélt. Sie ist eine Untergruppe von G,

1 1 1 -1

2,7 € Z = 22/g =297 =gz und gz t=2"l(zg9)z7 =27 Yg2)z 7 = 271y

Eine Abelsche Gruppe ist mit ihrem Zentrum identisch. Fiir eine stark nicht-Abelsche Gruppe
ist dagegen Z = {e}. Das Zentrum Z ist eine ganz besondere invariante Untergruppe: Nicht nur
die Menge Z ist invariant unter Konjugation, sondern jedes einzelne seiner Elemente.

3.3 Nebenklassen, Faktorgruppen und Konjugationsklassen

Hat Peter dieselbe Klausurnote wie Paul, dann hat Paul dieselbe Note wie Peter. Wenn Maria
dieselbe Note wie Paul hat, dann haben auch Maria und Peter dieselbe Note. Dies ist ein Beispiel
fiir eine Aquivalenzrelation, die allgemein die folgende Eigenschaft haben soll:

Definition 11 (Aquivalenzrelation) Eine Aquivalenzrelation ~ auf einer Menge M ist eine
Relation mit folgenden Figenschaften:
o reflexiv: a ~ a

o symmetrisch: a ~b < b~a
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e transitiv: a ~ b,b~c— a~ c.

Eine Menge #quivalenter Objekte bezeichnet man mit Aquivalenzklasse oder kurz nur mit Klasse
von M. In unserem Fall bilden alle Studierenden mit der gleichen Note eine Klasse. Klassenein-
teilungen sind niitzlich, um Mengen zu unterteilen und Strukturen aufzuzeigen. Sie dienen damit
zu deren , Klassifikation.

?

Uberzeugen Sie sich davon, dass die Menge M in lauter disjunkte Aquivalenzklassen zerfillt,
M=K{UKyU... mit KzﬂKj:(Dfurz;éj

Bei Gruppen gibt es zwei wichtige Arten der Unterteilungen in Klassen, die Konjugationsklassen
und die Nebenklassen. Wir beginnen mit den Nebenklassen.

Definition 12 (Nebenklassen, Restklassen) Es sei H < G eine beliebige Untergruppe von
G. Wir bilden die Restklassen modulo H (die Nebenklassen von H ):

a~b falls a 'be H<=a~b falls beaH.

Dies definiert eine Aquivalenzrelation
a~a, a~bsbra, ar~b, bvc=a~ec.

Mithilfe einer Untergruppe H kann man deshalb jede Gruppe in durchschnittsfreie Teilmengen
aufteilen, die sogenannten Nebenklassen (englisch: cosets). Dazu bildet man fiir jedes Element
a € G die linke Nebenklasse aH = {ah|h € H} von a. Offensichtlich ist aH = bH genau dann
wenn a ~ b ist. Nun zerlegen wir die Gruppe in disjunkte Nebenklassen

G=eHUaHUJHU....

Die Anzahl Elemente |aH| der Nebenklasse aH ist gleich der Ordnung |H| von H. Deshalb gilt
der

Satz 12 (Lagrange) H sei eine Untergruppe der endlichen Gruppe G. Dann ist der Index
j = |G|/|H| der Untergruppe H in der Gruppe G eine natiirliche Zahl.

Gruppen mit Primzahlordnung

Aus diesem Satz folgt, dass eine endliche Gruppe von Primzahlordnung keine eigentliche
Untergruppe haben kann. Sie ist deshalb einfach.
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Statt linke kann man auch rechte Nebenklassen Ha definieren. Sie erlauben ebenfalls eine Auf-
teilung der Gruppe. Bei Abelschen Gruppen sind die rechten Nebenklassen gleich den linken
Nebenklassen. Man beachte: Nebenklassen sind keine Untergruppen - mit Ausnahme von H
selbst.

Ist die Untergruppe N ein Normalteiler in G, dann sind ihre Nebenklassen
gN ={gnlne N}  (g€G)

Elemente einer Gruppe, der sogenannten Quotientengruppe oder Faktorgruppe.

"o ,
S A ¥
go—
¢—
—(
D e 1
O
V \ gN ¢gN gg'N
Nebenklassen Einselement
eN =N

Abbildung 3.1: Die Gruppe ist die Vereinigung von disjunkten Nebenklassen. Die Restklassen
modulo eines Normalteilers bilden selbst eine Gruppe.

Definition 13 (Faktorgruppe) Es sei N ein Normalteiler in G. Die Elemente der Faktor-
gruppe G/N sind die Nebenklassen {gN|g € G} mit der Verknipfungsrelation

(gN) - (¢'N) = gNg'N = (g99")N.

Also ist gN - ¢’ N diejenige Restklasse, in welcher gg’ liegt (siehe Abb. .

Die Menge ist abgeschlossen:
(gN) (g/N) assoz:iativ gNg/N Normglteiler gg/N

Die Restklasse eN = N bildet das Einselement, da eN - gIN = gN ist, und das Inverse von g\N
ist g1 N.

A. Wipf, Symmetrien in der Physik



3. Homormorphismen 3.3. Nebenklassen, Faktorgruppen und Konjugationsklassen 35

Beispiele von Faktorgruppen

e Fiir eine beliebige Gruppe G sind G/e = G und G/G = e.

e mZ ist Normalteiler in Z und Z/mZ ist die Gruppe der Restklassen von Z mod m.

Der Kern jedes Homomorphismus ist ein Normalteiler und definiert die Untergruppe G/Ker(p)
von G. Es gilt der sogenannte

Satz 13 (1. Isomorphiesatz) FEs sei ¢ ein surjektiver Homomorphismus G — G'. Dann gilt

G/Ker (¢) =2 G'. (3.12)

Noch etwas préziser: ist m der surjektive Homomorphismus

m: Gr— G/Ker(p)
g — gKer(yp),

auch Projektion oder kanonische Abbildung genannt, dann ist der Isomorphismus ¢ : G/Ker(y) —
G’ gegeben durch

b(m(9)) =y (9Ker(p)) = ¢(g) oder om=q.
Dies ist in Abb. gezeigt.

W
>

G/K

Abbildung 3.2: Der Homomorphismus ¢ ist die Komposition der Projektion w und des Isomor-
phismus .

Homomorphismen und Normalteiler

Es folgt, dass alle méglichen Homomorphismen einer Gruppe G allein durch G bestimmt
sind, und zwar indem man die kanonischen Abbildungen G — G/N fiir alle Normalteiler
N < G betrachtet.

In einer nicht-Abelschen Gruppe ist im Allgemeinen gg’ # ¢’g und der Kommutator gg'g~'g’~!

zweier Gruppenelemente g und ¢’ nicht gleich dem Einselement. Man definiert deshalb die
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Definition 14 (Kommutatorgruppe) Die Kommutatorgruppe [G,G] ist die von den Kom-
mutatoren {[a, b] = aba= b7 1a,b € G} erzeugte Untergruppe von G.

Nach Definition ist [G, G] abgeschlossen und enthélt das Einselement (man nehme a = b). Wei-
terhin ist
(aba ')t =bab e € G, G,

was bedeutet, dass [G, G] eine Untergruppe von G ist. Die Ordnung |[G, G]| ist ein Maf dafiir,
wie weit die Gruppe G nicht-Abelsch ist. Es gilt der

Satz 14 Die Kommutatorgruppe [G, G| ist ein Normalteiler von G.

Beweis: Die Konjugation eines Kommutators ist wieder ein Kommutator:
glaba™'b"")g ™" = (gag™") (gbg™")(gag™") "M (gbg™") " = d'V'd "W € [G, G
—— e N —
a/ b/
Ein beliebiges Element in [G, G| hat die Form cjcg-- - ¢k, mit Kommutatoren ¢;. Fiir dieses
allgemeine Element ist
glerez--cr)g ™t = (gerg™)(9eag ™) - (9erg ™) € |G, G
~———
¢ €lG,G]

ebenfalls in der Kommutatorgruppe von G. Fir jede Gruppe konnen wir die Faktorgruppe G/N
mit N = [G, G| bilden. Es gilt der

Satz 15 Die Faktorgruppe G/|G, G] ist stets Abelsch.
Beweis:
gNg'Ng'Ng='N = g¢'g7 g ' N = N(= e der Faktorgruppe).
—_—
eN
Mit GAP ist es einfach, die Kommutatorgruppe einer definierten Gruppe zu berechnen. Zum

Beispiel definiert man die symmetrische Gruppe S3 mit den Erzeugenden (1,2) und (1,2, 3) wie
folgt:

GAP
s3:=Group ((1,2),(1,2,3));

Man erhélt die Antwort Group([(1,2),(1,2,3)]). Nun definieren wir die Kommutator-
Untergruppe:

a3:=DerivedSubgroup(s3);.
Das Programm antwortet mit Group([(1,2,3)]). Diese hat die Ordnung 3, wie man mit

Order (a3);

nachpriift. Es ist die alternierende Gruppe A3 der geraden Permutationen von drei Elemen-
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ten. Man kann [S3, S3] auch mit dem Befehl
CommutatorSubgroup(s3,s3);

finden. Man kann nachpriifen, dass die Faktorgruppe Ss/[Ss,Sg] zwei Elemente hat und
Abelsch ist. Zuerst berechnen wir die Faktorgruppe:

s8:=SymmetricGroup(8);;a8:=DerivedSubgroup(s8);;
g:=FactorGroup(s8,a8);;

Nun bestimmt man den Index der Kommutatorgruppe < Sg und priift, ob die Faktorgruppe
Abelsch ist:

Index (s8,a8);IsAbelian(g);

3.4 Konjugationsklassen

Wir fithren eine weitere niitzliche Aquivalenzrelation auf Gruppen ein. Ahnliche Elemente sind
dabei zueinander konjugiert und Klassen dhnlicher Elemente bilden die Konjugationsklassen.
Diese sind verschieden von der soeben untersuchten Nebenklassen.

Definition 15 (konjugierte Elemente) Zwei Elemente a,b € G heiflen zueinander konju-
giert, a ~ b, wenn es ein g € G gibt, so dass

gag~t =b.

Diese Relation ist reflexiv, symmetrisch und transitiv. Die Transitivitat folgt aus:

b=gag ' ~a, c=gbg" ' ~b=c=g(gag )i " = (39)a(dg)”" ~a.

Aus diesen Eigenschaften folgt unmittelbar, dass wir jede Gruppe in disjunkte Konjugationsklas-

sen K; zerlegen konnen. Die Konjugationsklasse eines Elementes a,
K, = {9a97 g € G}, (3.13)

enthélt immer das Element a. Jedes Zentrumselement (und insbesondere das Einselement) bildet
eine Klasse fiir sich. Die Anzahl Elemente von K; sei n(K;). Dann gilt fiir eine endliche Gruppe

Zin(m) = |G|. (3.14)

Es gilt der in der Darstellungstheorie endlicher Gruppen hilfreiche

Satz 16 Die Anzahl Elemente n(K;) der Konjugationsklasse K; ist ein Teiler der Anzahl der

Gruppenelemente. Alle Elemente einer Konjugationsklasse haben die gleiche Ordnung.
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Beweis: Die zweite Aussage folgt aus

n 1

a"=e, b=gag~l = b" = (gag ')(gag™!)---(gag™') = ga"g ' =e.
Um die erste Aussage zu beweisen betrachten wir spezielle Untergruppen in G:

Definition 16 (Normalisator, Stabilisator) Fiir jedes Gruppenelement a definieren wir den
Normalisator (Stabilisator) N, von a gemdfs

N, ={g € Glgag™! = a} < G. (3.15)

Offensichtlich ist a € N, und N, ist eine Untergruppe von GG. Nach dem Lagrange’schen Satz ist
| Ny| ein Teiler von |G| fiir jedes a € G. Nun ist

/

gag -1 = gag_1 <~ g_lg’ € N, <= ¢ € gN,.

Damit folgt
gag™ # gag™! <= ¢’ ¢ gN,.

Die Anzahl Elemente in der Konjugationsklasse K, von a ist also gleich der Anzahl Neben-
klassen des Normalisators N, von a oder gleich dem Index j(NN,) von N, in G,

n<Ka) = j(Na) = ’G|/|Na| : (316)

Dies beweist, dass die Anzahl Elemente jeder Konjugationsklasse die Gruppenordnung |G| teilt.
Lemma 2 Ist |G| eine Primzahl, dann ist G Abelsch.

Ist die Anzahl Gruppenelemente eine Primzahl, dann hat nach obigem Satz jede Konjugations-

1

klasse nur ein Element. Also bildet jedes Element eine Klasse fiir sich, d.h. es ist gag™" = a oder

ag = ga fiir zwei beliebige Gruppenelemente g und a. Also ist die Gruppe Abelsch.

Jede Untergruppe H < G hat ihren eigenen Normalisator:

Definition 17 (Normalisator einer Untergruppe H < G)

Ng(H)={g9€GlgHg' =H}.

N¢g(H) ist eine Untergruppe von G, welche die Untergruppe H enthélt. Es ist die grofte Unter-
gruppe von G, in der H ein Normalteiler ist.
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3.5 (Semi)Direktes Produkt von Gruppen

Mit obiger Definition des direkten Produktes von Gruppen sind sowohl A als auch B Normal-
teiler von A x B, wobei G/A = B und G/B = A ist. Im allgemeinen gilt die Umkehrung fiir
Faktorgruppen nicht, also G # N x (G/N).

Eine weitere in der Physik wichtige Konstruktion ist das semidirekte Produkt zweier Gruppen:
Definition 18 (Semidirektes Produkt) Seien N und H Gruppen und sei ¢ : H — Aut(N)

ein Gruppenhomomorphismus. Auf der Menge G := N X H kann man eine Verkniipfung * wie

folgt definieren:
(nl, hl) * (ng, hg) = (mgo(hl)(ng), hlhg), (3.17)

wobei jeweils die Verknipfungen in N und H verwendet werden.

Das Einselement im semidirekten Produkt ist (ey, er) wie man leicht einsieht,

(en,em) * (n,h) = (eN go(eH)(n),eHh) = (n,h).
—_———

n

Das zu (n, h) inverse Element ist ([p(h~")(n)]~!, A71):

(Le(h™ @)™ 1) % (n,h) = ([p(h™ ()] (™) (n), k™ h) = (en, em).

Die Gruppe (G, *) wird mit N x H bezeichnet und heifst semidirektes Produkt von H mit N. Es
gilt der

Satz 17 Die Gruppe N x H enthdlt N x {er} als Normalteiler und {enx} x H als Untergruppe.

?

Beweisen Sie diese Aussage iiber die Gruppen N und H im semidirekten Produkt N x H.

Euklidsche Gruppe (Bewegungsgruppe)

Die Bewegungsgruppe oder Euklidische Gruppe Es ist das semidirekte Produkt der Abel-
schen Gruppe R? der Verschiebungen und der Gruppe O(3) der Drehspiegelungen im Raum
(eine Diskussion dieser Gruppen folgt spéter). Der Homomorphismus ¢ : O(3) —Aut(R?)
ist dabei durch p(R)(a) = Ra fiir R € O(3) und a € R? gegeben, so dass

(a,R)*(a’,R')=(a+ Ra/,RR’) und (a,R)'=(-R 'a,R7}).
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Es folgt insbesondere

(a,R)*(a’,1) % (a,R)"! = (Rd/, 1),

was bedeutet, dass die Gruppe der Verschiebungen ein Normalteiler in Fj ist.

3.6 Aufgaben zu Kapitel 3

Aufgabe 3.1: Isomorphe Gruppen

Bestimmen Sie, welche der folgenden Gruppen isomorph zueinander sind und geben Sie dann die
Isomorphismen an.

1. die komplexen Zahlen {1,7,—1, —i} mit der Multiplikation;
2. die ganzen Zahlen {2,4,6,8} beziiglich der Multiplikation modulo 10;

3. die Permutationen

1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 12 3 4\

1 234/ \2 134/ \1 243/ \214 3)
4. die Permutationen

1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 12 3 4\

1 234/ \234 1) \4123) \341 2/

Aufgabe 3.2: Automorphismengruppe

Es sie G eine Gruppe. Zeigen Sie, dass die Menge der Abbildungen Aut(G) = {¢: G — G|y ist
Isomorphismus} eine Gruppe definieren. Es ist die in der Vorlesung eingefithrte Automorphis-
mengruppe von G.

Aufgabe 3.3: Zentrum einer Gruppe

Das Zentrum einer Gruppe G besteht aus den Elementen z € G mit zg = gz fiir alle g in der
Gruppe. Beweisen Sie, dass das Zentrum eine Abelsche Untergruppe von G ist.

Aufgabe 3.4: Konjugierte Untergruppen

Sei H eine Untergruppe der Gruppe G. Man zeige, dass fiir alle g € G die Menge gHg™! eine

Untergruppe von G ist, und dass alle diese Untergruppen isomorph zu H sind.

Aufgabe 3.5: Dieder-Gruppe

Zeigen Sie, dass die Diedergruppe Dy (die Decktransformationen eines Quadrats)) ein semi-
direktes Produkt ist, Dy = Z4 X Zo. Etwas allgemeiner, beweisen Sie D,, = Z,, X Zs.

Aufgabe 3.6: Normalteiler
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Sei N eine Untergruppe der Gruppe GG. Man zeige, dass folgende Aussagen dquivalent sind:

e N ist ein Normalteiler, d.h. gNg~! = N fiir alle g € G.
e gN = Ny fiir alle g € G.

e gNg~! C N fiir alle g € G.

Aufgabe 3.7: Normalisator

Sei H eine Untergruppe der Gruppe G. Es ist zu zeigen, dass der Normalisator von H,
Ne(H) ={g € GlgHg™' = H},
eine Untergruppe von G bildet

Aufgabe 3.8: Gruppen der Ordnung n, n Primzahl

Beweisen Sie die Aussage, dass eine endliche Gruppe deren Ordnung eine Primzahl ist, isomorph

zu einer zyklischen Gruppe ist.

Hinweis: Betrachte die von einem Element g # e erzeugte Untergruppe und erinnern Sie sich an

den Satz von Lagrange.

Aufgabe 3.9: Semidirektes Produkt

Man beweise folgenden Satz im Skript: Seien N und H Gruppen. Die Gruppe N x H enthélt

N x {ep} als Normalteiler und {ex} x H als Untergruppe.
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4 Endliche Gruppen

The universe is an enormous direct product of representations of symmetry groups.
HERMANN WEYL

Die Elemente der symmetrische Gruppe S, — auch Permutationsgruppe genannt — sind die n!
Permutationen von n Objekten. Diese Gruppen sind aus gruppentheoretischer Sicht so kompli-
ziert wie moglich: Es gibt namlich den Satz von Cayley, der besagt, dass jede endliche Gruppe
G eine Untergruppe der symmetrischen Gruppe Sg ist.

4.1 Untergruppen der Permutationsgruppen

In der Gruppentafel einer endlichen Gruppe der Ordnung |G| = n (siehe Abschnitt wird der
Kopfzeile mit den Elementen {e¢ = g1, g2,...,gn} einem Element g der linken Spalte die Zeile
mit den permutierten Elementen

{991, 990} = {mg(91),-..,mg(gn)}

zugeordnet. Da zwei Zeilen der Gruppentafel notwendigerweise verschieden sind, sind die n Per-
mutationen ..., m,, verschieden. Die Abbildung

Gr— S, g Ty

von irgendeiner Gruppe G der Ordnung n in die Gruppe S, ist ein Gruppenhomomorphismus,
wie man leicht nachpriift:

(mgmg)(g") = (mg)(9'9") = 99'9" = 7oy (¢") = gy = T4y - (4.1)
Die Menge {74} ist abgeschlossen und die zu e € G gehérende Permutation 7 ist das Einselement
in S;,. Wegen
ng = Ty-1

definieren die {my|g € G} eine Untergruppe der Permutationsgruppe S,,. Die Gruppe G ist deshalb
isomorph zu einer Untergruppe von S, und es gilt der

Satz 18 (Cayley) Jede endliche Gruppe der Ordnung n ist isomorph zu einer Untergruppe der
Permutationsgruppe S, von n Elementen.
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Die n verschiedenen Permutationen {my|g € G}, werden im Allgemeinen nur eine kleine

Untergruppe der n! Permutationen in §,, definieren.

Nach dem Satz von Cayley sind unter den endlichen Gruppen die Permutationsgruppen S, der

Ordnung n! ausgezeichnet.

4.2 Symmetrische und alternierende Gruppen

Wie soll man nun die Elemente von §,, darstellen? Eine Moglichkeit ist, bei gegebener Ausgangs-

ordnung der n Elemente die neue Ordnung einfach anzugeben.

Die symmetrische Gruppe S3
Man kann die Ausgangsordnung (1,2, 3) und die neue Anordnung (2,3, 1) gleichzeitig ange-

ben,
123
2 3 1)’

entsprechend der Permutation (1,2,3) — (2,3, 1). Fiihrt man die Permutation zweimal hin-
tereinander aus, so wird die Anordnung (1,2,3) nach dem zweiten Schritt die Form (3, 1,2)
haben. Die 6 Elemente der Permutationsgruppe Ss sind

3 1 2 3 9 1 2 3
, a= , b=a" = ,

3 2 3 1 3 2

3 1 2 3 1
, d=ca= f=cb=

2 3 2 1 2

Dabei bedeutet ca zuerst a und dann ¢ ausfithren. Die Gruppenmultiplikation ist nicht

D

I
~—
— =
[N \V]

—_

(4.2)

(@}

Il
N
—_ =
w N
=N
w W
___

kommutativ.

?

Uberzeugen Sie sich davon, dass S3 dieselbe Gruppentafel wie D3 hat. Damit ist Sg = Ds.

Eine Permutation kann man auch darstellen, indem man nur diejenigen Positionen angibt, die
sich &ndern, mit der Angabe, wie sie sich &ndern. Man notiert dann nur die in sich abgeschlossenen

Unterzyklen.

A. Wipf, Symmetrien in der Physik



4. Endliche Gruppen 4.2. Symmetrische und alternierende Gruppen 44

Zyklendarstellung von Elementen aus S,

Die Permutation (1,2,3,4) — (1,3,4,2) wird mit (1)(2,3,4) bezeichnet, im Sinne von: 1
bleibt 1, 2 wird zu 3, 3 wird zu 4 und 4 wird zu 2. Wenn es mehrere Zyklen gibt, so
trennt man diese durch Klammern. Das Element (1,2,3,4) — (2,1,4, 3) schreibt sich dann
(1,2)(3,4). Auf diese Art kann man die Gruppenmultiplikation, d.h. aufeinander folgende
Permutationen, einfach berechnen. So ist etwa (2,3,4) o (2,3,4) = (2,4,3) oder (2,3,4) o
(1,2,3) = (1,3)(2,4) (erst rechts, dann links!).

Die einfachste Permutation ist eine Transposition, dies ist die Vertauschung zweier Elemente.
Ein Zyklus kann mittels der Formel

(ml,mg, e ,mk) = (ml, mk) oo (ml,mg)(ml,mg) (4.3)

durch ein Produkt von k—1 Transpositionen dargestellt werden. Damit ist auch jede Permutation
ein Produkt von Transpositionen. Wenn es sich um eine gerade Anzahl von Transpositionen
handelt, nennt man die Permutation gerade, sonst ungerade. S,, enthélt gleich viele gerade wie
ungerade Permutationen. Das Produkt von zwei geraden Permutationen ist gerade und die inverse
Permutation einer geraden Permutation ist ebenfalls gerade. Weil auch das Einselement gerade
ist, folgern wir:

Die geraden Permutationen bilden eine Untergruppe A,,, auch alternierende Gruppe genannt.

Das Produkt einer geraden und einer ungeraden Permutation ist ungerade, das Produkt zweier
ungeraden Permutationen ist gerade und das Inverse einer ungeraden Permutation ist ebenfalls
ungerade. Wir folgern

gAng P C A, firalle geS,.

Dies beweist folgende Aussage:

Die alternierende Gruppe A, ist ein Normalteiler der Permutationsgruppe S,,.

A, ist der grofite eigentliche Normalteiler in S,, und der einzige Normalteiler fiir n = 3 und n > 5.
Dagegen hat S4 zwei Normalteiler: die alternierende Gruppe A4 und die Kleinsche Vierergruppe
Zio X Zg. Ay, ist gleichzeitig die Kommutator-Untergruppe von S,. Die Faktorgruppe ist Abelsch,

Sn/An 2727 = 7y . (4.4)

Als erzeugende Elemente von S,, kénnen wir zum Beispiel die Zyklen (1,2,...,n) und (1,2)
wahlen.

In GAP kann man eine symmetrische Gruppe iiber ihre Erzeugenden definieren:
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GAP

s5:=Group ((1,2,3,4,5),(1,2));

oder auch mit

s5:=SymmetricGroup (5);

Die Erzeugenden konnen dann wie folgt gefunden werden:

Generators0fGroup (s5);

Wir berechnen die Stabilisatoren (Normalisatoren) folgender Gruppenelemente in Sa:
e, a=(1,2,3), b=(1,3,2), ¢=(2,3) d=(1,3) und f=(1,2).

Die Elemente a und b definieren die Untergruppe As. Mit GAP (Ss3 sei definiert):

GAP
na:=Stabilizer(s3,(1,2,3));

mit der Antwort Group([(1,2,3)]. Damit ist der Normalisator (Stabilisator) N, die von a
erzeugte zyklische Gruppe C3. Analog erhélt man auf

nc:=Stabilizer (s3,(2,3));0rder (nc);

die Antwort 2 und entsprechend ist N, die von ¢ erzeugt zyklische Gruppe Cy. Ahnliches findet
man fiir die restlichen Gruppenelemente:

N, =83, N,=Ny=C3, N.={e,c}, Ng={e,d} und Nj={e, f}. (4.5)

Man sieht hier explizit, dass die Ordnungen der Normalisatoren die Ordnung 6 der Gruppe teilen.
Die Indizes der Stabilisatoruntergruppen sind

J(Ne) =1, j(Na) =j(Np) =2 und j(Ne) = j(Na) = j(Ny) =3.
Die Konjugationklassen sind
Ke:ea Ka:Kb:{a7b}7 Kc:Kd:Kf:{cadyf}' (46)

Wir sehen, dass fiir jedes g € G die Anzahl Elemente der Konjugationsklasse K, gleich dem
Index der Stabilisatorgruppe Ny in G ist, |Ky| = j(Ny), in Ubereinstimmung mit der allgemeinen

Analyse in Abschnitt [3.4]
Die Permutationsgruppe S5 hat 7 Konjugationsklassen. Auf die Frage
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GAP
ConjugacyClasses(sb5);

antwortet GAP [()9, (1,2)%, (1,2)(3,4)%, (1,2,3)%,(1,2,3)(4,5)%, (1,2, 3,4), (1,2, 3,4,5)%].
Die Anzahl Elemente in jedem Orbit kann wie folgt bestimmt werden:
OrbitLength(s5,());

OrbitLength(s5,(1,2));

OrbitLength(s5,(1,2)(3,4));

OrbitLength(s5,(1,2,3));

OrbitLength(s5,(1,2,3)(4,5)));

OrbitLength(s5,(1,2,3,4));

OrbitLength(s5,(1,2,3,4,5));

Die Resultate sind 1, 10,15, 20, 20, 30 und 24. In Einklang mit dem allgemeinen Resultat (3.14))
gilt
1+104+15+20+ 20+ 30 + 24 = 120 = 5! = |S5] .

4.2.1 Zyklen und Konjugationsklassen

Beim Studium von Darstellungen einer Gruppe ist die Kenntnis ihrer Konjugationsklassen hilf-
reich. Wir werden nun die Konjugationsklassen der symmetrischen Gruppen charakterisieren.
Bei der Zyklenschreibweise fiir Permutationen wollen wir die Zyklen nach abnehmender Lénge
anordnen, zum Beispiel

Jede Permutation ist ein Produkt von elementfremden Zyklen und die Zerlegung einer Permuta-
tion in Zyklen ist, bis auf die Reihenfolge gleich langer Zyklen, eindeutig.

Zwei Permutationen sind vom gleichen Typus, wenn in beiden Permutationen Zyklen der Linge
¢ genau gleich oft auftreten. Zum Beispiel sind die Permutationen

(1,3,8)(4,5)(2,6)(7) und (1,4,6)(3,5)(7,8)(2) (4.7)

vom gleichen Typus. Fiir jede Permutation seien nun vy, £ = 1,2,...,n, die Anzahl Zyklen der
Lange £ in ihrer Zerlegung. Da die totale Anzahl Elemente gleich n ist, gilt

v +209+ - tnv, =n. (4.8)

Fiir die Permutationen in (4.7)) ist (v1, vo,v3,v4,...,v8) = (1,2,1,0,...,0). Die Anzahl verschie-
dener Typen ist gleich der Anzahl von Partitionen P(n) der Zahl n, also der Anzahl Moglich-
keiten, die natiirliche Zahl n als Summe von positiven natiirlichen Zahlen zu schreiben. Zum
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Beispiel,
4=34+1=242=24141=14+1414+1= P(4) =5.

Von EULER stammt eine elegante Methode, die Zahlen P(n) zu berechnen. Dazu betrachtet man
die sogenannte g-Reihe

oo o0
(@oo = [[ A=g™) = D (—1)rg @tV
m=1 n=—oo
=1—q—-@P+ P+ ==+ P+ 4. (4.9)

Die Exponenten 0,1,2,5,7,12,15,22,26,35... sind die sogenannte pentagonalen Zahlen, und
das Vorzeichen des k-ten Terms ist (—)[(**1/2 Dann ist die Anzahl Partitionen P(n) gegeben

durch die erzeugende Funktion

1 o
= > P(n)g" =1+q+2¢* +3¢> +5¢" + 7¢° + 11¢° + 15¢" +22¢° + ... . (4.10)
o

Eine andere erzeugende Funktion ist

s\ &
1\ n=0

wobei 9] (0, z) die Ableitung der Jacobi-Thetafunktion der ersten Art ist. HARDY und RAMA-
NUJAN fanden 1918 die asymptotische Losung

n=1

P(n) ~ —— V3. (4.12)

Die Anzahl Partitionen einer natiirlichen Zahl kann mit GAP wie folgt bestimmt werden:

GAP
NrPartitions (5) ; NrPartitions (100);

Die Antworten sind 7 und 190 569 292. Die Partitionen im Einzelnen erhalt man mit
Partititons (5);

Mit der Antwort [[1,1,1,1,1],[2,1,1,1],[2,2,11,([3,1,1],[3,2], [4,1]1,[5]].

Zwei Permutationen vom gleichen Typus sind zueinander konjugiert. Als illustratives Beispiel
konjugieren wir ein g € Sg mit einer Transposition a:

g=1(1,2,3)(4,5)(6) und a=(2,5)=a""'.
Wir berechnen das zu g konjugierte Element,

aga™! = a(1,2,4,5,3)(6) = (1,5,3)(2,4)(6).
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Das konjugierte Element ist identisch zu g, bis auf den Austausch der Elemente 2 und 5. Die
Konjugation mit a = (2,5) vertauscht also nur die beiden Elemente 2 und 5 ohne den Typus
zu dndern. Konjugiert man mit a = (4,5), dann bleibt g sogar fest, da ein Austausch dieser
Elemente ¢ nicht dndert, (4,5) = (5,4). Da bei jeder Konjugation mit einer Transposition nur
zwei Elemente vertauscht werden, dndert sich der Typus nicht. Da aber jede Permutation ein
Produkt von Transpositionen ist, &ndert der Typus auch bei einer Konjugation mit einer belie-
bigen Permutationen nicht. Umgekehrt konnen zwei Permutationen vom selben Typus durch das
Vertauschen von Elementpaaren ineinander iiberfithrt werden. Damit gilt der

Satz 19 Zwei Permutationen g und g' der symmetrischen Gruppe S, sind genau dann zueinan-

1

der konjugiert, ¢’ = aga™", wenn sie vom gleichen Typus sind.

Damit bilden alle Permutationen vom selben Typus eine Konjugationsklasse. Die Anzahl
Konjugationsklassen ist gleich der Anzahl der geordneten Partitionen P(n) von n.

Ohne Beweis notieren wir den

Satz 20 Die Anzahl Permutationen vom Typus (vi,va, ..., V) ist
n -1
P(n,v) =n! (H vp! - KW> = ZP(n, v) =nl. (4.13)
=1 v
P(n,v) ist die Anzahl Elemente der durch vy, ..., v, bestimmten Konjugationsklasse.

Die P(5) = 7 Konjugationsklassen von S5 sind in der folgenden Tabelle angegeben.

Konjugationsklassen der symmetrischen Gruppe S;
Sy Partition vs vy v3 o v | P(n,v)
1 5 (.1 0 0 0 O 24
2 4+1 (.o()]0 1 0 0 1 30
3 3+2 (.)()J0 0 1 1 0 20
4 3+1+1 )OO0 0o 1 0 2 20
5 2+2+1 ()10 o o 2 1 15
6 24+141+1] ()O)GOGHLO0 0 0 1 3 10
711+14+1+14+1]()OGOGOGO]0 0 0 0 5 1

Die Zahlen in der letzten Spalte addieren zu der Ordnung 5! = 120 der Gruppe.
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Nach dem Satz von Cayley ist die zyklische Gruppe

Co=1{e,9,6%...,9" |g" = e}

eine Untergruppe der Permutationsgruppe S,,. Sie wird von der zyklische Vertauschung von n

1 2 ... n
g=(1,2,...,n) =
2 3 ... 1

erzeugt. Damit kann C,, entweder als zyklische Vertauschungen von n Elementen oder dquivalent

Elementen,

dazu als Drehungen in der Ebene um Vielfache von 27 /n realisiert werden.

4.3 Kleine Gruppen

Mehrere endliche Gruppen haben wir bereits eingefiihrt und diskutiert. Die Tabelle enthalt
alle Gruppen bis zur Ordnung 15 (natiirlich nur bis auf Isomorphie) und deren wichtigste Ei-
genschaften. Dabei steht a fiir Abelsch, na fiir nicht-Abelsch, z fiir zyklisch, aufl fiir auflosbar

und a’ ist die Abkiirzung fiir bab—'. Diese Eigenschaften gewinnt man zum Beispiel mithilfe von
GAP nach Eingabe von

GAP

SmallGroupsInformation (6)

und dem Resultat
There are 2 groups of order 6, 1 of type S3, 2 of type Zg.

Folgende Bemerkungen helfen beim Versténdnis der Liste:
e [iir jede Primzahl p gibt es nur die Gruppe C, = Z,,.
e Fiir jede Primzahl p existieren zwei Gruppen der Ordnung p?, ndmlich Zip X Ly und Zp2.
e FLiir teilerfremde p und q gilt: Z, X Z; = Z,,.

e Zur Zeit existiert eine Liste von Gruppen der Ordnung < 2000 und diese enthélt 49 910 529 484
Gruppenﬂ

In der Liste tritt die Gruppe der Quaternionen auf. Diese wird von den Matrizen

0 1 0 1
a= und b=
i 0 -1 0

'H.U. Besche, B. Eick, E.A. O’Brien, Electon. Res. Announc. Amer. Math. Soc. 7 (2001) 1-4.
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erzeugt. Es gelten die Relationen
a*=1, a*>=b und bab'=a"".
Die Gruppe hat die Ordnung 8 und besteht aus den Elementen
Q = {1,a,a? a>,b,ab,a’b,ab} .

Sie kann auch als Teilmenge {£1, 4, +7, £k} der Quaternionen-Algebra beschrieben werden.

4.4 Aufgaben zu Kapitel 4

Aufgabe 4.1: Permutationsgruppe S3

Berechnen Sie die Multiplikationstabelle fiir die Permutationsgruppen &3 und Sy von drei und
vier Elementen.

Aufgabe 4.2: Symmetrische und alternierende Gruppen

Es sei S, die Permutationsgruppe von n Elementen. Diese hat n! Elemente. Es sei weiterhin A,
die alternierende Gruppe der geraden Permutationen.

Welche Permutationen in S3 sind gerade und welche ungerade?
Zeigen Sie, dass A,, eine Untergruppen on S, ist.
Was ist die Ordnung von A,,7?

Zeigen Sie, dass A, ein Normalteiler in S, ist.

A e

Welche Gruppe ist die Faktorgruppe S,/ A,.

Aufgabe 4.3: Konjugatinsklassen von Sg

Betrachten Sie die die Permutationsgruppe (symmetrische Gruppe) Sg mit 6! = 720 Elementen.
Wie viele Konjugationsklassen hat diese Gruppe. Bestimmen Sie die Tabelle der Konjuations-
klassen (wie fiir S5 in der Vorlesung).

Aufgabe 4.4: Gruppen mit Primzahlordnung

Zeige, dass eine endliche Gruppe, deren Ordnung n eine Primzahl ist, isomorph zur zyklischen
Gruppe C,, ist.

Aufgabe 4.5: Quaternionengruppe

Die Gruppe der Quaternionen wird von den Matrizen

0 i 0 1
a= und b=
i 0 -1 0
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|G| | Isomorphie isomorphe Wichtige
typ von G Prasentation Gruppen Eigenschaften

2 Lo z
3 Zs z
4 Zio X g a, Kleinsche Vierergr.
Zy z

5} Zs, z
6 Ty X T3 L z
Ss Ad==ca’=a1| D3=7Z3xZ Diedergruppe

SLa(2,7/27) na, aufl

7 7 z
8 | Zg X Zo X Lo a
Zig X Uy a

7 z

Dy at = =ca’=a""! Zy X Tio na, aufl, Diedergruppe

Qs | a* =e, b =a?,ab =a! H, na, aufl, Quanterniongr.

9 23 X Zs3 a
7y, z

10 7o X s, Z10 z
Ds d=p=ca=a" Zs X T na, aufl, Diedergruppe

11 Z11 z
12 | Zio X 7o X Zi3 Zio X Zg a
Ly X 13 VAD) z

Ay a® =0 = (ab)? = e | (7o x 7o) x 73 na, aufl, alternierende Gr.

Ds aA=p=ca=a" e X Zo na, aufl, Diedergruppe

Hs |ab =e b?=da3a’ =a! 73 X 74 | na, aufl, Dizyklische Gruppe

13 T z
14 Ty X Uiy 24 z
D, a =0 =ea’=a"" Zi7 X Tio na, aufl, Diedergruppe

15 Zs x s VA z

Tabelle 4.1: Liste aller endlichen Gruppen bis zur Ordnung 15

A. Wipf, Symmetrien in der Physik




4. Endliche Gruppen 4.4. Aufgaben zu Kapitel 4 52

erzeugt. Es gelten die Relationen
at=e, a®>=0b> und bab ' =a",

wobei das neutrale Element gleich die Einheitsmatrix ist. Was ist die Ordnung der Gruppe?
Geben Sie alle Elemente der Gruppe an, ausgedriickt durch die erzeugenden Elemente a und b,
also Q = {e,a,b,a?,...}. Finden Sie eine Untergruppe von Q. Ist diese Normalteiler von @Q?

A. Wipf, Symmetrien in der Physik



5 Raumzeit-Symmetrien

Wenn ein System eine gewisse Gruppe von Symmetrieoperationen besitzt, dann muss
jede physikalische Beobachtungsgrifie dieses Systems ebenfalls dieselbe Symmetrie be-
sitzen.

Prinzip von NEUMANN

Es wurde schon mehrfach betont, dass in den Naturwissenschaften Gruppen vorwiegend als
Symmetriegruppen auftreten. Diese spielen eine wichtige Rolle in allen Bereichen der Physik:
die Drehungen und Verschiebungen (Translationen) im Raum sowie die Verschiebung der Zeit in
der klassischen Mechanik und Quantenmechanik, die Galileigruppe in der nicht-relativistischen
Physik und die Lorentz- und Poincaré-Gruppen in der relativistischen Physik. Punktgruppen
der Molekiilphysik sind endliche Untergruppen der Drehgruppe und Kristallgruppen der Fest-
korpertheorie diskrete Untergruppen der Bewegungsgruppe.

5.1 Gruppenwirkungen

In der Physik werden Symmetrien durch ihre Wirkung auf Elemente eines physikalischen Modells
realisiert. Diese Elemente kénnen materielle Objekte wie Elementarteilchen, Atome, Molekiile
oder Kristalle sein oder abstraktere Grofien wie Felder oder Zustandsvektoren in einem Hilber-
traum. Die Wirkungsmenge kann, aber braucht kein linearer Raum zu sein. In der klassischen
Physik ist sie oft eine Mannigfaltigkeit mit zusétzlicher Struktur und in der Quantenmechanik
ein linearer Raum mit Skalarprodukt. Eine Gruppenwirkung auf einem linearen Raum heifst auch
Darstellung der Gruppe. Im Folgenden sei GG eine beliebige Gruppe und M eine nichtleere Men-
ge. Im ersten Abschnitt wollen wir einige Eigenschaften von Gruppenwirkungen auf beliebigen
Wirkungsmengen diskutieren.

Definition 19 (Gruppenwirkung) FEine Gruppenwirkung ist eine Funktion ® : G x M — M
mat

e O(e,p) =p fir allepe M

o (g1, ®(g2,p)) = ®(9192,p) fiir alle g1,92 € G und p € M.

G heifft dann auch Transformationsgruppe auf M, und man sagt G wirke von links auf M. Es
gilt das

53
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Lemma 3 Setzen wir ®4(p) = ®(g,p), dann ist die Abbildung ®4 : M — M fiir jedes Gruppen-
element g bijektiv. Die zu @, inverse Abbildung ist ®,-1.

Der Beweis folgt unmittelbar aus

Qo1 =P 1 =0, =1y
Die Menge der bijektiven Abbildungen
S(M)={f:M — M : f bijektiv} (5.1)

mit der Komposition von zwei Abbildungen als Multiplikation, fg = f o g, bildet eine Grup-
pe. Fiir eine endliche Menge ist S(M) gerade die Gruppe der Permutation der Elemente. Das
neutrale Element ist die Identitdt 1,s : p — p und das inverse Element zu f € S(M) ist die
Umkehrabbildung.

Die Abbildung g — @, ist ein Gruppen-Homomorphismus G — S(M), d.h. &, = $40 D,

Umgekehrt induziert jeder Gruppenhomomorphismus ¢ : G +— S(M) durch

®(g,p) = (9)(p) (5.2)

eine Gruppenwirkung von G auf M, da sich die Homomorphismuseigenschaft von ¢ in ®(g192,p) =
® (g1, P(g2,p)) libersetzt. Neben der Links-Wirkung kann man auch eine Wirkung von rechts de-
finieren, siche Aufgabe

5.1.1 Spezielle Typen von Gruppenwirkungen

Gruppenwirkungen kénnen treu, transitiv oder frei sein. Wir wollen diese Begriffe zuerst einfiih-
ren.
Definition 20 (treue, freie, transitive Wirkungen) FEine Linkswirkung heifst

o treu, wenn ®4 nur fir g = e die identische Abbildung ist,

o frei, wenn fiir jedes p € M nur die Abbildung ®. den Punkt p fest ldsst,

e transitiv, wenn fiir jedes Paar p,q € M ein Gruppenelement g mit ®,(p) = q ezistiert.
Fiir eine treue Wirkung enthélt der Kern von Hom(G, S(M)) nur e € G und deshalb ist g — @,
injektiv.

Der Begriff der Bahn eines Punktes in der Wirkungsmenge kann bei Symmetrieiiberlegungen
auftreten. Allgemein definiert man
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Definition 21 (Bahn, Orbit) Die Bahn oder das Orbit eines Punktes p € M unter der Wir-
kung von G ist die Menge

B(p) ={q=2(g,p)lgec G} C M. (5.3)

Die Bahnen sind die Aquivalenzklassen beziiglich folgender Aquivalenzrelation: p ist dhnlich zu
q falls es ein Gruppenelement g gibt mit ¢ = ®(g, p).

Eine Gruppe G wirkt offensichtlich genau dann transitiv auf M, wenn es einen Punkt p gibt mit
B(p) = M. Wirkt eine Gruppe nicht frei, dann existieren Punkte in M, die unter der Wirkung
von G inert bleiben. Dies fiihrt auf die

Definition 22 (Stabilisator) Der Stabilisator (bzw. die Isotropiegruppe) von p € M ist
Ny ={g € G[®y4(p) =p} <G. (5.4)

1

Die Menge N, bildet eine Untergruppe von G, da mit g, ¢’ auch gg’ und ¢~" in G liegen,

Dy(p) = Py (p) =p = ®(¢'g,p) = (g, ®(9,p)) = ®(¢',p) = p-

Es gilt das
Lemma 4 Wirkt G auf M transitiv, dann sind alle Stabilisatoren N, zueinander konjugiert.

Zum Beweis betrachten wir zwei beliebige Punkte p,q in M. Nach Voraussetzung gibt es ein
Gruppenelement ¢’ mit ®(¢’, p) = ¢. Dann gilt

1

®(g,p) =p<= (9’99 '.q) = 2(d'9,p) = 2(¢',p) = ¢.

Deshalb sind die Stabilisatoren von p und g konjugiert,
Ny =g'Npg ™" (5.5)
Dies beweist, dass zwei Punkte p, ¢ im gleichen Orbit isomorphe Stabilisatoren besitzen.
Adjungierte Wirkung

Fiir die adjungierte Wirkung ist M = G. Die Wirkung auf der Gruppe ist definiert durch

Adgy(a) = gag™t, a,g €G. (5.6)

Offensichtlich ist Adyy = Ady o Ady und Ade = idg. Die adjungierte Wirkung ist genau dann
treu, wenn die Gruppe ein triviales Zentrum hat. Sie ist weder frei, da Ady(g) = g ist, noch
transitiv, da Adg(e) = e fiir alle g gilt. Die Bahnen der adjungierten Wirkung sind die Konjuga-
tionsklassen von G.
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5.2 Drehungen im Raum

Die Bedeutung der kontinuierlichen Drehungen im Euklidischen Raum R? wird schon in der
klassischen Mechanik betont, zum Beispiel bei der Diskussion starrer Korper. Auch die weiter
unten untersuchten Galilei-Transformationen enthalten neben den Verschiebungen in Raum und
Zeit die Drehungen als nicht-Abelsche Untergruppe.

Die Diskussion von Drehungen im R™ ist nicht viel aufwindiger als im R3. Deshalb betrachten
wir hier gleich den n-dimensionalen Fall. Wir fiihren eine kartesische Basis {e, e2,...,€,} im
R" ein, d.h. eine orientierte Basis mit (e;, e;) = d;;. Unter einer Drehung geht e; iiber in

e{ = Z ejle' = ejRji, (57)
J=1

wobei wir die Einstein’sche Summenkonvention benutzten: iiber Indexpaare wird summiert. Bei
Drehungen verdndern sich weder die Langen von Vektoren noch die Winkel zwischen Vektoren.
Deshalb ist das Skalarprodukt invariant und es gilt

dij = (e, €5) = (€], eg,') = (Z epRpi, Z eqqu) = Z RyiRp; . (5.8)
P q P

Wir fassen die n? reellen Zahlen R;; zu einer reellen Matrix zusammen,

R11 R12 e Rln

(R ) R R21 R22 e Rgn
ij) = A= . . .

Rnl Rn2 s Rnn

Auf der rechten Seite in l} steht das Produkt der zu R transponierten Matrix (RT)ij = Rj;
und der Matrix R. Daher kénnen wir diese Bedingung wie folgt schreiben,

(R'R);j =6;; oder R'R=1.
Wir haben damit den

Satz 21 Die Matriz einer Drehung beziiglich einer kartesischen Basis erfillt die Bedingung

RT=R™' oder RTR=RRT =1. (5.9)

Bei fester Basis e; identifizieren wir eine Drehung mit ,ihrer Matrix“ R. Das Nacheinanderaus-
fiihren von zwei Drehungen entspricht dem Produkt der zugeordneten Matrizen:

Ry Ry ~ zuerst die Drehung R; und danach die Drehung Rs .

Die Komposition von zwei Drehungen R; und Rj ist eine Drehung, die Identitatsabbildung ist
eine (triviale) Drehung, und die zu einer Drehung inverse Abbildung ist eine Drehung. Wir
folgern:
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Die Drehungen im R™ bilden eine kontinuierliche Gruppe. Sie heifit orthogonale Gruppe
O(n).

?

Rechnen Sie nach, da die Menge der reellen n x n-Matrizen mit RT R = RR” = 1 eine Gruppe
bilden.

Die Einheitsmatrix liegt offensichtlich in dieser Menge. Wir miissen noch nachpriifen, ob das
Matrixprodukt oder die Inversen von Matrizen aus dieser Menge wieder in dieser Menge liegen:

(ReR1)'(RoR1)=R{ RARsRi=R{R1=1 , (RY'R'=(RR")'=1.
N——
=1
Man sollte zwischen aktiven und passiven Transformationen unterscheiden. Bei einer aktiv in-
terpretierten Drehung wird der Ortsvektor auf einen neuen Ortsvektor abgebildet,
r=uxie—~ 1 =uxe =1ie. (5.10)
Bei festgehaltener Basis entspricht dies der Transformation

z+— x' = Rz. (5.11)

Alternativ kénnen wir uns denken, dass derselbe Vektor von verschiedenen Systemen aus beschrie-
ben wird. Im gedrehten System ist die kartesische Basis e; und der Vektor hat die transformierten
Koordinaten 2}, so dass gilt

Tie; = el . (5.12)

Bei einer passiv interpretierten Drehung kompensiert die Transformation gerade die Dre-
hung der Basis. Ob eine Transformation passiv oder aktiv zu interpretieren ist, geht meis-
tens aus dem Zusammenhang hervor. Gerade beim Ubergang zwischen Intertialsystemen, wie er
spater diskutiert wird, ist die passive Sichtweise vorzuziehen.

Fiir eine Drehmatrix ist det(RT R) = 1 und damit det R = 1. Aus
ox'
det <x> — detR (5.13)
8xj
folgt, dass Drehungen mit det R = 1 die Orientierung erhalten und Drehungen det R = —1 sie

umkehren.

Die orientierungserhaltenen Drehungen nennt man eigentlich, die anderen uneigentlich. Als
Kern der Determinantenabbildung bilden die eigentlichen Drehungen den Normalteiler SO(n) <
O(n). Die Gruppe SO(n) heifst spezielle orthogonale Gruppe.
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Satz 22 (Euler) In ungeraden Dimensionen hat jede eigentliche Drehung und in geraden Di-
mensionen jede uneigentliche Drehung einen 1-dimensionalen Unterraum aus lauter Fixpunkten.
Speziell in 3 Dimensionen hat jede eigentliche Drehung eine Drehachse.

Wir miissen zeigen, dass Rn = n fiir ein n # 0 16sbar ist. Die von n definierte Gerade ist dann
die Fixpunktachse von R. Eine Losung existiert genau dann, wenn R den Eigenwert 1 hat oder
wenn det(R — 1) verschwindet. Wegen

det(R — 1) = det(R — 1)" = det(R™' — 1) = det [R™ (1 — R)]
= det R™'det(1 — R) = (—)"det Rdet(R — 1) (5.14)

verschwindet die Determinante fiir ungerades n und det R = 1, bezichungsweise fiir gerades n
und det R = —1. In beiden Fallen hat R den Eigenwert 1 und besitzt damit eine Fixpunktachse.
Wiederholt man das Argument fiir die Determinante von R + 1, dann folgt das

Lemma 5 (Drehspiegelung) Fine uneigentliche Drehung hat in allen Dimensionen den Ei-
genwert —1.

Wir betrachten nun den wichtigen 3-dimensionalen Fall etwas genauer: Geméal dem soeben be-
wiesenen Fuler’schen Satz hat jede eigentliche Drehung R eine Drehachse. Deshalb kann sie mit
einer zweiten eigentlichen Drehung S (welche die Drehachse in die 3-Richtung dreht) in eine Dre-
hung um die dritte Achse iiberfiihrt werden, SRS~! = R(es3, ¢). Wir betrachten zuerst derartige
Drehungen um die 3-Achse mit dem Winkel ¢, siche Abbildung

€

1

|

o

I sin
1

1

1

1

» €]

Abbildung 5.1: Drehung der Basisvektoren um 3-Achse.

Fiir diese Drehungen ist e = e3 und, wie aus der Abbildung ersichtlich, lauten die Transforma-
tionsformeln fiir die Basisvektoren

e{ = ejcosp+ exsing
ey = —e;sing + eycosp. (5.15)
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Die entsprechende Drehmatrix hat die Form

O e DG i 5.1

Die entsprechende Transformation der kartesischen Koordinaten gewinnt man aus xie{ = xé e;
und lautet
Ty =cospmw —sinpze, zh=singpx +cospry, xh=umx3.

Analog findet man folgende Drehmatrizen fiir Drehungen um die beiden anderen Achsen:
cosp 0 sing

> , Rlez, ) = o 1 0 |. (5.17)
—sing 0 cosy

1 0

R(e1,p) = (0 (o)

Fiir jede eigentliche Drehung kann die kartesische Basis {e;} im R? derart gewiihlt werden,
dass die Drehung die einfache Form (5.16]) hat.

In der Theorie des Kreisels benutzt man eine alternative Parametrisierung von Drehungen mit
Hilfe der Euler-Winkel. Man zeigt, dass jede eigentliche Drehung das Produkt von drei elemen-
taren Drehungen um die dritte und erste Achse ist,

R(p,0,9) = R(es, p)R(e1,9)R(es, ). (5.18)

5.3 Die Euklidischen Gruppen E,

Die Bewegungen sind diejenigen affinen Transformationen, die den Abstand zwischen zwei Punk-

ten im Euklidischen Raum invariant lassen.

Wir wahlen eine kartesische Basis e; und einen Ursprung O, so daf jeder Punkt P durch einen
Vektor OP = r = > x;e; und damit durch sein Koordinatentripel z eindeutig charakterisiert
ist. Der Abstand zweier Punkte P und @ mit Koordinaten & und y ist

dP,Q) =z —yl, mit |z|*=> a7 (5.19)
1

Bei einer Bewegung geht x iiber in Rz + a und y in Ry + a. Sie soll den Abstand zwischen zwei
Punkten invariant lassen. Dies bedeutet, dass R eine Drehung ist:
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Bewegungsgruppe

Eine Bewegung besteht aus Drehungen und Verschiebungen,

(a,R):z—~2' =Rz +a, acR"' ReO(n). (5.20)

Bewegungen mit a # 0 haben keinen Fixpunkt. Da Bewegungen iiber eine Invarianzeigenschaft
definiert sind bilden sie eine Gruppe. Diese heifst Euklidische Gruppe oder Bewegungsgruppe, und
wird mit F,, bezeichnet.

Es sei nun
(a/,R):2' - z" =Rz +a (5.21)

eine weitere Bewegung. Dann gilt fiir die Hintereinanderausfithrung der beiden Transformationen

E20) und G20

(a/,R)o(a,R):z—~z" =R (Rx+a)+a" =RRx+Ra+ad.

Verkniipfungsgesetz fiir Bewegungsgruppe

Die Komposition zweier Bewegungen im Euklidischen Raum R" ist gegeben durch

(a/,R)o(a,R)=(Ra+d,RR). (5.22)

Entsprechend ist die zu (a, R) inverse Bewegung
(a,R)"'=(-R'a,R") € E,. (5.23)

Beschreiben wir eine Bewegung beziiglich eines um a; verschobenen Ursprungs und einer mit
R; € SO(n) gedrehten kartesischen Basis, dann hat sie die Form

(a',R) = (a1,R1)(a,R)(a1,R1)"" = (a1 + Ria — RiRR"a;, R{RRT") . (5.24)

In jeder Konjugationsklasse gibt es besonders einfache Représentanten. Diese beschreiben die
Bewegung in einem angepassten System von orthonormierten Basisvektoren. Diese Reprasen-
tanten, man spricht von der Normalform einer Bewegung, werden in Anhang A dieses Kapitels
diskutiert.

In Abschnitt haben wir bereits gesehen, dass die Euklidische Gruppe im R? das semidirekte
Produkt der Abelschen Translationsgruppe und der Gruppe der Drehungen ist. Dasselbe gilt auch
in n Dimensionen, d.h. E, = R"™ x O(n). Die Euklidische Gruppe enthélt die Verschiebungen als
Abelschen Normalteiler und die Drehungen als Untergruppe. Dies folgt unmittelbar aus (5.24)).

Eine weitere Untergruppe ist diejenige der eigentlichen Bewegungen

Ef ={(a,R)la € R",R € SO(n)}. (5.25)
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Zerlegen wir die Euklidische Gruppe E,, nach ihrer Untergruppe E; in Rechtsnebenklassen, so
erhalten wir zwei, die Klasse E;" der eigentlichen Bewegungen und die Klasse der uneigentlichen
Bewegungen

E; ={(a,R)la € R",R€ O(n),det R = —1} . (5.26)

Sie sind zugleich Linksnebenklassen, also gilt:

Die eigentlichen Bewegungen in E;" bilden einen Normalteiler der Bewegungsgruppe E,,.

Wir beweisen noch den niitzlichen

Satz 23 (Fixpunkte) Jede endliche Untergruppe G der Bewegungsgruppe E, hat einen Fix-
punkt. Dies gilt insbesondere fiir alle Punktgruppen.

Beweis: Es seien & € R" die Koordinaten eines festen Punktes p im euklidischen Raum und
B(z) ={Rix + ai|(a;, R;) € G}

die Bahn dieses Punktes unter der Gruppenwirkung. Fiir eine endliche Gruppe besteht die Bahn
aus endlich vielen Punkten. Wir schreiben B(x) = {1, ..., z,} mit &; = R;x + a;. Der Schwer-
punkt der Bahn

1 n
== : 2
T n;wz (5.27)

ist offensichtlich ein Fixpunkt fir jedes Gruppenelement g € G, denn dieses permutiert die
Elemente der Bahn nur, so dass gilt gz = «.

5.4 Die Galileigruppe

Raumzeitmodelle, bei denen die Struktur von Raum und Zeit unabhéngig von der vorhandenen
Materie ist, sind das Galilei-Newtonsche Modell mit einer absoluten Zeit und das Finstein-
Poincaré Modell, in dem das Zeitmafs vom Bezugssystem abhéingt. Das erste Modell ist ein
Grenzfall des zweiten. In beiden Modellen gibt es ausgezeichnete Bezugssysteme. Ein solches ist
nahezu ideal oder inertial, wenn in ihm fiir einen hinreichend kréftefreien Kérper das Galileische
Tragheitsgesetz hinreichend genau gilt, also wenn der Korper in seinem Zustand der Ruhe oder
gleichformigen geradlinigen Bewegung beharrt. Fiir drei Massenpunkte, die sich auf nicht paral-
lelen Geraden bewegen, scheint dies eine leere Aussage zu sein, aber fiir jede weitere kréiftefreie
Bewegung liefert dies eine operative Definition von Inertialsystemen.

Realisierung eines Intertialsystems

Innerhalb eines frei auf die Erde fallenden Kastens oder in einem weit weg von Himmelskor-
pern antriebslos fliegenden Raumschiff hat man in guter Naherung ein (lokales) Inertialsys-
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t tem. J

In diesem Abschnitt beschrénken wir uns auf den nichtrelativistischen Grenzfall und untersuchen
das Modell von GALILEI und NEWTON. Zwei beliebige Inertialsysteme I und I’ konnen sich
dadurch unterscheiden, dass ihre Urspriinge O und O’

e durch eine (zeitunabhéngige) raumliche Translation a gegeneinander verschoben sind un-
d/oder

e sich mit konstanter Geschwindigkeit u relativ zueinander bewegen.

Eine dquivalente Formulierung ist

Transformation

Hat ein Teilchen im Inertialsystem I den Ortsvektor r(t) = r(0) + vt¢, dann hat es im
Inertialsystem I’ den Ortsvektor r'(t) = (r(0) + a) + (v + u) t.

Wir haben dabei nur die Beschreibung der Bewegung des Massenteilchens gedndert und nicht die
Bewegung selbst (passive Sichtweise). Wir wihlen in jedem Inertialsystem ein kartesische Basis
und identifizieren einen Vektor r mit ,seinem* 3-Tupel x in r = x;e;. Die Menge der rdumlichen
Verschiebungen(|

z—z' =xz+a (5.28)

sind Elemente der oben diskutierten 3-parametrigen kommutativen Translationsgruppe. Ebenso
bildet die Menge der speziellen Galilei- Transformationen

z— T =x+ut (5.29)

eine 3-parametrige kommutative Gruppe. Die Zeiturspriinge in den Inertialsystemen kénnen ver-
schieden sein, und beim Ubergang ist eine Zeittranslation vorzunehmen,

tst =t+71. (5.30)
Diese bilden eine 1-parametrige kommutative Gruppe.

Nun wollen wir annehmen, dass die Zeit- und Ortsurspriinge der Inertialsysteme zusammenfallen,
a = 0, und sie keine Relativgeschwindigkeit w haben. Dann konnen die kartesischen Basen in I
und I” wie in (5.7 noch gegeneinander gedreht sein,

e{ = ejle' . (5.31)
Die entsprechende Drehung des 3-Tupels lautet
r—x' =Rz, R'R=1. (5.32)

Fassen wir zusammen:

"Wir wahlen fiir den Verschiebungsvektor und sein 3-Tupel dasselbe Symbol a.
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Galileitransformationen

Charakterisieren (¢, ) und (¥, ') ein festes Ereignis beziiglich zweier Inertialsysteme mit
Urspriingen O, O’ und kartesischen Basen e;, e/, dann sind folgende Transformationen zwi-
schen den zwei Koordinatensystemen moglich:

Art der Transformation | Zeitkoordinate | Raumkoordinaten
Verschiebung des Ortursprungs |t/ =t r=z+a
Verschiebung des Zeitursprungs |t =t +7 =z (5.33)
Drehung der Systeme | t' =t ' = Rx
spezielle Galileitransformation | ¢ = ¢ =z +ut

Zeitintervalle und rdumliche Abstédnde in Schichten gleicher Zeit sind unabhéngig vom Inerti-
alsystem. Sie dndern nicht bei Galileitransformationen. Die Galileitransformationen bilden die
Galilet Gruppe. Sie ist die Symmetriegruppe der Newtonschen Mechanik.

Ein beliebiges Element dieser Gruppe ist eine Zusammensetzung von Translationen, Drehungen

und speziellen Galileitransformationen und hat die Form
t'=t+7 und 2'=Rx+ut+a, uw,acR?® R'R=1. (5.34)
Eine Galilei- Transformation ist durch die 10 Parameter (7, @, u, R) bestimmt. Wechseln wir vom

Bezugssystem I ins System I’ mit (5.34) und anschliefend mit (7, a’, v/, R') von I’ nach I”, dann
ergibt sich folgende zusammengesetzte Galileitransformation fiir den Ubergang von I — I":

(7',a' v, R)(1,a,u,R) = (T' +7,a +Ra+u'ru +Ru, R’R) ) (5.35)

Den Galilei-Transformationen konnen wir 5 x 5 Matrizen zuordnen

! R u a T
t1=10 1 7 t]. (5.36)
1 0O 0 1 1

Zum Einselement gehort die Matrix 15 und zur inversen Galilei-Transformation die Matrix

R' —R'w R Yur—a)
0 1 —r . (5.37)
0 0 1

Diese Darstellung zeigt, dass sich die Galilei-Gruppe als Untergruppe von GL(5,R) auffassen
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lasst. Unter einer Konjugation mit (71, a;, u1, Ry) transformiert eine Galileitransformation in

R = RiRR; ',

u =Riu+uw — Ru,

a = R,(Tlul — 0,1) — Rl(ﬁu — G,) + (7’ — 7'1)11,1 + ap, (538)
/

T=rT.

Man erkennt folgende Normalteiler:
e Die raumzeitlichen Translationen (7, a, 0,1).
e Die raumlichen Translationen und speziellen Galileitransformationen (0, a, u, 1).

Galilei-Gruppe als semidirektes Produkt

Die Galilei-Gruppe ist das semidirekte Produkt R* x E3 der Gruppe R* der Translationen
in Zeit und Raum mit Elementen (7, @) und der Euklidischen Gruppe mit Elementen (u, R).

Die Wirkung von (u, R) € E3 auf (7, a) € R* ist gegeben durch

o(u,R)(r,a) = (1,Ra + Tu). (5.39)

?

Beweisen Sie diese Aussage. Man beachte, dass F3 nicht etwa (a, R), sondern (u, R) als Elemente
enthalt.

Wir hatten friiher gesehen, dass der Faktor E3 selbst ein semidirektes Produkt ist, 3 = R3 x
0(3).

5.5 Poincaré Transformationen

Im Folgenden sei M die 4-dimensionale affine Minkowski-Raumzeit, deren Punkte {P,Q,...}
Ereignisse beschreiben. Als Bezugssysteme wihlen wir Inertialsysteme. Ein Ereignis P wird
durch Zeit und kartesische Ortskoordinaten, also durch Angabe von 4-Standardkoordinaten

t
T = (xo,xl,xQ,xS)T = (C ) (5.40)

T

eindeutig charakterisiert. Oft schreiben wir auch z = (z*) mit p© = 0,1,2,3. Alle Inertialsys-
teme seien mit Familien von identischen und synchronisierten Uhren ausgestattet und in allen
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Inertialsystemen sollen gleiche Einheiten fiir Ladngen und Zeiten benutzt Werdenﬂ

Die Differenzen von Ereignissen definieren einen 4-dimensionalen Vektorraum V, den Tangenti-
alraum zu M. In einem Koordinatensystem haben Elemente aus V' die Form

¢ =(,65,6%,6%) baw. ¢=(¢").
Auf dem Tangentialraum V fithren wir eine Bilinearform ein,
E&n) =" —¢&lnt = &0 = &, (5.41)

die mithilfe des metrischen Tensors

1 0 0 0
0O -1 0 0

G = = (guw) bzw. G7!=(g"
SN (910) ()
0 0o -1

folgendermafsen geschrieben werden kann

(5, 77) = Zguuf'uny = §TG7} . (5.42)
v

Dann ist der lorentzinvariante Abstand zweier Ereignisse mit Raumazeit-Koordinaten = und y
gleich
d(z,y) = (§,€), wobei {=y-—u (5.43)

der Differenzvektor zwischen den Ereignissen ist. Indizes werden mit g, und g hinunter- oder
hinaufgezogen, zum Beispiel

gu = g/.Lng bzw. g'u = g;wé-y’ so dass (fﬂ?) = 5“77;/, = é}m“-

Die Raumzeitpunkte x, an denen eine am Raumzeitpunkt y emittierte Kugelwelle aufleuchtet,
erfiillen die Bedingung

nl =417 oder (n,7)=0 mit n=2x—y. (5.44)

Fiir eine feste Zeitdifferenz n° beschreibt diese Gleichung eine Kugeloberfliche deren Radius n°
mit der Lichtgeschwindigkeit anwéchst. In Raum und Zeit beschreiben diese Oberflachen eine
Doppelkegel deren Spitzen bei y liegen. Abbildung zeigt die Situation in einer Raumdimen-
sion. Hier sind die Lichtkegel die durchgezogenen Geraden mit Steigungen +1.

Wir betrachten nun ein zweites Inertialsystem I’; welches relativ zum urspriinglichen Inertial-
system I in konstanter gleichférmiger Bewegung ist.

2Fiir eine Diskussion von Mafstiben und Uhren in einem Inertialsystem konsultiere man ein Lehrbuch iiber
spezielle Relativitédtstheorie [15] [16], [17) [18]. Der Begriff der Standardkoordinaten in einem Inertialsystem wird
in [I5] benutzt.
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Lichtkegel n Lichtkegel

Abbildung 5.2: Kausale Struktur des Minkowski-Raums: die durchgezogenen Geraden sind die
Bahnen von lichtartigen Vektoren und beschreiben die Lichtfortpflanzung; die
gepunkteten roten Hyperboloide sind Bahnen von raumartigen Vektoren und die
gestrichelten blauen Hyperboloide Bahnen von zeitartigen Vektoren.

Aquivalenzprinzip

Die Naturgesetze sehen in allen Inertialsystemen gleich aus. Insbesondere ist die Lichtge-
schwindigkeit in allen Inertialsystemen gleich.

Aus diesem Prinzip lassen sich die Lorentztransformationen ableiten, wie dies in Einfithrungen in
die spezielle Relativitdtstheorie zu finden ist. Man argumentiert etwa wie folgt: Ein Punktereignis
werde in den Inertialsystemen I und I’ durch die Standardkoordinaten x und z’ beschrieben.
Der Zusammenhang zwischen den Koordinaten hat die Form

' =a+ f(z), mit f(0)=0 und a¢cR* konstant.

Wegen der Homogenitat des Raumes sind 2”7 = 2/ — a ebenfalls Standardkoordinaten in einem
dritten, verschobenen Inertialsystem I”. Es gilt dann 2”7 = f(x) mit f(0) = 0. Nun kann nun
auf verschiedene Weisen zeigen, dass die vier Funktionen f# linear sein miissen. Zum Beispiel
wird in [I5] diese Linearitdat mithilfe des ersten Newton’schen Gesetzes und der Homogenitét von
Raum und Zeit begriindet. Dann gilt offensichtlich 2”7 = Az mit einer Matrix A, beziehungsweise

¥ =Az+a mit AeGLH4,R). (5.45)
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Seien nun z die Standardkoordinaten einer zur Zeit 4 am Orte y ausgesandten Lichtwelle in I.
Beziiglich I’ wird dieselbe Lichtwelle zur Zeit y"® am Orte y’ ausgesandt und hat die Koordinaten
2’. In beiden Inertialsystemen ist die Lichtgeschwindigkeit gleich, so dass gilt

0=(£89=(.¢), E=2-y, ¢=AL
Eine hinreichende und notwendige Bedingung dafiir ist
ATGA = k(A)G mit  k(1)=1 und &(A)>0.
Ist k # 1, dann kénnen wir durch eine Mafstabsdnderung
¥ Ve
stets kK = 1 erreichen. Wir brauchen deshalb nur Matrizen A betrachten, welche die Bedingung
ATGA = G <= A% 945N, = g (5.46)

erfiillen. Fiir solche Transformationen ist das relativistische Abstandsquadrat zweier Ereignisse
x,y im Minkowski-Raum unabhéngig vom Inertialsystem, (¢/,&") = (£,€). Wir fassen zusam-
men:

Poincaré-Gruppe

Die Abbildungen ([5.45) zwischen Inertialsystemen bilden die sogenannte Poincaré- oder in-
homogene Lorentz-Gruppe wenn A die Bedingung (5.46) erfiillt. Diese wird mit ¢L oder
iO(1, 3) bezeichnet,

i0(1,3) = {(a,A)|a € V,A € L(V),ATGA = G}, (5.47)

Die Gruppenmultiplikation lautet
(a2, A2) (a1, A1) = (a2 + Azar, AgAy) (5.48)
und die inverse Transformation hat die Form
(a,A)7'=(-A"ta, A7) . (5.49)

?

Uberlegen Sie sich, das eine Konjugation durch
(a1,A1) (a,A) (a1, A1) 7" = (a1 + Ara — Nag, A), A = A AAT? (5.50)

gegeben ist und die Verschiebungen (a, 1) einen Normalteiler definieren.
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Die Poincaré-Gruppe ist das semidirekte Produkt der invarianten Abelschen Untergruppe der
Translationen R* in Raum und Zeit,

¢ =z+a acR (5.51)

mit der Untergruppe der Lorentz-Transformationen, bestehend aus den rdumlichen Drehungen
und Lorentz-Boosts,

' =Az, ATGA =G, (5.52)

wobei eine Lorentztransformation in ihrer natiirlichen Wirkung als Automorphismus auf R*
wirkt.

5.5.1 Zusammenhangskomponenten der Lorentzgruppe

Der Differenzvektor & = y — x verbinde die Ereignisse P mit (). Diese sind raumartig, zeitartig
oder lichtartig getrennt wenn (&, ) negativ, positiv oder Null ist. Unter einer Lorentztransfor-
mation mit A geht £ iiber in n = A. Die Frage ist nun, was fiir ein geometrisches Gebilde ist die
Bahn von & unter der Lorentzgruppe. Wegen

(1)~ = (€7) — € = const

bildet die Bildmenge {1n°,n} ein Hyperboloid. Fiir eine positive Konstante eine zweischaliges
Hyperboloid und fiir eine negative Konstante ein einschaliges Hyperboloid. Fiir sehr grofte ||
oder |n| konnen wir die Konstante in der quadratischen Gleichung fiir das Hyperboloid vernach-
lassigen, so dass sich das Hyperboloid asymptotisch einem Lichtkegel anschmiegt.

Kausalstruktur

1. Fir raumartige £ ist (£,£) = (n,17) < 0 und die Menge {n} beschreibt einen einschaliges
Hyperboloid. Auf jedem dieser (gepunkteten) Hyperboloide gibt es einen Punkt mit n° =
0. In anderen Worten, es existiert immer ein Inertialsystem fiir das (A£)? verschwindet,
oder in dem P und Q gleichzeitig sind. Auch wechselt das Vorzeichen von n° auf jedem
Hyperboloiden und deshalb kann die Zeitreihenfolge vertauscht werden.

2. Fir zeitartige & ist (£,€) = (n,n7) > 0, und die Menge {n} beschreibt ein zweischali-
ges Hyperboloid. Eine Schale liegt im Vorwirtslichtkegel mit positiven 7° und eine im
Riickwirtslichtkegel mit negativen 7°. Die beiden Schalen bilden zwei disjunkte unzusam-
menhiingende Teilmengen. Jede Schale schneidet die n°-Achse, auf der 1 verschwindet. Im
entsprechenden Inertialsystem sind P und () am selben Punkte.

3. Fir lichtartig getrennte Ereignisse liegt der Differenzvektor 1 auf dem Vorwérts- oder Riick-
wartslichtkegel. Wéhlen wir Koordinaten fiir die z im Ursprung liegt, dann beschreiben die
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Abbildung 5.3: Zweischaliges Hyperboloid der zeitartigen & (linke Figur) und einschalige Hyper-
boloid der raumartigen £ (rechte Figur).

Punkte n = Ay einen in die Zukunft oder in die Vergangenheit gerichteten Kegel mit
Offnungswinkel von 45 Grad und Kegelspitze bei .

Globale Struktur der Lorentzgruppe

Die 00-Komponente der Matrixgleichung impliziert (A%)? > 1. Fiir A% > 1 wird der Vor-
wartslichtkegel in sich abgebildet und die Zeitrichtung bleibt erhalten. Fiir AO0 < —1 wird der
Vorwirtslichtkegel mit einer Zeitumkehr in den Riickwartslichtkegel abgebildet. Wegen
gilt auch det A = 1. Die Vorzeichen von det(A) und A% bestimmen die Zusammenhangskom-
ponenten der Lorentzgruppe,

0(1,3) = 01.(1,3) U0’ (1,3) U0 (1,3) UOY (1,3), (5.53)
mit folgender Bedeutung der Indizes:
+: detA =41, 1:keine Zeitumkehr (A% > 1), |: Zeitumkehr (A% < —1).

Mit Einfithrung von Raumspiegelung P, Zeitumkehr 7" und Raumzeit-Spiegelung PT' (gegeben
durch P = —T = G und PT = —14) ist jede Lorentz-Transformation dann aus

0(1,3)L urol(1,3)upProl(1,3) UT0L(1,3) . (5.54)

Die Klasse der eigentlichen orthochronen Lorentz-Transformationen enthélt weder Zeitumkehr
noch Spiegelungen und bildet einen Normalteiler. Die Elemente der zweiten Restklasse heiffen
uneigentlich orthochron, diejenigen der dritten Restklasse zeitspiegelungsartig und diejenigen der
letzten Restklasse raumzeitspiegelungsartig.
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Der Normalteiler der eigentlichen orthochronen Lorentztransformationen bezeichnet man mit
SO™(1,3) = 0(1,3)} = {A € O(1,3)|det A = 1, A§ > 1} . (5.55)
Das S in SO zeigt an, dass die Transformationen eigentlich sind, det(A) = 1.

Die Faktorgruppe der Lorentzgruppe nach der Gruppe der eigentlichen orthochronen Lorentz-
gruppe ist

0(1,3)/S0"(1,3) = {1, P,T, PT} = Kleinsche Vierergruppe Zs X Zs . (5.56)

Ohne Beweis notieren wir noch die vier verschiedene Arten von Konjugationsklassen in SOT(1, 3):

Konjugationsklassen der eigentlichen orthochronen Lorentzgruppe

o FElliptische Transformationen sind konjugiert zu einer raumlichen Drehung mit Winkel

Ae:(l ¢ ) .57
0 R(es, )

e Hyperbolische Transformationen sind konjugiert zu einem Lorentz-Boost mit Rapiditat
6 in Richtung der dritten Achse,

@ um die dritte Achse,

coshg 0 0 sinhg
0 1 0 0
Ay = (5.58)
0 0 1 0
sinhg 0 0 coshpg

e Loxodrome Transformationen sind konjugiert zur Zusammensetzung der obigen zwei

Transformationen,

Al = AeAy,. (5.59)

e Parabolische Transformationen sind konjugiert zu

1+a%2/2 aa 0 —a2/2
o 1 0 —«
Ap = (5.60)
cr0 0 1 0
/2 a 0 1-a?%/2

Mit der Lorentzgruppe zerfallt auch die Poincaré-Gruppe in vier Zusammenhangskomponenten,

i0(1,3) = i0% (1,3) U4O! (1,3) UiO% (1,3) UiO* (1,3). (5.61)
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5.6 Anhang A: Normalform der Drehungen und Bewegungen

Die Konjugationsklassen der Drehungen und Bewegungen im R”™ haben einfache Représentanten.
Diese werden oft mit ,Normalform* bezeichnet.

5.6.1 Normalformen fiir Drehungen im R”

Indem man die Drehmatrizen im Komplexen zuerst diagonalisiert und danach wieder zu einer

reellen Basis zurilickkehrt beweist man:

e In geraden Dimensionen n ist jede eigentliche Drehung konjugiert zur Normalform

Ry (1) 0 0
0 R . 0
N =Daey— | 0 T (A1)
0 0 Ra(ony2)

und jede uneigentliche Drehung zur Normalform

Dp-a2(p) 0 0
Nal@)=| o -1 0]. (A.2)

Dabei bezeichnet Ra(p) die Drehmatrix in (5.16) und D,,_s die eigentliche Drehung (A.1))

in n — 2 Dimensionen.

e In ungeraden Dimensionen n ist jede eigentliche Drehung konjugiert zu

Nalp) = (D”Ol“”) [1’) (A.3)

und jede uneigentliche Drehung zu

Nalp) = (D”‘Ol(“’) _01) | (A4)

Diese Normalformen der eigentlichen und uneigentlichen Drehungen sind in Einklang mit dem
Euler’schen Theorem auf Seite (8]

5.6.2 Normalformen fiir Bewegungen im R"

Wir kénnen nun die gewonnenen Resultate auf die Bewegungen im Raum, bestehend aus Dre-

hungen und Translationen, anwenden.
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Satz 24 (Normalform von Bewegungen) Fir jede Bewegung (a, R) im R"™ gibt es eine kar-
tesische Basis {ey, ..., e,} und einen Ursprung O, beziglich der sie eine der folgenden Normal-
formen annimmt:

1. Ist 1 Eigenwert von R, dann ist die Normalform ' = N,(¢)x + ae,.

2. Ist 1 nicht Figenwert von R, dann ist die Normalform x' = Ny (p)z.

Beweis: Es sei Ry eine Drehung, die R auf seine Normalform N,, transformiert,
RiRR' = N,. (A.5)
Verschieben wir noch den Ursprung um a;, dann hat nach das transformierte a die Form
a' = Ria+(1—-Ny)a;. (A.6)
Nun zerlegen wir R" in zwei orthogonale Unterrdume,
R"=K @K' mit K=Kern(l—-N,). (A7)
Ist 1 nicht Eigenwert von R (und damit nicht Eigenwert von N,,) dann ist K = .

Die Zerlegung (A.7)) ist invariant unter der Wirkung von N,: Der Kern K ist offensichtlich
invariant und sein orthogonales Komplement ist es ebenfalls, da fiir ein beliebiges b € K+ gilt

0=(K,b) = (N.K,Npb) = (K, N,b).

Wir zerlegen beide Seiten der Beziehung (A.6) in ihren K-Anteil, bezeichnet mit ||, und ihren
K--Anteil, bezeichnet mit L,

a = (Ria); und @) = (Ria)+ (1 - Npayy. (A.8)

Auf K+ ist 1— N, invertierbar und deshalb existiert ein a, fiir dass a’| verschwindet. Nach Wahl
eines derartigen a; ist @’ = a|’|. Fiir das weitere Vorgehen notieren wir, dass Ry in (A.5) nicht

eindeutig bestimmt ist. Anstelle von R; kénnen wir auch SRy wéhlen fiir ein S im Stabilisator
von Ry,
SN,S71 =N, . (A.9)

Da die Drehung S mit NV,, vertauscht respektiert sie ebenfalls die Zerlegung (A.7)):
S:K—K und S:K-— K.

Daher wirkt sich eine Ersetzung von R; in der ersten Gleichung in (A.§ durch SR; wie folgt aus,

a|’| = S(Rla)H . (A.10)

Nun kann S so gewahlt werden, dass a‘/‘ in eine beliebige Richtung in K zeigt. Da a/ = 0 gewéhlt
wurde, beweist dies den Satz. Ist insbesondere 1 nicht Eigenwert von R, dann ist K = () und
damit o’ = 0.
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Typen von Bewegungen

e Eine eigentliche Bewegung in ungeraden Dimensionen ist eine Schraubung um die e,-

Achse.

e Eine uneigentliche Bewegung in geraden Dimensionen ist eine Gleitspiegelung an der

Hyperebene senkrecht zu e,.

e Fiir eigentliche Bewegungen in geraden oder uneigentlichen Bewegungen in ungeraden

Dimensionen ist generisch 1 nicht Eigenwert von R. Dann handelt es sich um eine Dre-

hung im ersten Fall und eine Drehspiegelung im zweiten Fall. Ist aber mindestens einer
der Winkel ¢; in (A.1)) ein Vielfaches von 27, dann wird auch in geraden Dimensionen
eine eigentliche Bewegung zur Schraubung oder uneigentliche Bewegung in ungeraden

Dimensionen zur Gleitspiegelung.

In drei Dimensionen hat jede eigentliche Drehung den Eigenwert 1 und eine uneigentlichen Dre-

hung genau dann, wenn SpR = 1 ist. Also gilt das

Lemma 6 (Normalformen von Bewegungen im R?) Fliir jede Bewegung im R? gibt es ei-

ne kartesische Basis und einen Ursprung, beziglich der sie eine der folgenden Normalformen

annimmdt:

o Fir det(R) = 1 eine Schraubung um die dritte Achse

z' = R(e3,p) T + aes .

o [rdet(R) = —1 und SpR < 1 eine Drehspiegelung

/ R2(QD) 0
' = T
0 -1
e Frdet(R) = —1 und Sp(R) = 1 eine Gleitspiegelung an der xy -Ebene
T = T+ aes
0 -1
5.7 Aufgaben zu Kapitel 5

Aufgabe 5.1: Gruppenwirkungen von rechts

Ahnlich der Links-Gruppenwirkung definiert man eine Recht-Gruppenwirkung:
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Definition 23 FEine Recht-Gruppenwirkung ist eine Funktion ®, : G X M — M so dass:
o O.(e,p)=p firalepe M

o &, (g1,9,(92,p)) = ®r(9291,p) fiir alle g1,g2 € G und p € M.

Zeigen Sie folgenden Zusammenhang zwischen Links- und Rechtswirkungen: Ist (g,p) — ®(g,p)
eine Linkswirkung, dann ist (g,p) — ®,(g,p) = ®(g~!,p) eine Rechtswirkung.
Es kann niitzlich sein, eine Rechtswirkung mit der zugehorigen Linkswirkung zu identifizieren.

Aufgabe 5.2: Drehungen

Wir betrachten die Gruppe SO(3) der eigentlichen Drehungen im Euklidischen Raum R? und
die Menge SO(e,2) der Drehungen um die feste Achse definiert durch den Einheitsvektor e.
Zeigen Sie, dass die Menge SO(e,2) eine Untergruppe von SO(3) ist. Zeigen Sie zudem, dass fir
jedes Paar e und e’ von Einheitsvektoren die Untergruppen SO(e,2) und SO(€’,2) zueinander

konjugiert sind.

Aufgabe 5.3: Galilei-Gruppe

Eine Galilei-Transformation
t'=t+7, ' =Rx+ut+a, mit u,acR?® R'R=1,
ist durch die 10 Parameter (7, @, u, R) bestimmt. Fiihre nun eine zweite Galilei-Transformation
mit Parameter (7, a’, u’, R’) durch.
e Zeigen Sie, dass die zusammengesetzte Transformation wieder eine Galilei-Transformation
ist.
e Was ist die zu (7, a, u, R) inverse Galilie-Transformation?

e Thre Rechnung sollte zeigen, dass die Galilei-Transformationen eine Gruppe bilden — es ist
die Galilei-Gruppe. Finden Sie die invarianten Untergruppen der Galilei-Gruppe.

e Konnen Sie diese Gruppe als semi-direktes Produkt einer Gruppe und eines Normalteilers
schreiben?

Aufgabe 5.4: Lorentz-Gruppe

Eine 4-dimensionale Matrix A heifst Lorentz-Matrix, wenn gilt
ATGA=G, worin G = diag(1,-1,—1, 1)
der metrische Tensor ist. Wir bezeichnen die Menge dieser Matrizen mit L.

e zeigen Sie, dass £ eine Untergruppe von GL(4,R) ist,
e zeigen Sie, dass fiir A € £ die Determinante gleich det A = 41 ist,
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e beweisen Sie, dass die Menge £ = {A € £]|det A = 1} ein Normalteiler in £ ist. Es sind
die eigentlichen Lorentz-Transformationen.

Aufgabe 5.5: Intervalle im Minkowski-Raum
Zwei Ereignisse P; und P, seien durch ein 1) raumartiges, 2) zeitartiges und 3) lichtartiges
Intervall getrennt. Zeigen Sie, dass
1. ein Inertialsystem existiert, in dem die P; gleichzeitig sind und das ihre Zeitreihenfolge
durch eine geeignete Wahl des Systems vertauscht werden kann,

2. ein Inertialsystem existiert, in dem die P; am selben Raumpunkt sind.

3. Bestimmen Sie die Hyperfliche in der Raumzeit, auf der P» beziiglich P; liegen kann.

Hinweis: Wéhlen Sie P; als Koordinatenursprung.

Aufgabe 5.6: Zeitdilatation

Leiten Sie mit den Lorentz-Transformationsgleichungen die Formel fiir die Zeitdilatation her.
Legen Sie zunéchst zwei Ereignisse fiir die Ablesung einer im Inertialsystem I bewegten und im
Inertialsystem I’ ruhenden Uhr fest. Beachten Sie, dass die Ablesung in I’ am gleichen Ort sund
diejenige in I an verschiedenen Orten erfolgt.
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6 Punktgruppen

My work always tried to unite the true with the beautiful, but when I had to choose
one over the other, I usually chose the beautiful.
HERMANN WEYL

Endliche Untergruppen der Drehgruppe O(3) treten als Symmetriegruppen in Molekiil- und
Atomphysik auf. Man nennt sie Punktgruppen, weil wenigstens ein Punkt Fixpunkt unter der
Gruppenwirkung ist. Mit Punktgruppen kann man Symmetrien von Atomen, Molekiilen und
starren Korpern erfassen. Beispiele von Punktgruppen bilden die Decktransformationen der Pla-
ton’schen Korper. Die Decktransformationen eines Molekiil nennt man Punktgruppe des Mole-
kiils oder kurz Molekiilsymmetrie. Auch die Decktransformationen eines idealen Kristalls, welche
einen Punkt fest lassen, bilden eine Punktgruppe. Man definiert:

Definition 24 FEine endliche Untergruppe der Drehgruppe O(3) heifst Punktgruppe. Sie heifit
eigentlich oder von erster Art, wenn sie keine Spiegelungen enthdlt, sonst uneigentlich oder von
zweiter Art.

Da es viele Anwendungen der Punktgruppen gibt, wollen wir uns diese im vorliegenden Kapi-
tel etwas genauer ansehen. Unsere Untersuchungen werden zeigen, dass es nur fiinf Typen von
eigentlichen und neun Typen von uneigentlichen Punktgruppen gibt.

6.1 Symmetrieelemente

Punktgruppen endlicher Ordnung kénnen Drehungen um endliche Winkel, Spiegelungen an Ebe-
nen oder die Punktspiegelung am Ursprung enthalten. Wir beginnen mit den Drehungen und
machen dabei von den Ergebnissen in Abschnitt Gebrauch.

Man bezeichnet Drehungen um eine n-zéhlige Achse, charakterisiert durch einen Einheitsvektor

e, mit
. 2m
cn(e) =R(e,pp) mit ¢, = o (6.1)

Fiihren wir diese Drehung n mal hintereinander aus, dann erhalten wir das Einselement, d.h. die
Drehung ¢, (e) hat die Ordnung n, cj}(e) = e.

76
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Die Transformationsmatrix hat im speziellen Fall einer Drehung um die z-Achse die Form

cos, —sing, 0
cn(e3) = | sing, cosp, O] . (6.2)
0 0 1

Drehungen und Referenzachse

Zeigt e in Richtung der Referenzachse — dies ist die Drehachse mit maximaler Zahligkeit —
so schreibt man anstelle von ¢, (e) nur ¢,. Eine m-zahlige Drehung um eine Achse senkrecht
zu e bezeichnet man dann mit cp .

Eine Spiegelung ¢ an einer Ebene hat die Ordnung 2. Elementar sind die Spiegelungen an den
Ebenen durch den Ursprung und senkrecht zu den Basisvektoren,

~1.0 0 1 0 0 10 0
o,=10 10|, oy=[0 =1 0|, oo=|01 0 ]. (6.3)
0 0 1 0 0 1 00 -1

Die Lage der Spiegelebene relativ zur Referenzachse e wird in der Bezeichung zum Audruck
gebracht:

Spiegelungen
1. Eine Spiegelung an der zu e senkrechten Ebene wird mit o, (horizontal) bezeichnet.
2. Eine Spiegelung an einer Ebene, welche e enthilt wird mit o, (vertikal) bezeichnet.

3. Eine Spiegelung an einer dihedralen Ebene, welche e enthélt und den Winkel zwischen
zwei benachbarten und zu e orthogonalen, zweizahligen Drehachsen halbiert, wird mit
o4 bezeichnet.

Ist die z-Achse Referenzachse, dann ist oy, die Spiegelung an der (x,y)-Ebene,

op =0, mit opc, =cpop fir n=1,2,.... (6.4)
Die Spiegelung an der die Referenzachse enthaltende (y, z)-Ebene hat die die Form

Oy =0 mit oyey #cpo, fiir n=3,4,.... (6.5)

Das Produkt zweier Spiegelungen o1 und o ist eine Drehung ¢, deren Drehachse mit der Schnitt-
geraden der beiden Spiegelebenen zusammenfllt,

o109 = (@) = o901 = ¢ (@) = c(—p). (6.6)
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Der Drehwinkel ¢ ist der doppelte Winkel, der durch die beiden Spiegelebenen eingeschlossen
wird. Durch Links-Multiplikation der ersten Beziehung mit o7 ergibt sich

o2 = a1c(yp) - (6.7)

Danach kann das Produkt aus einer Drehung mit einer Spiegelung, deren Ebene die Drehachse
enthélt, durch eine Spiegelung ersetzt werden, die wiederum die Drehachse enthélt. Wegen
vertauschen zwei Spiegelungen genau dann, wenn c¢(¢) = ¢(—¢) gilt, oder wenn der Drehwinkel
die Werte 0 oder m annimmt. Im ersten Fall ist ¢ = e und die Spiegelungen sind identisch
im zweiten Fall ist ¢ = ¢ und es handelt sich um Spiegelungen an aufeinander senkrechten
Spiegelebenen.

Neben den Spiegelungen an Ebenen gibt es die Spiegelung ¢ an einem festen Punkt, dem Inversi-
onszentrum. Die Inversion i hat die Ordnung 2. Féllt das Inversionszentrum mit dem Ursprung
zusammen, dann ist ¢ = 0,040.. Eine andere Zerlegung der Inversion enthélt eine zweizdhlige
Drehung und eine Spiegelung an der Ebene senkrecht zur Drehachse,

1= CoO0p = OpCa . (68)

Daraus folgt o, = ico, was bedeutet, dass ein Spiegelung durch eine zweizdhlige Drehung um
eine Achse senkrecht zur Spiegelebene und eine nachfolgende Inversion zu ersetzen ist.

Drehspiegelungen

Das Produkt einer n-zéhligen Drehung ¢,, mit einer Spiegelung o an einer Ebene senkrecht
zur Drehachse fithrt auf eine n-zéhlige Drehspiegelung s, = ¢,0.

Die Dehspiegelung ss ist die Inversion und deshalb folgt coop, = i. Fiir den speziellen Fall einer
Drehung um die z-Achse erhilt man die Transformationmatrix

cosy, —sing, 0
Sp= | sinp, cosp, 0 |. (6.9)
0 0 -1

Die n-fache Anwendung einer n-zdhligen Drehspiegelung liefert

e  fir n gerade
s = ol = o = { 8 (6.10)
op  fir n ungerade.

Entsprechend ist die Drehspiegelung s, von der Ordnung n fiir gerades n und von der Ordnung
2n fiir ungerades n.
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Diedergruppen

Die eigentlichen Decktransformationen eines senkrechten Prismas iiber dem regelmafigen n-
Eck bilden die Diedergruppe D,,, vgl. Abbildung Diese enthalt eine n-zahligen Drehung
cp um die Symmetrieachse — dies ist die Referenzachse — und n zweizahlige Drehungen cj, 2
um Achsen senkrecht zur Referenzachse. Lassen wir auch uneigentliche Transformationen
zu, dann kommt oy, als Decktransformation dazu. Wegen s,, = ¢,0 treten noch die Dreh-
spiegelungen s,, und die n Spiegelungen o, = ¢y ;05 an Ebenen, welche die Referenzachse

enthalten.

e
v

|
|/
| N/
/1
]

Abbildung 6.1: Die Decktransformationen eines Prismas iiber einem gleichseitigen n-Eck bilden

die Diedergruppe D,,.

6.2 Platonische Gruppen

Die eigentlichen Decktransformationen der fiinf platonischen Koérper Tetraeder, Oktaeder, Wiirfel,
Dodekaeder und Ikosaeder bilden die Platonischen Gruppenﬂ Um diese Transformationen zu
studieren zéhlen wir zuerst die Anzahl Ecken, Kanten und Flachen dieser Korper:

E = Ecken | K = Kanten | F = Flachen
Tetraeder 4 6 4
Wiirfel 8 12 6
Oktaeder 6 12 8
Tkosaeder 12 30 20
Dodekaeder 20 30 12

!Ein Besuch der Wikipedia-Seite| iiber die Platon’schen Korper lohnt sich.
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Wir werden nun die 12 Elemente der Tetraedergruppe 7, die 24 Elemente der Wiirfelgruppe O
und die 60 Elemente der Dodekaedergruppe bestimmen.

[e°]

)l

Abbildung 6.2: Die Decktransformationen von Tetraeder und Wiirfel definieren die Tetraeder-
gruppe T und Wiirfelgruppe O.

Tetraedergruppe

Die Decktransformationen eines Tetraeders sind in Abbildung [6.2] gezeigt. Dieser Korper hat vier
dreizéhlige und drei zweizéhlige Drehachsen. Jede dreizéhlige Achse verbindet eine Ecke mit dem
Mittelpunkt der gegeniiberliegenden Fléche. Jede zweizéhlige Achse verlduft durch die Mitten
von gegeniiberliegenden Kanten. Die Tetraedergruppe 7 hat die Ordnung

K
TI=1+Ex2+5 x1=12. (6.11)

Sie besitzt die zyklischen Untergruppen Cs und Cs.

Wiirfelgruppe

Die Symmetrien eines Wiirfels sind aus Abbildung (6.2) ablesbar. Der Wiirfel hat drei Drehach-
sen vierter Ordnung durch die Mittelpunkte von gegeniiberliegenden Flichen, sechs zweizdhlige
Drehachsen durch die Mittelpunkte von gegeniiberliegenden Kanten sowie vier Raumdiagonalen
als Drehachsen dritter Ordnung. Die Ordnung der Wiirfelgruppe ist

F K E
Ol =1+F x3+ 5 x 1+ 5 x2=24. (6.12)

Die Wiirfelgruppe ist isomorph zur Oktaedergruppe und beide sind isomorph zur Sy.
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Dies ist kein Zufall, da Oktaeder und Wiirfel dual zueinander sind: Man kann einen Oktaeder der-
art in einen Wiirfel legen, dass die Eckpunkte des Oktaeders gleich den Zentren der Wiirfelflichen
sind.

Dodekaedergruppe

Der Dodekaeder hat sechs fiinfzéhlige Drehachsen durch die Zentren gegeniiberliegender Flachen,
zehn dreizéhlige Achsen durch zwei gegeniiberliegende Ecken und fiinfzehn zweizéhlige Drehach-
sen durch die Mittelpunkte zweier gegeniiberliegender, zueinander paralleler Kanten. Damit ist
die Ordnung der Dodekaedergruppe Y gleich

|J/|:1+E><4+E><2+5><1:60. (6.13)

2 2 2

Die ITkosaedergruppe ist isomorph zur Dodekaedergruppe, da die beiden Kérper dual zueinander
sind.

Die Dodekaedergruppe ist isomorph zur Ikosaedergruppe und beide sind isomorph zur As.

Wir wollen die Wiirfelgruppe noch etwas genauer analysieren. Als erzeugende Elemente wahlen
wir die Vierteldrehung um die z-Achse und die Vierteldrehung um die x-Achse:

0 -1 0 10 O
a=11 0 0 und b=1|0 0 -1
0 0 1 01 0

Zuerst definieren wir die Gruppe iiber ihre Erzeugenden,

GAP
a::[[o’_l’o] ,[1’0301 ’[030’1]];;b:[[1’0’o] ’[O:O’_l] ’[031’0]]’
g:=Group(a,b);

und analysieren sie. Die Ordnung ist Order (g)=24. Wir definieren weiter die Kommutator-

Untergruppe und Faktorgruppe G/[G, G]:

gk:=CommutatorSubgroup(g,g);
gf :=FactorGroup(g,gk);;0rder (gf);

Die Ordnung von gk ist 12 und diejenige von gf ist 2. Wir kénnen auch noch die Ordnung
der Stabilisatoren der Elemente in g erfragen:

Order (Stabilizer (g,a));0rder (Stabilizer(g,a*b));
und erhalten die Antworten 4 und 3. Die Anzahl Konjugationsklassen von g ist 5,
NrConjugacyClasses (g);

Die Reprasentanten der Konjugationsklassen erfragt man mit
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ConjugacyClasses(g);

mit dem Resultat

100 -1 0 0 -1 0 O 0 -1 0 0 -1 0
o10},70 -10},10 0O -1}f,]0 0 —-1{f,]1 0 O
0 01 0 0 1 0 -1 0 1 0 0 0 0 1

Die Anzahl Elemente in den entsprechenden Orbits sind 1,3,6,8 und 6. Die Wiirfelgruppe
hat 8 maximale Untergruppen, die alle nicht-Abelsch sind:

msg:=MaximalSubgroups (g);
Deren Ordnungen erhélt man mit

Order (msg[1]);0rder (msg[2]);0rder (msg[3]);0rder (msg[4]);
Order (msg [5]) ; 0rder (msg[6]);0rder (msg[7]);0rder (msg[8]);

Sie sind 12,8, 8,8,6,6,6,6. Wir konnen diese Untergruppen noch genauer analysieren. Ins-
besondere interessieren uns die Erzeugenden der Untergruppen:

Generators0fGroup (msg[1]); GeneratorsO0fGroup (msg[2]);
Generators0fGroup (msg[5]);

Die Untergruppe der Ordnung 12 wird von den 3 Matrizen

0 -1 O 1 0 0 -1 0 0
o 11, 0 -1 0 ) 0 1 0
0 0 0 -1 0 0 -1

3 2

erzeugt. Die Indizes deuten die Ordnung dieser Elemente an und kénnen mit
Order ([[0,-1,0],[0,0,-1]1,[1,0,0]11);

abgefragt werden. Die Matrizen gehoren zu einer Drehung mit 27/3 um die Achse von der
Ecke (1, —1, 1) zur gegeniiberliegenden Ecke und je eine Drehung mit 7 um die x und y-Achse.
Alle Elemente dieser Untergruppe werden generiert durch

Orbits (g,msg[1]);

Eine Untergruppe der Ordnung 8 wird von den 3 Matrizen

-1 0 0 1 0 0 -1 0 0
0 0 1], 0 -1 0 ) 0 1 0 )
0 10 0 0 -1 0 0 -1

2 2 2
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und eine Untergruppe der Ordnung 6 von den 2 Matrizen

-1 0
0
1

o = o
o
|
—

0
0 1

2 3

erzeugt. Die letzten beiden Matrizen gehéren zu einer Drehung mit 7 um die Achse durch den

Kantenmittelpunkt bei (0, 1, 1) zum Mittelpunkt der gegeniiberliegenden Kante und eine Drehung
mit 27/3 um die durch die Ecke bei (1, —1, 1) laufende Drehachse.

6.3 Eigentliche Punktgruppen

Die Elemente einer eigentlichen Punktgruppe sind orientierungserhaltend. Neben den soeben
eingefiihrten Platon’schen Gruppen gibt es nur wenige davon und diese sind uns alle schon
begegnet.

Satz 25 FEs gibt nur 5 Klassen von eigentlichen Punktgruppen: die zwei unendliche Serien C,
und Dy, und die drei besonderen Punktgruppen T, O und ).

Darstellung der zyklischen Gruppen im R3: Die Abelsche Gruppe C, enthilt die Decktrans-
formationen einer Pyramide iiber dem regelméafigen n-Eck und hat eine n-zéhlige Drehachse.
Die n-zéhlige Drehung ¢, erzeugt die Gruppe.

Darstellung der Diedergruppen im R?: Die nicht-Abelsche Gruppe D,, wurde schon als Sym-
metriegruppe eines senkrechten Prismas iiber dem regelméfigen n-Eck erkannt. Sie enthélt eine
n-zahlige Drehung c¢,, um die Referenzachse und n zweizéhlige Drehungen cj 2. Die Gruppe wird
von ¢, und einem cp o erzeugt. Die Anzahl ihrer Konjugationsklassen ist k(Da,) = n + 3 und
k(D2n+1) =n++2.

Eigenschaften der eigentlichen Punktgruppen
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G zykl. Untergruppen | max. Untergruppen | |G| | k(G) | =
Cn Cm, m teilt n n n

Dy, n gerade Cm, m teilt n D, m teilt n 2n | 5+3

D,,, n unger. Cm, m teilt n Dy, m teilt n 2n | 5+ %
T 3Cy, 4Cs Dy 12 4 | Ay
(@] 6Cs, 4C3, 3Cy 4Ds, 3Dy, Ay 24 5 Sy
y 15Cq, 10C3, 6C5 10Ds, 6Ds5, 5. A4 | 60 5 As

Angegeben sind die zyklischen Untergruppen, nicht-Abelschen maximalen Untergruppen, die
Gruppenordnung |G|, die Anzahl Konjugationsklassen k(G) und isomorphe Gruppen.

Wir beweisen nun die Vollstandigkeit dieser Liste [2]. Es sei also G < SO(3) eine eigentliche
Punktgruppe. Nach dem Euler’schen Satz (Seite ist jedes Element in G eine Drehung um
eine Achse, welche die Einheitssphire S? € R? in zwei Punkten schneidet. Wir nennen diese
Punkte die Pole des Gruppenelements. Wir definieren die endliche Menge aller Pole,

Definition 25 Die Menge P := {x € S*|Rx =z fir ein R€ G\ 1} heifit Polmenge von G,

?

Uberlegen Sie sich, das zu jedem R # 1 genau zwei Pole gehoren.

Fiir jeden Pol definieren wir die nicht-triviale Untergruppe H,, die den Pol € P nicht bewegt,
Definition 26 Die Untergruppe Hy = {R € G|Rx = x} < G heifit Stabilisator von x.

Die Elemente der Punktgruppe bilden Pole in Pole ab:

Lemma 7 Die Polmenge P ist invariant unter der Wirkung von G.

Zum Beweis betrachten wir den Pol « einer Drehung R und eine beliebige zweite Drehung R’ € G.
Es gilt

(RRR') (R'z) = RRz = R'z, (6.14)
und damit ist R’z ebenfalls in der Polmenge.
Die Abbildung ®(R,z) = Rx definiert eine Wirkung der Punktgruppe G auf der Polmenge.
Entsprechend definiert ®g(z) = Rx einen Gruppenhomomorphismus G — S(P). Nach diesen

Vorbereitungen teilen wir nun die Polmenge P in Orbits (Bahnen) unter der Gruppenwirkung
ein. Man erinnere sich daran, dass die Orbits Aquivalenzklassen in der Polmenge bilden. Da
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die Gruppe auf jedem Orbit transitiv wirkt, sind nach den Ergebnissen von Abschnitt die
Stabilisatorgruppen zweier Pole im selben Orbit isomorph. Wegen ([6.14) gilt

Lemma 8 Die Stabilisatoren zweier Pole x und ' = Rz sind zueinander konjugiert, Hy =

RH,R!.

Nun bringen wir die Anzahl Elemente eines Orbits und die Ordnung der Stabilisatoren der Pole
im Orbit in Verbindung:

Satz 26 Der Orbit von x enthdlt n/m Pole, wobei n und m die Ordnungen von G und Hy sind.

Die Punktgruppe ist Vereinigung der disjunkten Links-Restklassen R1H,,..., R.H, mit r =
n/m. Alle Elemente einer Restklasse R; H, bilden x in denselben Punkt R;z ab, R;H,x = R;x.
Liegen R; und R; in verschiedenen Restklassen, dann ist R;z # R;x, da aus R;z = Rz sofort
R;'R; € H, folgen wiirde. Deshalb enthilt das Orbit von 2 die n/m Elemente {Ryz, ..., R,z }.

Die n — 1 nicht-trivialen Drehungen in G bestehen aus m — 1 Drehungen fiir jeden Pol, also

3(mo — 1)n/m, fiir das Orbit O von @. Zu jedem nicht-trivialen R gehéren zwei Pole und dies

erklart den Faktor 1/2. Entsprechend gilt die Summenregel

n—lz% Z(mo—1)n7;<:>2—i:z:(1—nio). (6.15)

Orbits o Orbits

Fiir jeden Orbit ist m, > 2 und deshalb ist jeder Summand in der letzten Summe grofler gleich
1/2. Die Polmenge kann demnach nur 1, 2 oder 3 Orbits haben.

e Ein Orbit: Gébe es nur ein Orbit dann wiirde n(1 + m) = 2m gelten, was fiir G # {e}
unmdglich ist. Also gibt es mindestens zwei Orbits.

Die Polmenge zerfallt in mindestens 2 aber hichstens 3 Orbits.

e Zwei Orbits: Diese haben n/m; beziehungsweise n/mgy Elemente. Die Formel ([6.15]) im-
pliziert fiir zwei Orbits

2= — 4 —. 6.16
o T (6.16)

Da m; und my die Gruppenordnung n teilen, existiert nur die Losung m; = mg = n. Dem-
nach enthalten die beiden Orbits jeweils genau einen Pol. Da diese unter allen Drehungen
nicht dndern ist G die zyklische Gruppe C, erzeugt von einer Drehung um 27 /n.

e Drei Orbits: Fiir drei Orbits fiithrt (6.15) auf

2 1 1 1
I+5=— 4+ —+—. (6.17)
n  mp Mg M3
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Sind alle m; > 3 dann ist die rechte Seite nie groffer Eins und die Gleichung ist nie erfiillt.
Demnach existiert mindestens eine Stabilisatorgruppe mit zwei Elementen. Wir wéihlen
my = 2. Es folgt

§+7:7+7<:>(m2_2)(m3_2):4(1_m2nm3><4‘

Es gibt nur wenige Moglichkeiten, diese Ungleichung zu erfiillen:

mi n/my | me n/mgo|ms n/mg| n | Punktgruppe
2 m 2 m m 2 2m D,
2 6 3 4 3 4 12 T
2 12 3 8 4 6 24 O
2 30 3 20 ) 12 60 Yy

Die zugehorige Identifikation der Gruppen in der rechten Spalte ist nicht allzu schwierig.
So miissen zum Beispiel im Fall (mq, mga, m3) = (2,2, m) die zweizahligen Achsen senkrecht
zur m-zéhligen Referenzachse sein. Zum Beispiel, fiir die Gruppe ) gibt es n/2m; = 15
zweizéhlige, 10 dreizéhlige und 6 fiinfzdhlige Drehachsen.

6.4 Uneigentliche Punktgruppen

Uneigentliche Punktgruppen enthalten die gleiche Anzahl orientierungserhaltende wie orientie-
rungsumkehrende Drehungen. Ist ndmlich Gy der Normalteiler der eigentlichen Drehungen in G

und o eine uneigentliche Drehung, dann lautet die Nebenklasseneinteilung von G
G =GyoUG, Gi=0-Gyp. (6.18)

Insbesondere gilt dies fiir die Gruppe der Ordnung zwei, erzeugt vom Einselement und der In-

version,

Ci = {6,2} = ZQ . (619)

Bei einer Klassifikation der uneigentlichen Punktgruppen ist der folgende Satz niitzlich:

Satz 27 FEine uneigentliche Punktgruppe, welche die Inversion nicht enthdlt, ist zu einer eigent-
lichen Punktgruppe isomorph.

Beweis: Es sei G eine uneigentliche Punktgruppe und G = Gog U G1 mit G; = o - Gy fiir ein
uneigentliches o # i die Zerlegung von G nach dem Normalteiler Go. Dann ist G’ = Gy U iGy
eine eigentliche Punktgruppe mit Gy NiG1 = (). Die Abbildung ¢ : G — G’ mit

(p(Ro) =Ry fir Rpe Gy und (p(R1> =¢-Ry fir RieGy
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ist dann ein Isomorphismus.

?

Uberzeugen Sie sich davon, dass die letzte Aussage richtig ist. Vermutlich brauchen Sie dafiir,

dass 72 = 1 ist und alle Gruppenelement mit i vertauschen.

Neue Gesichtspunkte werden also solche Punktgruppen bringen, welche die Inversion 7 enthalten.
Weil die Inversion mit allen Drehungen vertauscht sind diese Punktgruppen ein direktes Produkt,

G=GyxCi={ge,gilge Go}.
G ist der Normalteiler bestehend aus den eigentlichen Drehungen in G.

Bildungsregeln fiir uneigentliche Punktgruppen aus eigentlichen
1. Bilde das direkte Produkt aus einer eigentlichen Punktgruppe mit C;,

2. Zerlege die eigentliche Punktgruppe G in Nebenklassen beziiglich eines Normalteilers
Go vom Index 2, G = Gy U gGp mit g ¢ Gy und forme sie um zu G’ = Gy U igGp.

Mit diesen Regeln kann man neun Typen von uneigentlichen Punktgruppen konstruieren:

Satz 28 FEs gibt neun Typen von uneigentlichen Punktgruppen: fiinf Serien Cpp, Chyvs Dnds Dnhy Son
sowie vier besondere Punktgruppen Tq, Tn, On, Vh.

Einge wichtige Eigenschaften der uneigentlichen Punktgruppen sind in Tabelle angegeben.
Insbesondere wurde notiert, mit welcher Bildungsvorschrift die Gruppen konstruiert sind und
wie viele Konjugationsklassen k(G) in G es gibt.

Abschliefsend notieren wir noch mégliche Préisentationen aller Punktgruppen:

Cn ={cn}
Con = {cn,ah} [en,on] = e}
Cov = {cn,av} (cnoy)? = e}
D, = {cn, ch,2| (cnch,g)2 = e}
Dnd = {3271,01,‘ (sznav)2 = e}
Dun = {cn,chg,i} (cnch72)2 = [cn,i] = [ch2, 1] = e}
Son = {s2n}
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Vollstindige Liste der uneigentlichen Punktgruppen und ausgewihlte Eigen-

schaften
Gruppe Normalteiler isomorph zu |G| k(G)

Cno n gerade Cn D, 2n (n+6)/2
n ungerade Cy, o 2n (n+3)/2

Cnh n gerade Cn C, xC 2n  2n
n ungerade C, Con 2n  2n

Dhra n gerade D, Doy in n+3
n ungerade D, D,, x C; n n+3

Dun n gerade D, D,, x C; n n+6
n ungerade D, Doy, n n+3

Sn n gerade Cny2 G n n
n ungerade C, Cn xC; 2n  2n

Ta T (@] 24

Th T T x C; 24 8

On (@] O x C; 48 10

Yh Y Y xC; 120 10

Tabelle 6.1: Gruppen isomorph zu G x C; wurden mit der ersten Bildungsregel konstruiert.
Die zweite Bildungsregel werde am Beispiel Tq erklart: Die Ausgangsgruppe O
enthdlt den Normalteiler T mit Index 2. Wir zerlegen O in zwei Nebenklassen

O=TUiGi. Dann ist Tg=T UG = O.

T = {3, | (esch)®) = e}

T = {63,0’2,2'} (030’2)3 = [c3,1] = [ch,i] = e}

Ta = {63,0/2,0'1,‘ (c3ch)? = (c30,)2 = (choy)? = e}
O = {cy, ¢} (cac))® = e}

O = {ca, ), i (cac))? = [eayi] = [c},i] = e}

y= {C5,Cl2| (c5ch)® = e}

Vi, = {65,0'2,2'} (050’2)3 = [c5,1] = [ch,i] = e}

Wir beenden die Diskussion der Punktgruppen mit der Bemerkung, dass in der Kristallographie
nur 32 dieser Gruppen eine Rolle spielen.
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6.4.1 Tragheitstensor symmetrischer Korper

Wir betrachten einen starren Korper bestehend aus N Punktmassen m; an den Orten a;. Der
charakterisierende Tragheitstensor

Oup = Z m; (r?éab — :Umxib) . (6.20)

transformiert bei einer Drehung  — ' = Rz des starren Korpers wie ein Tensor zweiter Stufe,
:117 = Z m; (T?(Sab - x;al’;b) = Ryclpa Z my (T?(;cd - xicxid) 5
i i
oder in Matrixnotation
©— 0 =ROR. (6.21)
Dieses Transformationsgesetz gilt auch fiir Kérper mit kontinuierlicher Massenbelegung.

Symmetrien des Tragheitstensors

Fiihrt eine Drehung R den starren Korper in sich iiber, dann muss gelten
© =0 oder ©=ROR'. (6.22)

Die Umkehrung gilt im Allgemeinen nicht: nicht jede Symmetrie des Trégheitstensors ist
eine Decktransformationen des Korpers.

Die Menge der Decktransformationen bildet die Symmetriegruppe des Korpers. Diese ist eine
Untergruppe der Symmetrien des Tragheitstensors. Eine Vollkugel mit homogener Massendichte
ist invariant unter allen Drehungen. Hier haben Tragheitstensor und Kugel dieselbe Symmetrie-
gruppe O(3). Ein Wiirfel mit identischen Massenpunkten an den Eckpunkten ist dagegen nur
invariant unter der Wiirfelgruppe O und deren uneigentliche Erweiterung Oy. Aber weiter unten
werden wir sehen, dass der Tragheitstensor immer noch die Symmetriegruppe O(3) hat.

Fiir die Untersuchung der Symmetriegruppe eines allgemeinen Korpers wéihlen wir als Koor-
dinatenrichtungen die Hauptachsen des Tréagheitstensors. Sind die Haupttrigheitsmomente in
© = diag(A, B, C) verschieden, dann vertauschen nur diagonale R mit ©.

Die Symmetriegruppe eines unsymmetrischen Kreisels ist eine Untergruppe der Abelschen
Gruppe
C ={e,ca(er),ca(e2),c2(€3),00,04,0:,1} . (6.23)

Der Trigheitstensor eines symmetrischen Korpers © = diag(A, A,C) mit C # A vertauscht
dagegen mit allen Drehungen, welche die durch es definierte Symmetrieachse fest lassen,

Cs = {R S O(3)| Res = :teg} .
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Die Symmetriegruppe eines symmetrischen Kreisels ist deshalb eine Untergruppe von Cs. Die
eigentlichen endlichen Untergruppen von Cs sind die Gruppen C,, oder D,,. Allgemeiner kénnen die
Gruppen Sy, Cp, Cuhs Cruv, Dy Dip oder D,g als Symmetriegruppe eines symmetrischen Kreisels
auftreten. Umgekehrt gilt

Lemma 9 Enthdlt eine Symmetriegruppe eines Kreisels eine C, mit n > 3 als Untergruppe,
dann ist es ein symmetrischer Kreisel.

Zum Beweis betrachte man die Bedingung RO = OR fiir eine symmetrische Matrix © und
eine Drehung R mit Winkel ¢ um die dritte Achse. Ist sin ¢ nicht Null, dann findet man © =
diag(A, A, C).

Enthélt die Symmetriegruppe eine zweite, mindestens dreizéhlige Drehung ¢,,(e) um eine weitere
Achse e # e3, dann handelt es sich um einen Kugelkreisel mit © = Al. Es folgt daraus:

Lemma 10 Die platonischen Kérper mit gleichschweren Massen an den Ecken sind Kugelkreisel
mit Trigheitstensor © = Al.

6.5 Molekiilsymmetrien

Wir vernachléssigen die ,,Figenbewegungen von Elektronen und Atomkerne und beziehen unsere
Symmetriestudien am Molekiil auf dessen Kerngeriist. Wir untersuchen also ein Massenpunkt-
system aus endlich vielen starr verbundenen Atomen. Die Atome denken wir uns dabei mit ihren
Kernen in den Punkten des Systems angeheftet. Zum Beispiel bilden der Stickstoffkern und die
drei Wasserstoffkerne des Ammoniakmolekiils NHg die vier Ecken eines Tetraeders. Auf diese
Weise laufen Symmetrieuntersuchungen an Molekiilen héufig auf das Studium von geometri-
schen Standardfiguren der Stereometrie hinaus. Die Symmetrien von mehreren Molekiilen sind
in Abbildung gezeigt.

6.5.1 Das Massenpunktsystem Allen C3H; und Schoenflies-Notation

In einem rechtwinkligen Koordinatensystem betrachten wir den Quader in achsenparalleler Mittel-
punktslage. Wie in Abbildung [6.4] skizziert, sei seine Hohe 2h und seine Grundflache quadratisch
von der Kantenlénge 2g < 2h. Dem Quader lafst sich dann geméft der Abbildung das Kerngeriist
eines Allen-Molekiils einbeschreiben: Die vier H-Atomkerne werden auf die Ecken

Hi:(9,—g9,—h), Ha:(g9,9,h), Hz:(—g,9,—h), Hi:(—g,—g,h)
verteilt und die Kohlenstoffkerne auf die Punkte

(0,0,—d), (0,0,0), (0,0,d), 0<d<h
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Abbildung 6.3: Die Symmetrien von Kohlendioxid (CO,), Bortrifluorid (BFs3), Xenon-
tetrafluorid (XeF,), Benzol (C¢Hg), Ammoniak (NHs), Allen (C3H,) und
Schwefelchloro-pentafluorid (SF5Cl) sind die Decktransformationen der Geraden,
des gleichseitigen Dreiecks, Quadrats, regelméfsigen Sechsecks, Tetraeders, Qua-
ders und Oktaeders.
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Abbildung 6.4: Die Lage der Atome im Allen-Molekiil C3Hy.

der z-Achse. Drehen wir mit 180° um die z-Achse, so kommt das Kerngeriist mit sich zur Deckung:
Die drei C-Atomkerne bleiben fest, H; und Hs sowie Ho und Hy tauschen ihre Plétze. Die Anfangs-
und Endlage des Molekiils sind dabei ununterscheidbar.

Das Molekiil gestattet auch eine Drehung mit 180 um die z— und eine um die y—Achse. Dreh-
symmetrien werden in der Symbolik von Schoenflies durchwegs mit dem gleichen Buchstaben C
bezeichnet. Die z, y bzw. z-Achse sind zweizéhlige Drehachsen. Deshalb bezeichnet man die zu

ihnen gehorigen Drehsymmetrieoperationen mit ¢, ¢ bzw. co. In diesen Bezeichnungen gilt

CIQ(Hl) = HQ, CIQI(Hg) = Hg, CQ(Hl) = H3 USW.

AuRer Cy,C) und CJ besitzt das Allen-Molekiil keine weiteren Drehsymmetrien. Wenn wir jedoch
um 90° im Gegenuhrzeigersinn um die z-Achse drehen und anschliefend an der x, y-Ebene spie-
geln, nimmt H; den Platz von Hy ein, Ho den von Hs, Hs den von Hy, Hy den von H; und das
untere C-Atom tauscht mit dem oberen den Platz. Das mittlere C-Atom bleibt fest und sein Ort
ist ein Fizpunkt der Symmetrieoperation. Diese Drehspiegelung, bestehend aus einer 4-zdhligen
Drehung und einer anschlieffenden Spiegelung an der zur Drehachse senkrecht stehenden Spie-
gelebene, wird mit s4 bezeichnet. Das Molekiil gestattet weder die alleinige Drehung noch die
Spiegelung, aus denen sich s4 zusammensetzt, sondern nur deren Zusammensetzung. Das Mole-
kiil gestattet auch die Drehspiegelung s3, die durch eine Drehung um die z-Achse mit 270° und
anschlieffender Spiegelung an der x — y-Ebene entsteht. Weitere Drehspiegelungen besitzt Allen
nicht. Drehspiegelungen werden nach Schoenflies durchweg mit dem Buchstaben s bezeichnet.
Speziell schreiben wir dabei s,,, wenn n die Ordnung von s,, ist. Fiir Allen ist n = 4. Als Referen-
zachse zeichnet man unter den Drehachsen und Drehspiegelachsen des Molekiils diejenige (oder
eine unter mehreren) mit der hochsten Zahligkeit aus. Diese wird dann vertikal gezeichnet. Bei
Allen ist die 4-zdhlige Drehspiegelachse die Referenzachse.

Aus obiger Figur ist ersichtlich, dass Allen die mit o4 und o/, bezeichneten Spiegelungen der
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Co

Cl H

Abbildung 6.5: Das Kerngeriist von Dichlorethylen.

durch die Referenzachse und H; bzw. die Referenzachse und Ho bestimmten Ebenen gestattet.

Es gilt unter anderem
oq(H1) = Hi, o04(H) = Hy, oy(Hy) = Hs.

Spiegelsymmetrien werden in der Schoenflies-Symbolik stets mit o bezeichnet. Um mehrere zu
unterscheiden auch mit o, 0’ usw. Die Stellung der Spiegelachse zur Referenzachse bringt man
gegebenenfalls durch einen Index an o zum Ausdruck: v bedeutet, daft die Ebene senkrecht
steht und die vertikale Referenzachse enthélt. Jene Spiegelebenen, die den Winkel zwischen zwei
benachbarten und beziiglich der Referenzachse orthogonalen, zweizdhligen Drehachsen halbieren,
bezeichnet man speziell mit o4 (d : dihedral). Die vertikalen Spiegelebenen beim Allen-Molekiil
sind von dieser Art. Eine Spiegelung an einer horizontalen Ebene bezeichnet man mit o,. Aufer
oq und o/, besitzt Allen keine weiteren Spiegelsymmetrien.

Symmetriegruppe des Allen-Molekiil
Die Symmetriegruppe des Allen-Molekiils ist

2 .3 1 /
D2d = {67 S4,84,S84,C9,Co,04, Ud} .
Wegen s = cp wurde nur s7 als Element notiert. Die Symmetriegruppe Dag hat die Ordnung

8. Sie ist eine uneigentliche Erweiterung der Diedergruppe Do (siehe Tabelle auf Seite [88)).

6.5.2 Trans-Dichlorethylen

Das Kerngeriist des ebenen Molekiils Trans-DichlorethylenHsCoCly ist in Abbildung dar-
gestellt. Es dient zur Illustration der Symmetrie Cop. Die Drehung des Molekiils mit 180° um
die Achse senkrecht zur Molekiilebene und die Inversion am Schwerpunkt des Molekiils sind
Decktransformationen. Wir fassen zusammen:

Symmetriegruppe von Trans-Dichlorethylen
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Die Symmetriegruppe des HoCoCly Molekiils ist gleich
CQh — {]]-7 C2,0h, 1’} .

Sie ist eine uneigentliche Erweiterung der eigentlichen Gruppe Cy (sieche Tabelle auf Seite

33).

6.6 Aufgaben zu Kapitel 6

Aufgabe 6.1: Punktgruppen in 2 Dimensionen
In zwei Dimensionen ist eine Punktgruppe eine endliche Untergruppe von O(2). Klassifizieren

Sie alle Punktgruppen in zwei Dimensionen.
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7 Raumgruppen

In den Werken der Natur und gerade in ithnen herrscht die Regel, nicht blinder Zufall.
Der Endzweck aber, um dessentwillen ein Ding geschaffen oder geworden ist, liegt im
Bereich des Schonen.

ARISTOTELES

Ein idealer Kristall ist ein Festkorper, dessen mikroskopische atomare Struktur rdumlich peri-
odisch ist. Dies impliziert eine Periodizitdt der Kernlagen und der Elektronendichte, gegebenen-
falls auch der Spindichte der Elektronen. Ein realer Kristall unterscheidet sich von einem idealen
durch seine endliche Ausdehnung und durch strukturelle Fehler.

7.1 Gittervektoren und Elementarzelle

Die Decktransformationen eines Kristalls bilden die additive diskrete Translationsgruppe T =
7 x 7 x 7. Diese Gruppe wird von den Basisvektoren ai, as, ag, auch primitiven Translationen
genannt, erzeugt:

T ={ala=n1a1 +n2as +nzaz,n; € Z} . (7.1)

Die Ortsvektoren die man durch Verschieben eines Gitterpunktes mit den a € 7 erhélt, bilden
das Bravais-Gitter. Speziell die Basisvektoren a; spannen wie in Abb. gezeigt, ein Parallel-
epiped — die Elementarzelle — auf.

Uberlagern wir einem idealen Kristall sein Translationsgitter - die Wahl des Ursprungs ist dabei
willkiirlich - so zerféllt der Kristall in lauter &dquivalente Elementarzellen, von denen jede zur

as

Abbildung 7.1: Eine Elementarzelle des Gitters mit Basisvektoren ai, as und as.
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ai a1H

Abbildung 7.2: Die Basis einer Elementarzelle ist nicht eindeutig.

Beschreibung der Struktur ausreicht. Durch Verschieben der von einer Basis aufgespannten Ele-
mentarzelle wird der Raum in lauter gleichwertige Zellen aufgeteilt. Wie die Wahl des Ursprungs
ist auch die Wahl der Basis primitiver Translationen und damit die Form der Elementarzel-
le nicht eindeutig. Abbildung zeigt drei Basen (mit entsprechenden Elementarzellen) eines
zweidimensionalen Gitters

Bilden die a;, a2, a3 eine Basis primitiver Translationen, dann bilden auch die Vektoren

3
a{ = Z ajGji, 1=1,2,3, Gji e (7.2)
j=1
eine Basis, wenn gilt
}det G{ = 1, G = (G”) . (73)

Beweis: Nach Definition fithren alle ganzzahligen Linearkombinationen der Basistransformatio-
nen, und insbesondere die a/, das Gitter in sich iiber. Wir miissen noch nachpriifen, dass die
Volumen der durch die beiden Basen definierten Zellen,

Ve =la1- (a2 A a3)|
V. =lay- (a3 A a3)| = [det G| a1 - (az A a3)| = | det G| VL

gleich grof sind. Dies ist aber genau die Bedingung ([7.3]).

Wigner-Seitz Zelle

Es gibt eine Vorschrift, eine eindeutige Elementarzelle zu definieren. Die entsprechende Zelle
heisst Wigner-Seitz-Zelle. Als Mittelpunkt der Wigner-Seitz-Zelle wihlt man einen Gitter-
punkt aus, und ordnet der Zelle alle Raumpunkte zu, die dem ausgewahlten Gitterpunkt
néher als allen anderen Gitterpunkten sind.

Offenbar kann man eine Wigner-Seitz-Zelle dadurch konstruieren, dass man zu allen Verbin-
dungsstrecken zwischen ihrem Mittelpunkt und den anderen Gitterpunkten die mittelsenkrechte
Ebene errichtet. Diese paarweise parallelen Ebenen schneiden dann die Wigner-Seitz-Zelle aus,
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Abbildung 7.3: Die Wigner-Seitz Zellen fiir zwei zweidimensionale Gitter.

wobei nur endlich viele zu den nédheren Nachbarn gehérenden Ebenen zu beriicksichtigen sind.
Es zeigt sich, daf die Wigner-Seitz-Zellen in zwei Dimensionen von bis zu drei Geradenpaaren
begrenzt werden, wahrend in drei Dimensionen bis zu sieben Ebenenpaare benotigt werden.

7.1.1 Das reziproke Gitter

Bei Gitterrechnungen wird man zwangslaufig auf den Begriff des reziproken Gitters gefiihrt. Sei
f(r) eine beliebige gitterperiodische Funktion,

f(r+a)=f(r), acT. (7.4)

Sie kann als Fourierreihe mit Koeffizienten f(k) dargestellt werden,
fr)y =Y fk)e*r. (7.5)
k

Fiir die Fourierkoeffizienten gilt die Umkehrformel

_ 1 .
fy == [ pryetraie, (7.6)
Ve Jpz
wobei iiber die von den Basisvektoren definierte Elementarzelle mit Volumen V, zu integrieren

ist. Damit die Funktion f gitterperiodisch ist, muss gelten

eik-(r—l—a) _ eik-r bzw. eik:-a, -1
fiir alle Gittervektoren a. Da aber jeder Gittervektor eine ganzzahlige Linearkombination der

Basisvektoren ist, geniigt es, diese Bedingung fiir die Basisvektoren zu fordern:
¢*a =1 oder k-a;€2n%. (7.7)

Genauso wie die Menge der Gittervektoren 7 bildet die Menge der erlaubten k-Vektoren eine
diskrete additive Gruppe, die wir mit 7* bezeichnen und die das reziproke Gitter definieren. Fiir
T* existiert wieder eine Basis {a;}, so dass jeder k-Vektor eine ganzzahlige Linearkombination
der a; ist.
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Reziprokes Gitter

Eine Basis a{, a3, a3 des reziproken Gitters wird durch die Gleichungen a; - a; = 2md;;
festgelegt.

Dies ist die in der Festkorperphysik verbreitete Definition. In der Kristallographie benutzt man
eine andere Normierung der dualen Basis. Dort ist die Basis des reziproken Gitters durch a;-a; =
0i; charakterisiert.

Die explizite Losung des Gleichungssystems fiir die a; lautet

2 2 2
af:%%Aa& (12*2%0/3/\0,1, ag:%m/\@- (7.8)

Das Volumen der Elementarzelle des reziproken Gitters 7 ist

i

S = (7.9)

Die Translationssymmetrien des NaCl-Gitters: Die Bausteine des Gitters sind die Na™ und
Cl™-Ionen: Die Na™ bzw. Cl™-Ionen bilden je ein kubisch flichenzentriertes Gitter und zeigen
die im folgenden Bild skizzierten und zum NaCl-Gitter ineinandergestellten Anordnungen, die
durch die Translation um %(al + az) auseinander hervorgehen. Die Elementarzelle wird durch die

Abbildung 7.4: Das Gitter von NaCl

Vektoren a;, a; und a3 aufgespannt. Die Dreh-, Spiegel- und Drehspiegelsymmetrien (einschliefs-
lich der Inversion) mit dem Koordinatenursprung als Fixpunkt sind leicht aus der Abbildung

abzulesen.
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7.2 Raumgruppen

Nachdem wir Punktgruppen und diskrete Translationen getrennt untersucht haben, wollen wir
uns nun den Symmetrien eines Kristalls unter allgemeinen Bewegungen zuwenden, also Drehun-
gen, Spiegelungen und Translationen.

Raumgruppen

Alle Decktransformationen eines Gitters definieren eine Raumgruppe. Eine Raumgruppe ist
also eine diskrete Untergruppe der Bewegungsgruppe Fj3

Es gibt also einen Satz von Drehungen und/oder Spiegelungen R sowie Translationen a, so dass
das Gitter unter den Bewegungen r = Rr + a auf sich abgebildet wird. Zur Einstimmung

/

/ /
[ ]
[ ]

a) / / / b) 9)
Abbildung 7.5: Zu den Punktsymmetrien in zwei Dimensionen

betrachten wir die Punktsymmetrien der obigen zweidimensionalen Gitter, d.h. alle Decktrans-
formationen die einen Gitterpunkt fest lassen. Fiir das linke Gitter sind dies neben der Identitét
nur die Inversion. Die Punktsymmetriegruppe des mittleren Gitters enthélt aufgrund der Recht-
winkligkeit zusétzlich zwei Spiegelungen an der Senkrechten und Waagerechten durch den festen
Gitterpunkt, und damit vier Symmetrieelemente. Die Punktsymmetrien des rechten quadrati-
schen Gitters schlieklich enthélt zusétzlich zwei Drehungen um /2 und 37/2 sowie zwei weitere
Spiegelungen an den Diagonalen und damit insgesamt acht Elemente.

Die Bestimmung der Symmetriegruppen eines dreidimensionalen Gitters T wird erleichtert,
nachdem man sich davon iiberzeugt hat, dass solche Gitter nur 2, 3,4 oder 6—zéahlige Achsen
haben konnen:

Satz 29 Bei eigentlichen Drehungen, die ein Raumgitter in eine dquivalente Lage tberfiihren,
sind nur Drehachsen der Zdhligkeit 2,3,4 und 6 zuldssz’g[]

Dies beweist man durch folgende Uberlegung: Wir betrachten eine n—zéhlige Drehung c,,(e) des
Gitters um die Drehachse e. Es gibt immer Gittervektoren, die senkrecht zu e sind; ist namlich

11984 wurde ein ungewdShnlicher Quasikristall gefunden, der sich in vielen Experimenten wie ein Kristall mit
einer 5-zéhligen Symmetrie verhélt.
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2m/n/ 21 /n cn(e)a

a

a ein Gittervektor der nicht parallel zu e ist, dann ist der Gittervektor ¢, (e)a — a ungleich Null
und senkrecht auf e:

(e,cn(e)a —a) = (cp(e)e,cn(e)a) — (e,a) =0.

Wir betrachten den kiirzesten Gittervektor a senkrecht zu e. Jeder zu a parallele Gittervektor a’
muss ein ganzzahliges Vielfaches von a sein. Wire namlich @’ = Aa mit einem nicht-ganzzahligen
A > 0, dann konnte man den zu a parallelen Vektor a’ — [\]a konstruieren, der kiirzer als a ist,
was unserer Annahme widersprechen wiirden.

Insbesondere gilt dann
a' =cy(e)a+c,'(e)a=2cos(2r/n)a = ma .
Da die Cosinus-Funktion Werte zwischen —1 und 1 annimmt, gilt

27
—2<m=2cos— < 2.
n

Die moglichen Werte von m mit zugehorigem Drehwinkel und Zahligkeit der Drehachse sind in
der folgenden Tabelle gelistet:

m 2 1 0 -1 -2
Drehwinkel |0 7n/3 =#/2 27/3 7
Zihligkeit |1 6 4 3 2

Weitere hilfreiche Sachverhalte sind folgende: Jede Raumgruppe enthélt die Inversion ¢ an irgend
einem Gitterpunkt, da mit @ auch —a ein Gittervektor (und damit jeder Gitterpunkt mit Orts-
vektor a relativ zum gewéhlten Gitterpunkt) ist. Wenn ein Gitter invariant unter C,, mit n > 2
ist, dann ist es auch invariant unter C,,,.

Die Gittersymmetrien sind also durch folgende drei Eigenschaften eingeschrankt:
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1. Sie enthalten die Inversion.
2. Sie enthalten nur Drehachsen zweiter, dritter, vierter und sechster Ordnung.

3. Mit jeder Drehachse dritter, vierter oder sechster Ordnung enthalten sie auch eine Spiege-
lebene durch diese Achse.

Durchmustert man die im letzten Kapitel angegebenen Punktgruppen nach diesen Kriterien,
dann bleiben genau sieben Symmetriegruppen iibrig, und diese bilden die sieben Kristallsys-

teme.
Kristallsystem Gruppe Bravais-Gitter kristallogr. Punktgruppen
kubisch oder regulér Oy, 3 )
hexagonal Den 1 7
tetragonal oder quadratisch Dup, 2 7
rhombisch oder orthogonal Doap 4 3
trigonal oder rhomboedrisch Dsq 1 5
monoklin Con 2 3
triklin S 1 2

Zum Beispiel treten hier die Ikosaedergruppe );, und Diedergruppe Dsp, nicht auf, weil sie eine
flinfzéhlige Achse haben.

7.3 Bravais-Gitter

Unabhéngig von der Grofe und Form der Elementarzelle wird die Geometrie der zugrunde lie-
genden periodischen Struktur durch ein sogenanntes Bravais-Gitter spezifiziert.

Definition 27 (Bravais-Gitter) Ein Bravais-Gitter ist eine unendliche Anordnung diskreter
Punkte, deren Orientierung und Ordnung von jedem Punkt aus gesehen gleich ist.

Im Allgemeinen ist ein Kristallgitter durch Angabe des Bravais-Gitter und der Anordnung der
Atome in der zugehorigen Finheitszelle bestimmt. Es gibt 14 Bravais-Gitter: 7 primitive Gitter
mit einem Gitterpunkt pro Einheitszelle und 7 zentrierte Gitter mit mehreren Gitterpunkten
pro Einheitszelle. Die Punkte eines Bravais-Gitters sind 7 = mia; + moas + mgag mit m; € 7,
wobei, wie wir schon frither betonten, die Basisvektoren nicht eindeutig sind. Je nachdem, ob
man das Bravais-Gitter oder die Kristallstruktur betrachtet, unterscheidet man
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Bravais-Gitter Kristallstruktur

Punktgruppe | 7 Kristallsysteme | 32 kristallographische Punktgruppen

Raumgruppe | 14 Bravais-Gitter | 230 Kristallklassen

Der Vorteil der Bravais-Gitter ist, dass sie die grofitmogliche Symmetrie unmittelbar er-
kennen lassen. Der Nachteil ist, dass die Finheitszelle des Bravais-Gitters nicht immer eine
Elementarzelle ist.

Das ist aber nur in seltenen Féllen ein Problem. In der Regel ist das Erkennen der Symmetrien
wichtiger und hilfreicher und man benutzt Bravais-Gitter.

Nach Wahl einer Basis kann man Richtungen im Bravais-Gitter durch die Miller-Indizes angeben.
Zum Beispiel bedeutet (123) die Richtung a; — 2a2 + 3ag. Dies ist fiir das primitive kubische
Gitter in Abb. fiir zwei Richtungen gezeigt.

0,1,1) (I, 1,1)

a) = aeq

a3
a) = aep
as = dejy

as
L
a1

Abbildung 7.6: Fiir das primitive kubische Gitter (sc-Gitter) ist die Einheitszelle gleichzeitig
Elementarzelle. Eine Richtung auf dem Gitter wir durch die Miller-Indices cha-
rakterisiert.

Kubische Bravais-Gitter

Eine primitive Basis {a;} fiir das raumzentrierte kubische Gitter (body-centered cubic, bece) ist in
Abb.[7.7 eingezeichnet. Anstelle der primitiven Elementarzelle wihlt man oft die (konventionelle)
Einheitszelle mit Basis {a/}, deren Volumen ein ganzzahliges Vielfaches des Volumens der Ele-
mentarzelle ist. Fiir kubische Gitter hat die Einheitszelle die Form eines Wiirfels der Seitenldnge
a. Fiir das bee Gitter wird diese aufgespannt durch

/ / /
a =ay, a=a, a3=2a3—a — a
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a) =dae;

a3 a = dep

a; = 5(e; + e + €3)

a

a;

Abbildung 7.7: Das raumzentrierte kubische Gitter (bcc) mit primitiver Basis {a;}

und hat das doppelte Volumen der Elementarzelle. Wie man an diesem Beispiel sieht, befinden
sich innerhalb der Einheitszelle im Allgemeinen mehrere Atome. Die Orte der Atome in einer
Einheitszelle sind durch r Tupel sy, ..., s, festgelegt,

Tm,i = (m1 + sl,i)a{ + (m2 + 3271-)(15 + (M3 + 8371')0{/;, 1=1,...,7r. (7.10)

Wiirde man die Elementarzelle des flichenzentrierten kubischen Gitters (face-centered cubic, fcc)
anstelle der Einheitszelle wihlen, siehe Abb. so wiirde man die einfache kubische Symmetrie
des Gitters nicht sofort erkennen. Sie wird deshalb kaum verwendet, und man wahlt anstelle der

e a; = 5(e1 + €3)
a
a3 = 5(ex + €3)
ap

Abbildung 7.8: Das raumzentrierte kubische Gitter (fcc) mit primitiver Basis {a;}

primitiven Basis {a;} die Vektoren

a; =ae; = aj; + ax — as
a, =—aexy = az + ag — a1
a3 =ae3 = az + a; — ap (7.11)

und gibt die Punkte des Gitters wie in (7.10) an. Die Einheitszelle hat das vierfache Volumen
der Elementarzelle.

Die folgende Tabelle enthélt die soeben vorgestellten drei kubischen Gitter — das einfach (simple
cubic sc), raumzentrierte (body-centered cubic bee) und flichenzentrierte (face-centred cubic fec)
Gitter. Die Grofe der Elementarzelle relativ zur Einheitszelle ist in der letzten Spalte angegeben.
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Gitter | r s S 83 S4 Ve

sc | 1] (000) a’
bee | 2] (000) (3i1) a/2
fecc | 4|(000) (033) (303) (330) | a3/4

Orthorhombische Gitter

Als weiteres System betrachten wir das orthorhombische System mit 3 ungleich langen, senkrecht
aufeinander stehenden Achsen,

a1 #ay#a3 , a=p=y=090".

Ein Kristall gehort zu diesem System, wenn mindestens 2 zweizéhlige Drehachsen oder mindes-
tens 2 Symmetrieebenen vorhanden sind. Es existieren die vier in Abb. gezeigten orthor-
hombischen Bravaisgitter. Beachte, dass hier auch ein basisflichenzentriertes orthorhombisches

Abbildung 7.9: Die vier orthorhombischen Bravaisgitter.

Gitter auftritt.

Alle sieben Kristallsysteme enthalten das einfache Bravaisgitter. Es kdnnen auch — wie im
orthorhombischen System — flachenzentrierte, raumzentrierte und/oder basisflachenzentierte
Gitter existieren.

Die sieben Kristallsysteme kénnen also in verschiedenen Formen auftreten und man findet ins-
gesamt 14 mogliche Bravaisgitter. Diese sind in der Tabelle [7.1] aufgefiihrt. Der internationalen
Tabelle| der Kristallographie folgend haben wir einfache Gitter mit P, flichenzentrierte mit F,
raumzentrierte mit I und basisflichenzentierte mit C bezeichnet. Man beachte, dass einige Sys-
teme, zum Beispiel das trikline System, nur in einfacher Form vorliegen.

A. Wipf, Symmetrien in der Physik
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System Gruppe | P C I F Langen Winkel

triklin Ss 1 0 0 0]a;#as+#as a# B #Evy#90
monoklin Cop 1 1 0 O0jlar#as#a3 a=7=90,5#90
orthorhombisch Doy, 1 1 1 1|a#a2#as a=0=v=90
tetragonal Dy, 1 0 1 0]a=as+#as a=pB=~v=90
trigonal Dap 1 0 0 0]a=as=ag3 a=pB=~v#90
hexagonal Den 1 0 0 O0jlar=as#a3 a==90,v=120
kubisch Oy 1 0 1 1|a=a2=as a=0=v=90

Tabelle 7.1: Die sieben Kristallsysteme bilden insgesamt 14 Bravaisgitter. Nur das orthorhombi-
sche System tritt als einfaches (P), basisflichenzentriertes (C), flichenzentrierts (F')
und raumzentriertes (I) Bravaisgitter auf.

7.4 Kristallographischen Punktgruppen

Jedes der sieben Kristallsysteme kann mehrere Kristallklassen enthalten. So enthélt das kubische
System fiinf Klassen. Es gibt insgesamt 32 Kristallklassen und deren Eigenschaften und Namen
findet man zum Beispiel auf folgender Wikipedia-Seite.

Oy, : Das kubische oder regulidre System mit drei gleich langen, senkrecht aufeinander
stehenden Achsen ist das System mit der héchsten Symmetrie,

al=ay=a3 , a=B=~v=90".

Es gibt fiinf kubischen Kristallklassen und diese sind in Tabelle [7.2] gelisted. Fiir jede Klasse
sind die Anzahl Drehachsen fiir jede der moglichen Zahligkeiten und die Anzahl Spiegelebe-
nen angegeben. Nur fiir die Klassen 7 und Oy, ist die Inversion eine Symmetrieoperation.
Die T-Klasse heisst tetraedisch und die 7p,-Klasse disdodekaedrisch (fiir die Namen der

G T Th (@) Ta On
c2 3 4 6 0 6
c3 4 4 4 4 4
c4 0 0 3 3 3
Spiegelebenen 0 3 0 6 9
Inversionszentrum 0 1 0 0 1

Tabelle 7.2: Die fiinf kubischen Klassen. Davon existieren drei Bravaisgitter P, I, B.

anderen Klassen konnen Sie die obige Web-Adresse konsultieren). Beispiele von kubischen
Systemen sind Steinsalz CaCl, Flufsspat CaFy und Zinkblende ZnS.
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Den : Das hexagonale System hat ein Achsenkreuz mit 2 gleich langen Achsen, die sich mit
einem Winkel von 120 Grad schneiden, sowie einer senkrecht dazu stehende Achse die
langer oder kiirzer ist,

a1 =as#a3 , a=p=90" ~=120°.

FEin Kristall gehort in das hexagonale System, wenn eine sechszihlige Drehachse oder ei-
ne dreizdhlige mit dazu senkrechter Symmetrieebene vorhanden ist. Diese ag-Achse ist
sechszdhlig, dazu kommen bis zu 6 zweizéhlige Achsen, sieben Spiegelebenen sowie das In-
versionszentrum. Zum Beispiel heisst die Klasse Dg;, dihexagonal-dipyramidal. Hexagonale
Systeme findet man in Quecksilberoxid HgO, Zink Zn, Magnesium Mg und Graphit C.

G C6 Cn Ds  Den  Cow  Dsn Cap
c2 0 0 6 6 0 3 0
c3 0 0 0 0 0 0 1
ce 1 1 1 1 1 1 0
Spiegelebenen 0 1 0 7 6 3 1
Inversionszentrum 0 1 0 1 0 0 0

Tabelle 7.3: Die hexagonalen Kristallklassen. Es existiert nur das Bravaisgitter P.

D3y, - Das trigonale System hat ein Achsenkreuz mit gleichlangen Achsen und gleichen Win-
keln,

ap=ay=a3 , a=pf=+vy#90".

Davon existieren die in Tabelle aufgefiihrten fiinf Klassen. Beispiele von trigonalen
Systemen sind Calcit CaCOgs, Quarz SiO2 und Natriumnitrat NaNOs.

G C3 Csn D3 C3v D3q
c2 0 0 3 0 3
cs 1 1 1 1 1
Spiegelebenen 0 1 0 3 3
Inversionszentrum 0 0 0 0 1

Tabelle 7.4: Die fiinf trigonalen Kristallklassen. Es existiert nur das Bravaisgitter P.

Dy : Das tetragonale System hat ein Achsenkreuz mit zwei gleich langen Achsen und einer
davon verschiedenen ag-Achse. Diese Achse kann ldnger oder auch kiirzer als die beiden
anderen sein,

ar=as#a3 , a=pf=~vy=90"
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Fin Kristall gehort zu diesem System, wenn eine einzige vierzéhlige Drehachse vorhanden
ist. Es darf keine dreizdhlige Achse geben. Es existiert hochstens 1 vierzéhlige und 4 zwei-
zéhlige Drehachsen, 5 Spiegelebenen sowie ein Inversionszentrum. Es gibt die in Tabelle[7.5
aufgefiithrten sieben Klassen im tetragonalen System. Beispiele von tetragonalen Systemen
sind Zinndioxid SnOsy, Titandioxid TiOs und Bleiwolframat PbWOQy.

G Cy Sy Can Dy Can Doy Dap
Co 0 0 0 4 0 2 4
cy4 1 0 1 1 1 1 1
S4 0 1 0 0 0 0 0
Spiegelebenen 0 0 1 0 4 2 5
Inversionszentrum 0 0 0 0 0 0 1

Tabelle 7.5: Die sieben tetragonalen Kristallklassen. Es gibt die Bravaisgitter P und L.

Dop: Das orthorhombische System hat drei ungleich lange, senkrecht aufeinander stehende
Achsen,

a1 #az#az , a=p=y=90".

FEin Kristall gehort in das orthorhombische System, wenn mindestens 2 zweizéhlige Dreh-
achsen oder mindestens 2 Symmetrieebenen vorhanden sind. Es darf keine anderen Dreh-
achsen geben. Die Klassen im orthorhombischen System sind in Tabelle angegeben.
Das System ist realisiert in Kaliumnitrat KNOgs, Bariumsulfat BaSO4 und Kaliumsulfat

K5SOy4.
G DQ C2U DQh
C9 3 1
Spiegelebenen 0 2 3
Inversionszentrum 0 1 1

Tabelle 7.6: Orthorhombische Kristallklassen. Davon existieren die Gitter P, C, I und F.

Cop, : Das monokline System hat drei ungleich langen Achsen, von denen sich zwei schiefwink-
lig kreuzen, wahrend die dritte senkrecht zu diesen steht,

al#GJ?#ai’) ) 05252900, ’7#900

Ein Kristall gehort in das monokline System, wenn nur eine zweizéhlige Drehachse und/o-
der eine Symmetrieebene vorhanden ist. Die drei Klassen sind in Tabelle aufgezahlt.
Beispiele fiir monokline Systeme sind Gips CaSO, - 2H2O und Borax NasB4O7 - 10H5O.
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G Co Cs Con
co 1 0 1
Spiegelebenen 0 1 1
Inversionszentrum 0 0 1

Tabelle 7.7: Die monoklinen Kristallklassen. Es gibt die Bravaisgitter P und C.

Ss : Das trikline System hat 3 ungleich lange Achsen, die sich alle schiefwinklig kreuzen,

ay #ay#az , a#B#y#900.

Dieses System hat die kleinste Symmetrie aller Systeme. Ein Kristall ist triklin, wenn weder
Symmetrieebenen noch Drehachsen vorhanden sind. Die zwei Klassen sind in Tabelle [7.8
angegeben. Es existierte jeweils nur das einfache Bravaisgitter. Beispiele fiir trikline Systeme
sind Kupfervitriol CuSOy4 - 56HoO und Kaliumdichromat KoCryO7.

G Ci Ci

Inversionszentrum 0 1

Tabelle 7.8: Die zwei triklinen Kristallklassen.

7.5 Aufgaben zu Kapitel 7

Aufgabe 7.1: Gitter

Es sei ey, e, ..., e, eine Basis von R™. Die Menge

n
{kaek‘ml,...,mk € Z}
k=1

nennt man das von der Basis erzeugte n-dimensionale Gitter.

1. Zeigen Sie, dass ein n-dimensionales Gitter eine Untergruppe von (R",+) ist!

2. Zeigen Sie, dass jedes Gitter in R™ isomorph zum n—fachen direkten Produkt von (Z, +)
mit sich selbst ist.
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8 Lie-Gruppen

. without fantasy one would never become a mathematician, and what gave me a
place among the mathematicians of our day, despite my lack of knowledge and form,
was the audacity of my thinking.

SOPHUS LIE

Im Gegensatz zu diskreten Gruppen koénnen bei kontinuierlichen Gruppen die Elemente durch
stetige Anderungen ineinander iiberfiihrt werden. Das einfachste Beispiel ist die Gruppe U(1) der
unimodularen komplexen Zahlen. Ein Gruppenelement wird durch eine komplexe Zahl e'® dar-
gestellt. Ein weniger einfaches Beispiel ist die frither besprochenen Gruppe O(3) der Drehungen
im Euklidischen Raum.

Die Elemente kontinuierlicher Gruppen kénnen durch Parameter charakterisiert werden g(«) mit
a=(a1,...,0ap) und

9(@)g(B) =g(v), y=m(,pB), «a,B,yeR". (8.1)

Die Anzahl n der notwendigen reellen Parameter ist gleich der Dimension der Gruppe. Je nach
Art der Gruppe gibt es verschiedene Einschriankungen an diese Parametrisierung. Der Winkel
war ein Beispiel fiir eine Parametrisierung der Gruppenelemente in U(1). Obwohl « € [0, 27]
scheinbar am Rande springen muss, dndert sich das Gruppenelement dort dennoch stetig, da ja
die Winkelfunktionen periodisch sind. Anders ausgedriickt: Man kann an jedem Wert des Winkels
neue Koordinaten einfiihren, von denen die Gruppenelemente stetig abhéngen. Kann die Gruppe
auf diese Art durch Uberdeckungen im Parameterraum dargestellt werden, und erfiillen diese
Uberdeckungen einige relativ natiirliche Forderungen, dann handelt es sich um eine Lie-Gruppe.
Die U(1) ist - genauso wie die schon besprochene Gruppe SO(3) - eine kompakte Lie-Gruppe.
Dagegen bilden die Translationen im R3,

Ta):z— 2 =z +a mit T(a)T(b)=T(a+b)
eine nichtkompakte Lie-Gruppe.

Eine Lie-Gruppe zeichnet sich dadurch aus, dass die Funktion, die im Parameterraum die Grup-
penmultiplikation ausdriickt, in also die Funktion m(c, ), in ihren Argumenten analytisch
ist. Wie wir bei der U(1) gesehen haben, sollte man geeignete Uberdeckungen des Parameter-
raums zulassen um die scheinbaren Unstetigkeiten zu beheben. Eine n-Parameter Lie-Gruppe ist
kompakt, wenn der Parameterbereich kompakt (beschrankt und abgeschlossen) ist. Im Allgemei-
nen definiert man:
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Definition 28 (Lie-Gruppe) Fine Lie-Gruppe G ist eine Gruppe, die zugleich eine differen-
zierbare Mannigfaltigkeit ist, derart, dass die Multiplikation

GxGr G, (91,92) — 9192

und die Inversenbildung

G~ G, gl—>gi1

jeweils stetige und differenzierbare Abbildungen sind.

Um diese Definition zu verstehen, erinnere ich an die Definition einer (differenzierbaren) Man-
nigfaltigkeit.

8.1 Differenzierbare Mannigfaltigkeiten

Eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit kann lokal mit einer offenen Menge des R”™ identifiziert
werden (siehe einschligige Lehrbiicher tiber Differentialgeometrie [19) 20]). Etwas genauer:

Definition 29 (Mannigfaltigkeit) Eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit M ist ein topologi-
scher Raum mit folgenden Figenschaften

1. er ist Hausdorffsch,
2. er hat eine abzdhlbare Basis,

3. er ist lokal Euklidisch.

Die erste Eigenschaft bedeutet, dass zwei verschiedene Punkte disjunkte Umgebungen haben und
deshalb getrennt werden konnen. Die zweite Bedingung besagt, dass es eine Menge B von abzahl-
bar vielen offenen Mengen gibt, so dass jede nicht-leere offene Menge eine Vereinigung von solchen
aus B ist. Charakteristisch ist die letzte Eigenschaft, die wir etwas genauer diskutieren wollen.
Sie verlangt, dass es zu jedem Punkt p € M eine Umgebung U und einen Homéomorphismus
(bijektiv und beidseitig stetig) gibt,

@ : U~ @oU) CR" offen.

Jeder Punkt besitzt also eine Umgebung, die homdomorph zu einer offenen Menge im R ist.
Der Homéomorphismus ¢ heifst Karte von M und U das zugehorige Kartengebiet. Eine Menge
von Karten {pq]|a € A} mit Gebieten U, heift Atlas von M, wenn

U Ua=M. (8.2)

a€cA

A. Wipf, Symmetrien in der Physik
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Uy, N Uﬁ
/oa \0,3

Abbildung 8.1: Die Gruppenmannigfaltigkeit wird lokal durch Karten beschrieben

Modellierung einer Mannigfaltigkeit

Eine Mannigfaltigkeit 14sst sich lokal durch Karten aus einem Atlas beschreiben.

Zu zwei Karten ¢, g sind auf dem Durchschnitt ihrer Gebiete U, := U,NUg beide Homéomor-
phismen ¢,, ¢z definiert, wie in der Abbildung gezeigt. Man erhdlt daher einen Kartenwechsel
(Koordinatentransformation) ¢,g als Homéomorphismus zwischen offenen Mengen des R",

Pap = Pp o gogl : goa(Uag) — gog(Ua ), Uap=UsN Usg. (8.3)

Eine Mannigfaltigkeit heift differenzierbar (von der Klasse C*), wenn sich M so mit Karten iiber-
decken lisst, dass alle auftretenden Kartenwechsel differenzierbar (von der Klasse C*) sind. Nach
dieser Definition sind dann alle Koordinatentransformationen Diffeomorphismen. Wir erinnern
an die

Definition 30 (Diffeomorphismus) Seien V.V’ C R" offen und ¢ : V. — V' eine differen-
zierbare Abbildung. Hat ¢ ein differenzierbares Inverses ¢~', dann nennt man ¢ einen Diffeo-
morphismus.

Lineare Lie-Gruppen

A. Wipf, Symmetrien in der Physik
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In dieser Vorlesung haben wir es oft mit linearen Lie-Gruppen zu tun. Dies sind Untergruppen
der linearen Gruppe GL(n, C) bzw. GL(n,R).

Dann geniigt es, differenzierbare Mannigfaltigkeiten im IR™ zu betrachten, und folgender Satz
(den wir nicht beweisen) ist hier niitzlich:

Satz 30 Sei U C R" offen und f : U — RP eine differenzierbare Abbildung mit der Figenschaft,
dass Df(x) den Rang p hat, wenn immer f(x) = 0 ist. Dann ist f~1(0) eine n — p-dimensionale
Mannigfaltigkeit in R™.

Mit anderen Worten: jede Niveauflache einer differenzierbaren Abbildung ist eine Mannigfaltig-
keit, wenn die Jacobi-Matrix Df auf der Niveaufliche den maximal méglichen Rang p hat.

Atlanten fiir Sphéren

Aus diesem Satz folgt unmittelbar, dass die Sphire S™ eine Mannigfaltigkeit in R™*? ist,
denn S™ = f~1(0) fiir die Funktion f : x — ||z|| — 1. Dies folgt auch aus der urspriinglichen
Definition einer Mannigfaltigkeit. Dazu iberdecken wir S™ mit zwei Koordinatenumgebungen

Hy = {o € R ||o] = 1,41 > —1/2}
H_ ={zcR"™|z||=1,z.1 < 1/2}.
H_ kann mit der stereographische Projektion vom Siidpol und H_ mit der Projektion vom

Nordpol homdomorph in eine offene Menge im R™ abgebildet werden, siche Abb. Die
Koordinatentransformation ist beliebig oft stetig differenzierbar. Damit ist S™ eine C°°-

Mannigfaltigkeit

Aus differenzierbaren Mannigfaltigkeiten kann man weitere differenzierbare Mannigfaltigkeiten
gewinnen.

e Seien zum Beispiel M ~ {Ua, o} und M’ ~ {Uj, ¢}s} differenzierbare Mannigfaltigkei-
ten. Dann ist ihr Produkt M x M’ ~ {Us X Up, pa X @3} ebenfalls eine differenzierbare
Mannigfaltigkeit.

e Jede offene Untermenge N einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit ist offensichtlich eine
differenzierbare Mannigfaltigkeit. Man wéhle als Kartengebiete von N die offenen Mengen
N NU,, wobei die U, die Mannigfaltigkeit M {iberdecken.

Eine Abbildung f : M — M’ zwischen Mannigfaltigkeiten lasst sich immer in lokalen Koordi-
naten beschreiben. Es sei f(p) = p’ € M’ und (U, ) sowie (U’, ¢’) Umgebungen von p und p'.
Seien weiter x = p(p) und 2’ = ¢'(p’) die Koordinaten der Punkte p und p’. Dann ist

(ofop ™ )z)=(¢of)¢  (x)=¢ () =2

A. Wipf, Symmetrien in der Physik
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noérdl. Hemisph

Abbildung 8.2: Die Sphédre kann mit zwei Karten iiberdeckt werden. Sie ist eine (C°°-
Mannigfaltigkeit.

Differenzierbare Abbildungen

Beziiglich lokaler Koordinaten ist f : M — M’ gleich (¢’ o f o p~1). Die Abbildung heift
differenzierbar, wenn sie beziiglich lokaler Koordinaten differenzierbar ist.

Diese Eigenschaft ist unabhéngig von den lokalen Koordinaten, da die Kartenwechsel einer dif-
ferenzierbaren Mannigfaltigkeit Diffeomorphismen sind.

8.1.1 Lie-Gruppen

Eine Lie-Gruppe G ist nun gleichzeitig eine Gruppe und eine differenzierbare Mannigfaltigkeit,
derart, dass die Multiplikation und Inversion differenzierbare Abbildungen sind. Jedem Grup-
penelement in einer Koordinatenumgebung U sind eindeutig n reelle Koordinaten zugeordnet,
g — a € p(U) C R". Beziiglich dieser lokalen Koordinaten hat die Gruppenmultiplikation die
Darstellung

(@, B) = m(a, B),
wobei m die Funktion in (8.1) bezeichnet. Die Inversion ist
g~ (a) = g(inv(a))

und hat die Koordinatendarstellung
a— inv(a).

A. Wipf, Symmetrien in der Physik
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Wenn die beiden Abbildungen m und inv stetig differenzierbar sind, dann ist G eine Lie-Gruppe.

8.1.2 (Wege)Zusammenhingende Lie-Gruppen

Wichtig fiir die Theorie der kontinuierlichen Gruppen ist der Begriff zusammenhdingend. Sei G
eine kontinuierliche Gruppe versehen mit einer Topologie, so dass die Gruppenmultiplikation und
die Inversion stetige Abbildungen sind. Eine derartige Gruppe heillt topologische Gruppe. Jede
Lie-Gruppe ist eine topologische Gruppe. Ein Weg in G ist eine stetige Abbildung w : [0,1] — G.
Zwei Gruppenelemente heifen verbindbar, gy ~ g9, wenn ein Weg w in G existiert der sie
verbindet, w(0) = g1 und w(l) = g2. Alle g € G sind tiber den konstanten Weg mit sich selbst
verbindbar. Weiter folgt aus g1 ~ g2 mit dem Weg w, dass go ~ g1 mit dem Weg w(t) = w(1 —1t)
verbindbar sind. Ist g; mit go durch einen Weg w; verbindbar und g, mit g3 durch einen Weg
wa, so verbindet der zusammengesetzte Weg

wy(2t) 0<t<1/2

we(2t—1) 1/2<t<1 (84)

(w1 ¢} ’wg)(t) = {

die Elemente g; mit g3. Also ist ~ eine Aquivalenzrelation.

Definition 31 (Wege-Zusammenhangskomponente) Die Wege-Zusammenhangskomponenten
von G sind die Aquivalenzklassen beziiglich ~. Besteht G aus einer einzigen Komponente, so heifit
G wegzusammenhdngend.

Ein wegzusammenhédngender Raum ist immer auch zusammenhéngend. Fiir Mannigfaltigkeiten
gilt auch die Umkehrung. Es gilt der folgende

Satz 31 FEs sei Go die Zusammenhangskomponente von G, die das Finselement e enthdlt. Dann
ist Go ein Normalteiler von G und G /Gy = {Zusammenhangskomponenten von G}.

Zum Beweis betrachten wir einen stetige Weg w der e mit gg € G verbindet. Dann verbindet
der stetige Weg

w(t) = gu(t)g™

das Element e mit ggog~'. Daher ist mit g fiir jedes g € G auch ggog™!

in Gg. Dies beweist die

erste Aussage. Den Beweis der zweiten Aussage iiberlasse ich Thnen.

8.1.3 Lie-Untergruppen

Definition 32 (Lie-Untergruppe, Lie-Normalteiler) Fine Lie-Untergruppe H einer Lie-Gruppe
G ist eine Untermannigfaltigkeit H von G, die gleichzeitig eine Untergruppe von G ist. Ein Nor-
malteiler N, der zugleich eine Lie-Untergruppe ist, heifit Lie-Normalteiler.
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Es gilt der folgende niitzliche, auf John von Neumann (fiir lineare Lie’sche Gruppen) und Elie
Cartan zuriickgehene Satz:

Satz 32 (Cartanscher Untergruppensatz) Eine Untergruppe (Normalteiler) H einer Lie-
Gruppe G ist genau dann eine Lie-Untergruppe (Lie-Normalteiler), wenn H abgeschlossen ist.

Ohne Beweis notieren wir noch:
1. Das Produkt G1 x Go zweier Lie-Gruppen ist wieder eine Lie-Gruppe.

2. Ist N ein Lie-Normalteiler einer Lie-Gruppe G, dann ist die Faktorgruppe G/N eine Lie-
Gruppe.

An dieser Stelle ist es noch interessant zu wissen, dass eine zusammenhéngende Lie-Gruppe nur
wenig diskrete Normalteiler haben kann:

Lemma 11 Fir eine zusammenhdngende Lie-Gruppe liegt ein diskreter Normalteiler im Zen-
trum der Gruppe.

Daher hat zum Beispiel SO(3) keinen diskreten Normalteiler. Das Lemma ist eine Konsequenz
von

Satz 33 FEs sei G eine zusammenhdngende Lie-Gruppe und U eine offene Umgebung von e.
Dann wird G von U erzeugt, d.h. jedes Element g € G ist ein Produkt g = g1g2- -+ gn mit g; € U.

Zum Beweis nehmen wir ohne Einschrankung der Allgemeinheit U = U~! an. Dabei ist U~! die
Menge der Inversen Elemente von U. Hat U diese Eigenschaft nicht, dann wéhlen wir U N U ™!
als neue offene Umgebung. Wir zeigen zuerst, dass die von der offenen Umgebungen U von e
erzeugte Untergruppe H < G offen ist: Fiir ein beliebiges a € H ist ndmlich aU = ¢,U C H eine
offene Umgebung von a, da die Linkstranslation ¢, ein Diffeomorphismus ist. Deshalb ist H eine
offene Menge. Wir bilden nun die offenen Restklassen H,bH,b'H,.... Wegen

Hu(UbH):G

b#e

muss H als Komplement einer offenen Menge auch abgeschlossen sein. Die Untergruppe H C G
ist also offen, abgeschlossen und nicht leer und deshalb ist fiir eine zusammenhéngende Gruppe
H = G. Wir haben benutzt, dass ein topologischer Raum genau dann zusammenhéngend ist,
wenn die einzigen abgeschlossenen offenen Mengen die leere Menge und der Raum selbst sind.

Man kann die Umgebung U von e so klein wéhlen, dass sie in einem Kartengebiet des Atlas
von G liegt. Gewisse Eigenschaften die in U gelten, gelten dann auch fiir die ganze Gruppe.
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Ist zum Beispiel die Multiplikation in U kommutativ dann ist die Gruppe Abelsch.

?

Uberlegen Sie sich, warum aus dem Satz das Lemma |11 iiber diskrete Normalteiler folgt.

8.2 Die Lie-Gruppen U(2) und SU(2)

Wir werden die eingefithrten Begriffe an der (speziellen) unitdren Gruppe in 2 Dimensionen
illustrieren. Diese Lie-Gruppe ist nicht nur fiir Ubungszwecke sehr geeignet. Sie ist die wichtigs-
te Gruppe in der nichtrelativistischen Quantenmechanik. Die quantenmechanischen Zusténde
mit festem Drehimpuls bilden eine irreduzible Darstellung der quantenmechanischen Drehgrup-
pe SU(2). Die Gruppe ist auch essentiell fiir ein Verstéandnis des Spins von Elementarteilchen.
Desweiteren tritt sie als Eichgruppe der schwachen Wechselwirkung auf, siehe Abschnitt

Wir betrachten den 2-dimensionalen komplexen Vektorraum C?. Nach Wahl einer Basis (e, e2)
ist jeder Vektor r = z1e; + xoey eindeutig durch ein 2-Tupel

charakterisiert und jede lineare Abbildung durch eine 2 x 2-Matrix A = (a;;). Eine lineare
Abbildung wirkt dann auf das zu einem Vektor gehorige 2-Tupel & geméf

T — Aw, mit (ACII)Z = Zaijxj .
J

Die unitédren Matrizen (wir bezeichnen sie mit U, um sie von beliebigen Matrizen A zu unter-
scheiden) sind dadurch ausgezeichnet, dass sie das hermitesche Skalarprodukt

2
(z,y) =ZT1y1 + Tay2 = Z@'yi, z,y € C? (8.5)
i=1
invariant lassen, (Uz,Uy) = (z, y). Eine Matrix U ist also genau dann unitér, wenn gilt

U = 1 — a1 a1 ann a1z 10 ‘
a2 a2 a1 a9 0 1

Damit haben die beiden Spaltenvektoren von U die Lénge eins und stehen senkrecht aufeinan-

der.
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Die kontinuierliche Gruppe U(2)

Die Menge aller unitéaren 2 x 2-Matrizen
U(2,C) =U(2) = {U € Mat(2,C)|U'U = 1} (8.6)

bilden eine Gruppe, die sogenannte unitire Gruppe.

Die Gruppenverkniipfung ist die Matrixmultiplikation oder die Komposition der zu den Matrizen
gehorenden linearen Transformationen. Da U(2) iiber eine Invarianzeigenschaft definiert wurde,
ist das Produkt von zwei unitdren Matrizen und das Inverse einer unitdren Matrix ebenfalls
unitéar. Die Einheitsmatrix ist das Einselement der Gruppe.

Da die Spalten orthogonal sind, kénnen wir U wie folgt parametrisieren,

a M\b
U= .
(—b Ac‘z)

Damit die Spalten die Liinge eins haben, muss weiterhin |a|? + |b|> = 1 und |\| = 1 gelten. Es
folgt insbesondere, dass die Determinante jeder unitdren Matrix den Betrag 1 hat,

(detU] = |\ = 1.

Damit ist auch UUT = 1, oder Ut = U~!, und die beiden Zeilen sind ebenfalls zwei orthonor-
mierte Vektoren. Die Anzahl unabhéngiger reeller Parameter ist 4. Die Gruppe U(2) ist eine
4-dimensionale kontinuierliche Gruppe. Es wird sich zeigen, dass U(2) eine Liesche Gruppe ist.

Die Gruppe U(2) enthilt als wichtigen Normalteiler die spezielle unitire Gruppe SU(2) der uni-
tdren Matrizen mit Determinante 1,

SU(2):{U: (ab b) ‘aa+b5:1}. (8.7)

SU(2) ist abgeschlossen und nach dem Cartan’schen Untergruppensatz damit sogar ein Lie-
Normalteiler. SU(2) ist auch die Kommutator-Untergruppe von U(2). Die Zuordnung

[a = (a1, a0, a3, a4) = (Ra, Sa, Rb, 30)| S a2 = a2 = 1} SU(2) (8.8)
Die Gruppe SU(2) ist eine Sphére
Die Gruppenmannigfaltigkeit von SU(2) ist die 3-dimensionale Sphire S® (siche Abbildung

fiir die analoge Situation in einer Dimension weniger). Es ist eine zusammenhéngende
C*°-Mannigfaltigkeit.
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Abbildung 8.3: Die Gruppe SU(2) kann mit S3 identifiziert werden.

Jede Matrix in U(2) hat folgende Darstellung:
U=¢ée.U, U eSU?2).
Aber €. U’ und —e'® - U’ sind dieselben Nebenklassen, da —1 € SU(2) ist, und deshalb ist
U(2)/SU(2) = { e e ~ —e*} = U(1)/Zs . (8.9)

Die Abelsche Gruppe U(1) tritt auch als Untergruppe von SU(2) auf. Ihre Elemente sind die
diagonalen Matrizen in SU(2),

{(e(i)a Oia> ’a c [0,271')} < SU(2).

Wir diirfen die beiden Diagonalelemente getrennt betrachten und erhalten die Abelsche Gruppe
U(1) = {0 < a < 27} . (8.10)

Sie ist ein Grenzfall der zyklischen Gruppen, U(1) ~ lim, o C,. Nun wollen wir die Frage
beantworten, wann zwei Elemente in SU(2) konjugiert sind. Aus der linearen Algebra wissen wir,
dass jede unitdre Matrix vermittels einer speziell-unitdren Matrix diagonalisiert werden kann.
Deshalb gibt es ein V' € SU(2), fiir das

. ei)\ 0
U=VDV~!, D= -, (8.11)
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Abbildung 8.4: Die Gruppe U(1) kann mit St identifiziert werden.

wobei exp(iA) und exp(—i\) die Eigenwerte von U sind. Dies bedeutet, dass zwei Elemente in
SU(2) konjugiert zueinander sind wenn sie dieselben Eigenwerte haben. Da es noch eine Konju-
gation gibt, welche die beiden Eigenwerte vertauscht,

0 -1\ [e* 0 0 1 e”™ 0
. = , (8.12)
1 0 0 e ™) \-10 0 ¥
kommt es nicht auf die Reihenfolge an, in der wir die Eigenwerte nummerieren. Deshalb gilt der

Satz 34 (konjugierte SU(2)-Matrizen) Zwei Matrizen U und U’ in SU(2) sind genau dann
zueinander konjugiert, wenn sie dieselbe Spur haben, Sp(U) = Sp(U’).

Wir haben gezeigt, dass Sp(U) = Sp(U’) die Ahnlichkeit von U und U’ impliziert. Sind umgekehrt
die Spuren verschieden, dann kénnen die beiden Matrizen nicht konjugiert zueinander sein, da
Sp(VUV 1) = SpU ist.

Das Zentrum von SU(2) enthélt alle Matrizen {z}, die mit allen Matrizen in SU(2) kommutieren.
Insbesondere miissen die Zentrumselemente mit den diagonalen Matrizen D in vertauschen.
Dies ist nur moglich, wenn sie diagonal sind, z = diag(a, a). Sie miissen aber auch mit der nicht-
diagonalen Matrix in vertauschen, was a = a nach sich zieht. Da a auch noch den Betrag
1 haben muss, folgt schlussendlich der

Satz 35 (Zentrum) Das Zentrum von SU(2) ist Z = {1,—1}. Es ist isomorph zu Zs.

Es dréingt sich hier die Frage nach der Faktorgruppe SU(2)/Z auf. Wir werden den folgenden
Satz beweisen:
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Satz 36 Die Faktorgruppe SU(2)/Z, wobei Z={1,—1} das Zentrum von SU(2) ist, ist isomorph
zur Gruppe SO(3) der eigentlichen Drehungen.

Als Néchstes werden wir diesen Isomorphismus explizit konstruieren.

8.2.1 Pauli-Matrizen

Um einen direkten Zusammenhang zwischen SU(2) und SO(3) herzustellen, ist es niitzlich die
hermiteschen und spurlosen Pauli-Matrizen einzufiihren,

01 0 —i 1 0
o1 = y 02 = ; 03 = ) (813)
1 0 i 0 0 -1

deren Produkte bis auf die Identitdt wieder eine Pauli-Matrix ist,
3
oio; = 10;; + iz €ijkOF - (8.14)
k=1
Jede hermitesche und spurlose Matrix A ist eine reelle Linearkombination dieser Matrizen,
3 as a; — a9
a~a:2ai0i:< ), a € R3, (8.15)
i=1

a1 + tag —as

und hat die Determinante
det(a - o) = —a?. (8.16)

Fiir jede unitire Matrix U ist wegen UT = U~ mit a - & auch U(a - ¢)U~! hermitesch und
spurlos. Also muss es einen (von U abhéngenden) Vektor b geben, so dass gilt

Ula-o)U ' =b-0,
wobei b linear von a abhéngt. Nehmen wir die Determinante dieser Gleichung
det (U(a-o)U ') =det(a-0)=—a? =det(b- o) = —b?,
dann folgt:

Der Gruppenhomomorphismus SU(2) —SO(3)

Die lineare Abbildung a ~ b auf R? ist lingenerhaltend und deshalb existiert eine U-
abhingige Drehung R mit

U@ -o)U ' =(R(U)a) -0, RI'(U)RU)=13. (8.17)
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Weiterhin gilt fiir beliebige a € R?

(R(U\Us) @) - o = (U1Us) (a- o) (U1U2) " = Uy (Us(a - o)Uy ) UL
=U; ((R(Uz) a) - o) Ut = (R(U)R(Us) a) - o, (8.18)

und deshalb ist die Abbildung U +— R(U) ein Gruppenhomomorphismus SU(2) — O(3),
R(]l) =1 und R(UlUQ) = R(Ul)R(Ug) . (8.19)

Wir wollen uns davon iiberzeugen, dass die R(U) eigentliche Drehungen sind. Wir miissen bewei-
sen, das Matrizen im Bild des Homomorphismus die Determinante 1 haben. Wegen R(12) = 13 ist
die dreidimensionale Einheitsmatrix offensichtlich im Bild des Homomorphismus. Diese Matrix
hat die Determinante 1. Nun héngt R(U) aber stetig von den Elementen der zusammenhéngen-
den Lie-Gruppe SU(2) ab. Deshalb muss fiir alle Matrizen im Bild des Homomorphismus die
Determinante gleich 1 sein, da diese nicht springen kann.

?

Uberlegen Sie sich, dass dieser Homomorphismus surjektiv ist.

Es bleibt die Frage nach dem Kern des Homomorphismus oder die Frage nach denjenigen SU(2)-
Matrizen, fiir die U(a - 0)U~! = a - o fiir alle a € R? gilt. Offensichtlich liegen 1 und —1
im Kern. Eine Rechnung zeigt, dass dies alle Elemente sind, so dass Kern={1, —1}. Nach dem
ersten Isomorphiesatz ist damit

SU(2)/{1, -1} = SO(3). (8.20)

Die einfach zusammenhéngende quantenmechanische Drehgruppe SU(2) ist die zweifache
universelle Uberlagerung der Gruppe der Drehungen im Raum.

Am Ende des Kapitels werden wir Uberlagerungen von nicht einfach-zusammenhingenden Lie-
Gruppen besprechen.

8.3 Matrixgruppen

Eine quadratische Matrix reprasentiert eine lineare Abbildung beziiglich einer Basis in einem
K—Vektorraum V mit Skalarprodukt (.,.). Wir wéhlen eine orthonormierte Basis {e;}. Einem
Vektor r entspricht dann das Tupel & mit Elementen z; = (e;, 7) und einer linearen Abbildung
AV =V die Matrix mit Elementen a;; = (e;, Aej). Die lineare Abbildung ist dann gegeben
durch (siehe auch Abschnitt

/ .
xTi > X = E aij xj, i=1,...,n, (aij, z; € K)
J
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oder in Matrixnotation
x— x = Ax, A = (ai;) € Mat(n,K), = eK", (8.21)

wobei wir dasselbe Symbol fiir die Matrix wie fiir die lineare Abbildung benutzen. Stellt man
neben der Invertierbarkeit keine Bedingungen an die Matrizen, so erhélt man die nicht-kompakte

allgemeinen linearen Gruppe (general linear group)
GL(n,R) fir V=R" und GL(n,C) fir V=C". (8.22)

Wir fassen diese Gruppen als Teilmengen von R"™ oder C" auf, indem wir eine Matrix A als
Punkt (ai1,a12,...,an,) im R"™ bzw. € auffassen. Diese Identifikation macht die Gruppe
GL(n,K) zu einem metrischen Raum mit (quadrierten) Abstand

d(A,B)* = > |ai; — bij|> = Sp(A — B)!(A~ B) = |A - Bl (8.23)
i,j=1

Rechts steht das Quadrat der Frobenius-Norm der Differenzmatrix. Die GL(n, R) und GL(n, C)
bilden offene Untermengen von R™ und C™°. Ihre (reelle) Dimension ist jeweils gleich der Anzahl

frei wahlbarer Matrixelemente,
dim (GL(n,R)) =n* und dim (GL(n,C)) = 2n>. (8.24)
Matrixgruppen sind nun Lie-Untergruppen von GL(n,K). Es gilt nun der

Satz 37 Sei G eine Untergruppe von GL(n,K). Dann sind die Multiplikation GXG — G, (A, B) —
AB und die Inversion G — G, A — A™! stetige Abbildungen.

Beweis: Die Matrixelemente von AB sind Polynome der Matrixelemente von A und B und somit
stetig. Die Matrixelemente von A~! sind nach der Cramerschen Regel rationale Funktionen in den
Matrixelementen von A. Der Nenner ist das Polynom det A, das in GL(n,K) nie verschwindet.
Also ist A — A~! ebenfalls stetig.

8.3.1 Untergruppen der GL(n, K)

Fiir jede Untergruppe von GL(n,K) muss stets gelten (vgl. Gruppenaxiome):
e det A darf nicht Null sein damit A~! existiert.
e Die n-dimensionale Einheitsmatrix 1,, muss in der Untergruppe liegen.

Durch zusétzliche, zum Beispiel mit den Annahmen in Satz [30] auf Seite vertragliche Forde-

rungen an die Matrizen, erhélt man weitere Lie-Gruppen als Untergruppen von GL(n, K).
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Spezielle lineare Gruppen sind durch det A = 1 charakterisiert,
SL(n,K) = {A € GL(n, K)|det A = 1} = Kern(det . GL(n, K) — ]K*) . (8.25)

Die nicht-kompakte Gruppe SL(n, K) ist ein Normalteiler von GL(n,K), da sie gleich dem Kern
des Homomorphismus A — det A von GL(n,K) in die multiplikative Gruppe K* ist. Die Dimen-
sionen der speziellen linearen Gruppen sind

dim (SL(n,R)) =n®* =1 und dim (SL(n,C)) = 2n* - 2. (8.26)

Die entsprechenden linearen Transformationen erhalten das Volumen und die Orientierung. Ins-
besondere spielt die Lie-Gruppe SL(2, C) als Uberlagerung der Lorentzgruppe eine wichtige Rolle

in der relativistischen Quantenmechanik.

Orthogonale Gruppen enthalten lineare Transformationen im IR™, die das Euklidische Skalar-
produkt (x,y) = > ;y; von Vektoren unverdndert lassen,

(Rz,Ry) = (R'Rz,y) = (x,y), firalle z,ycR". (8.27)
Damit ist
O(n) = {R € GL(n,R)|R"R=RR" = 1,} . (8.28)
Die Dimensionen der kompakten orthogonalen Gruppen sind
dim (O(n)) =n(n —1)/2. (8.29)

Fiir n = 3 ist dies die bereits vielfach diskutierte 3—dimensionale Gruppe der eigentlichen und un-
eigentlichen Drehungen im Raum. Die Determinante einer orthogonalen Matrix ist +1. Ebenfalls
von Relevanz in der Physik sind die pseudo-orthogonalen Gruppen, zum Beispiel die Lorentz-
gruppe. Der Begriff pseudo-orthogonal ist letztendlich auf nicht positiv definite ,,Skalarprodukte
zuriickzufiihren, wie es z.B. im Minkowski-Raum eingefiihrt wird, um die Einhaltung der Prin-

zipien der speziellen Relativitétstheorie zu gewahrleisten.

Spezielle orthogonale Gruppen sind Normalteiler der orthogonalen Gruppen,
SO(n) ={R € O(n)|det R =1} = Kern (det : O(n) — Zs) . (8.30)

Sie haben die gleichen Dimensionen wie die entsprechenden orthogonalen Gruppen und enthalten
nur orientierungserhaltende lineare Abbildungen.

Unitdre Gruppen verallgemeinern die soeben diskutierte Gruppe U(2) auf hohere Dimensionen.
Sie lassen das hermitesche Skalarprodukt invariant,

U(m) = {U € GLn, O)U'U = U0t =1, } . (8.31)
Die Dimension dieser kompakten Lie-Gruppe ist

dim (U(n)) =n?. (8.32)
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Spezielle unitdare Gruppen sind Normalteiler der unitaren Gruppen. Ihre Elemente haben die
Determinante 1,

SU(n) ={U € U(n)|detU =1} = Kern (det : U(n) — U(1)) . (8.33)
Die Dimension der Lie-Gruppe ist
dim (SU(n)) =n? — 1. (8.34)

Zum Beispiel ist die 8-dimensionale Gruppe SU(3) die Symmetriegruppe der Quantenchromody-
namik, siehe Abschnitt Die 24-dimensionale Gruppe SU(5) wurde lange als Kandidat fiir die
Symmetrie einer vereinheitlichten Eichtheorie (GUTs) der Elementarteilchenphysik gehandelt.

Symplektische Gruppen sind aus der analytischen Mechanik bekannt. Symplektische Matrizen
gehoren zu linearen Transformationen, welche die schiefsymmetrische Bilinearform (z,y) :=

(z, Jy) mit
J = (—(])1 10") (8.35)

Sp(2n,K) = {M € GL(2n,K)|MTJM = J}. (8.36)

invariant lassen,

Die Jacobi-Matrix einer kanonischen Transformation ist Element der symplektischen Gruppe
Sp(2n,R). Man kann beweisen, dass jede reell-symplektische Matrix die Determinante 1 hatﬂ
Zum Beispiel besteht Sp(2,R) aus allen reellen 2 x 2-Matrizen, welche

. , 0 1
MTJIM = (det M)J =J, J= Do

erfiillen, d.h. aus den Matrizen mit der Determinante 1. Deshalb ist Sp(2,R) isomorph zu
SL(2,R).

Wir fassen die wichtigsten Eigenschaften der Matrixgruppen tabellarisch zusammen:

Gruppe Cartan Bedingung Dimension

SL(n+1,R) | A, det A=1 n(n +2
SU(n+1) A, UtU = 1,11 n(n+ 2

Sp(2n,R) C, MT JyuM = Jo, | n(2n+1

)
)
SO(2n + 1) B, RTR=19,11 | n(2n+1)
)
)

SO(2n) D, RTR = 13, n(2n —1

Ydet M € {—1,1} ist evident. Um det M = —1 auszuschlieRen, betrachtet man den Pfaffian von M7*.JM.
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In der zweiten Spalte haben wir den Namen der entsprechenden Gruppe nach der Cartanschen
Klassifizierung der klassischen einfachen Matrixgruppen angegeben. Diese Bezeichnungen werden
auch vom Computerprogramm LiE benutzt. Zum Beispiel fiihren die Befehle

LiE
dim(A4)
dim (B4)

dim(C4)
dim(D4)

auf die Dimensionen dim(A4) = 24, dim(B4) = 36, dim(C4) = 36 und dim(D4) = 28. Wir werden
spater auf die Cartan-Klassifizierung zuriickkommen. Alle Gruppen in der Tabelle mit Dimension
> 1 sind nicht-Abelsch. Wir erinnern daran, dass eine einfache Gruppe G nur die Normalteiler
{e} und G hat. Sie kann nicht das Produkt zweier nichttrivialer Gruppen sein, G # G x G, da
sie sonst die beiden Normalteiler G; und G9 hatte. Sie kann auch nicht ein halbeinfaches Produkt
zweier nichttrivialer Gruppen sein. Weder die Bewegungsgruppe noch die Poincaré-Gruppe sind
einfach und sind deshalb in obiger Liste nicht zu finden.

Es stellt sich die natiirliche Frage nach den Faktorgruppen
GL(n,K)/SL(n,K), U(n)/SU(n) oder O(n)/SO(n) . (8.37)

Die letzte ist einfach zu berechnen, O(n)/SO(n) = Zs.

?

Versuchen Sie, die anderen beiden Faktorgruppen zu bestimmen.

8.4 Globale Eigenschaften von Lie-Gruppen

Die einfachste Eigenschaft eines topologischen Raumes M ist die Anzahl seiner Zusammen-
hangskomponenten. Die Lie-Gruppen SO(n), SU(n) und U(n) sind zusammenhéngend. Dagegen
besteht die orthogonale Gruppe O(n) aus zwei Komponenten,

O(n)={Re€O(n)|det R=1}U{R € O(n)|det R = —1}
= SO(n) UaSO(n), deto = —1. (8.38)
Derartige Eigenschaften sind invariant unter stetigen Deformationen des Raumes, die von Ho-

moomorphismen vermittelt werden.

Definition 33 Zwei topologische Riume M und N heiffen homdéomorph, wenn ein Homdomor-
phismus ¢ : M — N existiert.
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Anschaulich gehen zwei homéomorphe Raume durch Dehnen, Stauchen, Verbiegen, Verzerren,
Verdrillen auseinander hervor. Zerschneiden ist nur erlaubt, wenn man die Teile spéater genau an
der Schnittfliche wieder zusammenfiigt.

Definition 34 Fine Homotopie zwischen zwei stetigen Abbildungen f,g: M — N ist eine stetige
Abbildung M x [0,1] — N mit der Eigenschaft H(z,0) = f(x) und H(z,1) = g(z).

Homotopieklassen

Man sagt dann f ist homotop zu ¢ und schreibt f ~ g. Homotopie ist eine Aquivalenzrelation,
die zugehorigen Aquivalenzklassen heifen Homotopieklassen.

Es seien f: M — N und g : N — M stetige Abbildungen zwischen topologischen Rdumen M
und N. Dann sind die Verkniipfungen go f und f o g jeweils stetige Abbildungen von M bzw. N
auf sich selbst. Falls es f und g gibt mit go f ~ idy; und fog ~ idy, so nennt man M und N ho-
motopiedquivalent oder homotop. Die Abbildungen f und ¢ heiffen dann Homotopiedquivalenzen.
Homotopiedquivalente Radume teilen die meisten topologischen Eigenschaften.

8.4.1 Homotopiegruppen

Wir fithren zuerst die erste Homotopiegruppe eines topologischen Raumes M ein und diskutieren
wichtige Eigenschaften dieser Gruppe. Eine Homotopie zwischen zwei Wegen wy und wy (dies sind
stetige Kurven, siehe Unterabschnitt von p nach ¢ ist eine Familie von Wegen, die beide
Wege stetig verbindet. Mathematisch formuliert ist dies eine stetige Abbildung H : [0, 1]x [0, 1] —
M mit den Eigenschaften

H(t,O) :wo(t), H(t,l) :wl(t), tc [0, 1]
H(0,s)=p, H(l,s)=g¢q, se€]0,1]. (8.39)

Der erste Parameter entspricht dem urspriinglichen Wegparameter und der zweite beschreibt den
Grad der Verformung des Weges wg in den Weg w;, siehe Abbildung

Einen geschlossener Weg von p nach p nennt man Schleife mit Basispunkt p. Zwei Schleifen mit
Basispunkt p sind homotop, wenn es eine Homotopie zwischen ihnen gibt. Homotope Schlei-
fen werden als #quivalent betrachtet und die Aquivalenzklassen heifen Homotopieklassen. Man
bezeichnet die Menge der Homotopieklassen mit Basispunkt p mit dem Symbol 71 (M, p). Ein
beliebiges Element einer Homotopieklasse reprasentiert diese. Zwei Schleifen lassen sich zu einer
dritten kombinieren, indem man zuerst die eine und danach die andere durchlduft, also das Ende
der ersten mit dem Anfang der zweiten verkniipft. Da man aus Homotopien zwischen verschiede-
nen Représentanten auch eine Homotopie zwischen den verkniipften Schleifen konstruieren kann,
ist die resultierende Homotopieklasse unabhingig von der Wahl der Reprasentanten. Das neu-
trale Element ist die Klasse der Schleifen, die sich auf den Basispunkt zusammenziehen lassen.
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wo
Abbildung 8.5: Der Weg wqg kann stetig in den Weg wy deformiert werden. Sie sind homotop.

wi Loch

w1 * wp

w2 ~ w3

(@

Abbildung 8.6: Die Schleife wy kann nicht stetig in die Schleife wo deformiert werden. Sie gehdren
zu verschiedenen Homotopieklassen

Das inverse Element zu einer Klasse erhélt man, indem man die Schleifen der Klasse riickwérts
durchléuft. Beispiele von homotopen und nicht-homotopen Schleifen in der punktierten Ebene
sind in Abbildung [8.6] gezeigt.

Fundamentalgruppe

Mit dieser Verkniipfung wird aus der Menge der Homotopieklassen mit Basispunkt p eine
Gruppe, die sogenannte Fundamentalgruppe 71 (M, p).

Da die Schleifen bei p beginnen und enden, misst 71 (M, p) nur Eigenschaften der Zusammen-
hangskomponente, in der p liegt. Fiir ein wegzusammenhéangendes M ist die Wahl des Basispunk-
tes unwesentlich: wahlt man einen anderen Basispunkt ¢, so lassen sich Schleifen von p nach ¢
verschieben, indem man auf einem fest gewéhlte Weg von ¢ nach p geht, dann die urspriingliche
Schleife durchlduft und dann den fest gewéhlten Weg zuriick nach ¢ geht. Bei der Verkniipfung
von zwei Schleifen in ¢ heben sich die Zwischenwege genau auf. Die Fundamentalgruppen bzgl.
p und ¢ sind daher isomorph und man schreibt 71 (M).

Definition 35 FEin topologischer Raum M mit m (M) = 0 heifst einfach zusammenhdngend.
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Auf einer Sphére lasst sich jede Schleife auf einen Punkt zusammenziehen. Daher ist die Funda-
mentalgruppe der Sphére trivial, 71(S™) = 0 fiir n > 1. Die zweidimensionale Ebene mit einem
Loch R?\{0} hat die Fundamentalgruppe Z. Die Homotopieklasse einer Schleife ist dadurch
festgelegt, wie oft die Schleife um das Loch herumlauft.

Fundamentalgruppen von U(1) und SU(2)

Die Liegruppe SU(2) ist einfach zusammenhéngend im Gegensatz zu U(1). Es gilt m (U(1)) =
Z.

Analog zur Fundamentalgruppe definiert man die héheren Homotopiegruppen 7, (M, p) als die
Menge der Homotopieklassen stetiger Abbildungen f : (S™, a) — (M, p). Die Aquivalenzklassen
werden durch Homotopien definiert, die den Basispunkt festhalten. Aquivalent dazu kénnen wir
mn(M,p) auf der Menge von Abbildungen g : (I",0I") — (M,p) definieren, d.h. derjenigen
stetigen Abbildungen vom n-dimensionalen Einheitswiirfel nach M, die den Rand des Wiirfels
in den Punkt p abbilden.

Die Menge der Homotopieklassen kann mit einer Gruppenstruktur versehen werden. Die Struktur
von 7, (M, p) dhnelt der im Falle n = 1, also der Fundamentalgruppe. Die Gruppenoperation ist
das ,Verkleben* von Abbildungen entlang einer Seite, d.h. wir definieren die Verkniipfung zweier
Abbildungen f,g: (I",0I") — (M, p) geméak

f(tlv"'atn7172tn) fiir ty, < 1/2
)tn) -

(f*xg)(t1,...
g(tl,.. i ,tn_l,Qtn — 1) fir tn > 1/2.

(8.40)

Fiir ein wegzusammenhéngendes M héngt m, (M, p), genauso wie (M, p), nicht vom Punkt p
ab und man schreibt m,(M). Sind M und N wegzusammenhéngend und homéomorph (bzw.
diffeomorph), dann gilt 7, (M) = m,(N).

Es ist im Allgemeinen nicht einfach die Homotopiegruppen 7, zu berechnen. Zum Beispiel sind
nicht alle Gruppen 7,(S?) bekannt. Aber es gilt der (hier unbewiesene)

Satz 38
Tn(M X N) =7m(M) + 7, (N), n>1. (8.41)

Wir zitieren einige interessante Resultate {iber die Homotopiegruppen von Lie-Gruppen. Wir
betrachten nur zusammenhéngende Gruppen, mo(G) = 0.

Satz 39 (Weyl) Fir jede kompakte und halb-einfache Lie-Gruppe ist m1(G) endlich.

Zum Beispiel ist

m1(SU(n)) =0 und m(SO(n))=Za, (8.42)
Nicht-einfache Gruppen kénnen allerdings unendliche Fundamentalgruppen haben. Zum Beispiel
ist 71(U(1)) = Z. Jede Abbildung S? — G ist homotop zur konstanten Abbildung, denn
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Satz 40 (Cartan) Fir jede Lie-Gruppe ist mo(G) = 0.

Fiir die Existenz der Instantonlésungen der Euklidschen Yang-Mills-Theorien ist die dritte Ho-
motopiegruppe der Eichgruppe relevant. Hier gilt der

Satz 41 (Bott) Fir jede kompakte und einfache Lie-Gruppe ist m3(G) = Z.

Die vierte Homotopiegruppe von Lie-Gruppen charakterisiert die sogenannte Witten-Anomalie.
Fiir jede kompakte, einfach zusammenhéngende und einfache Gruppe ist m4(G) = 0 oder Zo.
Eine physikalische Relevanz der hoheren Homotopiegruppen ist mir unbekannt.

8.4.2 Universelle Uberlagerungsgruppen

Die quantenmechanische Drehgruppe SU(2) ist die universelle Uberlagerungsgruppe der klassi-
schen Drehgruppe SO(3) und die quantenmechanische Lorentzgruppe SL(2, C) ist die universelle
Uberlagerung der klassischen Lorentzgruppe. Um diese Begriffe und Aussagen zu verstehen de-
finieren wir zuerst die Uberlagerung eines topologischen Raums.

Definition 36 Eine Uberlagerung eines topologischen Raumes M ist eine stetige surjektive Ab-
bildung m : C — M wvon einem topologischen Raum C nach M, so dass fiir jedes p € M eine
offene Umgebung U existiert, so dass 7~ *(U) die Vereinigung von disjunkten offenen Mengen
(Bldttern) in C' ist. Jedes Blatt wird von m homéomorph auf U abgebildet.

Die vorliegenden Strukturen werden in Abbildung skizziert. Fiir jedes p € M ist die Faser
iiber p eine diskrete Menge in C. Fiir jede zusammenhéngende Komponente von M ist die Kar-
dinalitdt der Fasern gleich. Hat jede Faser zwei Elemente, dann sprechen wir von der ,doppelten

Uberlagerung®.

Eine Uberlagerung my : Cq — M heifit universell, wenn 7 (Cp) = 0 ist, d.h. wenn Cy einfach
zusammenhéangend ist. Die Bezeichnung universell riihrt von der Tatsache, dass eine universelle
Uberlagerung alle zusammenhiéingenden Uberlagerungen von M iiberlagert.

Eindeutigkeit der universellen Uberlagerung

Besitzt M eine universelle Uberlagerung, dann ist diese eindeutig.

Sind némlich 7y : Co — M und 7} : C} — M zwei universelle Uberlagerungen von M, dann
existiert ein Homdomorphismus f : Co — C{, so dass 7, o f = mp gilt.
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o

Abbildung 8.7: Die universelle Uberlagerung o von M projiziert den einfach zusammenhdngen-
den Raum Cy auf M.

Beispiele von universelle Uberlagerungen

Die universelle Uberlagerung von U(1) ist R mit 7 : a — exp(icr). Die Faser iiber exp(ia)
enthalt alle Elemente a+27Z die auf exp(ia) abgebildet werden. Die einfach zusammenhén-
gende Gruppe SU(2) ist die doppelte und universelle Uberlagerung der Drehgruppe SO(3).

Trigt M zusitzliche Strukturen, dann werden diese in vielen Fillen von der universellen Uber-
lagerung geerbt. So ist die universelle Uberlagerung einer Mannigfaltigkeit selbst eine Mannig-
faltigkeit oder die universelle Uberlagerung einer Lie-Gruppe eine Lie-Gruppe. Im letzten Fall
spricht man von der universelle Uberlagerungsgruppe. Das wichtige Theorem lautet

Satz 42 Ist G eine zusammenhdngende Lie-Gruppe, dann existiert eine bis auf Isomorphismus
eindeutige universelle Uberlagerungsgruppe G mit folgenden Eigenschaften,

e G = @/Z, wobei Z eine diskrete Untergruppe des Zentrums von G ist.

o Ist m(G) =0, dann ist G isomorph zu G.

Die Gruppen SU(N) sind einfach zusammenhéngend fiir N = 2,3,... und deshalb ihre eigenen
Uberlagerungsgruppen. Die Uberlagerungsgruppen der SO(n) sind die Spingruppen Spin(n). Wir
haben gesehen, dass Spin(3) = SU(2).

?

Versuchen Sie zu zeigen, dass Spin(4) = SU(2) x SU(2), Spin(5) = Sp(2), Spin(6) = SU(4).
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Hierin ist Sp(n) die kompakte reelle Form von Sp(2n,C), definiert als invertierbare quaternionisch-
lineare Abbildungen, die das auf dem n-dimensionalen quaternionischen Vektorraum H definierte
Skalarprodukt

(T,y) =Ty + -+ + Ty (8.43)

erhalten.

8.5 Aufgaben zu Kapitel 8

Aufgabe 8.1: Die Gruppen U(1) und SO(2)

Parametrisieren Sie die Lie-Gruppe SO(2) der eigentlichen Drehungen im R? und zeigen Sie,
dass diese isomorph zu U(1) ist.

Aufgabe 8.2: Dimensionen von Matrixgruppen

Zeigen Sie, dass die Gruppe SO(n) die Dimension n(n—1)/2 hat und SU(n) die Dimension n? —1.
Fiir welches n haben die beiden Gruppen dieselbe Dimension? Erkldren Sie dieses Ergebnis
(erinnern Sie sich an die Diskussion der quantenmechischen Drehungen oder des Spins in der
nichtrelativistischen Quantenmechanik).

Aufgabe 8.3: Unitire Matrizen
Zeigen Sie, dass fiir zwei beliebige komplexe Zahlen o, 8 mit |a|? + |8]? = 1 die Matrix

- )
g o

in SU(2) liegt. Zeigen Sie umgekehrt, dass jedes A € SU(2) diese Form hat und durch die beiden
Zahlen eindeutig gegeben ist. Warum beweist dies, dass SU(2) eine drei-dimensionale Sphére
in C? = R* ist? Die letzte Bemerkung zeigt auch, dass SU(2) zusammenhiingend und einfach
zusammenhéngend ist.

Aufgabe 8.4: U(n) ist nicht gleich SU(n)x U(1)

Beweisen Sie den Isomorphismus
U(n) =SU(n) x UQL) /%, .

Hinweis: Zeigen Sie, dass die Abbildung ¢(U, ) = €U einen surjektiven Homomorphismus
von SU(n)x U(1) »U(n) definiert und bestimmen Sie dessen Kern.

Aufgabe 8.5: Die Lie-Gruppe SL(2,0C)
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Die Paulimatrizen sind gegeben durch

10 01 0 —i 1 0
=00 = y 01 = y 02 = y 03 = .
0 1 10 i 0 0 —1

Das Linearkombination eines Vektors im R* mit den Paulimatrizen sei gegeben durch

2+ a3 2l — ix2>

i 2V —ad

(x,0) =alo, = <

e Man zeige, dass z#* = Ltr[o#(z, 0)] gilt. Hier ist

o9 =09, 0;=—0; 1=1273.

Dies bedeutet, dass die Abbildung x# — (z,0) eine bijektive Abbildung vom R* auf den

linearen Raum aller 2-dimensionaler hermitischer Matrizen ist.

e Man berechne det(z, o).

e Sei A € SL(2,0) eine 2-dimensionale komplexe Matrix mit Determinante 1. Warum ist

die Matrix A(x,0)A" wieder eine Linearkombination der Form (y,o)?

e Man zeige, dass die Abbildung z — v, definiert durch (y,0) = A(z,0)AT, linear ist
und somit in der Form y* = A*,x" geschrieben werden kann. Ist dies eine Lorentz-

Transformation?

e Man zeige, dass die nicht-lineare Abbildung A — A(A), gegeben durch (Az, o) = A(z, o) Af,
ein Gruppenhomomorphismus SL(2,C) — SO(1, 3)1 ist. Ist diese Abbildung auch ein

Isomorphismus?

Aufgabe 8.6: Zentrum von Matrixgruppen
Was sind die Zentren der Matrixgruppen SU(N), O(N) und SO(N)?

Hinweis: Nach dem Schurschen Lemma (welches wir spéater beweisen werden) ist ein Element im

Zentrum ein Vielfaches der Einsmatrix.

Aufgabe 8.7: Fundamentalgruppen

Man bestimme die Fundamentalgruppen von

e dem N-dimensionalen Torus TV,

e dem reellen projektiven Raum RP™ = (R"*'\{0}) / ~, wobei z ~ Az fiir alle A € R\{0}

e dem komplexen projektiven Raum CP™ = (C"™\{0}) / ~, wobei z ~ Az fiir alle X €

C\{0}

Aufgabe 8.8: Globale Eigenschaften von SU(2) und SO(3)

Begriinden Sie, warum SU(2) einfach zusammenhéngend ist. Dies bedeutet, dass jede Schleife in
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der Gruppe zusammenziehbar ist. Zeigen Sie weiterhin, dass SO(3) nicht einfach zusammenhén-
gend ist.

Aufgabe 8.9: Anti-de Sitter Raum

Betrachte R® mit metrischen Tensor

10 0 0
0 1 0
(gw)=G=1]00 -1 0 0
0 0 -1 0
0 0 0 -1

Die Elemente der Anti-de Sitter Gruppe SO(3,2) sind die linearen Abbildungen R® — R®,
gegeben durch ¢ = A&, welche die Bilinearform ¢7'G¢ invariant lassen und det A = 1 erfiillen.
Die Transformationsmatrizen erfiillen die Relation

ATGA=G.
e Der Anti-de Sitter Raum mit ’'Radius’ R ist definiert durch
AdS = {¢€ e R5|¢T'Ge = R?}.
Visualisieren Sie diesen Raum durch die analoge Betrachtung in R? mit Metrik G =
diag(1,1,—-1).

e Die Metrik auf AdS ist die Metrik induziert durch die Einbettung von AdS C #°. Bestimme
die Signature der Metrik auf AdS. Es geniigt den einfacheren Fall in R? mit metrischen
Tensor G = diag(1, 1, —1) zu untersuchen.

e SO(3,2) operiert auf AdS iiber
SO(3,2) x AdS — AdS, (A,§) — A¢€.

Dies ist eine Isometrie auf (R%, G), und deshalb auf dem AdS-Raum. Zeigen Sie, dass alle
Punkte des AdS-Raumes durch Anwendung einer geeigneten SO(3,2)-,Drehung* auf den
festen Punkt (R, 0,0,0,0) erreicht werden. Was bedeutet dies fiir die Wirkung von SO(3, 2)
auf dem AdS-Raum?

e Konstruiere die geschlossenen und zeitartigen Geodéten durch (R,0,0,0,0) und raumarti-
gen Geodéten durch (R,0,0,0,0).
Hinweis: hier braucht es keine Rechnung!

Aufgabe 8.10: Cosets
Welche Mannigfaltigkeiten beschreiben die Cosets

SO(n)/SO(n —1) und SU(n)/SU(n — 1)?
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Hinweis: Betrachte SO(n — 1) als Untergruppe von SO(n), zum Beispiel als Stabilisator von e;:
SO(n—1)={R € SO(n)|Re; = e;}.

Deshalb ist das Coset gerade die Menge {Re;|R € SO(n)}. Eine dhnliche Vorgehensweise fiihrt
auch fiir SU(n — 1) — betrachtet als Untergruppe von SU(n) — zum Erfolg.

Aufgabe 8.11: Symplektische Gruppe
Zeigen Sie, dass die nicht-kompakten Liegruppen Sp(2, R) und SL(2,R) isomorph sind.

Aufgabe 8.12: Beziehung zwischen O(4) und SU(2)x SU(2)
Die Menge der Matrizen
a b
xTr =
—b* a*

bilden den linearen Raum C? = R* mit Skalarprodukt

(z,y) = tr(zly).

Die Matrizen mit |a|? 4 |[b|> = 1 liegen in SU(2) und definieren die Einheitssphiire in R*.
e Seien g¢1,g2 zwei Matrizen in SU(2) und x eine Matrix wie oben. Man zeige, dass die
Abbildung R(g1, g2), definiert durch

R(g1,g92)x = 913392_1 )

linear ist und das Skalarprodukt erhélt,

(R(g1,92)7, R(g1,92)y) = (z,y) -

Also ist R(g1,g2) eine linear Abbildung R* — R*, die die Linge von Vektoren erhilt.

e Man zeige nun, dass diese Abbildung einen Gruppenhomomorphismus SU(2) x SU(2) —
SO(4) definiert.

e Ist dieser Homomorphismus treu?

Die Gruppe SU(2) x SU(2) hat eine elementare Bedeutung in der Quantenfeldtheorie, z.B. als
Symmetriegruppe des Quark-Meson-Modells, welches die Freiheitsgrade der QCD bei niedrigen
Energien beschreibt.
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9 Invariante Integration

Ich habe bemerkt, dass Personen, in deren Gesichtern ein gewisser Mangel von Sym-
metrie war, oft die feinsten Kdopfe waren.
GEORG CHRISTOPH LICHTENBERG

Die invariante Integration iiber Gruppen geht auf eine einflussreiche Arbeit von A. Hurwitz
zuriick [4]. Darin finden sich bereits explizite Ausdriicke fiir die Haar-Mafe auf unitdren und
orthogonalen Gruppen. Weitere wichtige Beitrdge stammen von I. Schur und H. Weyl [5]. Die
Existenz und Eindeutigkeit des Haar-Mafes auf lokal kompakten topologischen Gruppen wurde
etwas zur gleichen Zeit von J. von Neumann [6] und A. Haar bewiesen [7].

Zur Einstimmung betrachten wir die Mittelbildung fiir Funktionen auf einer endlichen Gruppe.
Sei also f : G — C eine komplexwertige Funktion auf einer endlichen Gruppe. Ihr Mittelwert

e D0 (9.1)

geG

hat folgende Eigenschaften:
1. linear: M(afi + Bf2) = aM(f1) + BM(f2) fiir alle o, B € C.
2. positiv: aus f > 0 folgt M(f) > 0 und = 0 nur fiir f =0.
3. normiert: ist f(g) = 1 fiir alle g € G, dann ist M(f) =
4. links- und rechts-invariant, M(f) = M(f o¥,) = M(f or,).

Linearitét, Positivitdt und Normiertheit der Mittelung sind offensichtlich. Die Invarianz beziiglich

der zu einem Gruppenelement a gehorenden Linkstranslation
by :G— G, Ll4(g) =ag (9.2)

folgt aus der Tatsache, dass fiir ein festes a die Menge {aglg € G} gleich der Menge {g|g € G}

1
M(f o ls) |G,Zf m;ﬂg)—

Ahnlich beweist man die Invarianz der Mittelbildung beziiglich Rechtstranslationen 74(g) = ga.

ist:

Es stellt sich die Frage, ob es auf einer kontinuierlichen Lie-Gruppe auch eine invariante Mittel-
bildung gibt. Wenn ja, dann wiirde die Summe (9.1]) zu einem Integral iiber die Gruppe werden.
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Fiir kompakte Gruppen ist die Antwort auf die oben gestellte Frage nach invarianten Mafen
positiv:

Satz 43 (Invariantes Mafl) Zu jeder kompakten Lie-Gruppe gibt es ein (bis auf eine multipli-
kative positive Konstante) eindeutiges positives Haar-Integral

M:Co(G) > T, [ M(f) = / du(9)f(9). (9.3)
G

welches links-und rechts-invariant ist. Fir stetige Funktionen ist das Integral endlich.

Fiir kompakte Gruppen normiert man das Maf auf Eins, M(1) = 1, und spricht dann vom
normierten Haar-Maf. Die Normierung legt das Haar-Maf eindeutig fest. Die entsprechende
Mittelbildung erfiillt dann obige Eigenschaften: Sie ist linear, positiv, normiert, links- und rechts-
invariant. Das Mafs einer Menge O C G ist gleich dem Mafs der verschobenen Mengen £,(O) und
ra(O0).

Im Jahre 1933 zeigte ALFRED HAAR, dass es auch fiir allgemeinere lokalkompakte topologische
Gruppen immer ein invariantes Maf gibt. Im Allgemeinen braucht es aber nur noch links- oder
rechts-invariant zu sein.

Haar’sches Maf$ auf der multiplikativen Gruppe R*.

Die Elemente dieser nicht-kompakten Gruppe sind die reellen Zahlen in R* = R\ {0} und
die Gruppenverkniipfung ist die Multiplikation. Der Mittelwert einer komplexen Funktion
ist

M = [ s, (94)

Die Mittelung ist linear, positiv aber nicht normiert. Fiir 4y > 0 folgt die Linksinvarianz aus

mirot)= [ Ziwa) = [ Wi = [ Zpe-mp). 09

|| « ylz| v 2l

Die Gruppe ist Abelsch und deshalb folgt aus der Linksinvarianz die Rechtsinvarianz.

In diesem Beispiel handelt es sich um eine nicht-kompakte Gruppe und deshalb ist das invariante
Mafs nicht normierbar.

?

Zeigen Sie die Invarianz der Mittelbildung (9.4) auch fiir negative y.
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9.1 Invariante Mittelbildung auf U(1) und SU(2)

In diesem Abschnitt konstruieren das Haar-Maf fiir die kompakten Lie-Gruppen U(1) und SU(2).
Fiir SU(2) werden wir dabei von der geometrischen Interpretation der Translationen auf der
Gruppenmannigfaltigkeit S3 Gebrauch machen. Wir bezeichnen die Gruppenelemente mit U um
anzudeuten, dass es sich in diesem Abschnitt um Elemente von unitdren Gruppen handelt.

9.1.1 Haar-MaR auf U(1)

Wir parametrisieren die Elemente dieser Abelschen Lie-Gruppe wie frither mit einem Winkel « in
U = ' Eine Funktion f : U(1) — C ist eine 2w-periodische Funktion von a. Die Mittelbildung
ist gegeben durch das folgende Integral iiber den Parameterraum:

2

M(f):;ﬂ/daf(eio‘) . (9.6)

0
Die Invarianz beziiglich Linkstranslationen beweist man wie folgt,

2 2
M(folgs)= 217r/d0<f (eiﬁeio‘) = ;ﬂ/daf (ei(5+°‘)> = M(f).
0 0

Die Gruppe ist Abelsch und deshalb ist das Maft auch rechts-invariant.

9.1.2 Haar-Mal auf SU(2)

Wie sieht nun das invariante Haar-Mafs von SU(2) aus? Dazu machen wir uns die geometrische
Bedeutung der Linkstranslation auf der Gruppenmannigfaltigkeit klar. Im Abschnitt (8.2]) haben
wir gezeigt, dass SU(2) eine Sphire S ist und die Gruppenelemente wie folgt parametrisiert

werden konnen,

aq
a1 +ia as +ia «
a—U(a) = ! ? ’ ! mit a=| ~|es3. (9.7)
—a3 +iay o —iag as
Q4

Die Linkstranslation U — £;(U) mit dem Gruppenelement U = U(p) ist dann im Parameter-

raum gegeben durch

Pr —B2 —Bs —Pa\ [
Bo B —Ba Bs az
B3 Bs P —P2| |3
Ba —Bs B2 B ay
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Wegen 3 € S3 ist O(j3) eine orthogonale Matrix, OTO = 1, wie man durch explizite Rechnung
nachpriifen kann. Deshalb ist O(3)a eine Drehung von «. Nun ist die von R* auf S3 induzierte
Volumenform drehinvariant und damit invariant unter Linkstranslationen (und Rechtstransla-
tionen). Normieren wir die Volumenform auf 1, dann erhalten wir das eindeutige Haar-Mafs auf
SU(2)= S3. Parametrisieren wir die Punkte auf der Einheitssphiire S® gemiif

o cos v
e sin 4 cos
2 = vl (9.9)
Qs sin 1 sin v cos ¢
oy sin 4 sin 4 sin ¢
dann werden die Gruppenelemente wie folgt parametrisiert,
cos ¥ + isin v cos sin ¥ sin 1) e'?
U, 4, ¢) = o o : (9.10)
—sindsiny e  cost —isindcosy
mit folgenden Wertebereichen fiir die drei Winkel:
0<dv<m, 0<y¥<m und 0<¢p <27, (9.11)

Mithilfe des bekannten Volumenelements auf der Einheitssphire S® schlieken wir:

In den Winkelkoordinaten (19, ¢, ¢) hat das invariante Volumenelement (Haar-Mafs) die Form

1
dp = — sin? 9 - sinep ddepde . (9.12)
272

?

Priifen Sie nach, dass dieses links- und rechts-invariante Mafs auf Eins normiert ist.

9.1.3 Reduziertes Haar-MaR auf SU(2)

Wir betrachten nun die Mittelbildung fiir Klassenfunktionen auf der Gruppe. Dies fiihrt direkt auf
das reduzierte Haar-Mafs. Klassenfunktionen sind spezielle Funktionen, die auf jeder Konjugati-
onsklasse der Gruppe einen konstanten Wert annehmen. Dies bedeutet, dass f(VUV 1) = f(U)
fiir alle Gruppenelemente V. Fiir Matrixgruppen ist zum Beispiel Sp(U) eine Klassenfunktion.

Die Spur der SU(2)-Matrix U in (9.10]) ist 2 cos®¥ und ihre Determinante ist 1. Deshalb hat sie

die beiden Eigenwerte e*¥ und es gibt ein unitéres V mit

0 e—119

05
VUVl = |=Dw) ve(0n).
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Die Konjugationsklasse ist also allein durch den Winkel ¥ charakterisiert und deshalb werden
Klassenfunktionen nur von der Koordinate ¥ abhingen. Es sind 27-periodische Funktionen von

0 1 0 -1
(-1 0) be) (1 0) = Di=9)

miissen es gerade Funktionen in 9 sein. Wir folgern, dass fiir jede Klassenfunktion

¥ und wegen

FUW,¢,9)) = f(0) = f(=0) = f(I + 2n).

Der Mittelwert einer Klassenfunktion ist demnach

./\/l(f)* L /sm 9 -sing - f(9) dddypde
/f sin? 9 do = /d,ured (9). (9.13)

Beziiglich der Winkelkoordinaten (19, ¢, ¢) ist das reduzierte Haar-Maf von SU(2)

2
dftrea = — sin29dd, € [0,n]. (9.14)

9.2 Haar-Mal fiir beliebige Lie-Gruppen

Es sei G eine n-dimensionale und nicht notwendigerweise kompakte Lie’sche Gruppe. Wir wéhlen
eine Umgebung U des neutralen Elements e und beschreiben die Elemente in U und das invariante
Maf auf U beziiglich lokaler Koordinaten o = (v, ..., ap). Wir suchen die Dichte p, des links-
invarianten Mafses fiir diese Koordinaten, dus(g) = pr(a)da. Wir wihlen Koordinaten derart,
dass fiir & = 0 das Gruppenelement das Einselement ist, siche Abbildung

Das beliebige (aber feste) Gruppenelement mit dem translatiert wird habe die Koordinaten £3. Die
Linkstranslation von g(«) mit diesem Gruppenelement ergibt g(8)g(«) = g(v) mit v = m(5, ).
Wir fordern

pe(a)d"a = pe(7y)d™y. (9.15)

Wegen v = m(3, «) transformiert das Volumenelement geméf

omi(B) . 9mi(Ba)
oy Oan
Oman (B,0) Omn (B,a)
T 01 T T dan  / a—p
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gla) €= 8(0)

gty) 8B

Abbildung 9.1: Die Dichte bei e wird mithilfe der Linkstranslation nach g(f) transportiert.

Fiir @ = 0 ist 8 = « und deshalb ist die Determinante der Jacobi-Matrix J; eine Funktion von
~. Nun ist es naheliegend, wie das gesuchte links-invariante Mafl aussieht:

_ pe(0)
=70 dyp - -dy, (9.16)

Fiir kompakte Gruppen wihlt man die Konstante p;(0) so, dass duy auf Eins normiert ist. Die

dpe(y) = pe(y)d™y

Invarianz unter Linkstranslationen folgt aus

pely)dy = zg d"y = py(0)d"ar. (9.17)

Das rechts-invariante Maft gewinnt man analog. Wir fassen zusammen:

Folgende Mafe auf G sind linksinvariant bzw. rechtsinvariant:

dpe(g) = 5?23))&7 bzw  du,(g) = 5:8))01"7- (9.18)

wobei Jy und J,. die Jacobi-Determinanten der Links- und Rechtstranslation in lokalen Ko-

ordinaten sind.

In Koordinaten hat die Rechtstranslation g(v) = g(a)g(8) mit einem beliebigen aber festen
g(B) die Form v = m(S, a)). Genauso wie bei der Linkstranslation geht die Determinante J, der
Jacobi-Matrix fiir die Rechtstranslationen an der Stelle & = 0 ein.

Streckungen und Verschiebungen auf R*

Diese Untergruppe der konformen Transformationen in R* enthélt die Streckungen und
Translationen, * — ajx + ao. Es ist eine zusammenhéngende 2-dimensionale Lie-Gruppe.
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In lokalen Koordinaten haben Links- und Rechtstranslation die Form

mi(B,a) = Brar, ma(B, @) = Brag + B2 => Ji(B) = 57
mi1(B, ) = frai, ma(B,a) = frar + ag = J,(B) = F1 . (9.19)

Die invarianten Mafe sind verschieden und nicht normierbar,
1 1

due(a) = — dag Adaz und  dp,(a) = —dag Adas, (9.20)
Oél aq

und deshalb ist die Gruppe nicht unimodular.

?

Uberzeugen Sie sich davon, dass die Gruppe weder Abelsch, noch kompakt noch halbeinfach ist.
Zeigen Sie, dass die Verschiebungen einen nicht-triviale Normalteiler der Gruppe definieren.

Wir entnehmen dem Beispiel, dass fir nicht-kompakte Gruppen die links- und rechts-invarianten
Mafe verschieden sein konnen. Ist die Gruppe G aber Abelsch oder halb-einfach, dann sind die
beiden Mafe (evtl. nach eine Reskalierung) identisch, du, = dp,. Man spricht dann von uni-
modularen Gruppen. Fiir nicht-kompakte Gruppen sind die invarianten Mafte nicht normierbar,

o /G dpe(g) = /G dpr(g) = oo.

9.2.1 Invariante 1-Formen und invariante Integration

Zur Einfiihrung betrachten wir nochmals die Gruppe der Streckungen und Translationen in R*
von einer etwas anderen Seite. Diese Transformationen kénnen auf R? wie folgt dargestellt werden
(vgl. die analoge Konstruktion fiir die Galilei-Gruppe in Abschnitt |5.4))

O-6 D) e

Die Gruppe ist damit eine Untergruppe von GL(2,R),

G = {A = (Og Of) | € R0z € ]R} . (9.22)

Nun definieren wir die matrixwertigen 1-Formen
wi(A) =A"1dA und w,.(A) =dAAL. (9.23)

Diese haben ihre Werte in der zugehérigen Lie-Algebra (mehr dazu spéter). Sie sind offensichtlich
links- bzw. rechtsinvariant was bedeutet, dass fiir jedes konstante B € G gilt

wi(A) =wi(BA) und wr(A) =w,(AB). (9.24)
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Fiir die Matrizen in (9.21]) findet man die expliziten Ausdriicke
1 (do; do 1 [doy ajdag — asda
Wg:< 1 2) 7 wT:( 1 opdag 2 1>‘ (9.25)
ar \ 0 0 a \ 0 0
Diese definieren eine linksinvariante bzw. eine rechtsinvariante matrixwertige 2-Form
dag A d 01 dag Ad 0 1
wp A wp = M , W Awp = o A gz . (9.26)
o7 00 o1 00

Die Koeffizienten der Konstanten Matrix sind links- und rechtsinvariante Volumenformen. Des-
halb ist es nicht {iberraschend, dass es genau die in ((9.20)) angegebenen invarianten Mafe sind.

9.3 Haar-Male fiir kompakte Matrixgruppen

Es sei G eine n-dimensionale kompakte Lie-Gruppe aus Matrizen. Mithilfe der gerade eingefiihr-
ten links-invarianten und Lie-Algeba-wertigen 1-Form

dg
804@-

a=g¢1dg, dg= Z doy; (9.27)

kann man leicht links- und rechts-invariante skalare m-Formen konstruieren,

wm:Sp(a/\a/\---/\a), m=1,...,n. (9.28)
————

m mal
Diese sind offensichtlich links-invariant unter ¢ — ag, da schon « links-invariant ist.

?

Uberzeugen Sie sich, dass wegen der Spur die Form auch rechts-invariant ist.

Ist fiir n = dim(G) die Form w,, positiv oder kann durch Multiplikation mit einer Konstanten
positiv gewéhlt werden, dann ist sie proportional zum invarianten Haar-Maf. Auf diese Weise

kann man das invariante Haar-Maf explizit und effizient bestimmen.

Haar-Mafe fiir kompakte Matrixgruppen

Fiir eine kompakte Matrixgruppe ist das links- und rechtsinvariante Haar-Mafs gegeben durch

du(g) ocwn:Sp(a/\a/\--'/\a), a=gldg. (9.29)

Im obigen Beispiel der nicht-kompakten Streckungen und Verschiebungen verschwinden die Spu-
ren von wy A wy und w, A wy, so dass wir (nicht unerwartet) keine gleichzeitig links- und recht-

sinvariante Volumenform konstruieren konnen.
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9.3.1 Haar-Male fiir unitdre Gruppen

Die folgenden Ergebnisse gelten fiir unitdren Gruppen und deshalb bezeichnen wir die Grup-
penelemente wieder mit U. Um die Form w,, zu berechnen, diagonalisieren wir das unitére U:

U=VDV™ V unitér. (9.30)

Eine Klassenfunktion héngt nur von der diagonalen Matrix D ab, deren Matrixelemente die
Eigenwerte von U, also reine Phasen, sind. Wir diirfen sie als Koordinaten auf der Gruppe
betrachten. Dann héngen die diagonalisierenden V' von den ,restlichen Koordinaten“ ab. Es gilt

a=Udu=vpv~l, g=D'vdvD-Vv~dv + D 'dD. (9.31)

Fiir jede unitire Matrix ist die 1-Form U~ 'dU eine anti-hermitesche Matrix (d.h. sie ist Liealgebra-

wertig) wie man schnell beweist:
0=d(U'U)=dU U+ U AU = (U dU)! + U 'dU.

Wir zerlegen nun die matrixwertige Form V~1dV in ihren diagonalen und nichtdiagonalen Anteil.
Der diagonale Anteil vertauscht mit der diagonalen Matrix D und hebt sich in der letzten Summe

in (9.31) weg. Entsprechend finden wir
B=D"'yD—~+D7'dD, wobei ~=(V7'dV), (9.32)

den nicht-diagonalen Anteil von V~'dV bezeichnet. Die Spuren in (9.28) sind invariant unter
Konjugation mit V' und deshalb ist

wn=Sp(BA---AB)=Sp (D 'yD —~+ D 'dD)"" . (9.33)
n mal

Bei der expliziten Berechnung des reduzierten Haar-Mafes ist diese Formel sehr niitzlich. Dies

wollen wir an Beispielen illustrieren.

Invariante Formen und Haar-MaR auf SU(2)

Wir hatten bereits in Abschnitt das volle und reduzierte Haar-Maf dieser Gruppe berechnet.
Wir werden nun sehen, dass der Weg iiber die invarianten 1-Formen schneller zum selben Ziel
fiilhrt. Fiir SU(2) sind die matrixwertigen 1-Formen U~'dU antihermitesch und spurlos. Mit
D = diag(e"”, e™) und v = —~1 folgt

W 0 0
DD =i ( ) . y=(Vlav), = ( T 712) . (9.34)

Die Liealgebra-wertige 1-Form [ in (9.32) hat in der Parametrisierung (9.10)) die unabhéngigen
Komponenten
By1 = idV, Bia = —2ie sind 13 . (9.35)
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Die Spur der dritten Potenz ist proportional zu einer positiven invarianten Volumenform,
ws = Sp(BABAB) = 24isin? 9 Al , (9.36)

und ist deshalb proportional zum invarianten Haar-Mafs. Zum Vergleich mit dem fritheren Re-

sultat (9.12) withlen wir ein V fiir das VDV ~! die Form (9.10)) hat,

i P s P . 3
v (e coi2 isin 5 ¢) sy = e <; dep — 2sinwd<p) ) (9.37)

isin 5 e cos 5
Damit ist V12712 = —2isin¢dydy und das invariante Mafs hat die Form
dp = wy = 48sin? ¥ - sin ¢ dddede . (9.38)

Bis auf einen Faktor 9672 stimmt dies mit dem normierten Haar-Maf in (9.12) iiberein. Das
reduzierte Haar-Maf$ kann man nun sofort ablesen: Der Winkel ¥ parametrisiert die Konjuga-

tionsklasse und die 2-Form 7{2712 ist unabhéngig von . Wir kénnen also iiber die dquivalente
Gruppenelemente integrieren und finden (bis auf einen Faktor) das alte Resultat (9.14)).

Invariante Formen und Haar-MaR auf U(2)

Fiir diese vierdimensionale nicht halbeinfache Gruppe ist die 4-Form 8 A 8 A B A 8 identisch Null
und ihre Spur definiert somit keine invariante Volumenform. Mit einer milden Modifikation der
obigen Konstruktion werden wir aber trotzdem ein invariantes Haar-Maf aus [ gewinnen. Fiir
U(2) sind die matrixwertigen 1-Formen Matrizen U~'dU nicht mehr alle spurlos. Wir wihlen
D = diag(e'?1, ¢'”2) und erhalten

idd 0
plap = ! . (9.39)
0 idds
Die Matrix v behélt die Form in (9.34) bei, so dass § folgende Komponenten hat,
,311 = id791, 522 = id'l92, ,312 = —-2i e_wl? Sin(ﬁu) Y12 (9.40)

wobei wir den halben Differenzwinkel ¢y = (¢ — ¥2)/2 einfiihrten. Man findet nun, dass die

vierte Potenz von (8 identisch verschwindet. Stattdessen finden die invarianten Formen
w1 =SpB =id(¥; + ) und ws=Sp(BABA L) =3id(d — 92)Bl,512, (9.41)
mit denen wir eine invariante Volumenform konstruieren kénnen,
dp = w1 Awz = 6d01dY281, 812 = 24sin%(912) Ay Aoyl - (9.42)

Daraus erhélt man unmittelbar das reduzierte Haar-Mafs nach Integration tiber 'yIQ'ylg.
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Die Gruppe U(2) hat das reduzierte normierte Haar-Mafs
o U1 — U2

1
d,ured = ——sin d’l91d192, 191, ﬂg € [0, 27T) . (9.43)

272
Abschliefsend wenden wir uns den unitédren Gruppen in héheren Dimensionen zu

Invariante Formen und Haar-MaR auf U(n) und SU(n)

Die Vorgehensweise ist dhnlich wie fiir die Gruppen U(2) und SU(2). Zuerst parametrisieren wir
die Diagonalmatrizen von U(n) geméf

D = diag (ewl, . em") — D~1dD = idiag(d¥y, . ..,dV,). (9.44)

Die Matrixelemente der nicht-diagonalen anti-hermiteschen Matrix v = (V~1dV) | erfiillen Yji =
—'yjj fiir ¢ < j. Fiir die Matrixelemente von § finden wir entsprechend

Bi; = idv;, ﬁij = —2ie Wi gin ﬁij Yij s ﬁij = (1% — 19]‘), 1< 7. (945)

1
2
Die invarianten Volumenform ist ein Polynom der Matrixelemente von 3, wobei das Produkt das
Wedge-Produkt ist. In jedem Monom darf ein Matrixelement nur einmal als Faktor auftreten,
da f3;; A Bi; = 0 ist. Fiir U(n) ist die invariante Volumenform eine n?-Form. Wir kénnen aus den
n Formen {d¥;} und den n? — n Formen {B;<;, ﬁj ~j} bis auf eine Konstante nur eine invariante
Volumenform konstruieren und diese ist proportional zum Haar-Mafs,

d/L X H dﬁ, H BZ]BZ] = H dl% H <4 sin2 792']' ’}/;Lj’yij> . (9.46)

i<j i<j
Die Formen +;; hangen nicht von den Variablen 9; ab. Deshalb gilt

Das reduzierte und auf Eins normierte Haar-Maf auf U(n) hat die Form

P . 9 Y — 19]'
dftred = e Hsm <2) ddy---dd,, 9€][0,2n]. (9.47)

1<j

Das entsprechend invariante Maf auf SU(n) erhélt man, indem man #,, durch —(9 +---+9,-1)
ersetzt und das Differential di,, durch den Faktor 2. Derart findet man fiir SU(3) das reduzierte
und auf Fins normierte Haar-Mafs

d . 8 ,2191—192,22191+192,22192—|—’L91
Hred = 3.2 Sin 5 sin 5 sin 5

Die Dichte des Mafes ist in Abbildung gezeigt.

d9;dds  fiir SU(3). (9.48)
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Abbildung 9.2: Dichte des reduzierten Haar-Mafles der Gruppe SU(3)

Abschliefiend bemerken wir noch, dass fiir U(n) jede Permutation der Winkel 9; in
D = diag (ewl, cee eiﬂ’l)

eine zu D konjugierte Matrix ergibt. Somit ist eine Klassenfunktion f(¥1,...,v,) vollstindig
symmetrisch in ihren Argumenten. Deshalb ist das reduzierte Haar-Mafs invariant unter einer
Permutation der Winkel. Fiir SU(n) gilt diese Aussage entsprechend, wenn man 9, durch —(v; +
oo+ Up_1) ersetzt.

9.4 Invariante Integration auf SU(1,1) und SL(2,R)

Immer wenn Spw, nicht verschwindet, dann definiert diese n-Form ein links- und rechtsinva-
riantes Haar-Maft auf der Gruppe. Dies gilt auch fiir nicht-kompakte Gruppen. Als Beispiel
betrachten wir die halbeinfachen und isomorphen Gruppen SU(1,1) und SL(2,R). Diese haben
als Gruppenmannigfaltigkeit den Anti-deSitter Raum AdSs. Fiir die Elemente in SU(1,1) wéhlen
wir die Parametrisierung

cosh p et sinhp e™1¢
U— pe SmRpe T (9.49)
sinh p €' cosh p et
und finden folgende linksinvariante 1-Form o = U~'dU auf der Gruppe
0 e~i(t+9) ) cosh p sinh p e~1(t+¢)
a=| . dp +1icoshp , dt
el(t+9) 0 —sinh p l(t+9) —coshp
sinh cosh p e~1(t+¢)
~isinhp e P d. (9.50)
— cosh p l(t+9) —sinh p
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Deshalb ist die natiirliche invariante Metrik
ds? = —%Sp (U_ldU)2 = cosh? pdt? — (dp2 + sinh? pd¢2) . (9.51)
Die zur linksinvarianten 1-Form assoziierte links- und rechtsinvariate 3 Form ist
wg = Sp(a A aAa) =3Sp([ay, aplag)dt Adp Adg = —12cosh psinh pdt Adp Adg.  (9.52)
Entweder mithilfe der invarianten Metrik oder der invarianten 3-Form schliefen wir:

Das invariante Haar-Maf auf der Gruppe SU(1,1) mit Parametrisierung (9.49) ist

du(U) = C cosh psinh pdt A dp A do, C = konstant. (9.53)

Wié&hlt man fiir die isomorphe Gruppe SL(2,R) die Parametrisierung

t int — si
A:coshp(cos >+smhp< oan ¢> | (950

—sint cost —sing —cos¢
dann erhalt man fir die invariante natiirliche Metrik
1
ds? = iSp (AildA)2 = dp® — cosh? pdt? + sinh? pde?. (9.55)

Die invariante 3-Form stimmt mit der 3-Form fiir SU(1,1) in (9.52)) iiberein.

9.5 Aufgaben zu Kapitel 9

Aufgabe 9.1: Invariante Integration auf SU(2)

Berechnen Sie das Haar’sche Integrationsmaf auf SU(2) in der Parametrisierung

7 cos¥ ¢  —sindg e
sing e cosd eI |
Normiere das Mass, so dass Vol(SU(2))= 1.

Aufgabe 9.2: Konjugationsklassen von SU(3)

Versuchen Sie, die Konjugationsklassen der Liegruppe SU(3) zu charakterisieren. Hinweis: Be-
trachten Sie die Eigenwerte der Matrizen.

Aufgabe 9.3: Reduzierte Haar-MaRe fiir U(IN) und SU(N)
Das reduzierte Haar-Maf auf U(N) hat die Form

0; —;
dfirea(¥) o | ] sin® <J> dvy...doy .

141 2
1<J
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Fiir das Haar-Maf auf SU(N) setzt man ¥y = —(91 + - - - + 9n_1). Man normiere beide Mafse.

Aufgabe 9.4: Anti-de Sitter Gruppe und Anti-de Sitter Raum

Betrachen Sie R® mit metrischem Tensor

10 0 0 0
01 0 0 0
(gw)=G=1]0 0 -1 0 0
0 0 -1 0
00 0 -1

Die Anti-de Sitter (AdS) Gruppe SO(3,2) besteht aus den linearen Abbildungen R® — R?,
gegeben durch ¢ = A€, welche die Metrik invariant lassen,

ATGA =G
e Der Anti-de Sitter Raum mit ,Radius“ R ist definiert durch
AdS = {¢ e RS|¢T'Ge = R?}.

Visualisieren Sie den Raum indem Sie die analoge Konstruktion in R? mit Metrik G =
diag(1, 1, —1) darstellen.

e Die Metrik auf dem AdS ist die Metrik induziert durch die Einbettung AdS C R>. Bestim-
men Sie die Signatur der induzierten Metrik. Es geniigt, den einfacheren Fall in R? mit
G = diag(1,1, —1) zu diskutieren.

e S0O(3,2) wirkt auf AdS durch
SO(3,2) x AdS — AdS, (A,€) — A€,

Dies ist eine Isometrie auf (R?, G) und damit auf dem AdS. Zeigen Sie, dass alle Punkte
auf dem AdS in der Bahn des speziellen Punktes (R,0,0,0,0) liegen. Was bedeutet dies
fiir die Wirkung von SO(3,2) auf dem AdS.

e Finde eine geschlossene und zeitartige Geodéate durch (R,0,0,0,0) (ohne Rechung) und
eine raumartige Geodéate durch (R,0,0,0,0).

Aufgabe 9.5: Die nicht-kompakte Liegruppe SU(1,1)

e Versuchen Sie eine &hnliche Parametrisierung fiir SU(1,1) zu finden wie fir SU(2),

b
U—(a >, mit Ja|? —... .
ko k
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e Benutzen Sie die Parametrisierung
a = cosh(r)e'®, b= sinh(r)e"
und extrahieren Sie damit die metrischen Koeffizienten g;; aus ds* = $Sp(U~1dUU~*dU).

e Was ist das (invariante) Volumenelement du = \/—g drdedy?
e Wir schreiben U~'dU = Adr + Bd¢ + Cdiy) mit Matrizen A, B, und C. Beweise

Sp (U'dU AUT'AU AU'dU) = Sp (A[B,C)) dr Ad¢ A dy

w =

und berechnen Sie nun damit die invariante Volumenform w.

e Zeigen Sie, dass die Gruppenmannigfaltigkeit von SU(1,1) gleich dem AdSz-Raum ist.
Dessen Einbettung in R* ist definiert durch

AdS; = {X e R*| X7+ X5 - X3 - Xi =1}.

e Was lernen Sie daraus iiber die Fundamentalgruppe von SU(1,1)?

e Uberzeugen Sie sich davon, dass SU(1,1)= SL(2,RR).
Hinweis: Es existiert eine Matrix C, so dass CUC ™! reell ist fiir alle U € SU(1,1).
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10 Darstellungen von Gruppen

Nowadays, group theoretical methods—ezxpecially those involving characters and re-
presentations, pervade all branches of quantum mechanics.
GEORGE MACKEY

Werden die Elemente einer Gruppe und ihre Gruppenoperationen homomorph auf eine kon-
krete algebraische Struktur abgebildet, dann sprechen wir von einer Realisierung der Gruppe.
Erfolgt diese durch lineare Abbildungen auf einem Vektorraum )V, so nennt man sie Darstel-
lung der Gruppe. Man sollte aber zwischen einer Gruppe und ihren Darstellungen unterscheiden.
Die Gruppeneigenschaften sind universell und unabhéngig von den Darstellungen. Eine Gruppe
wird im Allgemeinen viele Darstellungen haben. So lassen sich die Drehungen im Euklidischen
Raum Fj3 durch 3—dimensionale Matrizen darstellen; diese sind jedoch nicht die Gruppenele-
mente selbst, sondern nur eine von unendlich vielen Darstellungen.

10.1 Darstellungen

In der Physik sind es gerade die Darstellungen von Gruppen, die gebraucht werden. In der Klas-
sischen Mechanik zum Beispiel die 3-dimensionale Darstellung der Drehgruppe und in der Quan-
tenmechanik alle Darstellungen der Drehgruppe, Lorentzgruppe oder Kristallgruppen. Einzelne
Darstellungen konnen weitere Eigenschaften (z.B. Unitaritit) aufweisen, die nicht allgemein fiir
die Gruppe gelten. Auch konnen bei einer (nicht-treuen) Darstellung Eigenschaften der Gruppe
,verloren gehen®.

Darstellungen sind Realisierungen der Gruppenelemente als invertierbare lineare Abbildungen
VY — V eines K-Vektorraums. Diese Gruppe wird mit GL(V) bezeichnet. Nach Wahl einer Basis
im n-dimensionalen Vektorraum V kann GL(V) mit der allgemeinen linearen Gruppe GL(n,K)
der invertierbaren Matrizen identifiziert werden.

Definition 37 (Darstellung) Fine Darstellung D einer Gruppe G auf einem linearen Raum
V ist ein Gruppenhomomorphismus

D:G— GL(V), g— D(g).

150
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Eine Darstellung respektiert die Gruppenstruktur,

D(g192) = D(91)D(g2), D(e)=1= D(g~")=D"'(g).

V heifst Tragerraum der Darstellung und dimV Dimension der Darstellung. Fine Darstellung
ist eine spezielle Links-Gruppenwirkung mit einem linearen Raum als Wirkungsmenge. Entspre-
chend nennt man eine injektive Darstellung auch treu. Eine treue Darstellung ist ein Gruppeni-
somorphismus D : G — Bild(G) < GL(V) und Kern(D) = e € G. Nach Wahl einer Basis in V
werden die D(g) zu Matrizen.

Es gibt immer die triviale Darstellung, die alle Gruppenelemente auf die Eins-Matrix abbildet.
Dabei geht jegliche Information {iber die Gruppe verloren. Der andere Extremfall sind die treuen
Darstellungen bei denen alle Eigenschaften der Gruppe erhalten werden.

Darstellungen von D3:  Die Diedergruppe D3 wurde schon frither als Decktransformationen des
gleichseitigen Dreiecks, also durch lineare Abbildungen auf R? eingefiihrt. Tatséichlich haben wir
also eine zweidimensionale Darstellung Do der Gruppe betrachtet. Die Gruppe D3 wird durch die
Drehung c¢3 um 27/3 und die Spiegelung o an
einer Symmetrieachse erzeugt. Diese sind in

€2 der nebenstehenden Abbildung gezeigt.
N Es geniigt, die Darstellungsmatrizen Dy(g) fiir

erzeugende Elemente anzugeben. Wir wahlen
eine kartesische Basis e;, s in R? und setzen

ei > Da(g)ei = e;Dji(g).
J

Die Spalten der Matrix (Dj;) sind die Bilder
> €] der Basisvektoren. Das Element c3 beschreibt

eine Drehung um @3 = 27/3, und wird durch

Da(cs) = <cos w3 —sin go;»,) (10.1)

C3

sinps  €os 3

Abbildung 10.1: Die Symmetrieoperationen des dargestellt. Das Element o ist die Spiegelung

gleichseitigen Dreiecks an der zu e; Senkrechten durch den Schwer-

punkt und wird durch die Matrix
-1 0
Dy(o) = < 0 1) (10.2)

dargestellt. Diese definierende Darstellung Ds ist treu. Der Index 2 bezeichnet die Dimension der
Darstellung. Des Weiteren gibt es auch noch die Einsdarstellung D}, fiir die

Di(e3) =Di(o)=1= D=1 (10.3)
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ist, und die ebenfalls eindimensionale alternierende Darstellung D? = det Da(g) mit
D?(c3) =1 und Di(o) = —1. (10.4)
Die alternierende Darstellung ordnet Drehungen die 1 und Spiegelungen die —1 zu.

Allgemein gilt: Fiir jede Darstellung g — D(g) ist auch g — det D(g) eine (ein-dimensionale)
Darstellung:
det D(g192) = det D(g1)D(g2) = det D(g1) det D(g2) .

10.2 Regulare Darstellung

Die reguldre Darstellung einer endlichen Gruppe enthélt alle Darstellungen der Gruppe. Des-
halb ist ihr Verstédndnis auch so wichtig fiir die Darstellungstheorie. Man konstruiert die n-
dimensionale reguldre Darstellung g — R(g) einer Gruppe G der Ordnung n wie folgt: Die
Spalten der Gruppentafel werden derart umgeordnet, dass das Einselement e nur noch auf der
Diagonalen auftritt:

G| e g2_1 93_1 gt
e e g;l 93—1 g;l
92 | 92 e g2095" ... gaogy'
gs | g3 g30g; " e . gzogy?
gn | Gn Gn©Gy' Gnogyl ... e

Nun wird dem Element g; diejenige n x n-Matrix R(g;) zugeordnet die man erhélt, wenn man
in der obigen Gruppentafel iiberall g; durch 1 ersetzt und die anderen Elemente durch 0. Insbe-
sondere ist R(e) = 1,,.

Regulare Darstellung von D3

Die (umgeordnete) Gruppentafel der auf Seite eingefiihrten Diedergruppe D3 hat folgende
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Form:

D3 e cg c3 01(,1) 01(,2) 053)
e e cg cs3 01(,1) 01()2) 01()3)
c3 c3 e c 01(13) a,(,l) 01(12)
c% c% c3 e 01(,2) 053) 01(,1)

01()1) 01(}1) 01()3) 052) e c3 c

01(,2) 01(,2) (71(,1) 01(,3) & e c3

01()3) 01()3) 01(,2) 0'1(,1) c3 c§ e

Entsprechend werden die Drehung c3 und Spiegelung U,(Jl) wie folgt dargestellt:

001 00O 000100
1 00 00O 00 0O0T1PO
Rics) = 01 000O0 ’ R(ng)) (000001
00 0O0T1O0 1 00 0 00
00 0O0O0°1 01 00O0O
000100 001000

Man priift leicht nach, dass diese Matrizen in der Tat die Gruppe D3 darstellen,

R3(c3) = R?(6M) =1 und R(c{V)R(c3)R(c{V)R(e3) = 1.

v

Nach diesem Beispiel wenden wir uns wieder der allgemeinen Situation zu. Da verschiedene
Spalten der Gruppentafel verschiedene Permutationen der Gruppenelemente enthalten ist die
regulére Darstellung treu. Jede Spalte enthélt genau eine 1 und sonst lauter Nullen und hat damit
die Norm 1. In verschiedenen Spalten steht die 1 an anderen Stellen und die Spaltenvektoren sind
senkrecht zueinander. Dies bedeutet, dass die Darstellungsmatrizen R(g) orthogonale Matrizen
sind fiir alle g € G:

Die regulére Darstellung g — R(g) ist eine orthogonale treue Darstellung der Gruppe G.

Um die Darstellungseigenschaft zu beweisen notieren wir, dass Ry;(¢g;) = 1 genau dann, wenn
gk © gj_l = g; ist oder wenn g, = g; o g; gilt. Wir folgern

giog;i=> Ryi(gi)gp, (10.5)
p=1
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und mit der Assoziativitdt der Gruppenverkniipfung folgt

gio(g5008) =910 Y Rpr(9j)9p = > Rpk(97)9i 0 9p = > _ Ry (95)Rap(9:) 94
p p pq

= (9:09j) 9k = Y Rar(g:© 95)9 = R(g:))R(g;) = R(gi © g5) - (10.6)
q

Deshalb ist die Abbildung g — R(g) eine treue Darstellung der Gruppe G in die Gruppe
SO(|G|, Z3).

Wir koénnten zum Beispiel zur Beschreibung der
Decktransformationen des Dreiecks eine gedrehte
Basis fi, f> benutzen, siche Abbildung[10.2] Die Ba-
sen {e;} und {f;} sind durch eine invertierbare li-

y €2

neare Transformation verbunden Yo
T2 ----Ff-----= 3

ei:ij]i, ’

wobei die Summenkonvention gelten soll. Es folgt, /
dass die Koordinaten fiir r = z'e; = y'f; folgender- /

. €1
maften zusammenhéngen: / 1

Y = S’;:L‘j bzw. y=Sz.

In der Basis e; werde dem Gruppenelement g die f

Matrix D(g) zugeordnet,
Abbildung 10.2: Zwei kartesische Basen

x+— D(g)x.
Dann gilt
y = Sz — SD(g)x = SD(9)S "'y = D(9)y -

Wie erwartet, gehen die Darstellungsmatrizen D(g) durch eine Konjugation aus den D(g) hervor,

D(g) =SD(g)S7!. (10.7)

kiirzen!!! Diese Konjugation definiert eine Aquivalenzrelation, wie wir frither besprochen haben.
Die Gruppeneigenschaften dieser beiden dquivalenten Darstellungen sind natiirlich gleich

D(g1)D(g2) = SD(g1)D(g2)S™" = SD(g192)S™" = D(g192) -

Aquivalente Darstellungen sind wirklich dieselben Darstellungen und sollten identifiziert werden.
Ist umgekehrt eine Darstellung gegeben, dann konnen wir immer unendlich viele dquivalente
Darstellungen der Gestalt SD(g)S~! angeben. Bei der Klassifizierung von Darstellungen kann es
sich also nur um die Klassifizierung von indquivalenten Darstellungen handeln, also Darstellungen
die nicht iiber eine Ahnlichkeitstransformation auseinander hervorgehen.
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Natiirliche dreidimensionale Darstellung von D3:  Wir geben jetzt noch eine weitere Darstel-
lung der Symmetriegruppe D3 des gleichseitigen Dreiecks an. Ds ist bekanntlich isomorph zur
Permutationsgruppe S3, die nun auf eine kartesische Basis von R? wirke. Unter c3 werde e; in e,
ez in ez und e in e; abgebildet. Dies ist eine Drehung um die Achse e; + ez + e3 mit Winkel 27/3.
Diese lineare Abbildung ist links in Abbildung gezeigt. D3 (o) vertausche dagegen ey und
e3 und ist damit eine Spiegelung an der grau schattierten Ebene in Abbildung[10.3] aufgespannt
durch e; und es + e3. Man erhélt

0 0 1 1 0 0
D3<C3) =11 0 O und D3(O’> =10 O 11 - (10.8)
01 0 01 0

€3

D(o)

€

el €1

Abbildung 10.3: Zur dreidimensionalen Darstellung der Diedergruppe Ds

Die restlichen Darstellungsmatrizen konnen aus der Multiplikationstabelle, die wegen der Dar-
stellungseigenschaft dieselbe wie diejenige der {g} ist, abgelesen werden. Alle Matrizen D3(g)
sind orthogonal und unimodular.

Die Diedergruppe D3 hat folgende Darstellungen:

die eindimensionale Einsdarstellung D1,

die eindimensionale alternierende Darstellung D?,

die zweidimensionale Darstellung Do,

die dreidimensionale natiirliche Darstellung Ds.
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10.3 Reduzible Darstellungen

Anhand der dreidimensionalen Darstellung von D3 wollen wir uns dem Begriff einer reduziblen
Darstellung néhern. Unter der Drehung Ds(c3) und der Spiegelung Ds(o) und damit unter allen
Ds(g) ist der von fi = (e; + ex + e3)/v/3 aufgespannte eindimensionale Unterraum invariant.
Wir erginzen fi folgendermafen zu einer orthonormierten Basis

fi= %(61—%62-%63)7 o= \}5(62— e3), fo= \}6(—261‘5‘624763) - (10.9)

Die Transformation auf die neue Basis f; = e;(S _l)jz- geschieht mit der orthogonalen Matrix

V2 0 -2
1
5—1:% V2 V31 mit ST =571, (10.10)
V2 —V3 1

Beziiglich der neuen Basis haben die Darstellungsmatrizen D = SDS~! die Form

1 0 0 1 0 0
B3(63) =10 cos 3 —sin ©3 und ].33(0) =10 =1 O . (10.11)
0 sines cosps 0 0 1

Definition 38 (irreduzible Darstellungen) Eine Darstellung heifst irreduzibel, falls V keinen
echten Teilraum hat, der unter allen D(g) invariant ist.

Die Darstellung Dy ist offensichtlich irreduzibel. Dagegen zerféllt der Triagerraum der dreidimen-
sionalen Darstellung D3 in zwei orthogonale Teilrdume der Dimensionen 1 und 2, V = V; @ Vs.
Jeder der beiden Unterrdume wird von allen linearen Abbildungen in sich abgebildet, D3 : V; —
Vi, i = 1,2. Auf V; ist D3 gleich D} und auf V;, gleich Dy. Man schreibt

D3 =D} ® Dy,  dim D3 = dim D} 4 dim Dy . (10.12)

Ausreduktion von Darstellungen: Nun wollen wir auf Darstellungen D(g): V — V von beliebi-
gen Gruppen verallgemeinern. Ist eine Darstellung nicht irreduzibel, dann heifst sie reduzibel. Eine
reduzible Darstellung hat einen echten invarianten Teilraum in V. Sei nun V; ein m-dimensionaler
echter invarianter Teilraum von V, d.h. jedes D(g) bildet einen Vektor in V; wieder auf einen
Vektor in V; ab.
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Wird die Basis so gewahlt, dass die ersten m Vektoren V; aufspannen, so haben die Darstel-
lungsmatrizen der reduziblen Darstellung die Gestalt

g— D(g) = Ditg) Hlg) : (10.13)

0 Ds(g)

wobei D; eine m-dimensionale und Dy eine (n — m)-dimensionale Matrix ist.

Ist speziell H(g) = 0 fiir alle Gruppenelemente, dann zerféllt die Darstellung D in zwei Darstel-
lungen D und Dy und

D1(g) 0
0 Ds(g)

Man schreibt D = Dy @ Ds. Dieses Verfahren lasst sich moglicherweise fortsetzen, so dass die

g —

darstellenden Matrizen in einem geeigneten Koordinatensystem weiter zerfallen:

0 Dy(g) 0 ... 0
g—D(g)=| . ( ) . . (10.14)
0 0 0 ... Dpn(9)
Die Zerlegung bricht ab, wenn in keinem der invarianten Teilrdume Vi, ..., V,, ein echter invari-

anter Teilraum existiert.

Definition 39 (vollreduzible Darstellung) FEine Darstellung, die irreduzibel ist oder in lau-
ter irreduzible Darstellungen zerfillt, heifit vollreduzibel.

Es gibt Gruppen mit nicht-vollreduziblen Darstellungen fiir die H(g) nicht verschwindet. Die
obigen Darstellungen der Diedergruppe sind aber alle orthogonal und damit unitir Df(g) =
D~1(g), und fiir derartige Darstellungen haben wir den folgenden

Satz 44 Jede unitdre Darstellung ist vollreduzibel.

Beweis: Ist D irreduzibel, so ist nichts zu beweisen. Sei also V; eine echter invarianter Teilraum
von V und W = Vll das unitar-orthogonale Komplement von Vi,

W = {w € V|(w, V1) = 0}.

V1 und W spannen V auf. Jeder Vektor von v € V lésst sich auf eindeutige Weise durch einen
Vektor aus v; € V1 und einen Vektor aus w € W zusammensetzen, v = v; + w. Nun ist wegen
der Unitaritat von D(g)

(D(g)w,v1) = (w, DT(g)wr ) = (w, (g™ )or) =0
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fiir alle g € G, da D(g~1)v; nach Voraussetzung in V; liegt. Damit liegt mit w auch D(g)w im
Unterraum W. Deshalb ist das orthogonale Komplement jedes invarianten Unterraums ebenfalls
invariant. Diese Verfahren kann nun fortgesetzt werden, falls ein echter invarianter Teilraum
von W existiert. Schliefslich erhdlt man eine Zerféllung der Darstellung in lauter irreduzible
Bestandteile.

10.4 Darstellungen von Gruppen mit Mittelwertbildung

In vielen Anwendungen der Gruppentheorie hat man es mit Gruppen zu tun, die eine Mittel-
wertbildung besitzen. Dann ist folgende Beobachtung fiir die Darstellungstheorie relevant:

Die Mittelwertbildung definiert ein invariantes Skalarprodukt fiir Funktionen auf der Gruppe,

(fi,f) =M(f1-f2), fi,f2:G—C. (10.15)

?

Uberzeugen Sie sich davon, dass (f1, f2) die Eigenschaften eines Skalarprodukts hat.

Es ist invariant beziiglich der Links- und der Rechtstranslation. Nun gilt der niitzliche

Satz 45 Jede Darstellung einer Gruppe mit Mittelwertbildung auf einem Vektorraum mit Ska-
larprodukt (.,.) ist zu einer unitdren Darstellung dquivalent. In anderen Worten: Wir kénnen in
V immer eine Basis finden, beziglich der die Matrizen D(g) unitdr sind.

Beweis: Die dem Beweis zugrunde liegende Idee der Summe iiber die Gruppenelemente geht auf
HURWITZ zuriick. Wir bilden folgende quadratische Form auf V:

h(z) = M{ (D(g9)z, D(g)z) } = (:U,M{DT( (9)}z) = (z,Qz), zeV.
>0

Als Summe von positiven und hermiteschen Formen ist die Form @ positiv und hermitesch,

h(z#0)>0 und Q=QF,

und aufgrund der Translationsinvarianz der Mittelbildung invariant.

10.4.1 Komplex-konjugierte, reelle und pseudo-reelle Darstellungen

Ist g — D(g) eine beliebige Darstellung einer Gruppe auf einem komplexen Vektorraum, dann
erhélt man durch komplexe Konjugation der Matrizen

g— D*(g) (10.16)
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wieder eine Darstellung der Gruppe. Es ist die komplex konjugierte Darstellung. Der Beweis ist
einfach:
D*(e) =1"=1, D*(g192) = (D(91)D(g2))" = D*(91)D*(g2) - (10.17)

?

Warum definieren g — Df(g) und g — D71(g) keine Darstellungen?

Definition 40 Ist eine Darstellung dquivalent zu einer Darstellung mit reellen Matrizen, dann
heifft sie reell. Sind die Darstellungen D und D* dquivalent, dann heifit D pseudo-reell.

Offensichtlich ist jede reelle Darstellung auch pseudo-reell. Fiir eine pseudo-reelle Darstellung

existiert eine Matrix S mit
D*(g9) = SD(g)S™", fiiralle geG. (10.18)

Man kann beweisen, dass fiir eine unitédre Darstellung die Matrix S symmetrisch, oder antisym-
metrisch gewdhlt werden kann. Diese Aussage ist Inhalt von Aufgabe

SU(2) ist pseudoreell
Eine beliebige Matrix in SU(2) hat die Form (8.7)) und deshalb die Eigenschaft

ooUoy =U™, (10.19)

was bedeutet, dass die Gruppe pseudo-reell ist. Die unitdre Matrix S = g9 ist antisymme-

trisch. Man kann zeigen, dass die Darstellung nur pseudo-reell und nicht reell ist.

10.5 Tensorprodukt von Darstellungen

Es seien nun D und D zwei Darstellungen der Dimensionen n und 7. Wir withlen Basisvektoren
in den Darstellungsrdumen und identifizieren Vektoren mit Tupeln. Diese transformieren wie
folgt,

z— D(g)z und y+— D(g)y. (10.20)

Wir bilden den zweistufigen Tensor t =  ® y mit Komponenten ¢;, = x;,. Dieser transformiert

gemaf

t=zQy+— [D(g):l:] ® [D(g)y] = (D®D)(g) (m@y) =(D®D)(g)t.

Fiir die Komponenten des Tensors t bedeutet dies

tip =ity = > > (D@ D(@ra) 280 = D D()iD(g)pa tio- (10.21)

j:l q:l
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Dies ist eine lineare Transformation der n - n Komponenten ¢;,. Die Tensoren bilden den n - n-
dimensionalen Vektorraum V ® V und die Matrizen D(g)ijf)(g)pq sind die Komponenten der
Tensordarstellung

D@D:VaV—=VeV. (10.22)

2

Uberzeugen Sie sich davon, dass das Tensorprodukt D ® D zweier Darstellungen D und D
ebenfalls eine Darstellung der Gruppe ist.

In Rechnungen kann es niitzlich sein, eine Konvention fiir die Durchnummerierung der Kom-
ponenten von t zu treffen. Wegen

:Ully/ DHD Dlzb NN DlnD 1Yy
zhy' DyyD DD ... Dy,D | | a9

2.y _ .1 . n Yy (10.23)
xhy' DD DysD ... Dp,D Tny

gehen die Darstellungsmatrizen D(g)® D(g) auf einfache Weise aus denen der Darstellungen
D und D hervor: Man multipliziere jedes Matrixelement von D(g) mit der Matrix D(g)

10.6 Aufgaben zu Kapitel 10

Aufgabe 10.1: Komplex konjugierte Darstellung
Sei g — D(g) eine Darstellung einer Gruppe.

e Zeigen Sie, dass g — D*(g) ebenfalls eine Darstellung ist. Warum sind g — Df(g) und
g+ D71(g) keine Darstellungen?

e Sei nun g — D(g) eine irreduzible Darstellung, die zu ihrer komplex konjugierten Dar-
stellung dquivalent ist, d.h. es existiert S, so dass D*(g) = SD(g)S~!. Man zeige, dass
SS* = AL

e Aufserdem zeige man, dass wenn D zusétzlich unitar ist, S entweder symmetrisch oder
asymmetrisch ist und SST = N1 gilt.

Aufgabe 10.2: Die Lie-Gruppe SU(2) ist pseudo-reell

Zeigen Sie, dass 09U oy = U™ fiir jede SU(2)-Matrix U gilt. Es folgt, dass jede irreduzible Darstel-
lung zu ihrer komplex konjugierten Darstellung konjugiert ist. Eine Gruppe mit dieser Eigenschaft
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nennt man pseudo-reell.

Aufgabe 10.3: Die Summe von Darstellungen

Es seien Vi und Vs zwel Vektorraume und V; x Vo ihr kartesisches Produkt bestehend aus den
Paaren (v1, v2) mit v; € V;. Skalare Multiplikation und Addition sind in V; x Vs, wie folgt definiert:

A(vi,v2) = (Avg, Avg),  (v1,v2) + (v],vh) := (v1 + v}, ve +vh).
e Seien nun V; and Vo mit Skalarprodukten versehen. Beweisen Sie nun, dass

<(’U1,1)2>, (’Ullvvé)> = <,U1>’U£>V1 + <02,Ué>\/2

ein Skalarprodukt auf V; x Vs ist. Der Vektorraum V; X Vs, versehen mit diesem Skalarpro-
dukt ist die direkte Summe und wird mit V; & V5 bezeichnet.

e Zeigen Sie, dass {emn} U {fn} eine orthonormale Basis von V; & Vs definiert, wenn {e,,}
und { f,} orthonormale Basen in V; and Vs sind. Was folgt daraus fir die Dimension von
Vi Vy?

e Seien D; and Dy zwei Darstellungen der Gruppe G auf Vektorrdumen V; und Vs. Zeigen
Sie, dass dann

g — D1(g9) ® Da(g), wobei (Di(g) ® Da(g)) (v1,v2) = (Di1(g)v1, D2(g)v2)

eine Darstellung der direkten Summe V; & Vs ist.

Aufgabe 10.4: Ein niitzliches Theorem

Eine Darstellung heifst treu, wenn der Homomorphismus D : G — GL(V) injektiv ist und
deshalb verschiedene Gruppenelemente auf verschieden Matrizen abgebildet werden. Beweisen
Sie das folgende Theorem:

1. Hat die Gruppe G eine nicht-triviale invariante Untergruppe H, dann ist eine Darstellung
der Faktorgruppe G/H auch eine Darstellung von G. Diese ist aber nicht treu.

2. Umkehrung: ist D eine nicht-treue Darstellung von G, dann hat G mindestens eine inva-
riante Untergruppe, so dass D eine treue Darstellung der entsprechenden Faktorgruppe
ist.

Aufgabe 10.5: Rotationen von Wellenfunktionen

Wir betrachten die Wellenfunktion eines Teilchens ¢)(z) € La(R?) im Ortsraum. Unter Drehun-
gen transformiert die Wellenfunktion geméf

(U(R)Y)(z) = (R ')

Beweisen Sie, dass R — U(R) eine unitére Darstellung der Gruppe SO(3) auf dem Hilbertraum
Ly(IR3) ist. Da der Radius 7 = |z| bei Drehungen nicht #indert kénnen wir r = 1 setzen und U (R)
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als Transformation auf Ly(S?) auffassen. Welche Unterrdume tragen wohl die eindimensionale
bzw. dreidimensionale irreduzible Darstellung?

Aufgabe 10.6: Tensorprodukt 1

Seien Ry, Ry orthogonale Matrizen. Man zeige, dass ihr Tensorprodukt R; ® Rs ebenfalls eine
orthogonale Matrix ist.

Aufgabe 10.7: Tensorprodukt 2

Seien A, B quadratische Matrizen. Es ist zu zeigen, dass

tr(A® B) = tr(A)tr(B),
det(A ® B) = (detA)™(detB)",

wobei n (m) die Anzahl an Zeilen/Spalten der Matrix A (B) sei.
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11 Charaktere und Lemma von Schur

Lemmoas do the work in mathematics: Theorems, like management, just take the credit.
PauL TAYLOR

Die Darstellungstheorie von Lie’schen Gruppen kann entweder mithilfe der invarianten Integra-
tion auf der Gruppe oder mithilfe der Differenziation beim Einselement — diese fiihrt auf die zur
Liegruppe gehorende Liealgebra — entwickelt werden. In diesem Kapitel folgen wir dem ersten
Zugang, fiir den in wesentlichen Ziigen H. Weyl verantwortlich ist. Dabei spielen die Charakteren
der irreduziblen Darstellungen eine zentrale Rolle. Dies sind spezielle Klassenfunktionen. Es wird
sich zeigen, dass die Charakteren aller irreduziblen Darstellungen eine Basis auf dem linearen
Raum der Klassenfunktionen definieren. Deshalb betrachten wir in diesem Kapitel Klassenfunk-
tionen und erinnern an deren Definition:

Definition 41 (Klassenfunktion) f: G — C heifit Klassenfunktion der Gruppe, falls f(g) =
flaga™") fiir alle a € G.

Das bedeutet, dass eine Klassenfunktion auf jeder Konjugationsklasse konstant ist.

11.1 Charakter einer Darstellung

Die explizite Ausreduktion einer gegebenen reduziblen Darstellung zu finden ist oft schwierig.
Wir werden in diesem Kapitel zeigen, dass eine Darstellung allein durch die Spuren ihrer Darstel-
lungsmatrizen D(g) charakterisiert wird. Deshalb kommt es in der Theorie der Darstellungen nur
auf diese Spuren an und es geniigt, eine Tabelle der Spuren fiir alle irreduziblen Darstellungen
aufzustellen. Da diese die Darstellung charakterisieren, heifen sie Charakter der Darstellung:

Definition 42 (Charakter) Der Charakter einer Darstellung g — D(g) ist die Klassenfunktion
xn(g) =SpD(g)- (11.1)

Jede Darstellung hat also ihren eigenen Charakter xp und dieser ist eine Klassenfunktion:

xp(aga™") = SpD(aga™") = Sp D(a)D(9)D~"(a) = Sp D(g) = xn(9)- (11.2)
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Wir machten dabei von SpAB = SpBA Gebrauch. Die Niitzlichkeit der Charakteren beruht auch
auf folgendem Satz.
Satz 46 Charakteren haben folgende Figenschaften:

1. Aquivalente Darstellungen haben denselben Charakter.
2. Die Dimension der Darstellung D ist xp(e).
3. Es gilt xp(97!) = x5 (9).
4. Fir D=D1® D@ ---® Dy 1st xp = XD, + "+ XD,-
Die erste Eigenschaft ist Aquivalent zur bekannten Tatsache, dass sich die Spur bei einer Ahn-

lichkeitstransformation nicht &ndert. Die zweite folgt aus SpD(e) = Spl = dim V und die dritte
aus der Unitaritdt der Darstellungen einer Gruppe mit Mittelbildung:

xp(9") =SpD(g7") =Sp D' (9) =Sp D' (9) = xH(9).-

Somit sind fiir Gruppen, in denen jedes Element zu seinem Inversen dhnlich ist, die Charakteren
reell. Die letzte Eigenschaft im Satz ist in einer Basis, in der die D(g) blockdiagonal sind, evident

Di(g) 0 0 ... 0
SD(g)S_l _ 0 Dg(g) 0 ... 0
0 0 0 ... Dy(9)

Ahnlich wie der Charakter einer direkten Summe von Darstellungen die Summe der Charakteren
ist, ist der Charakter des Tensorprodukts von Darstellungen das Produkt deren Charakteren.
Dies folgt unmittelbar aus der expliziten Form ((10.23)) von D ® D, fiir die gilt

XD®D:SP(D®D) :ZD“- SpD = SpD SpD:XD'Xf)- (11.3)
Da Charaktere nicht von der Wahl der Basis abhéngen, folgt der

Satz 47 (Charakter des Tensorprodukts) Der Charakter des Tensorproduktes zweier Dar-
stellungen ist gleich dem Produkt der Charaktere der beiden Darstellungen.

Beispiel: Charaktertabelle von D3: Wir iiben dies am Beispiel des Tensorproduktes der Dar-
stellung D3 der Diedergruppe D3 mit sich selbst. Die Darstellungsmatrizen fiir die erzeugenden

Elemente ¢3 und o sind in (10.1)) und (10.2)) gegeben. Die Tensorproduktdarstellung der erzeu-

genden Elemente ist

(Ds D) (cs) = Cf)SﬂPsDz(CS) — sin g3 Da(c3) Dy ©Dy)(0) = —Dy(0) 0
sin 3 Da(c3)  cos s Da(c3) 0 Ds(0)

A. Wipf, Symmetrien in der Physik



11. Charaktere und Lemma von Schur 11.2. Das Lemma von Schur 165

Wir sehen, dass in der Tat
XDs@D, (€3) = 4 cos” o3 = 1 = xp, (c3)xD,(c3)
XD2®Do (U) = 0= xD,(0)xD, (U)

gelten. Wir finden deshalb folgende in Tabelle gelisteten Charakteren. Es geniigt, deren
Werte auf den drei Konjugationsklassen von D3 zu notieren.

Ds | Xpt | Xp2 | XD> | XDs | XD2@Ds

K. 1 1 2 | 3 4
Ke || 1 1 | -1 0 1
K, | 1 | -1]o0 1 0

Tabelle 11.1: Die Werte von 5 Charakteren auf den 3 Konjugationsklassen von Ds.

Da, wie wir frither sahen, die dreidimensionale Darstellung D3 in Dy @ D% zerfallt, ist auch
XD; = XD + Xp!- Wiére nun Dy ® Dy reduzibel, dann miisste es eine Summe der niedrig-
dimensionalen Darstellungen D}, D? und Dj sein. Die Summe der Dimensionen der dabei auftre-
tenden Darstellungen in der Zerlegung von Ds ® Do muss gleich 4 sein. Aus der Charaktertabelle

sehen wir, dass nur
Dy ® Dy = Dy @ Dt @ D? (11.4)

in Frage kommt. Dies ist auch die richtige Antwort. Um dies einzusehen, miissen wir noch etwas
mehr iiber den Zusammenhang zwischen Charakteren und Darstellungen wissen.

11.2 Das Lemma von Schur

Zur Vorbereitung des Schur’schen Lemma betrachten wir die Decktransformationen des in Abbil-
dung gezeigten Benzolrings CgHg. Die Ecken des ebenfalls skizzierten gleichseitigen 6-Ecks
reprasentieren die C-H des Benzolrings. Offenbar sind dessen Decktransformationen Elemente
der Diedergruppe Dg mit 12 Elementen. Die Drehung cg um 7/3 erzeugt die zyklische Unter-
gruppe Cg der Ordnung 6. Zusammen mit der Spiegelung o4 (siehe Abbildung) erzeugt sie die
nicht-Abelsche Diedergruppe mit 6 Konjugationsklasssen. Eine moglich Présentation ist

De = {q;,ad | cg = 02 = 04C604C6 = e} . (11.5)

Die Energie des Benzolrings kann nach HUCKEL durch die Summe von identischen Wechselwir-
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oy o4
e m
€1
C6
€3 & e
€4 €5
Abbildung 11.1: Benzolring und Erzeugende der Diedergruppe Dsg.
kungen zwischen benachbarten C-H modelliert werden und hat die Form
01 0001
101 00O
010100
H=-¢ (11.6)
001010
0 00101
10 00 10
?

Uberzeugen Sie sich davon, dass bis auf ein Vielfaches der Identitét, H proportional zur diskre-

tisierten zweiten Ableitung auf dem Kreisring ist.

Offensichtlich vertauscht H mit allen Decktransformationen des 6-Ecks. Um eine 6-dimensionale

Darstellung zu konstruieren, belegen wir die Eckpunkte 1,...,6 mit Vektoren ey, ..

., eg. Dann

dreht D(cg) den Vektor e; in den Vektor e;+1 (wobei e; = e; ist) und die Spiegelung D(oy)

vertauscht die Vektoren es und eg bzw. ez und e5 und ldsst die Vektoren e; und e4 unveréndert.
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Also ist
00 0 001 1 0 00 0O
1 00 0 0O 00 0 0 01
01 0 00O 00 O0O0O0T1FPO
D(c) = , Dg(og) = (11.7)
001 000 000100
000100 001 00O
00 0O0T1OPO0 01 0 00O

Die Spur jeder Permutationsmatrix ist gleich der Anzahl Fizelemente der Transformation.

Ausreduktion der 6-dimensionalen Darstellung von Dg

Der eindimensionale Unterraum V; aufgespannt durch
1S
— cos(2mk) e
o )

ist invariant unter allen Drehungen und Spiegelungen. Auf V; ist D die triviale Einsdarstellung
Di. Der dazu senkrechte Vektor

6
1
= — ) cos(rk) e
i

geht unter der Drehung cg iiber in
1 1<
o 76 Zcos(ﬂk‘) €rt1 = Zcos (rk —7m) e = —fo,
k=1

6 k=1

und unter der Spiegelung o4 in f5. Deshalb spannt f; einen weiteren invarianten eindimensionalen
Teilraum Vs auf, welcher eine Darstellung trégt, die ¢g in —1 und o4 in 1 abbildet.

6 6
1 2 1 2
= — cos | =km | e und = — sin| k7 | e
5 \/Eg (3 )k 7 ﬁ; (3 )’“

zwel weitere orthonormierte Basisvektoren. Dann gilt

Seien nun

o fy o cos(Com) fy 4 sinCom) fy L fav —sin(om) f o+ cos(om) i

Vs fi hH*mg)ﬁﬂM()h

2
oq:f3 > cos(=m 3

3

A. Wipf, Symmetrien in der Physik



11. Charaktere und Lemma von Schur 11.2. Das Lemma von Schur 168

Also spannen f3 und f; einen zweidimensionalen invarianten Unterraum V3 auf, der die Darstel-
lung

cos2w /3 —sin2w/3 cos2rw/3 —sin2nw/3
/ / und D%(O’d): / /

Dj(cs) =
sin27/3  cos2m/3 —sin27/3 —cos2m/3

tragt. Diese ist dquivalent zur Darstellung die man erhélt, wenn man die Elemente von Dg als
Decktransformationen eines gleichseitigen ebenen Sechsecks interpretiert.
Schlussendlich ergéanzen wir die vier Vektoren fi, ..., fi durch die zwei orthonormierten Vektoren
1 1 1 < 1
f5= 7 kZ:lcos(gknr) e, und fz= 7 ;sm(skﬂr) e .

Diese spannen einen weiteren 2-dimensionalen invarianten Unterraum )V, auf:
1 1 ! 1
ce :f5 — cos(gw) 5+ Sln(gﬂ')fﬁ Y sm(gw) 5+ COS(gﬂ')fG
1 1 1 1
oq:fs — — cos(gw) fs + sin(gﬂ)fg . for sin(gﬂ)]% + COS(gﬂ') fs - (11.8)
Der Unterraum V, tragt die Darstellung

cosm/3 —sinm/3 —cosm/3 sinm/3

D (cs) = und  D3(0q) =

(11.9)
sinm/3  cosm/3 sinm/3  cosm/3

Die beiden 2-dimensionalen Darstellungen sind indquivalent, da sie unterschiedliche Charaktere
haben,
Xpi(c3) =2cos2m/3=—-1 und xpz(cz) =2cosm/3=1.

Die Ausreduktion der 6-dimensionalen Darstellung D der Gruppe Dg ergibt

D=D!eD?¢ D)o D?. (11.10)

In der angepassten Orthonormalbasis {fi, . .., f¢} ist der Hamilton-Operator H in (11.6)) diagonal,

(11.11)

o o o o
o O O o O

o O = O O O

00
20
01
00
00
0 0

o O O o O
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Der Eigenvektor mit minimaler Energie ist die symmetrische Kombination fi o< ) e;. Beziiglich
der angepassten Basis ist der mit allen Darstellungsmatrizen vertauschende Hamilton-Operator
H automatisch diagonal. Dies ist kein Zufall und folgt aus dem fiir die Anwendung der Darstel-
lungstheorie wichtigen

Lemma 12 (von Schur) FEs seien D1, Dy zwei irreduzible Darstellungen einer Gruppe G in
Vektorraumen Vi und Vo der Dimensionen ni und no. Es sei weiterhin

H: Vl —> VQ
eine lineare Abbildung, so dass gilt
HD\(g) = Da(9)H,  Vged.

Dann ist entweder:
1. H =0 oder (im ausschlieffenden Sinn)

2. ny = no, H ist nicht singuldr und es gilt Do(g) = HD1(g)H ™! fiir alle g € G.

In der letzten Alternative sind die Darstellungen D und Dy zueinander dquivalent und H ist
die vermittelnde Koordinatentransformation. Die Situation im Lemma ist in Abbildung
skizziert.

Beweis: Es sei H(V;) C Vs das Bild von V; unter H. Nach Voraussetzung gilt:
DyH (V) =HDi(V1) CHO).

Also ist H(V1) C Vs ein invarianter Teilraum unter Dg. Nach Voraussetzung ist Dy irreduzibel
und es existieren nur die beiden Alternativen

1. Esist H(V1) = 0. Dies fiihrt zur ersten Behauptung des Lemmas.

2. Esist H(V;) = Vy. Dann ist H surjektiv. Wir fithren den Kern der Abbildung H ein. Nach
Voraussetzung gilt
HD;(Kern(H)) = DoH (Kern(H)) =0,

was bedeutet, dass der der Kern von H ein invarianter Teilraum der irreduziblen Darstel-
lung D; ist. Entweder ist Kern(H) = V; oder Kern(H) = 0. Den ersten Fall haben wir
schon abgehandelt und es verbleibt Kern(H) = 0. In diesem Fall ist H eine bijektive lineare
Abbildung. Damit gilt wegen der Voraussetzung des Lemmas:

HDi(g)H ™ = Dy(g), Vg e@G.

Man beachte, dass das Schur’sche Lemma fiir reelle und fiir komplexe Darstellungsraume gilt.
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H
_—
V1 V2
D1(g) Ds(g)
H
_—
Vi Vs

Abbildung 11.2: HD1(g) und Dy(g)H sollen dieselbe Abbildung sein.

11.2.1 Systeme mit invariantem Hamilton-Operator

Wir werden nun zwei fiir die Physik wichtige Schlussfolgerungen aus dem Lemma von Schur
ziehen.

Korollar 1 Es sei D eine irreduzible Darstellung auf einem Vektorraum V. Der lineare Operator
H wvertausche mit allen darstellenden Matrizen: HD(g) = D(g9)H, Yg € G. Dann ist H ein
Vielfaches der Identitit.

Beweis: Sei A ein Eigenwert von H (eine Nullstelle des charakteristischen Polynoms von H). Mit
H vertauscht auch H — A1 mit den D(g). Da det(H — A1) = 0 ist, kommt nur die 1. Alternative
im Schur’schen Lemma in Betracht: Also ist H — Al = 0 und damit H = AL.

Lemma 13 Jede irreduzible Darstellung einer Abel’schen Gruppe ist eindimensional.

Sei D = D(g) wieder eine beliebige, aber feste Matrix der Darstellung D. Fiir eine Abel’sche
Gruppe gilt aber D(g)D = DD(g) fiir alle g € G, so dass nach dem Korollar D = A1 ist.
Somit sind alle darstellenden Matrizen diagonal und nur eindimensionale Darstellungen kénnen

irreduzibel sein.
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Korollar 2 FEine Darstellung D aufV zerfalle in lauter irreduzible, paarweise indquivalente Dar-

stellungen,
D=D1®D2®--® D,.

Die lineare Abbildung H : V — V wvertausche mit allen D(g):
[H,D(g)] =0, Vgeg. (11.12)

Dann sind die zu den irreduziblen Darstellungen gehérenden invarianten Teilrdume Eigenrdume

von H.

Beweis fur r = 2 des Korollars: in einer angepassten Basis sind die D(g) blockdiagonal,

Di(g) 0

D(a) =
(9) 0 Dug)

In Anlehnung dazu schreiben wir H ebenfalls in Blockmatrix-Form

[Hi @
Q2 Hs
Nach Voraussetzung gilt
DiHy Di1Qu\ [HiD1 Q1D
DyQ2  DoHo Q2D1 H2Do

also insbesondere

[Dl(g),Hl] =0 und [DQ(Q),HQ] =0.

Nach dem vorherigen Korollar miissen damit H; und Hy auf den Darstellungsraumen V; und Vs
der irreduziblen Darstellungen D; und Ds proportional zur Identitdt sein:

H,=X1 auf V,, n=1,2.
Andererseits gilt

D1(g)Q1 = Q1D2(g9) und Da(g9)Q2 = Q2D1(g), Yg€G.

Da die beiden Darstellungen indquivalent sein sollen, kann nur die 1. Alternative des Schur’schen
Lemmas eintreten. Somit folgt ()1 = Q@2 = 0 und die beiden Darstellungsraume V; und Vs sind
Eigenrdume von H mit Eigenwerten A\; und As.
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11.3 Orthogonalitatsrelationen

Es seien D; und D3 irreduzible Darstellungen der Dimensionen n; und no und U eine lineare
Abbildung Vi +— V5. Wir betrachten nun folgende Matrix,

H =M (Ds(g)UD;*(9)) : Vi Vs. (11.13)

Unter der Mittelbildung von Matrizen ist das Mitteln der einzelnen Matrixelemente gemeint.

Weiter seien
Dy = Di(g) und Dy = D»(g),

fiir ein festgehaltenes Gruppenelement §. Wegen der Invarianz des Mittelwertes folgt:
HDy = M (D2()UDT (9)D1) = DaM (D3 Da(g)U Dy (9) D1 )
= DaM (D2(5™ ' 9)UDT (57"g)) = DaM (D2(9)UD7 ' (9)) -

Also haben wir
HD1(g) = D2(9)H, VgeG.

Dies gilt fiir alle Elemente g, so dass wir das Lemma von Schur anwenden diirfen:
1. Alternative: D1 und Ds sind nicht dquivalent.
In diesem Fall ist H = 0 und somit
D7, Dy indquivalent — M (Dg(g)UDfl(g)) =0.
Dies sind nj - no Beziehungen. Wahlen wir nun fiir U speziell diejenige Rechtecksmatrix, die nur

an der Stelle (p, q) eine 1 enthélt und sonst nur Nullen, dann folgt

Lemma 14 Sind Dy und Dy indquivalente und irreduzible Darstellungen, dann gilt

M (D2(9)ipD1(g™")gs) = 0. (11.14)

Jetzt wahlen wir noch p = ¢ und ¢ = j und summieren iiber 7 und j. Dann ergibt sich mit
SpD; 1= XD,

M (XD, xD2) = (XD1, XD,) = 0. (11.15)
Ist Dq,..., D, eine Liste aller moglichen irreduziblen Darstellungen und x, = xp, deren Cha-
rakteren, dann folgt:

Satz 48 Die Charakteren X, und xn von zwei indquivalenten irreduziblen Darstellungen Do,
und Dy, einer Gruppe mit Mittelbildung sind unitdr orthogonal beziiglich der Mittelbildung, d.h.

(Xm7 Xn) =0.
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2. Alternative: Die beiden n-dimensionalen Darstellungen D und D» sind dquivalent.

Nach Wahl eines angepassten Koordinatensystems ist D1 = Dy = D. Somit ist D(g)H = HD(g)
fiir alle § € G und nach obigem Korollar ist H = A1l. Die Konstante A folgt aus

SpH = Adim(D) = SpM (DUD™') = M (Sp (DUD ™)) = SpU,,

wobei wir von M(1) = 1 Gebrauch machten. Somit gilt

SpU
H=M(DUD™") = 1. 11.16
gt ( ) dim D ( )
Die Elemente der quadratische Matrix U sollen nun alle verschwinden, bis auf Uj, = 1. Fiir dieses

Matrix ist SpU = 0, und wir folgern:

Der Mittelwert des Produkts der Funktionen g — Dy;(g) und g — D, (g) auf der Gruppe

1st
1

M (Di;D,')

Setzen wir noch ¢ = j, p = ¢ und summieren iiber ¢ und p, dann fihrt dies zum

Satz 49 Der Charakter jeder irreduziblen Darstellung einer Gruppe mit invarianter Mittelbildung
hat die Norm 1 beziglich Mittelbildung, M(X*DXD) =1.

Deshalb sind die Charaktere der irreduziblen Darstellungen orthonormierte Elemente im
linearen Raum der komplexwertigen Klassenfunktionen mit Skalarprodukt

(Xms Xn) = Omn - (11.18)

11.3.1 Ausreduktion einer beliebigen Darstellung

Eine beliebige Darstellung einer Gruppe mit Mittelbildung kann als Summe von irreduziblen
Darstellungen geschrieben werden,

D=EcuDy, mit xplg) =cixi(g) +- -+ crxel(g). (11.19)

n=1

Aquivalente Darstellungen werden dabei identifiziert und 2D bedeutet zum Beispiel, dass die
irreduzible Darstellung Dy in der Zerlegung von D zweimal vorkommt. Nehmen wir das Ska-
larprodukt der letzten Summe mit dem Charakter x, einer irreduziblen Darstellung, dann folgt
mithilfe der Orthonormalitétsrelationen die wichtige
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Satz 50 (Ausreduktionsformel) Die irreduziblen Darstellung Dy, tritt in einer beliebigen Dar-
stellung D genau cp, = (Xn, XD)-mal auf.

Nun kénnen wir folgende interessante Schlussfolgerung ziehen:

Satz 51 Zwei beliebige Darstellungen einer Gruppe mit Mittelbildung sind genau dann dquiva-
lent, wenn sie dieselben Charaktere haben.

Sind zwei Darstellungen dquivalent, dann haben sie offensichtlich denselben Charakter. Die Um-
kehrung ist etwas schwieriger zu beweisen. Dazu brauchen wir das

Lemma 15 Aus den Spuren aller Matrizen einer Darstellung lassen sich die charakteristischen
Polynome dieser Matrizen berechnen.

Beweis: Seien \p,...,\q die Eigenwerte von D = D(g). Jeder Eigenwert sei so oft aufgefiihrt,
wie seine algebraische Vielfachheit betrégt. Das charakteristische Polynom von D lautet

detOAL = D) = A =A)A =) - (A= Ag) = 2 — s A7 o (—)sy, (11.20)
wobei die Koeffizienten die elementar-symmetrischen Polynome der Eigenwerte sind:
S1 :Z)\j, S92 :Z)\i)\j, S83 = Z )\i)\j)\IC)'"y Sd:)\l/\Z"')\d' (11.21)
oy ik

Anderseits sind mit D auch D? = D(g?),..., D% = D(g?%) darstellende Matrizen. Deren Spuren
sind durch folgende Potenzsummen gegeben:

op=SpDP =) . (11.22)

)

Mit Hilfe der Newton’schen Formeln kann man zeigen, dass jedes elementar-symmetrische
Polynom eindeutig als Polynom von Potenzsummen dargestellt werden kann. Zum Beispiel
gelten

s1 =01, 82 :a%—ag, 3320%—301024—203,...

Wir folgern: Haben zwei Darstellungen Dy und D> denselben Charakter, d.h. dieselben o0, dann
haben die darstellenden Matrizen D;(g) und Ds(g) identische charakteristische Polynome fiir
alle g € G und sind deshalb dhnlich. Somit sind D; und Dy dquivalente Darstellungen.
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11.4 Alle Darstellungen einer endlichen Gruppe

Wir wollen zuerst bestimmen, wie viele indquivalente irreduzible Darstellungen eine endliche
Gruppe hat. Da die Charakteren auf Konjugationsklassen konstant sind, kann es héchstens so
viele unabhéngige Charakteren geben wie die Gruppe Klassen hat. Wir werden sehen, dass die
Anzahl der indquivalenten irreduziblen Charakteren genau mit der Anzahl Konjugationsklassen

iibereinstimmt.

Wie findet man nun alle irreduziblen Darstellungen einer endlichen Gruppe? Wir erinnern daran,
dass die Darstellungsmatrizen R (g) der auf Seite[152]eingefiihrten reguliren Darstellung fiir g # e
auf der Diagonalen nur Nullen haben. Deshalb gilt fiir den Charakter der reguléren Darstellung

|G| fallsg=e

0 sonst.

Xreg(g) = SpR(g) = { (11'23>

Sei nun x,, der Charakter der beliebigen irreduziblen Darstellung. Wegen ((11.23)) ergibt die Aus-
reduktionsformel fiir die Vielfachheit c¢,, mit der D,, in der reguldren Darstellung R auftritt,

1 . 1,
cn = (Xn; Xreg) = @ Z Xn(9) - Xreg(g) = @ Xn(€) - Xreg(e) .
geG

Mit xn(e) = dim(Dy,) und xreg(e) = |G| ergibt sich der

Satz 52 (Burnside) Jede irreduzible Darstellung D,, kommt in der |G|-dimensionalen requldiren
Darstellung R genau dim(D,,) mal vor:
,

R = @dim(Dn)Dn, so dass |G| = Z(dim D,)%. (11.24)
n=1

n=1

Diese bedeutet insbesondere, dass jede irreduzible Darstellung einer endlichen Gruppe in der
reguldren Darstellung enthalten ist. Jede eindimensionale irreduzible Darstellung tritt dabei
einmal auf, jede zweidimensionale irreduzible Darstellung zweimal usw.

Die irreduziblen Darstellungen von Dg

Fiir Dg lautet die Beziehung (11.24)) wie folgt:

T T T
Ds|=12=) (dimD,)> =12 +1°+2>+ > (dimD,)* =6+ Y (dim D,)?,
n=1 n=4 n=4
wobei wir benutzten, dass Dg mindestens zwei eindimensionale und eine zweidimensionale
irreduzible Darstellung besitzt. Somit kann Dg neben diesen bekannten Darstellungen nur 6
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eindimensionale oder eine zweidimensionale und 2 eindimensionale irreduzible Darstellungen
haben. Wir werden bald zeigen, dass Letzteres der Fall ist.

11.4.1 Die Charakterenmatrix

Wir betrachten eine endliche Gruppe mit |G| Elementen und k£ Konjugationsklassen Ky, Ko, ..., K.
Als Klassenfunktion ist ein Charakter eine Funktion auf den Konjugationsklassen. Die Werte der
Charakteren irreduzibler Darstellungen auf den Konjugationsklassen sind die Eintrage der Cha-

rakterentabelle:
Klasse | K Ko ... |... K
X1 1 1]... ... 1
X2 XQ(Kl) XQ(KQ) XQ(Kk)
Xro | Xe () | X (BC2) | | oo | e (B)
Aus der Charakterentabelle konstruiert man die sogenannte Charakterenmatriz:
Klasse | K3 Ky v | | Ky
X1 h1-1 hg-l hk-l
X2 | hr-xe(K1) | ha-xe(K2) | oo | oon | i xa(KG)
Xr hl'XT(Kl) hQ'Xr(KQ) thr(Kk:)

Die auftretenden positiven Faktoren

|Ki>1/2
h; = 11.25
< Il (11.25)

enthalten die Anzahl Elemente |K;| der Konjugationsklasse K; und wurden so gewahlt, dass die

Zeilen der Charakterenmatriz unitar-orthogonal zueinander sind:

k k
* 1 *
D 0 X () - xn(KG) = Il D K| X (53) - Xn(Ki) = (Xims Xn) = G -
=1 =1

Daraus folgt, dass die Anzahl Zeilen kleiner gleich der Anzahl Komponenten der Vektoren sein
muss, oder dass die Anzahl der indquivalenten irreduziblen Darstellungen r kleiner gleich der
Anzahl der Aquivalenzklassen k sein muss.

Um einzusehen, dass r = k ist, multiplizieren wir (11.18)) mit x,,(¢) und summieren {iber m. Fiir
eine endliche Gruppe ist der Mittelwert das arithmetiche Mittel, so dass

3@ = 3 Xon (@) (i X) = ,é‘ S (@)X (9 9) - (11.26)

A. Wipf, Symmetrien in der Physik



11. Charaktere und Lemma von Schur 11.5. Darstellungen der S,, 177

Die Charakteren sind Klassenfunktionen und die Summe iiber die Gruppenelemente wird zu
einer Summe iiber die Konjugationsklassen K; der Gruppe. Mit g € K; folgt dann

2 <|61¥| 21K Xm(Ki)xZZL(Kj)> Xn(K5) = xn(K3) - (11.27)

K;

Daraus folgt unmittelbar die Orthogonalistatsrelation
T
> hixm (i) hyxi, (Kj) = 655, i j=1,... k. (11.28)
m=1

und wir folgern:

Die Spalten der Charakterenmatrix sind orthogonal zueinander und deshalb ist die Charak-
terenatrix unitar und quadratisch.

Daraus konnen wir eine Aussage iiber die Anzahl irreduzibler Darstellungen treffen:

Satz 53 FEs gibt genau so viele irreduzible Darstellungen einer endlichen Gruppe, wie es Konju-
gationsklassen gibt. Jede Klassenfunktion ist eine Linearkombination der orthonormierten Cha-

raktere.

Irreduzible Darstellungen von S; (Tetraedergruppe)

Die Gruppe S hat P(4) = 5 Konjugationsklassen und damit 5 irreduzible Darstellungen.

Wegen
5

Y (dimD,)* =24

n=1
gibt es neben der trivialen und alternierenden Darstellung noch eine zweidimensionale und
zwei dreidimensionale irreduzible Darstellungen: 12 + 12 4+ 22 4 33 + 32 = 24.

Die Gruppe Dg der Ordnung 12 hat 6 Konjugationsklassen. Deshalb hat sie vier eindimen-

sionale und zwei zweidimensionale irreduzible Darstellungen.

11.5 Irreduzible Darstellungen der symmetrischen Gruppen S,

Wir betrachten zuerst ein Beispiel. Es sei ej, e, ..., e, eine Basis eines n-dimensinalen Vektor-

raums. Eine Permutation m € S,, wirkt auf einen Vektor

v=oa1e1+ - +aye, (11.29)
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auf natiirliche Weise,

L(7T)’l) = Q1€q(1) + -+ Q2€r(n) (11.30)
so dass zum Beispiel fiir n = 4
0100 0010
1 0 00 01 00
(1,2)(3,4) — , (1,4,3) —> (11.31)
0 0 01 0 0 01
0010 1 0 00

Die Spuren dieser Matrizen sind gleich der bei der Permutation festgehaltenen Elemente, also
gleich der Anzahl v; der Zyklen mit Lénge 1 in der Zyklenzerlegung der Permutation, xr,(7) = v;.
Bezeichnet | K, | die Anzahl Elemente in der Konjugationsklasse zum Zyklus v, dann erhalten wir
die quadrierte Norm

1 1
(XL, xL) = mz K, |vi = ] ZP(MV)V% =2, (11.32)

worin die Anzahl Permutationen vom Typus v = (v4,...,1,) schon in (4.13) angegeben wurde.
Damit ist obige Darstellung nicht reduzibel. Sie enthélt zwei irreduzible Darstellungen. Der
eindimensionale Unterraum, aufgespannt von der Summe aller Basisvektoren

W =Span(e; + ey +--- + e,), (11.33)

ist offensichtlich invariant unter allen Permutation und tréigt die triviale Darstellung. Das Kom-
plement
Wt ={ajer + +aney|ar + -+ a, =0} (11.34)

tragt dann eine n — 1-dimensionale irreduzible Darstellung. S,, hat also neben der trivialen und
alternierenden Darstellung immer mindestens eine irreduzilbe Darstellung der Dimension n — 1.

11.5.1 Young-Diagramme und Young-Tableaux

Allgemein entspricht jeder irreduziblen Darstellung von S,, ein Young-Diagramm. Wir wollen
hier skizzieren wie das funktioniert. Dazu definieren wir eine Zerlegung von n,

)\1:I/1+V2—|—l/3—|—---—|-yn

Ay = e el 2 e R o 2
)\3: y3+..._|_l/n

= : (11.35)
Ap = Uy -

Gemaéf (4.8) summieren die A; zu n, do dass A = [Aq, ..., \,] eine Partition von n ist. Zu jeder der
P(n) Partitionen von n assoziieren wir ein Young-Diagramm Ty. Zum Beispiel hat die Partition
A =[4,2,2,1] von 9 das folgendes Diagramm T):
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Jedes Diagramm ist durch n Zellen bestimmt, die von oben nach unten und linksbiindig so
angeordnet sind, dass deren Anzahl in jeder neuen Zeile nicht zunimmt. Ein Young-Tableau
T von der Form )\ ist ein Young-Diagramm, dessen n Boxen mit einer den Zahlen 1,2,...,n,
zunéchst willkirlich, gefiillt sind. Zum Beispiel

716]5]

NEEE
[\

Die symmetrische Gruppe S,, wirkt auf die Menge der Tableaus der Form A. Diese Wirkung wird
benutzt um den Zeilen und Spalten eines Young-Tableau Operatoren zuzuordnen. Zuerst wird
der i'ten Zeile derjenige Operator S; zugeordnet, der die Summe der Permutation der Zellenin-
dizes enthélt. Danach werden die Zeilenoperatoren multipliziert und das Produkt S = 5157 - --
heifst Symmetrisierer. Man beachte, dass die .S; zu verschiedenen Zeilen kommutieren, da sie auf
verschiedene Mengen wirken. Ganz analog wird der k’ten Spalte ein Operator Aj zugeordnet,
der die gewichtete Summe der Permutationen der Spaltenindizes enhélt. Gerade Permuationen
werden mit 1 und ungerade mit —1 gewichtet. Das Produkt der Spaltenoperatoren A = A1 A, ...
heift Antisymmetrisierer. Schlussendlich konstruiert man den Young-Symmetrisierer

Y = AS. (11.36)

Die Behauptung ist, dass fiir jedes Tableau dieser Operator Y auf eine irreduzible Darstellung

von S, projiziert. Er erfiillt
Y. Y =FkY, (11.37)

mit einer von Null verschiedenen Konstante k. Die normierten Operatoren Y/k definieren dann

normierte Projektoren.

11.5.2 Irreduzible Darstellungen von S;

Wir betrachten die Gruppe S3 der Ordnung 6. Es existieren nur die drei Young-Diagramme

L) O
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Fiir das linke Diagramm gibt es 6 verschiedene Young Tableaus:

(1l2(3] [201[3] [3[2[1] [203]1] [1]3]2] [3[1]2]

Der Symmetrisierer ist die Summer iiber alle Permuationen und der Antisymmetrisierer ist die
Identitét. Entsprechend ist der Young-Symmetrisierer

Y =1+ (12) + (13) + (23) + (123) + (132). (11.38)

Der Young-Symmetrisierer muss nun auf alle Vektoren, die man durch das Lesen der Tableaus
erhilt, angewandt werden. Zum Beispiel ist (123)|zyz) = |zxy), weil die Permutation (123) den
erste Eintrag an die Stelle des zweiten Eintrags permutiert, den zweite Eintrag an die Stelle des
dritten Eintrags und den dritte Eintrag an die Stelle des ersten Eintrags. Also

Y|123) = |123) + |213) + |321) + [132) + |312) + |231) = |«)

Y'|213) = |213) + [123) + |231) + |312) + |132) + [321) = |«)

Y|321) = [321) + [312) + |123) + [231) + |132) + [213) = |ov) ,
und analog fiir die restlichen drei Vektoren. Da der Vektor |a) durch beliebige Permuationen

auf sich abgebildet wird, tragt der von ihm aufgespannte eindimensionale Teilraum die triviale
Darstellung. Fiir eine beliebige Permutation 7 gilt fiir den normierten Vektor |o/) = |a)/v/6

(|D(m)]a) =1. (11.39)

Nun betrachten wir das Diagramm rechts. Es gibt wieder sechs verschiedene Young Tableaus:

Der Symmetrisierer ist die Identitdt und der Antisymmetrisierer ist die gewichtete Summe der
Permutationen, gewichtet mit dem Signum der Permutation, also

Y =1 —(12) — (13) — (23) + (123) + (132).

Fiir alle Tableaus liefert der Young-Symmetrisierer bis auf ein Vorzeichen denselben Bildvektor,
zum Beispiel +++++++

Y[123) = |123) — |213) — |321) — [132) + |231) + |312) = +|3) (11.40)
Y|213) = |213) — |123) — |231) — |312) + |321) + |132) = —|3) (11.41)
Y[321) = |321) — |312) — |123) — |231) + |132) + |213) = —|3) (11.42)

und analog fiir die restlichen drei Vektoren. Man erhélt also einen von |3) aufgespannten eindi-
mensionalen invarianten Teilraum. Dieser tragt die alternierende Darstellung der Permutations-
gruppe: gerade Permutation werden zu einer Multiplikation mit 1 und ungerade Permutationen
zu einer Multiplikation mit —1.
1
B'|D(m)|B") = sign(w B = —
(B'|D(m)[67) (™), 18) 7

Zum Schluss betrachten wir das mittlere Young-Diagramm. Wieder gibt es sechs Young Tableaus

18) . (11.43)
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Th b T3 T} T5 Ts

112] [1][3] [2]1] [2[3] [3]2] [3]1]

Zu den 6 Tableaus gehdren nun im Allgemeinen verschiedene Symmetrisierer, Antisymmetrisier
und Young-Symmetrisierer. Den Young-Tableaus werden folgende Y; = Y (7;)) zugeordnet (wir
benutzen zum Beispiel (13)(12) = (123)):

Vi =SA=(1+(12))(1—-(13)) =1+ (12) — (13) — (132)
Yo =AS = (1-(12))(1+4 (13)) =1 + (13) — (12) — (132)
Y3 =AS = (1-(23)) (14 (12)) =1 + (12) — (23) — (132)
Yy =AS=(1-(12))(1+ (23)) =1+ (23) — (12) — (123)
Y5 =AS = (1-(13))(1+4(23)) =1 + (23) — (13) — (132)
Yo =AS = (1-(23))(1+ (13)) =1+ (13) — (23) — (123)
Es gilt dann
Y1|123) = [123) + [213) — [321) — |312) = |7)
Y1|132) = |132) + [231) — [312) — |321) = |6)
Y1|213) = [213) + [123) — [231) — |132) = |y) — |§)
Y1|231) = |231) + [132) — [213) — |123) = |§) — |7)
Y1|321) = [321) 4 [312) — [123) — [213) = —[v)
Y1|312) = |312) + [321) — [132) — [231) = —|6)
so dass |y) und |0) einen invarianten Teilraum aufspannen. Es ist
(12)]y) = [213) + [123) — [231) — [132) = [) — [0)
(12)]8) = |312) + |321) — [132) — |231) = —|§)
(123)|7) = [312) + |321) — |132) — |231) = —|0)
(123)]6) = |213) + |123) — |231) — |132) = |y) — |0)

Verschiedene Tableau kénnen gleiche Operatoren definieren. Die Zuordnung wird eindeutig, wenn
wir die Standard-Tableau einfithren. Ein Standard-Tableau ist eine Young-Tableau, bei dem die
Nummerierung der Zellen derart durchgefiihrt wird, dass in jeder Spalte von oben nach unten
und in jeder Zeile von links nach recht die Zahlen zunehmen. Zum Beispiel sind

1/2]3] 1[2]4] 1/3]4]
4] ) 3] , 2] . (11.44)
alle Standard-Tableau zum Young-Diagramm [3, 1]. Jeder Partition A = [A1,..., A, von n kénnen

wir nun einen Vektorraum F% der Dimension dy zuordnen mit den Standard-Tableau als Basis.
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Deren Anzahl ist durch die Hakenldngen gegeben. Ein Haken mit Ecke (i, j) hat ein Bein nach
rechts und ein Bein nach unten. Im gezeigten Diagramm

elr|r]
U

u (11.45)

hat die Ecke e ein Bein nach rechts, dessen Zellen mit r markiert sind und ein Bein nach unten,
dessen Zellen mit u markiert sind. Die Hakenlénge ist dann gleich der Anzahl Zellen in beiden
Beinen plus 1. Im Beispiel ist h1o = 2 4+ 2+ 1 = 5. Allgemeiner ist

hy=XNi—j+N;—i+1, (11.46)
wobei X7’ die Lange von Spalte j ist. Im folgenden Young-Diagramm sind die Hakenliangen
eingetragen

6/5]3]2]
4131
2|1 : (11.47)

Satz 54 (Frame-Robinson-Thrall Formel (Haken-Formel)) Es sei A eine Partition von
n. Dann ist die Anzahl der méglichen Standard-Young-Tableaus gleich

|
=" (11.48)

A
I j 73

Dies ist dann auch die Dimension der irreduziblen Dastellung zur Partition A von n.

Die Darstellung zur Partition A = [4, 3, 2] mit Young-Diagram entsprechend

9!

d* = i =
6-5-3-2-4-3.2

84.

11.5.3 Irreduzible Darstellungen von S,

Die Gruppe hat P(4) = 5 Konjugationsklassen und die Young-Diagramme der irreduziblen Dar-

stellungen (inklusive Hakenlédngen) sind

4
412]1] 32 2]
1]

Al | o, R0

Die Dimensionen dieser Darstellungen berechnet man mit (11.48)):

4 4! 5 4! 4 5 4!
4.-3.2 7 4.2 3.2.2 4.2 4-3-2

=1. (11.49)
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Um Rechenfehler zu vermeiden priifen wir das Theorem von Burnside,
12432 +22 432+ 12 =24 =41 =|S4]. (11.50)

Zu jeder Partition A existiert die konjugierte Partition \'. die zu dem an der Diagonalen ge-
spielten Young-Diagram gehort. Die Lange der ¢’ten Zeile von T) ist gleich der Lénge der ¢’ten
Spalte von T),. Die Diagramme (inklusive Hakenldngen) der zueinander konjugierten Partitionen
A=1[3,2,1,1] und X = [4,2,1] von n = 7 sind hier gezeigt:

3[1]

412[1]

‘r—t‘[\) [Ny fe))
—

‘.—lwcn
—

Die Young-Diagramme von konjugierten Partitionen haben identische Hakenlédngen h;;. Diese
werden mit ihren Zellen an der Diagonalen gespiegelt. In der Tat folgt aus (11.46|), dass

N
hi; = hj; . (11.51)
Daraus folgt unmittelbar, dass die Dimensionen der Darstellungen zu A und X\ gleich sind,
> =dv . (11.52)

Dies erklart, dass die Dimensionen vieler Darstellungen zweimal auftreten, siche ((11.49)).

11.6 Irreduzible Darstellungen von Liegruppen

Nach den Darstellungen von endlichen Gruppen betrachten wir nun Darstellungen von kontinu-
ierlichen Gruppen mit Mittelbildung. Im Mittelpunkt stehen dabei die Charakteren und deren
Vollstandigkeit im Raum der Klassenfunktionen. Letztere Eigenschaft ist Inhalt des wichtigen
Satzes von Peter und Weyl. Mehr noch, die Charakteren bilden ein vollstdndiges Orthonormal-
system im Raum der quadratintegrablen Klassenfunktionen. Wir beginnen mit der einfachsten
kompakten Liegruppe, ndmlich der Abelschen Gruppe U(1).

11.7 Charaktere von U(1) und Satz von Peter und Weyl

Fiir die Abelsche Gruppe U(1) bildet jedes Element eine Konjugationsklasse und deshalb sind alle
Funktionen auch Klassenfunktionen. Alle irreduziblen Darstellungen sind eindimensional und in

einer adaptierten Basis unitdr. Also hat jede irreduzible Darstellung die Form

D(em) = ") und 2T = JhO) () e R (11.53)
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Die Darstellungseigenschaft impliziert

eih(ﬁ1+’t92) _ eih(ﬁﬂ-‘rih(ﬁz)

Also ist h(?) eine lineare Funktion mit h(9+2m) = h(¥)+27n und die irreduziblen Darstellungen
haben die Form
D, : e Dn(ew) = el nei. (11.54)

Damit sind die Charaktere der unendlich vielen irreduziblen Darstellungen
Xn(9) = Sp Dy (&) = . (11.55)

Diese sind in der Tat unitér-orthogonal beziiglich der Mittelbildung,

* 1 —imdY _in
(Xm» xn) = M (XpuXn) = %/dﬁ eTimdein? — 5 (11.56)

wie es von der allgemeinen Theorie gefordert wird. Jede Klassenfunktion f(##), d.h. 2m-periodische
Funktion, kann nach der Theorie der Fourierreihen nach den Exponentialfunktionen ((11.55]) ent-
wickelt werden. Also haben wir genau dieselbe Situation wie fiir endliche Gruppen:

Jede Klassenfunktion f(1) ist eine Linearkombination der unitir-orthogonalen Charaktere,

F0) =Y eaxn®,  ea=om [ ™ FW) = (x, ). (11.57)

:27'('
n

Die Theorie der Fourier-Reihen ist also ein Spezialfall der Theorie der Charaktere. Die Voll-
standigkeit der Charakteren fiir endliche Gruppen und die Gruppe U(1) gilt ganz allgemein fiir
kontinuierliche Gruppen mit Mittelbildung. Es gilt ndmlich der folgende Satz:

Satz 55 (Satz von Peter und Weyl) Zu jeder kontinuierlichen Gruppe G mit Mittelbildung
existieren unendlich viele Charaktere, welche ein vollstindiges orthonormiertes Funktionensystem
von Klassenfunktionen auf G bilden.

11.8 Alle irreduzible Darstellungen von SU(2)

Im Gegensatz zur U(1) werden die nicht-trivialen irreduziblen Darstellungen der nicht-Abelschen
SU(2) nicht mehr eindimensional sein. Aber es gibt natiirlich immer die triviale Darstellung
U — 1. Der Charakter dieser eindimensionalen Darstellung D; und der zweidimensionalen defi-

nierenden Darstellung Do in (9.10]) sind

x1(U)=1 und xo(U) =2cos? = ¥ 4 71,
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Mit Hilfe der Integrale
2 1 2 . 2
dftyeq cos” ¥ = 1 dptreq cosd = 0, dptyeq = — sin“ 9 dd
T
findet man fiir die mit dem reduzierten Haarmaf (9.14) berechneten Skalarprodukte

(x1,x1) = (x2,x2) =1 und (x1,%x2) =0,

wie es nach der allgemeinen Theorie sein muss.

?

Uberlegen Sie sich, dass allgemeiner gilt

1 (2p)!

P (11.58)

/d,ured(ﬂ) cos? 9 =

Wir werden spéter sehen, dass dies die einzigen ein- und zweidimensionalen Darstellungen der
Gruppe SU(2) sind.

11.8.1 Die dreidimensionale Darstellung SO(3)

Um die néchste irreduzible Darstellung zu gewinnen, betrachten wir die 4-dimensionale Darstel-

lung
D=Dy®Dy mit xp(¥) = xa(?) - x2(9) = 4cos® . (11.59)

Offensichtlich ist
(leXD) =1 und (XQ)XD) = 07

so dass D die Einsdarstellung genau einmal enthélt. Also muss gelten
Dy @Dy = D1 & D3, x3(9) = xps = €™ +1+ e 2. (11.60)

Wegen (3, x3) = 1 ist D3 eine irreduzible Darstellung der Dimension x3(e) = 3.

Um einzusehen, dass es sich dabei um die Gruppe SO(3) der Drehungen im dreidimensionalen
Euklid’schne Raum handelt, schauen wir uns die Tensordarstellung Do ® Dy ndher an. Unter Do
gehen € C? und y € C? in Uz und Uy iiber, so dass gilt

T1Y1 a? ab ba b2 T1Y1
T —ab aa —bb ba T
W2 o f e w2 (11.61)
ToY1 —ba —-bb aa ab ToY1
ToY2 b2 —ba —ab a> ToY2
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Benutzt man anstelle von z;y; die anti-symmetrische Kombination bzw. die symmetrischen Kom-
binationen

1 1
Yoo = $($1y2 —xoy1) und  (Yi1,Y10,Y1-1) = (@191, \ﬁ(myz + oY1), T2Y2)

dann findet man fiir diese das folgende Transformationsverhalten

Yoo 1 0 0 0 Yoo
Y] 0 a® 2ab b2 Y
S ) V2 ) H (11.62)
Yio 0 —v2ab aa—bb +2ba Yio
Y11 0 v? —V/2ab @’ Y14

Der eindimensionale invariante Unterraum wird also von der antisymmetrischen Kombination
Yoo aufgespannt und der dreidimensionale von den symmetrischen Kombinationen Y7,,. Setzen
wir schlussendlich noch

1 1
(X1, X2, X3) = ((Yn -Yi),—=Yn+ Y1—1),Y10) , (11.63)

V2 V2
dann sieht die dreidimensionale Darstellung folgendermafsen aus
X+—(e,X)et+eANXsin2d—eA(eAX)cos20 = R(20,e) X, (11.64)
wobei ¥ der Winkel in der Parametrisierung (9.10)) und
sin v cos(m + )
e = | sinysin(r + ¢) (11.65)
cos Y

ein Einheitsvektor ist. Dies ist gerade eine Drehung von X um die Achse e mit Winkel 2¢. Die
Matrixelemente von R sind reell und deshalb kann R als Transformation auf R? angesehen wer-
den. Damit ist ¢ — R(U) € SO(3) eine irreduzible Darstellung von SU(2) durch 3-dimensionale
Drehungen im R3. Wegen R(U) = R(—U) ist R nicht treu.

11.8.2 Hoéherdimensionale Darstellungen

Ganz dhnlich kann man nun die Tensorprodukt-Darstellung D = D3 ® Dy mit Charakter
Xp=x3 X2 = e +2e 4277 4 75 =y, 4 xy

ausreduzieren. Offensichtlich enthélt D die Darstellung Do genau einmal. Wegen (x4, x4) = 1
zerfallt D3® Do in die irreduzible Darstellung Ds und eine 4-dimensionale irreduzible Darstellung
Dy.
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Ahnlich gewinnt man D,, mit n = 5,6, ... und findet folgende Formel fiir deren Charaktere:
i, sin nd
Xn=XD,= ., &= 5 mit n=1234... (11.66)
k=1-n,3—n,... S

Wegen x,,(e) = n hat die Darstellung D,, die Dimension dim D,, = n.

Die Charakteren bilden ein orthonormiertes System von Klassenfunktionen,

2 T
(Xms Xn) = / sinmd sinnd d¥ = §un ,
™ Jo

und gehoren somit zu irreduziblen und indquivalenten Darstellungen der quantenmechanischen
Drehgruppe SU(2). Es stellt sich nun die Frage, welche der Darstellungen D,, treu sind.

?

Uberzeugen Sie sich davon, das von allen n-dimensionalen unitdren Matrizen nur 1,, die Spur n
hat.

Eine Darstellung ist bekanntlich dann treu, wenn ihr Kern nur das Einselement enthélt. Fiir

SU(2) bedeutet dies
sin nY _
xn(U) = g = mit 9 € [0,7]. (11.67)
Fiir ¥ — 0 strebt der Charakter x,(?) gegen n (man benutze die Regel von 1'Hospital), so dass
erwartungsgeméf D, (1) = 1,, ist. Fiir ungerade n strebt der Charakter auch fiir ¥ — 7 gegen

n. Fiir diesen Wert von 9 ist U in (9.10) aber —15, so dass

D, (12) = Dy(—13) = 1,, fiir ungerade n. (11.68)

Die irreduziblen Darstellungen mit ungeradem n sind also nicht treu, wogegen diejenigen mit
geradem n treu sind.

Gemék dem Satz von PETER und WEYL kann jede Klassenfunktion f(¢) von SU(2) als Linear-
kombination der Charaktere der irreduziblen Darstellungen geschrieben werden,

F(0) = icnsinmﬁ‘

sin ¢
n=0

Cn = /dured(ﬁ)xn(ﬂ)f(ﬁ) _2 /sinﬁsin nd f(19)dv. (11.69)
7r
Das die Charaktere x;, ein vollstdndiges Funktionensystem auf
L2 ([07 7T], d:ured(ﬁ)>

bilden, kann auch anderweitig eingesehen werden. Dies zeigt a posteriori, dass wir alle irredu-
ziblen Darstellungen von SU(2) konstruiert haben.
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Man kann zeigen (siche Ubungen), dass fiir n > m folgende Ausreduktionsformel gilt:

Dy ® Dy, = Dnerfl D Dn+m73 2] Dn+mf5 oD anm+1 . (1170)

In der Quantenmechanik schreibt man fiir die Darstellungen und Charakteren von SU(2) oft D;
und x;, wobei j die Drehimpuls-Quantenzahl ist. Die Dimension der Darstellung D,, ist dann
n = 2j + 1. Die Drehimpuls-Quantenzahl j nimmt die halbganzen Werte 0,1/2,1,... an. Damit
lautet die Ausreduktionsformel wie folgt:

Dj ® D]/ f— D]+j/ @ D]'+j/*1 @ Dj+j/*2 @ ce @ D‘]_]ll . (1171)

Im Programm LiE wird eine irreduzible Darstellung durch den Vektor v mit dem hdochsten
Gewicht charakterisiert (mehr dazu spéter). Die Dimension der Darstellung wird dann durch
dim(v) abgefragt. Die Ausreduktion zweier irreduzibler Darstellungen mit Gewichtsvektoren v
und w erfadhrt man mit dem Aufruf tensor (v, w).

LiE

setdefault A1l

dim([1]) -> 2

dim([2]) -> 3

dim ([3]) -> 4

tensor ([1],[1]) -> 1X[0] +1X[2]
p_tensor (3,[1]) -> 2X[1] +1X[3]

Die zweitletzte Zeile ist gleichbedeutend mit Do® Do = D& D3 und die letzte mit Do® Do® Do =
2Dy + Dy.

11.9 Darstellungen von SU(3)

Eine unitare Matrix kann diagonalisiert werden und hat unimodulare Zahlen als Eigenwerte. Fiir
die Matrizen aus SU(n) muss deren Produkt gleich Eins sein. Deshalb ist jede SU(3)-Matrix
ahnlich zu einer diagonalen Matrix

U - 0 eiﬁz 0 (1172)

0 0 e i)

mit reellen Winkeln 97 und ¥5. Diese drei-dimensionale definierende Darstellung wird mit 3
bezeichnet. Ihr Charakter ist

X3(01,92) = ' 4 elP2 4 e i01H) (11.73)
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Die definierende Darstellung ist irreduzibel, da
X3x3 = 3+ 2cos(¥1 — ¥2) + 2 cos(201 + J2) + 2 cos(292 + V1) (11.74)

zu Eins integriert,
(03 35) = [ Apea(91.92) a0, 02) = 1. (1.7
Das hier auftretende reduzierte Haar-Maf von SU(3) hatten wir in (9.48)) bestimmt.

Die komplex konjugierte Darstellung U +— U* — sie wird mit 3 bezeichnet — ist nicht dquivalent
zur Darstellung 3, da x5 = x5 # X3 ist. Sie ist wegen |x3|? = |x3|> ebenfalls irreduzibel. Was
ergibt nun die Ausreduktion der 9-dimensionalen Tensorproduktdarstellung 3 x 3 mit Charakter

X33 = X3X3 ! Sie enthilt wegen

(X3w3, X1) = /d,ured sl =1 (11.76)

die triviale Darstellung einmal. Setzen wir 3®3 = 138, dann ist die achtdimensionale Darstellung
irreduzibel, da xg = x3g3 — x1 die Norm 1 hat

(xs,x8) = (x3,X3) — 2(x3, x3) + (x1,x1) = 1. (11.77)

?

Warum gilt die letzte Aussage? Versuchen Sie die Skalarprodukte in (11.77) zu berechnen.

Die Skalarprodukte (x4, x4") konnen mithilfe einer erzeugenden Funktion berechnet werden:

oo
"

/d,ured eUX3tuX3 — Z (x5, x3") Tl (11.78)
m,n=0
oo
2 3 1
=D, ! gl < a )) (wv)?(u® + v*)?
S e+ DHp+a+2)g! p
I ud + 03 n u?v? n 133 n 9lutv? n wv(ud 4+ v3)
=1+uv
6 2 72 2880 8
(11.79)

Den Beweis findet man in S. Uhlmann, R. Meinel und A. Wipf, Journal of Physics A40 (2007)
4367. Insbesondere folgt durch Vergleich der Koeffizienten von u?v? das fehlende erste Integral

auf der rechten Seite von ((11.77):
(X3, X3) = 2. (11.80)

Das Tensorprodukt
33=1®8 (11.81)
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fiihrt somit auf eine achtdimensionale irreduzible Darstellung. Es ist die adjungierte Darstellung
8.

Wir betrachten noch das Tensorprodukt 3 ® 3 mit dem Charakter x3. Vergleichen wir die Koef-
fizienten von 3 in (11.78) und (11.79), dann finden wir

(ng X3®3) = /d,ured X% =1, (1182)
was bedeutet, dass die irreduzible Darstellung 3 einmal in 3 ® 3 enthalten ist. Deshalb gilt
303=683=x6=X3— X5, (11.83)

mit einer 6-dimensionalen (wegen (xg,x6) = 1 irreduziblen) Darstellung. Im néchsten Schritt
folgt
333=0B®3)3=(603)8323)=(603)®8a1. (11.84)

Jetzt fehlt nach 6 ® 3 mit dem Charakter

X683 = X6X3 = X3 — X3X3 - (11.85)

Ohne expliziten Beweis notieren wir, dass diese Darstellung in zwei irreduzible Darstellungen
zerfallt, 6 ® 3 = 10 ® 8, so dass

303®3=1008®8d 1. (11.86)

Die Resultate und sind relevant fiir das Quarkmodell der Teilchenphysik. Quarks
transformieren nach der Darstellung 3 der Farbgruppe, sie treten in drei Farben auf. Koppelt man
ein Quark und ein Antiquark, dann kénnen diese einen Singlettzustand — dies sind die farblosen
Mesonen — bilden. Aus drei Quarks kann man ebenfalls farblose Singletts konstruieren, zum

Beispiel ein Proton oder ein Neutron, oder allgemeiner die Baryonen. Mithilfe des Programms
LiE:
LiE
setdefault A2
dim([0,0]) ->
dim([1,0]) ->
dim([0,1]) ->
dim([2,0]) ->
dim([0,2]) ->
dim([1,1]) -> 8
dim([3,0]) -> 10
tensor ([1,0],[0,1]) -> 1X[0,0] +1X[1,1]
p_tensor (3,[1,0]) -> 1X[0,0] +2X[1,1] +1X[3,0]

3D OO W W~

Der Aufruf in Zeile 9 fiihrt auf das Resultat (11.81)) und derjenige in Zeile 10 auf (11.86)).
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11.10 Anhang A: Charaktertafeln der Punktgruppen

Die Anzahl Elemente und Konjugationsklassen der eigentlichen und uneigentlichen Punktgrup-
pen wurden bereits auf den Seiten [83] und [8§ notiert. Wir erinnern hier an die Symmetrieopera-
tionen bzw. Symmetrie-Elemente der Punktgruppen:

Identitit £
Drehung ¢, um n—zéhlige Drehachsen
e ¢: Drehung um 27m/n
e hochstzéhlige Drehachse wird in z-Richtung gelegt

e ¢, c’: Drehachsen nicht in z-Richtung

s Co
Spiegelung o an einer Spiegelebene

e 0, : Spiegelebene enthélt hochstzahlige Achse

e 0}, : Spiegelebene senkrecht zur héchstzéhligen Achse

e 04 : Spiegelebenen halbieren Winkel zwischen zwei Drehachsen ¢
Inversion ¢

e Punktspiegelung am Inversionszentrum

Drehspiegelung s, an einer Drehspiegelachse

e s, Drehung um 27 /n und anschliefende Spiegelung an der Ebene senkrecht zur Dreh-
achse

® 5| =o0p, So =1.

Charaktere von C,,: Erzeugendes Element dieser Abel’schen Gruppe der Ordnung n ist ¢,. Sie
hat n Konjugationsklassen und ebenso viele irreduzible Darstellungen. Mit w, = ¢*™/" hat die
Charaktertafel von C, folgende Form:

Cn e Cy c2 c cnt
DY |1 1 1 . 1
D} 1wy w? w3 wnt

2 2 4 6 2n—2
Di 1wy W, w,, w;,

n—1 n—1 ,2n—2 | 3n—3 (n=1)(n—1)
DY 1wy Wy w;) . n
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Charaktere von C,;,:  Diese Abel’schen Gruppen sind fiir gerade n isomorph zu C, x {1, —1} und
fiir ungerade n zu C,, X {1, 0, }. Sie haben die erzeugenden Elemente ¢, und —1 beziehungsweise
¢n, und op,. Die Ordnung ist 2n, was gleich die Anzahl Konjugationsklassen und irreduzibler Dar-
stellungen ist. Ist n gerade, so hat C,, ein Inversionszentrum und fiir ungerades n ist die Gruppe
isomorph zur Gruppe S,,. Fiir ungerade n haben die Charaktertafeln die Gestalt, korrigieren, da
Doppelbezeichnung; nur fiir ungerade n gegeben, gerade n?

Cnh e  cCn c2 On OpCp onct
DY |1 1 T .1 1 1
D} 1wy w2 o] wn, w2
n—1 n—1 2n—2 n—1 2n—2
Df 1wy w;, O I Ly w;,
DY |1 1 | R N | -1
D} 1 wy w2 oo =1 —wy, —w?
D0 I e R T I

Charaktere von C,, = D,: Die nicht-Abelsche Punktgruppe C,,, ist isomorph zu C,, x {1,0,}

und hat die erzeugenden Elemente ¢, und o,. Die Ordnung ist 2n und die Anzahl Konjugations-

klassen ist 5 + 3 fiir gerade n und %"3 fiir ungerade n. Ist n gerade, so hat C,, ein Inversions-

zentrum. Zum Beispiel ist

D¢ | e 2¢6 2c3 co 3ch 3¢
Di 1 1 1 1 1
D? 1 1 1 -1 -1
D3} -1 1 -1 1 -1

Dy
Dj
D3

NN = = = =
\
—_
—_
\
—_
\
—_
—_
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Charaktere von 7: Die Gruppe hat 12 Elemente und 4 Klassen. Entsprechend gibt es drei
eindimensionale Darstellungen und eine dreidimensionale irreduzible Darstellung

T |e des 4¢3 3d,
D1t 1 1 1
D% 1 ws w% 1
D1 wi ws 1
Ds13 0 0 -1

Charaktere von O: Die Gruppe hat 24 Elemente und 5 Klassen. Entsprechend gibt es zwei
eindimensionale, eine zweidimensionale und zwei dreidimensionale irreduzible Darstellungen

O |e 6cg 3ca 8cz 66,
DHl1 1 1 1 1
D1 -1 1 1 -1
Dyl2 0 2 -1 0
D3 1 -1 0 -1
D33 -1 -1 0 1

Charaktere von ): Die Gruppe hat 60 Elemente und 5 Klassen. Es gibt eine eindimensionale,
zwei dreidimensionale, eine vierdimensionale und eine flinf-dimensionale Darstellung.

Y |e 12¢; 12¢2 20c3 15¢2
D1 1 1 1 1
D} |3 —2cosdn/5 2cos2n/5 0 -1
D2 |3 —2cos2n/5 2cosdn/5 0 -1
Dy | 4 ~1 ~1 1 0
D5 |5 0 0 -1 1

Fiir die entsprechenden Tafeln der restlichen Punktgruppen verweise ich auf die Literatur, z.B.
das Buch von WAGNER [2]]

11.11 Aufgaben zu Kapitel 11

Aufgabe 11.1: Die Spur ist invariant bei zyklischer Vertauschung
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Zeigen Sie, dass die Spur eines Produktes von n-dimensionalen Matrizen Aq,..., A sich bei
zyklischer Vertauschung der Matrizen nicht dndert, zum Beispiel

Sp(A1Ag -+ Ap_1A) = Sp (ARA1Ag - Ap_q) .

Was bedeutet dies fiir die Spur des Produkts von zwei oder drei Matrizen? Was folgt fiir die Spur
der zur Matrix A konjugierten Matrix U~ AU?

Aufgabe 11.2: Kommutierende Matrizen

Zeigen Sie, das zwei Matrizen genau dann simultan diagonalisiert werden konnen, wenn sie ver-
tauschen.

Hinweis: Zwei Matrizen sind simultan diagonalisierbar wenn sie mithilfe einer Konjugation mit
derselben Matrix diagonalisiert werden koénnen. Das simultan diagonalisierbar die Vertausch-
barkeit impliziert ist einfach zu zeigen. Um die Umkehrung zu beweisen, bringen Sie eine der
Matrizen mit einer Konjugation in Diagonalform

Aufgabe 11.3: Konjugationsklassen der kubischen Gruppe
Zeigen Sie, dass die kubische Gruppe folgende fiinf Konjugationsklassen enthélt:
1. die triviale Klasse mit dem Einselement e,

2. die Klasse Co mit den m-Drehungen um die Achsen, die gegeniiberliegende Oberflachen

verbinden,
3. die Klasse C3 mit den 27/3-Drehungen um die Raumdiagonalen im Kubus,
4. die Klasse C} mit den w-Drehungen um die Achsen, die gegeniiberliegende Seiten verbinden,

5. die Klasse C4 der +m/2-Drehungen um Achsen, die gegeniiberliegende Seiten verbinden.

Damit hat die Gruppe fiinf irreduzible Darstellungen. Was sind deren Dimensionen?

Aufgabe 11.4: Regulire Darstellungen von Sj3
Diese Gruppe hat bekanntlich 6 Elemente und ist isomorph zu Ds.

e Bestimmen Sie die regulidre Darstellung R von Ss, also die 6-dimensionalen Matrizen zu
den 6 Gruppenelementen.

e Zeigen Sie, dass die reguldre Darstellung die drei irreduziblen Darstellungen mit den er-
warteten Multiplizitdten enthélt.

Aufgabe 11.5: Irreduzible Darstellungen der Dodekaeder-Gruppe

Die eigentlichen Decktransformationen des Dodekaeders (keine Spiegelungen!) bilden eine der
Platon’schen Gruppen. Sie hat 60 Elemente und 5 Konjugationsklassen. Die Gruppe hat eine
eindimensionale, keine zwei-dimensionale und zwet drei-dimensionale irreduzible Darstellungen
(zwei dieser Darstellungen werden Sie kennen). Was sind die Dimensionen der noch fehlenden
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irreduziblen Darstellungen?

Aufgabe 11.6: Buckyball

Das Fulleren Cgy (oft buckyball genannt), sowie manche Quasikristalle, besitzen die Ikosaeder-
gruppe als Symmetriegruppe, V. Man bestimme die Charakterentafel und iiberzeuge sich davon,
dass die Formel aus dem Satz von Burnside zutrifft.

Der buckyball wurde zuerst 1985 an der Rice University hergestellt, Harold Kroto, Robert Curl
und Richard Smalley wurden dafiir 1996 mit dem Nobelpreis in Chemie ausgezeichnet.

Buckyball (entnommen aus Wikipedia).

Aufgabe 11.7: Irreduzible Darstellungen der SU(2)

e In der Vorlesung wurde

/ dptzea (V) (cos ) = % /OF dd(sin¥)?(cos ¥)* = 411017!((172?!1)!

zur Berechnung der Skalarprodukte von SU(2)-Charakteren benutzt. Man beweise diese
Integrationsformel.

e Man iiberzeuge sich davon, dass von allen N-dimensionalen unitdren Matrizen nur 1y die
Spur N hat.

Aufgabe 11.8: Tensorprodukt von SU(2)-Darstellungen

Es seien D,, with n = 1,2,3,... die irreduziblen Darstellungen von SU(2) der Dimension n. Es
sein nun m < n. Beweisen Sie die Ausreduktionsformel

Dm b2y Dn = Dm+n—1 @ Dm+n—3 oD Dm—n+1 .
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Hinweis: betrachten Sie die Charakteren x,, der D,, und erinnern sich daran, was die Ausreduktion
des Tensorprodukts fiir die die Charakteren bedeutet. Dabei mag es hilfreich sein, sich an

Xp(e) = ei(p—l)@ + ei(p_3)9 + ei(p—5)0 4+ .+ ei(l—p)0
Zu erinnern.

Aufgabe 11.9: Irreduzible Darstellungen von Gx G

Mit den Ergebnissen aus der Vorlesung kann man relativ leicht alle irreduziblen Darstellungen
von SO(4) aus denen von SU(2) konstruieren. Tatséchlich hat man dann auch alle irreduziblen
Darstellungen der Lorentzgruppe SO(1,3) konstruiert. Hier betrachten wir die Situation fiir eine
allgemeine Liegruppe mit invarianter Integration.

e Seien Dy und Ds zwei irreduzible Darstellungen von G. Zeigen Sie, dass D(g1,g92) =
D1(g1) ® D2(g2) eine irreduzible Darstellung von G x G ist.
e Was sind die irreduziblen Darstellungen von SU(2)xSU(2) 7

e Was sind die irreduziblen Darstellungen von SU(2)xSU(2)/Zy ?
Hinweis: Zwei Paare in SU(2)xSU(2), welche identifiziert werden, miissen in dasselbe
D(g1,g2) abgebildet werden.
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12 Theorie der Lie-Algebren

Im Laufe der Zeit wird es immer klarer, dass die Regeln, die die Mathematiker inter-
essant finden, dieselben sind, die die Natur gewdhlt hat.
P.A.M. DirAC

Dieses Kapitel fiihrt in die Theorie der weit verbreiteten Lie-Algebren ein. Ein bekanntes Beispiel
einer Lie-Algebra ist der Vektorraum R3 mit dem Vektorprodukt als Multiplikation. Das Produkt
ist bilinear und antisymmetrisch,

aN(Bb+vyc)=PaANb+yaNnc und aNb=—-bAa (B,v€R) (12.1)
und erfiillt die Jacobi-Identitét
(anb)ANec+(bAe)ANa+(cAha)Ab=0. (12.2)

Lie-Algebren sind bereits in der klassischen Mechanik anzutreffen: die Poisson-Klammer in der
Hamilton’schen Mechanik versieht den linearen Raum der C°°-Funktionen I' — R auf einem
Phasenraum I' mit der Struktur einer Lie-Algebra (sogar einer Poisson-Algebra). Fiir C°°-
Funktionen f, g und h gelten

Bilinearitat: {f, 89 +~vh} = B{f, 9} +{f. h}
Antisymmetrie: {f,g} = —{g, f} (12.3)
Jacobi-dentitit: 0= {f, {g,h}} + {9, {h, F}} + (b {s9}}

Lie-Algebren treten in der Physik meistens als infinitesimale Symmetrieoperationen auf. Ein be-
kanntes Beispiel sind die infinitesimalen Drehungen im Raum, also die Komponenten des Drehim-
pulses. In der klassischen Mechanik bilden diese eine Lie-Algebra beziiglich der Poisson-Klammer
und in der Quantenmechanik beziiglich des Kommutators von Operatoren,

[LZ', LJ] = iheijkLk . (124)

Bekanntlich ist die Darstellungstheorie der Drehimpulsoperatoren von grofter Bedeutung fiir die
Klassifikation von Zustdnden und die Auswahlregeln in Atom- und Molekilphysik. Allgemeiner
konnen mit Hilfe der Theorie von Lie-Algebren und deren Darstellungen strukturelle Einsichten
in eine physikalischen Theorie gewonnen werden ohne die zugrunde liegende (oft auch komplexe)
Dynamik zu verstehen oder zu I6sen.

197
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12.1 Lie-Algebren

Die Eigenschaften einer Lie-Algebra sind diejenigen des Vektorprodukts auf R nachempfunden.
Allgemein wird eine Lie-Algebra wie folgt definiert:

Definition 43 (Lie-Algebra) FEine Lie-Algebra ist ein IK-Vektorraum g, versehen mit einer
bilinearen Abbildung (Lie-Klammer, Lie-Produkt)

[, ]:exg—0 (12.5)
mit folgenden FEigenschaften:
e sie ist antisymmetrisch: [(X,Y]=—[Y, X] firalle X,Y €g
o sie erfillt die Jacobi-Identitit:  [X,[Y, Z]|+[Z, [ X, Y]]+ [Y,[Z, X]] = 0 fir alle XY, Z €

g.

Fithren wir eine Basis X7, ..., X, im n-dimensionalen Vektorraum g ein, dann ist der Kom-

mutator zweier Basiselemente eine Linearkombination der Basiselemente,
(X3, X;) = f55 X . (12.6)

Die n? reellen Entwicklungskoeffizienten fikj heifsen Strukturkonstanten der Lie-Algebra.

Der Rang einer Lie-Algebra ist gleich der maximalen Anzahl kommutierender Basiselemente.
Wenn das Lie-Produkt fiir jedes Paar von Elementen X, Y einer Lie-Algebra verschwindet, dann
heifst diese Abel’sch. Alle Strukturkonstanten einer Abel’schen Lie-Algebra verschwinden und ihr
Rang ist dim(g), also maximal.

Lie-Algebra gl(n,K)

Diese Algebra enthélt alle n x n-Matrizen mit Elementen in K und ist versehen mit dem
Lie-Produkt
(X, Y]=XY -YX. (12.7)

Es ist eine Lie-Algebra, da die Jacobi-Identitdt automatisch erfiillt ist

XYZ-XZY -YZX + ZYX
+ZXY - ZYX - XYZ+YXZ (12.8)
YYZX -YXZ—-ZXY +XZY =0.

Aus den Eigenschaften des Lie-Produkts kann man entsprechende Eigenschaften der Struktur-
konstanten ablesen. So folgt aus der Antisymmetrie des Produkts die Antisymmetrie der Struk-
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turkonstanten in den unteren Indizes,
£==f i,j,k=1,...,dim(g). (12.9)
Aus der Jacobi-Identitét fiir die Basiselemente erhilt man
(X, [ X5, Xe]] +2ykl. = 0 = fi f5 + f1fL + f,5 = 0. (12.10)

Die Strukturkonstanten legen die Lie-Produkte der Basiselemente fest. Wegen der Bilinearitét des
Produkts sind dann die Lie-Produkte fiir alle Paare von Elementen in g bestimmt. Zu jedem Satz

von n3 Konstanten z-’;-, die die Forderungen 1) und (|12.10)) erfiillen, gehort eine Lie-Algebra
mit genau diesen Konstanten als Strukturkonstanten.

12.2 Lie-Unteralgebren

Viele Lie-Algebren sind Lie-Unteralgebren von bekannten Lie-Algebren. Eine Lie-Unteralgebra
einer Lie-Algebra ist wie folgt definiert:

Definition 44 (Lie-Unteralgebra) FEine Lie-Unteralgebra einer Lie-Algebra g ist ein linearer
Teilraum b C g, der abgeschlossen unter der Lie-Klammer ist. Das heifst fir alle X,Y € b gilt
[X,Y] €b.

Eine Lie-Unteralgebra ist selbst eine Lie-Algebra da [h, h] C b gilt und die Jacobi-Identitit von
g geerbt wird. Es existieren immer die trivialen Lie-Unteralgebren h = () und h = g. Ist b keine
dieser beiden trivialen Lie-Unteralgebren, so heifit sie eigentliche bzw. echte Lie-Unteralgebra.

Sind b; zwei Lie-Unteralgebren, dann ist auch die Menge
[f)l, bg] = span{[Hl, HQ] |Hz S f)l} (12.11)

eine Lie-Unteralgebra, wobei span{ M} die lineare Hiille von M C g ist. Insbesondere nennt man

g=[g.0Cg (12.12)

die von g abgeleitete Lie-Algebra. Fiir eine Abel’sche Lie-Algebra ist g’ = ().

Die von gl(n,K) abgeleitete Lie-Algebra sl(n,K)

Mit sl(n, K) bezeichnet man die Lie-Unteralgebra von gl(n, K) der Matrizen mit Spur 0. Fiir
zwei beliebige Matrizen X, Y ist Sp[X,Y] = 0, und es gilt

gl'(n,K) = [gl(n, K), gl(n, K)] = sl(n, K).
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12.2.1 Invariante Lie-Unteralgebren (ldeale)

Es gibt eine fiir die Klassifikation von Lie-Algebren wichtige Unterklasse von Lie-Unteralgebren
die unter der Wirkung von g invariant sind. Diese invarianten Lie-Unteralgebren, auch Ideale

genannt, entsprechen in gewissen Sinne den Normalteilern von Lie-Gruppen:

Definition 45 (Ideal) Eine Lie-Unteralgebra T C g heifst invariante Lie-Unteralgebra (Ideal)
von g, wenn
[Z,9] CT. (12.13)

So ist die abgeleitete Lie-Algebra g’ einer Lie-Algebra g wegen [¢/, g] C [g, g] = ¢’ immer ein Ideal
in g. Speziell ist sl(n, K) ein Ideal in der Lie-Algebra gl(n, K).

Aus zwei Idealen 7;, 75 einer Lie-Algebra g kann man auf verschiedene Arten weitere Ideale
gewinnen (siche Aufgabe [12.5)):

Der Durchschnitt zweier Ideale Z; N Zy, ihre Summe 77 + Zy = {X; + X2 | X; € Z;} und ihr
Produkt [Z;,Zs] = span{[X1, X2] | X; € Z;} sind ebenfalls Ideale in g.

?

Beweisen Sie diese Eigenschaften. Bei der Letzten werden Sie die Jacobi-Identitdt benotigen.

12.2.2 Einfache und Halbeinfache Lie-Algebren

Analog zur Klassifizierung von Gruppen mit Hilfe ihrer Normalteiler kann man auch zwei Arten
von Lie-Algebren unterscheiden:

Definition 46 (Einfache Lie-Algebren) Fine Lie-Algebra heifit einfach, wenn sie nicht-Abel -
sch ist und kein (nicht-triviales) Ideal hat. Sie heifst halbeinfach, wenn {0} ihr einziges Abel’sches
Ideal ist.

Eine halbeinfache Lie-Algebra kann also nur nicht-Abel’sche Ideale besitzen. Jede einfache
Lie-Algebra ist auch halb-einfach und jede Abel’sche Lie-Algebra ist weder einfach noch
halb-einfach.

Ahnlich wie fiir eine Gruppe mit Normalteilern kann man fiir eine Lie-Algebra mit Idealen fiir
jedes Ideal Z in g den Quotientenraum g/T definieren. Seine Elemente sind die Aquivalenzklassen

zur Relation
X~Y = X-YelcCg. (12.14)
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Ein Reprasentant X definiert die Klasse X + Z. Die Klassen definieren einen linearen Raum mit
der Klasse Z als Nullvektor. Der Kommutator ist unabhéngig vom Représentanten, da Z ein
Ideal ist,

X -XeI=[X-X,Y]eI~O0.

Lemma 16 Fiir jedes Ideal T C g definiert der Quotientenraum g/Z eine Lie-Algebra.

12.2.3 Zentrum, Zentralisatoren und Normalisatoren

Das Zentrum 3 von g enthélt diejenigen Elemente, die mit allen Elementen der Lie-Algebra

vertauschen,

3:={Z¢cgl||Z 9] =0}. (12.15)
Offenbar ist fiir eine Abel’sche Lie-Algebra 3 = g.

?

Uberzeugen Sie sich davon, dass das Zentrum 3 ein Ideal von g ist.

Schlussendlich betrachten wir zwei weitere Klassen von Unteralgebren.

e Der Zentralisator einer Teilmenge m C g enhélt alle Elemente in g, deren Lie-Produkt mit

allen Elementen aus m verschwindet,
3g(m) = {X € g[[X,m] =0}. (12.16)

Diese Menge bildet eine linearen Raum und mit der Jacobi-Identitdt beweist man, dass
sie beziiglich dem Lie-Produkt abgeschlossen ist. Somit ist 34(m) eine Lie-Unteralgebra.
Insbesondere ist der Zentralisator der ganzen Lie-Algebra gleich dem Zentrum der Lie-

Algebra, 34(9) = 3.
e Der Normalisator einer Lie-Unteralgebra ) C g ist definiert durch
ng(h) = {X € g|[X,b] Cb}. (12.17)
Er ist ein linearer Teilraum und fiir zwei Vektoren X1, Xo € ng(h) ist wegen
[X1, Xa],b] = [X1, [Xo, b]] — [Xo, [X1,0]] C B

auch deren Lie-Produkt im Normalisator. ng(h) ist die grofte Lie-Unteralgebra von g, die
die Unteralgebra h als Ideal enthélt. Ist § ein Ideal, dann ist sein Normalisator gleich g.
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12.3 Homomorphismen und Adjungierte Darstellung

Die gerade eingefiihrten Lie-Unteralgebren einer Lie-Algebra stehen in enger Verbindung zu Ho-
momorphismen der Lie-Algebra.

Definition 47 FEin Homomorphismus ¢ : g1 — go von Lie-Algebren ist eine strukurerhaltende
lineare Abbildung, d.h. es gilt

P(aX +BY) = ad(X) + Bo(Y) und [(X),o(Y)] = ¢ ([X,Y]) . (12.18)

Links steht das Lie-Produkt in go und rechts dasjenige in g;.

Die Zusammensetzung zweier Lie-Algebra-Homomorphismen ist wieder ein Lie-Algebra Homo-
morphismus. Es gilt das einfach zu beweisende

Lemma 17 FEs sei ¢ : g1 — go ein Lie-Algebra-Homomorphismus. Dann ist der Kern von ¢
ewne Lie-Unteralgebra von g1 und das Bild von ¢ eine Lie-Unteralgebra von gs.

Der Kern einer linearen Abbildung ist ein linearer Unterraum von g;. Er bildet auch eine Un-
teralgebra, da wegen der Homomorphismuseigenschaft mit X,Y auch [X,Y] im Kern von ¢
liegt.

?

Uberzeugen Sie sich davon, dass auch das Bild von ¢ eine Lie-Unteralgebra in go ist.

Bekanntlich definiert der Kern jedes Lie-Gruppen-Homomorphismus einen Normalteiler. Ahnli-
ches gilt auch fiir den Kern eines Lie-Algebra-Homomorphismus:

Lemma 18 Der Kern jedes Lie-Algebra-Homomorphismus ¢ ist ein Ideal von g;

Die Aussage folgt unmittelbar aus

o([Kern(6), g1]) = [6 (Kern(6)) , #(g1)] = 0 = [Kern(9), 1] C Kern(g). (12.19)

Es sei nun V ein n-dimensionaler Vektorraum und L(V) die Menge der linearen Abbildungen
Y — V. Diese Menge definiert eine Lie-Algebra mit dem Kommutator zweier linearer Abbildungen
als Lie-Produkt. Eine Lie-Algebra-Darstellung auf einem Vektorraum V ist wie folgt definiert:

Definition 48 (Darstellung einer Lie-Algebra) Eine Darstellung einer Lie-Algebra g ist ein
Lie-Algebra-Homomorphismus

p:9g—~LYV), X ¢X).

Eine Darstellung ist somit ein spezieller Lie-Algebra-Homomorphismus.
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12.3.1 Adjungierte Darstellung

Eine immer vorhandene Darstellung ist die adjungierte Darstellung. Sie ordnet einem Element
in g eine lineare Abbildung g — g zu:

ad: g L(g), Xwady, adyY =[X,Y]. (12.20)
Mit der Jacobi-Identitét zeigt man [ady,ady](Z) = adx y|(Z), so dass gilt:

Die Abbildung X — ady ist ein Lie-Algebra Homomorphismus g — L(g).

Adjungierte Darstellung der Lie-Algebra su(2)
Diese Lie-Algebra ist der lineare Raum der zweidimensionalen anti-hermiteschen spurlosen
Matrizen. Als Basis wéhlen wir
_i _1 ! (12.21)
TL=501, T2 =503, T3= 503 :
Aufgrund der Relationen [7;, 7;] = —¢€;k Tk sind die den Basisvektoren 7; zugeordneten Ma-
trizen
0 0 O 0 0 —1 0 1 0
ad, =10 0 1|, adp,=|0 0 0|, ady=|—-1 0 0] . (12.22)
0 -1 0 1 0 O 0 0 0
Sie haben dieselben Vertauschungsrelationen wie die Basisvektoren, [ad,,, ade] = —¢jkads, .

Der Kern der adjungierten Darstellung einer Lie-Algebra ist gleich dem Zentrum der Lie-Algebra,

Kern(ad) ={Z € g|[Z,9] =0} =3. (12.23)

Daraus folgt dann sofort die wichtige Eigenschaft

Lemma 19 Das Bild ad(g) ist isomorph zu g/3. Fir 3 =0 ist ad(g) = g.

12.4 Invariante Killing-Form

In diesem Abschnitt fiihren wir die bilineare und ad-invariante Killing-Form ein. Fiir halbeinfache
Lie-Algebren ist sie nicht entartet. Die Killing-Form wird mithilfe der adjungierten Darstellung
definiert.
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Definition 49 (Killing-Form) Die Killing-Form einer Lie-Algebra ist gegeben durch

K(X,Y) = Sp(adxady) . (12.24)
Lemma 20 Die Killing-Form ist symmetrisch, K(X,Y) = K(Y, X), bilinear und ad-invariant,

K(adzX,Y)+ K(X,adzY) = 0. (12.25)

Beweis: Die erste Eigenschaft folgt aus der Invarianz der Spur unter zyklischer Vertauschung der
Argumente und die zweite aus der Linearitdt von X — adyx. Die ad-Invarianz beweist man wie
folgt:

K (adzX,Y) = K([Z,X],Y) = Sp (ad|z xjady ) = Sp ([adz, adx]ady)
= Sp (adX [ady, adz]) = Sp (adxad[xz]) = *K(X, adZY) . (12.26)

Lemma 21 Fine wichtige Folgerung aus der Invarianz ist, dass das orthogonale Kom-
plement eines Ideals T C g, gegeben durch T+ = {Y € g| K(Y,T) = 0}, ebenfalls ein Ideal in g
15t.

Beweis: Es sei X € g beliebig und Y € Z+. Wir wollen beweisen, dass dann [X,Y] in T ist.
Tatséchlich gilt
K([X,Y],I) = K(adxY,Z) = —K(Y,adxZ) =0, (12.27)

weil adyZ = [X,Z] C T ist. Damit ist mit Z auch Z+ Ideal. Insbesondere ist g* C g ein Ideal.

Lemma 22 Ist T ein Ideal in g und sind X,Y € Z, dann st
K (X,Y)=Kz(X,)Y), X, YeTl, (12.28)

wobei Ky und Kz die Killing-Formen der Lie-Algebren g und Z C g sind.

Beweis: Wir wahlen eine angepasste Basis, beginnend mit den Elementen von Z und erganzt zu
einer Basis von g. Fiir X,Y € 7 hat die lineare Abbildung adxady die Blockform

adxady = , X YeT,
0O ... 00 ... 0
0 0 0 0
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und deshalb ist Sp, (adxady) = Spz (adxady ).

Nun wollen wir die Frage beantworten, fiir welche g die Killing-Form ausgeartet ist. Bekanntlich
besitzt eine nicht-halbeinfache Lie-Algebra ein Abel’sches Ideal A C g. Fiir jedes X € g ist
adx(A) C A, so dass fiir jedes A € A gilt adgadx (A) = 0. Weiterhin gilt natiirlich adsadx (g) C
A. In einer angepassten Basis, beginnend mit den Elementen von A ergédnzt zu einer Basis von
g ist adgadx eine obere Dreiecksmatrix,

0 0 = *
0O ... 0 % ... =x
adgadx = , Ac A Xeg.
O ... 00 ... 0
0 00 0

Wir folgern K(A,g) = 0 wenn g ein nicht-triviales Abel’sches Ideal besitzt. Somit ist die
Killing-Form einer nicht halbeinfachen Lie-Algebra ausgeartet.

Lie-Algebra der Streckungen und Translationen in R* in Abschnitt

Als Basis dieser nicht-kompakten zwei-dimensionalen Lie-Algebra wéahlen wir

1 0 0 1 ) 0 0 0 0
T = . Ty = mit ad, = , ad, =

0 0 0 0 0 1 -1 0
Die Killing-Form ist ausgeartet, da wegen
K(Tl,Tl):l, K(Tl,TQ):O, K(TQ,TQ):O

fiir alle X in der Lie-Algebra K (X, 72) verschwindet.

Umgekehrt, sei nun g halbeinfach. Wir mdchten beweisen, dass dann die Killing-Form nicht
ausgeartet ist. Dazu betrachten wir das Ideal g- C g. Wegen (12.28)) gilt dann fiir beliebige
XY Zeg

da [Y, Z] in gt liegt. Nach einem Kriterium von Cartan ist damit adgt C L(g) auflésbar. Der
Kern der Abbildung gt — adg™ ist gleich dem Zentrum von g, und deshalb ist mit adg’ auch
das Ideal g+ auflosbar. Eine halbeinfache Lie-Algebra hat aber keine nicht-trivialen auflosbaren
Ideale. Also muss fiir jede halbeinfache Lie-Algebra g~ = {0} sein. Dies beweist die Aquivalenz
von 1. und 2. in folgendem
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Satz 56 FEs sei g eine endlich-dimensionale Lie-Algebra. Dann sind folgende Aussagen dquiva-
lent

1. g ist halbeinfach,
2. Die Killing-Form von g ist nicht entartet,

3. g=9g1D D gm mit einfachen Idealen g;. Diese Zerlequng ist eindeutig und die einzigen
Ideale von g sind direkte Summen von gg.

Um die dritte Aussage zu beweisen betrachtet man ein Ideal Z C g mit der kleinsten positiven
Dimension. Ist 7 = g dann ist g einfach und es gibt nichts zu beweisen. Andernfalls bemerkt
man, dass die Einschrinkung der Killing-Form auf das Ideal ZNZ" verschwindet, so dass ZNZ+
auflsbar ist. Fiir ein halbeinfaches g muss dann ZNZ+ = {0} sein. Da dimZ + dimZ+ = dim g
ist, folgt nun Z @ Z+ = g. Induktiv beweist man nun die dritte Aussage im Satz.

12.4.1 Matrixelemente der Killing-Form

Die Killing-Form K auf einer Basis von g definiert die metrischen Koeffizienten ¢;; = —K(X;, Xj).
Wegen
adx; Xp = f](-leq und  ady;adx; X), = Z»’(’Jf](-ler

entspricht der linearen Abbildung adx,adx; die Matrix > q fig ]qp, so dass
g7 = —Sp(adx,adx,) = = > _ [0 1. (12.30)
X

Wir kénnen die Matrix (g;;) benutzen um Indizes zu senken. Die Strukturkonstanten mit unteren
Indizes

fijie = 1590k (12.31)

sind vollstdndig antisymmetrisch in ¢, 7 und k. Beim Beweis benutzt man in
KX X;], Xp) = f2K (X, Xp) = — i
die Invarianz der Killing-Form sowie adxY = —ady X und erhalt
K(adxY,Z) = K(adyZ,X) = K(adz X,Y).

Somit definiert die Killing-Form fiir halbeinfache Lie-Algebren ein invariantes inneres Produkt.

Die Lie-Algebra sl(2,R)
Diese Lie-Algebra enthélt die zweidimensionalen reellen und spurlosen Matrizen. Eine Basis
ist 1

X1 = <01, X2 = — 09, X3 = 50’3 . (1232)
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Die Kommutatoren adx, X; = [X;, X;] der Basiselemente sind
aXmXg = X3, adX3X1 = —XQ, adX2X3 = Xl .

Den Basiselementen werden folgende Matrizen zugeordnet,

0 00 0 01 0 -1 0
adx, = [0 0 1|, adx, = 0 0 Of, adxs=|-1 0 O
010 -1 0 0 0 0 0

Die indefinite Metrik (g;;) = diag(—2,2, —2) ist nicht entartet und damit ist sl(2,R) einfach.

Wir werden spéter zeigen, dass die Killing-Form einer zu einer halbeinfachen kompakten Lie-
Gruppe gehorenden Lie-Algebra negativ definit ist. Dann ist (g;;) eine positiv definite und ad-
invariante Metrik.

Lie-Algebren mit negativ definiter Killing-Form nennt man deshalb kompakte Lie-Algebren.

Heisenberg-Algebra, auflosbare Ideale und halbeinfache Lie-Algebren, siehe Folien

12.5 Aufgaben zu Kapitel 12

Aufgabe 12.1: Formel von Baker, Campbell und Hausdorff

Nehmen Sie an, zwei Matrizen (Operatoren) A, B erfiillen die Relation
(A4, (A, B]) = [B,[4, B = 0.

Zeigen Sie, dass dann folgende Identitét gilt:
1
exp(A) exp(B) = exp (A + B+ Q[A’ B]> .

Hinweis: Vielleicht finden Sie eine Differentialgleichung fiir D(t) = !4 etB e=HA+5),

Aufgabe 12.2: Endliche und infinitesimale Drehungen

Hermitesche Operatoren J;, J, und J, welche die Vertauschungsregeln [J;, J;| = i€; 1 Jj, erfiillen,
heissen Drehimpuls-Operatoren (wir setzen hier i = 1). Die entsprechenden unitiren Operatoren

R(¢) = 7, ¢ eR?,

beschreiben Drehungen mit dem Winkel ¢ = || um die Achse ¢.
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e In der Vorlesung wurden die Matrizen R fiir Drehungen um die Achsen e;, e, und e,
eingefithrt. Fiir ¢ = ¢ e, gilt zum Beispiel ¢ - J = ¢ J,. Finden Sie die Matrizen J,, J,
and .J, (zum Beispiel, mit Ableitung nach ¢). Priifen Sie die Identitit J2 = j(j + 1).

e Die Drehimpulsoperatoren fiir einen Spinor u € C? sind die Pauli-Matrizen

Jl-(l/Q) = %O’Z‘ .80

Die entsprechenden endlichen Drehungen werden mit R(1/2) (¢) bezeichnet. Zeigen Sie, dass
(JA/2)2 = j(j 4+ 1) mit j = 1/2 gilt. Finden Sie die explizite Form der Drehmatrizen fiir
Drehungen um die Koordinatenachsen.

Aufgabe 12.3: Beispiele von Lie-Algebren
Wir betrachten hier Substrukturen von gl(n, C)

e Zeigen Sie, dass die Menge sl(n, C) der spurlosen Matrizen ein Ideal in gl(n, C) bilden.

e Zeigen Sie, dass die komplexen Matrizen mit M7 = —M oder mit MT = —M jeweils eine
Lie-Unteralgebra von gl(n, C) bilden.

Aufgabe 12.4: Nochmals u(2) und su(2)

Bestimmen Sie das Zentrum der Lie-Algebra u(2) und das Bild von u(2) unter der adjungierten
Darstellung. Priifen Sie nach, das die Lie-Algebren u(2)/3 und ad(u(2)) isomorph sind.

Aufgabe 12.5: Ideale

Es seinen Z; and Zy zwei Ideale (invariante Lie-Unteralgebren) in g. Zeigen Sie, dass die Schnitt-
menge 71 N Zy, ihre Summe Z; + Zy und ihr Produkt [Z;,Z;] ebenfalls Ideale sind.

Beweisen Sie, dass das Zentrum von g auch in Ideal in g ist.

Hinweis: Summe und Produkt von zwei Lie-Unteralgebren wurden auf Seite eingefiihrt.

Aufgabe 12.6: Normale Unteralgebren

Sei G eine Lie-Algebra und A eine Lie-Unteralgebra von G. Die Kommutante (der Zentralisator)
von A in G ist definiert durch

Ng(A)={z € G : [r,a] € A firalle ac A}.

e Zeigen Sie, dass Ng(.A) eine Lie-Unteralgebra von G ist, die A enthélt.

e Sei G =gl(n,C) und sei A die Lie-Unteralgebra aller Diagonalmatrizen in G. Bestimme die
Kommutante Ng(.A) von A.
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13 Lie-Algebren von Lie-Gruppen

Ich kann es nun einmal nicht lassen, in diesem Drama von Mathematik und Physik
— die sich im Dunkeln befruchten, aber von Angesicht zu Angesicht so gern einander
verkennen und verleugnen — die Rolle des (wie ich geniigsam erfuhr, oft unerwinsch-
ten) Boten zu spielen.

HERMANN WEYL

Nach einem Satz des russischen Mathematikers Ado ist jede endlich-dimensionale komplexe Lie-
Algebra isomorph zu einer Unteralgebra der Lie-Algebra gl(n, C) der komplexen n x n Matrizen
flir geniligend grofes n. Das heifst, man kann jede endlich-dimensionale komplexe Lie-Algebra
als eine Lie-Algebra von Matrizen darstellen. Wir diirfen und werden deshalb in diesem Kapitel
annehmen, die Gruppenelemente seien Matrizen. Am Ende des Kapitel kommen wir auf den
allgemeineren Fall zuriick.

13.1 Infinitesimale Erzeugende einer Lie-Gruppe

Wir betrachten eine n-dimensionale Matrix-Lie-Gruppe, d.h. eine Lie-Untergruppe von GL(n, K),
und identifizieren den Tangentialraum am Einselement e als Lie-Algebra der Gruppe. Es seien

~=< =

Abbildung 13.1: Tangentialraum an der Identitit

also U eine Koordinatenumgebung von e und = = (z1,...,z,) lokale Koordinaten einer Karte

209
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von U. Das Einselement sei durch eine Koordinatenwahl mit
glx=0)=e (13.1)

ausgezeichnet. Man kann nun im Koordinatenraum um a = 0 entwickeln, also eine Taylor-Reihe

fiir Gruppenelemente in einer Umgebung des Einselements ansetzen,

g@y—¢m+§:@%2” +0(?), g(0)=e. (13.2)

=0

Die ersten Ableitungen beschreiben die Struktur der Gruppe nahe der Eins. Man definiert mit
ihrer Hilfe eine Basis von Generatoren oder infinitesimalen Erzeugenden der Lie-Gruppe,

dg(x) )
X; = =1,2,...,n. 13.3
7 aml m:O ? ) ) ) n ( )
Zum Beispiel ist X tangential zur Koordinatenkurve g(x1,0,...,0) durch e. Ist nun x(¢) eine

beliebige differenzierbare Kurve mit x(0) = 0, dann beschreibt g(x(t)) = ¢(t) eine Kurve auf der
Gruppe mit g(0) = e und

ag(1) 9g(x)
X =5 =2

. (0= Z X; i(0) (13.4)
7 7
ist eine Linearkombination der X;. Damit ist jede reelle Linearkombination der Erzeugenden

{X;} tangential zu einer Kurve durch e und damit ebenfalls infinitesimale Erzeugende. Ist g(t)
eine derartige Kurve mit Tangentialvektor X, dann gilt wegen g(t)g~1(t) = e

:i@mIW”%:X+®1®:$®1m:‘X' (13.5)

0
dt o dt o
Die Kurven ¢ ~ g(t) und t — g~ () haben deshalb umgekehrte Tangentialvektoren bei e.

Sei nun ¢(t) eine Kurve, die nicht durch das neutrale Element gehe. Dann kann man stattdessen
die Kurve §(s) = g~ '(t)g(t + s) betrachten, die fiir s = 0 durch e geht. Deren Ableitung nach s
an der Stelle s = 0 liegt im Tangentialraum T, (G) und wir folgern:

Fiir jede (differenzierbare) Kurve g(t) in der Gruppe G liegt

X =g dfiit) (13.6)

im Tangentialraum 7, (G) am Einselement.

13.1.1 Die Erzeugenden bilden eine Lie-Algebra

Wir zeigen nun, dass die infinitesimalen Erzeugenden eine Lie-Algebra bilden. Dazu betrachten
wir zwei Kurven g¢(t) und §(¢), die fiir t = 0 durch die Einheit gehen und dort die Tangential-
vektoren X und Y besitzen. Dann ist auch g(at)g(f5t) eine derartige Kurve fiir beliebige reelle
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Konstanten «, 8. Diese Kurve hat den Tangentialvektor

$0(00(B0)] _y = aX +5Y 187

Dies bedeutet, dass die infinitesimalen Erzeugenden einen linearen Raum bilden — den Tangen-
tialraum an der Gruppeneins T, (G). Die Anzahl unabhéngiger Generatoren ist gleich der Zahl
der unabhéngigen reellen Parameter der Lie-Gruppe, also gleich ihrer Dimension. Fir Matrix-
Lie-Gruppen sind die infinitesimalen Erzeugenden ebenfalls Matrizen.

Infinitesimale Erzeugende von Drehungen im Raum

Die eigentlichen Drehungen um die Achsen definiert durch die Basisvektoren sind

1 0 0

R(ei, o) = |0 cosp —sing
0 singy cosyp
cosp 0 sing
R(ez,p) = 0 1 0 (13.8)
—singp 0 cosyp
cosp —sing 0
R(e3, o) = | sinp cosp O
0 0 1

Fiir ¢ = 0 gehen diese Kurven alle durch die Einheitsmatrix. Deshalb sind

d

. =—| R(e, 13.9
Tl Blen) (139)

drei infinitesimale Erzeugende von SO(3). Man findet die schiefsymmetrischen Matrizen

00 0 0 01 0 -1 0
Q=100 -1|, Q@2=|0 00|, 2=[1 0 o]. (13.10)
01 0 -1 0 0 0 0 0

Man priift leicht nach, dass diese die Basis einer Liealgebra bilden. Es ist die Liealgebra

so(3) der Liegruppe SO(3), bestehend aus allen schiefsymmetrischen reellen 3 x 3 Matrizen.

Wegen der Identitéat

d
T (gg(t)gil) |t:0 =gXg' (g€ G beliebig, aber fest) (13.11)
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liegen fiir jedes g neben X auch gXg~!

im Tangentialraum T (G). Damit liegt fiir jeden Tan-
gentialvektor Y die Kurve g(¢)Y g~(¢) im linearen Tangentialraum. Wegen der Linearitit liegt
dann auch d 4

T (g)Yg' (1) |, =XY -YX =[XY], X= ag(t)|0, (13.12)
in T,(G). Hier haben wir die letzte Beziehung fiir die Ableitung von g~!(t) in (13.5]) benutzt. Da-
mit wire bewiesen, dass fiir zwei infinitesimale Erzeugende X, Y auch deren Kommutator [ X, Y]
eine infinitesimale Erzeugende ist. Das Lie-Produkt von X und Y ist gleich dem Kommutator
der beiden Matrizen. Der Kommutator ist bilinear, antisymmetrisch und erfiillt bekanntermafen

(siehe (12.8))) die Jacobi-Identitit
X, ¥, Z]] + (2, [X, Y]] + [V, [Z, X]] = 0. (13.13)

Damit definiert die Menge der infinitesimalen Erzeugenden T, (G) einer linearen Lie-Gruppe G
eine Lie-Algebra g. Diese Aussage gilt auch fiir allgemeinere Lie-Gruppen, deren Elemente keine
Matrizen mehr sind. Die entsprechenden Argumente setzen aber Kenntnisse iiber die Figen-
schaften von (linksinvarianten) Vektorfeldern auf Mannigfaltigkeiten voraus, die ich hier nicht
voraussetzen mochte. Mehr dazu finden Sie aber im Anhang zu diesem Kapitel.

13.2 Adjungierte Darstellung der Gruppe und Zentrum

Wir werden nun die Abbildung in (13.11)), die jedem Gruppenelement ¢ eine lineare Abbildung
auf g zuordnet, etwas ndher untersuchen. Sie wird im Folgenden eine wichtige Rolle spielen.

Adjungierte Darstellung einer Lie-Gruppe
Die lineare Abbildung

Ad: G+ L(g) mit Ad(g)X =gXg! (13.14)

definiert die adjungierte Darstellung von G auf dem Tangentialraum 7. (G) = g.

?

Man unterscheide zwischen der adjungierten Wirkung Ad, auf der Wirkungsmenge G, der ad-
jungierten Darstellung einer Lie-Algebra auf g (siehe (12.20])) und der soeben eingefiihrten ad-
jungierten Darstellung der Gruppe auf g. Dass die Darstellungen Ad und ad denselben Namen
tragen ist natiirlich keine Zufall (siehe weiter unten).

Die Darstellungeigenschaften von Ad folgen aus Ad(e) = 1 und aus

Ad(g9)X = ggXg~'g™" = g(Ad(9)X) g~' = Ad(9)Ad(9)X . (13.15)
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Die adjungierte Darstellung existiert fiir jede Lie-Gruppe. Ihre Dimension ist gleich der Dimen-

sion von g.

Im Allgemeinen ist der Homomorphismus Ad : G — L(g) nicht treu. Er ist nur dann treu, wenn
Kern(Ad)= {e} ist oder wenn es kein Gruppenelement g # e gibt, mit

Ad(g)X =gXg'=X firalle Xeg. (13.16)

Wir erinnern daran, dass das Zentrum Z einer Gruppe diejenigen Elemente enthélt, die mit allen
anderen Elementen kommutieren,

Z={zlzg=gz furalle ge G}. (13.17)

Offenbar ist dann zg(t)z~! = g(t) fiir jede Kurve in G. Die Ableitung nach dem Kurvenparameter
an der Stelle ¢ = 0 fithrt dann auf
Xz l=X. (13.18)

Tatséchlich sind die Elemente in Z die einzigen Elemente mit dieser Eigenschaft. Deshalb ist

Ad(g) = 1 genau dann, wenn g im Zentrum der Gruppe liegt.

Kern(Ad) = Z bzw. Ad(g1) = Ad(g2) <= g2 =q12, z€ Z. (13.19)

Kern der adjungierten Abbildung

Der Kern von Ad ist gleich dem Zentrum der Gruppe, Kern(Ad) = Z C G. Entsprechend
ist nach dem Isomorphiesatz Ad(G) = G/Z.

Das Zentrum von SU(2) besteht aus {1, —1} und deshalb bildet die drei-dimensionale adjungierte
Darstellung die beiden Elemente +U in dieselbe Drehung ab.

?

Uberlegen Sie sich, dass Ad(SU(2)) =SU(2)/Zy =SO(3) ist.

13.3 Darstellungen von G induzieren Darstellungen von g

Wir wollen uns nun davon iiberzeugen, dass jede n-dimensionale Darstellung D einer Lie-Gruppe
G eine n-dimensionale Darstellung D, ihrer Lie-Algebra g induziert. Dazu betrachten wir wieder
eine Kurve g(¢) in der Gruppe mit g(0) = e und Tangentialvektor ¢(0) = X € T.(G). Weiterhin
sei D : G — GL(V) eine Darstellung der Gruppe. Die Bildkurve D(g(t)) geht dann wegen der
Darstellungseigenschaft fiir ¢ = 0 durch die Einsabbildung. Der Vektor tangential zur Bildkurve
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bei ¢ = 0 ist dann definitionsgeméft das Bild von X unter der induzierten Darstellung D, der

Liealgebra,

D, : X — D(X) = %D(g(t))‘tzo. (13.20)

Aus der Darstellungseigenschaft von D : G — GL(V) folgt nun, dass D, eine Darstellung der
zugehorigen Lie-Algebra ist. Die Linearitét ist mit ((13.7)) leicht zu beweisen:

D.(aX +8¥) = $D(g(ana(30)],.,

- §iPlatan) yDle) + DL D)

— aD.(X) + BD.(Y). (13.21)

Um zu beweisen, dass D, eine Darstellung der Liealgebra ist, bemerken wir zuerst, dass

D, (ngil) = %D (gg(t)gil) ‘t:O
= Do) 3P0, Dlo™) = DODVID (g). (1322

Nun sei g von einem Parameter ¢ abhéngig mit ¢g(0) = e und Tangentialvektor ¢(0) = X.
Nun leiten wir die linke und rechte Seite von nach ¢ an der Stelle t = 0 ab. Wegen
der Linearitdt von D, kénnen wir beim Differenzieren der linken Seite die Ableitung an D,
vorbeizichen und erhalten den Ausdruck D.([X,Y]). Die Ableitung der rechten Seite ergibt
dagegen den Kommutator von D,(X) und D,(Y'). Damit haben wir bewiesen, dass D, ein Lie-
Algebra Homomorphismus ist:

D, (IX,Y]) = [D.(X), Du(Y)]. (13.23)
Wir fassen die gefundenen wichtigen Resultate zusammen:

Induzierte Darstellung

Ist D : G — GL(V) eine Darstellung einer Liegruppe G, dann ist D, : g — L(V) in ((13.20)
eine Darstellung ihrer Lie-Algebra g:

D, ist linear, D, ([X,Y]) = [D«(X),D.(Y)], VX, Yeg. (13.24)

Die Darstellungseigenschaft der Gruppe bedingt also die Darstellungseigenschaft ihrer Lie-Algebra.
Als Zwischenresultat haben wir in (13.22)) eine niitzliche Beziehung abgeleitet, die wir an dieser
Stelle nochmals festhalten wollen:

D, (9Xg™!) = D(g)D.(X)D(g). (13.25)

Es sei nun {X;} eine Basis von g mit Strukturkonstanten l’; Dann definieren die Bildvektoren
D, (X;) offensichtlich eine Basis der Lie-Algebra D,(g) mit denselben Strukturkonstanten,

[Du(Xs), Du(X;)] = Di([Xs, X;]) = Du(£55Xk) = f55Du(X5) - (13.26)
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Jede irreduzible Darstellung von G induziert damit eine irreduzible Darstellung ihrer Lie-Algebra
g. In der Physik konstruiert man oft Darstellungen einer Gruppe, indem man die Darstellungen
ihrer Lie-Algebra studiert. Dieser Weg wird gerne in der Quantenmechanik und Teilchenphysik
beschritten

Die Lie-Algebra von SU(2)

Es sei U(t) eine Kurve in der unitaren Gruppe U(2) mit U(0) = 1. Leiten wir die definierende
Bedingung U(t)UT(t) = 13 nach ¢ an der Stelle t = 0 ab, dann fiihrt dies auf folgende
Forderung an die infinitesimalen Erzeugenden (Generatoren) X = U(0):

U©)Ut0)+U0Ut0)=Xx+Xxt=0.

Deshalb sind die Erzeugenden der unitdren Gruppe U(2) zwei-dimensionale antihermitesche
Matrizen. Liegt die Kurve in der Untergruppe SU(2) von U(2) dann gilt zusétzlich det U (t) =
1. Es ergibt sich mit Hilfe der Formel

d i
— logdet U = Sp (U U> (13.27)

die Zusatzbedingung SpX = 0. Bezeichnen wir die Lie-Algebra von SU(2), bestehend aus
den infinitimalen Erzeugenden mit su(2), dann gilt

su(2) = {X € Mat(2,C)|X = —XT, SpX =0}. (13.28)

Man sieht hier explizit, dass su(2) ein 3—dimensionaler linearer Raum ist und der Kommu-
tator zweier Elemente X, Y € su(2) wieder in su(2) ist:

[X,Y] = —[X,Y] und Sp[X,Y]=0.

Die Elemente von su(2) sind anti-hermitesche und spurlose Matrizen und sind deshalb Li-
nearkombinationen der drei Pauli-Matrizen mit imagindren Koeffizienten,

su(2) = {X =ia-ola e R*} . (13.29)

Aus den Kommutationsregeln fiir die Pauli-Matrizen sieht man leicht, dass su(2) den Rang
Eins hat. Die Lie-Algebra hat nur die trivialen Ideale () und su(2) und ist deshalb einfach.

Die 3-dimensionale adjungierte Darstellung von SU(2) wirkt auf dem linearen Raum der
spurlosen anti-hermiteschen Matrizen. Geméfs ist sie gleich der Drehgruppe im Eu-
klid’schen Raum Fs,

Ula,0)U! = (R(u) a,o) .

Weitere Darstellungen werden wir spater kennenlernen.

Allgemein konnen die Darstellungen kompakter Gruppen immer unitidr gewéahlt werden, siehe
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Satz auf Seite . Die Generatoren D,(X) in einer Darstellung sind dann anti-hermitesche
Matrizen. Auf dem Vektorraum g kann ein Skalarprodukt definiert werden:

(X,Y) = Sp (DI(X)D*(Y)) = —Sp(D.(X)D.(Y)) > 0. (13.30)
Mithilfe von (13.25]) beweist man leicht die Ad-Invarianz dieses Skalarprodukt,
(Ad(g)X, Ad(g)Y) = (X, V). (13.31)

Speziell sind die ad x schiefsymmetrisch und man erhélt die schon frither eingefiihrte Killingform,

(X,Y) = —Sp (adxady) = —~K(X,Y). (13.32)

Wegen ((13.31)) ist die Darstellung Ad(G) dann dquivalent zu einer orthogonalen Darstellung von
G.

Allgemeiner sind fiir jede kompakte halb-einfache Gruppe die Skalarprodukte (X,Y") in ((13.30)
proportional zur Killing-Form. Also gilt der

Satz 57 Fir kompakte L(G) ist K(X,X) <0 und K(X,X) = 0 nur fir X € 3. Verschwindet
das Zentrum, dann ist die Killing-Form negativ definit.

13.4 Lie-Algebren der klassischen Matrix-Lie-Gruppen

Die Lie-Algebra von GL(n, C) bezeichnen wir mit gl(n, C). Ist g(¢) eine Kurve in GL(n, C) mit
g(0) = 1, dann ist der zugehorige Tangentialvektor bei Eins,

dg(t)
X == 13.33
dt li=0’ ( )

eine beliebige komplexe n x n Matrix. Deshalb hat die Lie-Algebra

gl(n, C) = {X = Mat(n, C)} (13.34)

die reelle Dimension 2n2. Das Lie-Produkt fiir zwei Matrizen ist gleich dem Kommutator. Analog
findet man fiir die Lie-Algebra der allgemeinen linearen Gruppe mit reellen Koeffizienten

gl(n,R) = {X = Mat(n,R)}. (13.35)
Sie hat die reelle Dimension n? und ist eine Lie-Unteralgebra von gl(n, C).

Matrix-Lie-Gruppen sind abgeschlossene Untergruppen von GL(n,C). Deshalb ist eine Lie-
Algebra einer Matrix-Lie-Gruppe eine Lie-Unteralgebra von gl(n,C) fir ein n. Zur Charak-
terisierung dieser Lie-Algebren betrachtet man Kurven in den abgeschlossenen Untergruppen,
die fiir £ = 0 durch die Gruppen-Eins gehen.
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Die Lie-Algebra sl(n,KK)

Wir betrachten nun eine Kurve A(t) in der speziellen lineare Gruppe SL(n,K). Die Bedingung
det A(t) = 1 impliziert wegen (13.27) fiir die infinitesimale Erzeugende X = A(0) die Bedingung
SpX = 0. Deshalb enthilt die Lie-Algebra die spurlosen Matrizen,

sl(n, K) = {X € Mat(n,K)|SpX =0} . (13.36)
Fiir K = R ist die (reelle) Dimension dieser Lie-Algebra gleich n? — 1.

Die Lie-Algebra so(n)

Jetzt betrachten wir eine differenzierbare Kurve in der Gruppe O(n). Diese wird wegen R(0) = 1
aus Stetigkeitsgriinden fiir alle ¢ in der Zusammenhangskomponente SO(n) < O(n) liegen. Eine
Erzeugende X = R(0) erfiillt die Bedingungen

d T T
OZ&U%wMMLﬂZX‘+X,
und die Lie-Algebra von SO(n) ist gleich der Menge der antisymmetrischen reellen Matrizen,
so(n) = {X € Mat(n,R)|X = —X"} . (13.37)

Die Dimension der Lie-Algebra ist gleich die Anzahl von linear unabhéngigen schief-symmetrischen
Matrizen n(n —1)/2.

Die Lie-Algebra u(n)

Aus der Forderung UTU = 1 folgt fiir die infinitesimalen Erzeugenden die Bedingung X+ X = 0
und deshalb ist die Lie-Algebra der unitéren Gruppe U(n) gleich

mm:{XeMamﬁmX:—X@. (13.38)

Thre Dimension ist gleich der Anzahl n? linear unabhéngiger antihermitescher Matrizen.

Die Lie-Algebra su(n)

Diese enthélt alle Erzeugenden von U(n) mit verschwindender Spur,
su(n) = {X € u(n)|SpX =0} . (13.39)

Ihre Dimension ist n? — 1. Den Spezialfall n = 2 haben wir im letzten Abschnitt behandelt.
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Die Lie-Algebra sp(2n,K)

Leiten wir die definierende Bedingung M (t)TJM (t) = J nach t ab, dann ergibt sich folgende
Menge von infinitesimalen Erzeugenden,

sp(2n, K) = {X € Mat(2n, K)| X7 J + JX =0} . (13.40)

Damit haben wir die Lie-Algebren der klassischen Lie-Gruppen charakterisiert. Die Resultate
sind in der folgenden Tabelle zusammengefasst:

Gruppe Lie-Algebra Erzeugende Dimension
GL(n,C) gl(n, C) X complex 2n?2
GL(n,R) gl(n,R) X reell n?
SL(n,C) sl(n, ©C) SpX =0 2n? — 2
SL(n,R) sl(n,R) X reell, SpX =0 n?—1

U(n) u(n) X+Xt=0 n?
SU(n) su(n) X+ X"=0,SpX =0 n?—1
O(n),SO(n) so(n) Xreel, X+ XT =0 |n(n—-1)/2
Sp(2n, C) sp(2n, C) JX+XTJ=0 2n(2n + 1)
Sp(2n,R) sp(2n, R) | X reel, JX + XTJ =0| n(2n+1)

13.5 Die Exponentialabbildung

Die Lie-Algebra einer Lie-Gruppe ist der Tangentialraum am Einselement. Die infinitesimalen
Erzeugenden gewinnt man durch Ableiten von Kurven, die durch die Gruppeneins gehen. Den
umgekehrten Weg von der Lie-Algebra zur Lie-Gruppe geht iiber die Exponentialabbildung. Diese
kann fiir beliebige Lie-Gruppen definiert werden. Hier diskutieren wir die Exponentialabbildung
flir Matrix-Lie-Gruppen.

Es sei X eine n-dimensionale reelle oder komplexe Matrix. Wir definieren das Exponential exp(X)
dieser Matrix iiber die Reihenentwicklung

X =) . (13.41)
Diese Definition ist sinnvoll wegen

Lemma 23 Fiir jede Matrix X € Mat(n,K) konvergiert die Reihe (13.41) absolut und ist eine
stetige Funktion von X.
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Wir bezeichnen die Vektoren in K™ mit ¢. Eine mogliche Norm fiir Matrizen ist

X
1] = sup X2l (13.42)
o0 el

Fiir jede Matrix ist diese Norm endlich und es gelten die Ungleichungen
XY < IX[HY und [|X + Y] < [[X] + Y]]

Iterieren wir die ersten Ungleichung dann erhalten wir || X™| < ||X||", so dass
Lixm Lix|p = ol
> EHX <> HHXH = el < 00, (13.43)
n n

Dies bedeutet, dass die Reihe (|13.41)) eine Cauchy-Reihe ist und deshalb absolut konvergiert. Die
Matrix-Exponentialfunktion hat folgende einfach zu beweisende Eigenschaften:
Lemma 24 Es seinen X,Y € Mat(n,K). Dann gelten:

1. Ist [X,Y] =0 dann gilt eX¥TY = eXe¥ = ¥ eX.

2. Das Element eX ist invertierbar und hat als Inverses e~

3. Fiir ein invertierbares g gilt eIX9™ = geXyg
4. Es gilt die Ungleichung ||| < elXI.
5. g(t) = X ist eine glatte Kurve in GL(n,K) und %g(t) = XetX,
Von der ersten Eigenschaft iiberzeugt man sich durch Multiplikation der Potenzreihen. Aus ihr
folgt sofort die zweite Eigenschaft, wenn man Y = —X setzt. Die dritte Eigenschaft folgt aus

gX"g7! = (gXg~!)" und die vierte Eigenschaft ist im Wesentlichen die Ungleichung (13.43)).
Die letzte Eigenschaft folgt aus der termweise Differentiation der Potenzreihe fiir exp(¢.X)

Ist X eine diagonalisierbare Matrix, dann existiert eine invertierbare Matrix g, so dass

X =¢gDg™ !, mit D =diag(A;,\2,...,\n). (13.44)
Mit der dritten Eigenschaft im Lemma erh&lt man nun

X =gePgt, P = diag (e>‘1, e e’\"> . (13.45)

Fiir reelle X konnen g und D beide komplex sein, aber exp(X) muss dann wieder reell sein.

Fiir jedes Element X € g definiert die Kurve ¢ — exp(tX) ein einparametrige Untergruppen von
G. Diese sind wie folgt definiert:

Definition 50 Fine Funktion A : R — G heifst einparametrige Untergruppe von G, falls
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1. A stetig ist,
2. A(0) =1,
3. A(t+s) = A(t)A(s) = A(s)A(t) fir alle t,s € R.

Aus den beiden letzten Eigenschaften folgt dann A=1(t) = A(—t). Es gilt nun das

Lemma 25 Ist A(t) eine einparametrige Untergruppe von G, dann existiert eine eindeutige in-
finitesimale Erzeugende X mit A(t) = exp(tX).

Beweis: Eine einparametrige Untergruppe erfiillt die gewohnliche Differenzialgleichung

d d d ) d
aA(t) = &A(S + t)‘s:O =% oAlt) = XA(t) mit X = &A(s)‘szo
mit Anfangsbedingung A(0) = 1. Die eindeutige Losung dieses Anfangswertproblems ist A(t) =

exp(tX).

A(s)| (13.46)

Lemma 26 Ist g = exp(X), dann gilt
D(g) = D(e¥) = P+ (13.47)

Beweis: Der einfache Beweis dhnelt dem vorherigen. Wir setzen g = exp(X) und betrachten die

einparametrigen Untergruppen g(¢) = exp(¢X) und D(t) = D(g(t)). Dann folgt

d d

&D(t) = gD(s)\SZOD(t) =D.(X)D(t), D(0)=1. (13.48)
Die Losung des Anfangwertproblems ist D(t) = exp(tD«(X)). Setzen wir hier t = 1, so ergibt
sich die Aussage des Lemmas.

Exponentialabbildung fiir SU(2)

Die Elemente der Lie-Algebra von SU(2) sind Linearkombinationen der drei Pauli-Matrizen

2

mit imaginiren Koeffizienten, X = iv - . Mit (vo)? = v?1, wobei v den Betrag von v

bezeichnet, folgt

exp(X) = exp(ive) = cosvog +isinvveo, ©=—. (13.49)
v
Setzen wir in dieser Formel
cosv +ivg3sinv =a und (idy — 0g)sinv = b, (13.50)

dann ist exp(X) genau die SU(2)-Matrix in (8.7). Die Normierungesbedingung |a|?+ |b|?> = 1
ist fir die Parametrisierung ((13.50) automatisch erfiillt. Wir folgern, dass jede SU(2)-Matrix

als Exponent einer anti-hermiteschen und spurlosen Matrix geschrieben werden kann,

U e SU(2) < X €su(2). (13.51)
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Somit haben wir fiir die quantenmechanische Drehgruppe SU(2) den einfacher Zusammen-
hang zwischen Lie-Gruppe und Lie-Algebra mit einer expliziten Rechnung nachgewiesen.

Die einparametrige Untergruppe zu X ist
exp(tX) = cos(tv) og + isin(tv) vo . (13.52)

und, wie erwartet, gilt

4 exp(tX

g” =wv-o=iv-0=X. (13.53)

M=o

13.6 Lorentz-Gruppe und Lorentz-Algebra

Die Lorentztransformationen wurden in Abschnitt 5.5 ausfiihrlich diskutiert. Nach Wahl von
kartesischen Koordinaten werden sie durch 4—dimensionale reelle Matrizen parametrisiert, welche
die Bedingung

ATnA =7 oder AOLna/gAﬂy = N (13.54)

erfiillen. Hierin bezeichnet n = diag(1,—1,—1,—1) die Minkowski-Metrik. Die Lie-Algebra der
Lorentzgruppe ist im Wesentlichen identisch zur Liealgebra so(4) der eigentlichen orthogonalen
Gruppe SO(4). Die Lorentzalgebra spielt in der relativistischen Physik eine herausgehobene Rolle
und wird deshalb hier etwas genauer untersucht.

Ahnlich wie bei Raumdrehungen betrachtet man eine Kurve A(s) mit A(0) = 14 in der Zusam-
menhangskomponente Ll und definiert die infinitesimale Erzeugende

d (6% d (0%
)\ = &A(S)‘SZO bZW. B = & 6’820 . (1355)

Leiten wir (13.54)) an der Stelle s = 0 ab, dann finden wir folgende lineare Bedingung fiir eine
infinitesimale Erzeugende:

Mn+nA=0 baw. A%naw + N3 = A+ A = 0. (13.56)

Die Erzeugenden bilden die Lorentz-Algebra so(1,3). Gemés ([13.56) kann die so(1,3) (nach her-
unterziehen eines Indizes) mit den antisymmetrischen reellen 4 x 4-Matrizen identifiziert werden.

Sie bilden einen 6-dimensionalen Vektorraum, dessen Elemente wir wie folgt parametrisieren:

0 —Q1] —Qp —Q3
—o 0 —0 0
Ma,@)= () =] LR I (13.57)
—Q9 (93 0 —(91
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Fiir a = 0 beschreibt die 1-parametrige Untergruppe
A(0,0e) = MO0 it e-e=1,

Drehungen im Raum um die feste Achse e mit dem Winkel 6. Sie enthalten also weder eine
Langenkontraktion noch eine Zeitdilatation und bestehen deshalb aus den Matrizen

1 of
A= , ReSO(@3). (13.58)
0 R

Diese SO(3)-Untergruppe der Lorentzgruppe wurde bereits in Abschnitt sehr ausfiihrlich
untersucht.

Wir konzentrieren uns deshalb auf den anderen Grenzfall mit & = 0. Dann beschreibt fiir jeden
festen Einheitsvektor e die 1-parametrige Untergruppe

cosh(a —sinh(a) - el
Alae, 0) = MeOa = () () (13.59)
—sinh(a)e 13+ (cosh(a) —1)e e’
Lorentzboosts in Richtung von e.

?

Versuchen Sie die letzte Aussage zu beweisen. Benutzen Sie dabei die Reihendarstellung der
Exponentialfunktion und setzen Sie o = «ve.

Wie man leicht sieht (man transformiere z.B. in das Ruhesystem des Teilchens) hidngen o und e
mit der Relativgeschwindigkeit v der beiden Inertialsysteme wie folgt zusammen:

1 p—
ise

Bewegt sich zum Beispiel das Inertialsystem I relativ zum Inertialsystem I’ mit der Geschwin-

sinh(a)-e = — 8, B=—

)
C

cosh(a) = B =0l (13.60)

digkeit v = vej, dann lautet die Lorentz-Transformation

v 8 00
00
A |77 , (13.61)
0 0 10
0 0 01
und die Koordinaten transformieren gemafs
20 = ~ (mo T 5x1) =2
a't =~ (ﬁxo + xl) , ald=ad (13.62)
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Ruht ein Teilchen im Ursprung des Inertialsystems I, dann bewegt es sich mit der Geschwindig-
keit v in 1-Richtung relativ zum Inertialsystem I’.

Die Erzeugenden der Lorentzgruppe bilden eine Lie-Algebra, die sogenannte Lorentz-Algebra.
Wir beginnen mit dem Kommutator von zwei beliebigen Erzeugenden, die geméfs (13.57) para-
metrisiert seien:

A, 0), M, 0)] =X’ ANO—aNO 0N —and). (13.63)
Als Basis der Lorentzalgebra wahlen wir vorerst die Matrizen A; und €2; in der Entwicklung
3 3
M, 0) =Y zihi+> 0,0 (13.64)
i=1 i=1

Der Vergleich mit (|13.57) fiihrt auf folgende explizite Form der infinitesimalen Lorentzboosts

0100 0010 0 001
1 0 00 0 00O 00 0O
A =— , Ao=— , Ag=-— (13.65)
0000 1 0 00 0 00O
0 00O 0 00O 1 0 00
und infinitesimalen Drehungen im Raum,
000 O 0 0 00 00 0 O
000 O 0 0 01 00 -1 0
O = , o= , Q3= (13.66)
0 00 -1 0 0 00 01 0 0
001 O 0 -1 0 0 00 0 O

Setzen wir die Entwicklung (13.64)) in die allgemeine Kommutationsregel ((13.63]) ein, dann ge-

winnen wir die Kommutatoren der Basiselemente:

Lorentzalgebra

Die infinitesimalen Boosts und Raumdrehungen in ([13.65)) und ({13.66)) haben folgende Kom-
mutatoren

[Ai, A]] = _Giijk 5 [QZ, Q]} = Giijk s [A“ QJ] = eijkAk . (1367)

Im Gegensatz zur Drehgruppe ist die Lorentzgruppe eine nicht-kompakte Liesche Gruppe vom
Rang 2. Zwei linear unabhéngige Erzeugende aus so(1,3), zum Beispiel Az und 3, kénnen
simultan diagonalisiert werden.
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13.6.1 Eine alternative Basis von Generatoren

Die obige Basis {A;,2;} der Lorentzalgebra betont die wichtige Rolle von Rotationen und Lor-
entzboosts. Fiir die folgende, eher strukturelle Untersuchung der Algebra fithren wir jetzt eine
alternative und passendere Basis ein, und bezeichnen die 6 Basiselemente mit M,,, = —M,,,. Hier
sind 4 und v nicht etwa Indexe der Matrix M, sondern jedes M), ist eine 4—dimensionale Ma-
trix. Ein beliebiges Element der Lorentzalgebra ist dann eine Linarkombination dieser Matrizen,

A= (w0, M) =W M,,, M, = ((My)",). (13.68)

Beachte, dass in dieser Linearkombination jedes Basiselement wegen M, = —M,, zweimal
auftritt. Die reellen Entwicklungskoeffizienten erfiillen w”* = —w*”. Die Bedingung (|13.56)) lautet
dann

(Muu)pa = _(Muu)op . (1369)

Sie bedeutet, dass jede der Matrizen M, nach herunterziehen der Indexe antisymmetrisch ist.
Wir wéhlen folgende antisymmetrische Matrizen

(M) i = =i (gl = Mplluc) - (13.70)

Der Faktor i wurde eingefiihrt, damit die M, hermitesche Matrizen sind. Zum Beispiel sind

0 i 00 00 0 O
-i 0 0 0 00 —-i 0
M01 = und M12 = (1371)
0 000 0 i 0 0
0 000 00 0 O
zwei Erzeugende mit kovarianten (unteren) Indizes. Diese Erzeugenden erfiillen die einfachen
Kommutationsregeln[']
My, Mpo| =1(MppoMyo + MveMup — NueMyp — MpMus) - (13.72)

?

Beweisen Sie diese Kommutationsregeln fiir die Erzeugenden ([13.70]).

Diese sind &dquivalent zu den Kommutationsregeln und verallgemeinern die gekannten
Kommutationsregeln fiir die Komponenten des Drehimpulses. In der neuen Basis sind die Erzeu-
genden der Drehgruppe die Linearkombinationen J; = %Q‘jijk- In der Tat, aus gewinnt
man folgende Kommutationsregeln fiir diese Generatoren,

!Man beachte, das beim Matrixprodukt ein kovarianter mit einem kontravarianten Index (oder umgekehrt)
verjiingt werden, also zum Beispiel (Mo1)?, (Mlz)”p/ .
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Die verbleibenden Generatoren My, erzeugen Lorentzboosts. Eine allgemeine Lorentztransforma-
tion in Ll hat also die Form

(A,0) = e3@M) — 1 4 %(w, M) + O(w?). (13.74)

13.7 Die Poincare-Liealgebra

Nach den Lorentztransformationen wenden wir uns nun den allgemeineren Poincaré Transfor-
mationen zu. Diese wurden bereits in Abschnitt [5.5] diskutiert. Insbesondere bezeichnen wir eine
Poincare Transformation wie in mit (a,A). Die normale Untergruppe der Translationen
wird von den Impulsen erzeugt, und deshalb hat jede Translation die Darstellung

(1,a) = P = %P = 1 4 1aP + O(a?). (13.75)
Zwei Translationen vertauschen, so dass ihre Erzeugenden kommutieren,
[P.,P,)] =0, wv=20,...,3. (13.76)

Die nicht-trivialen Kommutationsregeln zwischen infinitesimalen Lorentz-Transformationen und
Translationen folgen aus

(A,0)(1,a)(A,0)" = (1,Aa) bzw. e2@M) glaP g=3@M) _ oi(Aa)P (13.77)

Hier setzen wir im letzten Exponenten A = 1 + %(w, M) + ... und vergleichen Terme linear in

w und a. Dies fithrt auf die Kommutationsregeln

(W M.,

a®P,] = w" (Mya, P) . (13.78)
WEeil dies fiir beliebige Koeffizienten w*” und a® gilt folgern wir
(M, Pp] = (M), Ps = 1(nup Py — mupPy). (13.79)

Zusammengefasst gewinnen wir alle Vertauschungsregeln der Poincaré-Algebra:

Poincaré-Algebra

Die Erzeugenden der Poincare-Gruppe {P,, My, } erfiillen die Kommutationregeln

(M, Myo] = i(nuvaa + Mo Myp = Mo My — nVPMHU) )
[Mp,m Pp] = i(nuppu - nuppu) s (1380)
B 2] = 0.

Jede relativistisch kovariante Feldtheorie hat diese Lie-Algebra als Symmetriealgebra.
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13.8 Allgemeinere Lie-Gruppen

Fiir allgemeine Lie-Gruppen kann man analoge Resultate beweisen wie fiir Matrix-Gruppen.
Die explizite Exponentialfunktion wird dann durch die Exponentialabbildung auf differenzierba-
ren Mannigfaltigkeiten ersetzt. Die in Definition [50] auf Seite 219 eingefiihrten einparametrigen
Untergruppen existieren auch fiir allgemeine Lie-Gruppen. Die Beweise der folgenden Resultate
setzen gewisse Kenntnisse der Differenzialgeometrie voraus und sollen hier nicht gegeben werden.

Wir beginnen mit dem wichtigen Resultat iiber die Existenz einer Lie-Gruppe zu einer gegebenen
Lie-Algebra. Es sei wie frither L(g) die zu einer Lie-Algebra gehorende lineare Gruppe. Es gilt
der

Satz 58 Sei g eine halbeinfache Lie-Algebra mit 3 = 0. Dann ist g die Algebra einer Lie-Gruppe,
ndmlich von L(g).

Eine etwas kompliziertere Erweiterung des Satzes gilt auch fiir Lie-Algebren mit nicht-trivialen
Zentren. Frither hatten wir die adjungierte Darstellung der Gruppe auf der Lie-Algebra kennen-

gelernt

Ad: G~ GL(n,R), g~ gXg'. (13.81)

Ohne Beweis zitieren wir den

Satz 59 FEs sei G eine zusammenhdngende Lie-Gruppe mit Lie-Algebra g. Dann ist

Ad(G) = L(g) € GL(n,R) und L(g) = G/Z. (13.82)

Insbesondere ist G/Z eine Lie-Gruppe und alleine durch die Lie-Algebra g von G bestimmt.

Es sei H C G eine Lie-Untergruppe und H — G die injektive Inklusion. Diese definiert eine
induzierte Abbildung ihrer Lie-Algebren fh und g. Man betrachtet den Tangentialraum T, H als
linearen Unterraum von T, G. Da H eine Lie-Gruppe ist, ist T, H invariant unter der Lie-Klammer.
Es gilt also der

Satz 60 Die Lie-Algebra by einer Lie-Untergruppe H < G ist eine Lie-Unteralgebra von g.

Ist n(t) eine Kurve in einem Normalteiler N < G mit 7(0) = Z € n. Dann ist auch gn(t)g~*

eine derartige Kurve und deshalb ¢Zg~! € n fiir jedes g € G. Ersetzt man in diesem Resultat
g durch ¢(s) und betrachtet die infinitesimale Form fiir kleine s, dann folgt [g, n] C n. Wahrend
eine Lie-Untergruppe auf eine allgemeine Lie-Unteralgebra fiihrt, fithrt ein Lie-Normalteiler auf
ein Ideal. Der folgende Satz stellt den Zusammenhang in umgekehrter Richtung her.

Satz 61 G sei eine zusammenhdngende Lie-Gruppe mit Lie-Algebra g. N < G sei eine zusam-
menhdngende Lie-Untergruppe mit Lie-Algebra n C g. Ist n ein Ideal in g, dann ist N Normal-
teiler in G.
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13.9 Anhang A: Linksinvariante Vektorfelder

Behandelt man allgemeine Lie-Gruppen, dann braucht man Begriffe aus der Differentialgeometrie
wie Vektorfelder, Tangentialrdume, Pull-backs oder linksinvariante Formen und Vektorfelder.
Einige Groflen sind in diesem Anhang zusammengestellt.

13.9.1 Vektoren

Es sei X = (X!,...,X?!) ein Vektor in R™ und f eine differenzierbare Abbildung in der Um-
gebung eines Punktes zy. Dann ist die Richtungsableitung von f in Richtung von X gegeben
durch

Dxf=) 51, X" €R. (A1)
pn=1
Die Richtungsableitung ist R-linear und erfillt die Produktregel

Dx(f-9)=Dx(f)-g+f-Dx(g). (A.2)

Ist umgekehrt Dy = Dy dann folgt X = X’. Zum Beweis wende man die Ableitungen auf die
Koordinatenfunktionen z* an. Es gilt das

Lemma 27 Zu jedem die Produktregel erfilllenden R—linearen Operator D existiert ein Vektor

X i xg mit D= Dx.

Fiir die in einer Umgebung von xg konstante Funktion F' = 1 impliziert die Produktregel
D(1)=D(1-1)=D(1)+ D(1) = D(1) =0.

Wegen der R—Linearitdt verschwindet D fiir alle konstanten Funktionen. Sei nun f eine C*°—Funktion
in einer Umgebung von xg. Mit der Wahl ¢ = 0 gilt

fo) = o)+ 328

p [V ; 00
Bt |0 —i—%:gw(m)x z¥ mit g, € C,

und wegen der Linearitdt und Produktregel
of
Df)(0) = —’ D(z").
CHOESW RS

Die Wahl X# = D(z#) fithrt auf den gesuchten Vektor X in xq, fir den Dx f = Df ist.

Nach dieser Vorbereitung betrachten wir Kurven auf einer (differenzierbaren) Mannigfaltigkeit
M. Es sei U eine Koordinatenumgebung von pg mit Karte ¢(U). Dann hat eine differenzierbare
Kurve p(t) € U, die fiir ¢ty durch py geht, die Koordinatendarstellung

z(t) = (p(t)) € R", z(to) = ¢(po) = x9, t <t<t’. (A.3)
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Die Koordinatenfunktionen x#(¢) sind differenzierbare Funktionen des Kurvenparameters ¢. Es
ist @(tgp) = X der Tangentialvektor der Kurve z(t) im Punkte zp. Umgekehrt gibt es zu jedem
X eine Kurve im R™ durch zp mit dem Tangentialvektor X. Man spricht von einem durch die
Kurve z(t) beziehungsweise p(t) dargestellten Vektor. Es sei f eine differenzierbare Funktion in
U und f = f o~ dieselbe Funktion ausgedriickt in lokalen Koordinaten. Dann ist

Folo) = 1 0(6) = SF0O),, = TGO, = o] X,
beziehungsweise
ST, = (Dx o). (A4)

Die linke Seite ist unabhangig von den gewahlten Koordinaten und fiithrt auf die Definition
Dgf=Dxf. (A.5)

Die Ableitung der Kurve hdngt nur vom Tangentialvektor ab. Sie ist kartenunabhéngig. Ist
x — y = pi2(z) die Koordinatentransformation von ¢;(Uj2) nach ¢o(Ui2), dann gilt folgende
Beziehung zwischen den Vektorkomponenten in den entsprechenden Karten,

9Pl o

y(t) = pr2(z(t)) = Y* = WX : (A.6)
Fiir jeden Tangentialvektor X in p ist D¢ f € R definiert, wenn f eine in einer Koordinatenum-
gebung von p differenzierbare Funktion ist. Die Ableitung ist R-linear beziiglich f und erfiillt die
Produktregel. Zwei Funktionen, die in einer beliebig kleinen Umgebung von p € U iibereinstim-
men haben dieselbe Ableitung. Dies fiihrt auf den Begriff der Funktionenkeime. Zwei Funktionen
f und g haben denselben Keim, wenn sie in einer hinreichend kleinen Umgebung von p iiber-
einstimmen. Die Menge aller Vektoren X im Punkte p bezeichnet man mit T),(M). Es ist der
Tangentialraum am Punkt p.
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13.9.2 Tangentialabbildung

Es seinen nun M und M’ zwei differenzierbare Mannigfaltigkeiten und F' : M — M’ differenzier-
bar mit F(p) = p’. Ist p(t) eine Kurve durch p, dann beschreibt F(p(t)) eine Kurve durch p’ und
der Zusammenhang der Vektorkomponenten X* und X'* ist wie bei einem Koordinatenwechsel.
Die entsprechende Abbildung der Tangentialvektoren in p auf die Tantentialvektoren in p’ be-
zeichnen wir mit E,. Dies ist eine lineare Abbildung von T),(M) in T, (M’). Nun wollen wir die
Beziehung zwischen den Ableitungen in M und M’ herstellen. Dazu fithren wir den sogenannten
Pullback von Funktionen auf M’ ein:

Definition 51 Es sein F': M — M’ und ' : M’ — R. Dann ist der Pullback f = F*(f') von
1! folgendermafSen definiert: f(p) = f'(F(p')).

Man kann nicht-injektive Funktionen eben nur ,zuriicknehmen und nicht umgekehrt. Der Pull-
back F* ist R-linear. Nun gilt das

Lemma 28 Die Ableitung von F*(f") in Richtung X ist gleich der Ableitung von f’ in Richtung
E.X, d.h. Dx (F*(f")) = Dg.xf'.

hier fehlt noch etwas

13.10 Aufgaben zu Kapitel 13

Aufgabe 13.1: Infinitesimale Lorentztransformationen

Die zu den Lorentztransformationen gehérenden 6 Noetherstrome sind
1
MPHY = Z (ghTP — gV TPH)
2

und fiihren auf 6 Noether-Ladungen J,, = f dx Mo, = —Jyu- Zeigen Sie, dass fiir ein reelles
Skalarfeld

1. Die 3 Ladungen J;; im Hamiltonschen Formalismus folgende Form haben

1

2. Bestimmen Sie die Operatoren L;; auf der rechten Seite von
{Jij. ¢(z)} = Lijo(z).

3. Berechnen Sie die Poissonklammern der J;;.
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14 Wurzelsysteme von einfachen
Lie-Algebren

Beweisen muss ich diesen Kds’ sonst ist die Arbeit unserios.
FRIEDRICH WILLE

In diesem Kapitel werden wir Quantisierungsbedingungen fiir die Wurzeln von einfachen Lie-
Algebren ableiten und deren Losungen vorstellen und diskutieren. Dies fiihrt auf die vollstén-
dige Klassifikation aller endlich-dimensionalen einfachen Lie-Algebren — die sogenannte Cartan-
Klassifikation. Uber den komplexen Zahlen gibt es 4 unendliche Serien (die klassischen Lie-
Algebren) und 5 exzeptionelle Lie-Algebren und iiber den reellen Zahlen 12 unendliche Serien
und 23 exzeptionelle Lie-Algebren. Da jede halbeinfache Lie-Algebra die direkte Summe von
einfachen Idealen ist, geniigt es im Folgenden einfache Lie-Algebren zu betrachten.

14.1 Wurzeln einer einfachen Lie-Algebra

Wir verallgemeinern die von der Quantenmechanik bekannte Methode der Auf- und Absteige-
operatoren fiir SU(2) auf beliebige einfache Lie-Algebren. Wir wihlen nun eine beziiglich der
Killing-Form orthogonale Basis, so dass die ersten » =Rang(g) Basisvektoren Hq, ..., H, in der
adjungierten Darstellung miteinander kommutieren,

[adHi,ade] =0. (14.1)

Die von den H; aufgespannte maximale Abelsche Unteralgebra h nennt man eine Cartan-Unter-
algebra. Wegen sind die Abbildungen adp, gleichzeitig diagonalisierbar. Im Allgemeinen
konnen die beziiglich der Killing-Form schiefsymmetrischen Abbildungen ady, nur im Komple-
xen diagonalisiert werden. Deshalb fithren wir die komplexifizierte Lie-Algebra g. von g ein. Die
Killing-Form kann zu einer bilinearen Form auf g. erweitert werden. Ist die Lie-Algebra ein-
fach, so kann man in der komplexifizierten Lie-Algebra die Elemente der Cartan-Unteralgebra
orthonormal wahlen,

K(Hi,Hj) = Sp(adHiade) = —(52']' . (14.2)

Wir diagonalisieren nun die kommutierenden ady; in g.:

adHi(Ea) = [Hi7 Ea] = a;Eq, 1<e<r. (14.3)
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Der Vektor a € R” heifst Wurzelvektor von g und FE,, ist der zu a gehorige Stufenoperator.

Die Menge der Wurzeln bezeichnen wir mit ®. Ihre Anzahl ist |®| = Dim(g) — Rang(g).

Im Folgenden bezeichne (X,Y) = —K(X,Y) bis auf das Vorzeichen die Killing-Form. Fiir kom-
pakte Lie-Algebren definiert die Klammer ein Skalarprodukt. Zwei Stufenoperatoren Eq, Eg ste-
hen fiir o+ 3 # 0 beziiglich der Killing-Form senkrecht aufeinander. Dies folgt aus der Invarianz
der Killing-Form,

0 = (ady, Ea, Bg) + (Ea,adp, Bg) = (0 + B1) (Ea, Eg) "2 (Ea, Eg) = 0. (14.4)

Genauso beweist man, dass die Elemente der Cartan-Unteralgebra senkrecht zu den Stufenope-

ratoren sind,
0= (ady, H;, Ba) + (Hi,ady, Eq) = o (Hi, Eq) = (Hy, Eq) = 0. (14.5)

Mit @ muss auch —a eine Wurzel sein. Wére dem nicht so, dann stiinde E, senkrecht auf g, was
fiir eine einfache Lie-Algebra nicht moglich ist.

Wegen der Jacobi-Identitat gilt
[Hi) [EOH Eﬁ]] = _[Eﬁv [HHEQH - [Eaa [Eﬂa HZH = (az + Bl)[Eaa Eﬂ] 3

was wiederum bedeutet, dass mit o, 3 auch o + 3 eine Wurzel ist, falls Fqyg o [Eq, Eg| nicht
verschwindet. Schlufendlich kommutiert [Eq, F_q] mit allen H; und muss deshalb in b liegen,
[Eo, E_o] = BjH;. Die linke Seite in

(Hi, [Ea, E—al) = 8; (Hi, Hj) = B;
kann wegen der Invarianz von (X,Y) = —K(X,Y") wie folgt geschrieben werden,
([Hi, Eol, E—a) = ai(Ea, F_q) .
Normieren wir die Stufenoperatoren geméf (Ey, E_o) = 1 dann folgt §; = «;.

Lie-Produkte und Normierungen der Elemente der Cartan-Weyl-Basis

Die Kommutationsregeln fiir die Elemente {H;, Eq} der Cartan- Weyl-Basis lauten:

o H; falls 8 = —«
[Hi,H;]=0, [H;,Eol=0;En, [Ea,Egl=4 & (14.6)
NogEqyg sonst.

Dabei sind die Elemente H;, E, wie folgt normiert:

(Hi Hy) = 655, (HiyEo) =0, (Ea,Eg) = 0atso. (14.7)
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14.2 Quantisierung der Wurzeln

Wir definieren die Skalarprodukte « - 8 = «;58; und o - H = «; H;, wobei iiber ¢ summiert wird.
Im Folgenden ist es vorteilhaft eine andere Basis der Cartan-Unteralgebra zu wihlen:

2
Gleichzeitig skalieren die Stufenoperatoren geméfs

a2
Eo =\ 5 Ea. (14.9)

Aus der zweiten Gleichung in (|14.6) folgen die Kommutationsregeln der H, mit den Stufenope-
ratoren,

[Ha, Eg| = — [Ha, F1al = £2F1q, (14.10)

2 ,@ B=a
a? Ep

wihrend die dritte Gleichung in (14.6) fiir 8 = —a folgende Form annimmt,

[Ea, E—o) = Ha - (14.11)

Fiir jede Wurzel a erzeugen damit die drei Elemente

H
{J-‘ra J—v JS} X {Eaa E—aa ;}

eine su(2) Lie-Unteralgebra mit den wohl-bekannten Kommutationsregeln des Drehimpulses,
[y, J_| =2J3, [J3,J4] = £J5. (14.12)

Die adjungierte Abbildung dieser su(2) auf dem Vektorraum g ist im Allgemeinen reduzibel. Aus
der Quantenmechanik wissen wir, dass J3 nur halbganze Eigenwerte hat. Damit haben die Hy
nur ganzzahlige Eigenwerte.

Die Wurzeln einer Lie-Algebra erfillen die Quantisierungsregeln

200 -
Nag = 06725 €Z firale a,8cd. (14.13)

Die Kommutationsrelation von Hy und E1, in (14.10) bedeutet dann, dass die Stufenoperatoren
Eq bzw. E_, die Eigenwerte von H, um 2 erhéhen bzw. um 2 erniedrigen.

Es sei B3 = na parallel zur Wurzel v mit Streckungsfaktor 1 # 0. Dann wiirde gelten

2
Neg = 210 € Z und nBQZEGZ

woraus folgt, dass |n| nur die Werte 1/2,1 und 2 annehmen kann.
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Definition 52 Fine Wurzel o heifit unteilbar, wenn /2 keine Wurzel ist. Ein System von
Wurzeln heif$t reduziert, wenn es keine teilbare Wurzeln besitzt.

Im Folgenden wird angenommen, dass die betrachteten Wurzelsysteme reduziert sind. Dann

ist nur die Wurzel —a parallel zu a.

Die in (14.13) definierten ganzen Zahlen n,g und ng, haben das gleiche Vorzeichen oder ver-
schwinden beide. Sie koénnen aber nicht beliebig grofs werden. Um dies einzusehen, fithren wir

den Winkel 6 zwischen zwei Wurzeln ein,

a0
coslf) = ——. (14.14)

|| 8]

Wegen der Schwartz-Ungleichung gilt
(- B)?

0 < nggnge =4 <4. 14.15
= Taf"Ba o2 ﬁQ = ( )

was die erlaubten Werte von cos  enorm einschrankt,
Nag - Mo = 4cos> 0 € {0,1,2,3,4} . (14.16)

Ist o - B # 0 dann gilt fiir das Verhéltnis der ganzen Zahlen n,g und ng,

Nap _ 62

—. 14.17
=5 (14.17)

Das Produkt der ganzen Zahlen in ((14.16) ist nur fir 6 € {0, 7} gleich 4. Also nur wenn 8 und
« linear abhéngig sind, was in einer reduzierten Wurzelsystem 3 = +a bedeutet. Sind a und 3
linear unabhéingig, dann kommt der Wert 4 in ((14.16)) nicht vor.

Fiir jede erlaubte Wahl von n,3 und ng, tritt neben dem Winkel § auch immer der Winkel
m — 60 auf, wie man mithilfe einer Weyl-Reflektion an der Ebene senkrecht zu o einsieht (diese
Reflektionen werden im néchsten Abschnitt eingefiihrt). Es gentigt deshalb, Winkel in 6 € [0, 7/2]
zu betrachten. Die vier Einstellméoglichkeiten von zwei Wurzeln a und 3 sind (bis auf Austausch)
in der Tabelle zusammengefasst. Sie sind auch noch graphisch in Abbildung gezeigt.

P 5 P 5
71'/2 /4/3 71'/4 //
a a a a

Abbildung 14.1: Mégliche Winkel und relative Liangen von zwei Wurzeln.
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(NassNpa) | cos®0 0 cos® | Langenverhéltnis
(0,0) 0 m/2 = 90° 0 beliebig
+(1,1) 1/4 | n/3=60°| 1/2 o’ =32

+(2,1) 1/2 | m/4=45°|1/V2 202 = 32
+(3,1) 3/4 | /6 =30° | \/3/2 302 = 32

Tabelle 14.1: Die méglichen Werte des Winkels zwischen zwei Wurzeln und deren relative Linge.

14.2.1 Weyl-Reflektionen

Die Weyl-Reflektionen sind Automorphismen der Menge ® der Wurzeln von g. Ihre Existenz be-
ruht auf der Wirkung der su(2)-Unteralgebren (Eq, E_q, Hqa) der komplexifizierten Lie-Algebra.
Es sei Eg ein Eigenvektor von H,, in der adjungierten Darstellung, siehe ((14.10)). Der Stufenope-
rator F/_ erniedrigt diesen Eigenwert um 2,

20 - B

(HooB-o0 5] = (%2

- 2> [E_a, Eg] (14.18)

und es muss im su(2) Multiplett neben Eg einen weiteren Eigenvektor mit einer zu Eg entge-
gengesetzten ,magnetischen Quantenzahl* geben,
20 - 3

2a - 3

Den zugehérigen Eigenvektor erhélt man durch m—maliges Anwenden von adg__, auf Eg. Des-
halb ist mit 8 auch

20 -
B—ma=p— agﬁa (14.20)
a
eine Wurzel von g. Wir haben hier m aus (14.19) entnommen. Die Abbildung
28 -«
B oa(B)=p8— o @ (14.21)

ist eine Reflektion an der Ebene senkrecht zur Wurzel oe. Nur wenn o und 3 senkrecht zueinander
stehen, liegt der gespiegelte Vektor auf dem urspriinglichen Vektor.

Damit haben wir bewiesen, dass die Menge der Wurzelvektoren bei einer Spiegelung an der Ebene
senkrecht zu einer beliebigen Wurzel in sich iibergeht: Fiir jedes Paar von Wurzeln a, 3 ist

20 - B
a

a?

0a(B) =B -

wieder eine Wurzel. Jede dieser Spiegelungen permutiert die Wurzeln in ®. Man nennt sie Weyl-

(14.22)

Reflektionen. Sie erzeugen die endliche Weyl-Gruppe W(g), die neben den Spiegelungen auch die
von den Spiegelungen erzeugten Drehungen enthélt.

Wir fassen zusammen:
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Abbildung 14.2: Wurzelsystem von Al

Ein (reduziertes) Wurzelsystem ist eine endliche Menge von Vektoren im reellen Euklid’schen
Vektorraum V mit

1. & spannt V auf,
2. ist & € ® dann sind die einzigen Vielfachen von a¢ in @ die Vektoren +a,

3. ist a € ® dann ist 0,® = .

?

Uberlegen Sie sich, dass eine Weyl-Transformation der Stufenoperatoren wie folgt implementiert
wird:
Eg— B, (5 = 6algbs" mit 6o = e "Fatlo)/2, (14.23)

siehe Volesung spezial98.pdf Bei der Klassifikation unterscheidet man zwischen reduziblen und

irreduziblen Systemen:

Definition 53 (Reduzible und irreduzible Wurzelsysteme) Ein Wurzelsystem ® heifit re-
duzibel, wenn es die disjunkte Vereinigung von zwer Wurzelsystemen ist, ® = &; U $o, und jedes
Element von ®1 auf jedem Element von ®o senkrecht steht. Es heifit irreduzibel, wenn es keine
derartig Zerlegung gibt.

Eine halbeinfache Lie-Algebra ist genau dann einfach, wenn ihr zugehoriges Wurzelsystem &
irreduzibel ist. Bei der Klassifikation von Wurzelsystemen kann man sich deshalb auf irreduzible
Systeme beschranken — reduzible Systeme sind auf einfache Weise aus irreduziblen Wurzelsyste-
men zusammengesetzt.

14.3 Wurzelsysteme von Lie-Algebren mit Rang 1 und 2

Waurzelsystem fiir Rang 1: Da die Wurzeln im R liegen, gibt es, weil mit a auch —a eine
Wurzel ist, nur ein Wurzelsystem: Es ist das Wurzelsystem der 1 4+ 2 = 3-dimensionalen Lie-
Algebra su(2). Die Weyl-Gruppe Zsg besteht aus der Identitét und der Reflexion o — —ax.

Waurzelsysteme fiir Rang 2: Die Wurzeln liegen in R? und es gibt mindestens zwei Wurzeln
a und B. Mit jeder Wurzel av ist bekanntlich auch —a eine Wurzel, so dass es dann mindestens
vier Wurzeln geben muss.
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1. Wir beginnen mit dem Fall § = /2 der Moglichkeiten in der Tabelle Dann stehen
a und 3 senkrecht aufeinander. Die Weylreflektionen erzeugen keine neuen Wurzeln mehr
und wir erhalten das reduzible Wurzelsystem in Abb. [14.3] Die beiden Wurzeln o« und 8

B

Abbildung 14.3: Wurzelsystem von Ay ® Ay

brauchen nicht dieselbe Linge haben. Wegen
[Ha, Egl = [Hg, Ea] =0 (14.24)
erzeugen die beiden Mengen
{Ho,Eq,E_o} und {Hg,Eg,E_g} (14.25)

zwei dreidimensionale Unteralgebren, die miteinander vertauschen, g = su(2) @ su(2). Die
Weyl-Gruppe W = Zs x Zso wirkt reduzibel auf R?.

2. Nun betrachten wir den Fall # = 60° in Abbildung Beginnen wir mit o« und 3, zwei

To(B)

B
Abbildung 14.4: Wurzelsystem von As

Vektoren derselben Linge und einem Zwischenwinkel von 60°. Dann sind auch —a und —3
Wurzeln. Die moglichen Weylreflektionen erzeugen dann zwei weitere Wurzelvektoren. Das
gleichseitige 6-Eck, das von den resultierenden Vektoren aufgespannt wird, ist abgeschlossen
unter allen Weyl-Reflektionen. Es definiert eine 2 + 6 = 8-dimensionale Lie-Algebra. Es ist
die Lie-Algebra su(3).
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Thre Weyl-Gruppe wird von den Reflektionen an den Ebenen senkrecht zu den Wurzeln
a und B erzeugt. Sie enthélt neben der Einheit die Spiegelungen an den drei Ebenen
senkrecht zu allen Wurzeln und die Drehungen um 27 /3 und 47 /3. Sie ist isomorph zu der
Diedergruppe D3 oder zur Permutationsgruppe S3 = D3 und sie wirkt transitiv auf ®. Dies
bedeutet, dass das Orbit jeder Wurzel gleich & ist.

3. Als Nichstes betrachten wir den Fall § = 45° in Abbildung m Beginnen wir mit o

B oo(B) op (@)

B
Abbildung 14.5: Wurzelsystem von Bs

und 3, zwei Vektoren mit 82 = 2a2 und einem Zwischenwinkel von 45°. Wir zéhlen die
Vektoren —a und —8 und die mithilfe der Weyl-Reflektionen gewonnenen Wurzelvektoren
hinzu. Das resultierende System bestehend aus 8 Vektoren ist abgeschlossen unter allen
Reflektionen und definiert die 2 + 8 = 10—dimensionale so(5) Lie-Algebra.

Die Weyl-Gruppe enthélt neben der Einheit die Reflektionen an den vier Ebenen senkrecht
zu den Wurzeln und die Drehungen um 7/2, 7 und 37 /2 und ist isomorph zu der Dieder-
gruppe Dy. Sie wirkt transitiv auf der Menge der kurzen Wurzeln bzw. auf der Menge der
langen Wurzeln.

4. Schlussendlich untersuchen wir den Fall § = 30° in der Tabelle und beginnen mit
Vektoren o und @ mit einem Zwischenwinkel von 30° und 82 = 3a?. Dieses unter Weyl-
Reflektionen abgeschlossene Wurzelsystem definiert eine 2 + 12 = 14-dimensionale Lie-
Algebra. Es ist die exzeptionelle Lie-Algebra Ga.

?

Uberzeugen Sie sich davon, dass die Weyl-Gruppe von Go isomorph zur Diedergruppe Dg ist
und das sie transitiv wirkt auf der Menge der kurzen Wurzeln bzw. auf der Menge der langen
Wurzeln.

Damit haben wir alle einfachen (und reduzierten) Lie-Algebren vom Rang 2 konstruiert.
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oo(B) op (@)

Abbildung 14.6: Wurzelsystem von Go

Es existieren drei einfache Lie-Algebren vom Rang 2. Dies sind die Lie-Algebren su(3), so(5)
und go der Dimensionen 8, 10 und 14.

In der Cartan-Klassifikation heiften diese Lie-Algebren As, By und Go. Die Anzahl Elemente
ihrer Weyl-Gruppen erhélt man in LiE mit dem Befehl W_order:

LiE
W_order (A1) -> 2 W_order (A2) -> 6
W_order (B2) -> 8 W_order (G2) -> 12

Die Weyl-Gruppe ist eine endliche Unterguppe der orthogonalen Gruppe O(r) und erhélt deshalb
die Lange von Wurzeln und die Winkel zwischen Wurzeln. Sind zwei Wurzeln verschieden lang,
dann konnen sie nicht im selben Orbit der Weyl-Gruppe liegen. In LiE erfahrt man die Bahn einer
Wurzel o unter der Gruppenwirkung mit dem Befehl W_rt_orbit (o, g). Fiir die Lie-Algebra By
existieren lange Wurzeln und kurze Wurzeln und das Verhéltnis ihrer Langenquadrate ist 2. Es
existieren zwei Orbits:

LiE
norm[1,0],B2) -> 4 /* [1,0] ist die lange einfache Wurzel
norm[0,1],B2) -> 2 /* [0,1] ist die kurze einfache Wurzel
W_rt_orbit([1,0],B2) -> [[ 1, 2]

,[L 1, 0]

,[-1, 0]

,[-1,-2]11]
W_rt_orbit ([0,1],B2) -> [[ 1, 1]

,L 0, 1]

,L 0,-1]
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,[-1,-11]

Das Orbit der einfachen Wurzel [1, 0] enthélt so viele Wurzeln wie dasjenige der einfachen Wurzel

[0,1].

14.3.1 Explizite Basis fiir die Lie-Algebra su(3)

Wir konstruieren und analysieren die Elemente der 8-dimensionalen Lie-Algebra su(3) bestehend
aus allen anti-hermiteschen spurlosen Matrizen. In der Physik-Literatur werden aber hermitesche
Matrizen bevorzugt, da dies Kandidaten fiir Observablen sind. Wir multiplizieren die Generatoren
also mit i und wahlen als Basis die hermiteschen Matrizen

010 0 -1 0 1 0 0

Xi=1100 Xo=1|[1i 0 0 X3=10 -1 0
0 00 0 0 0 0 0 O
0 01 0 0 —i 0 00

Xa=10 00 Xs=10 0 0 Xe=10 0 1 (14.26)
1 00 i 0 0 010
0 0 O 10 0

Xr=1[0 0 —i &%&10 .
0 i O 0 0 -2

Die Matrizen sind orthogonal beziiglich des von der Spur definierten Skalarprodukts,
(X4, Xj) = Sp X, X = 2055 . (14.27)

?

Uberzeugen Sie sich davon, dass Sp(X;X;) = ¢ K(X;, X;) gilt. Welchen Wert hat die Konstante
c?

Die nicht-verschwindenden Strukturkonstanten f;; mit ¢ < j < k lauten

ijk 123 147 156 246 257 345 367 458 678
5 2 1 -1 1 1 1 -1 V3 V3

Die i’;-
bleibenden Strukturkonstanten fest.

sind vollstdndig antisymmetrisch in den drei Indizes und diese Eigenschaft legt die ver-

A. Wipf, Symmetrien in der Physik



14. Wurzelsysteme 14.4. Eigenschaften von Wurzelsystemen 240

Als Cartan-Unteralgebra wahlen wir den linearen Span der Diagonalmatrizen H; = X3 und
Hy = Xg. Man findet folgende drei Stufenoperatoren und Wurzeln:

1 .
Ea(l) = §(X1 + IXQ) : 1) = (2,0)

1

Bag = 5

Xe+1X7) 1 ap) = (-1,V3) (14.28)

1 .
Ea(B) = §(X4 + 1X5) Qg = (1, \/g)

Die 6 Wurzelvektoren haben alle die Linge 2 und definieren eine gleichseitiges Sechseck wie
in der Abbildung dargestellt. Ebenfalls gezeigt sind die Spiegelungsebenen und eine Weyl-
Reflektion. Ausgeschrieben haben die Erzeugenden die Form

010 1 0 0
Ea(l) = O O 0 9 HC!<1) = 0 _1 0
0 0 0 0 0 O
0 00 0 0 O
0 0 0 0 0 -1
0 01 1 0 O
0 0 0 0 0 -1

14.4 Eigenschaften von Wurzelsystemen

Im Allgemeinen ist die Anzahl Wurzeln grofser als der Rang der Gruppe, so dass diese linear
abhéngig sind. Deshalb ist es sinnvoll eine Basis von Wurzeln zu wahlen

A= {OL(I), e ,a(r)} y (14.29)

so dass jede Wurzel eine Linearkombination dieser Basiselemente ist. Eine besonders geeignete
Basis liefern die einfachen Wurzeln:

Satz 62 (Einfache Wurzeln) Man kann eine Basis von sogenannten einfachen Wurzeln wéih-
len, so dass fiir jede Wurzel o gilt:

a=> niog, (14.30)
i=1
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Weylreflektion
s) < ()
o) | )
. l erste Weylkammer
—o) } —o@)

Abbildung 14.7: Die Wurzeln und erste Weylkammer von SU(3).

wobei die Entwicklungskoeffizienten n; ganzzahling sind und alle das gleiche Vorzeichen haben
(n; = 0 ist erlaubt).

Den Beweis fiihren wir in mehreren Schritten. Zuerst fithren wir eine lexigraphische Ordnung
der Wurzeln ein: Wir nennen eine Wurzel o« € R" positiv, wenn das erste nicht-verschwindende
Element von a positiv ist. Sie heifft negativ, wenn —e positiv ist. Zum Beispiel sind die Wurzeln

a1y und o) in (14.28) positiv, wihrend o) negativ ist.

Die Menge der positiven Wurzeln wird mit ®* bezeichnet und die Menge der negativen Wurzeln
entsprechend mit ®~. Jede Wurzel ist entweder positiv oder negativ, so dass ® = ®TUP ™ ist. Die
Wurzeln treten immer in Paaren {a, —a} mit einer positiven und einer negativen Wurzel auf. Es
folgt, dass ® und ®~ gleich viele Wurzeln enthalten. Wir sagen « ist groRer als 3 wenn o — 3
positiv ist. Die Definition der positiven Wurzeln héngt von der Wahl der Cartan-Unteralgebra
und deren Basiselementen ab. Aber viele der folgenden Eigenschaften sind unabhéngig von dieser
Wahl.

Definition 54 (Einfache Wurzeln) Eine Wurzel o heifsit einfach, wenn sie positiv ist und
nicht als Summe von positiven Wurzeln geschrieben werden kann. Die Menge der einfachen Wur-

zeln bezeichnet man mit A.

Aus dieser Definition folgt nun sofort das

Lemma 29 Jede positive Wurzel ist die Summe von einfachen Wurzeln, o = Y njov;) mit
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Beweis: Ist o € @ einfach, dann gibt es nichts zu zeigen. Wenn nicht, dann ist a = o + o die
Summe von positiven Wurzeln mit o, s < a. Ist arq oder ag nicht einfach, dann kann es als
Summe von kleineren positiven Wurzeln geschrieben werden. Dieser iterative Prozess endet mit
einfachen Wurzeln. Als hochste Wurzel bezeichnet man diejenige Wurzel, fiir welche die Summe
der Koeffizienten n; in der Entwicklung nach einfachen Wurzeln oc =  7; n;c(;y — man nennt diese
Summe die Hoéhe der Wurzel — maximal ist. Ist die Wurzel a negativ, dann ist —a positiv und
deshalb die Summe von einfachen Wurzeln. Es folgt, dass jede negative Wurzel die Entwicklung
a =) nja; mit n; <0 hat. Damit wire die Aussage (14.30)) fiir alle Wurzeln bewiesen.

Die Anzahl positiver Wurzel erhilt man in LiE mit dem Befehl n_pos_roots. Die positiven
Wurzeln sind die Zeilen der Matrix pos_roots, wobei die oberen r Zeilen die einfachen Wurzeln
enthalten und die letzte Zeile die hochste Wurzel @ € @ enthiilt.

LiE

n_pos_roots (A2) -> 3

pos_roots (A2) -> [[1,0]
,[0,111]
,[1,11]

high_root (A2) -> [1,1]

n_pos_roots(G2) -> 6

high_root (G2) -> [3,2]

Lemma 30 Sind o und 3 verschiedene einfache Wurzeln, dann sind weder ¢ — 3 noch 3 — «
Wurzeln. Daraus folgt fiir zwei einfache Wurzeln [Eq, E_g| = [Eg, F_a) = 0.

Beweis: Da Wurzeln in Paaren kommen wére mit o — 3 auch 3 — a eine Wurzel (und umgekehrt)
und eine der beiden wére positiv. Es sei nun @ — 3 die positive Wurzel (falls sie negativ ist
vertausche man o und B). Dann wére o die Summe der beiden positiven Wurzeln 8 und o — 3.
Dies widerspricht aber der Annahme, dass a einfach sei.

Einfache Wurzeln von su(3)
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Die drei Wurzeln im schattierten Gebiet der neben-

stehenden Abbildung sind positiv, die anderen drei

Wurzeln negativ. Als Summe der positiven Wur-
zeln —ao) und ayg) ist die positive Wurzel oy

< > (]
nicht einfach. Deshalb sind —a(3) und a3y die ein- B

fachen Wurzeln. Thr Skalarprodukt ist —2, also wie
erwartet negativ. Die vier schwarz eingezeichneten

Wurzeln sind nicht einfach. —ag)

Lemma 31 Sind o und 3 verschiedene einfache Wurzeln, dann ist

a-B<0. (14.31)

Beweis: Da o, B einfache Wurzeln sind, ist [E_q, Eg] = 0 was bedeutet, dass der Stufenoperator
Eg Eigenvektor von ady, mit minimaler magnetischen Quantenzahl im su(2)-Multiplett der
p-Vektoren

Eg, adg, (Eg),...... ,adl '(Eg), mit ady (Eg)=0 (14.32)

ist. Aus der Darstellungstheorie fiir su(2) wissen wir, dass die minimale magnetische Quantenzahl
2a - 3/ nicht positiv sein kann und dies beweist das Lemma.

Lemma 32 Die einfachen Wurzeln sind linear unabhdingig.

Beweis: Waren Sie linear abhéngig, dann wére eine Linearkombination der einfachen Wurzeln
Null,

> ey =0. (14.33)
i
Wir zerlegen die Summe in zwei Anteile,
P = Z ciag und N = Z cjojy (14.34)
3,c;>0 7,cj<0

so dass nach Voraussetzung P + N = 0 ist. Aus P = —N folgt
P2:N2:—N.P:— Z Z cicja(i)-a(j).
i,c,->0j,ci<0

Die beiden Quadrate auf der linken Seite sind nicht-negativ wihrend der Ausdruck auf der rechten
Seite nicht-positiv ist, da fiir einfache Wurzeln o ;) - a(jy < 0 ist. Deshalb sind P und N gleich
dem Nullvektor, im Widerspruch zur Annahme.
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Lemma 33 Die einfachen Wurzeln bilden eine Basis in R”, wobei r der Rang der Lie-Algebra
15t.

Wir nehmen an, die einfachen Wurzeln bilden keine Basis. Dann gébe es einen Vektor v € R”
(nicht notwendigerweise ein Wurzelvektor), der senkrecht zu allen einfachen Wurzeln ist. Da
jede Wurzel eine Linearkombination der einfachen Wurzeln ist, steht v dann auch senkrecht
auf allen Wurzeln. Wir betrachten das Element h, = ~;H; in der Cartan-Unteralgebra. Es gilt
[hs, Ea] = (7 a)Eq = 0. Da die komplexifizierte Lie-Algebra durch die H; und E,, aufgespannt
wird ist der lineare Span von h, ein nicht-triviales Ideal in g was fiir eine einfache Lie-Algebra
nicht moglich ist.

Lemma 34 Es sei ® ein irreduzibles Wurzelsystem (siehe Definition auf Seite . Dann
wirkt die Weyl-Gruppe W irreduzibel in R" und der W-Orbit jeder Wurzel spannt R" auf.

Beweis: Anderenfalls gébe es einen echten invarianten Teilraum E C R”™ unter der Wirkung
von W. Dann wire auch sein orthogonales Komplement E' ein echter invarianter Teilraum,
siehe den Beweis von Satz auf Seite Nun wéhlen wir ein a ¢ E und wirken mit der
Weyl-Reflektion o4 auf ein v € E. Der Bildvektor o,(v) liegt dann auch in E, genauso wie
der Differenzvektor v — oq(v). Es sei nun v nicht senkrecht zu . Dann ist der Differenzvektor
ungleich Null und parallel zu a. Dies widerspricht unserer Annahme o ¢ E. Also miissen im Fall
a ¢ E alle Vektoren in E senkrecht auf a stehen. Dies bedeutet, dass jede Wurzel entweder in E
oder in E sein muss. Dann zerfillt das Wurzelsystem in zwei orthogonale Teilsysteme. Fiir ein
irreduzibles Wurzelsystem ist dies aber nicht moglich und wir folgern E+ = (). Dies beweist die
erste Aussage im Lemma. Da der lineare Span des W-Orbits einer Wurzel einen nicht-trivialen
invarianten Teilraum in R"™ definiert, folgt die zweite Aussage aus der ersten.

Lemma 35 Es sei ® ein irreduzibles Wurzelsystem. Dann gibt es maximal zwei verschiedene
Wurzellingen und W wirkt transitiv auf den langen Wurzeln bzw. auf den kurzen Wurzeln.

Beweis: Seien a und 3 beliebige Wurzeln. Im Weyl-Orbit von a gibt es eine Wurzel o’ die nicht
senkrecht auf 3 steht, da der lineare Span des Orbits gleich R" ist. Alle Wurzeln im Orbit haben
dieselbe Lénge wie . Deshalb ist das Verhéltnis der quadrierten Langen von o und 3 gleich
demjenigen von o’ und 3, also gleich 3,2,1,1/2 oder 1/3. Gébe es nun drei Wurzelvektoren mit
verschiedenen Léngen dann wiirden neben den Verhéltnissen 1/2 und 1/3 auch das Verhéltnis
2/3 auftreten, was bekanntlich nicht erlaubt ist. Es seien nun « und 3 zwei beliebige Wurzeln
mit gleicher Lange. Wir diirfen zusétzlich (o, 3) > 0 voraussetzen, da a und —a im selben
Weyl-Orbit liegen. Dann gilt nag = ng, = 1, siche Tabelle so dass

0a(B) =B —nopa=pF—a und (0a080a)(B) = (0a08)(B—a) =0a(—a) =a.

Dies ist genaus die Aussage, das die beiden Wurzeln im gleichen Weyl-Orbit liegen.

A. Wipf, Symmetrien in der Physik



14. Wurzelsysteme 14.5. Cartan-Matrix und Dynkin-Diagramme 245

Lemma 36 FEs sei « eine einfache Wurzel und 3 eine positive Wurzel ungleich £a. Dann ist
oa(B) ebenfalls positiv.

Beweis: a ist eine der einfachen Wurzeln, sagen wir o), und 8 = > nic ;) mit n; > 0. Nun ist

J (alvai>
Wmﬁﬁ)ZEZHﬁmd—<§:2W()z() o)
=1

*o
Wegen B # a ist mindestens ein n; > 0 fiir ¢ > 1. Da nach Satz[62| alle Entwicklungskoeffizienten

bei der Entwicklung einer Wurzel nach einfachen Wurzeln dasselbe Vorzeichen haben, muss
Tag, (B) in @ liegen. Siehe Folien.

14.5 Cartan-Matrix und Dynkin-Diagramme

Aus einem Satz einfacher Wurzeln kann man mit Weyl-Reflektionen alle Wurzeln rekonstruieren.
Die ganze Information iiber die Lie-Algebra ist deshalb in den normierten Skalarprodukten der
einfachen Wurzeln codiert. Diese bilden die ganzzahligen Matrixelemente der Cartan-Matriz K:
20i) - o)
2 Y
X

Da die () linear unabhéngig sind ist K regulédr. Die Diagonalelemete sind alle 2 und enthalten

iiberfliissige Information. Die Nebendiagonalelemente sind negativ oder Null. Haben alle einfa-
chen Wurzeln gleiche Léange, dann ist K symmetrisch und man spricht von simply laced groups.

?

Was sind die méglichen Cartan-Matrizen fiir Lie-Algebren mit dem Rang 2.

Beriicksichtigen wir die Einschréankungen in der Tabelle auf Seite an die Skalarprodukte
der Wurzeln, dann bleiben nur

2 -1 2 -1 2 -1
su3): K= . so(b): K = . g K= s o] (14.36)

Die Cartan-Matrix erhélt man in LiE mithilfe des Befehls Cartan:
LiE
Cartan(G2) -> [[2,-1]
) [_3 3 2] ]

Mit wachsendem Rang wird es vorteilhafter, die in K enthaltene Information in einem Dynkin-

Diagramm wie folgt zu codieren:
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1. Zu jeder einfachen Wurzeln « assoziiert man einen Vertex V.
2. Zwei Vertices Vo und Vg werden mit nygng, € {0,1,2,3} Linien verbunden.

3. Werden zwei Vertices mit mehr als einer Linie verbunden, dann ist |a| # |3|. Dann
zeichnet man einen Pfeil von Vi zu V3, wenn |af > |3|, und umgekehrt. Alternativ
kennzeichnet man die Vertices zu den kurzen Wurzeln mit einem vollen Kreis und

diejenigen zu den langen Wurzeln mit einem offenen Kreis.

Die Analysis aller moglichen Fille fithrte auf die Cartan’sche Klassifizierung der einfachen kom-
plexen Lie-Algebren. Es gibt vier unendliche Familien von Lie-Algebren und fiinf exzeptionelle
Lie-Algebren. Traditionell bezeichnet man sie mit

A,, B,, C., D, Fs FE: Es, Fi, Gs. (14.37)

Der Index bezeichnet den Rang der Algebra. Der Beweis macht davon Gebrauch, dass die Cartan-
Matrix positiv definit ist, dass maximal ein nicht-Diagonalelement verschieden von 0 und —1 ist
und dass das Diagramm keine Schleifen enthélt.

Die vier Familien sind die komplexifizierten Lie-Algebren der klassischen Gruppen,
A, =sl(r+1,C), B,=so(2r+1,C), C,=sp(2r,C), D,=so(2r,C), (14.38)
oder mit ihren eindeutigen kompakten Formen
A, =su(r+1), B,=so(2r+1), C,=usp(2r), D, =so0(2r). (14.39)

Die exzeptionellen Lie-Algebren Eg, F7, Eg, Fy und G5 haben die Dimensionen 78,133,248, 52
und 14. Es sind die Lie-Algebren der exzeptionellen Lie-Gruppen.
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no

14.6 Anhang: Explizite irreduzible Wurzelsysteme

Es sei {ej,--- , ey} eine kartesische Basis im R"™. Im Folgenden steht +e; + e; fiir die 4 Vektoren
ei+ej, e —ej, —e +e und —e; — e;.

Waurzelsystem von A,: Es sei E die Hyperebene in R"*! orthogonal zum Vektor e; + ey +- - -+
er+1. Dann enthélt das Wurzelsystem die r2 4+ 2r Wurzeln

P = {ei - ej]i 7& ]} . (14.40)
Als einfache Wurzeln wiahlt man die Vektoren

A= {a(z) = €, — 6i+1|i = 1, .. .,T‘} . (1441)
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Sie haben alle die gleiche quadrierte Lange 2, so dass der Winkel zwischen zwei beliebigen einfa-
chen Wurzeln gleich 120° oder 90° sein muss. Insbesondere gilt

(apy, auen) =—1, i=1,2,...,r—1, (14.42)

und dies bedeutet, dass die Nebendialgonalelemente der Cartan-Matrix K gleich —1 sind. Wei-
terhin ist det(K) = r + 1. Die hochste Wurzel ist e; — e;.

Die Weyl-Gruppe ist die symmetrische Gruppe S;+1 und enthélt die Permutationen der Vektoren
{ei1,..., e41}. Zum Beispiel ist die Weyl-Gruppe von As gleich S3 = Ds.
Wourzelsystem von B,: Hier ist £ = R" und das Wurzelsystem enthilt 2r2 Wurzeln,
O ={te}U{xe Lteli#j}. (14.43)
Als einfache Wurzeln wihlt man
A={apy=e—enli=1,....,r—1}U{a; =e}. (14.44)

Die hochst Wurzel ist e; + e; und die Weyl-Gruppe ist die Gruppe der Permutationen und
Vorzeichenwechsel der Menge {ey, ..., e} und enthélt deshalb 2"r! = (2r)!! Elemente.

Wourzelsystem von C,.:  Wieder ist £ = R". Das Wurzelsystem ist dual zum Wurzelsystem von
B,
O = {+2¢;} U{te; L ejli #j} . (14.45)

Als einfache Wurzeln wiahlt man die Vektoren
A={apy=e—eypli=1,...,r =1} U{o) =2e} . (14.46)

Die hochste Wurzel ist 2e; und die Weylgruppe ist identisch zu derjenigen von B,.

Wurzelsystem von D,: Auch hier ist £ = R" und die 2r(r — 1) Wurzeln sind
O ={+e +ejli #j}. (14.47)
Als einfache Wurzeln wihlt man
A={apy=e—epli=1,...,r=1}U{ap) =e_1+e}. (14.48)

Die hochste Wurzel ist e; + e; und die Weylgruppe ist die Gruppe der Permutationen von
{e1,..., e} sowie die geraden Vorzeichenwechsel dieser Basisvektoren und enthéalt (2r)!!/2 Ele-
mente.
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Wurzelsystem von Gs: Hier ist F die Ebene senkrecht zu e; + e; + e3 und
D= {ei— ejli £ 7} U{=(2ei — e — ey)li £ # k. (14.49)
Als 2 einfache Wurzeln wahlt man
A={e —ey—2e;+e+es}. (14.50)

Die hochste Wurzel ist 2e3 — es — e; und die Weylgruppe ist die Gruppe der Permutationen von
{e1, e2, e3} sowie die geraden Vorzeichenwechsel dieser Basisvektoren und enthélt 12 Elemente.
Sie ist isomorph zur Diedergruppen Dg.

Waurzelsystem von F;: Esist £ = R* und
1
O ={te}U{te tejli#j}U {2(:l:el tetest e4)} . (14.51)

Als 4 einfache Wurzeln wahlt man

1
A= {61—62,62—63,63,2(64—61—62—63} . (14.52)

Die héchste Wurzel ist e; + e4 und die Weylgruppe hat 1152 Elemente.

Waurzelsystem von Eg:  Esist £ = R® und

O ={te +ejli #j}U {; Z(_l)m(i)ei‘ Zm(z) gerade} . (14.53)

A 7

Als die 8 einfachen Wurzeln wahlt man

7

1 .

A= {2(61 + eg — E (1)m(’)ei} U{er+ e, e2—e1,e3—€2,...,e7— €} . (14.54)
i=2

Die hochste Wurzel ist e; + es und die Weylgruppe hat 696 729 600 Elemente.

Wourzelsystem von E;:  Das Wurzelsystem ist die Schnittmenge des Wurzelsystems von Eg mit
dem Vektorraum orthogonal zu e; + eg. Hochste Wurzel ist es — e; und die Weylgruppe hat
2903 040 Elemente.

Wurzelsystem von Eg:  Das Wurzelsystem ist die Schnittmenge des Wurzelsystems von Fg mit
dem Vektorraum orthogonal zu eg + eg und ey + es. Hochste Wurzel ist %(el + e +e3+ e+
e; — eg — e7 — eg) und die Weylgruppe hat 51 840 Elemente.
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14.7 Aufgaben zu Kapitel 14

Aufgabe 14.1: Beispiel fiir Wurzeln

Betrachten Sie die Generatoren

0 0 O 0 -1 1 0 1 1
1 1 i
H = 3 _1 9 X - = _]. ]. ) X — _1
5 0 0 1 el 0 2 WG] 0 0
0 0 1 1 0 0 -1 0 O

1. Finden Sie eine Linearkombination E = ¢; X1 + c2 X2, so dass [H, F] = aE. Wie lautet die
entsprechende Wurzel.
2. Zeigen Sie, dass [H, ] = —aET.

3. Wie lautet die vollstdndige Liste von Wuzeln?

Aufgabe 14.2: Casimir Operatoren

Operatoren, die mit allen Elementen einer Lie-Algebra vertauschen, nennt man Casimir-Operatoren.
Ganz allgemein gibt es r =Rang(g) unabhéngiger Casimir-Operatoren. Explizite Ausdriicke sind
im allgemeinen schwierig zu beschaffen, jedoch gibt es immer einen ,einfachen“ quadratischen

Casimir-Operator
dim g

Cy = Z X}
=1

wobei die X; orthonormal bzgl. der Killingform sind.
1. Zeigen Sie, dass [X;, C2] = 0 gilt.
2. Wie lautet Cy fiir SU(2) und SU(3).
3. Welchen Zahlenwert nimmt Cs fiir su(3) in den frither behandelten Darstellungen 3 und 8

an?

Zur Information: Casimir-Operatoren sind Monome der Elemente der Lie-Algebra. Man spricht
von einem Casimir-Operator der Ordnung p, wenn er ein Monom der Ordnung p ist. Fiir die
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einfachen Lie-Algebren sind die Ordnungen:

Algebra Ordnung
Ay 2,3,...,4
By 2,4,...,20
C, 2,4,...,20
Dy, 2.4,....20—2:4 (14.55)
Ga 2,6
F, 2,6,8,12
Fg 2,5,6,8,9,12
E7 2,6,8,10,12,14,18
Eg 2,8,12,14,18, 20, 24, 30
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15 Darstellungen von Lie-Algebren

Es ist unmaoglich, die Schonheiten der Naturgesetze angemessen zu vermitteln, wenn
jemand die Mathematik nicht versteht. Ich bedaure das, aber es ist wohl so.
RICHARD FEYNMAN

Wir haben im Kapitel [L3| gesehen, dass die Darstellungen einer Lie-Gruppe G in enger Beziehung
zu den Darstellungen seiner Lie-Algebra stehen. Insbesondere induziert jede Darstellung D von G
eine Darstellung D, von g. In diesem Kapitel bestimmen wir die méglichen Darstellungen von Lie-
Algebren. Dabei gebrauchen wir die (als bekannt vorausgesetzten) Resultate fiir die irreduziblen
Darstellungen der quantenmechanischen Drehgruppe SU(2), die durch den Spin charakterisiert
werden. Insbesondere machen wir uns die Struktur der zu jeder Wurzel gehorenden SU(2)-Unter-
Lie-Algebra (Hy, Eo, E_q) zunutze.

Satz 63 (Weyl) Jede endlich-dimensionale Darstellung einer halb-einfachen Lie-Algebra g ist
vollstindig reduzibel.

Fiir diesen Satz gibt es zwei bekannte Beweise. Einer verwendet rein algebraische Methoden,
basierend auf einem Lemma von Whitehead. Ein anderer Beweis (nach Weyl) benutzt ,tran-
szendente“ Methoden — er ist als unitédrer Trick bekannt. Er macht davon Gebrauch, dass die
Darstellungen einer Lie-Algebra auch Darstellungen der zur Lie-Algebra gehorenden universellen
Uberlagerung ist, und dass alle Darstellungen einer kompakten Lie-Gruppe vollstindig reduzibel

sind, vgl. Abschnitt [10.3]

Dreidimensionale Darstellung von su(2)

Wir interpretieren den Winkel 9 in (9.10) als Kurvenparameter. Man beachte, dass U (9 =
0) = 1 ist, so dass die Ableitung an der Stelle 9 = 0 ein Element der Lie-Algebra ist:

d icos sin ¢ el¥
X = @UL@:O = X
—sinye 'Y —icosy
0 i 0 1 i 0
= cos 1 sin + sin 1) cos ¢ + cos . (15.1)
i 0 -1 0 0 —i
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Fiir die dreidimensionale Darstellung in (11.62]) findet man dann

0 1 0 0 1 0 i 0 0
D*(X):\@coswsingo i 0 i|+Vv2sincosp| -1 0 1|+2cosv|0 0 0
0 1 0 0 -1 0 0 0 —i

(15.2)

Nach dem Basiswechsel von ((11.63)) zu (11.64)) gewinnt man die dquivalente reelle Darstellung

0O 0 O 0O 0 2 0 -2 0
Dy(X)=cos¢sinp [0 0 2| -+sintpcosp| 0 0 0]|+cosvv|2 0 0] . (153)
0 -2 0 -2 0 0 0O 0 O

Die infinitesimalen Erzeugenden der Darstellung (11.64) sind also, wie erwartet, die reellen
antisymmetrischen 3 x 3 Matrizen der Lie-Algebra so(3). Insbesondere sind die drei anti-
symmetrischen Matrizen in (15.3)) die Bilder der antihermiteschen Basiselemente in ((15.1]).

?

Zeigen Sie, dass die Matrizen in ([15.3]) (15.1) identische Kommutationsrelationen erfiillen.

15.1 Gewichte einer Darstellung

Alle irreduziblen Darstellungen ¢; von SU(2) gewinnt man, wenn man die fundamentale Dar-
stellung 9, /o geniigend oft mit sich selbst tensoriert. Die Dimension der Darstellung ; ist 25 + 1
und 9J; ist die drei-dimensionale adjungierte Darstellung. Diese ist enthalten im Tensorprodukt

ﬁ%xﬁ%Zﬁl—Fﬂo. (15.4)

In der Quantenmechanik werden die irreduziblen Darstellungen von SU(2) mithilfe der Aufsteige-
und Absteigeoperatoren

1 1
oy = 5(01 +i03) und o_ = 5(01 —i09),

in der komplexifizierten Lie-Algebra erzeugt. Diese erfiillen
[03,04] = +204 . (15.5)

Die entsprechende Konstruktion verallgemeinern wir nun auf kompakte einfache Lie-Algebren.
Wir betrachten also eine einfache Lie-Algebra mit Cartan-Weyl-Basis { H;, Eo, F—q} (siehe (14.6
auf Seite [231)) und eine Darstellung D, der Lie-Algebra. Wegen der Darstellungseigenschaft
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vertauschen die linearen Abbildungen D, (H;) miteinander und kénnen gleichzeitig diagonalisiert
werden,

D, (Hi)|p) = palp) - (15.6)

Der r-dimensionale Vektor p = (u1,...,pu,) heift Gewichtsvektor. Die Gewichtsvektoren der
adjungierten Darstellung sind gerade die Wurzeln der Lie-Algebra. Wir kénnen nun &hnlich
vorgehen wie bei der Behandlung der Wurzeln. Wegen der Darstellungseigenschaft bilden die
Darstellungsmatrizen

D,(Ha),Di«(Ea), Di«(E_a) (15.7)

eine su(2)-Unteralgebra von L(V). Wie in (14.8) schiefen wir, dass fiir alle Wurzeln a die Eigen-

werte in

2(p, o)
D.(Ha)|p) = 7’#% (15.8)
ganze Zahlen sein miissen,
2
(a;") €7 firalle ac®. (15.9)
«a

Jeder Vektor, der diese Bedingung erfiillt ist ein Gewichtsvektor, kurz auch Gewicht genannt.
Dies ist die einzige Bedingung, die ein Gewicht erfiillen muss. Man beachte, dass 2c - pu/u? keine
ganze Zahl zu sein braucht, im Gegensatz zu 2a - u/a®. Die Quantisierungsbedingung
definiert das Gewichtsgitter von g. Jede Wurzel ist also ein Gewicht aber nicht jedes Gewicht ist
eine Wurzel. Die gemeinsamen Eigenvektoren |p) der Cartan-Generatoren zerfallen in Multipletts
unter der Wirkung von Hy, F1q.

Im Folgenden schreiben wir wieder Hq, und Egq anstelle von Dy (Hg) und D, (Eq).

Es sein g die Weyl-Reflektion zu einer beliebigen Wurzel 8 und é = o3(a). Die Spiegelung og
andert ein Skalarprodukt im R”™ nicht, so dass gilt
2(8,08(1))  2(c, p)

Hslog(w)) = ==~ =— 2 loa(w). (15.10)

Deshalb ist fiir jede Wurzel § der Vektor |og(p)) Eigenvektor von Hs mit ganzzahligem Ei-
genwert, d.h. og(p) ein Gewicht der Darstellung. Damit werden die Gewichte unter den Weyl-
Reflektionen ineinander abgebildet. Die Weyl-Reflektionen erzeugen die Weyl-Gruppe, und wir
folgern:

Die Menge der Gewichte ist invariant unter der Weylgruppe.

15.1.1 Fundamentale und dominante Gewichte

Da alle Wurzeln durch Weyl-Reflektionen aus den einfachen Wurzeln hervorgehen (jedes Orbit
enthélt nach Lemma [35] auf Seite [244] mindestens eine einfache Wurzel), geniigt es die Quanti-
sierungsbedingung ([15.9)) fiir eine Basis von einfachen Wurzeln zu fordern. Entsprechend kénnen
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wir im Gewichtsgitter eine Basis von fundamentalen Gewichten p ;) einfiihren, definiert durch

(L) )

2
2
{0))

=0y, 1<ij<r. (15.11)

Jedes Gewicht ist dann eine ganzzahlige Linearkombination der fundamentalen Gewichte,

w=> nip, nEL. (15.12)

Sind alle ganzzahligen Koeffizienten n; > 0, dann heifst A dominantes Gewicht. Offensichtlich ist
ein Gewicht g dominant genau dann, wenn gilt

(a@,p) >0,  1<i<r. (15.13)

Jedes Gewicht kann mit einem Element der Weyl-Gruppe in ein eindeutiges dominantes Gewicht
abgebildet werden. In anderen Worten: in jedem Weyl-Orbit gibt es ein eindeutiges dominantes
Gewicht.

Fundamentale Gewichte von su(3)

Fiir SU(3) sind die fundamentalen Gewichte

1 (V3
— und  po) =

i = (15.14)
W= 3l

[\)
S
—_

15.1.2 Hochstes Gewicht

In jeder endlich-dimensionalen Darstellung einer Lie-Algebra konnen wir einen Zustand |p) mit
hochstem Gewicht finden, so dass

(0, ) maximal ist, (15.15)

worin d ein ausgezeichnetes dominantes Gewicht ist. Es ist der nach Hermann Weyl genannte
Weyl-Vektor und kann als Summe tiber alle fundamentalen Gewichte oder als halbe Summe der
positiven Wurzeln geschrieben werden:

Lemma 37 Der Weyl-Vektor hat die Darstellungen

5:% > a:Zu(i). (15.16)

acdt

Beweis: Wir wollen die letzte Identitdat beweisen und nehmen dazu an, § sei die halbe Summe
der positiven Wurzeln. Sei nun e;) eine der einfachen Wurzeln. Wegen der Orthogonalitat der
Weyl-Reflexionen ist

(Ua<i>(5)7a(i)) = (57%(1-)(04(1))) = (57 _a(i))~ (15.17)
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Gemiéfs Lemmapermutiert die Weyl-Reflexion Tag alle positiven Wurzeln, mit Ausnahme von
ay;), das in —oy;) abgebildet wird. Deshalb ist 04, (6) = § — ;). Zusammen mit (15.17) ergibt
sich 2(6, a(i)) = a%i). Wegen den Orthogonalitits-Relationen zwischen den einfachen Wurzeln
und fundamentalen Gewichten in gilt aber auch

22 (ngyap) = ofy.-
J

Die halbe Summe der positiven Wurzeln hat also das gleiche Skalarprodukt mit allen einfachen
Wurzeln wie die Summe der fundamentalen Gewichte. Dies beweist das obige Lemma.

Der Weyl-Vektor tritt in der Weylschen Formel fiir die Dimension einer irreduziblen Darstellung
auf. Da eine positive Wurzel eine Linearkombination von einfachen Wurzeln mit nicht-negativen
(ganzzahligen) Koeffizienten ist, hat dieser Vektor ein positives Skalarprodukt mit allen positiven
Wurzeln und ein negatives Skalarprodukt mit allen negativen Wurzeln. Ein Zustand mit hochstem
Gewicht g wird deshalb von allen E, mit @ > 0 annihiliert,

Eolp) =0, a>0. (15.18)

Wiére dem nicht so, dann gébe es einen Zustand mit Gewicht p + a fiir das (u + @, d) > (u, 9)
gelten wiirde. Dies ist nicht mdéglich, da nach Voraussetzung p hochstes Gewicht ist. Zu jedem
hochsten Gewicht p gibt es also eine eindeutige irreduzible Darstellung. Sie besteht aus Zustanden
der Form

E_,glE_ﬁ2 s E_Bm|p,>, B;>0. (15.19)

Man kann beweisen, dass jedes ganze Gewicht als héchstes Gewicht einer irreduziblen Darstellung
auftritt:

Satz 64 (Dominante Gewichte und irreduzible Darstellungen) Sei g eine halbeinfache
Lie-Algebra iber C. Dann sind die irreduziblen Darstellungen von g in Bijektion zu den domi-
nanten Gewichten.

Die Gewichte von su(3)

Die Gewichte

1 (V3 1 [—V3 9 (0
ro=51 ] FoTew =g und by~ = A

bilden eine 3-dimensionale Darstellung mit hochsten Gewicht pu(;). Es ist die fundamentale
Darstellung mit Eigenvektoren

1 0 0
lpe) ~ [0, lpg —aq)=|1 und [p3) —oz) = |0
0 0 1
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Nun gibt es noch eine weitere 3-dimensionale Darstellung mit hochsten Gewicht g5y, ndmlich

2 [0 1 (V3 1 (V3

Bis auf Permutationen konnen wir die Eigenwerte der zu dieser Darstellung gehorenden
D.(H;),i = 1,2 ablesen. Folgende Matrizen haben diese Eigenwerte (die Matrizen sind

immer nur bis auf Aquivalenz bestimmt)
D,(Hi)=—-H; und D.(Hs)=—H>.

Die zugehorigen Eigenvektoren sind

0 0 1
lwa) =0, lpe—apg)=|[1], lpe—ag)=1|0
1 0 0
Die zugehorigen Stufenoperatoren sind dann
D.(Ey) = —E,. (15.20)

Dies sind genau die Erzeugenden der komplex konjugierten Darstellung
D:U—U". (15.21)

Dies ist leicht einzusehen:

U0) = X = D.(X) =U*(0) = X* = (XT)! = —X*. (15.22)

15.2 Tensorprodukt von Darstellungen

Es seine D1 und D5 zwei Darstellungen auf Vektorrdumen V; und V5. Dann ist die Tensorprodukt-

Darstellung
D=D1®Dsy:qg— Dl(g) X Dz(g) (1523)

ebenfalls eine Darstellung auf V; ® Vs. Diese ist im Allgemeinen reduzibel, auch wenn die Dar-
stellungen D; irreduzibel waren. Die induzierte Darstellung der Lie-Algebra ist
d
D.(X)(or © v2) = - (D1(9(5)) @ Dalo(s) ) (0n @ v2)
= D1 (X)v1 @ vg +v1 @ Dya(X)vz,

beziehungsweise
Di(X)=Du(X)®1+1® Dsa(X). (15.24)
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Sind |p;y) Eigenvektoren der Cartan-Generatoren in den Darstellungen D; mit hchsten Gewich-
ten pu(;), dann ist offenbar [p()) ®|p(9)) Eigenvektor der Cartan-Generatoren des Tensorprodukts
der beiden Darstellungen mit hochstem Gewicht po(1y + p(9)-

Tensorprodukt 3 x 3 in su(3)

Schauen wir uns die Tensordarstellung 3 x 3 von SU(3) etwas genauer an. Die 9 Gewichte der

Weylreflektionen

®3 %3 einfache Wurzeln ®3x3=8+1

Abbildung 15.1: Wurzeln und Gewichtsgitter von SU(3).

Tensorproduktdarstellung sind die Summen der Gewichte der einzelnen Darstellungen,
{w3} = {udy +uly i = 12,3} (15.25)

Diese Gewichte sind in Abbildung [I5.1] eingezeichnet. Das hochste Gewicht ist die Summe der
héchsten Gewichte, also (1, \/g) Nun wollen noch bestimmen, was die irreduziblen Bestandteile
dieser 9-dimensionalen Darstellung sind. Sei v;w; die 9 Komponenten eines Vektors im Tensor-
produkt der Darstellungsriume von 3 und 3. Unter der Tensordarstellung transformieren diese
wie

viwj = UpUlfnpwg <= X =» UXUT =UXU™, Xy = vw; . (15.26)
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Da aber
SpX — Sp(UXU™!) = SpX (15.27)

invariant ist, ist SpX = > v;w; ein eindimensionaler invarianter Unterraum der Tensorprodukt-
darstellung. Auf dem Unterraum senkrecht dazu, d.h. auf denjenigen X mit SpX = 0, ist (15.26))
genau die adjungierte Darstellung. Als gilt

3Ix3=1d8, 8 = adjungierte Darstellung. (15.28)

Eine beliebig irreduzible Darstellung von SU(3) wir durch Angabe zweier nicht-negativen ganzen
Zahlen charakterisiert. Zerlegt man némlich das hochste Gewicht p einer Darstellung in die
fundamentalen Gewichte,

H=nipyy + n2p),  ni € No, (15.29)

dann charakterisieren (n1,ny) die Darstellung eindeutig. Die tiefsten irreduziblen Darstellungen
von SU(3) sind in folgender Tabelle aufgezéhlt:

() |01 (L) (02) @0 @) (03) (0 (12 @1

(
D(nl,ng)‘l 3 3 6 6 8=8 10 10 15 15

Zum Beispiel hat die 10-dimensionale Darstellung 10 das hochste Gewicht

3
“10:3'M3:

V3

Die zehn Gewichte dieser Darstellung sind die neun grofsen Punkte auf den Seiten des gleich-
seitiges Dreiecks im Gewichtsdiagramm [15.2] sowie dem Punkt im Ursprung. Der Eckpunkt des
Dreiecks rechts oben gehort zum hochsten Gewicht der Darstellung 10.

Abbildung 15.2: Gewichte der Darstellung 10 im Gewichtsgitter von su(3).
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15.3 Young diagrams

Im Abschnitt diskutierten wir die Konjugationsklassen der symmetrischen Gruppe S,,. Thre
Anzahl ist gleich der Anzahl Partitionen (n) von n. Zum Beispiel kann 4 auf 5 Arten als Summe

von ganzen Zahlen geschrieben werden:

4
3+1
2+2

2+1+1
1+1+1+1

Die geordnete Partition 1 + 3 ist dabei gleich wie die geordnete Partition 3 + 1. Die Partitio-
nen kénnen als Young Diagramme (auch Ferrers Diagramme genannt) visualisiert werden. Zum
Beispiel die Paritition 6 +4 + 3 + 1 von 14 wird durch das folgende Diagramm dargestellt:

15.4 Und so weiter ........

15.5 Aufgaben zu Kapitel 15

Aufgabe 15.1: Sphirische Harmonische als irreduzible Darstellungen von SO(3)

Seien z!, 22, 22 kartesische Koordinaten in R3. Der Raum der Funktionen auf der Einheitssphére

S? wird durch den Raum aller Polynome P,(z) = Y f;,. i, 2" -+ 2% (mit komplexen Koeffizi-
enten) aufgespannt, wobei die Einbettung von S? in R? durch > (z)? = 1 definiert ist. Wir

beno6tigen noch den Raum aller Polynome vom Grad < n,

Cn(S?) = P Pul).

k<n

Die natiirliche Dastellung von SO(3) auf R? — gegeben durch z — Rz mit R €SO(3) — definiert
eine SO(3)-Darstellung auf den stetigen Funktionen auf S? durch

U(z) = (D(R)Y)(z) = Y(Rz).

1. Priifen Sie nach, dass I' eine Darstellung ist.

2. Bestimmen Sie die entsprechende Darstellung der Lie-Algebra so(3) auf C,(S?), d.h. die
Wirkung der Generatoren J; auf einem Polynom.

3. Finden Sie die Polynome mit J4 P,(z) = 0, d.h. die héchsten Gewichtsvektoren.
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4. Finden Sie die Zerlegung in irreduzible Darstellungen
Cn(S?) = @nk(spin k),
k

wobei spin k die Spin k Darstellung bezeichnet. Bestimmen Sie die Multiplizitdaten ny.

5. Finden Sie explizit die Dastellungsraume von spin 0, spin 1 und spin 2 als Polynome in den
kartesischen Koordinaten.

6. Gehen Sie zu Kugelkoordinaten iiber und erkldren Sie den Zusammenhang mit den sphé-
rischen harmonischen Y’.
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16 Relativistische Feldtheorien

The importance of group theory was emphasized very recently when some physicists
using group theory predicted the existence of a particle that had never been observed
before, and described the properties it should have. Later experiments proved that this
particle really exists and has those properties.

IRVING ADLER

Mit der spezielle Relativitdtstheorie vertragliche Wechselwirkungen werden durch relativisti-
sche Feldtheorien beschrieben und die zugehorigen Feldgleichungen lassen sich aus einem Ha-
milton’schen Wirkungsprinzip ableiten. Dabei zeichnet die Wirkung kein Inertialsystem aus.
In anderen Worten, die Feldgleichungen sind die Euler-Lagrange Gleichung fiir eine Poincaré-
invariante Wirkung.

16.1 Langrange’scher Formalismus

In einer lokalen Feldtheorie ist die Wirkung das Raumzeit-Integral iiber eine lokale Lagrange-
Dichte L(z),

S = /d% L(z) = /dtdm L(t,x), (16.1)

wobei fiir fast alle Feldtheorien £ eine Funktion nur der Felder und ihrer ersten Ableitungen
ist, L = L(¢,0,¢). Dies wollen wir im Folgenden immer annehmenﬂ Das Feld ¢ kann mehrere
Komponenten haben. Zum Beispiel kann es eine Kollektion von mehreren Skalarfeldern, wie
das Higgsfeld im Standardmodell, oder sogar ein Tensorfeld sein. Die Raumzeit-Dimension d
sei variabel. Das Volumenelement des Raumes bezeichnen wir mit de. Wir benutzen natiirlich
Einheiten, in denen 7 = ¢ =1 ist.

Die (Frechet) Ableitung eines Funktionals (zum Beispiel der Wirkung) ist definiert durch

b5
op(x)

worin die Variation d¢ eine Testfunktion ist, die auf dem Rand des betrachteten Gebiets (oder ,,im

Sl + 6] = S[B] + 6S + O(6¢?) = S[¢] + /dda: 5o (z) + O(0¢%), (16.2)

Unendlichen®) verschwindet. Die mathematischen Aspekte der Variationsrechnung sind klar und

1Und dies, obwohl Feldtheorien mit héheren Ableitungen zur Zeit en vogue sind. Die entsprechenden quantisierten
Feldtheorien haben allerdings oft Unitaritdtsprobleme.
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verstandlich in [9] dargelegt. Zum Beispiel ist die Variation einer Wirkung mit Lagrange-Dichte
L(¢,0,¢) gleich

[ (0L, oL
o= [ ate G500+ 5(0,9) 9u00)

Das letzte Integral kann mit dem Gauss’schen Satz in ein Oberflichenintegral umgewandelt
werden. Das Feld ¢ soll am Rand des Integrationsgebietes konstant sein und deshalb wird, wie
oben angenommen, die Variation d¢ dort verschwinden.

Euler-Lagrange Gleichungen fiir ¢

Das Hamilton’sche Variationsprinzip 5 = 0 fiihrt auf folgende Bewegungsgleichungen:

oL oL

T (16.4)

Fiir eine Lagrangedichte L£(¢, 0,¢) sind die Bewegungsgleichungen verallgemeinerte Wellenglei-
chungen zweiter Ordnung{ﬂ So hat ein reelles Skalarfeld, welches ein freies und ungeladenes
Teilchen beschreibt, die quadratische Wirkung

S:/dd:nﬁ mit £ = = (0,00"¢ — 1?¢?) . (16.5)

1
2
Die darin auftretende Konstante p ist die inverse Compton-Wellenldnge des Teilchens. Als Euler-
Lagrange Gleichung findet man die lineare Klein-Gordon Gleichung

00"+ p*dp=0 bzw. Op+ p*¢=0. (16.6)

Die allgemeine Losung ist eine Uberlagerung von ebenen Wellen e** mit k2 = kyz#. Die Kom-
ponenten des Wellenzahl 4—Vektors erfiillen dabei die Dispersionsrelation k, k" = k§ — k* = 2.

Die Wirkung sollte unter Poincaré-Transformationen ([5.45) invariant sein, damit das Aquivalenz-
prinzip nicht verletzt wird. Unter diesen Transformationen &ndert sich ein Tensorfeld gemafs

¢ (z') = Sp(x), 2’ =Ax+a, (16.7)

wobei § von A abhéngt. Fiir ein Skalarfeld ist S(A) = 1 und entsprechend ¢'(2') = ¢(x).

?

Zeigen Sie, dass die Wirkung S in (16.5)) invariant unter Poincaré-Transformationen ist. Dazu
benétigen Sie d%z’ = d%z.

2Fiir fermionische Felder ergeben sich allerdings Feldgleichungen erster Ordnung.
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Das 4-er Potenzial der Elektrodynamik A* = (A°, A) ist ein Vektorfeld, das unter Poincaré-

Transformationen wie folgt transformiert,
Al (') = AJ A () . (16.8)

Dies bedeutet, dass fiir ein Vektorfeld & = A ist. Der Feldstarketensor F),, = 0,4, — 0,4, ist
ein anti-symmetrisches Tensorfeld zweiter Stufe mit

Fl () = A;‘AfFaﬁ(:c) ) (16.9)

Seine Komponenten sind die Komponenten des elektrischen und magnetischen Feldes,

(Fu) = = (E,B). (16.10)
-Ey, By 0 —B

—F3 —By B 0
Allgemein hat ein Tensorfeld p'ter Stufe p Komponenten ¢ = (¢,,...,,) und transformiert wie

B (@) = S Gy iy (@) mit ST =AY AT (16.11)

Die Gruppe der Poincaré-Transformationen wirkt dann auf dem unendlich-dimensionalen Raum
der Felder {¢(z)}. Dieser Wirkungsraum wird mit Feldtraum oder Konfigurationsraum bezeich-
net.

Die Abbildung A — & ist nicht beliebig. Sie muss mindestens zwei Konsistenzbedingungen
erfiillen. Wird gar nicht transformiert, dann miissen A und S die Eins-Abbildungen sein: S(1) =
14. Werden zwei Poincaré-Transformationen hintereinander ausgefiihrt, zuerst 2/ = Az und
danach 2”7 = A2/, dann gilt

¢"(2") = S(A)¢'(2') = S(A)S(A)(=) . (16.12)

Dies muss zum gleichen Ergebnis fiithren, wie wenn man die zusammengesetzte Transformation
2" = Az mit A” = A’A in einem Schritt ausfiihrt,

" (z") = S(N'A)p(x) . (16.13)
Den Vergleich mit und das davor gewonnene Resultat fassen wir zusammen:
S(1)=1 und S(A'A)=SAN)S(A), (16.14)
wobei das Produkt zweier S wie folgt definiert ist:

(S'S)utriih = Sut i Satiol == Ly = 6,10 -+ S7 . (16.15)
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Felder transformieren mit Homomorphismen der Lorentzgruppe

Die Eigenschaften (16.14) bedeuten, dass die Abbildung A — S(A) ein Homomorphismus
von der Gruppe der Lorentz-Transformationen in die Gruppe der invertierbaren S definiert.

In vielen Anwendungen liegt fiir jedes x der Wert ¢(x) des Feldes in einem linearen Raum. Dann
bilden die Feldkonfigurationen selbst einen linearen Raum und § ist eine lineare Abbildung.
Einen Gruppenhomomorphismus, der jedem Gruppenelement eine invertierbare lineare Abbil-
dung zuordnet, heifst Darstellung. Darstellungen von Gruppen werden in den Kapitel [10] und
ausfiihrlich behandelt.

16.2 Hamilton’scher Formalismus

Wie in der Mechanik existiert neben dem kovarianten Lagrange-Formalismus die Hamiltons’sche
Formulierung. Der Ubergang zwischen beiden geschieht mithilfe einer Legendre-Transformation,
bei der das Geschwindigkeitsfeld ¢ = 9,¢ durch das kanonisch konjugierte Impulsfeld 7 ersetzt
wird. Letzteres ist definiert als

oL
m(x) = oz) (16.16)
Die kanonisch konjugierten Felder {¢, 7} zu einer festen Zeit
(¢(2), m(2)) |20 = (¢(), 7(z)) (16.17)

sind Koordinaten im Phasenraum der zugrundeliegenden Feldtheorie{ﬂ Im Gegensatz zum La-
grange’schen Formalismus wird im Hamilton’schen Formalismus eine Zeit ausgezeichnet, und er
ist damit nicht kovariant, da Gleichzeitigkeit eine vom Inertialsystem abhéngige Eigenschaft ist.
Da im Hamilton’schen Zugang die Zeit fixiert ist, schreiben wir (zum Beispiel) ¢(x) anstelle von
¢(x). Die fundamentalen Poisson-Klammern von Feld und konjugiertem Impulsfeld lauten dann

{¢(2),¢(y)} = {n(z),7(y)} =0, {o(z),7(y)} =d(z —y). (16.18)

Wir betonen nochmals, dass hierin die Felder zu einer festen Zeit auftreten. Allgemeiner fiihrt
man die Poisson-Klammer von Funktionen auf dem Phasenraum ein. Da der Phasenraum selbst
ein Funktionenraum ist, spricht man dann von Funktionalen auf dem Phasenraum.

Poisson-Klammer von Funktionalen auf dem Phasenraum

3 Alternativ kann der Raum aller Losungen ¢(t, ) als Phasenraum gewéhlt werden.
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Die Poisson-Klammer von zwei Funktionalen F[¢, 7] und G[¢, 7] ist

oF  0G F  6G
(r6)= [do <a¢<m> 5n(z) (@) 5<z><a:>> | (16.19)

Die Poisson-Klammer ist offensichtlich bilinear und antisymmetrisch. Sie erfiillt aber auch die

Produktregel (Derivationsregel)
{F,GH} =G{F,H}+{F,G}H = {FG,H} = F{G,H} + {F,H}G, (16.20)
und die Jacobi-Identitét
{F.{G,H}}+{H,{F,G}}+{G,{H,F}} =0. (16.21)

Die Beweise dieser Eigenschaften sind Inhalt der Aufgabe Aus der Definition (16.19)) folgen
fiir ein Funktional F[¢, 7] die Relationen

OF oF
F}=— F}=——— 16.22
(0(@). F} = 520 {n(@). F) = 5005 (16.22)
welche in dhnlicher Form in der klassischen Mechanik vorkommen. Damit, und mit den Identi-
taten
59 (y) o7 (y)

56(x) =iy—=z) , 5 () =d(y —x) (16.23)

findet man die fundamentalen Poisson-Klammer (|16.18)) wieder.

Wie ebenfalls aus der Mechanik bekannt ist, erhdlt man die Hamiltonfunktion als Legendre-
Transformierte der Lagrangefunktion,

H= /dm m(x)p(x) — L, L= /dm L($,Vp, ). (16.24)
Die Feldgleichungen sind die Hamilton’schen Bewegungsgleichungen
. o0H
) = (o(@). Hy = 5~
o0H
w(x) ={r(x),H} = _6¢(w) . (16.25)

Im Gegensatz zu den Euler-Lagrange Gleichungen sind dies Differentialgleichungen erster Ord-
nung in der Zeit.

Hamiltonfunktion fiir das freie reelle Skalarfeld

Die Lagrangefunktion fiir das reelle Skalarfeld mit Lagrangedichte ((16.5)) ist

L= ;/dm (gis? —(V¢)? — u2¢>2) : (16.26)
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so dass m = (;5 ist. Setzt man gb =7 in (16.24)) ein, dann findet man die Hamiltonfunktion
1
H = /da: 72— 5 /dm (m° — (Vo)? — p?¢?)

— ;/dzn (7% + (Vo)? + %) . (16.27)

Sie ist ein quadratisches Funktional auf dem Phasenraum. Die Hamilton’schen Bewegungs-
gleichungen sind

d2)=n(z) . (@)= Ad@) - 12(x). (16.28)

Sie flihren wieder auf die Klein-Gordon Gleichung

$(@) = #(2) = Ad(@) — 1i26(x) = O + 26 = 0. (16.29)

Nach dieser Einfiihrung in grundlegende Eigenschaften von klassischen Feldtheorien wenden wir

uns ihren moglichen Symmetrien zu.

16.3 Noether Theorem fiir innere Symmetrien

Translationen, Drehungen und Lorentzboosts sind Raumzeit-Symmetrien. Dies sind Transforma-
tionen, die auch auf das Argument x der Felder wirken. Neben diesen gibt es die sogenannten
inneren Symmetrien, die nicht auf die Raumzeit-Koordinaten wirken. Zum Beispiel ist die La-

grangedichte fiir eine komplexes Skalarfeld
L= 0,8"9"6 — V(6"9) (16.30)
invariant unter Phasentransformationen,
$a) = e%(z) , ¢(z) = e (2) (16.31)

mit reeller und konstanter Phase . Etwas allgemeiner betrachten wir nun Felder mit Werten in
einem Vektorraum V mit Skalarprodukt. Dies bedeutet, dass fiir jedes x der Wert ¢(x) in V liegt
und (¢(z), ¢(x)) sich nicht &ndert, wenn ¢(x) mit einer unitiren Matrix transformiert,

(Ug(x),Ug()) = (6(), ¢(x)). (16.32)

Wir wollen annehmen, U sei eine globale Transformation. Dies bedeutet, dass U nicht von z
abhéngt und deshalb Ud,¢ = 0,(U¢) gilt. Dann ist die Lagrangedichte

L= (0u0,0"9) = V((4,9), (16.33)

ebenfalls invariant unter den globalen Transformationen

6(z) — Ud(a). (16.34)
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o
Uberzeugen Sie sich davon, dass die Menge dieser unitéren Transformationen eine Gruppe bilden.
Man spricht deshalb von inneren Symmetrien.

Eine unitdre Matrix hat die Darstellung U = exp(iX) mit einer hermiteschen Matrix X. Fiir
unitére Operatoren ist diese Tatsache in der Quantenmechanik von Bedeutung. Spéter, wenn wir
Liegruppen und Liealgebren untersuchen, werden wir darauf zuriickkommen. Die infinitesimalen

Symmetrien sind demnach
pr—Udpr~dp+iXd=¢p+xp, X =X, (16.35)

Nach dem (ersten) Theorem von EMMY NOETHER gehort zu jedem reellen Parameter einer kon-
tinuierlichen Symmetriegruppe ein kovariant erhaltener Strom und dann eine zeitlich erhaltene
Noether-Ladung. Dies wollen wir nun fiir inneren Symmetrien beweisen. Unter den Symmetrien
(16.35) andert die Lagrangedichte nicht, so dass gilt

oL oL
0=0xL=——0,( —0x¢. 16.36
Benutzen wir im letzten Term die Euler-Lagrange Gleichungen in der Form
oL oL
— =9, —=). 16.37
% = (a6.97) o37

dann erhalten wir sofort den kovariant erhaltenen Noether-Strom
Noetherstrom fiir innere Symmetrien
Ist die Lagrangedichte £ invariant unter den Transformationen ({16.35)), dann gilt

O Jt = 80J% +divdx =0,  JE = a(g%(sxgb. (16.38)
“w

Aus dieser Kontinuitétsgleichung folgt nun sofort die Erhaltung der zugehorigen Noether-Ladung.
Dazu integrieren wir die Kontinuitdtsgleichung {iber den Raum zu einer festen Zeit und wandeln
das Volumenintegral in ein Oberflichenintegral um,

o:/dwang‘( = (ffio/de%—i—/dwdivJX = £0/de9(+]{de)(. (16.39)

Verschwindet die 3—er Stromdichte Jx im rédumlich Unendlichen schnell genug (was wir anneh-
men wollen), dann folgt die Erhaltung der Noetherladung,

%Qx =0, Qx :/O dzeJ% :/ de 7 (z) dxé(z) . (16.40)

T z0
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Im letzte Schritt machten wir davon Gebrauch, dass die Ableitung von £ nach dy¢ in ((16.38])
gleich dem Impulsfeld ist.

Wir haben gesehen, dass zu jedem linear unabhéngigen X eine zeitlich erhaltene Ladung gehort.
Die Anzahl dieser Noether-Ladungen ist damit gleich der Dimension der kontinuierlichen Sym-
metriegruppe. Es stellt sich nun die Frage, wie diese Ladungen auf die Felder der Theorie wirken.
Mithilfe der Produktregel und den fundamentalen Poisson-Klammern findet man

{¢cw,QX}:3/dy@ﬂwxwunax¢un}:ax¢@»
{ﬂmxh}=/ﬁyw@mwwwmmm}=@wwy (16.41)

Bei der Rechnung haben wir angenommen, dass dx¢ keine Zeitableitungen des Feldes enthélt.
Auf den rechten Seiten stehen die mit den infinitesimalen Symmetrien transformierten Phasen-
raum-Variablen. Damit haben wir gezeigt, dass eine erhaltene Noetherladung iiber die Poisson-
Klammer diejenige Symmetrie generiert, aus der sie urspriinglich hervorging.

Globale U(1) Eichtransformationen

Wir kehren zum komplexen Skalarfeld mit Lagrangedichte (16.30)) zuriick. Die infinitesimale
Form der Phasentransformation (16.31) ist

0ad = iag, 0,0 = —iad®, (16.42)
und die zugehorigen Noetherstrome lauten
JE=adt, T, =1(0.070 — ¢10,0). (16.43)

Mithilfe der Feldgleichung Cl¢p + V'(¢*¢)¢, worin der Strich die Ableitung nach dem Ar-
gument ist, priift man schnell nach, dass J* kovariant erhalten ist. Die erhaltene Noether-
Ladung ist die vom Feld getragene elektrischen Ladung,

Q=i da(myp—mhed*). (16.44)

Die elektrische Ladung erzeugt wiederum die Symmetrie: {¢, Q} = ip und {¢*, Q} = —ip*.

16.4 Noether-Theorem fiir Translationen

Unter einer Verschiebung in Raum und Zeit transformiert ein Feld wie folgt:

6(z — a) = (z) — a"9,(x) + O(a?) = $(x) + 8.0(x) + O(a?). (16.45)
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Die Lagrangedichte ist eine Skalarfeld und transformiert wie ¢ unter infinitesimalen Translatio-
nen,

bal = —a"0,L. (16.46)

Translationen gehoren zur Poincaré-Gruppe und deshalb muss in einer relativistischen Theorie die
Wirkung invariant unter Verschiebungen sein. Sie ist es auch, da die Anderung der Lagrangedichte
in (16.46| eine totale Ableitung ist, die nach Integration iiber Raum und Zeit verschwindet. Die
Anderung von £ bei kleinen Verschiebungen konnen wir auch anderweitig bestimmen, da wir die
Anderung der Argumente kennen:
oc oL

9(0u0) d¢
Setzen wir die rechten Seiten von ((16.46|) und ((16.47) gleich und ersetzen noch 0L/9¢ mithilfe
der Feldgleichungen ({16.37)), dann fiihrt dies auf die Identitét

v o oL v
a 81/£ = a'u <a(ama I/¢) .

Dies driickt gerade die kovariante Erhaltung des zu den Translationen in Richtung von a* geho-

6L = Ou(0a00) + ¢. (16.47)

renden Noetherstroms aus,

DuJ =0,  JP=a'Th Ty, = 8((;3@ Oy — L. (16.48)

Da L unter kleinen Verschiebungen nur bis auf eine totale Divergenz erhalten ist, haben diese
Noetherstrome, verglichen mit denjenigen einer inneren Symmetrie (16.38]), einen Zusatzterm
proportional zu L.

?

Beweisen Sie, dass dieser Energie-Impuls Tensor kovariant erhalten ist, 9,7", = 0. Beim Beweis
miissen Sie die Feldgleichungen benutzen.

Da die Translationen eine d-parametrige Symmetriegruppe bilden, gibt es d kovariant erhaltene
Noetherstrome, codiert im Energie-Impuls Tensor T . Die Noether-Ladungen sind die im Feld
gespeicherte Energie und der im Feld gespeicherte Impuls,

po H

P = = :/ deT* ~ Pr=0. (16.49)
P P z0

Energie und Impuls des Skalarfelds

Das reelle Skalarfeld hat die Lagrangedichte und den symmetrischen Energie-Impuls Tensor

L= %augba% —V(¢) und T =08,90,¢ — L. (16.50)
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Mit qb = 7 sind Energie und Impuls durch die Integrale

H—/O de H(z) |, P—/O dz P(z) (16.51)

gegeben, mit der Hamiltondichte und der Impulsdichte als Integranden:

= %71’2 + %(V(b)z +V(p) und P=7Vo. (16.52)

Umgekehrt erzeugen die Noetherladungen (16.49)) die infinitesimalen Verschiebungen des Feldes,

{Pu, 0} = —0u0. (16.53)

Fiir 4 = 0 erkennen wir die Hamilton’sche Bewegungsgleichung

Um einzusehen, dass die wichtige Relation (16.53]) gleichbedeutend damit ist, dass Energie und
Impuls die Verschiebungen in Zeit und Raum erzeugen, betrachten wir die Taylorentwicklung

Bl —a) = 0(x) — " Bud(x) + o (0,)26(x) + .. (16.54)
Hier machen wir von der Beziehung Gebrauch und erhalten
d(z —a) = ¢(x) + {aP, ¢p(x)} + %{aP, {aP,¢(x)}} + ..., (16.55)
worin aP fiir a# P, steht. Fiir infinitesimal kleine Translationen gilt also, wie angekiindigt
bap = ¢(x — a) — ¢(z) = {aP, ¢} (16.56)

Ordnen wir nun einer Funktion F' im Phasenraum den linearen Operator ady zu, definiert durch

adpG = {F,G}, (16.57)
dann schreibt sich eine infinitesimale Verschiebung (16.56)) geméaf

ba¢ = adap . (16.58)

?

Beweisen Sie die Identititen adyrygc = aadp + fadg und adgr gy = adpadg — adgadp.

Die endlichen Verschiebungen in ((16.55)) sind dann durch wiederholte Anwendung von ad,p
gegeben,

dx —a) = (ead‘“" ?)(z). (16.59)
Wihrend ad,p die kleinen Verschiebungen erzeugt, erzeugt exp(ad,p ) die endlichen Verschie-
bungen.
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Energie-Impuls des elektromagnetischen Feldes

In der Elektrodynamik fithrt man den antisymmetrischen Feldstérketensor (16.10f). Das Herauf-
ziehen seiner Indices ist gleichbedeutend mit einem Vorzeichenwechsel des elektrischen Feldes, so
dass (F") = (—E, B) ist. Die Lagrangedichte des elektromagnetischen Feldes lautet

1 1 1
L=; (E* - B?) = =P Fw = = P (0, Ay = 0,A,) - (16.60)
Aus der letzten Darstellung folgt unmittelbar
oL
e — T (16.61)
9(0uAp)

und dieses Resultat wird bei der Berechnung des Energie-Impuls Tensors bendétigt,

oL 1
Tw=————"—0,A,—nm,L=—-F0,A,+ -1, ,FFF,,. 16.62
" a(a#Ap)a o — Nkl 0 p+4n# P (16.62)
Die Noetherladungen Energie und Impuls des elektromagnetischen Feldes haben die explizite
Form

H:/ dz (EiAi—ﬁ) und R:/ dz (B;0,A;) . (16.63)
x0 20

Obwohl es uns gelang, einen kovariant erhaltenen Energie-Impuls Tensor zu konstruieren, ist
eine weitere Verbesserung dieses Tensor nétig. Energie-Impuls Tensoren sind nédmlich nicht ein-
deutig und konnen abgeéndert werden, ohne die erhaltenen Ladungen (H, P) abzudndern. Der
wichtigste Grund fiir eine Verbesserung ist derjenige, dass Energie und Impuls als Quellen des
Gravitationsfeldes wirken. Die Einstein’schen Feldgleichungen enthalten den Energie-Impuls Ten-
sor der Materie und zwar derart, dass dabei vorausgesetzt werden muss, dass dieser kovariant
erhalten und symmetrisch ist [8]. Der tiber das Noether-Theorem gewonnene kanonische Tensor
ist zwar kovariant erhalten, aber nicht symmetrisch. Zudem ist er nicht invariant unter
lokalen Eichtransformationen

A= A+ 0. (16.64)

Er héngt also von der frei wihlbaren Eichung ab und kann unmdglich eine beobachtbare Grofe
sein.

Schlussendlich bemerkt man noch, dass £ unabhéngig von Ay ist und deshalb das zu Ag kon-
jugierte Impulsfeld verschwindet. Systeme mit dieser Eigenschaft heiften singuldre Systeme. Das
singulére Verhalten riihrt von der Invarianz der Lagrangedichte unter lokalen Eichtransforma-
tionen . Singulére Systeme sind Systeme mit Zwangsbedingungen, deren Behandlung im
Rahmen der kanonischen Formulierung aufwéndiger ist. Ich verweise hier auf die reichhaltige
Literatur, zum Beispiel den Ubersichtsartikel [10].
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16.4.1 Verbesserung von Noetherstromen

Nur fiir einfache Skalarfelder ist der kanonische Energie-Impuls Tensor symmetrisch. Aber man
kann einen nicht-symmetrischen Tensor mithilfe der Belifante Symmetrisierung verbessern [11].
So gelingt es, einen kovariant erhaltenen und symmetrischen Energie-Impuls Tensor zu konstru-
ieren, den man in die Einstein’schen Feldgleichungen einsetzen darf.

Wir nehmen wieder an, die Lagrangedichte sei unter einer Symmetrietransformation ¢ — ¢+ d¢
bis auf eine totale Ableitung invariant,

5L =0, VH. (16.65)

Dies ist der Fall fiir infinitesimale Translationen, Lorentz Transformationen und weitere Raumzeit-
Symmetrien (wie konforme Transformationen oder eine Supersymmetrie). Bei der Behandlung
der Translationen haben wir gesehen, dass der zugehorige Noetherstrom folgende Form hat,

oL
no_
7= 50,9)

Zur Verbesserung von J* bemerken wir, dass V* in (16.65) nur bis auf einen Term der Form
0, A* mit anti-symmetrischen A, bestimmt ist. Es folgt, dass der Noetherstrom nicht eindeutig

5p— VI (16.66)

ist,
JH— JH — 0, A" . (16.67)
Fiir réumlich lokalisierte Felder #ndert sich die erhaltene Noether-Ladung bei dieser Anderung

nicht,

Derartige Verbesserungen wurden in der Literatur ausfiihrlich diskutiert. In der Elektrodynamik
kénnen wir den Korrekturterm —0,(F*? A”) zum Tensor T in (16.62) addieren. Der verbesserte

Energie-Impuls Tensor ist kovariant erhalten, symmetrisch und eichinvariant,
1., 1 P
T;w = §FH Fp,/ + ET’MVF Fpa . (1668)
Die zugehorigen zeitlich konstanten Ladungen sind aus der Elektrodynamik wohl bekannt:

Erhaltene Energie und erhaltener Impuls:

Ein elektromagnetisches Feld tragt folgende Energie und folgenden Impuls,

1
H:2/ dz (E* + B?) und P:/dwE/\B. (16.69)
zl 20

Den ,korrekten Tensor ((16.68|) erhdlt man auch, wenn man das Maxwellfeld minimal ans Gra-
vitationsfeld koppelt, die entsprechende Wirkung nach der Metrik variiert und schlussendlich
wieder annimmt, die Metrik sei die Minkowski-Metrik.
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16.5 Lorentztransformationen und Drehimpuls

Nach der Anwendung des Noether-Theorems auf die Translationen in Raum und Zeit, was auf
die Komponenten des Energie-Impuls Tensors fiihrte, werden wir nun die 6 Noetherstrome fiir die
Lorentzsymmetrie gewinnen. Da die Lorentztransformationen die Drehungen im Raum enthalten,
sollten drei der 6 Noetherladungen den Komponenten des Drehimpulses sein.

Zu Beginn von Kapitel begriindeten wir, dass in einer relativistischen Feldtheorie ein Ten-
sorfeld unter Poincaré-Transformationen, gegeben durch 2/ = Az + a, gemél ¢'(2') = S¢p(x)
transformiert. Dabei definiert A — S eine Darstellung der Lorentzgruppe. Die induzierte Ab-
bildung S, der Lorentzalgebra bildet dann eine Basis der Lorentzalgebra in eine Basis ihrer
Darstellung ab, also

Se(My) = Sy - (16.70)
Insbesondere gehorchen die S, denselben Vertauschungsregeln wie die M, in . Wir

notieren noch, dass ein allgemeines Element ((13.68)) der Lorentzalgebra (mit kovarianten Indizes
(p, o) folgende Form hat,

0 —wm —w02 —w03 0 W1 Wo2 WwWo3
. 01 12 13
i w 0 w w wio 0 w2 wis
(W M) pe) = = : (16.71)
2 wep 02 12 23
w —w 0 w wog wo1 0 wog
w03 —w13 —w23 0 W30 w31 w32 0

Wir haben hier w*” + w"* = 0 benutzt und kontravariante Indizes mit der Minkowski-Metrik in
kovariante umgewandelt. Ziehen wir den Index p noch mit der Metrik hoch, dann finden wir

0
0 w9y wy wy

. 1 1
1 (.UO 0 (JJ2 (.U3

5((WWMW)/)U) = = (W) =w. (16.72)

2,2 2
wy w3 0wy

3.3 3
wy wy wy 0

Diese Relationen sind etwas verwirrend. Einerseits treten die w”” als Entwicklungskoeffizienten
in der Entwicklung eines beliebigen Elements der Lorentzalgebra nach der Basis (My,) auf,
andererseits ist die Matrix w dieser Koeffizienten (nachdem der erste Index hochgezogen ist)
proportional zum allgemeinen Element (w, M) der Loretzalgebra.

Unter einer Lorentztransformation transformiert ein Feld geméaf

¢($) —S¢ (A_l.’L‘) _ e%wl“’Sw,¢ (e—%(w,M)m> _ e%wquuV¢ (e—wm>

(1+ %w“”Sﬂy>¢(az) — (WP250,)6(x) + O?) (16.73)

Q

o(x) + %w‘“’ (a:u&, — 2,0, + iSW) = ¢(x) + dpP(x) .
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Damit haben die Erzeugenden J,,,, der Lorentztransformationen in

i

0w = 3 W T (16.74)
folgende explizite Darstellung,
1
Juw =Ly + S = H (u0y — 2,0,) + Sy - (16.75)

Die Differentialoperatoren L,, kommutieren mit den konstanten Darstellungsmatrizen S, so
dass die L, die S, und damit auch die .J,,, die Lorentzalgebra (13.72)) erfiillen. Die Operatoren
mit nur rdumlichen Indizes L;; und S;; beschreiben den Bahndrehimpuls und Spin des Teilchens.

16.5.1 Noetherladungen fiir die Lorentzsymmetrie

Ahnlich wie bei den Translationen ist die Variation der Lagrangedichte bei infinitesimalen Lor-
entztransformationen eine totale Divergenz. Da £ wie ein skalares Feld transformiert, gilt

0L = %w’“’LWE =0,VF mit VF=-wz,L. (16.76)

Setzen wir fiir die Variation des Feldes d,,¢ im kovariant erhaltenen Noetherstrom

oL
Jh = 500,0) g — VH (16.77)

das Ergebenis (16.74)) ein, dann finden wir die einfache Form

oL i oL
—— 0,0 = = wP? e 16.78
90,0~ 2000,0) " 1o
Die Subtraktion von V# fiihrt dann fiir jede Matrix w auf den Noetherstrom
wP? oL oL
w_ Y (_°= _ she. sp . oL
Jh 5 <5(3M¢>) (2,05 — x50,)0 — (05, 5px0)£+18(8u¢) Spa¢> : (16.79)

An dieser Stelle bemerkt man, dass die spinunabhéngigen Terme durch den kanonischen Energie-
Impuls Tensor ausgedriickt werden kénnen — sie sind gleich z,7% — z,T".
Noetherstrome der Lorentz-Symmetry

Die Noetherstrome zur Lorentzinvarianz sind Linearkombinationen der Strome J#P? = — JHoP,

1 i or
T8 = wo JH7, JH7 = o (aPTHT — 2THP) + s

20(0,9)

SP7¢. (16.80)
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Wegen der Antisymmetrie in p und o existiert zu jedem p < ¢ ein unabhingiger Noetherstrom.
Die zugehorigen 6 Noetherladungen sind

QrF = —QoP = /tdw Jopo (16.81)
Die Raum-Zeit und die Raum-Raum Komponenten haben die explizite Form
QY = ;/xo dz (z'H — 72°0'¢ — inS%¢) |
Qi — % /xo dzw (209 — 99i¢ + 157 ) . (16.82)

Eine Rechnung zeigt, dass diese Ladungen genau diejenigen Lorentztransformationen erzeugen,
aus denen sie hervorgegangen sind,

(6.0} = 31", (16.83)

Zum Beispiel ist in der Elektrodynamik
1
QM7 = (477“%”}?&51?“5 — FHx79P Ae — F“PA”> —(pe o). (16.84)

Im Unterabschnitt [[6.4.1] haben wir gezeigt, wie fiir rein bosonische Theorien ein kovariant er-
haltener, aber unsymmetrischer Energie-Impuls Tensor verbessert werden kann. Wenn man die
Felder ans Gravitationsfeld koppelt und die resultierende Wirkung nach der Metrik variiert, ge-
winnt man einen erhaltenen und symmetrischen Tensor. Koppelt man aber fermionische Felder
ans Gravitationsfeld, dann muss man ein Vielbein einfiihren. Variiert man die Wirkung nach
dem Vierbein, dann findet man zwar einen kovariant erhaltenen, aber im Allgemeinen unsym-
metrischen Tensor. Dieser muss nachtréglich verbessert werden.

16.6 Symmetrien in Quantenfeldtheorien

Der Ubergang von einer klassischen Feldtheorie zur entsprechenden Quantenfeldtheorie geschieht
(formal) mithilfe der Korrespondenzregel: nach dieser werden dem klassischen Feld ¢(x) und
kanonisch konjugierten Impulsfeld am Raumpunkt mit Koordinate x die Feldoperatoren gzg(a:)
und 7(x) zugeordnet. Die Poisson-Klammer zwischen klassischen Feldern wird durch —i mal dem
Kommutator der entsprechenden Feldoperatoren ersetzt. Insbesondere gehen die fundamentalen
Poisson-Klammern in folgende Kommutatoren iiber:

~ A~

[b(z), m(y)] =16z —y) . [d(z),0(y)] = [F(z),7(y)]) =0. (16.85)

Die Zeitentwicklung der Feldoperatoren im Heisenberg-Bild folgt aus den Bewegungsgleichungen

i%&(m) _ [b(z), B] und i%fr(m) ~ [#(x), A]. (16.86)
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Ahnlich den Feldoperatoren gewinnt man den Hamiltonoperator, indem man in der Hamilton-
funktion H(¢,n) die Felder durch die entsprechenden Feldoperatoren ersetztﬁ Die Losung der
Bewegungsgleichungen (bei gegebenen Anfangsbedingungen) legt das Quantenfeld zu allen Zeit-
punkten fest, ¢(z) = ¢(z°, ). Das Quantenfeld wirkt auf Zustéinde im Hilbertraum # der
Quantenfeldtheorie. Dies kann eine Fockraum tiber einem Vakuumzustand |0) mit minimaler
Energie sein.

Ein wichtiges Theorem von Wigner besagt nun, dass jede Symmetrie als linear unitére (oder anti-
linear antiunitire) Transformation auf die Zustandsvektoren wirkt. Fiir die Poincaré-Symmetrie
bedeutet dies

o(x) = So (A Ha —a)) = Ula, A)p(x)U " (a, A) (16.87)
mit unitirem Operator U, der von der Verschiebung a und der Lorentz-Transformation A ab-
hiingt Fiir die Verschiebungen kénnen wir den unitéren Operator U (a) mithilfe des klassischen
Ausdrucks gewinnen, wenn wir die Poissonklammer in durch —i mal dem Kom-
mutator ersetzen,

¢(x —a) = e ™ard mit ad;G = [F,G]. (16.88)

Entwickeln wir die Exponentialfunktion in Potenzen von a, dann erhalten wir

e *erg = 6 —i[aP,d] - Z[aP,[aP. ] + gaP,[aP,[aP, )] + ...
= e*i“pgzgeiap, mit aP = a"P,. (16.89)
?

Versuchen Sie, diese Identitdt zu beweisen.

Der Vergleich von ((16.88) mit (|16.89) offenbart, dass

d(x —a) = U(a)dp(z)U " a) mit U(a) = e 9P (16.90)
Die infinitesimale Form der Transformation gewinnt man durch Vergleich der Ordnungen O(a),
[Pﬂa QE] = —ié?qu. (16.91)

Eine &hnliche Vorgehensweise fiir die Lorentztransformationen fithrt auf die allgemeineren Bezie-
hungen fiir Poincaré-Transformationen in ((16.87]). Dies werden wir in Kapitel [17]sehr ausfiihrlich
diskutieren.

4Die dabei auftretenden mathematischen Probleme, zum Beispiel divergente Ausdriicke, werden an dieser Stelle
nicht weiter erdrtert.
SFiir Spinorfelder muss man die zweifache Uberlagerung der Lorentzgruppe, die Spingruppe, einfiihren.
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16.6.1 Konsequenzen fiir Korrelationsfunktionen

In einer relativistischen Quantenfeldtheorie (QFT) kann der Zustand mit kleinster Energie — er
wird Vakuumzustand genannt — keine negative Energie haben. Dies wire im Widerspruch zur
Stabilitat des Vakuums. Tatséchlich sollte der Vakuumzustand keine Energie, keinen Impuls und
keinen Drehimpuls haben. Diese Forderung ist, wie wir weiter unten sehen werden, équivalent
zur Forderung, dass der Vakuum-Zustand |0) unter Poincaré-Transformationen invariant ist,

Ula, A)|0) = |0) < U Y(a, A)|0) = |0). (16.92)

Er sieht dann, in Einklang mit dem als giiltig vorausgesetzen Aquivalenzprinzip, in allen Iner-
tialsystemen gleich aus. Fiir die Translationen in Raum und Zeit benutzen wir (16.90)), um den
Feldoperator bei x mit dem Feldoperator am Ursprung in Verbindung zu bringen:

A~

$(0) = U(2)d(x)U " (x) baw. ¢(z) = e*P(0)e 2P (16.93)

Fiir die Zweipunktsfunktion folgt dann aus der Translationsinvarianz des Vakuums ({16.92))

(01(2)d(1)[0) = (0] PG (0) e ==9P (0) =147 |0)
= (01$(0) e @V (0)[0) = (0]d(z — 1)B(0)|0) = W (z — ). (16.94)

Dies bedeutet, dass sie nur von der Differenz x — y abhéngt. Dies driickt die Homogenitat der

Raumzeit aus.

Die Zweipunktsfunktion transformiert auch kovariant unter Lorentztransformationen. Wir be-

nutzen (16.87)) in der Form

U(A)d(z)UHA) = Sp(A™1z). (16.95)
Fiir ein Skalarfeld mit S = 1 erhalten wir aus der Lorenzinvarianz des Vakuums in (16.92)) die
Beziehung

W (z) = (0](2)$(0)[0) = (0]$(A™'2)$(0)[0) = W(A™ z), (16.96)

was die Kovarianz der Zweipunktsfunktion unter Lorentztransformationen ausdriickt. Dagegen

N

erfiillt die Zweipunktsfunktion eines Vektorfeldes V),(x) folgende Relation,
W (2) = (0[Vu(2) V5 (0)[0) = APAIW,e (A" 2) . (16.97)

Diese Kovarianzbedingungen schréinken die moglichen Formen der Zweipunktsfunktion erheblich
ein. Ahnliche Einschriankungen existieren auch fiir hohere Korrelationsfunktionen.

Wie findet man nun die infinitesimalen Erzeuger von inneren Symmetrien in einer QFT? Aus-
gangspunkt ist hier wieder das klassische Resultat, diesmal in der Form ((16.41)), zusammen mit
der Ersetzung der Poissonklammer durch den Kommutator,

A~

{,Qx} = 0x0— [6,Qx] = i0x¢. (16.98)
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Die letzte Relation bedeutet, dass Q x die infinitesimalen Symmetrien erzeugt,

ox¢ =ilQx, 4], (16.99)

und die endlichen Symmetrietransformationen durch Exponentieren zustande kommen,

b UGU™Y, U =exp(iQ). (16.100)

Erzeugende von Symmetrien

Die Generatoren Q von Symmetrien in einer Quantentheorie gewinnt man, indem man in
den klassischen Noether-Ladungen die Felder durch die zugehérigen Feldoperatoren ersetzt.

16.7 Aufgaben zu Kapitel 16

Aufgabe 16.1: Lorentzinvarianz der Elektrodynamik
Beweisen Sie, dass die Lagrangedichte der Maxwell’schen Theorie,

1

[,:4

FMF,, mit F,, =d,A, —0,A,,

wie folgt transformiert: £'(z') = L(z). Was folgt daraus fiir £ und warum folgt daraus die
Invarianz der Wirkung.

Aufgabe 16.2: Variationelle Ableitungen
Es sei u(z) eine reelle Funktion der reellen Variablen x. Die erste und zweite variationelle Ablei-

tung eines Funktionals F'[u] sind definiert durch

2
Flu+ éu] = Flu] + /dx 522) du(z) + % /dxdy (m(;s);;(y)(su(x)éu(y) + O(0u?).

Sei nun F'[u] ein Funktional der Form

Flu] = /da:f(u,uz,um,...).

Hierin ist u, die erste und u,, die zweite Ableitung von u nach x. Beweisen Sie, das die erste
variationelle Ableitung von F' folgende Form hat:

OF  Of d of a2 of B A A\ of
5u(m)_8u(ac)_@6ux(:r)+@8um(x)_ T Z (=1) < > ou
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Beweisen Sie nun, dass die zweite variationelle Ableitung von F' wie folgt lautet:

(52F[u] . qr am - qm 4
o =00 T (7 Gt O o @ )
Dabei benutzten wir die Notation
0% f

Bemerkung: Sie diirfen annehmen, die Funktion u(z) und alle ihre Ableitungen fallen fiir |z| — oo
so schnell ab, dass partiell integriert werden kann ohne das Oberflichenterme auftreten.

Aufgabe 16.3: Produktregel und Jacobi-Identitéit fiir Poisson-Klammer

Punkte im Phasenraum einer klassischen Feldtheorie werden durch Feldkonfigurationen (¢(z), m(z))
reprasentiert. Die Funktionale F[¢, 7] und G[¢, 7| seien Observablen (Funktionen vom Phasen-
raum in die reellen Zahlen) einer klassischen Feldtheorie. Deren (Standard) Poisson-Klammer

oF  6G oF G
(76 = [ @2 (55t 500e7 ~ se(aT 58007
Beweise die Produktregel

ist

{F,GH} =G{F,H}+{F,G}H = {FG,H} = F{G,H} +{F,H}G.
Es sei H[¢, 7| eine weitere Observable. Beweisen Sie die Jacobi-Identitét
{FAG H}} +{H {F,G}} +{G,{H F}} =0.

Hinweis: Die Argumente sind analog wie in der klassischen Mechnik. Der einzige Unterschied ist,
dass in einer Feldtheorie die Anzahl Freiheitsgrade unendlich ist.

Aufgabe 16.4: Erhaltungsgrofien

Eine Symmetrie eines physikalischen Systems bedingt nach dem Noether-Theorem eine Erhal-
tungsgréfe. Man bestimme die Symmetrien und die entsprechenden Erhaltungsgréfsen folgender
Systeme:

e freies Teilchen in d Dimensionen

e Bewegung eines Planeten im Newtonschen Gravitationspotenzial eines schwarzen Lochs

Aufgabe 16.5: Infinitesimale Lorentztransformationen

Unter Lorentztransformationen 2’ = Az transformiert ein Skalarfeld geméf ¢'(z') = ¢(x). Jede
eigentliche Lorentztransformation hat die Form

(A%) = A = ¢
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mit infinitesimalen Erzeugenden w = (w'},) mit wy, = —w,,. Bestimmen Sie die infinitesimale

Form der Lorentztransformation des Feldes.

Aufgabe 16.6: Komplexes Skalarfeld
Es sei ¢ ein komplexes Skalarfeld, welches die KG-Gleichung erfiillt. Die Wirkung ist

S = / d*z (0,0% 0" — m*¢* o) .

Finden Sie die zu ¢ und ¢* kanonisch konjugierten Impulsfelder. Berechnen Sie die Heisenberg-
Gleichungen und zeigen Sie, dass diese auf die Klein-Gordon Gleichung fiihren.

Aufgabe 16.7: Ein integrables System

Es sei u(z) eine reelle Funktion der Variablen z € R und u, die erste, u,, die zweite usw.
Ableitung von u nach z. Beweisen Sie, dass die Variationsableitung eines Funktionals F' mit
lokaler Dichte, Flu] = [ dz f(u, ug, Ugg, - . . ), folgende Form hat:

sFof  d of > of
du(z)  Ou(z) dzdug(z)  da? dug,(z)

Definieren Sie nun folgende Klammer zwischen zwei Funktionalen,

0F d oG
{r.Gr= /dx Su(z) dz du(x)

Beweisen Sie, dass dies eine Poisson-Klammer definiert, d.h. antisymmetrisch und bilinear ist
und die Jacobi-Identitdt erfillt. Die Hamilton-Funktion sei

1
H:/dx<u3+2u§;).

Bestimmen Sie die Hamiltonschen Bewegungsgleichung fiir u(t, z). Recherchieren Sie dann, ob

dies eine bekannte Gleichung der mathematischen Physik ist.
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17 Konform-invariante Feldtheorien

Das Hebelgesetz der Physik lehrt uns: Wenn Du weifit, wo Du ansetzen musst, kannst
Du mit geringer Kraft viel bewegen.
AcHIM REICHERT

Die Gruppe der Lorentz- oder allgemeiner der Poincaré-Transformationen und deren Lie-Algebren
wurden in den Abschnitten und eingefithrt und diskutiert. Nun wenden wir uns einer
Unterklasse von relativistischen Feldtheorien zu — den konform invarianten relativistischen Feld-
theorien. Wir beginnen mit der Diskussion der konformen Symmetrie und danach mit der Cha-
rakterisierung von konform invarianten Feldtheorien. Im letzten Abschnitt wenden wir uns den
konformen Feldtheorien in 1 + 1 Dimensionen zu. Fiir diese Theorien ist die Symmetriealgebra
unendlich-dimensional. Es sind die Virasoro-Algebra und fiir speziellere Modelle eine Kac-Moody
Algebra.

17.1 Konforme Symmetrie

Qualitativ neue Eigenschaften treten in einer physikalischen Theorie auf, wenn neben Translations-
und Loretzinvarianz auch Invarianz unter Skalentransformation gefordert wird. Damit ist ge-

meint, daf ein System, in dem alle Léngen mit einen Faktor ¢ > 0 skaliert werden, sich identisch

zum urspringlichen System verhélt. Es zeigt sich, daf nahezu alle skaleninvariante Modelle sogar

invariant unter einer gréfteren Symmetriegruppe sind: der Gruppe der konformen Transformatio-

nen. Dies sind winkelerhaltende Transformationen. Zu Verschiebungen, Lorentztransformationen

und Dilatationen kommen dann noch die speziell-konformen Transformationen, wie die Inversion

an der Einheitssphére, hinzu.

Die wenigsten physikalischen Modelle sind skaleninvariant, da die meisten Systeme eine charak-
teristische Lange haben. Das Inverse der charakteristischen Lénge wird mit der Masse indenti-
fiziert. Entsprechend sind masselose Theorien gute Kandidaten fiir konform invariante Modelle.
Skaleninvarianz beobachtet man auch bei Systemen in der Néhe eines Phaseniibergangs zweiter
Ordnung.

282
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17.1.1 Konforme Abbildungen

Wir beginnen mit einer geometrischen Charakterisierung von konformen Abbildungen. Unter

einer konformen Abbildung
=yt =yt (a) (17.1)

versteht man definitionsgeméaf eine winkeltreue Koordinatentransformation
dyt'dy, = e“"(””)da:“dwu. (17.2)

Konforme Abbildungen dndern das lorentzinvariante Lidngenelement nur bis auf einen (im All-

gemeinen orts- und zeitabhéngigen) positiven Faktor,

oyt oy¥

UMV@W = e“’(:”)nag. (17.3)

?

Uberzeugen Sie sich davon, dass auch die Umkehrabbildung y* + z#(x®) winkeltreu ist mit

dx® dxP

T T e

Insbesondere werden bei konformen Abbildungen Lichtkegel in sich abgebildet. Wir betrachten
nun eine von einem Vektorfeld X (x) erzeugte infinitesimale konforme Transformation,
oy* oXH
Bomg gt 4 XH(p) — ~ 5

y' ~ 2t + X () oga S Vet 5o
Fiir die identische Abbildung verschwindet ¢ in ((17.2]). Deshalb ist fiir eine infinitesimale Trans-
formation ¢ gleichfalls infinitesimal klein und wir kénnen schreiben e” = 14 dp. Nun entwickeln
wir die Beziehung (17.2)) bis zur ersten Ordnung und erhalten

(17.5)

00X,

na5+Xa,,8+X,B,a+"':naﬁ+59077a/3+---7 Xa,ﬁzw-

Man sieht hier, dass die symmetrisierte Ableitung von X proportional zu 7,4 sein muss. Mittel
Spurbildung findet man

2 2
dp = 7 (9po = Xa’g + Xg,a = 7 nagapo. (17.6)

Die letzte Beziehung ist die sogenannte konforme Killing-Gleichung. Wir halten das Resultat
fest:

Konforme Killingvektorfelder
Winkel erhaltende konforme Abbildungen werden durch Vektorfelder erzeugt, welche die
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konforme Killing-Gleichung erfiillen:

2
Xyp +Xpp = gnuuapo. (17.7)

In drei oder mehr Dimensionen gibt es 3(d + 1)(d + 2) konforme Killingfelder, und jedes Feld
erzeugt eine konforme Abbildung. Die verschiedenen konformen Abbildungen und ihre konformen

Vektorfelder sind in Tabelle angegeben.

Symmetrien Anzahl y(x) e#(@) XH(x) do(x)
Translationen d a4 at 1 a* 0
Lorentztransf. %d(d —1) A", v 1 wh, 0
Dilatation 1 et e AzH 2
spezielle konf. Transf. d 171;0;252512 (1720_9614%6%2)2 2(c-x)zt — 2?ct  4dc-x

Tabelle 17.1: Die konformen Transformationen im d-dimensionalen Minkowskiraum, ihre Anzahl,
das zugehorige konforme Killingfeld, der konforme Faktor e¥ und der Beitrag erster
Ordnung ¢ zu .

Diese hiingen von den reellen Parametern (a#, A", \, ¢#) ab. In vier Raumzeit-Dimensionen sind
es 15 Parameter.

?

Priifen Sie nach, dass fiir Dilatationen d¢ = 2 und fiir spezielle konforme Transformationen
dp =4c- x.

17.1.2 Konform invariante Feldtheorien

Nun wenden wir uns konform invarianten (bosonischen) Feldtheorien zu. Zuerst zeigen wir, dass
jede Feldtheorie, die kovariant und Weyl-invariant an das Gravitationfeld gekoppelt werden kann,
eine konform invariante Theorie im Minkowski-Raum ist.

Invarianz unter Weyl-Transformationen

In einer Weyl-invarianten Theorie ist die Wirkung invariant unter Weyltransformationen der
Metrik,

g;w(y) = g,uu(y) = ea(y)gul/(y)7 (17.8)
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und der Materiefelder,

S(¢” g (y), €7V é(y)) = S (g0 (), () - (17.9)
Darin ist wg das sogenannte Weyl-Gewicht des Materiefelds.
Nun kommen wir zu den Diffeomorphismen, welche in lokalen Koordinaten die Form ([17.1)) haben.

Unter einem Diffeomorphismus transformieren die kovarianten und kontravarianten Komponen-
ten eines Tensorfeldes geméfs

ox”
_ A ap B a
oyt
T (y) = ASAY ... T Af == 17.10
(y) a tp (.’E), «a ox ( )

Die konforme Invarianz im Minkowski Raum kann nun wie folgt begriindet werden

1. Im ersten Schritt transformiert man die kartesischen Koordinaten im Minkowski-Raum
mittels eine konformen Transformation , und fasst diese als allgemeine Koordinaten-
transformation auf. Wegen der Diffeomorphismen-Invarianz der Wirkung &ndert sich diese
dabei nicht. Zum Beispiel gilt fiir ein Materiefeld ¢,,,

Oxt 0z¥
{# 0 805(@) | {4 900 0) = O Gs )}, sy) = 555 50w (50)
(17.11)
Diese Invarianz gilt fiir jedes kovariant an das (dufere) Gravitationsfeld gekoppelte Mate-

riefeld.

2. Im zweiten Schritt bringen wir mit einer kompensierenden Weyltransformation die Metrik
wieder in Minkowski-Form,

N o ! wo
{yua eip(y)"?umqs:lﬁ(y)} — {yﬂyg;w = € (y)+¢(y)77;w = Ny, € (;5:15(33)} . (17'12)
Der entsprechend Weylfaktor ist gegeben durch

—0

0T — o¥ 1 .5 datdz”

= peBy ST AT 17.13

Fiir eine Weyl-invariante Feldtheorie ist die Wirkung invariant unter der Transformation

).

Fithren wir nun zuerst die Koordinatentransformation (17.11)) und danach die kompensierende
Weyltransformatin (17.12]) aus, dann erhalten wir fiir eine weylinvariante Theorie die Symmetrie

Ozt dx”
{:r”,mmqbaﬂ(x)} — {y“,mw, e’wa—;a—iﬂ%g(az(y))}. (17.14)
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Dies ist eine Symmetrietransformation im Minkowsk-Raum, unter der die Koordinaten und Felder
transformieren. Die Transformation dndert die Winkel zwischen zwei sich schneidenden Gerade
nicht und deshalb ist es eine konforme Transformation im Minkowski-Raum.

Wir kehren zu den infinitesimalen konformen Transformationen (17.3)) zuriick und bestimmen
die entsprechenden infinitesimalen Anderungen des Materiefeldes,

bap = (L —wp) (64 — 0aX") (64" — 0X") Py (2 — X)) (17.15)
woraus man die infinitesimale Transformation abliest,

Konforme Transformation eines Tensorfelds

Unter einer infinitesimalen konformen Transformation mit konformen Killingfeld X — diese
sind Tabelle angegeben — transformiert eine Tensorfeld wie folgt:

5X¢oe1a2... = _(LX¢)041042... - we ¢a1042..,
(LX¢)0416¥2~~ - X'uau¢a10£2m + 8041XM¢#042~~ + 8042XM¢C¥1#~-- T (17~16)

Der lineare Operator Ly ist die Lie-Ableitung in Richtung von X. Der Faktor von ¢ =
—20,X"/d ist das Weylgewicht w des Materiefeldes.

Fiir ein Skalarfeld enthélt die Lx¢ keine Terme mit Ableitungen des konformel Killingfeldes X,
und wir finden den einfacheren Ausdruck

Oxd=— <X“8u — 2;08po> 0. (17.17)
Fiir eine infinitesimale konforme Transformation mit dem allgemeinsten konformen Killingfeld
XH =gt 4+ whz¥ + Azt 4 2(c - x)xt — 2t (17.18)
andert sich ein Skalarfeld folgendermafsen:
ox6 =i(a" P, + %W‘LWLW/ FAD + ¢'K,, ) 6. (17.19)

Hierin treten die (hermiteschen) Erzeugenden der Translationen, Lorentz-Transformationen, Di-
latationen und spezielle konformen Transformation auf,

P, =1i0,,
1
LNV = Y(ﬂfuay — Zvyau) s
D =i(z"0, — 2w), (17.20)
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Die von diesen Generatoren erzeugte Liealgbra ist die konforme Algebra, die eine Verallgemei-
nerung der Poincaré-Algbra darstellt:

[ } [ ]:[D D}:O ’ [P#,D]:ipu ) [KuvD]:_iK#

[ } ;w + 2177MI/D ; [L,um D} =0

[ V} (nﬂﬂp nPVP ) ’ [va Luu] = _i(npuKu - npuKu) (17.21)
pol =

[Lyw, L (nup vo + Mo Liyp — NpoLvp — nVPL/W) .

Dies sind genau die Kommutationsregeln der Erzeugenden der nichtkompakten Gruppe SO(2, d).
Um den Zusammenhang zwischen der konformen Algebra und der Liealgebra so(2,d) direkt
herzustellen, fithren wir zuerst folgende Koordinaten im Raum R**? ein:

Em = (§-1, 0, 8a) - (17.22)
Die Signatur des Raums ist (d,2) und als Léangenelement wihlen wir
d¢? = dé2, + npdatda” — A& = nmndE™dem™. (17.23)

Wir betrachten infinitesimale Transformation in diesem Raum und zerlegen die Generatoren wie
folgt,

0O P, D 0 K, D
2Lmn = —2an - _PN Ll’”’ PM + _KN LNV _KN . (1724)
-D —P, 0 -D K, 0

Die SO(2,d) Kommutationsregeln
[Lmna qu] = i(nmanq + T]nqup - 777’nan;1f) - nanmq) (1725)

sind nun dquivalent zu den denjenigen der konformen Algebra (17.21)). Die Dimension der Lieal-
gebra ist bekanntlich

1
GD(D=1) mit D=d+2, (17.26)

und dies ist gerade die Dimension der konformen Gruppe in d Raumzeit-Dimensionen.

17.2 Konforme Feldtheorien in 1 +- 1 Dimensionen

17.2.1 Virasoro-Algebra

17.2.2 Kac-Moody Algebra

17.3 Aufgaben zu Kapitel 17

Aufgabe 17.1: Konforme Transformation eine Vektorfelds
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18 Eichtheorien

Symmetry principles have moved to a new level of importance in this century and
expecially in the last few decades; there are symmetry principles that dictate the very
ezistence of all the known forces of nature.

S. WEINBERG

Alle fundamentale Wechselwirkungen der Physik werden durch Eichtheorien modelliert: Dies sind
die Maxwell’sche Theorie, das Weinberg-Salam Modell der elektroschwachen Wechselwirkung
(welche die Maxwell’sche Theorie inkludiert), die Quantenchromodynamik der starken Wech-
selwirkung und die Einstein’sche Theorie der Gravitation. Die wohl-bekannten elektromagne-
tischen und gravitativen Kréfte sind langreichweitig, wogegen die schwache und starke Krifte
kurzreichweitig sind. Das Standardmodell der Teilchenphysik beschreibt alle (mikroskopischen)
Wechselwirkungen mit Ausnahme der Gravitation. Es beschreibt die den Elementarteilchen zuge-
ordneten Felder und deren Propagation im Minkowskiraum. In diesem Kapitel werden wir sehen,
dass Eichtheorien durch wenige Angaben — im Wesentlichen die Teilchensorten und Symmetrien
— festgelegt sind. Neben der Lorentzinvarianz sind dies die enorm wichtigen Eichsymmetrien. In
diesem Kapitel besprechen wir das Eichprinzip, mit dem man eine globale Eichsymmetrie in einer
lokale umwandeln kann. Dies gelingt allerdings nur, wenn man Eichpotenziale einfiihrt, welche
die Austauschteilchen der Wechselwirkung beschreiben. Im Standardmodell sind dies das Photon
der elektromagnetischen Wechselwirkung, die W*-Bosonen und das Z-Boson der elektroschwa-
chen Wechselwirkung und die Gluonen der starken Wechselwirkung. In diesem Kapitel wihlen
wir natiirliche Einheiten, in denen ¢ = h = 1 sind.

18.1 Eichtransformationen und minimale Kopplung

Erstmalig sind Sie den Potenzialen in Ihrer Vorlesung iiber Elektrodynamik begegnet. Bei der
Losung der homogenen Maxwell’schen Gleichungen wird man sehr natiirlich auf Potenziale ge-
fiihrt. Dabei scheint deren Einflihrung nur ein mathematischer Losungstrick zu sein. Das ist
nicht der Fall und dies werden wir im Folgenden klarstellen. Wir beginnen mit den homogenen
Maxwellgleichungen fiir das elektrische und magnetische Feld,

10B
V.-B=0 , VxE+-— =0. 18.1
, VXE+-— (18.1)
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Diese werden bekanntlich durch Einfiihrung eines Vektorpotenzials A und eines skalaren Poten-

zials gelGst,
10A
B = A E=———— . 18.2

Nun ergibt sich die scheinbare Schwierigkeit, dass verschiedene Potenziale zu identischen elek-
tromagnetischen Feldern Anlass geben. Ersetzt man ndmlich ¢ und A durch die Potenziale

10\
A'=A-VA = - 18.3
VA L =t oo (18.3)

mit beliebiger orts- und zeitabhéngiger Funktion A, dann erhéalt man identische Felder E und B.

?

Rechnen Sie nach, dass ¢’, A’ zu denselben elektromagnetischen Feldern fiihren wie ¢, A.

Transformationen (18.3) nennt man Eichtransformationen und A(z) heifft Eichfunktion. Entspre-
chend nennt man die Konfigurationen ¢, A und ¢, A’ eichdquivalent.

Skalares und vektorielles Potenzial bilden zusammen das 4—er Potenzial

@ A°
A A

(A%) =

(18.4)

In der relativistischen Notation nimmt die Eichtransformation (18.3) eine elegantere Form an,

Ay — Al = A, — 9. (18.5)

Eichtransformationen

Eine Transformation (18.5)) mit beliebiger Eichfunktion A(x) nennt man Eichtransformation.
Die Potenziale A, und AL heifsen eichdquivalent. Sie haben dieselben Eichfelder und sind
physikalisch nicht unterscheidbar.

In der Literatur findet man sehr oft die Aussage, die Eichpotenziale enthielten mehr Information
als die Eichfelder. Dabei dient fast immer der Aharanov-Bohm-Effekt als Argument. Das diese
Schlussfolgerung nicht statthaft ist, kann man zum Beispiel in [12] nachlesen['}

Beim Ubergang von E, B nach A* hat man redundante Freiheitsgrade eingefiihrt, und deshalb
entsprechen Klassen von Potenzialen ein und demselben elektromagnetischen Feld. Man kann also
ein 4—er Potenzial geméaf transformieren, ohne ,die Physik zu &ndern“. Diese Freiheit bei
der Wahl des Potenzials kann man nutzen, um eine sogenannte Eichbedingung fiir das Potenzial

IFiir nicht-Abelsche Eichfeldtheorien ist die Lage etwas komplizierter.
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zu fordern. Eine derartige Eichbedingung sollte immer mit Hilfe einer geeigneten Umeichung
erfiillbar sein, und sie soll bei gegebenem elektromagnetischen Feld das Potenzial moglichst
festlegen. Zum Beispiel kann immer die Lorenzeichung 0, A* = 0 erfiillt werden, und in dieser
Eichung vereinfachen sich die inhomogenen Maxwellgleichungen,

oan = e, Gy =1{"]. (18.6)
J
Hier wird man auf die elektrische 4—er Stromdichte j# gefithrt. Da j* und A* Vektorfelder unter
Lorentztransformationen sind, hat die Feldgleichung (18.6)) in allen Inertialsystemen die gleiche
Form.

18.2 Minimale Kopplung und kovariante Ableitung

Will man in der Hamilton’schen Formulierung der klassischen Mechanik die Hamiltonfunktion
fiir ein geladenes Punktteilchen in dufseren elektromagnetischen Feld gewinnen, so muss man die
Potenziale ¢, A einfiihren. Die Hamiltonfunktion, die auf die bekannte Lorentz’sche Bewegungs-
gleichung fiir ein geladenes Punktteilchen fiihrt, lautet ndmlich

1
H:%(p—eA)Q—i—ego. (18.7)

Man erhélt diese aus der Hamiltonfunktion des freien Teilchens, wenn man folgende minimale
Kopplung (auch minimale Substitution genannt) vornimmt:

E—FE—-ep , p—>rm=p—cA. (18.8)

Der Beweis dieser Aussage ist Inhalt von Aufgabe Also wird eine dufieres elektromagne-
tisches Feld eingefiihrt, indem man Energie und Impuls geméf der Vorschrift (18.8]) ersetzt.
Erinnern wir uns daran, dass Energie E und Impuls p Komponenten des 4—er Impulses sind,

=", (18.9)

dann schreibt sich die minimale Kopplung (|18.8)) wie folgt:
Py — Pu — €Ay (18.10)

Der (naive) Ubergang von der klassischen zur Quantenmechanik geschieht im Schrédingerbild

mithilfe der Korrespondenzregeln

1
E —i0; und p — -V. (18.11)
i

A. Wipf, Symmetrien in der Physik



18. Eichtheorien 18.2. Minimale Kopplung und kovariante Ableitung 291

Kombinieren wir nun minimale Kopplung mit Korrespondenzregel, dann erhalten wir die An-
kopplung von Materiefeldern an ein dufteres elektromagnetisches Feld mithilfe der Ersetzungen

pu > py — €A, — (0, +ied,) =iD,,. (18.12)
Auf der rechten Seite steht die sogenannte kovariante Ableitung.

Kovariante Ableitung

Die Kopplung eines geladenen Teilchens an das elektromagnetische Feld geschieht durch
Ersetzung der partiellen durch die kovarianten Ableitungen in der zugehorigen Feldgleichung,

8, — D, = 0, +icA, . (18.13)

Warum heifst die Ableitung kovariant? Um diese Frage zu beantworten, priifen wir nach, wie sie
andert, wenn wir anstelle von A, das eichtransformierte AL = A, — Oy einsetzen,

Du(A) = 8, + el = 8, + ie(A, — 9u)) = € (au + ieA”) eieX (18.14)

Dies bedeutet, dass die kovariante Ableitung unter Eichttransformationen homogen transfor-
miert,

Du(A) = gD, (A)g™!, mit g(z) = @ e U(1). (18.15)
Fiir jeden Raumzeitpunkt mit Koordinate x ist g(z) ein Element der Gruppe U(1). Die Funktion
x + g(z) ist demnach ein U(1)-wertiges Feld.

Gemaf unserer Diskussion von Noether-Ladungen in Abschnitt transformiert ein komplexes
Skalarfeld, das spinlose Teilchen der Ladung e beschreibt, wie folgt unter globalen Eichtransfor-

mationen,
6(z) — ¢(2) = golx), g= . (18.16)

Global bezieht sich hier auf die Tatsache, dass g an allen Punkten im Minkowskiraum denselben
Wert annimmt. Die Lagrangedichte ist invariant unter diesen globalen U(1)-Transformationen

Lyn(9) = 0u0"0"¢ + V(¢"¢) = Lu(¢) (18.17)

und der zugehorige kovariant erhaltene Noetherstrom j# wird als Dichte des elektrischen Stromes
identifiziert. Man kann nun die globale Eichsymmetrie zu einer lokalen Eichsymmetrie erheben,
wenn man partielle Ableitungen durch kovariante Ableitungen ersetzt,

Lyi(¢) = Dp¢*DFo+ V(o™ ). (18.18)

Wenn wir nun das Skalarfeld und das Eichpotenazial gleichzeitig mit einer orts- und zeitabhidngigen

(lokalen) Eichtransformation transformieren,

(@) = g(@)d(a), Ay(e) = Au(x) —A@),  gla) = @, (18.19)
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dann transformiert D, ¢ genauso wie ¢ unter lokalen Eichtransformationen,

D¢ = (9Dug~ ) (99) = 9(Dpo), g =g(x). (18.20)

Hierin ist Dj, die mit dem transformierten Potenzial A gebildete kovariante Ableitung und D),
diejenige mit urspriinglichen Potenzial A,. Wir fassen zusammen:

Eichinvarianz von £

Die Lagrangedichte ((18.18]), in der partielle durch kovariante Ableitungen ersetzt wurden,
ist invariant unter den lokalen Eichtransformationen (|18.19)) des Materiefeldes ¢ und des
Eichpotenzials A,,.

Will man eine globale Symmetrie ,lokal machen®, dann muss man offensichtlich ein neues Feld,
das Vektorpotenzial A, einfiihre In Ubung wird gezeigt, dass die eichinvariante Lagran-
gedichte (|18.18)) zu folgender kovarianten Klein-Gordon-Gleichung fiihrt:

D,D"¢+ p*¢=0. (18.21)

Man gewinnt sie aus der Feldgleichung ((16.6) fiir ein freies Feld, wenn man darin gewthnliche
durch kovariante Ableitungen ersetzt.

?

Uberzeugen Sie sich davon, dass wenn (¢, A,) die Klein-Gordon-Gleichung ((18.21)) erfiillen, es
auch die eichtransformierten Felder (¢, A,) tun.

Das neu eingefiihrte Vektorfeld A, wird genauso wie das urspriingliche Materiefeld propagieren.
Seine Dynamik wird durch eine noch zu findende Lagrangedichte bestimmt. Diese sollte invariant
unter lokalen Eichtransformationen sein, da nur das elektromagnetische Feld — und nicht etwa
das Potenzial — messbar ist. Zur Konstruktion der Lagragendichte bestimmen wir zuerst den
Kommutator von zwei kovarianten Ableitungen. Mit der Definition ergibt sich

[D,,D,] = ie (aMAV - 8VAM) =icF, | (18.22)

worin auf der rechten Seite der antisymmetrische Feldstarketensor auftritt

—E1 0 —B3 B2
F, = . (18.23)
—FEs; Bj 0 —B

—E3 —By By 0

2Es gibt auch Variationen dieser Konstruktion, zum Beispiel fiir nichtlineare CP™-Modelle.
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Da die kovariante Ableitung homogen transformiert, siehe (18.15]), haben die eichdquivalente
Potenzial A, und Aj, dieselbe Feldstérke, I}, (A") = F,(A).

Die lorentz- und eichinvarianten Wirkung des Vektorpotenzials ist aus der Elektrodynamik be-
kannt,

1
SED = /d43? LD, Lgp = —ZF,WFW- (18.24)

Ein Massenterm der Form uQAMA“ ist nicht erlaubt, da er nicht eichinvariant ist. Mithilfe der
Variation des Feldstérketensors

6F = 6(0, 4, — 0,A,) = 0,064, — 0,04, (18.25)

findet man fiir die Variation der Wirkung Sgp = [ d*z Lgp nach dem Potenzial

0SED
0A,

1
08ep = —3 / d*z 6F,, F"™ = / d*z 6A,0,F" = = 0, F" . (18.26)

Die vollstéindige Wirkung fiir das System bestehend aus Materiefeld und Eichpotenzial ist nun
S|¢, Al = Sgp[A] + Sml¢, A] . (18.27)

Mithilfe der variationellen Charakterisierung des Noetherstroms in Aufgabe nehmen die
Euler-Lagrange-Gleichungen folgende einfache Form an,

QuF™ =j* , DuD"é+ o =0, (18.28)

worin der Noetherstrom zu den (globalen) Eichtransformationen auftritt. Auf beiden Seiten der
Gleichungen stehen Tensoren, so dass die Feldgleichungen in allen Inertialsystemen die gleiche
Form haben. Der Feldtérketensor und der Noetherstrom sind beide eichinvariant wihrend D, D*¢
unter Eichtransformation genauso transformiert wie ¢. Dies bedeutet, dass die Feldgleichungen
eichinvariant bzw. eichkovariant sind. Gelten sie fiir eine Konfiguration (¢, A,), dann gelten sie
automatisch auch fiir jede eichéquivalente Konfiguration (¢, A7,).

18.2.1 Minimale Kopplung von geladenen Fermionen

Teilchen mit Spin 0 werden durch Skalarfelder und Teilchen mit Spin 1 durch Vektorfelder be-
schrieben. Beide Teilchensorten sind Bosonen und transformieren nach einer Darstellung der
Lorentzgruppe. Fermionen haben halbganzen Spin und werden deshalb durch Spinoren beschrie-
ben, die nach einer treuen Darstellung der quantenmechanischen Lorentzgruppe SL(2, C) trans-
formieren. Letztere ist die universelle Uberlagerungsgruppe der eigentlichen Lorentzgruppe. Die
quantenmechanische Lorentzgruppe hat zwei indquivalente irreduzible 2-dimensionale Darstel-
lungen. Verlangt man nun, dass die Theorie die Paritat nicht verletzt, so muss man diese beiden

A. Wipf, Symmetrien in der Physik



18. Eichtheorien 18.2. Minimale Kopplung und kovariante Ableitung 294

Darstellungen zu einer vierdimensionalen und beziiglich SL(2, C) reduziblen Darstellung kombi-
nieren. Zum Beispiel werden Elektronen, Muonen und Quarks durch 4-komponentige Spinorfelder

P(x) = (18.29)

beschrieben. Die Komponenten ¢, mit o € {1,2,3,4} sind die Spinkomponenten des Spinorfelds.
Freie Teilchen mit Spin 1/2 erfiillen die kraftefreie Diracgleichung

iy —myp =0. (18.30)

Der darin auftretende freie Diracoperator @ ist ein matrixwertiger Differentialoperator erster
Ordnung,
J=~"0, (18.31)

mit 4 x 4-Matrizen v* als Koeffizienten. Diese sogenannten Diracmatrizen erfiillen die Antikom-
mutationsregeln

{7 4} = At APt =2y (18.32)

Die globalen U(1)-Eichtransformationen v — €'**t) bilden Losungen in Losungen ab. Die Dirac-
gleichung ist die Euler-Lagrange Gleichung zur Lagrangedichte

Ly=9(i@-—m)y, =y (18.33)

Diese ist eichinvariant, da der Dirac-konjugierte Spinor 1 unter Eichtransformationen gemif
Y 1p e transformiert.

Die globale Eichinvarianz kann zu einer lokalen Eichinvarianz erweitert werden, wenn wir ein
Eichpotenzial einfiihren und partielle durch kovariante Ableitungen ersetzen.

Diracgleichung im elektromagnetichen Feld

Die Diracgleichung fiir das Feld eines geladenen Elektrons im elektromagnetischen Feld lautet

iPy =my, mit P=+"D,, D,=20,+ieA,. (18.34)

Sie ist die Euler-Lagrange Gleichung zur lorentz- und eichinvarianten Lagrangedichte

Sy = /d4:v Ly, Ly=19 (i -—m)yp. (18.35)

Unter lokalen Eichtransformationen der Felder

(x) = drDy(r) | Au(z) = Au(x) — 9\ (x) (18.36)
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ist die Lagrangedichte invariant. Die Wirkung des Gesamtsystems ist nun die Summe aus Maxwell-

Term ((18.24]) und Dirac-Term ([18.35)):
S = Sgp + Sy . (18.37)

Diese Wirkung ist Ausgangspunkt bei der Quantisierung der Elektrodynamik. Die quantisierte
Elektrodynamik (QED: quantum electrodynamics) ist eine der erfolgreichsten und am besten
getesteten Theorien der Physik. Sie beschreibt Photonen, beschrieben durch das quantisierte
A,-Feld, in Wechselwirkung mit Elektronen, beschrieben durch das quantisierte v-Feld.

18.3 Nicht-Abelsche Eichtheorien

Nichtabelsche Eichtheorien sind Theorien mit lokaler Eichinvarianz, wobei die Eichtransforma-
tionen an jedem Raumzeit-Punkt Elemente einer nicht-Abelschen Gruppe sind. Fiir die Teil-
chenphysik gentigt es, die nicht-Abelschen Eichgruppen SU(2) und SU(3) zu betrachten. Zum
Beispiel transformieren die Quarks nach einer irreduziblen Darstellung der Eichgruppe SU(3). Es
sei g € G ein Element der Eichgruppe G und g — U(g) eine n-dimensionale Darstellung der Eich-
gruppe. Dann transformieren die Fermionen in einem Multiplett (einer irreduziblen Darstellung)
von G unter globalen Eichtransformationen geméaf

(1
UV—U(g), T=1]":1. (18.38)
Un
Man beachte, dass jedes ¥, mit a = 1,...,n ein 4-komponentiger Spinor ist. Die Eichtransfor-

mation U wirkt nicht auf die Spinkomponenten «, sondern nur auf die Komponenten a. Fiir die
Quarks sind dies die Farbkomponentenﬂ Die Lagrangefunktion fiir freie Fermionen lautet

i) —m
Ly,=T UV=V(@({l®d—m)V¥ (18.39)
id—m
mit Dirac-konjugiertem Spinor
G = (s n)y G = 00 (18.40)

Der erste Faktor im Tensorprodukt 1 ® @ wirkt im Farbraum und der zweite im Spinraum.
Im Farbraum ist der freie Diracoperator also proportional zur Einheitsmatrix. Unter globalen
Eichtransformation

v —UV , U—OU U=1U(g) (18.41)

ist die Lagrangedichte Ly, offensichtlich invariant.

3Daneben gibt es noch die Flavour-Komponenten die inert unter Eichtransformationen sind.
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18.3.1 Lokale Eichinvarianz

Nun hénge das Gruppenelement g vom Raumzeitpunkt ab, g = g(z). Wie im Abelschen Fall
wollen wir eine Theorie konstruieren, die unter lokalen Eichtransformationen invariant ist. Wir
betrachten zuerst Fermionen, die unter der definierenden Darstellung U(g) = g transformieren,

U(r) — g(x)¥(z). (18.42)

Die lokale Eichinvarianz wird wieder durch eine minimale Kopplung an ein Eichpotenzial erreicht.
Dabei ersetzen wir partielle durch eine kovariante Ableitungen mit Vektorpotenzial A,,,

OV — D, = (0, +ied,)V. (18.43)

Die kovariante Ableitung soll kovariant transformieren, d.h. D, ¥ soll gleich transformieren wie
W. Dies ist gleichbedeutend mit der Forderung

D, (A") = gD, (A)g ' = ied), = 9(8, + ieA#)g_l. (18.44)
Daraus lesen wir die Eichttransformation des Eichpotenzials ab,
_ i _
AL =gA,g ! — ggaug L (18.45)

Da der letzte Term in der Liealgebra der Eichgruppe liegt, werden wir das Eichpotenzial A, als

Vektorfeld mit Werten in dieser Liealgebra Wéhlenﬁ Dies ist auch im Einklang damit, dass dann

1

der erste Term gA,g~" in der Liealgebra liegt.

Im Allgemeinen transformiert ein Materiefeld nicht nach der definierenden Darstellung der Eich-
gruppe. Transformiert es nach einer Darstellung g — U(g), dann ist seine kovariante Ableitung
D,V = (0, +ieU,(A,)) V. (18.46)

Hier tritt das Eichpotenzial in der induzierten Abbildung U, der Liealgebra auf.

?

Zeigen Sie, dass die kovariante Ableitung (|18.46|) fiir ein Feld in einer beliebigen Darstellung wie
folgt unter lokalen Eichtransformationen transformiert: transformiert,

DM(A/) = U(Q)DM<A)U71(9)~ (18.47)

Daraus ergibt sich nun unmittelbar die Eichinvarianz der Lagrangedichte

Ly=V({i)—m)¥,  DP=+"D,. (18.48)

4Genau genommen liegt i4,, in der Licalgebra.
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Es fehlt noch die nicht-Abelsche Verallgemeinerung der Maxwell’schen Lagrangedichte. Diese
muss invariant unter lokalen Eichtransformationen sein und fiir die Eichgruppe U(1) mit der
Dichte Lgp in iibereinstimmen. Zu ihrer Konstruktion betrachten wir wie im Abelschen
Fall den Kommutator zweier kovarianten Ableitungen (in der definierenden Darstellung):

[Dy, D] = [0, +ieAy, 0, +1eA,] =ie (0,4, — 0, A, +ie[A,, A)]) = ieF), . (18.49)

Nach Konstruktion liegen die Komponenten F),,, des antisymmetrischen Feldstarketensors in der
Liealgebra der Eichgruppe. Aus dem Transformationsverhalten der kovarianten Ableitung in
liest man nun sofort ab, wie er diese Komponenten unter Eichtransformationen transfor-
mieren,

Fu(A) =gF,(A)g!. (18.50)
Im Gegensatz zur Elektrodynamik ist der Feldstéarketensor nicht mehr eichinvariant. Er transfor-

miert nach der adjungierten Darstellung der Eichgruppe. Die lorentz- und eichinvariante Wirkung
fiir das Eichfeld 4, hat nun die Form

1
Svi= [l Ly, Lysi =~ Sp (P ) (18.51)

Sie beschreibt eine reine Yang-Mills Theorie ohne Materiefelder und verallgemeinert diejenige
der abelschen Maxwell-Theorie. Im nicht-abelschen Fall ist die Feldstérke

Fl = 0,4, — 0,4, +ic[A,, A,] (18.52)

allerdings quadratisch im Fichpotenzial, da sie den Kommutator zweier Potenziale enthilt. Dies
bedeutet, dass die Lagrangedichte Terme quadratisch, kubisch und quartisch im Potenzial ent-
hélt. Die entsprechenden Feldgleichungen — die Yang-Mills-Gleichungen — sind deshalb nicht-
lineare partielle Differentialgleichungen. In nicht-Abelschen Fall gilt das Superpositionsprinzip
der linearen Maxwell-Theorie nicht mehr.

Das Eichpotenzial und die Feldstérke sind Liealgebra wertig und kénnen nach einer Basis {7}
der Liealgebra G der Eichgruppe G entwickelt werden,

A, = AT, = F,, = FT,. (18.53)

Die Beziehung (|18.52)) impliziert fiir die Komponenten in den Entwicklungen den Zusammenhang

Ff, = 0,A% — 9,A% — ef§ AL AL, [Ty, T.] = if%. Ty . (18.54)
Hier treten die reellen Strukturkonstanten der Liealgebra auf.
Die Wirkung von Eichtheorien mit Fermionen

Die Bewegungsgleichungen einer nicht-Abelschen Eichtheorie fiir Fermionen sind die Euler-
Lagrange-Gleichungen der lorentz- und eichinvarianten Wirkung

S|, A] = Sym[A] + Sy[¥, A] = /d%LYM —|—/d4x£¢ (18.55)
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mit den Lagrangedichten (18.51)) und (|18.48|).

Eine Eichtheorie ist bestimmt durch Angabe der Eichgruppe G, der Darstellungen nach denen die
Materiefelder transformieren, der universellen Kopplungskonstante e in der kovarianten Ablei-
tung und weiterer Parameter im Materiesektor. Im Weinberg-Salam Modell der elektroschwachen
Wechselwirkung sind dies zum Beispiel die Parameter im Higgspotential, in der KMS-Matrix oder
die Yukawa Kopplungen.

18.3.2 Infinitesimale Eichtransformationen

Wir wollen nun annehmen, das Gruppenelement g sei nahe der Eins und entwickeln
g=cF“ xl+ieX =g lx1—ieX. (18.56)

Bis auf den Faktor i ist X ein Element der Liealgebra der Eichgruppe, kurz Eichalgebra genannt.
In der Physik haben wir eine Vorliebe fiir hermitesche Matrizen, und deshalb schreiben wir (im
Gegensatz zu den Mathematikern) gern ein i in der Entwicklung . Die Entwicklung setzen
wir in und in (|18.45) ein, und erhalten in fithrender Ordnung in e die Transformations-

regeln
¢ =gp~¢+ieX¢
A, = gAug ! - ég Oug '~ Ay —ie[A,, X] - 9,X, (18.57)
woraus wir die infinitesimalen Anderungen der Felder ablesen,
dp =ieX¢p und A, =-0,X —ie[4,, X]=-D,X. (18.58)
Aus ([18.50) ergibt sich unmittelbar die infinitesimale Anderung des Felstérketensors,
O0F,, =ie[X, F,). (18.59)

In abelschen Eichtheorien verschwinden alle Kommutatoren und F},, ist eichinvariant.

?

Uberzeugen Sie sich davon, dass die Variation der Felstiirke die einfache Form (18.59) hat.

Es sei nun T}, (bis auf i) eine Basis der Liealgebra,
[To, Tp] =1ifpTe, (T, Tp) = Oap - (18.60)

Hierin sind f9, die reellen und antisymmetrischen Strukturkonstanten. Fiir unitére Eichgruppen
sind die Elemente der Liealgebra hermitesche Matrizen und wir wéhlen fiir diese das Skalarpro-
dukt (X,Y) = Sp(XY). Nun entwickeln wir Liealgebra-wertige Felder nach dieser Basis, zum
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Beispiel X = X?T,, und setzen die Entwicklungen in die Transformationsformeln ([18.58}|18.59))
ein. Dies fithrt auf folgende infinitesimalen Transformationen der Komponenten des Potenzials

und der Feldstarke,
SAL = —(DuX)" = -0, X" + ef4. AL XS und OFS, = ef} Fp,XC. (18.61)

Die Eichinvarianz der Lagrangedichte Ly fithrt auf die eich-kovariante Erhaltung der Stromdichte

(diese werden auch Eichstrome genannt)

a0l

a - a (1862)
Aw

Um dies einzusehen berechnen wir die Variation der Materiewirkung unter einer beliebigen
Eichtransformation — diese Variation muss ja verschwinden — und benutzen dabei das Resul-
tat (18.61) fiir die Anderung des Potenzials,

acM a a a a (&
Sy = / d4z <8AZ> SA% = — / Atz TE5 A% = / &4z J¥ (aMX —ef4.ALX ) = 0. (18.63)

Wir wollen nun annehmen, X® verschwinde im rdumlich und zeitlich Unendlichen, damit wir

partiell integrieren diirfen. Dann impliziert (|18.63))
(Dpd")a = 0t — ef AL JE = 0. (18.64)

Fiir A, = 0 sind die Eichstrome gleich den erhaltenen Noetherstomen, die zu den globalen
Eichtransformationen gehéren, d,,(J*|4=o) = 0.

Eichstrome fiir Skalarfelder und Diracfelder
Ein Diracfeld hat folgende Lagrangedichte und Eichstrome:

Ly =9AD —m)y, JEW) = epy'Tut). (18.65)

Fiir skalare Felder lauten Lagrangedichte und Eichstrome wie folgt:

Ly=(Dug) D'o+V(gl9), Jh(9) = —ie(D*¢, Tu¢) + hoc (18.66)

18.3.3 Feldgleichungen

Wir betrachten zuerst eine allgemeine Eichtheorie fiir skalare Teilchen und Fermionen mit Spin
1/2, und nehmen dabei an, dass die Materieteilchen nach der definierenden Darstellung der
Eichgruppe transformieren. Der Ubergang zu Materie in anderen Darstellungen ist dann relativ
einfach. Nach passender Wahl der Eichgruppe und Darstellungen fiir die Materieteilchen, erhélt
man die Eichtheorie der elektroschwachen beziehungsweise der starken Wechselwirkung.
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Die vollstéandige Lagrangedichte enthélt drei Terme: den Yang-Mills-Term, den Beitrag der Ska-
larfelder und den Betrag der Fermionen:
1
L=Lym+ Ly + Ly, Lym = —ZFéwFa,W, (18.67)
wobei die Terme L4 und L, oben eingefiihrt wurden. Eine mogliche Yukawa-Wechselwirkung

zwischen Fermionen und Skalaren wurde hier noch nicht beriicksichtigt. Das sogenannte Higgs-

potential V' muss natiirlich eichinvariant sein, V(g¢) = V (g).

?

Versuchen Sie, folgende Variationen zu berechnen, worin auf den rechten Seiten die Eichstrome

auftreten:
5Synr = / 5AY(D, FHY,
ov S
55, = — / (60, 0% + 67@) - / SALTI(S) . (18.68)
08y = /&p(ilD —m)y+ h.c. — /5AZJ5(¢) .
Feldgleichungen

Die Feldgleichungen fiir die Theorie mit Lagrangedichte (|18.67)) sind die Yang-Mills Glei-
chung, die kovariante Klein-Gordon Gleichung und die kovariante Dirac Gleichung:

(DpF*)a = J5(¢) + I (¥),

D'D,é + 3; =0, (18.69)
(i) —m)y =0.

Fiir eine nicht-Abelsche Eichtheorie sind die Yang-Mill Gleichungen im materiefreien Raum
D, F" = 0 nichtlineare partielle Differentialgleichungen, deren allgemeine Losungen nicht be-
kannt sind.

18.4 Quantenchromodynamik

Die Quantenchromodynamik ist eine Eichtheorie mit Eichgruppe SU(3). Thre elementaren Bau-
steine der Materie sind die Quarks, aus denen Mesonen und Baryonen zusammengesetzt sind.
Es existieren 6 Quarksorten: up Quarks, down Quarks, strange Quarks, charm Quarks, bot-
tom Quarks und top Quarks. Sie haben den Spin 1/2 und sind somit Fermionen. Einige ihrer
Quantenzahlen und ihre Massen sind in der Tabelle aufgefiihrt.
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Generation | Name | Symbol e Y | MEV/c?
1 Up u 2 L=+3 +3 2,2
1 Down —% I, = —% +% 4.7
2 Charm c 2 C=+1 +3 1280
2 Strange s —% S=-1 —% 96
3 Top 2 T=+1 +3| 173100
3 Bottom b -3 B'=-1 -2 4180

Tabelle 18.1: Die 6 Quarks haben sehr unterschiedliche Massen. Angegeben sind die elektrischen
Ladung e, die Flavour-Quantenzahlen I, C, S, T, B’ und die Hyperladung Y. Jedes
Quark in dieser Tabelle kommt noch in 3 Farben vor. Die Massen stammen von der
Particle Data Group [14].

Man beachte die Massenhierarchie: up, down und strange Quarks sind wesentlich leichter als
charm, top und bottom Quarks. Betrachten wir nur die drei leichten Flavours — die schweren
kommen in der Natur kaum vor — dann kann man deren Massen in einer ersten Naherung gleich
setzen, m, = mg = ms. In dieser Naherung sind die Lagrangedichten der drei Flavours identisch,

u
Ly= Y U(iP-m)y=0(iPo-m)@l;e, ¢=|df. (18.70)
f=u,d,s
S

Die letzte Schreibweise macht deutlich, dass fiir gleiche Quarkmassen die Lagrangedichte eine
globale Uy (3) Flavoursymmetrie aufweist. Der Index V' deutet darauf hin, dass es sich um eine
Vektorsymmetrie handelt.

Die drei leichten Quarks transformieren nach der fundamentalen Darstellung 3 der Uy (3):

U U
dl—Uv|d]|, UvreUy@3), (18.71)
S S

wihrend ihre Antiteilchen nach der komplex konjugierten Darstellung 3 transformieren. Ein
System aus einem Quark und einem Antiquark transformiert dann geméf,

33=8a1, (18.72)

und deshalb sollte Oktetts und Singluetts von Mesonen existieren. Ein gebundenes System von
drei Quarks transformiert dagegen wie

3323=1008®8%®1, (18.73)
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und entsprechend sollten die Baryonen als Singluetts, Oktetts oder Dekupletts auftreten. Da
verschiedene Teilchen in einem irreduziblen Multiplett ineinander transformiert werden kénnen,
miissen sie gleiche Masse haben.

Die Hadronen lassen sich tatsdchlich sehr gut in das idealisierte Drei-Flavourmodell einordnen.
In Abbildung sind das Mesonen-Oktett und das Baryonen-Oktett gezeigt.

K°=(5d) Kt=(5u) n=(ddu) p=(uud)

m0=(uu + dd) ¥0=(uds + dus)
7 =(du) O O nt=(ad) B =(uus) O (O XF=(dds)
n=(tu — dd) A=(uds — dus)

K~=(us) K°=(ds) = =(ssd) E0=(ssu)

Abbildung 18.1: Das Oktett der pseudoskalaren Mesonen mit J¥ = 0~ (links) und dasjenige
der Baryonen mit J¥ = 1/2% (rechts). Das ebenfalls existierende Oktett aus
Vektormesonen mit J© = 1~ und Dekuplett mit JZ = 3/2% Baryonen sind hier
nicht gezeigt. Die Flavoursymmetry ist allerdings nur approximativ realisiert, da
die Quarks in Wirklichkeit verschieden schwer sind. Deshalb haben die Hadronen
in einem Multiplett auch etwas unterschiedliche Massen.

Wenn wir die Quarkmassen der leichten Quarks vernachléssigen und m,, = mg = ms = 0 setzen,
dann hat die Lagrangedichte der QCD eine erweiterte Flavoursymmetrie. In diesem Fall ist L
eine Summe von zwei Termen: die Dichte fiir linkshéndige und diejenige fiir rechtshédndige Quarks.
Um dies einzusehen, zerlegen wir das Spinorfeld des up-Quarks,

1 1
u=ur+ur, ugp=Pru, ur=Pru, mit PR:§(]I +75), PL:§(11—75). (18.74)

Die hermitesche Matrix v5 = iy%y'7?~3 anti-kommutiert mit allen v* und ihr Quadrat ist 1.

Deshalb sind die Pgr und Pj, orthogonale Projektoren mit PrP;, = P, Pr = 0 und Pr + P;, = 1.

?

Uberlegen Sie sich, dass ) und 7° beide mit 5 antikommutieren und daraus folgt:

PprIPPr = PLIDP, =0 und 1g= Pru=1uPy, = Pru=uPR. (18.75)
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Aus diesen Beziehungen folgt nun die Zerlegung

ulu = upPug + urPuy, (18.76)

mit den entsprechenden Zerlegungen fiir die d und s Quarks folgt dann fiir das System aus drei
masselosen Quarks

UR uy,
Ly =1r(p ® 1s)p + i (P ® 15)¢r, Yr=|dg|, vr=|dy|- (18.77)
SR ST,

Im chiralen Limes ist £, demnach invariant unter globalen Ug(3)x U (3) Flavour-Transformationen

¢R — URwR und ¢L — ULl/JL, UR, Uy € U(3). (18.78)

Eine vollstdndig dquivalente Parametrisierung der Symmetrie ist
Y (UyPr+UyPr)Yy , Y (UAPR + UglPL) Y, Uy, Us € U(3). (18.79)

Die Transformation mit Uy nennt man vektoriell, da sie gleichermafen auf recht- und linkshén-
dige Fermionen wirkt. Die Transformation mit U4 heifft dagegen axial, da sie auf rechts- und
linkhéndige Fermionen entgegengesetzt wirkt.

Jede unitire Matrix kann gemiR U = e*V mit detV = 1 zerlegt werden. Diese Zerlegung
fithrt zur Identifikation von U(3) mit SU(3)xU(1)/Zs, siche Aufgabe Dies bedeutet, dass
im chiralen Grenzfall die globale Flavoursymmetrie der klassischen Theorie (modulo diskreter
Untergruppe) gleich

SUR<3) X UR(l) X SUL(3) X UL(l) (18.80)

ist. Aber nicht alle Symmetrien einer klassischen Theorie sind in der quantisierten Theorie rea-
lisiert. In der QCD verhalt sich die axiale Uy (1) anomal. Diese sogenannte U 4(1)-Anomalie ist
dafiir verantwortlich, dass die QCD eine etwas verminderte Symmetrie aufweist:

QCD im chiralen Grenzfall

Im chiralen Limes besitzt die QCD mit drei masselosen Flavours neben der lokalen Eichin-

varianz die globale
SUy(3) x SUA(3) x Uy(1). (18.81)

Flavour-Symmetrie. Der letzte Symmetriefaktor fiihrt zur Erhaltung der Baryonenzahl.

Dies ist noch nicht die ganze Wahrheit. Ware namlich die Symmetriegruppe der QCD
im chiralen Grenzfall, dann miissten die Mesonen und Baryonen in Multipletts dieser Gruppe
auftreten. Tatséchlich treten sie nur in Multipletts der kleineren Gruppe SUy (3) auf. Die axiale
SU 4(3) ist im Spektrum der gebundenen Zustande nicht sichtbar. Sie ist in der Tat nicht realisiert,
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weil sie spontan gebrochen ist. In der Quantentheorie wird ein skalares Kondensat gebildet,
ahnlich der spontanen Magnetisierung in einem Ferromagneten, und dieses Kondensat bricht
die axiale SU4(3) vollstdndig. Schlussendlich erinnern wir daran, dass die Flavoursymmetrie in
der Natur nur ndherungsweise realisiert ist. Die Quarks sind nicht masselos und sind tatséchlich
verschieden schwer. Mehr dazu findet man in [I3].

18.4.1 Die QCD ist eine SU(3)-Eichtheorie

Die Quarks sind eigentiimliche Teilchen: ihre elektrischen Ladungen sind nicht ganzzahlige Viel-
fache der Elementarladung und sie sind in der Natur noch nie beobachtet worden. Freie Quarks
gibt es demnach nicht als asymptotische Teilchen, die im Detektor nachgewiesen werden kénnen.
Sie treten nur in Mesonen und Baryonen auf. Dieses sogenannte Confinement von Quarks wird
durch ihre gegenseitige starke Wechselwirkung erklart. Die QCD ist eine Eichtheorie mit Eich-
gruppe SU(3) (nicht mit der Flavoursymmetrie verwechseln!) und die Gluonen — dies sind die
Teilchen, die durch das Vektorpotenzial beschrieben werden — sind fiir das Confinement verant-
wortlich. Jedes der sechs Quarks kommt in 3 Farben (colours) vor, also zum Beispiel gibt es ein
Farb-Multiplett von drei u-Quarks oder eine Farb-Multiplett von drei d-Quarks,

Uy d,
(UOC) = ug 9 (da) - dg 9 cee e (1882)
Up db

Ein u-Quark kann also rot, gelb oder griin sein, oder nach den Regeln der Quantenmechanik
irgendeine Superposition dieser drei Farben. Die Mischung der Farben geschieht mit einer SU.(3)
Transformation

v — Uy, Y =wu,ds, ..., U.€ SU3). (18.83)
Insgesamt existieren also 6 Tripletts, also 18 verschiedene Quarks.

Die Eichsymmetrie ist eine exakte innere Symmetrie, im Gegensatz zur approximativen Flavour-
Symmetrie und die 6 Flavours transformieren nach der fundamentalen Darstellung 3 der Eich-
gruppe SU.(3)

Vja : a€{1,2,3}: Farb-SU(3); j € {u,d,c,s,t,b}: Flavour-Index.
Das Liealgebra-wertige Vektorpotenzial beschreibt die 8 Gluonen,

Ay = AT, a=1,...8, Spin=1. (18.84)
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Nun folgen wir den bekannten Regeln um die Lagrangedichte der QCD aufzuschreiben:

8
1 a
ﬁQCD = - Z Z(F;W)2

a=1

+3) " (i@ — et ASTEY — 5% m)ihss . (18.85)
=1 aypmt

Nach Konstruktion ist diese Dichte invariant unter lokalen SU,(3)-Eichtransformationen. Im
chiralen Grenzfall mit verschwindenden Quarkmassen ist sie auch invariant unter Flavourtrans-
formationen.

18.4.2 Infinitesimale Flavoursymmetrien und spontane Symmetriebrechung

Die vektorielle Flavoursymmetrie wirkt im Flavour-Raum geméfs
Y— e Xep, X e SUY(3), (18.86)

worin flir drei Flavours ¢ drei Komponenten im Flavourraum hat, siehe (18.70). Die axialen
Transformationen sind dagegen

Yi— Y eV e SUL(3). (18.87)
Zu diesen globalen Symmetrien gehoren 8 + 8 = 16 kovariant erhaltene Noetherstrome
JE =y Xogp T =yt ys Xath, a=1,2,...,8, (18.88)

welche die spurlosen und hermiteschen Generatoren X, der Flavour-SU(3) enthalten (welche von
den obigen Generatoren T, der Eichgruppe zu unterscheiden sind). Wie schon erwéhnt, ist im
Spektrum der Hadronen nur eine (approximative) SUy (3)-Symmetrie sichtbar. Das Fehlen der
axialen Symmetrie im Spektrum der beobachteten Teilchen wird durch die spontane Brechung
dieser Symmetrie erklért. Dies bedeutet, dass im chiralen Grenzfall der Vakuumzustand der
QCD nur invariant unter vektoriellen Transformationen ist, nicht aber unter axialen. Dies kommt
dadurch zum Ausdruck, dass die zugehorigen Noetherladungen den Vakuumzustand annihilieren
(invariant lassen) oder nicht invariant lassen,

Qal0) =0 aber Q3]0) #0. (18.89)

Nach dem wichtigen Goldstone-Theorem existieren dann im chiralen Limes 8 masselose Anre-
gungen, die sogenannten Goldstone-Bosonen. Fiir 3 masselose Flavours sind dies die Teilchen im
Mesonen-Oktett in Abbildung In Realitéit sind aber 7%, 79 K+ K° K° n nicht masselos,
da die Quarks es nicht sind. Zusétzlich sind die leichten Quarks verschieden schwer, und dies
gibt Anlass zu einer Massenaufspaltung innerhalb des Oktetts.
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18.5 Weinberg-Salam Modell

Das Modell von Weinberg und Salam beschreibt hochst erfolgreich die elektroschwache Wech-
selwirkung, die zum Beispiel fiir den [-Zerfall des Neutrons verantwortlich ist. Die schwach
wechselwirkende Materieteilchen sind die Leptonen, die Quarks und das Higgs-Teilchen. Diese
kommen in drei Familien vor, wie in Tabelle gezeigt. Die erste Familie enthélt das v und d
Quark, das Elektron und das Elektronen-Neutrino. Bis auf die Masse sind die Familien identisch

und es geniigt im Folgenden, nur die Mitglieder der ersten Familie zu berticksichtigen.

I II 1II
c t v | H
s b

Ve Vy Vs Z0

e p T |W*

Tabelle 18.2: Die drei Generationen der Materie (Fermionen), die Eichbosonen und das Higgsteil-
chen. Bis auf die Gluonen g nehmen alle an der elektroschwachen Wechselwirkung
teil.

Die Eichgruppe ist die 4-dimensionale halbeinfache Liegruppe SUpf(2)x Uy (1). Entsprechend
existieren 4 Eichpotenziale

AP . SU(2) — Eichfelder , B*: Uy(1)— Eichfeld, (18.90)

welche die Eichbosonen W+, Z9 ~ der elektroschwachen Wechselwirkung beschreiben. Diese ver-
mitteln die Kraft zwischen den Materieteilchen. Etwas gewohnungsbediirftig ist die Tatsache, dass
rechts- und linkshéndige Fermionen nach verschiedenen Darstellungen der Eichgruppe transfor-

mieren.
Leptonen und Quarks der ersten Familie im Weinberg-Salam Modell

Die rechtshéndige Fermionen
€R, UR, dR, (18.91)

sind SU(2)-Singletts, wiahrend die linkshdndige Fermionen SU(2)-Dubletts sind,

VeL ur,

(18.92)

)

er d;
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Man beachte, dass im Standardmodell der Teilchenphysik kein rechtshéndiges Neutrino vor-

kommt.

Die linkshéndigen Fermionen transformieren nach der definierenden 2-dimensionalen Darstellung
der Eichgruppe SU(2). Zum Beispiel wirkt der schwache Isospin, dies ist der Generator 73 in der
Liealgebra, wie folgt auf das up-quark:

1 [ +u
mur =0, mur=-| "), (18.93)

—u2

Die Mitglieder jedes Multipletts tragen dieselbe Uy (1)-Hyperladung Y und die elektrische La-
dung eines Fermions berechnet sich nach der Formel von Gell-Mann und Nishijima geméafs

1

Fiir Fermionen der ersten Familie ergibt sich dann folgende Zuordnung der Quantenzahlen Y

und Q:
(ye> (u/)
e d

NN
0 2

Q 1 1] 2|1
-1 3 1 3 3

Tabelle 18.3: Die Fermionen der ersten Familie mit ihren elektrischen Ladungen und Hyperla-

dungen.

Die Kopplungskonstante der Uy (1) sei ¢’ und diejenige der SU(2) sei g. Dann sind die kovarianten
Ableitungen der rechts- und linkshéndigen Fermionen gegeben durch

/ /
Dyor = (au +ig2yBM> Yr . D = <au +i %yBu +i‘;]AZTa) by, (18.95)

worin die Hyperladung y des betreffenden Multipletts erscheint. Damit bildet man nun den

eichinvarianten fermionischen Anteil der Lagrangedichte,
Ly =Wppy"Dyr + i y*Dutbr

welcher eine (nicht explizit geschriebene) Summe iiber die fiinf Multipletts der ersten Familie ein-
schlieft. Ein expliziter Massenterm fiir die Fermionen kommt hier nicht vor. Die Fermionen und
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drei der vier Eichbosonen erhalten ihre Masse {iber den nach Peter Higgs benannten Mechanis-
mus. Dieser benétigt ein Skalarfeld, das im Weinberg-Salam Modell ein komplexes SU(2)-Dublett
mit Hyperladung Y =1 ist,

_ L (o) o (1)) (18.96)

V2 1 +igo 0

Die kovariante Ableitung des Skalarfeldes ist entsprechend

/

D¢ = (a# +i% B, +i gAZTa> é. (18.97)

Die Fermionen und Eichbosonen erhalten eine Masse iiber ihre Wechselwirkung mit den skalaren
Teilchen, die bei tiefen Temperaturen in kondensieren. Diese Kondensation riithrt von deren
Selbst-Wechselwirkung, beschrieben durch die eichinvariante Lagrangedichte

Litiggs = (Do) D" — V(9) . (18.98)
Das quartische Potenzial mit einer negativen Konstante vor dem ¢?—Term,
V() = —c*dlo + A(¢'¢)?

hat am Ursprung ein lokales Maximum. Ein entsprechendes Mexican-Hut Potenzial fiir ¢ € C
(und nicht €2, wie im Weinberg-Salam Modell) ist in Abbildung gezeigt.

Alle Minima des Potenzials sind mogliche klassische Grundzusténde (Vakuumzustdnde). Wir
wahlen einen elektrisch neutralen Zustand der keine Ladung trégt, und die Zuordnung der La-
dungen in (|18.96)) legt folgende Wahl nahe,

<¢>:ﬁ NE (18.99)

Dieser Vakuum-Erwartungswert ist nicht mehr invariant unter allen Eichtransformationen, son-
dern nur noch unter Eichtransformationen in der Stabilisatorgruppe von (¢). Diese ist eine U(1)-
Untergruppe der Eichgruppe. Dies bedeutet, dass die Eichsymmetrie zu einer Abelschen U(1)
gebrochen wird,

SUL(2) x Uy (1) — Ug(1). (18.100)

Am Minimum des Potenzial ist der quadrierte Vakuum-Erwartungswert gleich v?/2.

?

Uberlegen Sie sich, welche Untergruppe von SU(2)x Uy (1) den Grundzustand (18.99) invariant
lasst.

A. Wipf, Symmetrien in der Physik



18. Eichtheorien 18.5. Weinberg-Salam Modell 309

T V(g)

Re(¢) Im(¢)

Abbildung 18.2: Ein Mexican-Hut Potenzial fiir ein komplexes Skalarfeld.

18.5.1 Massenerzeugung

Wir zerlegen das Skalarfeld in seinen Kondensatanteil (¢) und die Quantenfluktuationen um das

Kondensat,
pr—(d) + 9, (18.101)

setzen diese Zerlegung in die Lagrangedichte ein und entwickeln diese bis zur quadratischen
Ordnung in den Quantenfeldern. Daraus kénnen wir die Massen der Felder ablesen, zumindest
in der semi-klassischen Nédherung. Das Quadrat der kovarianten Ableitung des Skalarfeldes hat
die Entwicklung

1
(D) (D"9) = 0,106 + S AUME (0) Ay + ..., (18.102)
woraus man die Massen der Vektorbosonen
A = (A}, A, AS By) (18.103)

abliest. Dazu miissen wir die Massenmatrix diagonalisieren. Diese lautet

2 0 0 0
2o ¢2 o0 0
200 U7 9
M (’U) B 2 0 0 92 _gg/
0 0 _ggl 912
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Massen der Eichbosonen

Man findet folgende Eigenzustdnde und Massen:

1
WE. m?2= 1921)27
1
m? = 1”2(92 +4?%), (18.104)

Z
A: m?=0 (Photon).

Drei der vier Eichbosonen erhalten eine Masse von der Ordnung gv, und ein Eichboson bleibt
masselos. Letzteres wird mit dem Photon identifiziert.

Um die Masse der Fermionen abzulesen entwickeln wir die Yukawa-Wechselwirkung zwischen
Skalarfeld und Fermionen bis zur quadratischen Ordnung,

Vel
Lyac="e |  |(@)er+- o (vev)erer+... . (18.105)
er

Es folgt, dass die Fermionen iiber den Higgs-Mechanismus eine Masse proportional zum Vakuum-
Erwartungswert v, multipliziert mit ihrer Yukawa-Kopplung erhalten. Man beachte, das die Neu-
trinos masselos bleiben, da die erste Komponente des Kondensats (¢) verschwindet.

18.6 Aufgaben zu Kapitel 18

Aufgabe 18.1: Hamilton’sche Bewegungsgleichung fiir ein geladenes Punktteilchen

Zeigen Sie, dass die Hamilton’schen Bewegungsgleichungen fiir ein Punktteilchen mit Hamilton-
funktion ([18.7) auf die Lorentz’schen Bewegungsgleichung fiir « fithren.

Aufgabe 18.2: Klein-Gordon-Gleichung im dufteren elektromagnetischen Feld
Zeigen Sie, dass die Euler-Lagrange Gleichung zur Lagrangedichte (|18.18]) folgende Form hat,

D,D"¢ + p*¢=0.
Darin ist A, ein dufseres Feld und ¢ wird variiert.

Aufgabe 18.3: Noetherstrom fiir minimal gekoppeltes Skalarfeld
Wir betrachten ein minimal gekoppeltes komplexes Skalarfeld mit Lagrangedichte (|18.18]).

e Priifen Sie mit einer expliziten Rechnung, dass der erhaltene Noetherstrom folgende Form
hat,
I = ~ie((Du¢)'¢ — ¢'Dyg) .
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e Die Lagrangedichte ist eichinvariant,
'CM( ei)\gba A,u - lau)‘) = ‘CM(d)v AM) :

Zeigen Sie nun, das daraus folgende alternative Formel fiir den Noetherstrom folgt,
0Sn

0L
_TAM‘A:O - _W‘A:O'

JH(x) =

A. Wipf, Symmetrien in der Physik
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