Kapitel 8

Elektromagnetische Wellen

In diesem Kapitel werden wir zeitlich und rdumlich verdnderliche Felder — diese sind elektro-
magnetische Wellen — behandeln. Dabei beschrinken wir uns zunéchst auf den Fall der Wellen-
ausbreitung in homogenen und linearen Medien ohne freie Ladungstrager. Dann miissen wir die
Maxwell-Gleichungen in der Form

oF 0B

VxB—-e¢u—=0, V-E=0, VXxE+—=0, V-B=0 (8.1)

ot ot
l6sen, wobei die Materialgréfien €, und pu, konstante Skalare sind. Losungen dieser Gleichungen
im Vakuum mit € = ¢p und p = ¢¢p werden zu Losungen mit beliebigen konstanten ¢ und pu,
wenn man folgende Reskalierungen vornimmt:

t F—F und B — B

\/Er,ulr’ VErtr .

Aus den Vakuumlosungen kénnen wir also leicht die Lésungen in homogenen und linearen Medien

t—

(8.2)

ohne freie Ladungstrager gewinnen. Deshalb diirfen wir im Folgenden p, = €, = 1 setzen und
uns auf Vakuumlosungen beschrénken.

8.1 Vakuumlosungen

Die gekoppelten Gleichungen fiir das elektrische und magnetische Feld (8.1) kénnen durch eine
weitere Differentiation entkoppelt werden. Dazu nehmen wir von den beiden Gleichungen mit der
Rotation selbst die Rotation und benutzen z.B. Vx V x E = V(V - E) — AE ist. Beriicksichtigt
man noch, dass im Vakuum die V - E = 0 ist, so gewinnt man die Wellengleichungen fiir die
elektromagnetischen Felder im Vakuum

2

OE=0 und OB=0 0= 9
un : E0H0 55

A, (8.3)
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8. Elektromagnetische Wellen 8.2. Ebene Wellen 123

Die Grofle 1/eppuo hat die Einheit einer quadrierten Geschwindigkeit. Spéter werden wir sehen,
das diese Geschwindigkeit gleich der Lichtgeschwindigkeit im Vakuum ist,

c= = 209792458 (8.4)
S

VEOHO

Alle Komponenten von E und B erfiillen somit dieselbe Wellengleichung. Im Vakuum geniigen
auch die Potentiale dieser Gleichung, sofern die Lorenz-FEichung (7.42) gewahlt wird,

1 92

Ob=0, 0OA=0 = - —
’ ’ c2 Ot2

A, (8.5)

Die Gleichungen (8.1) implizieren die Wellengleichungen (8.3) aber nicht umgekehrt. Im Folgen-
den werden wir zuerst die Wellengleichungen 16sen und dann im zweiten Schritt Zusatzbedin-
gungen finden, damit diese die Maxwellgleichungen erster Ordnung in (8.1) erfiillen.

Wegen der Transformation (8.2) ist
c

\VErr

die Geschwindigkeit von elektromagnetischen Wellen in linearen homogenen Medien, wenn ¢ die

u =

(8.6)

Geschwindigkeit im Vakuum ist. In der Optik war seit etwa 1850 auf Grund der Messungen von
F1ZEAU der Zusammenhang
u=— (8.7)

n
bekannt, wobei n der Brechungsinder des Mediums ist. Die Maxwell’sche Theorie gibt also
die Lichtgeschwindigkeit im Medium richtig wieder, wenn zwischen den elektromagnetischen
Stoffkonstanten €, u, und dem optischen Brechungsindex die Mazwell-Beziehung erfiillt ist:

n=/Erflr- (8.8)

Fir Wasser ist n = 1.33, pr = 1 und &, = 80 und die Beziehung scheint nicht erfiillt zu sein.

Diese Schlussfolgerung ist aber nicht statthaft, weil wir die Frequenzabhéngigkeit der Material-
konstanten auler Acht lieen. Wir miissen fiir €., 1, und n Werte einsetzen, die sich auf dieselbe
Frequenz beziehen. Der Brechungsindex wird bei der Lichtfrequenz von etwa 10 s~! gemes-
sen, die elektromagnetischen Stoffkonstanten aber im Gleichfeld, d.h. bei einer verschwindenden
Frequenz. Die Losung der Maxwell’schen Gleichungen fiir frequenzabhéingige Konstanten und
die Theorie der Dispersion, welche die Frequenzabhéngigkeit dieser Konstanten liefert, werden
wir spéater behandeln. Wir werden sehen, dass die Maxwell’sche Beziehung giiltig ist. Diese und
weitere Resultate zeigen, dass die Theorie des Lichts in der Maxwell’schen Theorie enthalten ist.
Licht ist elektromagnetische Strahlung in einem speziellen Frequenzband.

8.2 Ebene Wellen

Wir beginnen wir mit den einfachsten Losungen der Maxwellgleichungen im Vakuum, den ebenen
Wellen. Diese haben zu jedem Zeitpunkt auf jeder Ebene aus einer Schar von parallelen Ebenen
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8. Elektromagnetische Wellen 8.2. Ebene Wellen 124

einen konstanten Wert. Die Punkte auf der Ebene senkrecht zu einem konstanten Einheitsvektor
erfilllen m - 7 = u. Deshalb hdngen ebene Wellen nur von ¢t und u ab, ® = ®(ct,u). Fir ebene

n

Ebenen
konstanter

Phase Wellenfronten

Abbildung 8.1: Ebene Wellen haben auf den Ebenen senkrecht zur Ausbreitungsrichtung n einen
konstanten Wert.

Wellen ist V® = n 9®/0u und Ap = §2®/0u? und die Wellengleichung vereinfacht sich zu

D@:(é%-%)@:(%Jr%)(%—%)@:0. (8.9)

Aus der zweiten Schreibweise erkennt man sofort, dass
O=d(ct—u)=P(ct—n-7r) und & =&(ct+u)=L(ct+n-1) (8.10)

Losungen der Wellengleichung sind. Die erste (zweite) beschreibt eine in n(—n)-Richtung fort-
schreitende Welle. Die Ebenen, auf denen ® denselben konstanten Wert annimmt, bewegen sich
mit der Geschwindigkeit ¢ = 1/,/Eg/o in die Richtung von £n.

Wegen der Linearitit der Wellengleichung ist mit ®; und ®, auch a®; + 6Py eine Losung.
Dieses Superpositionsprinzip gilt allgemein fiir lineare Differentialgleichungen, und insbesondere
fiir die Lésungen der Maxwell-Gleichungen im Vakuum.! Das Superpositionsprinzip erlaubt die
Zusammensetzung beliebiger Wellenformen aus einfachen Grundtypen.

'In nichtlinearen Medien gilt das Superpositionsprinzip in dieser einfachen Form nicht mehr.
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Im Vakuum miissen die Potentiale &, A und Felder E, B alle die Wellengleichung 16sen und
haben, falls sie in n-Richtung propagierende ebene Wellen beschreiben, die Form (8.10). Insbe-

sondere
E=FE(ct—n-r) und B=B(ct—n-r). (8.11)

Wegen 0; E = —n; E’, wobei Strich die Ableitung nach dem Argument bedeutet, und der gleichen
Formel fiir das magnetische Feld, folgt aus der Quellenfreiheit der beiden Felder

V-E=—-(n-E)=0 und V-B=—(n-B) =0.

. Damit sind die Projektionen der Felder in Ausbreitungsrichtung konstant. Konstante Feldan-
teile haben aber auf die Wellenausbreitung keinen Einfluss und deshalb gilt fiir ebene Wellen

n-E=n-B=0. (8.12)

Dies bedeutet, dass die Richtung beider Felder senkrecht zur Ausbreitungsrichtung der Welle
sind. Die restlichen Komponenten der Rotationsgleichungen lauten

cnxB' +E =0, nxE —cB' =0, (8.13)

wobei wir wieder von eoug = 1/¢? Gebrauch machten. Fiir Wellenlésungen diirfen wir die kon-
stanten Anteile wieder weglassen. Deshalb haben ebene Wellen die Form

E=E(ct—n-r) und cB=nxE(ct—mn-r) (8.14)

wobei nach (8.12) die Felder E und B senkrecht zur Ausbreitungsrichtung n der Welle sind.
Das elektrische und magnetische Feld haben bis auf den Faktor ¢ denselben Betrag, |E| = ¢|B].
Die ist in Abbildung 8.2 skizziert.

Wir fassen die Eigenschaften von ebenen Wellen zusammen:
e Transversalitit und Phasengleichheit:
Eln, Bln, ELB und |E|=(B]| (8.15)

Die ersten zwei Eigenschaften bedeuten, dass ebene elektromagnetische Wellen transversal
sind. Die letzte Gleichung besagt, dass die zueinander senkrechten Felder E und B zu
jeder Zeit und an jedem Ort bis auf den Faktor ¢ denselben Betrag haben. Sie haben an
jeweils denselben Stellen Maxima und Nullstellen; sie sind in Phase oder phasengleich.

e Phasengeschwindigkeit: Eine in die z-Richtung fortschreitende Welle hat eine feste Phase,
falls z = ct + a gilt mit einer beliebigen Konstante a. Die Maxima (Nullstellen, Minima)
verschieben sich mit der Lichtgeschwindigkeit, d.h. die Phasengeschwindigkeit der Wellen
ist die Lichtgeschwindigkeit.
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Abbildung 8.2: Fiir eine ebene Welle bilden E, B und n ein Orthogonalsystem.

8.2.1 Monochromatische ebene Wellen

Wir betrachten zunéchst harmonisch schwingende ebene Wellen, so genannte monochromatische
ebene Wellen, fiir welche

E(ct—n-r)=R (Egeik(d*"'r)) =R (Egei(m*k'r)) , w=c|k]|
Bct = n-r) =R (Bpe* ")) = 0 (Boe k7)) k= [kn, (8.16)

mit konstanten Amplitudenvektoren Ey, By. Aus unseren vorherigen Uberlegungen iiber ebene
Wellen oder durch Einsetzen in die Wellengleichungen findet man folgende algebraischen Glei-
chungen fiir die reelle Kreisfrequenz w = 2mv, den reellen Wellenzahlvektor k und die konstanten

Amplitudenvektoren:

k'E(]:O, k'BOZO, kXE(]:oJB(]. (817)

Wie erwartet, sind Ey und By orthogonal, haben bis auf einen konstanten Faktor dieselbe Linge
und sind senkrecht zum Wellenzahlvektor. Zur vollstindigen Festlegung einer monochromati-
schen ebenen Welle braucht es einen Wellenzahlvektor k und einen im Allgemeinen komplexen
Amplitudenvektor Ey, senkrecht zu k.

Bei der Untersuchung der Lésungen diirfen wir annehmen, dass der Wellenzahlvektor in die z-
Richtung zeigt, & = ke.. Monochromatische und in die z—Richtung propagierende ebene Wellen
haben die Form

E = R((Epaes + Foye,) ) B = R(( - Egyes + Enpe,)e’™ 5) . (8.18)
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k] = 2

>

Abbildung 8.3: Das elektrische und magnetische Feld sind transversal und haben dieselbe Am-
plitude.

Zu einer festen Zeit gilt fiir den Abstand zweier benachbarter Maxima die Beziehung kAz = 27.
Der entsprechende rdumliche Abstand ist die Wellenlinge

o 2
A=Ar=2 =08 (8.19)

k w v

Da die Welle allein durch das E-Feld (oder allein durch das B-Feld) bestimmt ist, bezieht sich die
folgende Diskussion auf das elektrische Feld. Wir schreiben die komplexen Koeffizienten gemifl

Eor = |Eoz|e’® und  Ey, = |Ep,le' ).
Dann wird das elektrische Feld zu
E = |Eyy| cos(wt — kz + ¢) ey + | Epy| cos(wt —kz+p+d)e,. (8.20)
Je nach relativer Phase § unterscheidet man nun drei Falle (vgl. Abbildung 8.4):
e Linear polarisierte Wellen: Fir 6§ = 0 oder § = +m ist
E = (|Eoz|ex £ |Eoyley) cos(wt — kz 4+ @) . (8.21)

Der Koeffizient ist ein orts- und zeitunabhingiger Vektor und damit liegt das elektrische
Feld in einer festen Schwingungsebene. Eine linear polarisierte Welle lisst sich als Uber-
lagerung von zwei linear unabhingigen, linear polarisierten Wellen schreiben. Die obhige
Welle ist eine Uberlagerung von

ey cos(wt —kz+¢) und e, cos(wt —kz+ ).
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o Zirkular polarisierte Wellen: Fir § = £7/2 und |Ey,| = |Eoy| = E ist
E = E(cos(wt — kz + ¢) e, Fsin(wt —kz+ ¢)ey) . (8.22)

An einem festen Ort durchlduft der Vektor zwischen den Klammern mit fortschreitender
Zeit den Einheitskreis. Das elektrische Feld dreht einen Kreis vom Radius F mit der
Winkelgeschwindigkeit w in der Ebene senkrecht zur Ausbreitungsrichtung. Fiir 6 = 7/2
gilt das obere Vorzeichen in (8.22). Blickt man in die Ausbreitungsrichtung, dreht der E-
Vektor nach links. Betrachten wir die Bewegung von F in Raum und Zeit, dann beschreibt
E eine Kreisspirale. In diesem Sinn spricht man von einer linkszirkular polarisierten Welle.
Fiir 6 = —m/2 ist die Welle rechtszirkular polarisiert.

e FElliptisch polarisierte Wellen: Fir § = 7 /2 und |Eoy| # |Eoy| ist
E, = |Eog| cos(wt —kz+¢) und E, = F|Ey|sin(wt — kz+ ¢) .
Die Komponenten des Feldes erfiillen die Ellipsengleichung mit den Halbachsen |Ey,| und

|E0y|: )
(L) (B) o,
‘E0x| |E0y‘

An einem festen Ort durchlauft der E-Vektor eine Ellipse und seine Amplitude ist nicht
mehr konstant.

w,\<
—
w\<
T
V\<

Abbildung 8.4: Lineare Polarisation (links), rechts-zirkulare Polarisation (mittig) und rechts-
elliptische Polarisation (rechts). Der k-Vektor steht senkrecht zur Blattebene und in die Rich-
tung, in die Sie schauen.

Die Abbildung 8.5 zeigt, wie sich bei stetiger Veranderung von § die Schwingungsellipse dndert.
Fir 6 = 0 entartet sie in eine Gerade und es liegt lineare Polarisation vor. Fiir 0 < § < 7
findet man linksldufige Ellipsen unter denen fiir § = 7/2 ein Kreis ist. Fiir 6 = 7 haben wir
wieder lineare Polarisation und den Ubergang von links- zu rechtspolarisierten ebenen Wellen.

A. Wipf, Elektrodynamik
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Abbildung 8.5: Elliptisches Licht verschiedener Phasendifferenz der rechtwinkligen Komponen-
ten. Der k-Vektor steht senkrecht zur Blattebene und in die Richtung, in die Sie schauen.

Fiir m# < § < 27 sind die Ellipsen rechtsldufig. Insbesondere fiir § = 37/2 handelt es sich um
rechtshandig polarisierte Wellen.

8.3 Kugelwellen

Eine bei der Erzeugung von Wellen oft gebrauchte Wellenform ist die Kugelwelle. Um zu ei-
ner Darstellung von Kugelwellen zu kommen, schreibt man die Wellengleichung zweckméfig in
Kugelkoordinaten (r,6, ¢) um:

1 9%d 1020 1 92 1

cap A= ar e T ple? =0, (8:23)

In der Elektrostatik haben wir gezeigt, dass jede Funktion der Winkelvariablen eine Linearkom-
bination der Kugelfunktionen ist. Daher ist es angezeigt, Losungen der Form

& = (1) Von(6,9) (5.24)

zu suchen. Setzen wir diesen Ansatz ein und benutzen AqgYVp, = —€(¢ + 1) Ve, dann reduziert
sich (8.23) auf folgende 2-dimensionale Wellengleichung fiir F:

19°F 9*F N 00+1)
c? Ot? or? r2

F=0. (8.25)

A. Wipf, Elektrodynamik
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Waéhrend ebene Wellen auf parallelen Ebenen konstant sind, sind Kugelwellen auf konzentrischen
Kugelflichen konstant. Sie hangen deshalb nicht von den Winkelvariablen ab und haben £ = 0.
Dann vereinfacht sich die Wellengleichung (8.25) zu

1 0*°F  9°F

S g =0 (8.26)

Damit haben die Wellengleichungen (8.3) fiir die elektromagnetischen Felder die Losungen
E=-[E (ct—r)+ E_(ct+r)]

B =

TIP3

[Bi(ct —r)+ B_(ct+71)]. (8.27)

E ist eine auslaufende Kugelwelle, die sich mit Lichtgeschwindigkeit vom Ursprung ausgehend
nach auflen ausbreitet, und E_ eine einlaufende Welle, da sie sich auf den Ursprung zusammen-
zieht. Die Quellenfreiheit der Felder ist dquivalent zu
10
Loy,
r2 Or
und deshalb sind r2E, und r2B, konstant. Fiir am Ursprung regulire Losungen verschwinden

die Konstanten und
r-E=r-B=0. (8.28)

Es handelt sich also wieder um transversale elektromagnetische (TEM) Wellen, deren Amplitude
mit wachsendem Abstand vom Ursprung geméaf 1/r abnimmt. Fiir die Polarisation dieser Wellen

gilt dasselbe wie bei den ebenen Wellen.

8.4 Bessel-Wellen

Die Wellengleichung [JE = 0 besitzt interessante Losungen, die erst 1987 gefunden wurden, die
Klasse der beugungsfreien Wellen?. Beugungsfrei bedeutet, dass die Welle bei der Ausbreitung
im freien Raum in z-Richtung ihre Intensitdtsverteilung in der (z,y)-Ebene unabhéngig von
z beibehélt (zur Definition der Intensitét siehe spéter). Normalerweise wiirde man erwarten,
dass ein im Querschnitt stark lokalisierter Lichtbiindel bei der Ausbreitung seine Form nicht
beibehalten kann. Genau solche Loésungen gibt es jedoch, und sie konnten auch anndhernd
realisiert werden?. Das einfachste Beispiel ist die fundamentale Bessel-Welle. Wir machen den

Ansatz
B = OgJ(ap)e’ @R p2 = g2 42 (8.29)

2J. Durnin, J.J. Miceli Jr. und J.H. Eberly, Diffraction-free beams, Phys. Rev. Lett. 58, 1987, 1499.
3A. Vasara, J. Turunen und A.T. Friberg, Realisation of general nondiffracting beams with computer-generated
holograms, J. Opt. Soc. Am. A6, 1989, 1748.
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In Zylinderkoordinaten ist

1?19 9 18 O

=308 50,°9 0 0 (530

so dass die Wellengleichung 0J® = 0 dquivalent zu folgender gewohnlichen Differentialgleichung
fir J in (8.29) ist,

2 ]{32 2 d
v J" + ] + (w22c> v2J =0, v=ap, '=—.

a‘c dv

Waéhlen wir den freien Parameter « so, dass
w? = (a2 + k2) ? 0<ac< 2 (8.31)
c

gilt, dann erhalten wir die einfache Besselsche Differentialgleichung

v2J" + ot 0T =0, (8.32)

deren am Ursprung reguldre Losung die nullte Bessel-Funktion Jy ist. Also 16st
® = BoJy(ap)e’@ ) mit o=/ —k?, (8.33)
c

die Wellengleichung. Die Loésung ist axialsymmetrisch und der Parameter o charakterisiert die
Breite des zentralen Lichtbiindels. Es erfolgt keine Ausweitung in den freien Raum.

In der Lorenz-Eichung haben die Potentiale die Form
= By Jo(ap)e @R A = Ay Jo(ap)e’ @R (8.34)

Die Lorenz-Bedingung lautet

10D g (. (W a

Diese Bedingung kann nur erfiillt werden, falls

Aoz (D() und Aogc = Aoy =0

w
ke

gelten. Die nicht verschwindenden Potentiale der fundamentalen Bessel-Welle lauten deshalb

w

® = BgJo(ap)e’@F) und A, = 2

B Jo(ap)e @tk (8.35)

Aus diesen Potentialen in der Lorenz-Eichung kann man nun das elektromagnetische Feld (E, B)

A. Wipf, Elektrodynamik



8. Elektromagnetische Wellen 8.5. TE- und TM-Wellen 132

gewinnen.*

8.5 TE- und TM-Wellen

Ebene Wellen sind transversalelektromagnetische Wellen oder TEM-Wellen, bei denen sowohl
der elektrische als auch der magnetische Anteil in Ausbreitungsrichtung verschwindet. Neben
TEM-Wellen gibt es transversal-elektrische Wellen (TE-Wellen) und transversal-magnetische
Wellen (TM-Wellen). Bei TE-Wellen verschwindet nur die elektrische Komponente in Ausbrei-
tungsrichtung wahrend die magnetische Komponente Werte ungleich 0 annehmen kann, bei
TM-Wellen verschwindet nur die magnetische Komponente in Ausbreitungsrichtung wéahrend
die elektrische Komponente Werte ungleich 0 annehmen kann. Solche Wellen findet man zum
Beispiel in Hohlleitern.

Fiir ihre Konstruktion iiberlagern wir zwei monochromatische ebene Wellen mit gleicher Fre-
quenz und gleichem elektrischen oder magnetischen Amplitudenvektor, aber unterschiedlicher
Ausbreitungsrichtung. Bei TE-Wellen haben die beiden elektrischen Wellen gleiche Amplitude,
und man iiberlagert die ebenen Wellen

E, = Eycos (wt — (k+ Ak)- 1), By =—(k+Ak) x E;

E|—E|r

E2 = E() COS (wt — (k — Ak:) . T'), BQ = (k) — Ak) X E2 . (8.36)

Die erste Welle propagiert in Richtung von k + Ak und die zweite in Richtung von k — Ak.
Damit diese Wellen die Maxwell-Gleichungen erfiillen, muss w = c|k + Ak| = c|k — Ak| gelten.
Daraus folgen die Relationen

kE1lAk und Ey Lk, Ejl Ak, w=c\/k?>+ (Ak)2. (8.37)
Die Uberlagerung ergibt das transversale elektrische Feld
E =E| + E; =2Fycos(wt — k- r)cos(Ak - 1), (8.38)

wobei wir cos(a — ) = cosacos S + sinasin § benutzten. Diese Losung beschreibt eine in
k-Richtung fortschreitende transversale nichtebene Welle mit der Phasengeschwindigkeit

w c |/
Uph = m = m k2 + (Ak)2 >cC. (839)

Die Phasengeschwindigkeit liegt tiber der Lichtgeschwindigkeit. Das ist méglich und nicht im Wi-
derspruch zur Relativitdtstheorie, nach der keine Signalgeschwindigkeit die Lichtgeschwindigkeit
iibertreffen darf. Als Signalgeschwindigkeit kommt die Gruppengeschwindigkeit, und nicht die
Phasengeschwindigkeit, in Frage. Und diese ist kleiner als c.

4Ubung: Berechne und diskutiere E und B fiir die fundamentale Bessel-Welle.

A. Wipf, Elektrodynamik



8. Elektromagnetische Wellen 8.6. Uberlagerung von ebenen Wellen 133

Die Uberlagerung der magnetischen Felder fithrt auf

1 1
B:Bl—FBQ:;kX (E1+E2)+5Ak X (El—EQ)
1 1
=—k x E+2sin(wt — k- r) sin(Ak-r)—Ak x Ey. (8.40)
w w

Auch das B-Feld breitet sich in k-Richtung aus. Im Gegensatz zum elektrischen Feld ist B nicht
transversal,

k.B:EEO-(kxAk)sin(wt—k-T) sin(Ak-r) #0.
w

Das Magnetfeld hat eine longitudinale Komponente, d.h eine Komponente parallel zur Ausbrei-
tungsrichtung. Die konstruierte Losung heifit transversale elektrische Welle, abgekiirzt TE-Welle.
Die Amplituden héngen von Ak - r ab.

Ganz dhnlich kann man zwei harmonische, ebene Wellen mit gleicher Frequenz, gleichem magne-
tischen Amplitudenvektor aber verschiedenen Ausbreitungsrichtungen tiberlagern, B = B; + Bo
mit

1
By = Bycos (wt — (k+ Ak)-r), E=——(k+ Ak)x By
w
1
By = Bycos (wt — (k— Ak)-r), Ey=——(k— Ak) x By. (8.41)

w

Damit diese ebenen Wellen die Maxwell-Gleichungen 16sen, miissen die Wellenzahlvektoren und
Amplituden wieder die Relationen (8.37) erfiillen, wobei Eq durch By zu ersetzen ist. Die Uber-
lagerung ergibt das transversale magnetische Feld

B = B + By = 2By cos(wt — k - 7) cos(Ak - r), (8.42)

Dies ist eine in k-Richtung fortschreitende transversale nichtebene Welle. Die Uberlagerung der
elektrischen Felder fiihrt auf

1 1
E=——kx B —2sin(wt—k-r) sin(Ak-r)—Ak x By.
w w
Nun ist das in k-Richtung propagierende elektrische Feld nicht transversal,
2
k-E=——(By,k x Ak)sin(wt — k- r) sin(Ak-r) #0.
w

Man nennt eine derartige Welle deshalb transversal magnetisch, abgekiirzt TM-Welle.

8.6 Uberlagerung von ebenen Wellen

Die Wellengleichung ist linear und deshalb kann jede Losung der Wellengleichung, zum Beispiel
das elektrische oder magnetische Feld im ladungsfreien Raum, als Fourier-Integral geschrieben

A. Wipf, Elektrodynamik
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werden, zum Beispiel
1 - .
B(.) = G / dwd®k B(w, k)i @k (8.43)

Eine Welle ist eine lineare Uberlagerung von ebenen Wellen. Jede Komponente des Feldes ist also
ein Fourier-Integral. Fourier-Reihen und Fourier-Integrale treten deshalb in der Wellentheorie
immer wieder auf. Im Anhang zu diesem Kapitel habe ich die wesentlichen Tatsachen iiber
Fourier-Integrale zusammengetragen. Sie werden diese in der Quantenmechanik wieder brauchen.

Die Fourier-Koeffizienten des elektrischen Feldes in (8.43) sind durch die inverse Fourier-
Transformation bestimmt,

1

E(w, k) = @)

/dtd3xE(t, r)eWikr) (8.44)

Nun kénnen wir die allgemeinste Losung der Maxwell-Gleichungen im Vakuum (bzw. in linearen
homogenen Medien) angeben. Dazu transformieren wir die entsprechenden Maxwell-Gleichungen
in den (w, k)-Raum. Mit (8.58) finden wir die Maxwell-Gleichungen im (w, k)-Raum,

kExB+wE=0 |,
kxE—-wB=0 |,

(8.45)

k-E=0
k-B=0. (8.46)

Nicht unerwartet sind dies die Bedingungen (8.17) fiir monochromatische ebene Wellen. Benut-
zen wir die Resultate tiber derartige Losungen, dann finden wir

1 _ A
E@ryzmﬂ2%/J%E@%Méw“h”
B@TFZQ%Q%/d%ExE@4MJWth”, (8.47)

wobei w = |k|c ist und E(w, k) senkrecht auf dem Wellenzahlvektor k steht.

8.7 Anhang: Fourier-Reihen und Integrale

Die Fourier-Reihe einer Funktion mit Periode L, f(x + L) = f(x), lautet

oo
fl@)=a Y fu™ o f=F({fa}) (8.48)
n=-—00
wobei a eine reelle Konstante ungleich Null ist. Die f, sind die Fourier-Koeffizienten der pe-
riodischen Funktion f. Die Darstellung ist moglich fiir quadratintegrierbare Funktionen, f €
Lo[—L/2, L/2]. Die Decktransformationen, das heifit die Berechnung der Fourier-Koeffizienten,
gewinnt man aus

1 Ly —2minz/L —1
=g [, e @) S U} = F) (8.49)

A. Wipf, Elektrodynamik



8. Elektromagnetische Wellen 8.7. Anhang: Fourier-Reihen und Integrale 135

wie man leicht durch Einsetzen von (8.48) und Vertauschen von Summation und Integration

1 —2minz /L 2mimax/L 1
Z/da:e / > e / = 7 2 Lunfn = fo-

Fiir a® = 1/L ist die invertierbare Abbildung Ly > f(x) — {f.} € Iz vom Raum der quadratin-
tegrierbaren Funktionen in den Raum der quadratsummierbaren Folgen langenerhaltend:

11, = [ de 5 @)5@) = [ do 3 fremn=e,
=a’L> | fal® = a®LI{fn}I7, - (8.50)

sehen kann:

Seien nun f = F({f,}) und g = F({gn}). Wir wollen berechnen, welche Funktion die Koeffizi-
enten { f,g,} hat:

}—({fngn}) = az fngn€2mnm/L = i Z fnngQFZHx/L/dyeQFW(m /L

= alL/dyf(x —y)9(y)-

Damit geht das Produkt in die Faltung tiber:

= FUSD, 9= Floh) = Flfagah) = -7 [duf@—pa). (51

Die Fourier-Transformation fiir eine von —oo bis +oo definierte, nicht notwendig periodische
Funktion f(x) gewinnt man, indem man den Grenziibergang L — oo macht und

k:="+ fo=f(k), Ak=="% und a=-—— (8.52)
definiert. Dann geht (8.48) iiber in die Riemann-Summe

1 F ikx
f(z) = EZAkf(k)ek

das fiir L — oo in das Riemannsche Integral von —oo bis oo iibergeht. Deshalb ist die Fourier-
Transformation auf der reellen Achse

_ 1 o
F :7/ dk f(k)et* 8.53
(D=5 [ drFie (8.53)
und die Umkehrtransformation lautet

FUf) = fk) NG / da f(x)e” ™ (8.54)
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Aus (8.50) und mit unserer Wahl fiir die Konstante a ergibt sich unmittelbar die Parseval-
Beziehung, nach der f und f die gleiche Lo-Norm haben,

1712 = [ dalf (@) = [ dkifo) = 1P (8.55)

Die Fourier-Transformation ist eine lineare und langenerhaltende Abbildung. Lassen wir in (8.51)
die Intervallinge gegen Unendlich streben, dann schliefen wir unmittelbar

- ~ _ 1
f=F (B g=F§) = F(F-9) = = [ dufla— (). (8.56)
2
Dies bedeutet, dass die Fourier-Transformation des Produktes zweier Funktionen gleich der

Faltung der Fourier-Transformierten der Funktionen ist. Als Beispiel wahlen wir die konstante
Funktion f(k) = v/27 und bestimmen ihre Fourier-Transformierte f. Es ist

o= [ vt =it = F (Vara) = [ dk ) = Varg(a)

fiir eine Testfunktion g(x). Daraus folgt die Relation

1

[ kv g = _
27r/e dk =0(z —vy). (8.57)

Wir werden diese wichtige Formel in der Vorlesung oft brauchen. Ist f = F ~1(f), dann gilt

F1 (;ﬁ) — (8.58)

Ableitungen gehen bei der Fourier-Transformation bis auf einen Faktor in die Multiplikation mit
der dualen Variablen iiber.
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