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0 Einleitung

Die Entwicklung der Quantenmechanik revolutionierte die damalige Physik, indem sie im Gegensatz zur
klassischen Physik erlaubte, Materie im mikroskopischen bis subatomaren Bereich zu beschreiben. Mit der
Weiterentwicklung zur Quantenfeldtheorie (QFT), in der Teilchen und Felder einheitlich beschrieben werden,
konnten so drei der vier uns bekannten Grundkrifte, die starke Wechselwirkung (mit Hilfe der Quantenchro-
modynamik) sowie die schwache und elektromagnetische Wechselwirkung (mit Hilfe der Elektroschwachen
Wechselwirkung) mit sehr guter experimenteller Ubereinstimmung beschrieben werden. Fiir die vierte Grund-
kraft, die Gravitation, konnte bislang keine Ubertragung in eine Feldtheorie gelingen. Diese wird mit Hilfe
von Einsteins Theorie zur Gravitation - die Allgemeine Relativitatstheorie (ART) - durch die Geometri-
sierung der Raumzeit beschrieben und liefert ebenfalls sehr gute Ubereinstimmungen mit experimentellen
Ergebnissen. Als erste Losung der Einsteinschen Feldgleichungen lieferte Karl Schwarzschild die nach ihm
benannte Schwarzschild-Losung. Sie beschreibt das Gravitationsfeld einer nicht geladenen, nicht rotieren-
den kugelsymmetrisch verteilten Masse M. Ist die Ausdehnung des zur Masse gehérenden Objekts kleiner,
als dessen Schwarzschildradius r, = 2GM/c? (G-Gravitationskonstante, c-Lichtgeschwindigkeit), wird von
einem schwarzen Loch gesprochen. Neben der Schwarzschild-Lésung konnten weitere Losungen der Feldglei-
chungen gefunden werden, welche auch als schwarze Locher interpretiert werden kénnen. Diese unterscheiden
sich lediglich durch die Eigenschaften Drehimpuls und Ladung. Die Hyperfliche mit » = r; wird Ereignis-
horizont genannt. Da die Fluchtgeschwindigkeit an diesem Ort der Lichtgeschwindigkeit ¢ entspricht, kann
selbst Licht nach Eintritt nicht mehr entweichen. Schwarze Locher sind also unsichtbar. Jedoch werden grofse
Mengen an Energie in Form von Strahlung im Sichtbaren bis Rontgenbereich emittiert, da in das Loch her-
abstiirzende Materie stark beschleunigt und aufgrund von Reibungskréften stark erhitzt [I]. Objekte mit
solch grofier Energieemission wurden in Zentren grofer Galaxien gefunden, wobei die Strahlungsintensitét
nur durch herabstiirzende Materie sinnvoll erklarbar ist. Auch im Zentrum der Milchstrafe wurde ein Ob-
jekt (Sagittarius A*) gefunden, dessen Masse etwa 4 Millionen Sonnenmassen betrigt und nur durch ein
schwarzes Loch erkldrbar ist.

Aufgrund der klassischen Beschreibung nehmen die in der ART betrachteten Grofsen eindeutige Werte an,
wihrend in der QFT Zustinde von Systemen mit Observablen (Operatoren) gemessen werden. Sofern der
Zustand kein Eigenzustand der entsprechenden Observable ist, sind lediglich Wahrscheinlichkeiten der Mes-
sergebnisse vorhersagbar. Die Quantisierung der Gravitation beinhaltet ebenso, die Schwerkraft in diskrete
Energieportionen zu quanteln. Die Verbindung beider Theorien birgt also fundamentale Probleme. Es liegt
Nahe, dass eine verallgemeinerte Theorie existieren muss. Ansétze dazu sind die Stringtheorie und die Schlei-
fenquantengravitation. Eine Theorie zur Quantengravitation wird dann erforderlich, wenn der Giiltigkeits-
bereich fiir Gravitation und Quantentheorie erreicht wird, die sogenannte Planck-Skala. Die Planck-Lange
betriigt 1,6-1073°m [2] und wird erreicht, wenn Schwarzschildradius 75 und Comptonwellenlinge A = h/Mc
(h-Plancksches Wirkungsquant) eines Teilchens in der gleichen Groéfenordnung liegen. Solche extremen Kon-
ditionen werden vor allem in der in der Néhe schwarzer Locher erreicht. Eine erste Verallgemeinerung besteht
nun darin, die Krimmung des Raums als klassisches Hintergrundfeld zu betrachten und die QFT auf dieses
zu erweitern. Eine Riickkopplung auf das Gravitationsfeld findet nicht statt. Diese Betrachtung ist insofern
sinnvoll, da der Giiltigkeitsbereich des aktuellen Standard-Modells im Bereich > 1071 m liegt [3]. Deshalb
betrachten wir Schwarzschildradien, die wesentlich grofser als die Planck-Léange sind.

Ziel dieser Arbeit ist es, die freie Dirac-Gleichung fiir ein massives Teilchen im Gravitationsfeld eines schwar-
zen Lochs aufzustellen und anschliefend fiir die dufsere Schwarzschildlésung (rs < r < o0) zu diskutie-
ren. Dazu wird zunéchst die Dirac-Gleichung, welche mit der speziellen Relativitédtstheorie konform ist und
Spin-1/2 Teilchen Quantenmechanisch beschreibt, im Minkowski-Raum untersucht, wobei sich hauptséichlich
der Lorentz-Invarianz gewidmet wird. Anschliefend wird die Dirac-Gleichung auf den gekriimmten Raum
verallgemeinert. Es wird ein Formalismus eingefiihrt, in dem die Spinoren an jedem Punkt der Raumzeit
in den lokalen Tangentialraum {iberfiithrt werden. Wegen der lokalen Lorentz-Invarianz wird deshalb eine
neue kovariante Ableitung hergeleitet. Nach diesen allgemeinen Betrachtungen wird als konkretes Beispiel
ein schwarzes Loch von Schwarzschildtyp gew#hlt und nach Erhaltungsgrofen gesucht. Es werden Eigen-
funktionen der kommutierenden Operatoren hergeleitet, sodass die Dirac-Gleichung zu einem System von
gekoppelten Differentialgleichungen fiir die radiale Koordinate wird. Anschliefsend erfolgt die Losung fiir die
radialen Funktionen mit der WKB-Niherung.



1 Die freie Dirac-Gleichung im flachen Raum

Zunichst werden wir die freie Dirac-Gleichung im flachen Raum repetieren.

Notation: In dieser Arbeit wird fiir partielle Ableitungen abkiirzend 0,, = a% geschrieben. Es wird immer von
der Einsteinschein Summenkonvention Gebrauch gemacht. In diesem Kapitel laufen lateinische Buchstaben
aus der Mitte des Alphabets (4,5,k,...) von 1...3, griechische Buchstaben laufen von 0...3.

Dirac versuchte eine Gleichung zu finden, welche von 1. Ordnung in der Zeitableitung ist und die Form der
Schrédinger-Gleichung besitzt. Es soll

ihdih = Hpiracth (1)

gelten, wobei ¥ die Wellenfunktion bezeichnet. Um die Kovarianz der Gleichung zu sichern, miissen demzu-
folge auch die rdumlichen Ableitungen von erster Ordnung sein. Dies fiihrt zu dem Ansatz [4]

A he .
Hpirae = —ald; + Bmc?. 2)
i
Hier bezeichnet m die Ruhemasse des Teilchens. Mit der Bedingung, dass 1 auch der Klein-Gordon-Gleichung

geniigt, und mit der Forderung der Hermitizitdt von Hp.q. folgen die Eigenschaften

{o?,aF} = ol ok + oFa? = 267F

wobei in der Antikommutator definiert wurde.

Aufgrund dieser Eigenschaften folgerte Dirac, dass es sich um Matrizen gerader Dimension handeln muss.
Die kleinste Dimension der Matrizen, welche die durch (3) und (@) erzeugte Algebra erfiillen, ist 4 x 4.

Von nun an benutzen wir natiirliche Einheiten, sodass A =1, ¢ =1 und G = 1 gelten.

Wir setzen den Hamilton-Operator in Gleichung ein und multiplizieren von links mit 3
(iBOy + i 8; — m) 1 = 0. (7)
Mit den Definitionen
=8, o7 = Ba?
erhalten wir schliefslich die Dirac-Gleichung in kovarianter Form
(i7", — m) ¥ = 0. (8)

Die v* werden Dirac-Matrizen oder auch im Folgenden Gamma-Matrizen genannt. Sie erfiillen die Clifford-
Algebra

{1 =20"1  p* =diag(l, -1, -1, -1). 9)

Wir bemerken, dass aufgrund der obigen Eigenschaften von 3 und o/, die Gamma-Matrizen die Eigenschaften

()P =1, (+/)*=-1 (10)
() =" =4" (11)
(Y) P =) =— (12)

besitzen. Sie sind also unitér und (anti-)hermitisch.

Aus Gleichung (9 folgt die Gleichheit der Gamma-Matrizen bis auf eine unitire Transformation U € U (4)
A = Uty U. (13)



1.1 Lorentz-Transformationen

Wir werden spéter die Dirac-Matrizen in Dirac-Darstellung benutzen. Dazu fithren wir die drei Pauli-

Matrizen
(0 1 (0 —i (1 0
=1t 0o) 27\ o) T o -1
(10
agp = 0o 1/

ein und ergidnzen

Es gilt

00 = i€ijk0% + 0ij00, [0i,05] = 2igijpon, {0i, 05} = 20;500.

Dann gilt fiir die Matrizen in Dirac-Darstellung;:
_ (00 0 j_ 0 gj
o_ (00 0 j_ 0 gj
V= (O JO) y V= <O'] 0 . (15)

1.1 Lorentz-Transformationen

Durch Experimente von Michelson und Morley (1887) stellte sich heraus, dass die Lichtgeschwindigkeit c in
allen Inertialsystemen gleich ist. Darauf begriindete Albert Einsein (1905) die spezielle Relativitétstheorie.
Die Konstanz der Lichtgeschwindigkeit bedeutet: Verschwindet der Abstand zweier Ereignisse in einem Iner-
tialsystemen I, so verschwindet er auch in allen anderen Inertialsystemen. Durch Ubergang zu infinitesimalen
Absténden ergibt sich daraus das Linienelement des Minkowskiraums

ds® = n,datds” N = diag(l, -1, -1, -1). (16)

Wir betrachten nun spezielle affine Transformationen A, die das Linienelement konstant lassen sollen:

dx® dzP

ds® = napda’®dz’’ = MBI dov datdz” =, dat de” (17)
dz® dxP o
— naﬂww = T]OKBA uAﬁl/ = 77“”. (18)

Die Menge L, welche Gleichung geniigt, bildet die Lorentz-Gruppe. Die Elemente von £ werden Lorentz-
Transformationen genannt.

Aufgrund von Gleichung gilt
det A = +1 und AP =(AHE.

Wir betrachten nun Lorentz-Transformationen A mit
A% >0, det A = 1. (19)

Diese Bedingungen sichern, dass zukunftsgerichtete, zeitartige Vektoren zukunftsgerichtet und zeitartig blei-
ben, sowie rechtshindige Koordinatensysteme nicht auf linkshindige abgebildet werden [5]. Die Teilmenge
(sogar Untergruppe) von L, welche erfiillt, wird eigentliche-orthochrone Lorentz-Gruppe El genannt.
Eine wichtige Eigenschaft von 51 ist, dass die Elemente aus Folgen von infinitesimalen Transformationen
aufgebaut werden konnen (daher auch als kontinuierlich bezeichnet) [6].

Wenn im Folgenden von Lorentz-Transformationen gesprochen wird, werden damit die Elemente der eigentlichen-
orthochronen Lorentz-Gruppe gemeint.



1.2 Lorentzkovarianz der Dirac-Gleichung

1.2 Lorentzkovarianz der Dirac-Gleichung

Wir wollen nun priifen, ob die Dirac-Gleichung Lorentzkovariant ist. Als Grundlage wurden [6] und [7]
benutzt. Die Forderung nach Kovarianz bedeutet, dass bei gegebenem (x) im Inertialsystem I, welches
Gleichung () 16st, eine Vorschrift existiert, durch die sich ¢'(2’) im Inertialsystem I’ berechnen lasst, wobei
beide Wellenfunktionen den selben physikalischen Zustand beschreiben.

1. Zur Wahrung des Relativititsprizips muss also gelten
(v, —m) ¢’ (') = 0. (20)

2. Die gesuchte Transformation ist linear. Die Linearitét ergibt sich aus der Linearitét der Dirac-Gleichung
und der Lorentz-Transformationen.

Sei A = A#, die Lorentz-Transformationsmatrix, ' = A* x* und S = S(A) die lineare Transformation
zwischen ¢'(2’) und 9 (x) mit

U'(a") = ¢ (Az) = S(A)p(z) = S(A)p(A™"a). (21)

Aufgrund der Gleichheit der Dirac-Matrizen bis auf unitire Transfomationen kann im Folgenden immer mit
~v* gerechnet werden.
Es soll sich nun der Transformationsvorschrift zwischen ¢'(z") +— v (z) zugewendet werden.

Aus Bedingung 2. folgt fiir die Dirac-Gleichung in I

("9, —m) S(A)Y(x) =0 . (22)

Wir multiplizieren von links mit S~!(A) und erhalten so

(iSTHA)Y*S(A)(A)",0, — m) (x) = 0. (23)

Zum Erhalt der Dirac-Gleichung in I resultiert somit die Bedingung
STHAWS(A)(ATHY, =" (24)
=S HA)YS(A) = A" A", (25)

Falls fiir jedes A ein S(A) mit Gleichung bestimmt werden kann, ist die Kovarianz der Dirac-Gleichung
sichergestellt.

Bestimmung von S(A)
Wir betrachten dazu eine infinitesimale Lorentz-Transformation A*, = ¢#, + Aw*,. Mit der Bedingung

A”an;wAV@ = Nag

folgt unter Vernachlissigung quadratischer Terme
(0% + AW )mu (8% + Aw's) = nagp
— Nap + Awﬂanuﬁ + noa/AwVB = NapB
<~ AUJBQ = —Awaﬁ.

Da wegen A auch die zugehorige Spinortransformation S(A) nur infinitesimal von 6%, abweicht, machen wir
fiir S den Ansatz [0]
S=1+ %zWAwW, Sh=1- %EWAMW, Sy = — S (26)



1.2 Lorentzkovarianz der Dirac-Gleichung

Einsetzen in und Vernachlissigung der quadratischen Terme liefert

(1 B ;Eaﬁﬁwaﬁ> 7" (1 - ;Eaﬁﬁwaﬂ> = (8%, + Awh )"
1
= [Zas, 7] Aw®® = Aw A"

1 1
il af _ ap = H v
=3 [Eas, 7] Aw Aw 5 (6“a771,ﬂ § Bnya) v,

wobei die Beziehung

1
Awh, = Aw P s, = iAwaﬁ ((wa??vﬂ _ 5“3771/@)

und die Antisymmetrie der Aw,g genutzt wurden.

Damit reduziert sich die Bestimmungsgleichung auf

i[v", Xap] = (5“a77u/3 - 5Hﬂ77uoc> 7. (27)
Als Losung ergibt sich
Sas = = (o8 (28)
aff — 4i Yos VB] 5
denn es gilt (mit 6*, = n*)):
o 1 i n Lou i
3 708 =876l = 3 | Y 2va8] = 0 28] | = 5 (07078 = 7a787")

=0

1
3 (v“%ﬂﬁ — 20050 + 215 — v”vaw)

= (ﬂ“a’w - 77“,6’)’&) = (ﬁ”anﬁu - n#ﬂnaV> 7.

Damit ist die Lorentz-Kovarianz der Dirac-Gleichung bewiesen.

Endliche Drehungen ergeben sich dann durch hintereinander Ausfiihren von infinitesimalen Lorentz-Transformationen:

lim NAw=w (29)

N—o0

Sy = tim (1415005 = exp (L, (30)
= G e e A o

wo_ 1 N\H _ W\ M

A, = dim (4 2w)Y) = (), (31)

Durch Herunter- und Hochziehen der Indizes folgt zusammenfassend

S(A) = exp(w T), (32)
1
[ P TR
b) yrL ARt (33)
A=e” (34)
Wy = —Wyy - (35)

Wir bemerken noch, dass ¥#” den Vertauschungsrelationen
[y, E ] =i (9" — n*y") (36)
[Zaﬁ’ Z/Ly] = (naltzﬁy + n[ﬁuza/t _ nﬂ/tzav _ nﬁyzau) (37)

geniigt. Es handelt sich bei um die zur Lorentz-Algebra gehérende Kommutatorrelation. Damit ist 24
eine Erzeugende der Lorentz-Algebra.



1.3 Raumliche Drehungen

1.3 R&umliche Drehungen

Wir betrachten nun eine rdumliche Drehung mit Winkel ¢ um den Einheitsvektor 7, |7i| = 1. Die entspre-

chende Lorentz-Transformation hat dann die Form [8]

A= <1 0T> R e SO(3),

0 R
0 O 0 0
90, s |0 0 —n3 ng
=¢ ’ (Qn) v 0 ns 0 —nq
0 —TNg ny 0

Mit Gleichung folgt fiir die entsprechende Spinor-Transformation

S(A) = exp (;ﬁnup(ﬁn)pyil“”> = exp (i (N1 5% + no B! + nyx'?))

=

~ 1 ..
= exp (—iﬂﬁS) , Sk = _56’““2”'

Drehungen von Wellenfunktionen werden durch den Gesamtdrehimpuls J erzeugt [6],[9]

Durch Einsetzen von und folgt

=) =

(exp (—iﬁﬁJ) 1/1) (x) = exp (—iﬁﬁS) ) (eﬂmnx) .
Mit der Relation [§]

d

()

o = —inLy(x)

¥=0

folgt durch Ableiten von Gleichung an der Stelle ¥ =0

_iftd () = =i (x) — i Ld(x).

Damit kann § als Spinoperator identifiziert werden.

Zusammefassend folgt:

J=S+1L

. 1
Sk = — ek 57
ik = 7i€kijxi6j.

(38)

(39)

(45)

(46)
(47)
(48)



2 Die freie Dirac-Gleichung im gekriimmten Raum

In diesem Kapitel wird der Ubergang zum gekriimmten Raum und dessen Konsequenzen fiir die Dirac-
Gleichung betrachtet. Es soll schon an dieser Stelle auf die verwendete Notation verwiesen werden. Ab sofort
werden koordinatenunabhéngige Indizes (Tetraden-Indizes) mit kleinen lateinischen Buchstaben aus dem
Anfang des Alphabets (a, b, c,...) verwendet und laufen von 0...3. Koordinatenabhénige Indizes (Tensor-
Indizes) werden mit kleinen griechischen Buchstaben (a, 3, ...) mit Werten von 0...3, sowie mit lateinischen
Buchstaben aus der Mitte des Alphabets (4, j, k,...) mit Werten von 1...3 symbolisiert.

2.1 Ubergang zum gekriimmten Raum

Nach Uberlegungen von Albert Einstein iiber die Wesensgleichheit von schwerer und triiger Masse verdffent-
lichte er die Allgemeine Relativitédtstheorie. Diese sollte invariant unter beliebigen Koordinaten-Transformationen
formuliert sein. Mathematisch gesehen geschieht ein Ubergang vom Minskowski-Raum zu einem pseudo Rie-
mannschen Raum.

Die Geometrie des Raums wird dabei (lokal) durch den metrischen Tensor g, = g,,, im Linienelement
ds® = g, datdz” (49)
bestimmt.

Damit Tensorfelder nach Ableiten Tensorfelder bleiben und forminvariant gegeniiber beliebigen Koordinaten-
Transformationen sind, bedarf es einer kovarianten Ableitung

V...V, Vi...V, Nz Vi...V,
Tyvove =T T T 4 — FQMTB}”M” -, (50)
wobei die Christoffelsymbole mit Hilfe der Metrik bestimmbar sind
e — 1 af 1
vp = 59 (gBVyu + 98uw — guu,,ﬁ’)- (51)

2

Aufgrund der Kriimmung des Raumes verlieren Lorentz-Transformationen ihre globale Giiltigkeit. Durch
Koordinaten-Transformationen in einem Punkt P kann jedoch

g;w(P) = Nuv; g,uu,a(P) =0

erreicht werden. Man spricht von einem lokalen Inertialsystem. In diesem gelten die Gesetze der speziel-
len Relativitdtstheorie. Dementsprechend kénnen nur noch raumzeitabhingige Lorentz-Transformationen
A(z) durchgefiihrt werden, sogenannte lokale Lorentz-Transformationen. Spinoren transformieren im flachen
Raum bei Lorentz-Transformationen mit S(A). Auch im gekriimmten Raum konnen Spinoren eingefiihrt
werden, indem sie an jedem Punkt der Raumzeit durch eine koordinatenunabhéngige Basis des Tangential-
raums beschrieben werden, welchen wir lokalen Minkowski-Raum nennen. Dort kénnen die lokalen Lorentz-
Transformationen durchgefiihrt werden. Der Ubergang wird mit sogenannten Tetraden oder auch Vierbeinen
bewerkstelligt.

2.2 Beschreibung der Raumzeit durch Tetraden

Wir beginnen an jedem Punkt der Raumzeit eine koordinatenunabhéngige (pseudo-)orthonormale Basis von
vier Vektoren e(,), a € {1,2,3,4} einzufiihren [I0],[TT]. Die Umklammerung des Index soll dabei verdeutli-
chen, dass es sich um einen Basisvektor handelt.

Die koordinatenunabhéingige Basis kann in die koordinatenabhéngige Basis e(,) = J,, mit

e () = e, (7)ew) (52)

tiberfiihrt werden. Die Komponenten e, bilden eine invertierbare 4 x 4 Matrix, die wir im Folgenden selbst
als Tetraden bezeichnen.



2.2 Beschreibung der Raumzeit durch Tetraden

Die Tetraden iiberfiithren den lokalen Minkowski-Raum in die gekriimmte Raumzeit. Es soll gelten:
Guv = 6Maeyb77ab7 g = e,uaevbnab. (53)

Die Tensor-Indizes werden mit Hilfe des metrischen Tensors gehoben und gesenkt, Tetraden-Indizes mit der
Minkowski-Metrik.

e,ua = glweuav eua = guueyaa (54)
b b
ey = nape"”, e, = 1" epm. (55)
Es folgt durch Definition:
uv = nabe“aeyb = nabnac eucguaeab = gaue,ubeab - eubeab = 5;;1 (56)
——
5,°
e =4 el = e“be el = e et = 3" (57)

Das Einfiithren der Tetraden erdffnet eine neue Symmetrie, die lokalen Lorentz-Transformationen.

Sei A(x) eine lokale Lorentz-Transformation. Dann fiihren e,® und ¢/, = Ab e, zur selben Metrik:

;7 a ;b b _d d
e’y nawe’,, = Nee, A ge,” = e, Neae, = gup- (58)

Sei A, ein beliebiges Vektorfeld. Dann gilt

VA, = 0,4, —T%,A,. (59)

Dieses Vektorfeld kann lokal mit Hilfe der Tetraden in den Minkowski-Raum iiberfiithrt werden

Ay = e Ag, Ag = e",A,. (60)

Da die nun offenstehenden lokalen Lorentz-Transformationen raumzeitabhéngig sind, ist die Ableitung eines
lokalen Lorentztensor kein Lorentztensor mehr. Deshalb muss es auch hier eine Verbindung zwischen partieller
und kovarianter Ableitung geben, welche Lorentztensoren in Lorentztensoren iiberfiihrt. Es muss also ein w
geben, sodass

V,Ae=0,A0 —w/l Ay (61)

woa

wieder ein Lorentzvektor ist. Diese Forderung ist erfiillt, falls es egal ist, ob wir erst den Vektor in einen
Lorentzvektor {iberfithren und dann die kovariante Ableitung bilden oder erst die kovariante Ableitung bilden
und den entstandenen Vektor in einen Lorentzvektor {iberfiihren:

e’ VA, =V, (e",A)) =V, A,
e’ (3HA,, — FﬁVAa) =0, (e, A4)) — wubae”bA,,

a a

= (0u€",) Ay +€",0, A, — wubae"bAy

= —e" I, Ay =€",0,A, — wubae”bAV

a’ pv

umben. o v v vb
— —e aI‘WAl, =", 0, A, —wupae”" Ay

fiir ein beliebiges Vektorfeld A, .
Dabher folgt die Bedingung

Ope’y + 1€ Wupae”? =V 6%, = 0. (62)

a a



2.3 Spin-Zusammenhang und kovariante Ableitung

Analog lasst sich

oue, =T e + wuabeub =V,e, =0 (63)

pr o

finden. Mit Hilfe von bzw. sind somit die Bestimmungsgleichungen fiir die w5 gegeben.

Wir fordern, dass die kovariante Ableitung der Metrik verschwindet,

0=Vpgap =V, (eaaeﬁbnab)
= vunab = Nab,u — W,fcncb - wubdnad = —Wpba — Wyuab

= Wyab = —Wyba,

wodurch wy,q, antisymmetrisch in den Tetraden-Indizes wird.

2.3 Spin-Zusammenhang und kovariante Ableitung

Wir verallgemeinern nun die freie Dirac-Gleichung auf den gekriimmten Raum. Der Ubergang erfordert zum
einen das Ersetzen der flachen Gamma-Matrizen v* durch 7” = e¥,~%, welche die Clifford-Algebra

{77} = 29" (64)
erfiillen, zum anderen muss die partielle Ableitung durch die kovariante Ableitung ersetzt werden

8, — Dy, = 8, + iw,. (65)

Wir berechnen nun den Spin-Zusammenhang w,,.

Die kovariante Ableitung D,, muss invariant unter lokalen Spinor-Transformationen sein.

Sei A% (z) = (e/\(m))ab, Aab = —Ap eine lokale Lorentz-Transformation, S(A(z)) = exp ($A,X%) die
zugehorige Spinor-Transformation mit

S71h08 = A% AP, (66)
Dann muss gelten
Dyl = Oy + i) St = S (D + i) ¥, (67)
welches auf die Bedingung
@y = Sw, ST +i(9,5)5! (68)

fihrt.

Aufgrund von muss der Spin-Zusammenhang in der Lie-Algebra der Spin-Gruppe sein, zum Beispiel
eine Linearkombination der Erzeugenden der Lorentz-Algebra :

1
Wy = iwpabzaba (69)
wobei die wyqp liber Gleichung gegeben sind. Andererseits kann w,,,;, auch als Eichfeld betrachtet werden
[5]. Aufgrund dessen gilt bei einer lokalen Lorentz-Transformation A [IT] [12]

Whab — e = Nt wuab(A™1)05 = (OuM)A™Y)ea (70)
N DS - - ¢
Ou =5 ed X = 3 (AL whap(A™Hb, — ((0uA)A™)eq) B4 (71)

Wir zeigen nun, dass das gew&hlte w,, in (69), welches als Eichfeld nach transformieren muss, auch unter

transformiert.
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2.3 Spin-Zusammenhang und kovariante Ableitung

Wir berechnen dazu zunéchst

1
Sw, St = iw#abSE“bS’l

1 1
= JwparSpz (19" =9"7) S~

1 1
_ iwﬂabsz (,yas—ls,yb _ ’be_ls’}/a) S—l
1

1 _ _
— iwuabu\ 1)aC(A 1)bd20d

und sehen mit (A=1)%, = A ein, dass dies der homogene Term von ist.
Nun zum inhomogenen Term. Zunichst stellen wir mit Gleichung fest, dass
(0u8)%7" = 0u(S™19"8) = (0,571 )7"S + 5719 (9u9)
und
0=20,(55"") = (0,95 + 50,5
gelten.
Es folgt
[, (0.8)S™ =7"(8,8)S ™" = (885"
= ’Ya(aus)s_l + S(aus_l)’)/a
=S5 '4%(9,8)S™! + S(9,5 1 )y*SS!
= S(0,A)% S~
= (00)% (A7) = (8 M) A1) %"

Wir multiplizieren von links mit v, und rechnen

— a 7: C
'Ya['Yaa (3“5)5 1] = 'Ya['Y ,5(@“\);,621’ ]

i 1 ..
= 5(%)\)1)@%;(77”“7 — n%~P)

i 1
= 5(3#\)1;0;(7!’# — ")

= %(aﬂA)bczxzbc = 4(9,5)S~!
= ((a/LA)Ail)ab'Va’Yb = ((8/LA)A71)ab'7a7b-
Also gilt
-1 -1 a.b : -1 1 -1 ab
4(0,8)87" = ((OuMANary®™y” = 1(8,5)57" = =5 ((GuM)AT )

und damit ist die Gleichheit der inhomogenen Terme gezeigt.
Zusammenfassend folgt die kovariante Ableitung von Spinoren

D, =0, +iw,, (72)
mit dem Spin-Zusammenhang

1 1
Wy = §Wuab2ab % = E[’Ya,’yb]~ (73)

Die Dirac-Gleichung im gekriimmten Raum ist damit gegeben durch

(i7(0u + i) —m) = (D —m) =0, D =i5"D,. (74)

11



3 Die Dirac-Gleichung in der Niahe eines schwarzen Lochs vom
Schwarzschildtyp

Wir betrachten nun eine konkrete Metrik fiir ein ungelades, nicht-rotierendes kugelsymmetrisches schwarzes
Loch im Vakuum, wobei die Raumzeit, asymptotisch flach sein soll. Die Index-Notation bleibt wie in Kapitel
2 definiert.

3.1 Metrik und Wahl der Tetraden

Wir wahlen die Schwarzschildmetrik in Schwarzschildkoordinaten.

Das Linienelement ist dann gegeben durch

d 2
ds? = R%dt? — % — 12(dV? + sin®(9)dy?) (75)
mit dem metrischen Tensor
R? 0 0 0
0 —2 0 0
_ R2
guu - 0 0 —T2 0 ’ (76)
0 0 0 —r?sin?(0)

wobei R := /1 — %¢ und der Schwarzschildradius 7, = 2M definiert wurden.

Wir miissen nun eine geeignete Vierbeinbasis wéhlen. Zwei Moglichkeiten zur Wahl der Tetraden sind be-
sonders zweckméfig [13]: Zum einen koénnen die Basisvektoren so gew#hlt werden, dass sie an jedem Punkt
parallel zu r, ¢ und ¢ sind. Dann ist die Matrix e”, diagonal (vgl. dazu [II]). Zum anderen konnen die
Basisvektoren parallel zu den kartesischen Achsen gelegt werden. Beide Moglichkeiten fithren zu den selben
Radialgleichungen, aber zu unterschiedlichen Abhangigkeiten der Komponenten.

Wir entscheiden uns fiir letztered’} sodass fiir die Tetraden

1/R 0 0 0
. 0 Rsin(?)cos(p) Rsin(¥)sin(e) Rcos(dd)
Ca= [ 0 lcos(W)cos(p) Lcos(¥)sin(p) —1sin(v) (77)
0 _ sin(yp) cos(p) 0
rsin(9) 7 sin(9)

gewahlt wird.

Mit dieser Wahl gilt 2g"1 = {3*,7"} = {e',7*, 47"} = ere’, {7 7"} = 2et,e’n’1, wie sich leicht
nachrechnen l&sst.

Die Dirac-Matrizen des gekriimmten Raums sind damit gegeben durch

70 = 40

R
7' = R (v sin(9) cos(p) + +* sin(9) sin(p) + v° cos(¥)))
72 = % (v cos(9) cos(p) + ¥° cos(¥) sin(yp) — v° sin(d))
~3_ 1 1 sin(p ) QCOS( )
Ty 75111() sm( ))

'Da bei dieser Wahl die Gesamtdrehimpulserhaltung gezeigt werden kann, welches mit ersterem nicht méglich ist.
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3.2 Spin-Zusammenhang

Die nicht verschwindenden Christoffelsymbole ergeben sich mit Gleichung (51) zu

r Ts r
-=-—>=__ 1 (1 - g)

ot 2r(r —ry) 0~ 92 r

Ts .
Ty = 2r(rs —r)’ D3y =rs =7,  Tiz=(rs —7r)sin*(9)
1

3 = o '35 = —sin(d) cos(d)
s _ 1 3 cos(¥)

3L 327 sin(v)

3.2 Spin-Zusammenhang

Wir widmen uns nun dem Spin-Zusammenhang fiir die gewdhlte Vierbeinbasis. Dazu benutzen wir Gleichung
und die Antisymmetrie (wyap = —Wpbe) mit der folgt

wlﬂlb == [(8Meya)el/b + Flylaeaael’b} = _gVB [(aueya)eﬂb + F/Zozeaaeﬁb .

Als nicht verschwindende Terme ergeben sich

Ts cos(¥)

sin(?) sin(), woos = 22

woo1 = sin(¥9) cos(¢), woo2 =

2 2r 2
w213 — ( )COS( ), W23 = (1 — R) Sin(gp)
ws12 = (R — 1) sin?(9), w1z = (R — 1) sin(d) cos(9) sin(y), wsez = (1 — R) sin(¥) cos(I) cos(¢p).

Damit kann der Spin-Zusammenhang mit w,, = %wuabZ“b berechnet werden.

Desweiteren gilt

1 1 1
~0_.0_1 ~ 1 ~0.0.2 __ 2 ~0.0.3 __ 3
=gy A =57 AN =5
N 1 1 . 1
729197 =~ con(i) cos(g)” — L cos(t)sinfip)y'4%? — Lsin(o)y!
B 1 1 . 1.
Fyy? = — cos(?) cos(p)v'y?*? — — cos(?) sin(p)7” — " sin(9)y?
- 1 .
Vyty? = ———(cos(p)y' + SIH(SOW)

7 sin(d)

1
~3.1.3 _ : 3 1.2.3
= ) (sin(¢)y” — cos(w)y v™v")
VyPy? = ————(cos(p)7® + sin(p)y'v*+?).
rsin(¥)

Mit den berechneten Summanden folgt fiir den Zusammenhangs-Term des Dirac-Operators

— T a 1 i a R-1 T -
Wuwu = §7Mwuabz b— Zwuab’)’u’y ’Yb = ( R + 47’2RQ> 71~ (78)
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3.3 Dirac-Operator und Hamiltonsche Form der Dirac-Gleichung

3.3 Dirac-Operator und Hamiltonsche Form der Dirac-Gleichung

Der Dirac-Operator ergibt sich mit diesen Resultaten zu

~ ‘ . . R—1 Ts . .
D = i (9, + iw,) = i7°0; + iy* (8,« + R + 47“2RQ> +i7°0s +i7°0, (79)
und stimmt mit dem Ergebnis von [14] iiberein.
Wir bringen nun die Dirac-Gleichung
(D —m)y = (" (0p + twy) —m) (80)
R-1 T
[ .~0 ~1 s ~9 .~3 _
—(wﬁt—l—w (8T+7R+W>+m&9+wa¢—m>w—0 (81)

in die Form der Schrodinger-Gleichung. Dazu wird Gleichung von links mit 7y multipliziert.
Mit :)70 = goo%o = RQNO = R’yo fOlgt

R R—-1 r R R
. _ [ ox11v s v 0~ v 0~3 0
z@ﬂ/}—(W’y Z.<8T+ R +4T2R2)+ivv&s—kivw&p—&-m}h)w,
wodurch der Hamiltonoperator

- R R—-1
h:fyofyl? (87-4-"‘1‘ Ls

R . R .
R W) + 77072&9 + 770736@; + mRy° (82)

identifiziert werden kann. Die Hermitizitdt des Hamilton-Operators wird im [Unterabschnitt 3.6] untersucht.

3.4 Erhaltungsgrofsen

In diesem Unterabschnitt soll iiberpriift werden, ob der Gesamtdrehimpuls eines Teilchens im Gravitationsfeld

eines nicht-rotierenden kugelsymmetrischen schwarzen Lochs erhalten ist und berechnen dazu [f, h]. Zunichst
wird h in eine andere Form gebracht. Dazu werden die Gamma-Matrizen in expliziter Form betrachtet. Wir
wéahlen fiir den flachen Raum die Dirac-Darstellung,

o_ (o0 O i_ (0 o
PY - (0 _0.0) ’ 7 - <_0i 0) (83)
mit den zweidimensionalen Pauli-Matrizen o; und o¢ = 1.

Bemerkung: Die Dimension der Sigma-Matrizen o; ist im Folgenden im jeweiligen Kontext als 2 x 2 -Matrix

o; oder als 4 x 4 -Matrix (%’ 3) zu verstehen.

Wir definieren zur einfacheren Berechnung die drei Matrizen

o, = oy sin(9) cos(p) + o3 sin(V) sin(p) + o3 cos(V) (84)

oy = o1 cos() cos(¢) + ga cos(d) sin(p) — o3 sin(19) (85)
() cosly)

% = TN Gnw) T 2 sin() (86)

und damit die Alpha- und Gamma-Matrizen

m_ (0 om m o_ 0 Om _
a - (O_m 0 I ’Y - —Om O ) m = 7"7 197 QD (87)
Es folgt leicht
3190} =0y (88)
0,0, = sin*(¥)o, (89)
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3.4 Erhaltungsgréfen

und mit den Relationen fiir die Pauli-Matrizen o;0; = i€;,0% + d;; kann sich schnell vergewissert werden,
dass

{U7IL7 an} = 07 m 7é n, mn=r, 797 ' (90)
1
2 2 2
—1, -1, - 1 91
o 70 7 sin?(9) (o1

- R R—-1 s 1 1
h:i{Rar(&«—i——i— r >+Ta198,9+ra“’8@ +mRfS

rR 4r2R?
R? R—-1 Ts iR, "
= -— T - - 2
T (8,«4— R +4r2R2> " (09 + a%d,) + mRp (92)

geschrieben werden.

Wir fiihren als nichstes den Gesamtdrehimpulsoperator fiir die Dirac-Darstellung der Gamma-Matrizen ein

<

Il
18
+
S

N 1 m 1 /o 0 A .
Sk = _§€klm2l ~ 3 (Ok Uk) ’ Ly = —ikim® 1O,

und betrachten den Drehimpulsoperator in Kugelkoordinaten

Ly = i (sin(p)8y + cot (1) cos(¢)0,)
Lo = —i (cos(p)dy — cot(9) sin()d,,)

Wir werden nun die Winkelableitungen des Hamilton-Operators mit Hilfe von S und L ausdriicken.
Dazu bemerken wir mit den obigen eingefiihrten Matrizen o, oy und o, , dass

(@ =1

a"a? =ioy cos(p) — ioy sin(e)

a"a¥ = iog — oy cot(V) cos(p) — iog cot(¥) sin(yp)

gilt.

Das Produkt des Spin- und Drehimpulsoperators kann dann geschrieben werden als

250 =L = — (a"a”dy + a"a®d,) (93)
und fiir den Hamilton-Operator folgt
- R? R—-1 Ts iR /.3
h—TOé (&—l—m—i-W) +7Ck (O'L) + mRp. (94)
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3.4 Erhaltungsgréfen

Wir berechnen nun f,ﬁ} Da der Drehimpulsoperator mit 0, und jeder radialsymmetrischen Funktion
aufgrund der Drehsymmetrie vertauscht und weil der Spinoperator mit S kommutiert, verbleiben die zu be-

trachtenden Kommutatoren [S’k + f/k, of} und {.SA'k + Ly, S E} , um zu iiberpriifen, ob der Gesamtdrehimpuls
erhalten ist.

° [Sk,aT} = [Sk,al} sin(¥9) cos(p) + [Sk,a2] sin(49) sin(yp) + [gk,a?’} cos(1)
Berechnen zunéchst

G o)l D=l ) o ) = (ol ) =2 (0 %)

0'7;,0'j] O O

Damit folgen die Kommutatoren

[S’l, oz’"} = ia® sin("9) sin(g) — ia? cos(W9)
S, ar} = —ia® sin(9) cos(p) + ia’ cos(V)
[.§’3, aT] = ia?sin(v) cos(p) — it sin(¥) sin(y)

. [I:k,aq =l [ﬁk,sin(ﬁ) cos(go)] +a? [ﬁk,sin(ﬁ) sin(go)} +a? [ﬁk,cos(ﬁ)}

Mit 9ya” = o’ und d,a" = sin®(¥)a” sowie Einsetzen der Definitionen von a” und o folgen

{Iil, o/’} = —ia®sin(0) sin(p) + ia? cos(V) = — {S‘l,ar}

L, ar} = ia® sin(¥) cos(p) — ial cos(V) = — [5”2, Of}

|:i/3, 0/} = —ia?sin(9) cos(p) + ia’ sin(¥) sin(p) = — [5’37 o/}
o [Si+ 14, 51]

Mit, den Vertauschungsrelationen fiir Spin [S’i, S‘j} = ieijkgk und Drehimpuls {f)i, jij] = isijkﬁk folgt

Der Gesamtdrehimpulsoperator J vertauscht also mit dem Hamilton-Operator h.
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3.5 Herleitung der radialen Dirac-Gleichung

3.5 Herleitung der radialen Dirac-Gleichung
Da der Gesamtdrehimpuls mit dem Hamilton-Operator vertauscht, kénnen gemeinsame Eigenfunktionen ge-
wahlt werden. Nach Wahl dieser Eigenfunktionen spalten erfahrungsgeméf die Winkelanteile nach anwenden

des Hamilton-Operators ab und die Dirac-Gleichung wird zu einem System aus gekoppelten Differentialglei-
chungen beziiglich 7.

3.5.1 Herleitung der Eigenfunktionen zur Separation

In diesem Abschnitt sollen die Eigenfunktionen durch Diagonalisierung der mit h kommutierenden Opera-
toren hergeleitet werden, wie dies schon in [9] fiir das relativistische Zentralkraftproblem im flachen Raum
durchgefiihrt wurde.

Wir definieren zuniichst einen von Dirac eingefiihrten Operator k [9][15], welcher die Parallelitéit von Spin
und Drehimpuls misst

kﬂ<6§+1>. (95)

Zunichst bemerken wir, dass k hermitisch ist, da 3, E, & hermitisch sind und [3, 5] = 0.
Wir setzen % = 1. Quadrieren von k& ergibt

on 1
k2zﬁ+114,

wodurch fiir die Eigenwerte k von k folgt
2
1 1
k2 — (4 1 N 1 _
JG+D+ 5 <J+2) ;
1

jeN0+§:> k € Z\{0}.

Desweiteren vertauscht k mit f,
[f, k} —o.

Wir wollen nun zeigen, dass k mit h vertauscht und betrachten dazu die Kommutatoren der einzelnen Terme:

e Da [f, f (r)} = 0, vertauscht auch & mit jeder radialsymmetischen Funktion:

e Mit [#, 3] = 0 folgt [k; 5} = 0 und es gilt
[ki&] —0.

e 0, ist drehinvariant und vertauscht mit L und deshalb auch mit &:

[ig,ar} —0.
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3.5 Herleitung der radialen Dirac-Gleichung

e Als Letztes miissen wir noch [a’”, l%} betrachten. Wir berechnen zunichst

{o/’, —Eff} ={a",a"a’dy + a"a¥d,}
=a"0y + a?0, + (araﬂ(&gof) +a"a?(0,a") + a’a’a’ By + aTa¢aT8¢)
=a"0y +a®d, + (ofaﬂaﬁ + a"a? sin?(9)a? — a0y — a®d,)

=2a".

Damit folgt

—a'B (fﬁ+11) —ﬁ(i*ﬂl) ar
= —pa’ (Lo +1) - g (L +1)a’
= —plan L5 +1}=0.

Somit ist gezeigt, dass k mit & vertauscht.

Die Integrale mit den zugehorigen Eigenwerten in Involution sind also

2 1
J?: jeNyg+ 3
Js i p€{=j, i}
- 1
k: k::l:(j+2> € Z\{0}
]A”LZ Ejpk-
Die Energieeigenzustinde von h kénnen als Eigenzusténde von f, Js und k gewahlt werden, sodass die

Dirac-Gleichung zu einem System von gekoppelten Differentialgleichungen fiir die radialen Wellenfunktionen
wird.

Wir bestimmen nun die gemeinsamen Eigenfunktionen v; ,, .. Dazu werden Js und k (und damit automatisch
J2 []) diagonalisiert.

Diagonalisierung von J3
Fiir Js hat die Eigenwertgleichung die Form
. (Ly+ios 0 v\ (ot
JSd)j,u,k - ( 0 [:3 + %Ug q)z =K (Pz 9
wodurch sich fiir die Komponenten der zweier-Spinoren &°
7 LY 4 i 7 L\ & i
L3+§ ] = pdy, L3_§ Q) =
ergibt. Es folgt somit fiir die beiden zweier-Spinoren ®°

P = (fl(r))/l,u—;) : P — <91(7‘)Y17M_;> '
f2(r)Yy 92(r)Y iy 1
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3.5 Herleitung der radialen Dirac-Gleichung

Diagonalisierung von k
Fiir k hat die Eigenwertgleichung die Form
I%(cbl) (L& + oy 0 <<1>l> . (qﬂ)
e 0 —LF —ap) \®* e*
— (E&+ ao) ol = (—1)it e,

Fiir den zweier-Spinor ®* folgt somit
Ls+1 Ly—iLy\ (@} _ . (
Li+ily —L3+1 q’% (I)é

Mit den Auf-/Absteigeoperator Ly =Ly +ils wird die magnetische Quantenzahl erhoht bzw. verringert,

LiYim =+ (Fm)(I£m+ 1)V mi

(@ ity OB () e (f)

Fiir nicht verschwindende Losungen fi, fo muss die Determinante von

( pty—k (@+u+bu—u+bﬁ>
((=p+3)U+n+3) —pt =k

und es folgt

N

Nl

null sein.
Dies fiihrt auf die Losungen

l—p+3 :
k=1+1>0: fo= 2)

[+p+1\?
k=-1<0: fo=———2 .
f2 (l_ﬂ+é) fl

Durch Ersetzen von [ durch j und k, sowie der Normierung der numerischen Koeffizienten von ®* und ®*
folgen, nach hinzufiigen der analogen Resultate fiir die Komponenten von ®*, die Eigenfunktionen

+

k=1+1>0, j:z+%;¢jw: (i;gg?_u) (96)
m

k=—1<0, j=1— % k= (gg:))?ﬁ‘) . (97)
ju

Mit ¢/, = ,/j;r—j” sind die Spinor-Harmonischen fjiﬂ gegeben durch

. +1
[ GYimras — [ Yiriues (98)
i c{uy}i » Sjip —C]+1Y‘ ’

3oty o ittty

Wir miissen fiir das Anwenden des Hamilton-Operators noch die Wirkung von o” bzw. o, auf die
Spinor-Harmonischen betrachten. Dazu sei an dieser Stelle auf die Literatur verwiesen [9]. Es gilt

oneE = €T, (99)

§;, wird in fﬁt abgebildet und umgekehrt. Mit diesen Erkenntnissen kénnen wir nun die radiale Dirac-
Gleichung herleiten.
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3.5 Herleitung der radialen Dirac-Gleichung

3.5.2 Die radiale Dirac-Gleichung

Wir setzen in den Operator k ein

k:ﬂ(&f+]l) — ¢L=pk—-1 (100)
.- R* 1 Ts iR . -
h T <6T+T+4T2 2)+ra6k+mRﬂ (101)

und erhalten die Dirac-Gleichung

- i o (Bor g
10 = N ’
Or (%28r + %? + ,L‘Z,;i2 + “j‘R) —mR
mit der Definition
ii=gf+1, k= (0 ieE = 1het
K:=o0oL+ 5 - 0 —R) K/fj/l - é—],u,

Wir machen nun fiir die Eigenfunktionen den Ansatz 1. = v, , xe "' und erhalten die beiden gekoppelten
linearen Differentialgleichungen

R? 1 Ts ikR
R? 1 Ts kR
Mit der Skalierung
1 1 r
= F F=0,4+-+-—"—-
f R /R <8+r+4T2R2>f
S C TR S/ (N T
YT VR R \" TRz )?
folgen die Gleichungen fiir die radialen Funktionen
2 .
mR —e)F(r JrR—_G/Tf@Gr:O 105
i r
2 .
—(mR+¢)G(r)+ RTF/(T) + @F(r) =0. (106)

Durch Substitution G(r) — ¢G(r) Und Umbenennung der Funktionen deckt sich dieses Ergebnis mit [13].
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3.6 Hermitizitdt des Hamilton-Operators

3.6 Hermitizitit des Hamilton-Operators

Wir wollen nun priifen, ob der Hamilton-Operator

.~ R? . 1 Ty R
h—TOé <8T+T‘+4T2R2)+T’a6k+mRﬂ

hermitisch ist.

Mit der Hermtizitiit von &, a” und § und deren Vertauschungsrelationen, (wie in |Unterunterabschnitt 3.5.1|
berechnet)

[ar,k] =0, [ﬂa ];] =0, {O‘Ta ];} =0,

folgt

. P
<rL5arﬁlA€+mRﬁ) = ?ofﬁl}—kml{ﬁ. (107)

Nun zum radialen Term des Hamilton-Operators. Seien ¢ und x zwei vierkomponentige Spinoren und
der adjungierte Spinor von . Das Skalarprodukt (-,-) im gekriimmten Raum ist definiert durch [3], [16]

(W, x) = /dﬁx\/ﬁd‘g:ﬁ, h = —det(g;j) = — det(g,,9"°). (108)

Fiir die Schwarzschild-Metrik in Schwarzschild-Koordinaten folgt

2

Vh = 7 sin(49).

Sei Q = (0,7) x (0,27). Wir berechnen

(¢, —iR*a" 0, ) = / / V1 (—iR*)a" (8, x)Vhdrdddy

Q rs

- / W (—ivVRR2)a X
Q

Tavdg + [ | (iR)a"(0.0))) " xvhdrddde
]

o o
_ / / VX TR0 (VIR Vhdrddds

Q r

— [ Whivarax
Q

idﬁdso +(—iR2)a" 00, x) — (6, VI On(—iVhR)x)

und fordern

—TivhR?a™x| =0.

Dann folgt

R? T R? 1
200, = 2ard, + ——8,(VhR?
( “ ) 7Ot o (VA

und mit
1

2
N £>:2R T

R R
87~(\/ER2) = ﬁar(T’QR) = ﬁ (2’/’R+ °R T ﬁ
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3.6 Hermitizitdt des Hamilton-Operators

resultiert

R? 1 Ts t R? 1 T
(i“’" (& o 43)) =5 (a to 43) ! (109)

wodurch die Hermitizitéit von h gezeigt ist.
Mit der Forderung
VhR?

- Ppla’y

=0 (110)

Ts

ist eine Bedingung an die Spinoren gegeben, welche den Definitionsbereich D von  bilden. Randterme sollen
wie iiblich verschwinden, weshalb noch

TQRQ/JTofx|TS =0
zu betrachten ist.

Fiir Spinoren ¥ und &, welche bei r = rg beschrinkt sind folgt

PRUTG®| =0 da  R=1-"_%
T r

sodass diese im Definitionsbereich von h liegen.

Betrachten wir noch Spinoren der Form

muss also ¥Ta"® ,. = 0 sein. Um eine Forderung an die Spinoren zu formulieren, verlangen wir

v, = BY|, .

Es gilt dann bei r = ry:
U'a"® = U'BTa"BY.
Finden wir ein B mit
Bla"B=Xa", A#1
folgt
Ufa"d = 0.
Fiir B = 7% = i7%y!4243 folgt \ = 1.
Fiir B =~° = 3 folgt A = —1.

Bei r = 75 muss dann fiir die beiden Bi-Spinoren des Vierer-Spinors ¥ gelten:

()= %) ()

die beiden Komponenten von ¥?2 miissen also bei r = r, verschwinden. Im Definitionsbereich von h sind also
auch alle Vierer-Spinoren, deren dritte und vierte Komponente bei r = r5 verschwinden.

Weitere explizite Beispiele fiir B sind a” und a¥ mit A = —1. Die Konsequenz an die Eigenfunktionen bei
r = rg wurde jedoch aus Griinden des Umfangs nicht weiter betrachtet. Eine ausfiihrliche Betrachtung der
Hermitizitdt des Hamiltonoperators im gekriimmten Raum wurde in [I6] durchgefiihrt, worauf an dieser
Stelle verwiesen sein soll.
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3.7 Lésung der Radialgleichung

3.7 Losung der Radialgleichung

Im Folgenden soll eine Ndherungslosung fiir die radialen Dirac-Gleichungen fiir den Grundzustand k& = 1,
j = 1/2 erarbeitet werden. Zunéchst werden wir die gekoppelten Radialgleichungen fiir F' und G in die Form
der eindimensionalen Schrédinger-Gleichung fiir bringen. Dazu verfolgen wir den Weg von [10].

Zunichst addieren/subtrahieren wir die Gleichungen (105) und (106) und erhalten die radialen Gleichung

wie in [10]:
R (i - z];> Plr) = ?(1 ) (111)
R? (i + z;;) Q(r) = ?(1 + imr) P(r), (112)
P(r):= F(r)+ G(r), Q(r) := F(r) — G(r). (113)

Um die koordinatenabhéngige Singularitét bei r = rg zu umgehen (und damit wohldefinierte Losungen zu
erhalten), wird ein Wechsel in logarithmische Koordinatenﬂ durchgefiihrt

u=r+rslog|r—rd, r> T,
d dud 1d
dr — drdu RZdu’

Der Ereignishorizont ist nach u = —oo verschoben.

Der Einfachheit halber lassen wir ab jetzt die Argumente der jeweiligen Funktionen weg. Es folgt durch

Einsetzen in (111) und (112)

d R
= e )| P="(1—i 114
(du za) 7ﬂ( imr)Q (114)
d . R )
(du + zs) Q= 7(1 +imr)P. (115)
Wir definieren
1
9 = arctan(mr), cos(¥) = sin(¥) = mr

VI+m2r?’ V1+m2r?’
= 1+ imr = eT\/1 4+ m2r2,

i i d i 7 mr i
P=Se 37 Q=Tet27, dfeiaﬁ =4+-R*——— _¢t3?

u 2 14 m?2r2
und erhalten nach Einsetzen in (114) und ((115)
d R? m R
L1 — = 21+ m2e2T 11
(du zs( +251+m2r2)>s " + m?2r (116)
d R* m R
Zopie (14— ) ) T = =1 + m2r28. 11
(dquZg( +25 1+m27~2)> T\/ms (117)
Mit der Variablentransformation
x—u—i—iarctan(mr) 4 _dvd 1+R—2 m <
B 2e ’ du  dudr 2¢ 1+m?r? ) dx
folgen die Gleichungen
d
(dz - ia) S=WT (118)
i+if—: T=WS (119)
du B ’

%im angelsichsischen "tortoise coordinates"
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3.7 Lésung der Radialgleichung

wobei

2 -1 2..2\2
1
_ <1 N R m) g s — rR(1+ m?r T);RZm

2 1+ m2r? r2(1 4 m?2r?) + B

definiert wurde.
Durch addieren/subtrahieren von (118)) und (119) ergeben sich

(j - W) 7, =icZ_ (120)

X

(dd + W) 7 =icly, Zo=S=+T. (121)
u

Nach Einsetzen folgen die entkoppelten eindimensionalen Schrodinger-Gleichungen

>z
dx?

0 ¥ ¥ 9
Z+ = 2F COS <2> + ZQGSln (2) Z_ = 2G COSs <2) + ZQF Sin (2) .

aw,

+ViZy =£%7, Ve =W?2+
dx

(122)
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3.7 Lésung der Radialgleichung

3.7.1 Eigenschaften von V.

Wir wollen zunéchst die Potentiale Vi (r,e,m) = W2 £ 4% niher beleuchten. Diese berechnen sich zu [10]

R(1+m?r?)3 g s
Vi = rR(Q1 +m*r )22 > |:7“R (14+m*r?)% £ ((7"— L)(l +m*r?) +3m2r3R2>} (123)
[r2(1+m27‘2)+%] 2
3R3(1 2,.2\5 — I
PR mErt)E 2 (1 + m2r?) + 2m?r® 4 2) | (124)
[r2(1 + m2r2) 4 mrR2) ©

Der Verlauf von V. und V_ ist in beispielhaft dargestellt.

03

015 B

Woin M

o1F B

0.05F B

_D . 05 1 1 1 1 1 1 1
-50 0 50 100 150 200 250 300 350

X

Abbildung 1: Verlauf der Potentiale in Einheiten von M fiir die Parameter m = 0.5, ¢ = M.

Die beiden Potentiale Vi héngen neben der Radialkoordinate 2 (bzw. r) noch von den Parametern e, m und
M ab. Wir beschrinken uns hier auf Bereiche, in denen der Schwarzschildradius und reduzierte Compton-
Wellenldnge in der gleichen Grofenordnung liegen:

°2GM  h .

; (125)

In diesem Bereich sollte eine Wechselwirkung zwischen Teilchen und schwarzem Loch stattfinden.
Desweiteren sei erwidhnt, dass die Energie € des Teilchens immer grofier als seine Ruheenergie m sein muss.

Vi und V_ sind supersymmetrische Partner, erzeugt durch das Super-Potential W [17]. Als supersymme-
trische Partner besitzen V; und V_ das gleiche diskrete und kontinuierliche Spektrum [18]. Im Folgenden
werden wir nur V; =V betrachten.

V zeigt das asymptotische Verhalten

V(z — 00) =m?, V(z — —o0) = 0.
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3.7 Lésung der Radialgleichung

Die Abhéingigkeit von V beziiglich der Parameter € und m soll durch [Abbildung 2| und [Abbildung 3] verdeut-
licht werden.

025 T T T :
e=M m=0.5M
02F B
016+ m=0.4M -
=
=
=
01 B
m=0.3M
005+ m=02M -
m=0.1M
0 ) . . A . . m=0.05M
-50 0 50 100 150 200 250 300 350

Abbildung 2: Verlauf von V fiir unterschiedliche Teilchenmassen bei € = M

£=0.6M m=0.5M
02t 1
m=0.4M
015t 1
=
=
=
01t m=0.3M
0ost m=0.2M
m=0.1M
i , . . . . . m=0.05M
0 0 50 100 150 200 250 @00 350

X

Abbildung 3: Verlauf von V fiir unterschiedliche Teilchenmassen bei ¢ = 0.6 M

Zunichst zeigt sich, dass die Variation der Energie des Teilchens keine signifikante Anderung am Potenti-
alverlauf hervorruft. Die Variation der Teilchenmasse m dndert die Form von V deutlich. Fiir grofe Werte
ergibt sich eine Stufenform. Nach Absenken bildet sich eine Stufe aus, welche aber noch nicht den asym-
ptotischen Wert von V(z — oo) = m? {iberschreitet. Durch weiteres Absenken von m wird das Potential
letztendlich stufenférmig.

Wir bezeichnen das Maximum von V an der Stelle £ = Z,,4: als Vj,q.. Desweiteren schreiben wir fiir
Ortsableitungen d/dx abkiirzend ' .

Ist also € > V42, dann kann das Potential stufenférmig oder eine Barriere sein. Wird ¢ in den Bereich
€ = Viae verkleinert, deckt die Betrachtung einer Potentialbarriere die meisten Parameterkonstellationen
ab. Fiir den Fall ¢ <« V,, 4. ist V fiir alle m < ¢ eine Barriere.
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3.7 Lésung der Radialgleichung

3.7.2 Approximation der Lésung mittels WKB-Niherung

Wir haben also die eindimensionale Schrodinger-Gleichung

()

dx?

V@) =20, v=wrr (126)

zu losen. Fiir diese Gleichung ldsst sich, aufgrund des Potentials, keine analytische Losung finden. Um den-
noch sinnvolle Lésungen zu erhalten, muss entweder iiber numerische Verfahren Gleichung (126) schrittweise
gelost werden oder, wie in dieser Arbeit, eine Ndherungsmethode verwendet werden, wie bereits in [I8] und
[19].

Zunichst gilt es, physikalisch sinnvolle Randbedingungen zu wihlen. Wir betrachten dazu eine von z = oo
nach links laufende Welle. Es soll gelten [10]

w(m N OO) _ e—i\/EQ—m%c +Re+i\/62—m2m (127)
Y(x — —o0) = Te Ve T (128)

das heifst die Wahrscheinlichkeit, dass das Teilchen am Ereignishorizont reflektiert wird, ist null gesetzt. T
und R bezeichnen hierbei die Amplituden der transmittierten beziehungsweise reflektierten Welle.

Die Transmissions- und Reflektionswahrscheinlichkeit sind dann iiber die Betrége der Quotienten der Strom-
dichterﬁ gegeben

Jtrans

jrefl
jeinf ]

-2
= 2 2|T‘2’ R=
e2—m j
mit T+ R = 1.

Die Losung wird in WKB-N&herung gegeben. Damit diese eine gute Nidherungslosung darstellt, muss die
Giiltigkeitsvoraussetzung]

T:

— |Rp (129)

einf

‘2]); < 1, p(x) = e?2 —V(x) (130)

erfiillt sein.

Wir betrachten deshalb (ihnlich zu [I8]) die drei Fille €2 > Viaz, €2 &~ Vinae und €2 < Viyag-

3Diese berechnet sich, wie in der nicht-relativistischen Quantentheorie iiblich, gemif j = 21.1m ( *% - %).
“beziiglich der Schrodinger-Gleichung l)
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3.7 Lésung der Radialgleichung

£2>> Voo

Das Quadrat der Energie des Teilchens ist wesentlich grofer als das Maximum von V. Mit Hilfe eines fixierten
Punktes z¢ € (—00,00) ist die Losung dann gegeben durch

I siyge
V@) = Cotos (@) 4 Ob(a). ale) = e Jag Pt (131)
solange (130) erfiillt ist.
Mit Hilfe der Randbedingungen (127) und (128]) bestimmen sich die Konstanten Cy zu

lim e
Tr—>00

; 2 2 C_ —q [°
—iver-—m2zr _ 0_1/1_(217 N OO) = - - 26 1f:c0 p(t)dt
eET—m

e O = Y e W L (0~

C+1/)+(1'—>—OO)=0$O+:O

und fiir die Transmissions- und Reflektionsamplituden folgt

R=0
T fim G giere=ifip®dt _ O icno i f70 (t)—c)at
T——00 \‘7? N 82
€2 —m?2
— ‘T| = 5
3

Mit folgt 7 = 1. Dieses Ergebnis ist klassisch gesehen versténdlich, da das Teilchen Richtung Ereig-
nishorizont 1duft ohne reflektiert zu werden. Quantenmechanisch gibt es jedoch immer eine gewisse Wahr-
scheinlichkeit, dass eine Reflektion am Potential auftritt, auch wenn die Energie wesentlich grofser als das
Potentialmaximum ist. Daher wird die allgemeine Losung dahingehend modifiziert, dass die Konstanten
ortsabhingig sind [20]

¥la) = Ch (@) () + O (@) (). (132)

C4(z) und C_(z) sind langsam variierende Funktionen, welche die lokale Reflektion beschreiben sollen. Wir
setzenl]

' (@) (2) + O (2 () =0,

sodass

V'(z) = Cy (@) () + C_(x)¢ (2),
V(@) = CL ()¢ (z) + CL(2)¢l (2) + Cp () () + O (2)¢” (x)

L [ p(t)dt,

NION
V() = @m @) gz o

2p(x)2

AR R A )N 4 C) 3 p'(x)? Lz pt)dt o]
() (t e - ) +(im

und berechnen mit ¢4 (z) =

oy ) (rinaes o).

o

Durch Einsetzen in (126]) folgt die Gleichung

A +ifE p()dt —i [ p(t)dr) _ +i 2 p(tdt _ —i 2 p(t)dt p(x) 3y (x)?
i (C+(£E)€ CL(z)e ) = (C+(x)e C_(z)e ) <2p(x)2 1p@)F )

Diese Bedingung ist eine Konsequenz der geforderten langsamen Verinderlichkeit. In erster Niherung sind Cx (z)
konstant, sodass die Gleichung erfiillt ist [21].
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3.7 Lésung der Radialgleichung

welche auf die Differentialgleichungen fiir C'y fiihrt

CL(w) = % (Cato)+ O™ o) (B, et )

Mit den Randbedingungen (127) und - 128)) folgt

Ci(=00) =0
_(00) = {1/52 — m2e VR mmPuo i I (p(&)=VEZ=m?)dt

sodass die Differentialgleichungen in Integralgleichungen umgeschrieben werden konnen

cuw=—; [ Oo (§+(t>+c_<t>e2ift pe) (;};’(%)2 by (;) > »
C_(v) :O‘(OO)_%/I (C () + C( P(S)ds) ( (t2 31;((;3) )dt

Eine naherungsweise Losung wird erhalten, wenn die Randwerte C (—o0) und C_(00) auf der rechten Seite
eingesetzt werden, sodass die Gleichungen entkoppeln [18§]

DO
i~
—~

~
N

S

oo [ (G- ) ).

Fiir die Amplitude der reflektierten Welle folgt in dieser Ndherung

C1(00) ivem=mag i J22 (p(t)—VET=m?)dt
14/&\2 _ m2

Die Wahrscheinlichkeiten sind dann mit (129) gegeben durch

. 1 > —QiI;Op(s)ds p//(t) 7% )
Rl e 202~ 4907 ) "

p
T —’R:l-’l/oo (20 P s<p”(t> _

R=

2

2 ~
€ NVmaJ}

Ist die Energie des Teilchens in dem Bereich £? $ V44, dann ist Bedingung nicht im gesamten Defini-
tionsbereich erfiillt. In der Nihe der klassischen Umkehrpunkte p = 0, © = ,,,4, muss das Potential genihert
werden. Im Falle einer Potentialbarriere bietet es sich aufgrund der Form des Potentials an, dieses parabolisch
zu nihern. In den Bereichen neben dem Maximum, wo erfiillt ist, kann die Standard-WKB-Losung an-
gesetzt werden. Durch stetige Ubergangsbedingungen an den Uberlappungsstellen der Teilbereichslosungen
wird die Losung fiir alle € (—o0, 00) erhalten.

Wir ndhern zunéchst das Potential im Bereich um x4z

1
V(l’) ~ Vinaz + ivu(mmam)(x - xmam)2' (133)

Damit folgt

1
2 —V(z)=e? = Vias — iV”(a:mw)(x — Tmaz)>
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3.7 Lésung der Radialgleichung

Mit den Definitionen und Substitutionen

1
A= _§V//(-rma1;)7

€ = |€2 - Vmamﬁa
z= /\i(x — Tmaz)s
d

d
2 iz
dx dz

e

folgt
2 —V(x) ~ \5\(22 +6), €2 > Vias
\/X(Zz - 52)3 52 < Vmaz~

Falls €2 < Viaz, 80 gilt V(£€) = €2, welches die klassischen Umkehrpunkte sind. Wir unterteilen die x-Achse
in drei Regionen: I: © > x7 , II: 1 > x > 2 und III: x5 > z. Dabei werden x; und x5 zum einen weit genug
entfernt von den klassischen Umkehrpunkten gewahlt, sodass in I und III die Giiltigkeitsvoraussetzung
weiterhin erfiillt ist, zum anderen nicht zu weit von x,,,, entfernt gewéhlt, damit die parabolische Ndherung
noch Giiltigkeit besitzt. In den Bereichen I und III kann dann die Standardlosungen der WKB-N#herung
verwendet werden

Vi(z) = Ay (z) + Ay (o) (134)
V() = C-(z)y-(z). (135)
In IT wird das parabolisch genéherte Potential verwendet. Es folgt fiir die Schrodinger-Gleichung ((126])
d*y 2 | ¢2
— = + .
=

Mit y = v/22 folgt die Gleichung (vgl. [22], G1. 19.1.3)

>y 1, L., 1.
d—yz—i—zydz—a]w—o, al—_§£7a2_§£, (136)

dessen allgemeine Losungen ([22], Gl. 19.3.1) durch die linear unabhéngigen, parabolischen Zylinderfunktio-
nen

gegeben sind.

Es resultiert somit als Losung fiir den Bereich II eine Linearkombination der beiden parabolischen Zylinder-
funktionen

Vi = BiDg1ea 1 (V226'T) 4+ BaD i o1 (—V22€' ), (137)

1
2
wobei ¢, fiir €2 > Vipap und 97 fiir €2 < Ve gilt.

Mit Hilfe der Forderung des stetigen Ubergangs der einzelnen Losungen in den Uberlappungsbereichen x ~ z;
und z =~ z9 und mit den Randbedingungen kénnen dann die Konstanten A, A_, By, Bs und C_ bestimmt
werden.

Fiir die Transmissionswahrscheinlichkeit folgt dann [18]

1
p VX
und die Reflektionswahrscheinlichkeit berechnet sich zu
exp (ﬂ'(‘/vnam_sz))
R — VA (139)
L+ oxp (Fasgst )
P VX
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3.7 Lésung der Radialgleichung

52 < Vmam

Bei noch kleineren Teilchenenergien (und damit Teilchenmassen) wird der Abstand zwischen den beiden
Punkten z1 und zp (mit V(z1) = V(x2) = €2) immer groRer und eine parabolische Niherung verliert die
Giiltigkeit. Stattdessen wird das Potential in den Bereichen um z; und x5 linear gen&hert, sodass die x-Achse
in fiinf Bereiche geteilt werden kann: I: > x, II: © = xo, I[II: 2o > & > 1, IV: £ &~ 21 und V: 21 > z.

In den Bereichen I, IIT und V kénnen die Standard-WKB-Losungen angesetzt werden, falls (130]) weiterhin
erfiillt ist:

V1 = Ay (2) + Ay (2) (140)
Vi = Cythy () + O () (141)
Yy = E_yp_(x). (142)

In Bereich IIT hat, wegen €2 < V (), die Standardlésung die Form

P (z) = e S5y PO
[p(o)]

Dabei muss beachtet werden, dass die exponentiell anwachsende Losung unphysikalisch ist und die entspre-
chende Konstante zu null deklariert wird.

In den Bereichen II und IV wird das Potential linearisiert.

Im Bereich IT gilt:
V(a) ~ V() + V'(z1)(z — 1)
2 —V(z) = =V'(x1)(x — z1).
Mit den Definitionen
A==V (1)
21 = Alé(x — 1)
folgt fiir die Schrodinger-Gleichung

d?
=0. 14
le2+211/) 0 (143)

Diese wird durch ein Paar von linear unabhingigen Airy—Funktionerﬂ Ai(—z1), Bi(—z) gelost ([22], Gl.
10.4.1), sodass fiir Bereich II die Losung

Yrr = BlAi(—Zl) + BgBi(—Zl) (144)
resultiert.
Analog ergibt sich im Bereich IV:

V(x) = V(ra) + V'(22)(x — x2)

2 —V(x) = =V'(x2)(z — x2).
Wir definieren
/\2 : VI(Z‘Q)

A3 (x — x2)

N ol

zZ9 .

6Je nachdem ob das Argument gréfer oder kleiner als Null ist, bestehen die Airy-Funktionen aus Linearkombina-
tionen der spérischen Bessel-Funktionen erster Gattung oder aus Linearkombinationen der modifizierten sphérischen
Bessel-Funktionen erster Gattung (vgl. [22]).
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3.7 Lésung der Radialgleichung

und erhalten fiir die Schrodinger-Gleichung (|126))

iz =0 (145)

weshalb sich als allgemeine Losung fiir diesen Bereich
1/)[\/ = DlAl(ZQ) + DQBI(ZQ) (146)

ergibt.

Die Konstanten bestimmen sich erneut mittels Randbedingungen sowie mit den Ubergangsbedingungen der
Bereichslosungen an den Uberlappungsstellen.

Fiir die Transmissionswahrscheinlichkeit folgt

T = exp <—2 /jl p(t)dt> (147)

2

und damit ergibt sich die Reflektionswahrscheinlichkeit
1
R=1-—exp (2/ p(t)dt) . (148)
T2

Durch analoges Betrachten von (122 fiir V_ ist die ndherungsweise Losung der Radialen Dirac-Gleichungen
(105) und (106) fiir die meisten Parameterkonstellationen (¢, m, M) vollstdndig. Die Diskussion der Trans-
missionswahrscheinlichkeit wurde aus Griinden des Umfangs in dieser Arbeit nicht betrachtet.
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4 Zusammenfassung

Ziel dieser Arbeit war es, die freie Dirac-Gleichung fiir ein schwarzes Loch vom Schwarzschildtyp zu disku-
tieren. Dazu wurde zunéchst die freie Dirac-Gleichung im flachen Raum eingefiihrt und wesentliche Eigen-
schaften der mathematischen Objekte gezeigt. Desweiteren wurden die Lorentz-Transformationen beleuch-
tet, welche das Linienelement des Minkowski-Raums invariant lassen. Die eigentliche-orthochrone Lorentz-
Gruppe £1 enthilt alle Lorentz-Transformationen A, welche zukunftsgerichtete, zeitartige Vektoren zu-
kunftsgerichtet und zeitartig lassen und erhilt den mathematisch positiven Drehsinn. Da diese Lorentz-
Transformationen aus infinitesimalen Drehungen aufgebaut werden kénnen, liefs sich die Lorentz-Kovarianz
der Dirac-Gleichung leichter zeigen. Als Bedingung an die Invarianz beziiglich Lorentz-Transformationen
folgte das Transformationsverhalten der Spinoren. Dadurch ergab sich die Bestimmungsgleichgleichung fiir
die Spinor-Transformation S(A). Jedem A kann so ein S(A) zugeordnet werden, welches den entsprechenden
Spinor transformiert. Mit Hilfe einer rdumlichen Drehung konnte so der Gesamtdrehimpulsoperator fiir be-
liebige Darstellungen der Dirac-Matrizen gefunden werden. Als néchstes wurde die freie Dirac-Gleichung auf
den gekriimmten Raum verallgemeinert. Die Beschreibung der Spinoren wird dabei mit den Tetraden bewerk-
stelligt, welchen jeden Punkt der Raumzeit in eine lokale Minkowski-Raumzeit iiberfiihren. Dies ertffnet die
Moglichkeit lokale Lorentz-Transformationen durchzufiihren, welche eine zusiitzliche Symmetrie darstellen.
Deshalb bedurfte es der Einfiihrung einer neuen kovarianten Ableitung, welche diesen Umstand beriicksich-
tigt. Dabei sichert der Spin-Zusammenhang, dass Lorentz-Tensoren nach Ableiten Lorentz-Tensoren bleiben.
Zuletzt wurde dann die freie Dirac-Gleichung fiir die Schwarzschildmetrik untersucht. Zunichst musste der
Spinzusammenhang berechnet werden, wodurch die kovariante Ableitung gefolgert werden konnte. Zur wei-
teren Untersuchung wurde der Hamiltonoperator h identifiziert und gezeigt, dass der Gesamtdrehimpuls

des Teilchens erhalten bleibt. Durch Diagonalisierung der mit h kommutierenden Operatoren J Js und k
wurden die Eigenfunktionen von h hergeleitet. Nach Anwenden von h spalteten die Winkelanteile ab und es
entstand ein System von gekoppelten Differentialgleichungen fiir die radialen Funktionen. Die entstandene
Quantenzahl k& wurde eins gesetzt, was dem Grundzustand mit verschwindendem Drehimpuls entspricht.
Die Differentialgleichungen wurden entkoppelt und in die Form der eindimensionalen Schrédinger-Gleichung
gebracht. Da die Schrodinger-Gleichung aufgrund der Form des Potentials nicht analytisch l6sbar ist, wurde
auf die WKB-Naherungsmethode zuriickgegriffen, wie dies schon in [I8] und [I9] betrachtet wurde. Es sei
an dieser Stelle noch erwédhnt, dass in [23] andere Randbedingungen gewéhlt wurden, sodass gebundene
Zustdnde berechnet werden konnten, wobei eine verschwindente Diracsche Stromdichte fiir r, ¥ und ¢ am
Ereignishorizont gefordert wurde.

Durch Variation der im Potential vorhandenen Parameter (Masse des schwarzen Lochs M, Teilchenenergie ¢
und Teilchenmasse m) wurde der Verlauf diskutiert. Es zeigte sich, dass das Potential entweder stufenférmig
ist oder eine Barrierenform hat. Zur Berechnung wurde eine aus dem unendlichen nach links einlaufende
Welle betrachtet. Als physikalisch sinnvolle Randbedinung folgte, dass keine Wellen am Ereignishorizont
reflektiert werden, also der nach rechts laufende Anteil in der Gesamtwellenfunktion bei r = ry verschwin-
det. Zur iibersichtlicheren Losung fiir die unterschiedlichen Parameterwahlen und Giiltigkeitsvoraussetzung
der WKB-Niherung wurde in die drei Fille €2 > Ve, €2 & Viae und €2 < V4, unterschieden. Ist
das Quadrat der Teilchenenergie wesentlich grofer als das Maximum des Potentials, so kann die Standard-
WKB-Losung angesetzt werden, falls die Giiltigkeitsvoraussetzung erfiillt ist. Es wurde eine Modifizierung
durchgefiihrt, welche die Tatsache beriicksichtigt, dass immer eine gewisse Wahrscheinlichkeit der Reflekti-
on am Potential besteht. Fiir den Fall, dass das Energiequadrat im Bereich des Potentialmaximums liegt,
wurde das Potential im Bereich des Maximums parabolisch gen&hert und die entsprechende Schrédinger-
Gleichung exakt gelost. In den Bereichen um das Maximum wurde die Standard-WKB-Losung verwendet.
Durch stetige Ubergangsbedingungen an den Uberlappungsstellen ist somit die Gesamtwellenfunktion fiir
den gesamten Definitionsbereich gegeben. Fiir Quadrate der Teilchenenergie, die wesentlich kleiner als das
Potentialmaximum sind, wurde das Potential an den Stellen der klassischen Umkehrpunkte linear gendhert,
und in den umliegenden Bereichen konnte die Standard-WKB-Ldsung verwendet werden, solange die Giiltig-
keitsvorraussetzung erfiillt ist. Durch erneutes Fordern von stetigem Ubergang an den Uberlappungsstellen
ist damit die Gesamtwellenfunktion iiberall gegeben.
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