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1 Einführung

Es existieren Lösungen der Vakuum-Maxwellgleichungen, welche sich dadurch auszeichnen, dass sie

während der Propagation ihre Gestalt beibehalten. Sie werden daher als �beugungsfreie Wellen� be-

zeichnet. Für die Intensität I eines solchen Feldes gilt demnach

I (x, y, z = z0) = I (x, y, z > z0) .

Diese sogenannten Besselwellen besitzen einige bemerkenswerte Eigenschaften, so stellt eine Bessel-

welle beispielsweise unter freier Propagation ihre ursprüngliche Form wieder her, wenn diese an einer

Stelle verändert wurde [1], was zum Beispiel durch ein Hindernis, welches in das Zentrum der Welle ge-

bracht wird, geschehen kann. Eine experimentelle Realisierung einer idealen Besselwelle ist aufgrund der

transversal unendlichen Ausdehnung und der damit verbundenen unendlichen Energie nicht möglich.

Es ist in den letzten Jahren allerdings immer wieder gelungen näherungsweise Besselwellen zu erzeugen,

die in ihrer transversalen Ausbreitung begrenzt sind und über eine relativ groÿe Distanz beugungsfrei

propagieren [2] [3].

Aus verschiedenen Gründen ist es daher interessant die Bewegung von geladenen Teilchen (z.B. Elektro-

nen) in Besselwellen zu studieren, so können Besselwellen beispielsweise als Ionen- bzw. Teilchenfallen

genutzt werden [4]. Des Weiteren kann ein solches Studium zum notwendigen Verständnis der Dynamik

beitragen, beziehungsweise bei Erfolg (genauer: bei Lösung der Dirac-Gleichung) als Ausgangspunkt der

Feldquantisierung dienen, welche zur Berechnung der Teilchenproduktion in hochenergetischen Feldern

notwendig ist.

Wir werden bei unseren analytischen Untersuchungen der Bewegung eines relativistischen Elektrons

in einer Besselwelle von der klassischen Betrachtung ausgehen (Kapitel 3), welche die Lösung der

Lorentz-Gleichung erfordert. Hierbei werden wir den Fall der fundamentalen Besselwelle (3.1) und den

Fall höherer Besselwellen (3.2) getrennt untersuchen und jeweils Lösungen für Spezialfälle diskutieren.

Anschlieÿend wollen wir versuchen, die Dirac-Gleichung für die Bewegung eines Elektrons in einer

fundamentalen Besselwelle zu lösen (Kapitel 4), was der quantenmechanischen Behandlung entspricht.
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2 Grundlegendes

2.1 Besselwellen als Lösung der Maxwellgleichungen

Zuerst wollen wir zeigen, dass Besselwellen die Maxwellgleichungen im homogenen Raum ohne freie La-

dungsträger lösen. Die Maxwellgleichungen sind in diesem Fall in Lorentz-Heaviside-Einheiten gegeben

durch

∇×B− εµ

c

∂E

∂t
= 0 (2.1)

∇×E +
1

c

∂B

∂t
= 0 (2.2)

∇ ·E = 0 (2.3)

∇ ·B = 0. (2.4)

Wir können ohne Einschränkung ε = µ = 1 setzen, da man mittels der Ersetzungen

c→ c
√
εµ
, E→ E , B→ B

√
εµ

(2.5)

die Lösung für allgemeine ε und µ zurückerhält [5]. Wir führen nun das skalare Potential Φ und das

Vektorpotential A ein, sodass

B = ∇×A (2.6)

E = −∇Φ− 1

c

∂A

∂t
(2.7)

gilt. Das magnetische Feld B kann aufgrund seiner Quellfreiheit (siehe (2.4)) als Rotation eines Vek-

torfeldes A geschrieben werden. Der Ausdruck E + 1
c
∂A
∂t hingegen ist nach (2.2) wirbelfrei und kann

somit durch den Gradienten einer skalaren Funktion Φ ausgedrückt werden. Nun wählen wir die Lor-

entzeichung

∇ ·A +
1

c

∂Φ

∂t
= 0, (2.8)

wodurch sich die Maxwellgleichungen auf Wellengleichungen für die Potentiale

�Φ = 0 (2.9)

�A = 0 (2.10)

reduzieren. Da wir zeigen wollen, dass Besselwellen Lösungen der Maxwellgleichungen sind, machen wir

für das skalare Potential Φ den Ansatz1

Φ = Φ0Jm (αρ) ei(ωt−kz+mφ), (2.11)

wobei Jm (αρ) die Besselfunktion vom Grad m (m ∈ Z) und Φ0 eine Konstante ist. Damit gehen wir in

1Die folgende Ableitung ist in Anlehnung an das Vorlesungsskript Elektrodynamik von Professor A. Wipf [5] entstan-
den.
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die Wellengleichung �Φ = 0 ein. Mit dem d'Alembert-Operator in Zylinderkoordianten, der gegeben

ist durch

� =
1

c2
∂2

∂t2
− 1

ρ

∂

∂ρ
ρ
∂

∂ρ
− 1

ρ2
∂2

∂φ2
− ∂2

∂z2
, (2.12)

erhalten wir

�Φ = −1

ρ

∂

∂ρ
ρ
∂

∂ρ
Φ +

(
k2 − ω2

c2

)
Φ +

1

ρ2
m2Φ = 0. (2.13)

Substituieren wir nun ξ = αρ, so kann (2.13) geschrieben werden als

ξ2
∂2

∂ξ2
Jm (ξ) + ξ

∂

∂ξ
Jm (ξ) +

[(
ω2

c2
− k2

)(
ξ

α

)2

−m2

]
Jm (ξ) = 0. (2.14)

Wählt man die Konstante α zu

α =

√
ω2

c2
− k2, (2.15)

so erkennt man, dass die Gleichung (2.14) gleich der Bessel'schen Di�erentialgleichung m-ter Ordnung

ist. Da Jm (ξ) die Besselfunktion der Ordnung m ist, erfüllt der Ansatz (2.11) die Wellengleichung für

Φ. Um nun noch die Lorentzeichung (2.8) zu erfüllen, muss A mindestens eine nichtverschwindende

Komponente besitzen. Wir machen daher für das Vektorpotential A folgenden Ansatz

A = A0Jm (αρ) ei(ωt−kz+mφ), (2.16)

wobei A0 ein konstanter Vektor ist. Damit gehen wir in die Eichbedingung ein und es ergibt sich2

∇·A+
1

c

∂Φ

∂t
= ei(ωt−kz+mφ)

(
Jm (αρ)

(
−ikA0z + i

ω

c
Φ0

)
+ α

d

d (αρ)
[Jm (αρ)] (cos (φ)A0x + sin (φ)A0y)

)
= 0.

(2.17)

In (2.17) gilt Gleichheit, wenn A0x = A0y = 0 und A0z = ω
kcΦ0 gewählt wird, sodass das Potential in

Viererschreibweise lautet

(Aµ) =


1

0

0
ω
kc

Φ0Jm (αρ) ei(ωt−kz+mφ). (2.18)

Wir können nun mittels der Gleichungen (2.7) und (2.6) das elektrische und magnetische Feld berechnen.

Für die Besselwelle m-ter Ordnung lauten diese in kartesischen Koordinaten

B = Φ0
ω

kc


α
2 (Jm−1 (αρ)− Jm+1 (αρ)) cos (ωt− kz +mφ) sin (φ)− m

ρ Jm (αρ) sin (ωt− kz +mφ) cos (φ)

−α
2 (Jm−1 (αρ)− Jm+1 (αρ)) cos (ωt− kz +mφ) cos (φ)− m

ρ Jm (αρ) sin (ωt− kz +mφ) sin (φ)

0


(2.19)

2Für Besselfunktionen vom Grad m gilt: d
dx
Jm (cx) = c

2
(Jm−1 (cx)− Jm+1 (cx))
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E = Φ0

−
α
2 (Jm−1 (αρ)− Jm+1 (αρ)) cos (ωt− kz +mφ) cos (φ)− m

ρ Jm (αρ) sin (ωt− kz +mφ) sin (φ)

−α
2 (Jm−1 (αρ)− Jm+1 (αρ)) cos (ωt− kz +mφ) sin (φ) + m

ρ Jm (αρ) sin (ωt− kz +mφ) cos (φ)
α2

k Jm (αρ) sin (ωt− kz +mφ)

 .

(2.20)

2.2 Einige Eigenschaften von Besselwellen

Der Drehimpuls eines elektromagnetischen Feldes berechnet sich durch das Raumintegral über die

Drehimpulsdichte lFeld, wobei die Dichte lFeld gegeben ist durch

lFeld =
1

c
x× (E×B) . (2.21)

Wir interessieren uns aus Symmetriegründen vor allem für die z-Komponente des Drehimpulses des

elektromagnetischen Feldes. Die zugehörige Drehimpulsdichte für das oben gegebene Feld lautet

lFeld,z ∼= −
α2ω

k2c2
m [Φ0Jm (αρ) sin (ωt− kz +mφ)]2 . (2.22)

Damit erkennt man den wesentlichen Unterschied zwischen Besselwellen mit m = 0 (fundamentale

Besselwelle) und Besselwellen mit m ∈ (0,∞). Die fundamentale Besselwelle trägt im Gegensatz zu

Besselwellen mit m ∈ (0,∞) keinen Drehimpuls bezüglich der Symmetrieachse.

Ein weiterer Unterschied ist dadurch gegeben, dass das Feld der fundamentalen Besselwelle für ρ → 0

nicht verschwindet, da J0 (αρ) → 1 für ρ → 0. Für die Besselfunktionen höherer Ordnung m gilt

hingegen Jm (αρ)→ 0 für ρ→ 0, sodass Aµ = 0 für ρ = 0.

2.3 Die Bewegungsgleichungen

Da wir uns für die Bewegung eines relativistischen Elektrons in Anwesenheit von Besselwellen inter-

essieren, werden wir fortan speziell-relativistisch im Minkowski-Raum rechnen. Für die Signatur der

Metrik wählen wir −2. Der metrische Tensor für kartesische Koordinaten η ist somit gegeben durch

η = diag (1,−1,−1,−1) . (2.23)

Nun führen wir noch den elektromagnetischen Feldstärketensor (Fµν), den wir zur Formulierung der

Lorentz-Gleichung benötigen, ein. Dieser ist gegeben durch

(Fµν) =


0 −E1 −E2 −E3

E1 0 −B3 B2

E2 B3 0 −B1

E3 −B2 B1 0

 = (−E,B) , (2.24)

wobei die Indizes die kartesischen Komponenten der Felder bezeichnen.
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2.3.1 Die Lorentz-Gleichung

Wir werden zunächst die klassische Bewegung eines geladenen Teilchens3 in Besselwellen untersuchen.

Die Gleichung, die hierzu dienen wird, ist die Lorentz-Gleichung, welche die klassische, relativistische

Bewegung eines geladenen Teilchens der Masse µ und der Ladung e in elektrischen und magnetischen

Feldern beschreibt. Der Spin des Elektrons wird dabei, ebenso wie die Rückwirkung des Teilches auf

das äuÿere Feld, nicht berücksichtigt. Die Lorentz-Gleichung ist in kartesischen Koordinaten durch den

folgenden Ausdruck

ẍµ =
e

µc
Fµν ẋ

ν (2.25)

gegeben. Hierbei bezeichnet der Punkt bei ẋ die Ableitung nach der Eigenzeit τ , die durch dτ =√
1−

(
v(t)
c

)2
dt ausgedrückt werden kann. Fµν berechnet sich aus (2.24) durch Fµν = ηνβF

µβ . In diesem

Zusammenhang ist es auÿerdem wichtig auf die Nebenbedingung

dxµ

dτ

dxµ
dτ

= c2 (2.26)

hinzuweisen. Ist diese erfüllt, so ist eine Bewegung mit v (t) > c ausgeschlossen. Die Komponenten von

(ẋµ) sind also nach (2.26) nicht unabhängig voneinander.

2.3.2 Die Dirac-Gleichung

Wollen wir die quantenmechanische Bewegung des Elektrons analysieren, so wählen wir die Dirac-

Gleichung. Diese ist erster Ordnung in den räumlichen und der zeitlichen Ableitung, was eine Wahr-

scheinlichkeitsinterpretation möglich macht. Sie berücksichtigt im Gegensatz zur Lorentz-Gleichung

auch den Spin des Elektrons. Ohne äuÿere Felder hat die Dirac-Gleichung in kartesischen Koordinaten

die Form4

(i∂µγ
µ − µ)ψ (x) = 0. (2.27)

Hierbei bezeichnet γµ die sogennanten Gamma-Matrizen. Diese sind (in irreduzibler Darstellung) durch

4× 4−Matrizen, welche der Cli�ord-Algebra

{γµ, γν} = 2gµν (2.28)

genügen, gegeben. (gµν) steht hierbei für den metrischen Tensor. Es existieren verschiedene Darstel-

lungen der γµ. Wir werden hier die sogenannte Standart- oder Dirac-Darstellung wählen, in der die γµ

unter Verwendung der Paulimatrizen σi folgendermaÿen geschrieben werden können5

γ0 =

(
1 0

0 −1

)
, γi =

(
0 σi

−σi 0

)
. (2.29)

3Im Weiteren werden wir immer nur von Elektronen sprechen. Daher sollte bemerkt sein, dass die Ergebnisse, welche
wir hier erarbeiten, für geledene Teilchen jedweder Art gültig sind, wenn man die entsprechenden Werte für die Masse µ
und die Ladung e verwendet.

4Hier werden natürliche Einheiten mit ~ = c = 1 verwendet.
5Indices, die durch griechische Buchstaben gegeben sind, nehmen grundsätzlich die Werte 0, 1, 2, 3 an, wohingegen

lateinische Buchstaben die Werte 1, 2, 3 annehmen.
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Das Gebilde ψ (x) in (2.27) ist ein vierkomponentiger Spinor

ψ (x) =


ψ1 (x)

ψ2 (x)

ψ3 (x)

ψ4 (x)

 . (2.30)

Die einzelnen ψi (x) sind im Allgemeinen komplexe Wellenfunktionen. Wollen wir nun Elektronen in

elektrischen und magnetischen Feldern beschreiben, so ist das Potential (Aµ) anzukoppeln, sodass man

für die Dirac-Gleichung mit externen Feldern den Ausdruck

[iγµ (∂µ + ieAµ)− µ]ψ = 0 (2.31)

erhält.

3 Lorentz-Gleichung

Im Folgenden werden wir Lösungen der Lorentz-Gleichung für ein Elektron, das sich in Besselwellen

verschiedener Ordnung m bewegt, suchen. Hierzu ist es ratsam, dem Problem angepasste Koordinaten

zu verwenden. Da wir es mit einer zylindersymmetrischen Feldverteilung zu tun haben, wählen wir

Zylinderkoordinaten yµ mit

y0 = ct = x0 (3.1)

y1 = ρ =

√
(x1)2 + (x2)2 (3.2)

y2 = φ = arctan

(
x2

x1

)
(3.3)

y3 = z = x3, (3.4)

wobei wir die z-Achse entlang dem Zentrum der Besselwelle legen. Für die weiteren Berechnungen

benötigen wir den metrischen Tensor (gµν) für Zylinderkoordinaten. Dieser kann geschrieben werden

als

(gµν) =


1 0 0 0

0 −1 0 0

0 0 −ρ2 0

0 0 0 −1

 . (3.5)

Als Nächstes wollen wir unsere Bewegungsgleichungen transformieren. Hierzu ersetzen wir die Ableitung

durch die kovariante Ableitung und schreiben die die Lorentz-Gleichung folgendermaÿen in den neuen

Koordinaten

ÿµ + Γµνρẏ
ν ẏρ =

e

µc
F̃µν ẏ

ν . (3.6)

Durch die kovariante Ableitung erhalten wir die Christo�el-Symbole Γµνρ. Bei deren Berechnung merken

wir allerdings, dass sie beinahe sämtlich verschwinden. Die einzigen nicht verschwindenden Elemente
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sind Γ1
22 = −ρ und Γ2

12 = Γ2
21 = 1

ρ . Wir haben nun noch den Feldstärketensor zu transformieren. Dies

geschieht mittels

F̃µν = Λµα
(
Λ−1

)β
ν
Fαβ, (3.7)

wobei wir die Matrix (Λµα) eingeführt haben. Wir schreiben diese als

(Λµα) :=

(
∂yµ

∂xα

)
. (3.8)

Entsprechend berechnen wir die inverse Matrix zu

((
Λ−1

)β
ν

)
=

(
∂xβ

∂yν

)
. (3.9)

Mit der Transformationsmatrix (Λµα) können wir nach (3.7) den Feldstärketensor in den neuen Koor-

dinaten berechnen. Wir erhalten den folgenden Ausdruck6

(
F̃µν

)
= Φ0


0 − d

dρ [Jm (αρ)] cos (ξ) mJm (αρ) sin (ξ) α2

k Jm (αρ) sin (ξ)

− d
dρ [Jm (αρ)] cos (ξ) 0 0 ω

kc
d
dρ [Jm (αρ)] cos (ξ)

m
ρ2Jm (αρ) sin (ξ) 0 0 −m

ρ2
ω
kcJm (αρ) sin (ξ)

α2

k Jm (αρ) sin (ξ) − ω
kc

d
dρ [Jm (αρ)] cos (ξ) m ω

kcJm (αρ) sin (ξ) 0

 ,

(3.10)

wobei wir aus Platzgründen die Abkürzung ξ = ωt − kz + mφ eingeführt haben. Die Bewegungsglei-

chungen können nun gemäÿ (3.6) aufgeschrieben werden

cẗ =
e

µc
Φ0

[
− d

dρ
[Jm (αρ)] cos (ξ) ρ̇+mJm (αρ) sin (ξ) φ̇+

α2

k
Jm (αρ) sin (ξ) ż

]
(3.11)

z̈ =
e

µc
Φ0

[
ω

kc

(
− d

dρ
[Jm (αρ)] cos (ξ) ρ̇+mJm (αρ) sin (ξ) φ̇

)
+
α2

k
Jm (αρ) sin (ξ) cṫ

]
(3.12)

ρ̈− ρφ̇2 = − e

µc
Φ0

[
d

dρ
[Jm (αρ)] cos (ξ)

(
cṫ− ω

kc
ż
)]

(3.13)

φ̈+ 2
1

ρ
ρ̇φ̇ =

e

µc
Φ0

[
m

ρ2
Jm (αρ) sin (ξ)

(
cṫ− ω

kc
ż
)]
. (3.14)

Damit sind die Bewegungsgleichungen für beliebige m aufgestellt. Um die Bewegungsgleichungen für

den Fall m = 0 zu erhalten, werden wir später einfach m = 0 setzen, wodurch sich die Gleichungen

auf die für die Bewegung in einer fundamentalen Besselwelle reduzieren. Es ist hier zweckmäÿig, die

Koordinaten

u = ωt− kz (3.15)

v =
ω

c
z − ckt (3.16)

einzuführen. Wir formen kurz um und können die Gleichungen dann mit den neuen Koordianten u und

6Eine detailiertere Rechnung ist unter (6.1) gegeben.
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v angeben

ü =
e

µc
Φ0
α2

k
Jm (αρ) sin (ξ) v̇ (3.17)

ρ̈− ρφ̇2 =
1

k

e

µc
Φ0

[
d

dρ
[Jm (αρ)] cos (ξ) v̇

]
(3.18)

φ̈+ 2
1

ρ
ρ̇φ̇ = −1

k

e

µc
Φ0

[m
ρ2
Jm (αρ) sin (ξ) v̇

]
(3.19)

v̈ =
α2

k

e

µc
Φ0

[(
− d

dτ
[Jm (αρ)] cos (ξ) +mJm (αρ) sin (ξ) φ̇

)
+ Jm (αρ) sin (ξ) u̇

]
(3.20)

Hierbei soll bemerkt sein, dass sich ξ nun als ξ = u + mφ schreibt. Bei Betrachtung der rechten Seite

von Gleichung (3.20) fällt auf, dass diese als totale Ableitung geschrieben werden kann

v̈ =
e

µc
Φ0
α2

k

[
− d

dτ
[Jm (αρ)] cos (u+mφ) + Jm (αρ) sin (u+mφ)mφ̇+ Jm (αρ) sin (u+mφ) u̇

]
=

e

µc
Φ0
α2

k

[
(− cos (u+mφ))

d

dτ
[Jm (αρ)] +

d

dτ
[− cos (u+mφ)] Jm (αρ)

]
= − e

µc
Φ0
α2

k

d

dτ
[cos (u+mφ) Jm (αρ)] , (3.21)

sodass wir direkt integrieren können. Die integrierte Form von (3.20) lautet dann

v̇ = − e

µc
Φ0
α2

k
cos (u+mφ) Jm (αρ) + C (3.22)

mit der Integrationskonstanten C. Wir wollen nun noch die Nebenbedingung gµν
dyµ

dτ
dyν

dτ = c2 für die

von uns gewählten Koordinaten explizit angeben. Da wir die Koordianten ct und z durch u und v

ersetzt haben, dürfen wir für die Berechnung nicht die Metrik (3.5) verwenden, sondern müssen eine

leicht davon abweichende Metrik7 nutzen. Für die Nebenbedingung gilt dann

1

α2

(
u̇2 − v̇2

)
− ρ2φ̇2 − ρ̇2 = c2. (3.23)

3.1 Betrachtungen für die fundamentale Besselwelle (m = 0)

Nach dieser Vorarbeit ist es uns nun möglich die klassischen Bewegungsgleichungen für die Bewegung

eines relativistischen Elektrons in einer fundamentalen Besselwelle aufzuschreiben. Hierzu setzen wir in

den, für beliebigem aufgestellen, Bewegungsgleichungenm = 0. Damit können wir folgende Gleichungen

7Diese ist hier nicht explizit angegeben, kann allerdings dem Anhang entnommen werden. Zu �nden ist sie als Formel
(6.35).
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formulieren

ü =
e

µc
Φ0
α2

k
J0 (αρ) sin (u) v̇ (3.24)

ρ̈− ρφ̇2 = −α
k

e

µc
Φ0J1 (αρ) cos (u) v̇ (3.25)

ρ2φ̈+ 2ρρ̇φ̇ = 0 (3.26)

v̇ = − e

µc
Φ0
α2

k
cos (u) J0 (αρ) + C. (3.27)

Wie wir in den Vorbetrachtungen festgestellt haben, besitzt die fundamentale Besselwelle eine ver-

schwindende z-Komponente des Drehimpulses (vgl. (2.22)). Wir wollen daher nun versuchen den ent-

sprechenden Erhaltungssatz aus den Bewegungsgleichungen abzuleiten. Wir betrachten Gleichung (3.26)

und erkennen, dass
d

dτ

(
ρ2φ̇
)

= 0 (3.28)

gilt. Diese Gleichung beschreibt genau den erwarteten Sachverhalt, dass die z-Komponente des Dre-

himpulses L erhalten ist. Es kann also folgendes geschrieben werden

ρ2φ̇ =
Lz
µ

= konst. (3.29)

Mit Hilfe dieser nützlichen Formel ist es uns möglich φ̇ aus den Bewegungsgleichungen zu eliminie-

ren. Setzen wir dann noch v̇ in die entsprechenden Gleichungen ein, so erhalten wir zwei gekoppelte,

nichtlineare Di�erentialgleichungen 2. Ordnung für u und ρ

ü = −α2

[
e

µc
Φ0
α

k
J0 (αρ)

]2
sin (u) cos (u) + αC

α

k

e

µc
Φ0J0 (αρ) sin (u) (3.30)

ρ̈− L2
z

µ2ρ3
= α

[
e

µc
Φ0
α

k

]2
J1 (αρ) J0 (αρ) cos2 (u)− Cα

k

e

µc
Φ0J1 (αρ) cos (u) . (3.31)

Als Nächstes möchten wir die Form unserer Nebenbedingung (3.23) im Fall m = 0 ableiten. Hierzu

setzen wir (3.29) in (3.23) ein und schreiben

1

α2

(
u̇2 − v̇2

)
− L2

z

µ2ρ2
− ρ̇2 = c2. (3.32)

Betrachtet man Gleichung (3.32) oder noch allgemeiner (3.23), so fällt auf, dass u̇ 6= 0 allgemein gelten

muss, da die Nebenbedingung sonst aufgrund der Tatsache, dass die rechte Seite immer gröÿer Null ist,

nicht erfüllt werden kann. Wenn wir nun mit diesem Wissen den Ansatz ρ = konst und Lz 6= 0 (Dies

bedeutet, dass φ̇ = konst 6= 0.) machten, so folgte nach (3.31) sofort, dass u = konst und somit u̇ = 0

gelten müsste. Daher existieren keine Lösungen mit ρ = konst und Lz 6= 0 für den Fall m = 0. Eine

Bewegung des Elektrons auf Kreis- oder Spiralbahnen (Helices) in einer fundamentalen Besselwelle ist

damit ausgeschlossen. Da im Allgemeinen8 ρ̇ 6= 0 multiplizieren wir (3.30) mit u̇ und (3.31) mit α2ρ̇

8Der Ausdruck ist hier nicht wörtlich zu nehmen. Die einzige Ausnahme werden wir jedoch in (3.1) diskutieren, sodass
dies jenseits dieser Ausnahme allgemein gilt.
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und addieren die zwei entstehenden Gleichungen. Dann erhalten wir durch Integration eine weitere

Beziehung für die Quadrate der ersten Ableitungen von u und ρ. Die integrierte Gleichung lautet

u̇2 − α2

(
ρ̇2 +

L2
z

µ2ρ2

)
=

[
e

µc
Φ0
α2

k

]2
J2
0 (αρ) cos2 (u)− 2C

α2

k

e

µc
Φ0J0 (αρ) cos (u) +B, (3.33)

wobei B hier die Rolle einer Integrationskonstanten spielt.

Die Bewegungsgleichungen eines Elektrons in einer Besselwelle sind damit gelöst, wenn Funktionen ρ (τ),

u (τ) sowie v (τ) gefunden wurden, die den Gleichungen (3.27), (3.30), (3.31) und (3.32) genügen, da

sich die Funktion φ (τ) dann leicht aus (3.29) bestimmen lässt. Hierzu müssen gekoppelte, nichtlineare

Di�erentialgleichungen 2. Ordnung gelöst werden. Dies ist für den allgemeinen Fall einer fundamentalen

Besselwelle nicht gelungen.

Es konnten einige Kandidaten für Lösungen ausgeschlossen werden und die Lösung für einen Spezialfall

wurde gefunden. Diese wollen wir im Folgenden darstellen.

Lösungen für u̇ = konst

Wir wollen nun die Möglichkeiten, die der Spezialfall u̇ = konst bietet, untersuchen. D.h., wir setzen

für u (τ) eine lineare Funktion u (τ) = u1τ + u0 an. Dann gilt für die Bewegungsgleichungen

0 =
e

µc
Φ0
α2

k
J0 (αρ) sin (u1τ + u0) v̇ (3.34)

ρ̈− L2
z

µ2ρ2
= −α

k

e

µc
Φ0J1 (αρ) cos (u1τ + u0) v̇ (3.35)

v̇ = − e

µc
Φ0
α2

k
cos (u1τ + u0) J0 (αρ) + C. (3.36)

Man erkennt, dass Gleichung (3.34) nur dann gelöst ist, wenn entweder v̇ = 0 oder J0 (αρ) = 0 gilt.

Setzen wir v̇ = 0, d.h., v (τ) = v0 = konst, so folgt

ρ̈− L2
z

µ2ρ2
= 0 (3.37)

C − e

µc
Φ0
α2

k
cos (u1τ + u0) J0 (αρ) = 0. (3.38)

Diese Di�erentialgleichungen haben nur in dem Fall eine Lösung, dass J0 (αρ) = 0, C = 0 und Lz = 0.

Wir nehmen dies an und sehen aus (3.29), dass

φ (τ) = φ0 = konst, (3.39)

da aus J0 (αρ) = 0 sofort ρ (τ) = ρ0 = konst folgt. Damit sind sämtliche Bewegungsgleichungen

erfüllt und wir haben eine spezielle Lösung der Selbigen gefunden. Mittels der Nebenbedingung (3.32)

bestimmen wir nun noch u1 und schreiben die Lösung dann als
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ct

ρ

φ

z

 =


1
αωτ

ρ0

0
1
αkcτ + z0

 , (3.40)

wobei wir von den Koordinaten u und v zu t und z übergegangen sind. Des Weiteren haben wir φ0
und t0 Null gesetzt, was aufgrund der Symmetrie und der Stationarität der fundamentalen Besselwelle

ohne Einschränkung möglich ist. Wir wollen die Kurve noch durch die Koordiantenzeit t parametrisiert

darstellen. Hierzu bestimmen wir τ (t) aus (3.40) und können die umparametrisierte Lösung folgender-

maÿen schreiben ρφ
z

 =

 ρ0

0
k
ω c

2t+ z0

 . (3.41)

Ein Elektron kann sich demnach geradlinig gleichförmig parallel zur z-Achse mit der Geschwindigkeit

vz = k
ω c

2 < c bewegen. Es trägt somit ebenso wie die fundamentale Besselwelle keinen Drehimpuls

bezüglich der z-Achse. Aufgrund der Feldstruktur der fundamentalen Besselwelle war zu erwarten, dass

solche Bahnen mit Lz = 0 und ρ = ρ0 existieren.

Nun kommen wir noch zur zweiten Möglichkeit Gleichung (3.34) zu lösen und wählen wie beschrieben

ρ derart, dass J0 (αρ) = 0, d.h., ρ = ρ0 = konst. Dies führt auf folgende Bewegungsgleichungen

− L2
z

µ2ρ20
= −α

k

e

µc
Φ0J1 (αρ0) cos (u1τ + u0)C (3.42)

v̇ = C. (3.43)

(3.43) kann leicht gelöst werden und liefert v (τ) = Cτ + v0. Gleichung (3.42) hingegen besitzt für

Lz 6= 0 keine Lösung9, sodass (3.41) die einzige mit den Bewegungsgleichungen verträgliche Lösung im

Fall u̇ = konst darstellt.

3.2 Betrachtungen für Besselwellen mit m 6= 0

Nach den Betrachtungen bezüglich der Bewegungsgleichungen für ein Elektron in einer fundamenta-

len Besselwelle, wollen wir uns nun dem Studium der Bewegungsgleichungen für Besselwellen höherer

Ordnung widmen. D.h., wir wollen versuchen Lösungen der Bewegungsgleichungen für den Fall m

9Man beachte, dass u1 6= 0 zwingend erforderlich.
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(m ∈ Z, m 6= 0) zu �nden. Dazu notieren wir zuerst die zu lösenden Gleichungen

ü =
e

µc
Φ0
α2

k
Jm (αρ) sin (u+mφ) v̇ (3.44)

ρ̈− ρφ̇2 =
1

k

e

µc
Φ0

[
d

dρ
[Jm (αρ)] cos (u+mφ) v̇

]
(3.45)

φ̈+ 2
1

ρ
ρ̇φ̇ = −1

k

e

µc
Φ0

[m
ρ2
Jm (αρ) sin (u+mφ) v̇

]
(3.46)

v̇ = − e

µc
Φ0
α2

k
cos (u+mφ) Jm (αρ) + C. (3.47)

Im Fall der fundamentalen Besselwelle hatten wir gefunden, dass die z-Komponente des Drehimpulses

erhalten ist (vgl. (3.29)). Wir betrachten nun Besselwellen, die einen nicht verschwindenden Drehimpuls

bezüglich der z-Achse aufweisen (siehe (2.2)). Daher erwarten wir nicht, dass die Gröÿe ρ2φ̇ erhalten

ist. Wir wollen aber dennoch versuchen eine modi�zierte Version des Erhaltungssatzes (3.29) zu �nden,

die zusätzlich noch von Teilen des Feldes abhängt. Eine solche erhaltene Gröÿe existiert tatsächlich.

Hierzu betrachtet man die Gleichungen (3.44) und (3.46) und stellt fest, dass beide übereinstimmen,

wenn man (3.46) mit −α2ρ2

m multipliziert. Wir können also mit der Bezeichnung Lz(τ)
µ = ρ2φ̇ schreiben

ρ2φ̈+ 2ρρ̇φ̇ = −m
α2
ü =

d

dτ

(
Lz (τ)

µ

)
. (3.48)

Diese Gleichung kann in Anlehnung an (3.29) folgendermaÿen formuliert werden

d

dτ

(
Lz (τ)

µ
+
m

α2
u̇

)
= 0. (3.49)

Wir haben also einen Erhaltungssatz gefunden, der im Wesentlichen (3.29) entspricht. Integriert man

(3.49) und stellt um, so kann für u̇ geschrieben werden

u̇ = −α
2

m
ρ2φ̇+ C2, (3.50)

wobei C2 einer Integrationskonstanten entspricht. Mit diesen Ergebnissen können die noch zu lösenden

Gleichungen auf folgende Form gebracht werden

u̇ = −α
2

m
ρ2φ̇+ C2 (3.51)

ρ̈− ρφ̇2 = −
[
α

k

e

µc
Φ0

]2 d

dρ
[Jm (αρ)] Jm (αρ) cos2 (ξ) +

C

k

e

µc
Φ0

d

dρ
[Jm (αρ)] cos (ξ) (3.52)

ρ2φ̈+ 2ρρ̇φ̇ =

[
α

k

e

µc
Φ0

]2
mJ2

m (αρ) sin (u+mφ) cos (ξ)− C

k

e

µc
Φ0mJm (αρ) sin (ξ) (3.53)

v̇ = − e

µc
Φ0
α2

k
cos (ξ) Jm (αρ) + C, (3.54)

wobei wir wieder die abkürzende Schreibweise ξ = u+mφ verwendet haben. Schlieÿlich wollen wir noch

ein Analogon zu (3.33) angeben. Dazu sehen wir die Bewegungsgleichungen scharf an und multiplizieren
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dann (3.52) mit mρ̇ und (3.53) mit dem Faktor ξ̇, um die beiden entstehenden Gleichungen sodann zu

addieren. Die rechte Seite der entstehenden Gleichung kann dann, ebenso wie die linke Seite, integriert

werden. Nach einer kurzen Rechnung erhält man

2C2ρ
2φ̇−mρ̇2 +mρ2φ̇2− α

2

m
ρ4φ̇2 = −

[
α

k

e

µc
Φ0

]2
mJ2

m (αρ) cos2 (ξ) + 2C
1

k

e

µc
Φ0mJm (αρ) cos (ξ) +B,

(3.55)

wobei die Funktion u auf der linken Seite gemäÿ (3.51) ersetzt wurde und B eine Integrationskonstante

darstellt.

Es sind nun also Funktionen ρ (τ), u (τ), φ (τ) sowie v (τ) zu bestimmen, welche den Gleichungen

(3.51) - (3.54) unter der Nebenbedingung (3.32) genügen. Die Bewegungsgleichungen konnten bisher

dahingehend vereinfacht werden, dass die Erhaltungsgröÿe (3.49) genutzt wurde und ein erstes Integral

lieferte.

Eine allgemeine Lösung dieser Di�erentialgleichungen für den Fall (m ∈ Z, m 6= 0) wurde nicht ge-

funden. Wir wollen daher im Folgenden zwei Spezialfälle betrachten. Der Erste ist als relativ trivial

anzusehen. Dessen ungeachtet trägt er denndoch zum Verständnis der Dynamik in Besselwellen bei. Bei

dem zweiten Speziallfall handelt es sich in etwa um eine Verallgemeinerung des Falles, den wir in (3.1)

betrachtet haben. Dieser liefert interessante Ergebnisse, die so nicht unbedingt zu erwarten waren.

3.2.1 Lösungen mit ρ = 0

Anfangen wollen wir mit der Untersuchung der Bewegung eines Elektrons entlang der z-Achse. D.h.,

wir suchen Lösungen mit ρ = 0. Wie in den Vorbetrachtungen erörtet, verschwindet das Feld für

Besselwellen höherer Ordnung in diesem Fall. Formal gesehen lösen wir also die Lorentz-Gleichung mit

Fµν ≡ 0. Man kann das Problem aber auch so lesen, dass man eine Bewegungsgleichung einer (im Ort)

eindimensionalen Bewegung ohne äuÿere Kräfte zu lösen hat. Aus Gründen der Anschaulichkeit wählen

wir die zweite Sichtweise und schreiben, obwohl uns die Lösung schon klar ist,

ẍµ = 0. (3.56)

Hierbei haben wir kartesische Koordinaten eingeführt. Es gelten die Nebenbedingungen x = y = 0 und

(ẋ)2 = c2. Nach kurzer Überlegung geben wir die Lösungxy
z

 =

 0

0

vzt

 (3.57)

mit der konstanten Geschwindigkeit vz, die der Nebenbedingung vz < c unterworfen ist, an. Das

Elektron kann also entsprechend dieser Lösung entlang dem Zentrum der Besselwelle propagieren ohne

von ihr beein�usst zu werden. Eine solche Bahnkurve ist praktisch nicht zu realisieren, könnte allerdings,

falls das Feld der Besselwelle in der näheren Umgebung des Zentrums nicht zu stark anwächst, zumindest

streckenweise eine gute Näherung darstellen.
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3.2.2 Lösungen mit u+mφ = konst

Wir wollen uns nun einem weniger trivialen Fall zuwenden und spezielle Lösungen der Bewegungsglei-

chungen suchen, für die u + mφ = konst gilt. Dies führt dazu, dass der Phasenfaktor im zugrundlie-

genden Potential (2.18) konstant ist. Dies war im Fall der fundamentalen Besselwelle nicht möglich,

da (wie in (3.1) gezeigt) die Nebenbedingung (3.23), dann aufgrund der Tatsache u̇ = 0 nicht mehr

zu erfüllen ist. Das ist hier anders, da wir statt u̇ = 0 nun u̇ + mφ̇ = 0 fordern, was die Möglichkeit

u̇ 6= 0 o�en lässt. Zuerst wollen wir die zu lösenden Gleichungen unter Zuhilfenahme der Abkürzng ξ

notieren. Diese sind gegeben durch

u̇ = −α
2

m
ρ2φ̇+ C2 (3.58)

ρ̈− ρφ̇2 = −
[
α

k

e

µc
Φ0

]2 d

dρ
[Jm (αρ)] Jm (αρ) cos2 (ξ) +

C

k

e

µc
Φ0

d

dρ
[Jm (αρ)] cos (ξ) (3.59)

ρ2φ̈+ 2ρρ̇φ̇ =

[
α

k

e

µc
Φ0

]2
mJ2

m (αρ) sin (ξ) cos (ξ)− C

k

e

µc
Φ0mJm (αρ) sin (ξ) (3.60)

v̇ = − e

µc
Φ0
α2

k
cos (ξ) Jm (αρ) + C. (3.61)

Nun wollen wir die Funktionen u und φ näher spezi�zieren, wozu uns die Bewegungsgleichungen dienen

werden. Wir schreiben das Gleichungssystem, das durch unsere Bedingung u̇+mφ̇ = 0 und Gleichung

(3.58) gegeben ist

u̇+mφ̇ = 0 (3.62)

u̇+
α2

m
ρ2φ̇ = C2. (3.63)

Die Lösung des Gleichen erlaubt uns die explizite Angabe der Ableitungen der Funktionen u und φ,

die dadurch bis auf eine Konstante bestimmt sind. Es gilt folgendes

u̇ =
C2m

2

m2 − α2ρ2
(3.64)

φ̇ = − C2m

m2 − α2ρ2
. (3.65)

Wir wollen nun versuchen die Funktion ρ (τ) näher zu charakterisieren. Dazu gehen wir mit den eben

berechneten u̇ und φ̇ in den Erhaltungssatz (3.49) ein und können schreiben

d

dτ

(
−ρ2 C2m

m2 − α2ρ2
+

C2m
3

α2 (m2 − α2ρ2)

)
=

d

dτ

(
C2m

α2

)
= 0. (3.66)

Wir erkennen, dass in diesem Spezialfall mit u + mφ = konst der Erhaltungssatz (3.49) für beliebige

Funktionen ρ erfüllt ist, da C2 = konst gilt. Die Bewegung eines Elektrons in der fundamentalen

Besselwelle konnte nur dann mit konstantem radialem Abstand ρ = ρ0 statt�nden, wenn Lz verschwand.

Wir fragen uns, ob dies im Fall von Besselwellen höherer Ordnung ebenso gilt und versuchen nun
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Bahnkurven zu �nden, die durch

Lz (τ) = Lz 6= 0 (3.67)

ρ (τ) = ρ0 (3.68)

charakterisiert sind. Da (3.66) für beliebige ρ erfüllt ist, tritt bis hierher kein Widerspruch auf, wenn

wir ρ (τ) = ρ0 = konst setzen. Wir tun dies und können damit schreiben

d

dτ

(
Lz (τ)

µ

)
=

d

dτ

(
Lz
µ

)
= 0, (3.69)

wobei Lzµ = ρ20φ̇ ist. Mit Hilfe dieser Formel können wir nun die Konstante C2 durch Lz ausdrücken,

sodass

C2 = − Lz
µmρ20

(
m2 − α2ρ20

)
. (3.70)

Damit können die zu lösenden Bewegungsgleichungen folgendermaÿen formuliert werden

− L2
z

ρ30µ
2

= −
[
α

k

e

µc
Φ0

]2 d

dρ0
[Jm (αρ0)] Jm (αρ) cos2 (ξ0) +

C

k

e

µc
Φ0

d

dρ0
[Jm (αρ0)] cos (ξ0)(3.71)

0 =

[
α

k

e

µc
Φ0

]2
mJ2

m (αρ0) sin (ξ0) cos (ξ0)−
C

k

e

µc
Φ0mJm (αρ0) sin (ξ0) (3.72)

v̇ = − e

µc
Φ0
α2

k
cos (ξ0) Jm (αρ0) + C, (3.73)

wobei wir die Vorraussetzung u̇ + mφ̇ = 0 durch die Ersetzung ξ → ξ0 kenntlich gemacht haben. Die

Bewegungsgleichungen sind nun bis auf (3.73) von Di�erential- zu algebraischen Gleichungen über-

gegangen. Wir wollen nun sehen, ob eine Lösung dieser Gleichungen existiert, die zusätzlich unsere

Nebenbedingung (3.23) erfüllt, welche nun folgende Form angenommen hat

L2
z

µ2ρ40

(
m2 − α2ρ20

)
− v̇2 = α2c2. (3.74)

In die Nebenbedingung können wir nun (3.73) einsetzen und gewinnen so den Zusammenhang(
e

µc
Φ0
α2

k

)2

cos2 (ξ0) J
2
m (αρ0)−2C

e

µc
Φ0
α2

k
cos (ξ0) Jm (αρ0)+C2 =

L2
z

µ2ρ40

(
m2 − α2ρ20

)
−α2c2. (3.75)

Wir haben nun also drei unabhängige algebraische Gleichungen für C und Lz zu lösen. Das ist nicht

möglich. Daher wollen wir eine der Drei in eine von den anderen beiden linear abhängige Gleichung

überführen. Dazu wählen wir entweder ξ0 = u0 +mφ0 oder ρ0 derart, dass sin (ξ0) = 0 beziehungsweise

Jm (αρ0) = 0 gilt, dann wird Gleichung (3.72) trivial10. An dieser Stelle werden wir o�enlassen, welchen

Fall wir betrachten und wollen nur vorraussetzen, dass eine der beiden Bedingungen erfüllt ist. Zu

10Es sei bemerkt, dass unsere Wahl von u0 +mφ0 oder ρ0 automatisch dazu führt, dass nach (2.22) die z-Komponente
des Felddrehimpulses verschwindet, was zwingend erforderlich ist, wenn wir Lösungen suchen, die (3.67) genügen.
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bestimmen sind nun also C und Lz aus den beiden Gleichungen

λ2 cos2 (ξ0) J
2
m (αρ0)− 2λC cos (ξ0) Jm (αρ0) + C2 =

L2
z

µ2ρ40
κ− α2c2 (3.76)

λ2
d

dρ0
[Jm (αρ0)] Jm (αρ0) cos2 (ξ0)− λC

d

dρ0
[Jm (αρ0)] cos (ξ0) =

α2L2
z

ρ30µ
2
, (3.77)

wobei wir der Übersicht halber die zwei weitere Abkürzungen κ = m2−α2ρ20 und λ = e
µcΦ0

α2

k eingeführt

haben. Dies ist nun möglich. Hieraus ergeben sich, da die Gleichungen quadratisch sind, je zwei Lösungen

für C und Lz. Wir werden jedoch keinen zusätzlichen Index an C und Lz anbringen, man sollte diese

Tatsache allerdings im Hinterkopf behalten, da es in der weiteren Betrachtung noch von Relevanz sein

wird. Die Lösungen sind gegeben durch

Lz = ±λµρ0 cos (ξ0)√
2α2

d

dρ0
[Jm (αρ0)]

√√√√√√κ

1−
√√√√1− 4α6c2ρ20

κ2λ2
(

d
dρ0

[Jm (αρ0)]
)2

cos2 (ξ0)

 (3.78)

C =
λκ cos (ξ0)

2α2ρ0

d

dρ0
[Jm (αρ0)]

 2α2Jm (αρ0) ρ0

κ d
dρ0

[Jm (αρ0)]
− 1±

√√√√1− 4α6c2ρ20

κ2λ2
(

d
dρ0

[Jm (αρ0)]
)2

cos2 (ξ0)

 .

(3.79)

O�ensichtlich besitzen die Wurzeln in den Konstanten C und Lz nicht für alle ρ0 und m eine Lösung

im Reellen, woraus folgt, dass nicht alle Tupel (ρ0,m) auf physikalisch sinnvolle Lösungen führen. Wir

wollen daher nun die physikalisch sinnvollen Tupel (ρ0,m) identi�zieren. Hierzu betrachten wir die

Ungleichung

1 ≥ 4α6c2ρ20

κ2λ2
(

d
dρ0

[Jm (αρ0)]
)2

cos2 (ξ0)
. (3.80)

Hierbei stellen wir fest, dass (3.80) für festgehaltenes m und groÿe ρ0 erfüllt sein wird, insofern ρ0 groÿ

genug11. D.h., wir können für jedes m ein ρ̃0 �nden, sodass (3.80) erfüllt ist für alle ρ0 mit ρ0 > ρ̃0.

Es existieren also Tupel (ρ0,m), für die die Ungleichung erfüllt ist. Nun ist noch eine Betrachtung

der zweiten in (3.78) auftretenden Wurzel notwendig. Mit den bisherigen Ergebnissen ist es möglich in

Frage kommende (ρ0,m) über das Signum von κ zu bestimmen12

sign (κ)
.
= 1 ⇔ m > αρ0. (3.81)

Die (ρ0,m), für die die folgende Lösung gilt, müssen also (3.80) und (3.81) simultan erfüllen. Der

Übersicht halber reskalieren wir ρ0 nun und schreiben %0 = αρ0. Dann können wir, nachdem wir λ

11Es ist zu beachten, dass κ in ρ0 quadratisch ist.
12In (3.81) haben wir bereits die Wurzel ausgeführt, da sowohl m ≥ 0 als auch αρ0 ≥ 0 gilt
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eingesetzt und vereinfacht haben, (3.80) und (3.81) schreiben als∣∣∣∣m2

%0
− %0

∣∣∣∣ ∣∣∣∣ dd%0 [Jm (%0)]

∣∣∣∣ ≥ ∣∣∣∣ 2kc2µ

cos (ξ0) eΦ0

∣∣∣∣ (3.82)

m > %0. (3.83)

Man stellt also fest, dass die Erfüllung beider Bedingungen gleichzeitig möglich ist. Es ist allerdings

zu beachten, dass die linke Seite für gewisse %0 Nullstellen aufweist, sodass für diese %0 mit Sicherheit

keine Lösung der Ungleichungen existiert. Wir werden nun, da wir gezeigt haben, dass die Existenz

von Lösungen nicht ausgeschlossen ist, mit der Lösung der Bewegungsgleichungen fortfahren.13 Hierzu

werden wir mit den bisherigen Ergebnissen ein Gleichungssystem zur Bestimmung von t (τ) und z (τ)

angeben. Dieses ist

−Lzm
µρ20

τ + u0 = ωt (τ)− kz (τ) (3.84)

(C − λ cos (ξ0) Jm (αρ0)) τ + v0 =
ω

c
z (τ)− ckt (τ) . (3.85)

Nachdem wir das System für t (τ) und z (τ) gelöst haben, haben wir alle Mittel an der Hand, um die

Lösung der Bewegungsgleichungen anzugeben. Die Lösung, parametrisiert durch die Eigenzeit τ , lautet


ct

ρ

φ

z

 =


1
α2

(
k (C − λ cos (ξ0) Jm (αρ0))− ω

c
Lzm
µρ2

0

)
τ + ct0

ρ0
Lz
µρ2

0
τ + φ0

1
α2

(
C − kLzm

µρ2
0

+ ω
c (−λ cos (ξ0) Jm (αρ0))

)
τ + z0

 . (3.86)

Wir wollen nun zwecks der Anschaulichkeit umparametrisieren, sodass die Lösung von der Koordina-

tenzeit t abhängt. Hierfür bestimmen wir τ (t) durch Au�ösen aus (3.86). Es ergibt sich für τ (t)

τ (t) =
α2c

k (C − λ cos (ξ0) Jm (αρ0))− ω
c
Lzm
µρ2

0

t, (3.87)

wobei wir wegen der Stationarität des Feldes o.E. t0 = 0 gesetzt haben. Gehen wir mit (3.87) in (3.86)

ein, so können wir die Bahnkurve des Elektrons schreiben als

ρφ
z

 =


ρ0

α2c

k
(C−λ cos(ξ0)Jm(αρ0))

Lz
µρ2

0−
ω
c
m
t+ φ0

ω
(C−λ cos(ξ0)Jm(αρ0))

Lz
µρ2

0−ckm

k
(C−λ cos(ξ0)Jm(αρ0))

Lz
µρ2

0−
ω
c
m
t+ z0

 . (3.88)

Wie wir sehen hängt die Lösung nur vom Quotienten (C−λ cos(ξ0)Jm(αρ0))
Lz

ab. Dem wollen wir Rechnung

tragen und führen folgende Bezeichnung χ = (C−λ cos(ξ0)Jm(αρ0))
Lz

ein. Es ist zu beachten, dass nach

(3.78) und (3.79) vier verschiedene χ existieren, die bisher nicht unterschieden wurden, da dies nicht

13Im Folgenden werden wir wieder mit der unskalieren Gröÿe ρ0 rechnen.
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notwendig war. Wir werden nun jedoch eine Unterscheidung vornehmen, da die χ auf verschiedene

Lösungen führen. Fortan werden die χ mit χi (i ∈ {1, 2, 3, 4}) nummeriert werden. Die χi lauten

χ1 =

√√√√√ κ

2µ2ρ40
+

√√√√ κ2

4µ4ρ80
− α6c2

λ2µ4ρ60 cos2 (ξ0)
(

d
dρ0

[Jm (αρ0)]
)2 (3.89)

χ2 = −

√√√√√ κ

2µ2ρ40
+

√√√√ κ2

4µ4ρ80
− α6c2

λ2µ4ρ60 cos2 (ξ0)
(

d
dρ0

[Jm (αρ0)]
)2 (3.90)

χ3 =

√√√√√ κ

2µ2ρ40
−
√√√√ κ2

4µ4ρ80
− α6c2

λ2µ4ρ60 cos2 (ξ0)
(

d
dρ0

[Jm (αρ0)]
)2 (3.91)

χ4 = −

√√√√√ κ

2µ2ρ40
−
√√√√ κ2

4µ4ρ80
− α6c2

λ2µ4ρ60 cos2 (ξ0)
(

d
dρ0

[Jm (αρ0)]
)2 . (3.92)

Mit dieser Abkürzung können wir unsere Lösungen, die wir entsprechend der χi ebenfalls mit i (i ∈ {1, 2, 3, 4})
nummerieren, angeben. Vorher sei allerdings noch einmal an die notwendige Anfangsbedingung

sin (ωt0 − kz0 +mφ0) = 0 ∨ Jm (αρ0) = 0, (3.93)

welche eine solche Bahnkurve vorraussetzt, erinnert. Die Lösungen lauten dann14

ρφ
z


i

=


ρ0

α2c2

ckχiµρ2
0−ωm

t+ φ0
cωχiµρ

2
0−c2km

ckχiµρ2
0−ωm

t+ z0

 . (3.94)

Man sieht also, dass sich ein Elektron in Besselwellen der Ordnungm (m ∈ Z, m 6= 0) auf vier bezüglich

der Umlaufgeschwindigkeit und der Geschwindigkeit in Richtung der Symmetrieachse der Besselwelle

verschiedenen Spiralbahnen (Helices) mit konstanter Ganghöhe bewegen kann. Eine Betrachtung des

Verhaltens der Lösung für ρ0 → ∞ soll helfen ein näherers Verständnis der Gleichen zu erhalten.

Hierzu ist das Verhalten des Ausdrucks χiρ0 für groÿe ρ0 von besonderer Bedeutung. Welches der χi
wir untersuchen, spielt aufgrund der Struktur der χi keine Rolle. Durch eine kurze Rechnung überzeugt

man sich, dass die Grenzwerte aller χi übereinstimmen. Wir werden daher ohne Einschränkung die

14Im Anhang (6.2) sind die Bahnkurven (3.94) mit eingesetzten χi angegeben.
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Betrachtungen für χ1 durchführen und dabei wieder das reskalierte %0 verwenden. Es gilt15

lim
%0→∞

(
χ1
%0
α

)

= lim
%0→∞

α√m2 − %20

√√√√√ 1

2µ2%20
+

√√√√ 1

4µ4%40
− α4c2(

m2 − %20
)2
λ2µ4%20 cos2 (ξ0)

(
d
dρ0

[Jm (αρ0)]
)2


= lim
%0→∞

(
α
√
m2 − %20

√
1

2µ2%20
+

1

2µ2%20

)

= lim
%0→∞

(
α

µ

√
m2

%20
− 1

)
= 0. (3.95)

Mit diesem Grenzwert können wir die Grenzgeschwindigkeiten für ρ0 →∞ angeben. Der Grenzwert16

der Geschwindigkeit der transversalen Bewegung ist gegeben durch ρ0φ̇→ −αc2

ω und der der Bewegung

in z-Richtung durch vz = c2k
ω .17 Betrachtet man das Verhalten für kleine ρ0, so ist (3.80) von besonderer

Bedeutung, da nach dieser Ungleichung für �xiertesm ein kleinstes mögliches ρ0 existiert. Dieses kleinste

mögliche ρ0 wollen wir wie oben ρ̃0 nennen. Dann nähert sich χiµρ20 für ρ0 → ρ̃0 dem Wert ±
√

κ
2
18

an, sodass die Grenzgeschwindigkeiten durch Ersetzen des Ausdrucks χiµρ20 in (3.94) durch ±
√

κ
2

gewonnen werden können. Nach diesen Betrachtungen kann man relativ leicht auch das Verhalten der

Geschwindigkeit des Elektrons für groÿe m und ρ0 �xiert charakterisieren. Wieder untersuchen wir den

Ausdruck χiµρ20, der für m → ∞ sehr divergent ist, aber nach (3.80) eine obere Schranke besitzt und

bemerken, dass die Grenzgeschwindigkeit gleich der im Fall ρ0 → ρ̃0 und m �xitert ist.

In den nachfolgenden Abbildungen (Abbildung 1) sind beispielhaft die vier Bahnkurven für zwei Fäl-

le, die sich bezüglich des radialen Abstands vom Zentrum der Besselwelle um drei Gröÿenordnungen

unterscheiden, dargestellt. Entsprechend unserer Diskussion ist klar, dass der groÿe Unterschied des

Durchmessers der Helices die Anwesenheit von Besselwellen erfordert, deren Ordnung ebenfalls um

mehrere Gröÿenordnungen di�eriert. Man erkennt in den Abbildungen deutlich, dass die durch i num-

merierten Lösungen tatsächlich verschieden sind. Lediglich in der rechten Darstellung sind sich die

Bahnkurven 3 und 4 aufgrund der Parameterwahl relativ ähnlich.

15Bei nachfolgender Rechnung haben wir (3.83) verwendet.
16Es ist darauf zu achten, dass ρ0 →∞ nach (3.83) zwangsläu�g auch m→∞ zur Folge hat

17Es gilt für die Gesamtgeschwindigkeit für ρ0 →∞ : vgesamt →
√

α2c4

ω2 + c4k2

ω2 = 1
ω

√
c4
(
ω2

c2
− k2 + k2

)
= c

18Das Vorzeichen hängt vom Index i ab und ist de�nit.
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Abbildung 1: Dargestellung der Bahnkurven (3.94) eines Elektrons in einer Besselwelle. Links bewegt
sich ein Elektron auf einer Spiralbahn mit Radius 1µm in einer Besselwelle der Ordnung m = 10.
Rechts beträgt der Radius 1mm und die Ordnung der Besselwelle ist m = 1150. Die verschiedenen
Darstellungen der Bahnen entsprechen dem Index i, wobei i = 1←→duchgezogen, i = 2←→gepunktet,
i = 3←→gestrichpunktet und i = 4←→gestrichelt. Die zur Berechnung verwendeten Parameter sind:
c = 3 · 108ms , k = 5

3 · 109 1
m , ω = 6 · 1014 1s , µ = 9.1 · 10−31kg und λ = 2.15 · 1021 1s . Als Anfangsbedingung

wurde ωt0 − kz0 +mφ0 = lπ mit l ∈ Z gewählt.
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Kreisbahnen Es stellt sich nun die Frage, ob auch Bewegungen mit der Ganghöhe Null, sprich Kreis-

bahnen, möglich sind. Hierzu untersuchen wir für welche Parameter die Ableitung der z-Komponente

der Bahnen (3.94) verschwindet, d.h., z (τ) = z0 = konst gilt. Um eine Antwort zu �nden, betrachten

wir die Gleichung

cωχiµρ
2
0 − c2km = 0. (3.96)

und stellen fest, dass diese für folgende Wahl der Anfangswerte, die auch vom Feld abhängt, eine

Nullstelle aufweist

cos (ξ0) =
ρ0ω

2µ

meΦ0
d
dρ0

[Jm (αρ0)]
√
m2 − ω2

c2
ρ20

. (3.97)

Wir hatten oben gefunden, dass m > αρ0 gelten muss, damit eine Lösung existiert. Betrachten wir nun

die Wurzel in (3.97), so erhalten wir für den Fall von Kreisbahnen eine strengere Bedingung19 an m

m >
ω

c
ρ0. (3.98)

Damit können wir die Lösung (3.86) für den Fall, dass die Anfangsbedingung (3.97) gewählt ist, schrei-

ben als 
ct

ρ

φ

z

 =


1
α2

(
k (C − λ cos (ξ0) Jm (αρ0))− ω

c
Lzm
µρ2

0

)
τ + ct0

ρ0
Lz
µρ2

0
τ + φ0

z0

 , (3.99)

womit wie oben mittels (3.87) folgende Darstellung, der durch die Koordiantenzeit parametrisierten

Bahnkruve des Elektrons, notiert werden kann

ρφ
z


i

=


ρ0

α2c2

ckχiµρ2
0−ωm

t+ φ0

z0

 . (3.100)

Hierbei haben wir wieder den Index i an die Lösungen angebracht, womit der Tatsache, dass die χi
auch hier verschieden sind Rechnung getragen wird. Wieder wollen wir die einzelnen χi angeben

χ1 =

√
κ

µ2ρ40
− c2k2m2

µ2ρ40ω
2

(3.101)

χ2 = −

√
κ

µ2ρ40
− c2k2m2

µ2ρ40ω
2

(3.102)

χ3 =
ckm

µρ20ω
(3.103)

χ4 = − ckm
µρ20ω

. (3.104)

Mit den χi sind wir nun in der Lage die Bahnkurve eines Elektrons, welches unter den Anfangsbe-

19Strengere Bedingung meint hier: ω
c
ρ0 > αρ0
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dingungen (3.97) und (3.93) in das Feld eingebracht wird und somit Kreisbahnen durchläuft, explizit

angeben. Hierzu setzen wir die χi in (3.100) ein und können schreiben

ρφ
z


1

=


ρ0

α2c2

α c
2k
ω

√
m2−ω2

c2
ρ2

0−ωm
t+ φ0

z0


ρφ
z


3

=

 ρ0

− ω
m t+ φ0

z0


ρφ
z


2

=


ρ0

− α2c2

α c
2k
ω

√
m2−ω2

c2
ρ2

0+ωm
t+ φ0

z0


ρφ
z


4

=


ρ0

− α2c2

c2k2

ω
+ωm

t+ φ0

z0

 .

(3.105)

Wir sehen also, dass vier bezüglich des Drehimpulses verschiedene Kreisbahnen existieren, auf denen

sich das Elektron in einer Besselwelle höherer Ordnung bewegen kann. Betrachten wir wieder die Be-

träge der Grenzgeschwindigkeiten20 vρ0
i für groÿe ρ0, so errechnen sich diese zu vρ0

1 = c
(

1− c2k2

ω2

)
< c,

vρ0
2 = c

(
1− c2k2

ω2

)
< c , vρ0

3 = c und vρ0
4 = c

(
1− c2k2

ω2

)
< c. Es gibt also eine Bahn, deren Grenz-

geschwindigkeit gleich der Lichtgeschwindigkeit ist, während die anderen Drei Grenzgeschwindigkeiten

aufweisen, die kleiner der Lichtgeschwindigkeit sind. Hält man den Radius ρ0 konstant und variiert die

Ordnungm der Besselwelle, so nimmt die Umlaufgeschwindigkeit des Elektrons mit steigender Ordnung

ab. Für m −→∞ streben die Umlaufgeschwindigkeiten aller vier Bahnen gegen Null. In den Abbildun-

gen 2 und 3 ist die eben erläuterte Abhängigkeit der Umlaufgeschwindigkeit von den Parametern ρ0
undm dargestellt. Des Weiteren fällt auf, dass die Umlau�requenzen φ̇3 und φ̇4 im Gegensatz zu φ̇1 und

φ̇2 nicht vom radialen Abstand vom Zentrum der Besselwelle abhängen, sondern nur von der Ordung

m der Besselwelle, was zunächst merkwürdig erscheint, da man erwarten könnte, dass dies zur Folge

hat, dass für groÿe ρ0 die Umlaufgeschwindigkeit die Lichtgeschwindigkeit überschreiten könnte. Dies

ist allerdings nach (3.98) ausgeschlossen, da mit gröÿer werdendem ρ0 zwangsläu�g auch m anwächst

beziehungsweise für ρ0, die gröÿer einem gewissen �Grenz-ρ0� sind, keine Bahnen existieren, wenn man

m als �xiert annimmt.
20Es ist darauf zu achten, dass ρ0 →∞ nach (3.98) zwangsläu�g auch m→∞ zur Folge hat
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Abbildung 2: Darstellung der Abhängigkeit der Bahngeschwindigkeit eines Elektrons, das sich auf einer
Kreisbahn um das Zentrum einer Besselwelle bewegt, vom radialen Abstand ρ0 vom Zentrum einer
Besselwelle. Es wurden folgende Parameter für die Berechnung verwendet: c = 3 · 108ms , k = 5

3 · 109 1
m ,

ω = 6 ·1014 1s und m = 10. Die verschiedenen Darstellungen der Bahnen entsprechen dem Index i, wobei
i = 1←→duchgezogene Linie, i = 2←→gepunktet, i = 3←→gestrichpunktet und i = 4←→gestrichelt.
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Abbildung 3: Darstellung der Abhängigkeit der Bahngeschwindigkeit eines Elektrons, das sich auf einer
Kreisbahn um das Zentrum einer Besselwelle bewegt, von der Ordnung m der Besselwelle. Zur Berech-
nung wurden die Parameter c = 3 · 108ms , k = 5

3 · 109 1
m , ω = 6 · 1014 1s und ρ0 = 10−3m verwendet.

Die verschiedenen Darstellungen der Bahnen entsprechen dem Index i, wobei i = 1 ←→duchgezogene
Linie, i = 2←→gepunktet, i = 3←→gestrichpunktet und i = 4←→gestrichelt.
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4 Dirac-Gleichung

Wir wollen nun zur quantenmechanischen Behandlung des Problems kommen. Dazu suchen wir Lösun-

gen der durch die Dirac-Gleichung gegebenen Bewegungsgleichung eines Elektrons in einer Besselwelle.

Im Folgenden werden wir natürliche Einheiten verwenden. Das bedeutet, wir setzen c = ~ = 1. Wie in

(2.3.2) dargestellt kann die Dirac-Gleichung dann in Anwesenheit eines äuÿeren elektromagnetischen

Feldes geschrieben werden als

[iγµ (∂µ + ieAµ)− µ]ψ (x) = 0. (4.1)

Analog zur Untersuchung der Lorentz-Gleichung wählen wir auch hier dem Problem angepasste Ko-

ordinaten. Für die transversale Komponente der Bewegung wollen wir Zylinderkoordinaten verwenden

und, da die t- und z-Abhängigkeit des Potentials lediglich als ωt− kz auftritt, führen wir weiterhin die

Koordinaten u = ωt− kz und v = ωz − kt ein, wie wir das auch bei der klassischen Behandlung getan

haben. Die Dirac-Gleichung transformiert auf die folgende Weise in krummlinige Koordinaten [6][
i
(
∂̃µ + ieÃµ

)
γ̃µ − µ

]
ψ (y) = 0 (4.2)

mit den Gamma-Matrizen in krummlinigen Koordianten γ̃µ = Λµνγν und dem transformierten Potential

Ãµ = gµβΛβνAν . Dies ist äquivalent zu der �üblichen� Form der Dirac-Gleichung in krummlinigen

Koordinaten21 [
iγ̃µ

(
∂̃µ + Γµ + ieÃµ

)
− µ

]
ψ (y) = 0, (4.3)

wobei Γµ = gµνΓν die Spin-Konnexion darstellt. Diese berechnet sich in einer 4-dimensionalen Raumzeit

nach [7]

Γµ =
1

4
tr
[
γ̃µ ∂̃ν γ̃

ν
]
. (4.4)

Da wir den metrischen Tensor (gµν) zur weiteren Rechnung benötigen, wollen wir ihn für die gewählten

Koordianten yµ angeben. Die zur Rechnung gewählten Koordianten lauten

y0 = u = ωt− kz (4.5)

y1 = ρ =
√
x2 + y2 (4.6)

y2 = φ = arctan
(y
x

)
(4.7)

y3 = v = ωz − kt. (4.8)

Durch eine kurze Rechnung zeigt man, dass die Metrik bei Verwendung der Koordinaten (4.5) - (4.8)

folgende Gestalt annimmt

(gµν) =


1
α2 0 0 0

0 −1 0 0

0 0 −ρ2 0

0 0 0 − 1
α2

 . (4.9)

21Dies werden wir hier nicht beweisen. Es wurde allerdings für den Spezialfall der hier verwendeten Koordinaten
veri�ziert (siehe (6.4)).
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Die Transformationsmatrix (Λµν) berechnet sich, wie bei der Transformation der Lorentzgleichung in

(3) beschrieben. Es ergibt sich

(
∂yµ

∂xν

)
= (Λµν) =


ω 0 0 −k
0 cos (φ) sin (φ) 0

0 − sin(φ)
ρ

cos(φ)
ρ 0

−k 0 0 ω

 . (4.10)

Als Nächstes wollen wir das Viererpotential in den neuen Koordianten
(
Ãµ

)
notieren. Das transfor-

mierte Potential hat die Form22

(
Ãµ

)
=


0

0

0

− 1
k

A0. (4.11)

Mit diesen Ergebnissen sind wir nun in der Lage die Dirac-Gleichung in den neuen Koordinaten yµ

anzugeben23. Für den allgemeinen Fall, dass m ∈ Z beliebig ist, schreiben wir die transformierte Dirac-

Gleichung als

(
iω∂u + ik∂v − eA0 (u, ρ, φ)− µ

)
Ψ++

−ik∂u − iω∂v + eωkA
0 (u, ρ, φ) −ie−iφ

(
∂ρ + 1

ρ + 1
ρ i∂φ

)
−ieiφ

(
∂ρ + 1

ρ −
1
ρ i∂φ

)
ik∂u + iω∂v − eωkA

0 (u, ρ, φ)

Ψ− = 0

(4.12)(
iω∂u + ik∂v − eA0 (u, ρ, φ) + µ

)
Ψ−+

−ik∂u − iω∂v + eωkA
0 (u, ρ, φ) −ie−iφ

(
∂ρ + 1

ρ + 1
ρ i∂φ

)
−ieiφ

(
∂ρ + 1

ρ −
1
ρ i∂φ

)
ik∂u + iω∂v − eωkA

0 (u, ρ, φ)

Ψ+ = 0.

(4.13)

Hierbei haben wir den Viererspinor, den wir durch Ψ abkürzen, derart in zwei Zweierspinoren Ψ+

und Ψ− verlegt, dass Ψ =

(
Ψ+

Ψ−

)
und Ψ+ =

(
Ψ1

+

Ψ2
+

)
, Ψ− =

(
Ψ1
−

Ψ2
−

)
gilt24. Des Weiteren haben

wir in (4.12) und (4.13) die z-Komponente des Potentials durch die 0-Komponente ausgedrückt. Es

gilt A3 (u, ρ, φ) = ω
kA

0 (u, ρ, φ). Zur Erinnerung sei an dieser Stelle die 0-Komponente des Potentials

nocheinmal angegeben

A0 = Φ0Jm (αρ) ei(u+mφ). (4.14)

4.1 Betrachtungen für die fundamentale Besselwelle (m = 0)

Beim Studium der Dirac-Gleichung für ein Elektron in einer Besselwelle werden wir uns anders als bei

der klassischen Bewegung auf den Fall der fundamentalen Besselwelle beschränken. Die Bewegungsglei-

chungen sind durch (4.12) und (4.13) gegeben. Wir müssen lediglich im Potential m = 0 setzen. Das

Potential Ãµ hängt dann nur noch von den Koordinaten u und ρ ab. In diesem Fall kommutiert der

22Die Berechnungsvorschrift ist im Anhang angegeben. Zu �nden ist sie als Formel (6.31)
23Eine genauere Rechnung �ndet sich im Anhang unter (6.3). Dort ist die Ableitung auch für etwas allgemeinere

Koordinaten angegeben
24Wir werden Spinoren auch im Folgenden auf diese Art und Weise schreiben.
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Dirac-Operator also mit i∂v, sodass wir die Abängigkeit des Spinors von der Koordiante v auf folgende

Weise abspalten können

Ψ (u, ρ, φ, v) = einvΨ̃ (u, ρ, φ) , (4.15)

wobei n ∈ R.

Als nächstes wollen wir überlegen, was wir für die φ-Abhängigkeit von Ψ̃ (u, ρ, φ) erwarten. Wenn wir

uns die Rotationssymmetrie der fundamentalen Besselwelle in den Kopf zurückrufen und uns an den in

(3.1) gefundenen Erhaltungssatz (3.29) erinnern, so liegt es nahe, dass die φ-Abhängigkeit des Spinors

Ψ̃ (u, ρ, φ) gleich der eines Spinors ist, der die freie Dirac-Gleichung in Zylinderkoordianten löst. Sieht

man (4.12) und (4.13) nun scharf an, so erkennt man, dass die φ-Abhängigkeit durch folgenden Ansatz

separiert werden kann 
Ψ̃1

+

Ψ̃2
+

Ψ̃1
−

Ψ̃2
−

 =


eilφΩ1

+

ei(l+1)φΩ2
+

eilφΩ1
−

ei(l+1)φΩ2
−

 . (4.16)

Hierbei ist l ∈ R und Ω
1/2
+/− = Ω

1/2
+/− (u, ρ). Dies entspricht, wie wir erwartet hatten, der φ-Abhängigkeit

der Lösung der freien Dirac-Gleichung in Zylinderkoordinaten. Wir gehen also mit dem Ansatz

Ψ+/− (u, ρ, φ, v) =

(
eilφeinv Ω1

+/− (u, ρ)

ei(l+1)φeinv Ω2
+/− (u, ρ)

)
(4.17)

in die Dirac-Gleichung (4.12) und (4.13) (mit m = 0) ein und erhalten als Resultat, das nur noch von

u und ρ abhängt, die folgenden Gleichungen

(
iω∂u − eA0 (u, ρ)− µ− nk

)
Ω+ (u, ρ)+

−ik∂u + eωkA
0 (u, ρ) + nω −i

(
∂ρ + 1

ρ (l + 1)
)

−i
(
∂ρ − 1

ρ l
)

ik∂u − eωkA
0 (u, ρ)− nω

Ω− (u, ρ) = 0

(4.18)(
iω∂u − eA0 (u, ρ) + µ− nk

)
Ω− (u, ρ)+

−ik∂u + eωkA
0 (u, ρ) + nω −i

(
∂ρ + 1

ρ (l + 1)
)

−i
(
∂ρ − 1

ρ l
)

ik∂u − eωkA
0 (u, ρ)− nω

Ω+ (u, ρ) = 0,

(4.19)

wobei Ω+ (u, ρ) und Ω− (u, ρ) wie oben die zweikomponentigen Spinoren sind, die zusammen den Vie-

rerspinor Ω (u, ρ) bilden. Das Potential schreiben wir als

A0 (ρ, u) = Φ0J0 (αρ) eiu. (4.20)

Für die vier gekoppelten, partiellen Di�erentialgleichungen (4.18) und (4.19) konnte keine Lösung ge-

funden werden. Daher werden wir uns hier darauf beschränken einen der Ansätze, welche versucht

wurden, darzustellen und zu erörtern, wo Probleme auftreten. Der nachfolgende Ansatz ist gut geeignet

einige prinzipielle Strukturen und Eigenschaften der zu lösenden Di�erentialgleichungen zu erkennen.
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Der Ansatz Ω+ (u, ρ) = eiuΓ+ (ρ)

Wir wollen den Ansatz machen, dass wir einen der beiden zweikomponentigen Spinoren als Produkt

aus eiu und einer Funktion Γ (ρ) schreiben können. Hierzu setzen wir ohne Einschränkung

Ω+ (u, ρ) = eiuΓ+ (ρ) . (4.21)

Mit diesem Ansatz gehen wir in (4.18) und (4.19) ein, multiplizieren anschlieÿend von links mit e−iu

und erhalten dann

0 =
(
−ω − eJ0eiu − µ− nk

)
Γ+ (ρ) +

e−iu (−ik∂u + nω) + eωk J0 −ie−iu
(
∂ρ + 1

ρ (l + 1)
)

−ie−iu
(
∂ρ − 1

ρ l
)

e−iu (ik∂u − nω)− eωk J0

Ω− (u, ρ)

0 =
(
e−iu (iω∂u + µ− nk)− eJ0

)
Ω− (u, ρ) +

k + eωk J0e
iu + nω −i

(
∂ρ + 1

ρ (l + 1)
)

−i
(
∂ρ − 1

ρ l
)

−k − eωk J0e
iu − nω

Γ+ (ρ) , (4.22)

wobei wir der Kürze halber eΦ0 als e geschrieben und das Argument der Besselfunktion J0 (αρ) weglas-

sen haben. Damit haben wir vier gekoppelte Di�erentialgleichungen für die Funktionen Γ1
+ (ρ), Γ2

+ (ρ),

Ω1
− (u, ρ) und Ω2

− (u, ρ), welche wir auf naheliegende Weise durch (i) nummerieren, d.h., wir zählen

von oben mit (i) (i ∈ {1, 2, 3, 4}) ab. Dann können wir die Gleichungen derart umschreiben, dass wir

folgende Operationen ausführen (1) + ω
k (3), ωk (1) + (3), (2)− ω

k (4) und −ω
k (2) + (4). Damit erhalten

wir folgendes System von Di�erentialgleichungen

0 =

(
α2

k
+
ω

k
µ

)
Γ2
+ (ρ)− i

(
∂ρ −

1

ρ
l

)
Γ1
+ (ρ) + i

ω

k
e−iu

(
∂ρ −

1

ρ
l

)
Ω1
− (u, ρ)

+

(
α2

k2
eJ0 + e−iu

(
µ+

α2

k
n

))
Ω2
− (u, ρ) (4.23)

0 =

(
α2

k
+
ω

k
µ

)
Γ1
+ (ρ) + i

(
∂ρ +

1

ρ
(l + 1)

)
Γ2
+ (ρ) + i

ω

k
e−iu

(
∂ρ +

1

ρ
(l + 1)

)
Ω2
− (u, ρ)

−
(
α2

k2
eJ0 + e−iu

(
µ+

α2

k
n

))
Ω1
− (u, ρ) (4.24)

0 = i
ω

k

(
∂ρ −

1

ρ
l

)
Γ1
+ (ρ)− ie−iu

(
∂ρ −

1

ρ
l

)
Ω1
− (u, ρ)− e−iu

(
i
α2

k
∂u +

ω

k
µ

)
Ω2
− (u, ρ)

+

(
α2

k2
eJ0e

iu − µ+
α2

k
n

)
Γ2
+ (ρ) (4.25)

0 = −iω
k

(
∂ρ +

1

ρ
(l + 1)

)
Γ2
+ (ρ)− ie−iu

(
∂ρ +

1

ρ
(l + 1)

)
Ω2
− (u, ρ) + e−iu

(
i
α2

k
∂u +

ω

k
µ

)
Ω1
− (u, ρ)

+

(
α2

k2
eJ0e

iu − µ+
α2

k
n

)
Γ1
+ (ρ) . (4.26)

(4.23) kann dann nach Γ2
+ (ρ) und (4.24) nach Γ1

+ (ρ) aufgelöst werden. Mittels (4.25) können wir

schlieÿlich noch Ω1
− (u, ρ) aus der Gleichung für Γ2

+ (ρ) und unter Verwendung von (4.26) Ω2
− (u, ρ) aus
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der Gleichung für Γ1
+ (ρ) eliminieren, sodass wir die folgenden zwei Ausdrücke erhalten

− (k + ωn) Γ1
+ (ρ) + i

(
∂ρ +

1

ρ
(l + 1)

)
Γ2
+ (ρ) =

[
−eJ0 + e−iu (iω∂u + µ− kn)

]
Ω1
− (u, ρ)

+eiu
ω

k
eJ0Γ

1
+ (ρ) (4.27)

(k + ωn) Γ2
+ (ρ) + i

(
∂ρ −

1

ρ
l

)
Γ1
+ (ρ) =

[
−eJ0 + e−iu (iω∂u + µ− kn)

]
Ω2
− (u, ρ)

−eiuω
k
eJ0Γ

2
+ (ρ) . (4.28)

Die linke Seite hängt also jeweils nicht von u ab, sodass auch die rechte Seite bezüglich u konstant sein

muss. Wir leiten daher vorstehende Gleichungen nach u ab und schreiben

[
−eJ0∂u + e−iu

(
iω
(
∂2u − i∂u

)
+ µ (∂u − i)− kn (∂u − i)

)]
Ω1
− (u, ρ) = ieiu

ω

k
eJ0Γ

1
+ (ρ) (4.29)[

−eJ0∂u + e−iu
(
iω
(
∂2u − i∂u

)
+ µ (∂u − i)− kn (∂u − i)

)]
Ω2
− (u, ρ) = −ieiuω

k
eJ0Γ

2
+ (ρ) .(4.30)

Diese Gleichungen können gelöst werden und es kann für Ω1
− (u, ρ) und Ω2

− (u, ρ) notiert werden

Ω
1/2
− (u, ρ) = eδ [ eiβω−βJβ0 C

1/2
2 (ρ) + (−1)β eβeiβu (β − 1)ω−βJβ0 C

1/2
1 (ρ) (γ (−β + 1)− γ (−β + 1, −δ))

∓ω
k
eiu (−δ)−1+β γ (−β + 2, −δ) Γ

1/2
+ (ρ) ] (4.31)

mit den zwei beliebigen Funktionen C
1/2
1 (ρ) und C

1/2
2 (ρ), sowie δ = e

ωe
iuJ0 und der Konstanten

β = µ−kn
ω . Des Weiteren stellen γ (x) die Gamma- und γ (x, a) die unvollständige Gamma-Funktion

dar. Wir haben also bis zu dieser Stelle das Problem vollständig auf die Bestimmung der ρ-Abhängigkeit

des Spinors Ω (u, ρ) zurückgeführt. Es sind noch die Funktionen Γ1
+ (ρ), Γ2

+ (ρ), C1/2
1 (ρ) und C1/2

2 (ρ)

zu bestimmen. Dies ist allerdings nicht gelungen. Es ist an dieser Stelle auch nicht klar, ob der Ansatz,

von dem wir ausgegangen sind, zielführend ist, beziehungsweise eine streng analytische Lösung erlaubt.
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5 Zusammenfassung

Es war das Ziel vorstehender Arbeit die Bewegung eines relativistischen Elektrons in Besselwellen be-

liebiger Ordnung zu charakterisieren. Der direkte Weg die Lorentz- und die Dirac-Gleichung für das

vorliegende Potential allgemein exakt zu lösen konnte hierbei nicht gegangen werden. Vielmehr wur-

den Eigenschaften der Lösungen bestimmt, verschiedene Lösungstypen ausgeschlossen und Spezialfälle

untersucht.

Hierbei konnten Lösungen für die Lorentz-Gleichung im Fall der fundamentalen Besselwelle, sowie

im Fall von Besselwellen höherer Ordnung gefunden und diskutiert werden. Insbesondere im Fall der

Bewegung eines Elektrons in Besselwellen höherer Ordnung wurden interessante Bahnkurven, die einer

geführten Bewegung des Elektrons entlang der z-Achse entsprechen, sowie Kreisbahnen als Spezialfall

dieser Lösungen ausgemacht.

Eine Lösung der Dirac-Gleichung gelang nicht. Selbige konnte allerdings für den Fall der Bewegnung in

einer fundamentalen Besselwelle auf eine Form gebracht werden, in der sie nur noch von zwei Koordi-

naten abhängt. Des Weiteren wurde einer der versuchten Lösungsansätze vorgestellt.
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6 Anhang

6.1 Transformation des Feldstärketensors

Da wir die Lorentz-Gleichung in Zylinderkoordinaten yµ gelöst haben, war eine Transformation des

elektromagnetischen Feldstärketensors (Fµν) in eben diese Koordianten yµ notwendig. Wir wollen hier

näher auf die explizite Rechnung eingehen. (Fµν) transformiert als Tensor zweiter Stufe gemäÿ

F̃αβ =
∂xν

∂yβ
Fµν

∂yα

∂xµ
. (6.1)

In Kapitel 3 haben wir ∂xν

∂yβ
=:
(
Λ−1

)ν
β
und ∂yα

∂xµ =: Λαµ eingeführt. Diese wollen wir nun explizit

angeben

∂yα

∂xµ
=: Λαµ =


1 0 0 0

0 cos (φ) sin (φ) 0

0 − sin(φ)
ρ

cos(φ)
ρ 0

0 0 0 1

 (6.2)

∂xν

∂yβ
=:
(
Λ−1

)ν
β

=


1 0 0 0

0 cos (φ) sin (φ) 0

0 −ρ sin (φ) ρ cos (φ) 0

0 0 0 1

 . (6.3)

(Fµν) bezeichnet den Feldstärketensor in kartesischen Koordinaten und hat folgende Darstellung

(Fµν) =


0 Ex Ey Ez

Ex 0 Bz −By
Ey −Bz 0 Bx

Ez By −Bx 0

 . (6.4)

Es folgt nun die Berechnung der einzelnen Elemente von
(
F̃αβ

)
. Hierbei sind die Elemente des Feld-

stärketensors in kartesischen Koordinaten wie oben ohne Schlange kenntlich gemacht.

F̃αα = 0 , ∀α ∈ {0, 1, 2, 3} (6.5)

F̃ 1
0 = cos (φ)F 1

0 + sin (φ)F 2
0 (6.6)

F̃ 2
0 = −sin (φ)

ρ
F 1

0 +
cos

ρ
(φ)F 2

0 (6.7)

F̃ 3
0 = F 3

0 (6.8)

F̃ 0
3 = F 0

3 (6.9)

F̃ 0
1 = cos (φ)F 0

1 + sin (φ)F 0
2 (6.10)

F̃ 0
2 = −ρ sin (φ)F 0

1 + ρ cos (φ)F 0
2 (6.11)

F̃ 1
2 =

(
ρ cos2 (φ)

)
F 1

2 −
(
ρ sin2 (φ)

)
F 2

1 (6.12)
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F̃ 2
1 =

(
ρ cos2 (φ)

)
F 1

2 −
(
ρ sin2 (φ)

)
F 2

1 (6.13)

F̃ 1
3 = cos (φ)F 1

3 + sin (φ)F 2
3 (6.14)

F̃ 3
1 = cos (φ)F 3

1 + sin (φ)F 3
2 (6.15)

F̃ 2
3 = −sin (φ)

ρ
F 1

3 +
cos (φ)

ρ
F 2

3 (6.16)

F̃ 3
2 = −ρ sin (φ)F 3

1 + ρ cos (φ)F 3
2 (6.17)

Hiermit ergibt sich der Feldstärketensor in Zylinderkoordianten, wobei wir im Folgenden wieder aus

Platzgründen die Abkürzung ξ = ωt− kz +mφ eingeführt haben, zu

(
F̃µν

)
= Φ0


0 − d

dρ [Jm (αρ)] cos (ξ) mJm (αρ) sin (ξ) α2

k Jm (αρ) sin (ξ)

− d
dρ [Jm (αρ)] cos (ξ) 0 0 ω

kc
d
dρ [Jm (αρ)] cos (ξ)

m
ρ2Jm (αρ) sin (ξ) 0 0 −m

ρ2
ω
kcJm (αρ) sin (ξ)

α2

k Jm (αρ) sin (ξ) − ω
kc

d
dρ [Jm (αρ)] cos (ξ) m ω

kcJm (αρ) sin (ξ) 0

 .

(6.18)

6.2 Bahnkurven mit m 6= 0 und u+mφ = konst

Wir wollen die durch die Koordiantenzeit t parametrisierten Bahnkurven explizit angeben. i (i ∈ {1, 2, 3, 4})
nummeriert diese entsprechend dem jeweils verwendeten χi. Wir setzen in (3.94) ein und erhalten

ρφ
z


1

=



ρ0
α2c2

ck

√
m2−α2ρ20

2

√√√√√1+

√√√√(1−
c4ρ20k

2µ

(m2−α2ρ20)
2
e2Φ2

0 cos2(ωt0−kz0+mφ0)(Jm−1(αρ0)−Jm+1(αρ0))2

)
−ωm

t+ φ0

cω

√
m2−α2ρ20

2

√√√√√1+

√√√√(1−
c4ρ20k

2µ

(m2−α2ρ20)
2
e2Φ2

0 cos2(ωt0−kz0+mφ0)(Jm−1(αρ0)−Jm+1(αρ0))2

)
−c2km

ck

√
m2−α2ρ20

2

√√√√√1+

√√√√(1−
c4ρ20k

2µ

(m2−α2ρ20)
2
e2Φ2

0 cos2(ωt0−kz0+mφ0)(Jm−1(αρ0)−Jm+1(αρ0))2

)
−ωm

t+ z0


(6.19)
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ρφ
z


2

=



ρ0

− α2c2

ck

√
m2−α2ρ20

2

√√√√√1+

√√√√(1−
c4ρ20k

2µ

(m2−α2ρ20)
2
e2Φ2

0 cos2(ωt0−kz0+mφ0)(Jm−1(αρ0)−Jm+1(αρ0))2

)
+ωm

t+ φ0

cω

√
m2−α2ρ20

2

√√√√√1+

√√√√(1−
c4ρ20k

2µ

(m2−α2ρ20)
2
e2Φ2

0 cos2(ωt0−kz0+mφ0)(Jm−1(αρ0)−Jm+1(αρ0))2

)
+c2km

ck

√
m2−α2ρ20

2

√√√√√1+

√√√√(1−
c4ρ20k

2µ

(m2−α2ρ20)
2
e2Φ2

0 cos2(ωt0−kz0+mφ0)(Jm−1(αρ0)−Jm+1(αρ0))2

)
+ωm

t+ z0


(6.20)

ρφ
z


3

=



ρ0
α2c2

ck

√
m2−α2ρ20

2

√√√√√1−

√√√√(1−
c4ρ20k

2µ

(m2−α2ρ20)
2
e2Φ2

0 cos2(ωt0−kz0+mφ0)(Jm−1(αρ0)−Jm+1(αρ0))2

)
−ωm

t+ φ0

cω

√
m2−α2ρ20

2

√√√√√1−

√√√√(1−
c4ρ20k

2µ

(m2−α2ρ20)
2
e2Φ2

0 cos2(ωt0−kz0+mφ0)(Jm−1(αρ0)−Jm+1(αρ0))2

)
−c2km

ck

√
m2−α2ρ20

2

√√√√√1−

√√√√(1−
c4ρ20k

2µ

(m2−α2ρ20)
2
e2Φ2

0 cos2(ωt0−kz0+mφ0)(Jm−1(αρ0)−Jm+1(αρ0))2

)
−ωm

t+ z0


(6.21)

ρφ
z


4

=



ρ0

− α2c2

ck

√
m2−α2ρ20

2

√√√√√1−

√√√√(1−
c4ρ20k

2µ

(m2−α2ρ20)
2
e2Φ2

0 cos2(ωt0−kz0+mφ0)(Jm−1(αρ0)−Jm+1(αρ0))2

)
+ωm

t+ φ0

cω

√
m2−α2ρ20

2

√√√√√1−

√√√√(1−
c4ρ20k

2µ

(m2−α2ρ20)
2
e2Φ2

0 cos2(ωt0−kz0+mφ0)(Jm−1(αρ0)−Jm+1(αρ0))2

)
+c2km

ck

√
m2−α2ρ20

2

√√√√√1−

√√√√(1−
c4ρ20k

2µ

(m2−α2ρ20)
2
e2Φ2

0 cos2(ωt0−kz0+mφ0)(Jm−1(αρ0)−Jm+1(αρ0))2

)
+ωm

t+ z0


.

(6.22)

6.3 Transformation der Dirac-Gleichung

Wie beschrieben lautet die Dirac-Gleichung in beliebigen krummlinigen Koordinaten [6][
i
(
∂̃µ + ieÃµ

)
γ̃µ − µ

]
ψ (y) = 0. (6.23)

mit γ̃µ = ∂yµ

∂xν γ
ν , ∂̃µ = ∂

∂yµ und Ãµ = gµβΛβνAν .

Aufgrund der Zylindersymmetrie unseres Problems und der Tatsache, dass im Potential lediglich Li-

nearkombinationen der Koordinaten x0 und x3 auftreten, wollen wir die Dirac-Gleichung in folgenden
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etwas allgemeineren Koordinaten yµ aufstellen

y0 = u = Λ0
0x

0 + Λ0
3x

3 (6.24)

y1 = ρ =

√
(x1)2 + (x2)2 (6.25)

y2 = φ = arctan

(
x2

x1

)
(6.26)

y3 = v = Λ3
0x

0 + Λ3
3x

3 (6.27)

mit konstanten Λ0
0, Λ0

3, Λ3
0, Λ3

3. In diesem Fall ist
(
∂yµ

∂xν

)
gegeben durch

(
∂yµ

∂xν

)
=: (Λµν) =


Λ0

0 0 0 Λ0
3

0 cos (φ) sin (φ) 0

0 − sin(φ)
ρ

cos(φ)
ρ 0

Λ3
0 0 0 Λ3

3

 (6.28)

Für die aus den gewählten Koordinaten yµ folgende Metrik gilt

(gµν) =


g00 0 0 g03

0 −1 0 0

0 0 −ρ2 0

g30 0 0 g33

 (6.29)

mit konstanten g00, g03, g30, g33. Damit kann nun
(
Ãµ

)
in diesen Koordinaten berechnet werden.

Aufgrund der Struktur des von uns verwendeten Potentials setzten wir voraus, dass das Potential (Aµ)

der Form

(Aµ) =


A0

0

0

A3

 (6.30)

ist. Damit folgt

(
Ãµ

)
=


(
g00Λ

0
0 + g03Λ

3
0

)
A0 +

(
g00Λ

0
3 + g03Λ

3
3

)
A3

0

0(
g30Λ

0
0 + g33Λ

3
0

)
A0 +

(
g30Λ

0
3 + g33Λ

3
3

)
A3

 =:


β1A

0 + β2A
3

0

0

β3A
0 + β4A

3

 , (6.31)

wobei die Abkürzungen β1 = g00Λ
0
0 + g03Λ

3
0, β2 = g00Λ

0
3 + g03Λ

3
3, β3 = g30Λ

0
0 + g33Λ

3
0 und

β4 = g30Λ
0
3 + g33Λ

3
3 eingefürt wurden. Des Weiteren können wir die γ̃µ angeben. Diese lauten
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(γ̃µ) =


Λ0

0γ
0 + Λ0

3γ
3

Λ1
1γ

1 + Λ1
2γ

2

Λ2
1γ

1 + Λ2
2γ

2

Λ3
0γ

0 + Λ3
3γ

3

 . (6.32)

Unter Verwendung der erhaltenen Ergebnisse können wir nun einen Ausdruck für i
(
∂̃µ + ieÃµ

)
γ̃µ

angeben

i
(
∂̃µ + ieÃµ

)
γ̃µ = γ0

(
i∂0Λ

0
0 − i∂3Λ3

0 − e
[
Λ0

0

(
β1A

0 + β2A
3
)

+ Λ3
0

(
β3A

0 + β4A
3
)])

+ γ1
(
−i cos (φ) ∂1 + i

sin (φ)

ρ
∂2 + i

cos (φ)

ρ

)
+ γ2

(
−i sin (φ) ∂1 − i

cos (φ)

ρ
∂2 + i

sin (φ)

ρ

)
+ γ3

(
i∂0Λ

0
3 − i∂3Λ3

3 − e
[
Λ0

3

(
β1A

0 + β2A
3
)

+ Λ3
3

(
β3A

0 + β4A
3
)])

.(6.33)

Spezi�zieren wir die verwendeten Koordinaten nun dahin gehend, dass

Λ0
0 = ω

Λ0
3 = −k

Λ3
0 = −k

Λ3
3 = ω, (6.34)

so können wir den metrischen Tensor (gµν) folgendermaÿen schreiben

(gµν) =


1
α2 0 0 0

0 −1 0 0

0 0 −ρ2 0

0 0 0 − 1
α2

 , (6.35)

womit wir folgende Gleichungen

(
i∂uω + i∂vk − eA0 −m

)
Ψ+ +

−i∂uk − i∂vω + eωkA
0 −ie−iφ

(
∂ρ + 1

ρ + 1
ρ i∂φ

)
−ieiφ

(
∂ρ + 1

ρ −
1
ρ i∂φ

)
i∂uk + i∂vω − eωkA

0

Ψ− = 0 (6.36)

und

(
i∂uω + i∂vk − eA0 +m

)
Ψ− +

−i∂uk − i∂vω + eωkA
0 −ie−iφ

(
∂ρ + 1

ρ + 1
ρ i∂φ

)
−ieiφ

(
∂ρ + 1

ρ −
1
ρ i∂φ

)
i∂uk + i∂vω − eωkA

0

Ψ+ = 0 (6.37)

mit Ψ =

(
Ψ+

Ψ−

)
erhalten.
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6.4 Spin-Konnexion

Wir wollen nun zeigen, dass die Gleichungen[
i
(
∂̃µ + ieÃµ

)
γ̃µ − µ

]
ψ (y) = 0 (6.38)

und [
iγ̃µ

(
∂̃µ + Γµ + ieÃµ

)
− µ

]
ψ (y) = 0 (6.39)

für die oben gewählten Koordinaten (4.5) - (4.8) äquivalent sind. Hierzu berechnen wir die Spin-

Konnexion Γµ = gµνΓν . Γν ist nach (4.4) gegeben durch Γν = 1
4 tr

[
γ̃ν ∂̃µ γ̃

µ
]
. Wir werden daher

zunächst ∂̃µγ̃µ berechnen

∂̃µγ̃
µ =

cos (φ)

ρ
γ1 +

sin (φ)

ρ
γ2, (6.40)

wobei die (γ̃µ) die explizite Darstellung

(γ̃µ) =


ωγ0 − kγ3

cos (φ) γ1 + sin (φ) γ2

− sin(φ)
ρ γ1 + cos(φ)

ρ γ2

−kγ0 + ωγ3

 (6.41)

haben. Aufgrund der Diagonalform der Matrix γ0
(
γ0 = diag (1, 1,−1,−1)

)
und der Tatsache, dass γ3

keine Diagonalelemente besitzt, ist sofort klar, dass

Γ0 = Γ3 = 0. (6.42)

Für Γ2 erhalten wir

Γ2 = g22
1

4ρ2
tr


i e−iφeiφ 0 0 0

0 −i e−iφeiφ 0 0

0 0 i e−iφeiφ 0

0 0 0 −i e−iφeiφ

 = 0. (6.43)

Als einziges trägt also Γ1 zur Spin-Konnexion bei. Dieses wollen wir nun berechnen

Γ1 = g11
1

4ρ
tr


−e−iφeiφ 0 0 0

0 −e−iφeiφ 0 0

0 0 −e−iφeiφ 0

0 0 0 −e−iφeiφ


=

1

ρ
. (6.44)
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Damit folgt

iγ̃µΓµ = i
cos (φ)

ρ
γ1 + i

sin (φ)

ρ
γ2. (6.45)

Der Vergleich mit (6.33) zeigt nun, dass die durch das Di�erenzieren der γ̃µ zusätzlich entstehenden

Terme gleich des Beitrags der Spin-Konnexion sind, der nicht beachtet zu sein schien. Damit sind die

Gleichungen (6.38) und (6.39) (zumindest in den von uns verwendeten Koordinaten) äquivalent.
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