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1 Einleitung

In der modernen Physik spielen quantenmechanische Betrachtungen eine entscheidende
Rolle. Viele Effekte konnen nur auf der quantenmechanischen Ebene vollkommen verstan-
den und ergriindet werden. Daher ist es wichtig, einen Zugang zur Quantenmechanik zu
erhalten. In der Bachelorausbildung wird als Zugang die Schrodingersche Wellenmechanik
gewahlt. Aulerdem erhélt man einen Einblick in die Heisenbergsche Matrizmethode.

In dieser Bachelorarbeit wird nun, angelehnt an die klassische Mechanik, zunéchst ein wei-
ter Zugang, ndmlich die Feynmansche Pfadintegralmethode erarbeitet. Diese wird dann auf
ein physikalisches Problem angewandt. Zunéchst wird dabei die kanonische Zustandssum-
me berechnet und das Ergebnis, mit dem verglichen, welches aus den bekannten Methoden
resultiert.

Anschlielend wird noch ein Schritt weiter gegangen und die effektive Wirkung bestimmt.
Diese beriicksichtigt alle quantenmechanischen Korrekturen, wie beispielsweise der Tat-
sache, dass es neben der klassischen Bahnkurve noch weitere Wege gibt, welche ebenfalls
beriicksichtigt werden miissen. Um einen korrekten Ubergang zu dieser rein quantenme-
chanischen Grofle zu gewéhrleisten, wird mit den Mechanismen der funktionalen Renor-
mierungsgruppe gearbeitet.

Der physikalische Hintergrund sind Systeme mit Instantonen. Konkret geht es um Teilchen
auf der S'-Sphire, deren Wirkungsfunktion durch die Anzahl an durchlaufenen Perioden
beeinflusst wird.

2 Mathematische und physikalische Vorbetrachtungen

2.1 Riickblick: Klassische Mechanik [1]

In der klassischen Mechanik spielt das Wirkungsprinzip eine entscheidende Rolle. Dieses
besagt, dass die tatséchliche, vom System durchlaufene Bahnkurve, sich gegeniiber den
anderen dadurch auszeichnet, dass die Wirkungsfunktion
t2
S= [ L(a Gk, t)dt
t1
einen Extremwert, meist ein Minimum, annimmt.
Bei Kenntnis der Wirkungsfunktion ist es moglich die Lagrangefunktion L(gy, gk, t), durch
deren partielle Ableitung nach der Zeit zu bestimmen. Diese Funktion, hingt dann von
einem Satz generalisierter Koordinaten ab. Dies sind Koordinaten, die die Bewegung des
Systems vollstdndig beschreiben, aber keinen Nebenbedingungen unterworfen sind. Des-
weitern ist eine explizite Zeitabhéingigkeit moglich.
Aus der Lagrangefunktion lassen sich die Bewegungsgleichungen entweder sofort ableiten,
oder man bestimmt zunéchst die Hamiltonfunktion

H(q}ﬁpk)t) = ZqZ(qkapkvt)pZ - L(kaql(q]f)pkat)at) (1)
i

Hierbei ist jedoch darauf zu achten die generalisierten Ortskoordinaten ¢ durch die gene-
ralisierten Impulse zu ersetzen.

oL
Pk = 7
Ogi
Der Ubergang von der Lagrangefunktion zur Hamiltonfunktion wird als Legendretrans-

formation bezeichnet. Da diese im Verlauf dieser Arbeit noch eine wichtige Rolle spielen
wird, soll sie veranschaulicht werden.
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Abbildung 1: Anschauliche Darstellung der Legendretransformation fiir konvexe Lagran-
gefunktionen. Um die Hamiltonfunktion zu erhalten, ist der maximale Abstand zwischen
der Geraden mit der Steigung, welche dem Impuls p entspricht, und der Lagrangefunktion
zu ermitteln.

Geometrisch kann die Legendretransforamtion fiir konvexe Funktionen dadurch kon-
struiert werden, dass der maximale Abstand zwischen einer Geraden, mit der Steigung,
welche dem Impuls p entspricht und der Funktion ermittelt wird [2].

0 oL
2 PGk — L(gr)) =pr — 57— =0
e ( (4x)) 2
Aus dieser Forderung erhélt man eine Bestimmungsgleichung fiir die Legendretransfor-
mierte

dL
H(pr) = ——dx — L(gk)-
(pw) = - — Lidi)
bzw.
H (pk) = sup (prgr — L(gk))
G
Diese Bedingung ist fiir konvexe Funktionen eindeutig.
Die Bewegung des Systems im Phasenraum lésst sich nach der Transformation durch

die beiden Gleichungen
OH . OH

“opy TP oy

erfassen. Es ist also zu erkennen, dass sich das System allein aus der Kenntnis der Wir-
kungsfunktion vollstindig beschreiben lasst.

Diese Tatsache legt die Vermutung dar, dass sich fiir ein Quantenmechanisches System,
ein Formalismus finden lasst, der der Wirkung eine dhnlich entscheidende Rolle zuordnet.

qk

2.2 Der Pfadintegralformalismus [3] [8]

Im Folgenden wird darauf verzichtet, die Operatoren in der Notation speziell zu kenn-
zeichnen. Auflerdem werden viele Berechnungen auf eine Dimension beschriankt, da der
Gegenstand dieser Arbeit ein Teilchen ist welches sich nur in einer Dimension aufhalten
kann. Die Betrachtungen finden also im Hilbertraum der quadratintegrablen Funktionen
des Lo(R) statt.



2.2.1 Zeitliche Entwicklung im Schrédingerbild [9]

Zur Einfithrung des Pfadintegralformalismus soll das Schrédingerbild gewéhlt werden. Die
Observablen sind dementsprechend zeitunabhiingig, wohingegen die Zusténde, entspre-
chend der Schrédingergleichung ih% |¥) = H |¥), mit der Zeit variieren.

Diese Differentialgleichung lésst sich, wenn der Hamiltonoperator nicht explizit zeitabhéngig
ist, sofort 16sen. Es ergeben sich oszillierende Zusténde

(1)) = e M |W(0)) = U(t) |¥(0)) .
An dieser Stelle wurde der unitéire Zeitentwicklungsoperator U (t) = e~#H /M eingefiihrt.
Dieser Zeitentwicklungsoperator besitzt neben der Unitaritét U(t)*TU(t) = 1, welche direkt
aus der Tatsache resultiert, dass der Hamiltonoperator hermitisch ist, die Propagatorei-
genschaft U(te) = Uty — t1)U(t1).

Besitzt der Hamiltonoperator eine explizite Zeitabhéingigkeit, so lasst sich der Zeitent-
wicklungsoperator nicht mehr so einfach integrieren. Seine Eigenschaften bleiben dennoch
erhalten [4].

2.2.2 Der Feynman-Kern

Die im vorherigen Abschnitt bestimmte, allgemeine Losung der Schrodingergleichung kann
nun in beliebige Darstellungsformen, wie etwa den Orts- und Impulsraum, transformiert
werden. Fiir die folgenden Betrachtungen ist besonders die Ortsdarstellung interessant. In
dieser Darstellung ist die Zerlegung der Eins gegeben durch [5]

/dqlq> (g = 1.

Damit ergibt sich fiir die zeitliche Entwicklung eines quantenmechanischen Zustandes in
der Ortsdarstellung

U(t,q')=(d | 2) =/<q' | e~ ) (q] ©(0)) dg = /K(t,q’ ,q)¥(0,q)dg.
Hierbei wurde der Kern der unitidren Zeitentwicklung

K(t.q' ,q) = (¢ |e """ |q) (2)

verwendet.

Dieser Kern entspricht der Wahrscheinlichkeitsamplitude fiir die Bewegung vom Punkt
q zum Punkt q’ im Zeitintervall t.
Ist der Kern, welcher hiufig auch als Feynman-Kern oder Propagator bezeichnet wird, be-
kannt, sind somit bei Kenntnis des Anfangszustandes W(0) alle spéiteren Zustéinde W(¢) be-
rechenbar. Ein gegebener Feynman-Kern ist also d&quivalent zur Losung der Schrédingergleichung.

2.2.3 Der Propagator des nicht-relativistischen, freien Teilchens in einer Di-
mension

Leitet man den Propagator K(t,¢,q) nach der Zeit ab, so erkennt man, dass dieser die
Schrodingergleichung erfiillt:

ih% |K(t,q,q)) = H|K(t,d,q)).
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Des Weiteren muss die Anfangsbedingung
lim K (t,q¢',q) = d(¢' — q)
t—0

erfiillt sein, da der Startpunkt des Teilchens als bekannt vorausgesetzt wird.
Losen der Differentialgleichung unter Beriicksichtigung, dass der Hamiltonoperator auf ¢’
wirkt, fiihrt auf

K(t,qd ,q)={q |e ™/"|q) = N - e'/" (q] q).

Die Hamiltonfunktion des freien Teilchens ist gegeben durch

_pr mld —q)?

2m 2t2

Nun muss noch der Normierungsfaktor bestimmt werden. Um ein analytisches Integral
zu haben, wird zunéchst ¢t — ¢t — 47 mit 7 > 0 substituiert und dann der Grenzwert ¢ — 0
gebildet. Anschlieend wird 7 — it resubstituiert.

&0 jmia’ —a) 2mwih(t — 1 2mh
/ dq’K(t—iT,q',q):/dq'N e Qh%i T =N M—)N- T _q
oo m m
m
= N =
2miht
Der Feynman-Propagator des freien Teilchens ist somit gegeben durch
m m(d —q)?

K(t,qd ,q) = et . 3
(14 10) =\ 5o e Q)

2.2.4 Die Feynmansche Pfadintegraldarstellung

In diesem Abschnitt soll die Herleitung fiir die Feynmansche Pfadintegraldarstellung ver-
deutlicht, nicht jedoch exakt durchgefiihrt werden, da dies bereits in vielen Lehrbiichern
getan wird. Ausgangspunkt ist der allgemeine Feynman-Kern K (t,¢" ,q) = (¢’ |U(¢) |q),
bei dem nicht vorausgesetzt werden muss, dass der Hamiltonoperator keine explizite
Zeitabhingigkeit aufweist.

Die Zeit t wird nun in n kleine Teilintervalle ¢ = % aufgeteilt. Es werden folglich n
Zeitentwicklungsoperatoren nacheinander auf den Anfangszustand gg angewandt, bis er in
den Endzustand g, iibergeht

1
K(t,qn,q0) = (qn | H Utk tk-1) |q0) -
k=n

Dadurch, dass das Produkt von mn bis 1 lduft ist die richtige Anwendungsreihenfolge
gewiihrleistet. Im néchsten Schritt werden noch mehrere Zerlegungen der Eins [ dgy, |qx) (qx| =
1 hinzugefiigt

0o n—1 0o n—1 n—1
K(t, qn. q0) / HkoH (x| Ut ti—1) lak—1) / HkoH (Qe+11 U (Lt an) -

k=1 k=1
Eine hinreichend kleine Wahl der Intervalle fithrt dazu, dass der Hamiltonoperator inner-

halb dieser Intervalle immer als zeitunabhéingig angesehen werden kann, sodass man den
unitédren Zeitentwicklungsoperator wieder durch seine explizite Darstellung ersetzten kann

Uty tp_1) = e~ 1€ H (qht1,ar,tk+1) /R



Damit ergibt sich fiir den Feynman-Kern

0o n—1

K(t Qn;CIO _ hm / H qu QkJrl‘ e —ieH (qrt1,qk0:tk) /D ‘Qk> (4)
X k=1
Dieser Kern lasst sich noch weiter berechnen, 1ndem man den Hamiltonoperator als Sum-
me des Hamiltonoperators des freien Teilchens Hy(gx+1, gk, tx) und eines ortsabhiingigen
Potentials V' (qx) schreibt. Bringt man diese Potential in Diagonalform, so kann es im
Skalarprodukt vorgezogen werden:

0o N—1

K(t,qn, q0) = hm / H qu qk+1|e—iEHO((Qk+17Qk’tk))/h —ieV(qy)/h ar)
k=1
0o n—1
. E —ieHo/h —i€eV(q)/h
Jim Ookl_llko H (1] e lax) € :

Der Propagator des freien Teilchens Wurde bereits im vorherigen Abschnitt berechnet.
Somit ergibt sich fiir den Feynman-Kern

oo N—1 n
. n—1rm 9%+1"9%\2
K(t qn7q0 — llm / H qu < ) . eZ€Zk:0[?(f) 7V(qk)]/h
o0 10 \ 2miht

Dass es sich hierbei um ein Pfadintegral handelt wird deutlich, wenn man die Schritte
einzeln betrachtet.

Fiir jeden unitédren Zeitentwicklungsoperator U(qg+1, gk, tr) wurde durch Abspalten des
Potentials im wesentlichen der Hamiltonoperator des freien Teilchens angenommen. Das
heifit die Bewegung in dieser Richtung erfolgt auf einer Geraden. Insgesamt bewegt sich
das Teilchen damit entlang eines Polygonzugs von ¢y nach g,.

]

9o

0 ¢ k t=ne T

Abbildung 2: Bewegung des Teilchens von ¢g nach g,. Die Bewegung erfolgt entlang ei-
nes Polygonzuges, dessen einzelne Abschnitte durch die Bewegung eines freien Teilchens
gendhert werden konnen. Sie ergeben sich deshalb als Geraden.

Jetzt kann noch der Limes n — oo bzw. € — 0 vollzogen werden:

fnié [ <Qk+1 - %) —Vign)| — /Ot ds [7721 <;l;1>2 - V(Q(T))]




¢ t
:/ds(T—V):/dsL:S.
0 0

Der Exponent geht demnach in die Wirkungsfunktion iiber. Bleibt noch die Frage, wie das
Integral ffooo HZ;} dqy, zu verstehen ist. Eingefithrt wurde es als Summe {iber die einzelnen
Geraden moglicher Polygonziige von gy nach ¢,. Dadurch, dass der Limes ausgefiihrt wird,
wird jeder stetige Weg durch diese Polygone aus infinitesimalen Geraden erfasst. Das
Integral ist somit gleichbedeutend zu der Summe iiber alle moglichen Wege von gg = ¢
nach ¢, = ¢'.

Die mathematische Bedeutung von einem unendlichem Produkt von Lebesquemaflen ist
nicht geklirt. Theoretisch kann aber iiber imaginire Zeiten ein Mafl eingefiihrt werden.
Das Maf} soll mit Dqg gekennzeichnet werden.

Das allgemeingiiltige Endresultat fiir den Feynman-Kern ist

q )
K(t,q.q) = C / Dy /1. (5)
q

Die anfingliche Vermutung, dass es auch in der Quantenmechanik einen Formalismus ge-
ben konnte, in dem alle benétigten Information iiber das System aus der Wirkungsfunktion
herleitbar sind, wurde also bestétigt. Der grofle Unterschied zur klassischen Mechanik liegt
darin, dass nun alle Wege relevant sind, nicht nur der extremale. Den Wegen wird jeweils
eine Ubergangsamplitude zugeordnet. Diese ist proportional zu e*3wes/". Der Propagator
ist die Summe bzw. das Integral iiber alle diese Amplituden.

2.2.5 Euklidische Pfadintegrale [10]

Im vorherigen Abschnitt wurde bereits erwihnt, dass durch einen Ubergang zu imaginéren
Zeiten ein korrektes Maf eingefiihrt werden kann. Dieser Ubergang 16st niamlich die mathe-
matische Schwierigkeit, dass durch den oszillierenden Integranten Distributionen auftreten.
Realisiert wird der Ubergang durch eine Wick-Rotation ¢ = 7e ™' mit 7 € RT. Dabei ist
allerdings darauf zu achten, dass dieser Ubergang nur fiir nach unten beschrinkte Hamil-
tonoperatoren mathematisch korrekt ist [10].

s

Bei einem Rotationswinkel von a = 5 ergibt sich der Ubergang t — —i7. Dadurch trans-
formiert sich das minkowskische Skalarprodukt zu einem negativ euklidischen:

(ct)? — & — —((c7)? + ).

Dies erklirt, warum diese Pfadintegrale als euklidisch bezeichnet werden.
Fiir den euklidischen Kern ergibt sich analog zu Gl. (2) bei der Ersetzung ¢t — —it

K(r.q ,q)=(d |e™"|g).

Eine zur Feynmanschen Pfadintegraldarstellung analoge Rechnung zu Gl. (4), in der
lediglich 7e durch € ersetzt werden muss, liefert

q/
K(r.d ,q) = C / Dy S+ (6)
q

Hierbei bezeichnet Sg die euklidische Wirkung. Fiir ein nichtrelativistisches Teilchen im
Potential V lautet diese

se@) = [ s ("4 Via) )

7



Die Phasen im Feynmanschen Pfadintegral gehen in eine exponentielle Ddmpfung iiber und
es ist sichergestellt, dass das Integral konvergiert. In diesem Zusammenhang kann man das
Pfadintegral auch als Summe iiber alle Wege betrachten, wobei diese Wege entsprechend
der klassischen Wirkung gewichtet werden.

2.2.6 Die kanonische Zustandssumme in der Pfadintegraldarstellung [11]

In der statistischen Physik ist die kanonische Zustandssumme iiber

Z = Z e PEn = gp e BH (7)

definiert [6]. Aus ihr lassen sich alle fiir das System relevanten Informationen gewinnen, ge-
nau wie aus dem Feynman-Kern. Dies legt einen Zusammenhang nahe, der auch tatséchlich
nachgewiesen werden kann. Ausgangspunkt ist der euklidische Kern

K(r.d ,q)={(d |e™"|g).

In diesen wird eine Zerlegung der Eins als Summe iiber die diskreten Eigenvektoren des
Hamiltonoperators eingefiigt:

K(r,q q)=(q | e "n) (n] ¢)

=> e M| g){d | n).

Nun wird der Startpunkt gleich dem Endpunkt gesetzt und ; mit der inversen Temperatur
[ identifiziert. Integration iiber q liefert das gewiinschte Ergebnis

/dq K(hB,q,q) = e‘ﬂEn/dq (nlq) (gl n) =Y e (n|n) =" e P

n n

Daraus folgt aufgrund der Gleichheit von Start und Endpunkt die Integration iiber alle
periodischen Wege

2(8) = / dg K(hB.q,q) = C 7{ Dy e~S2/1, (8)

In Zusammenhang mit der statistischen Physik ist es moglich sich die diskretisierten g;
als Gitterpunkte in einem eindimensionalen Gitter vorzustellen, die mit ihren néchsten
Nachbarn wechselwirken. Dabei werden Start- und Endpunkt, q und q’, festgehalten. Die
Summe {iber alle Wege ist dann gleichbedeutend mit der Summe iiber alle Gitterkonfigu-
rationen. Periodische Wege sind also als periodische Randbedingungen zu verstehen.

2.2.7 Berechnung des Propagators des nicht-relativistischen, freien Teilchens
in einer Dimension gemif3 der euklidischen Pfadintegralmethode

Vorbetrachtung: Das Gaufi’sche Integral[12]
Fiir die Berechnungen ist es hilfreich, das Integral

/OO dqne_a(Qn+1—Qn)Q_B(qu»_(Infl)Q (9)



zu kennen. Deshalb wird dieses zunéchst fiir quadratische Ergénzung auf Gauf3’sche Stan-
dardform gebracht und anschliefend berechnet:

e’} 2
— / dqn exXp [ — (Oé + 5) <Qn - O‘%H—Qlé 1 gqn_l> - C!Of,B (Qn+1 - Qn—1)2]

. s |: Oéﬁ ( )2:|
= OH_BGXP —70[_1_5 dn+1 — Gn—1 .

Berechnung des Pfadintegrals [12]

In Abschnitt 2.2.3 wurde der Propagator fiir das nicht-relativistische, freie Teilchen mit
Hilfe der Schrodingertheorie abgeleitet. Dieses Ergebnis soll nun durch die dquivalente
Rechnung mittels des Pfadintegralformalismus tiberpriift werden. Dazu wird der Feynman-
Kern des freien Teilchens verwendet

/

q
K(7,q ,q) :o./ Dq e 5B/,
q

o n—1

' m
=C"- lim dqy...dq, exp [— (qk+1 - Qk)2
—00

Nun werden die ersten beiden Integrationen iiber dg; und dga geméafl Gl. (9) ausgefiihrt.

K(7,qn ;) - lim / dqi...dg, exp [—ﬁ (= a0)*+ (@2 — QI)2)} :
m n—1
exp [ e 2 (k1 — qu]
k=2

) © [meh m (1
=C. nh—>Holo /_OO dqs...dqy, W exp [—2716 <2<Q2 - QO)2 + (Q3 - q2)2>} ’

=C- lim / dgs...dgy \/? r2ch [ < (43— q0)* + (g1 — q3)2>] :

eXp[ e ZQk—H_Qk ]

Nach n-facher Integration ergibt sich dementsprechend

weh 7r26h mneh m (1
K(7,q, 1 —q)? ).
(7, qn o) nggo\/ \/ ex p[ 2h6< (gn — q0) )]

Nun muss der Kern noch normiert werden:

/ d hm \/weh\/wth mneh ox _m l( — ) 2
- QH . p ohe \ n dn — 40
_C. \/WEh\/ﬂ'QEh \/TI'TZGh 2mhne

9
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Damit ergibt sich das Pfadintegral zu

m m 1
K n = 1li ——— | =(qn — 2
(T:4n ,q0) = lim /o exp[ T (n(q 9) >]
; N L M )2

Dies entspricht dem breits berechnetem Propagator in euklidischer Form, vergl. G1.(3).

2.3 Fermionen
2.3.1 Eigenschaften von Fermionen [6]

Fermionen sind Elementarteilchen, welche durch eine total antisymmetrischen Wellenfunk-
tion beschrieben werden.

U(21, T2, ey Ty ey Ty ooy T) = =W (21, T2, ooey Ty ooy Ty ooy Tiy)

Die Wellenfunktion kann als Produkt einer Ortswellenfunktion und einer Spinwellenfunk-
tion geschrieben werden.

Fermionen gehorchen damit der Fermi-Dirac-Statistik, welche in ihrem Ansatz diese An-
tisymmetrie beriicksichtigt. Desweiteren resultiert aus dieser grundlegenden Eigenschaft,
dass der Spin der Fermionen immer halbzahlig ist.

2.3.2 Grassmann-Variablen [13]

Um Fermionen mathematisch korrekt zu beschreiben, muss man mit Grassmann- Variablen
arbeiten. Die Besonderheit der Grassmann-Variablen ist, dass diese antikommutierend
sind, wodurch die Antisymmetrie der Wellenfunktion beriicksichtigt wird. Die Grassmann-
Algebra findet auf einen Korper statt, der von n=dim(Koérper) antikommutierenden Va-
riablen 7y (k = 1,2,...,n) aufgespannt wird [14]

{nj,m} =0.

Insbesondere fiir j=k ergibt sich

(e} =i+ =0
=i =0.

Betrachtet man komplexe Grassmann-Variablen, so kann die N-dimensionale komplexe
Algebra G durch eine 2N-dimensionale reelle Algebra beschrieben werden. Aufgespannt
wird sie von 7 und dessen komplex Konjugierter 7. Diese besitzen fiir n;,7; € G und a € C
die Eigenschaften

10



Aufgrund der Tatsache, dass die Variablen antikommutierend sind, ist zwischen links-
und rechtsseitiger Ableitung zu unterscheiden. In dieser Arbeit wird die Ableitung als
linksseitig aufgefasst, sodass

87777 8L77n Okin; — k0, aRnn
NN = NN = OkiNj — Nk0l; = — 71Nk
om " o Y ’ ! o

gilt.
Eine weitere Besonderheit der Grassmann-Variablen ist, dass die Integration der Differen-
tiation entspricht, wobei wieder zwischen links- und rechtsseitiger Integration unterschie-

den werden muss [14]
o ,

Oftmals ist es in der Physik notwendig, Variablensubstitutionen durchzufiihren. Daher
muss bekannt sein, wie eine solche Substitution sich auf Integrationen auswirkt.

n
;= Z A
k=1

=>H77] HZA]knk—Hn] ngn(U)HAjk :detAHnj

J k=1 k

Hierbei wurde verwendet, dass das Quadrat einer Grassmann-Variable verschwindet und
verschiedene Grassmann-Variablen antikommutieren. o bezeichnet gerade die Permutatio-
nen von j und k.

Unter Verwendung der Integrationseigenschaften ergibt sich

/Hdnjnj = /Hdnén} :detA/Hdnénj =1.
J J J
:>/Hd17j :detA/Hdn;» (11)
J J

2.3.3 Herleitung der Euler-Lagrange-Gleichung [15]

Wie in der klassischen Mechanik, lasst sich auch in der klassischen Feldtheorie eine La-
grangefunktion L aufstellen. Diese hingt dann nur von dem jeweiligem Feld ®(z) und
dessen vierer-Ableitung 9,® ab. Oftmals wird jedoch die Lagrange-Dichte anstatt der
Lagrangefunktion betrachtet L = [ drL. Die Wirkung ergibt sich damit zu

S = /d4:c L(D(z),0,®).

Nun soll die Variation der Wirkung betrachtet werden, die genau wie in der klassischen
Mechanik auch verschwindet.

68 = / dix [5@+ 8((25@)5(8“@)]

:/d4 [gg‘s@ On (a(g£¢)>5¢+0u (a(g;))&@ﬂ _0
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Mit Hilfe des Gaufi’schen Satzes ldsst sich der letzte Term in ein Oberflichenintegral
verwandeln, welches allerdings Null wird, da physikalisch sinnvolle Felder im Unendlichen
nicht mehr vorhanden sind. Somit bleibt nur noch.

5S:/d4az [ggau <a(gf@>]5q>:0

= oL _ Oy <8£> =0 (Euler-Lagrange-Gleichung),

od 0(0,P)
beziehungsweise in nicht-relativistischer Form in einer Dimension
% B oL - Q oc \ 0
0P To(0,®) Ot \o(d))

2.3.4 Feldquantisierung [12]

Fir die Bewegung eines nichtrelativistischen Teilchens in einem Potential erfiillt die Wel-
lenfunktion W(z,t) die Schrodingergleichung
ov  p?
h— = — W + V(x,t)W.
ot T om +Vi(@t)
Im Sinne der Feldquantisierung ist es sinnvoll die Wellenfunktion mit einem klassischen
Feld zu identifizieren. Durch Vergleich der Schrodingergleichung mit der Euler-Lagrange-
Gleichung ldsst sich die zugehorige Lagrangedichte bestimmen.
ov  h? 9 ov

Dabei sind ¥ und ¥* als zwei unabhéngige Felder zu betrachten.

Der Ubergang zur kanonischen Feldquantisierung wird nun dadurch vollzogen, dass ¥ und
U* {ibergehen in die Feldoperatoren ¥ und W.

Im fermionischen Fall miissen diese beiden Operatoren die Antikommutatorregeln

{W(x,t), V(2" 1)} = 6(z — 2)

und B B
{U(z,t), V(2 1)} = {¥(z,t), ¥ (2',t)} =0
erfiillen. Daraus folgt, wie bereits bei den Grassmann-Variablen gezeigt,
U2 = 0? = 0.

Die beiden Operatoren ¥ und ¥ kénnen als quantenmechanische Ab- und Aufsteigeope-
ratoren verstanden werden. Da ihre Quadrate verschwinden folgt sofort, dass es nur den
Zustand |0) und |1) geben kann. Betrachtet man nur die Zeitabhéinigkeit so ergibt sich

U0y =0
T [0) = 1)
W[1) =9 |0) = [0) — F¥|0) = |0)
V(1) = ¥V |0) = 0.

Daraus ldsst sich eine Matrixdarstellung

\IJ:<8(1)> @:(?8) (13)

gewinnen. Multiplikation mit den Zustandsvektoren zeigt sofort, dass die oben geforderten
Bedingungen erfiillt werden.
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2.4 Renormierungsgruppe und Flussgleichung [16][17]
2.4.1 Erzeugende Funktionale

Im Folgenden wird die euklidische Pfadintegraldarstellung verwendet.

In der Quantenmechanik interessiert man sich oft fiir die Erwartungswerte von Groflen, da
diese experimentell messbar sind. Im Zusammenhang mit der Zustandssumme betrachtet
man deshalb oft Korrelationsfunktionen, die die gesamten physikalischen Informationen
des Systems enthalten.

(x(11)...m(m)) = /’Dw CU(ﬁ)...x(Tn)e*S[x],
Um diese Korrelationsfunktionen bestimmen zu kénnen, ist es sinnvoll, ein mathematisches

Hilfsmittel einzufiihren, némlich einen zusitzlichen Quellterm [Jz = [dPzJ(r)z(1).
Dieser wird in der Zustandssumme zur Wirkung addiert gemé&f

Z[J] = / Daye Sl 2. (14)

Die Korrelationsfunktionen ergeben sich damit direkt zu

o 3" Z[J]
(@(11)....x(Tn)) = Z[0] (5J(Tl)...5J(Tn)>J=0'

Um die Erzeugung des Z[0]-Terms bei der Ableitung zu vermeiden empfiehlt es sich nicht
mit der Zustandssumme, sondern dem Schwingerfunktional zu arbeiten. Dieses ist als
natiirlicher Logarithmus der Zustandssumme definiert,

W[J] = In Z[J] (15)

:@mwmmn=mmwww—@mWWwwz(Mgﬁg%oko

Es wurden die zusammenhéngenen Korrelationsfunktionen eingefiihrt.

2.4.2 Die effektive Wirkung

Genau wie im klassischen Fall lasst sich auch in der Quantenmechanik eine Wirkung be-
rechnen. Diese muss jedoch Quantenkorrekturen enthalten. Sie wird daher als effektive
Wirkung I' bezeichnet und ist als Legendretansformierte des Schwingerfunktionals defi-
niert. Fiir konvexe Schwingerfunktionale ergibt sich somit

T =sup, | [ 7wl (16)

Dass das Schwingerfunktional konvex sein muss, ldsst sich mit Hilfe von Erwartungswerten
zeigen:

PWi(r)] 6 [ Daa(r)e S/ Iz
6j(r)> 6j(7) \ Dae Sk Iz

_ Dz a(r)?e e e Dy g(r)e Skl T 2
(m o—Slel+[ Jx)2 Dy oS+ Iz

= {z()?) — (z(7))? = (Az(7))* > 0 (17)
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Die zweite Ableitung des Schwingerfunktionals liefert also die Varianz von x(7) bzw. bei
mehreren Zeitabhéingigkeiten der Korrelationsfunktion. Die Varianz einer Grofle ist jedoch
immer positiv, was impliziert, dass das Schwingerfunktional konvex seien muss.

Die Forderung nach einem Supremum legt x fest

0

il W -

57 1] - wia] <o
W J]

YA (@(1)) ;-

x entspricht damit dem Erwartungswert der Orts- bzw. Feldpunkte bei nichtverschwinde-

ner Quelle J, ist also der effektive, makroskopische Felderwartungswert.

2.4.3 Einfiihrung einer Skalenabhingigkeit

Bei der Renormierungsgruppe wird ein physikalisches Problem iiber einen groflien Ska-
lenbereich betrachtet. Es wird der komplette Ubergang von der klassischen Mechanik zur
Quantenmechanik abgedeckt. Dies ist oft mit starken Divergenzen und mathematisch nicht
handhabbaren Problemen verbunden. Deshalb ist es notwendig, regulierende Terme ein-
zubauen, die mit den betrachteten Skalen variieren und die mathematische Korrektheit
garantieren. Die Idee ist es dann, diesen sogenannten Regulator nach erfolgter Rechnung
wieder verschwinden zu lassen um ein unverfilschtes Ergebnis zu erhalten.

Bei der funktionalen Renormierungsgruppe geht es konkret darum, iiber alle Moden einer
festgelegten, wellenldingenabhéingigen Skala auszuintegrieren. Ein solcher Bereich wird oft
als Impulsschale bezeichnet.

Gesucht ist jetzt eine skalenabhéngige, mittlere effektive Wirkung I'y, die von der Impulss-
kala k abhéngt. Diese sollte fiir kleine Impulse k — 0 in die effektive Wirkung iibergehen
und fiir Impulse £ — A in die (bekannte) Wirkung Sy, oftmals die klassische Wirkung.
Ein Ansatz ist es die erzeugenden Funktionale skalenabhéngig zu machen,

e — 7, = /A Do exp [—S[x] _ ASy[2] + / Jx} , (18)

wobei als Regulator ein quadratisches Funktional gewahlt wird, welches durch eine impul-
sabhéngige Masse bestimmt wird. In einer Dimension hat dieses die Struktur

ASila] = 5 [ Saw) Rip)a),

An die cutoff-Funktion Ry werden dabei folgende Anforderungen gestellt:

1. Ri(p) "9 0 fiir ein festes p. Dies gewihrleistet den Ubergang zur effektiven Wirkung
bei kleinen Skalen.

2. Ri(p) "8 o fiir ein festes p. Dies gewiihrleistet den Ubergang zur klassischen

Wirkung bei einer festgelegten, oberen Skala.
3. Ri(p) > 0 fiir p — 0. Dies gewiihrleistet, die Regularisierung im IR (kleine Impulse).

Die skalenabhéngige effektive Wirkung ist iiber eine modifizierte Legendretransformation
definiert an
Tufd = [ drslelir) = Wilil - ASilr] mit x(7) = S8

(19)
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2.4.4 Die Flussgleichung im engeren Sinne

Die eigentliche Flussgleichung beschreibt die Veréinderung der effektiven, skalenabhéingigen
Wirkung in Bezug auf eben jene Skala bei festgehaltenem Argument x

OWi 3]
9j(7)
Dabei riithrt der zweite Integralterm von der Skalenabhingigkeit der j’s her; wohingegen
die Ableitung des Schwingerfunktionals als Variation der ebenfalls skalenabhingigen Pa-

rameter bei festgehaltenem j zu verstehen ist. Benutzt man, dass y auch als Variation von
Wi beziiglich j ausgedriickt werden kann, vereinfacht sich die Flussgleichung zu

Ty = / droki(r)x(7) — BWilj] — / ar 2L gy () — A [

Oy = =0 Wi [j] — Ok ASk[X].

Diese Ableitung ldsst sich unter Beriicksichtigung, dass I'y die modifizierte Legendre-
Transformation von Wy, ist, noch weiter umformen zur sogenannten Wetterich Gleichung:

Tk[x] = 1Sp _ Gefle , (20)
(2)
2 L7 [x] + Ry

wobei T (11, 72) = 5y

3 Zustandssumme eines kreisenden Fermions

Die folgenden Berechnungen werden im Planckschen Einheitensystem durchgefiihrt. Dies
bedeutet, dass die Konstanten h = c=1 gesetzt werden.

3.1 Problemstellung

Die im vorherigen Abschnitt beschriebenen Methoden sollen jetzt auf ein konkretes Pro-
blem angewendet werden.

Betrachtet wird ein Fermion, welches sich auf einer Kreisbahn der Liange L. bewegt, also
in einer Dimension mit periodischen Randbedingungen gefangen ist.

q
; N J
N

L

Abbildung 3: Bahn des betrachtet Fermions. Diese kann als Ring des Umfanges L oder
auch als Gerade der Liange L, mit periodischen Randbedingungen, aufgefasst werden.

3.2 Physikalischer Hintergrund - Eine anschauliche Erklarung

Ein anschaulicher Zugang wire ein Elektron zu betrachten, das sich auf einer Leiterschlei-
fe durch ein Vektorpotential bewegt, dessen Feldlinien parallel zu dessen Bewegungsrich-
tung ausgerichtet sind. Denkbar wéire ein Vektorpotential, das durch ein magnetisches
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Feld ausgebildet wird. So ein Feld konnte beispielsweise durch weitere Elektronen in der
Leiterschleife erzeugt werden, wobei in diesem Fall darauf zu achten ist, dass eine homoge-
ne Ladungsverteilung durch diese Elektronen vorliegen muss, um elektrische Wechselwir-
kungsprozesse zu vermeiden. Das resultierende Vektorpotential wire auf dem Kreis, wo
das Teilchens betrachtet wird, konstant.
Die klassische Lagrangefunktion fiir ein solches Teilchen ist gegeben durch

Lidassisch = %:’vz +evA = %jﬁ +eAd = %# +ad [7).
Man erhélt also die klassische Lagrangefunktion fiir ein Potential V' o . Die Variable x
bezeichnet hierbei einen Winkel. Aus der Euler-Lagrange-Gleichung, %% — % = 0, erhélt
man damit die Bewegungsgleichung

mz = 0.

Es handelt sich also um ein Teilchen, das sich mit einer konstanten Winkelgeschwindig-
keit auf dieser Kreisbahn bewegt. In der klassischen Mechanik hat somit der #-abhéngige
Term keinerlei Einfluss auf die Bewegung des Teilchens, was auch sinnvoll erscheint, da
dieser Term vollkommen zeitunabhéngig, also konstant ist und somit auch unbedeutend
beziiglich Variation der Wirkung. Aus ihm resultiert keine Kraft, die das Teilchen angreifen
konnte. Im Folgenden soll nun analysiert werden, ob dieser Term auch quantenmechanisch
ohne Einfluss bleibt.

Zunéchst muss jedoch auch noch der nicht klassische, fermionische Euler-Lagrange-
Term fiir die ferminoische Wellenfunktion ¥ = W(¢) beriicksichtigt werden. Dieser ist
entsprechnend Gl. (12) gegeben durch

- OV - A _
Liommi = 10 — VO — (02 4y B0,
fermi = 1 ot ? ot Cc3T

Fiir die gesamte Wirkung S, {iber periodische Wege [ integriert, ergibt sich damit die
Gleichung

m B B B_ 4
S = / 2dt + 01/ adt +/ U(i— + c3@)Wdt.

2 0 0 0 dr
Genauere Betrachtung des zweiten Summanden, unter Beriicksichtigung der Periodizitét
x(to + B) = z(to) + nL mit n € Z,

B
cl/ &dt = c1[z(0+ B) — z(0)] = cinL
0

legt nah, die Konstante ¢; durch eine andere Konstante % mit # € R zu ersetzen, da dieser
Term dann direkt die durchlaufenen Perioden zéhlt.

Die Konstante c3 wird durch die Konstante A mit A\ € R substituiert. A beschreibt hierbei
die Kopplung an die fermionische Wellenfunktion, was in der Feldtheorie der Kopplung an
das Feld der Fermionen entspricht. Die endgiiltige Formulierung der Wirkung ergibt sich

damit zu 5 5 5
0 _ 4
S:m/ :t2dt+/ a'cdt—i—/ U (i~ + \i)Wadt.
2 0 L 0 0 dT

3.3 Berechnung der kanonischen Zustandssumme auf dem quantenme-
chanischen Weg

Um die Zustandssumme iiber den kanonischen Zugang der Quantenmechanik zu berech-
nen, greift man auf die urspriingliche Definition (7) der Zustandssumme Z = 3" e #En =
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Sp e BH zuriick. Gelingt es einem die Energieeigenwerte zu bestimmen, so kann man

durch exponenzieren und summieren die zugehorige Zustandssumme ermitteln. Im Fol-
genden wird daher aus der gegeben Wirkungsfunktion der resultierende Hamiltonoperator
berechnet, sodass aus der stationdren Schrodingergleichung die Energieeigenwerte heraus-
gefiltert werden koénnen.

Um den Ubergang zur Quantenmechanik zu erreichen, muss zunéchst die Lagrange-Funktion
in die Hamiltonfunktion iiberfithrt werden, da in dieser die Substitution von den beschrei-
benden, generalisierten Groflen in die zugehorigen Operatoren vollzogen werden kann. Es
miissen daher zunéchst die generalisierten Impulse aus der Lagrangefunktion bestimmt
werden

= 0S5 m.o 0. - d ,
oL 0 -
=P =— =mx+ — + VAU
=D P o mx—l—L—i— A
oL _
=—=—¥ , pg=0.
b v Py

Mit den generalisierten Impulsen und der in der unter Gl. (1) beschriebenen Legen-
dretransformation lisst sich nun die Hamiltonfunktion H(p, py, pg,z, ¥, V) bestimmen.

H=ip+Upy — L

-\ 0 A
=H=—@(p-=)P2-0=(p—++2)¥

r—7) =7 +3)
Jetzt kann der Ubergang von der Hamiltonfunktion zum Hamiltonoperator vollzogen wer-
den, indem man die Koordinaten und die zugehorigen Impulse als Operatoren auffasst.
Um die kanonische Zustandssumme zu bestimmen, wird zunéchst das Spektrum des Ha-
miltonoperators untersucht. Dieses setzt sich im Wesentlichen aus den Impulseigenwerten

und den Eigenwerten der Feldoperatoren ¥ und ¥ zusammen.

1. Es wird eine Kreisbewegung untersucht. Um eine nicht verschwindende Wellenfunk-
tion zu erhalten sind nur Impulseigenwerte zugelassen, die zur Ausbildung einer ste-
henden Welle fithren. Dabei ist es wichtig, dass die Wellenfunktion an den Randpunk-
ten exakt identisch ist. Die Phase muss iibereinstimmen. Es sind nur Wellenléngen
zugelassen, fiir die A\ = % mit n € Z gilt.

e 2t 27mn
AR )
Mit den Impulseigenwerten ist gleichzeitig eine mogliche Matrixdarstellung des Im-
pulsoperators gegeben, namlich seine diagonalisierte Form mit den Eigenwerten auf
der Hauptdiagonalen.

2. In Gl. (13) wurde die Matrixdarstellung von den beiden Feldoperatoren bestimmt.
Verwendet man diese jetzt, so ergibt sich fiir das Produkt

(Vo) (e)=(07)

Damit lasst sich der gesamte Hamiltonoperator in Matrixdarstellung schreiben:

H=(21”(po_z)2 Q}n<p0—§>2><8 ,2<p—02+3>>



(27n—0)? 0
— 2m L2 9 .
0 et 2 (2w 04 %)

Da der Hamiltonoperator bereits in diagonalisierter Form vorliegt, lassen sich die
Energieeigenwerte und damit die Zustandssumme direkt als Summe {iber die Haupt-
diagonale ablesen.

n—0)2
Z = Z <e'8 (22ng) (1 + e—ﬁﬁ(e—%rn—% ))

neZ

Waéhrend im klassischen Fall der Wert von 6 die Energiewerte nicht beeinflusst, da
der kontinuierliche Impuls p jederzeit {iber eine Substitution p — p+#6 iiberfiihrt
werden kann, hat dieser Wert, welcher in diesem Zusammenhang als Phase angese-
hen werden kann, in der quantenmechanischen Betrachtung durchaus einen Einfluss.
Dieser Einfluss wird durch die veréinderten Quantisierungsbedingungen des Impuls-
operators hervorgerufen, welcher auf dem Kreis nur diskrete Werte annehmen kann.

3.4 Berechnung der kanonischen Zustandssumme mit Hilfe eukli-
discher Pfadintegrale

In diesem Abschnitt soll die Zustandssumme iiber Gl. (8) bestimmt werden. Um
das Integral zu l6sen, werden dabei im folgenden die periodischen Eigenschaften der
Funktion ausgenutzt. Es wird sich herausstellen, dass sich die Zustandssumme nach
Abspalten der periodischen Terme und Berechnung des fermionischen Anteils in das
bereits bestimmte Pfadintegral des freien Teilchens {iberfithren lidsst. Des Weiteren
werden verschiedene Rechenmethoden, wie die Methode der Zeta-Funktion, verwen-
det, die genauer im Anhang nachgelesen werden koénnen.

Die Rechnung soll in euklidischer Signatur durchgefiithrt werden. Die gegebene Wir-
kung muss daher in eine euklidische umgeformt werden. Um diesen Ubergang zu
vollziehen muss eine Wickrotation t — —¢7 ausgefiithrt werden. Die euklidische Wir-
kung Sg ist somit durch

. B ; B B _
iSp=9=1i m/ 9b2d7-—29/ j:d7+/ O (il ai) war
2 0 L 0 0 dr
gegeben.

Die Zustandssumme berechnet sich nun durch exponenzieren und Integration iiber
alle periodischen Wege:

Z(B) = C'?{Dx e 58,

Bei der Berechnung kann man sich dabei die Periodizitéit der Wege z(7 + () =
x(7) + nL an verschiedenen Stellen zunutze machen:

1. Der z-Term lasst sich sofort integrieren
B
/ zdr = x(f) — x(0) = nL.
0

2. Von allen Wegen ldsst sich ein periodischer Anteil mit x,(7 + ) = x,(7)
abspalten:

z(T) = xp(7) + nLE
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nL
5

Dadurch lisst sich auch ein Teil des #2-Terms direkt integrieren

B B 272 B B 272
.2 .2 n .2 n
/ xdT:/ xpd7+2/ dT:/ a:pd7'+ .
0 0 B Jo 0 B

Der Mischterm der binomischen Formel verschwindet sofort beim Integrieren
aufgrund seiner linearen Abhéngigkeit von &),.

= &(7) = @p(T) +

3. Auch an die Felder der Fermionen miissen, analog zur Quantisierungsbedin-
gung des Impulses, entsprechende Randbedingungen gestellt werden. Da die
Wellenfunktion von Fermionen antisymmetrisch ist, muss auch der Anschluss
an den periodischen Réndern antisymmetrisch sein:

U(r+p)=—-9(1).

4. Da iiber alle periodischen Wege integriert wird, sind Wege beliebiger Runden-
zahl zugelassen. Es ist daher iiber alle n € Z zu summieren. Es sind auch
negative n zugelassen, weil sich das Teilchen natiirlich im mathematisch posi-
tiven und negativen Sinne drehen kann.

Insgesamt ergibt sich die Zustandssumme somit zu

mn2L2 | . B
7 = Z o5 +“9"/Dxp exp <—T;/ de’I%)-
0

ne”L

_ s _
/D\IID\IJ exp <—/ dr¥ [id + )\50] \Il>
0 dT
Das Integral iiber das Fermionenfeld hat die bekannte Form des Gauflintegrals fiir

Grassmann-Variablen! und liisst sich damit sofort bestimmen.

mn2r2 | . B d
7 = Z e H(M/D:t:p exp (—ZL/ dT.i’?)) . det(id— + i)
nez 0 T

Berechnung der Determinante

Die Determinante von A = i% + Az wird nun iiber die Methode der Zeta-Funktion
bestimmt, vergl. (6.2.1). Dazu werden die Eigenwerte a der Determinante benotigt.
Die Eigenfunktion ® folgt unmittelbar aus:

: 1
i®+Ai® =a® |- 5

d
—In® —i\i = —ia |/d7'
dr

In® — i z = —iar +¢

b — Cei()\x—m—)

'Die Herleitung und das allgemeine Ergebnis eines solchen Integrals kénnen im Anhang unter (6.1.1)
nachvollzogen werden.
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Es sind jedoch nicht alle beliebigen Eigenwerte a zugelassen, sondern nur solche,
deren Eigenfunktionen die antiperiodischen Randbedingungen der Fermionenfelder
erfiillen.

(1 + ) = —0(7)
Damit ergeben sich diskrete Eigenwerte a;:

_ei)\:c(T)—iaT _ ei)\:s(T—l-ﬁ) —ia-(T74+8)

—1 1

Mit diesen ldsst sich jetzt die zugehorige Zeta-Funktion berechnen, die direkt iiber die
Eigenwerte definiert ist.

= a; =

% substituiert werden.

_,35 0o 1 0o 1)
CA(S):(g) [Z (l_‘_as_‘_zu_il_)a)s]

=0 =0

Essolla:%—

Damit wurde die Zeta-Funktion auf die Summe zweier Hurwitz’schen Zeta-Funktionen (g
zuriickgefiihrt, deren Funktionswerte und Ableitungen an der Stelle s=0 bekannt sind 2.

Cals) = (G0 [Ga (s, @) + (~1)"Cur(s, 1~ )]

Im n#chsten Schritt muss die gesamte Funktion nach s abgeleitet werden.

d%CA(S) = (%f)SIH(%f)[CH(S’a) +(=1)%¢u(s,1— )]
+(;7f)5[<}{(5, a) + (—1)34“}{(5’ 1— a) + (_1)sln(_1)CH(S, 1_ a)]

An der Stelle s=0 ergibt sich somit

C%CA(O) =—In27) + In(I'()I'(1 — o)) + iw(—% + ).

2Die Hurwitz’sche Zeta-Funktion ist definiert iiber

oo}

Ableitung und Funktionswert an der Stelle s=0 sind gegeben durch

Cu(0,7) = % —7r und dis(H(O,r) =1In(T'(r)) — %ln(27r), 8]
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Daraus lédsst sich nun direkt die Determinante berechnen. Es wird die Kigenschaft der
I-Funktion, I'(a)I'(1 — o) = —7—, ausgenutzt.

sin(mar)”?

det(A) = e~ ds¢a(0)

—Q

sin(ma
=27 (ma) -e%
T
Resubstitution von « fithrt auf:
det <dd — M:t) = —3 [e%e_ing — 672” eikgL} eiAgL

T

=14+ ei)\nL'

Dieses Ergebnis wird nun wieder in die kanonische Zustandssumme eingesetzt. Es ergibt
sich damit ein Pfadintegral, welches noch beziiglich x,, zu integrieren ist.

_mn’L2 |6, iAnL m [P 2
Z:Ze 25 [1_1_6171}/17:1:19 exp —2/ dri,
0

neL

Der Kern des noch zu berechnenden Pfadintegrals wurde bereits in Gl. (10) bestimmt. Fiir
periodische Wege ergibt er sich zu

K(ﬁ,m):,/%.

Es bleibt damit lediglich eine Integration {iber eine Konstante.

B
/Dxp exp(—?/o dT:b]%):M%mB/D:Up
m
R

Die errechnete Zustandssumme lautet also insgesamt

mL2 _mnsz_,’_i@n \nl
Z=\[gug 2 ¢ H T Lr e,
27Tﬁ neZ

3.5 Vergleich der Ergebnisse

Vergleicht man das Ergebnis, das aus dem euklidischem Pfadintegral folgt mit dem quan-
tenmechanischen, so scheinen diese beiden zunéchst nicht iiberein zu stimmen.
n—0)2
Zou =3¢ Gy [1 4 e~ Bip(9—2mn-2F }
nez

und

L2 _mn2L2- .
ne”Z

Dies liegt allerdings lediglich daran, dass die quantenmechanischen Betrachtungen im
Impulsraum durchgefiihrt wurden, weshalb die einzelnen Summanden in fouriertransfor-
mierter Form vorliegen. Bei Durchfithrung einer Poissonresummation, vergl. Gl.(6.2.2),
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muss die quantenmechanische Zustandssumme folglich in die der Pfadintegraldarstellung
iibergehen. Zunéchst soll der erste Summand der quantenmechanischen Zustandssumme
betrachtet werden.

(2mn — )2
2mL?

S1 =exp [—B

Dieser wird nun fouriertransformiert. Dabei ist die Richtung der Transformation egal,
da die Summe spéter tiber alle ganzen Zahlen lduft. Der neue Summenindex wird mit 1

bezeichnet. 5 0. 0
~ o 4 —4
S1 —/ dn exp |—f n e+ + 27iln
2mL?

—0o0
Dieses Gauflintegral kann nach den bekannten Methoden berechnet werden. Es ergibt sich:
mil?L?

26

~ mL?
S| = o exp [—

¥ iw] |
Analog wird auch der zweite Summand berechnet.

= Sy = exp [—ﬁ (MJr A (9—27Tn—)\L>>]

2m L2 mL 2

IS mL? mi?L?
=4/ ——= exp |—

2 213 28
Nun kann der Summenindex | wieder durch den Index n ersetzt werden und man sieht
sofort, dass die beiden berechneten Zustandssummen iibereinstimmen.

+ 110 + ilL/\}

mL2 _mn2L2 i0 .

7 Z o~ hE Tion [1+ez>\nL:|
27]—6 nez

3.6 Diskussion des Ergebnisses

Die Zustandssumme l&sst sich noch ein wenig umschreiben. Dabei wird die dritte Jacobi-
sche Theta-Funktion verwendet werden. Diese ist iiber

O(z,7):=1+2 Z e’ cos(2mnz) (21)

n=1

definiert, wobei z,7 € C und Im7 > 0.
Zunéchst muss die Zustandssumme also in eine dhnliche Form gebracht werden.

mL?
7=
23
2 T2 T2
_ mL o ijsz S 9+L)sz
273 2’ 27 2 ' 27p

Man kann sofort schlussfolgern, dass

2L2

2+ 2§;exp (_ mgﬁ > [cos(n@) + cos(nb + nL)\)]]

L
Z = Z(6, g,mL,AL).
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In dieser Variablenkonfiguration héngt die dimensionslose Zustandssumme némlich selbst
auch nur von dimensionslosen Gréflen ab.

Von besonderem Interesse ist das Verhalten der Zustandssumme beziiglich des @-Terms,
was sich im Ergebnis durch Variation der Phase 6 untersuchen lisst. Als Erstes ist erkenn-
bar, dass die Zustandssumme 2m-periodisch in 6 ist, was der Tatsache entspricht, dass 6
mit einem Winkel identifiziert wird.

Es sollen noch kurz die Ergebnisse der Funktionsuntersuchung présentiert werden. Oftmals
interessiert man sich anstatt fiir die Zustandssumme fiir die physikalisch messbare Grofie
der freien Energie F = —%1n Z. Diese verhiilt sich aufgrund des negativen Logarithmus
prinzipiell genau gegenldufig zur Zustandssumme.

Zustandssumme ‘ freie Energie
Extrema 0. = —% + mm mit m € Z
Maximalbedingung cos(mnm) cos(":2) >0 cos(mn) cos("52) < 0
(0 <L <2m) erfiillt fiir m gerade und LA < | erfillt fir m ungerade und
7w bzw. LA > 37w LA <7 bzw. L\ > 3w
erfiillt fiir m ungerade und erfiillt fiir m gerade und
< LA <3rm T < LA<3m
Sonderfall L)X = km mit k € Z = es treten doppelt so viele Extrema auf

Im folgendem wurde die beiden Gréflen beispielhaft fiir % =mL = AL = 27 geplottet.
Wie berechnet, liegen die Maxima der freien Energie bei m gerade.

Abbildung 4: Verlauf der kanonischen Zustandssumme bei Variation von 6 bei festem

% = mL = AL = 2. Der Verlauf ist 2m-periodisch und weist Maxima bei ungeraden,

ganzen Vielfachen von 7 auf.

T
freie Energie
1
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Abbildung 5: Verlauf der freien Energie bei Variation von 6 bei festem % =mL = AL = 2.
Der Verlauf ist 27-periodisch und weist Maxima bei geraden, ganzen Vielfachen von 7 auf.

Das erhaltene Ergebnis konnte man nun anschaulich so interpretieren, dass jede vom
Fermion durchlaufene Runde eine gewisse Phasenverschiebung 6 hervorruft. Damit ist die
2m-Periodizitéat von 6 sofort einsichtig. Die Phasenverschiebung hat nachweisbar Einfluss
auf die freie Energie des Teilchens. Diese Tatsache ist sehr interessant, da man aus phy-
sikalischer Sicht zun#chst davon ausgehen wiirde, dass die Phaseninformation nur fiir die
Wechselwirkung von mehreren Teilchen untereinander von Bedeutung ist, wie beispiels-
weise bei Interferenzen. Die analytische Rechnung zeigt jedoch, dass auch direkt messbare
Groflen betroffen sind. Man kénnte demnach eine Messung durchfithren und wiirde aus
dieser die Phasenverschiebung 6 ermitteln kénnen. Zugénglich wird der Einfluss, wenn man
sich wieder des Models der stehenden Welle auf dem Kreis bedient. Dieses fithrte dazu,
dass nur diskrete Impulswerte zugelassen sind. Eine Anderung der Phase pro Umdrehung
fithrt also sofort zu verdnderten Impulseigenwerten bzw. veréinderten Wellenléngen. Dies
fiihrt, wie bereits diskutiert, zu verdnderten Energieeigenwerten, die wiederum die freie
Energie beeinflussen. Auf die verinderten Energieeigenwerte wird im néichsten Abschnitt
noch genauer eingegangen werden.

4 Eigenschaften eines nicht-fermionischen Teilchens auf ei-
nem Ring

Im Folgenden werden die fermionischen Eigenschaften des Teilchens fallen gelassen.

Es wird demnach ein quantenmechanisches Teilchen auf der S'-Sphére beschrieben. Zur
Beschreibung der Teilchenposition soll wieder ein Winkel verwendet werden. Des Weiteren
soll sich der Ring, auf dem sich das Teilchen bewegt, in einem konstantem Vektorpoten-
tial befinden, sodass sich, analog zum obigen Fall, ein Term ergibt, der linear mit der

Winkelgeschwindigkeit geht.

0
L:%dr2+z§c

4.1 Betrachtung der Energieeigenwerte ohne fermionischen Anteil

Die Energieeigenwerte entsprechen natiirlich denen aus dem vorherigem Abschnitt, blof3
ohne die Fermionenkorrektur,
1 A%
E,=—|p— =
" 2m <p L)

bzw. in der Quantenmechanik, wo nur diskrete Impulse zugelassen sind

1 [2mn  0\?
E":2m<L_L>' (22)
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Abbildung 6: Die schwarze Linie stellt die Energie im klassischem Sinne dar, es handelt
sich um die kinetische Energie eines freien Teilchens, nur um den konstanten Wert 6
verschoben. Die blauen Punkte charakterisieren die diskreten Energieeigenwerte in der
Quantenmechanik. Es ist erkennbar, dass diese stark durch 6 beeinflusst werden. Bei der
Wahl von ¢ = 7 sind diese sogar nicht mehr symmetrisch beziiglich n und -n, also der
Umlaufrichtung des Teilchens und bei 8 = 7 ist der Grundzustand entartet.

Wie bereits diskutiert wird die klassische Energie nicht durch den zusétzlichen 8-Term
beeinflusst. Dieser bewirkt lediglich eine Verschiebung im Phasenraum p — p + % In der
quantenmechanischen Betrachtung allerdings ist der Einfluss von 6 nicht mehr wegzudisku-
tieren. Die diskreten Energieeigenwerte werden ndmlich durch die Wahl von 6 beeinflusst.
Veranderung von 6 fithrt zu anderen, messbaren Energiewerten. Bei der Wahl von 8 = 7
kommt es sogar zu einer Entartung des Grundzustandes.

4.2 Berechnung der Zustandssumme nach der Flussgleichungsmethode

Die Zustandssumme wird analog zum Abschnitt 3.4 berechnet. Es wird jedoch ein er-
zeugendes Funktional, sowie ein Regulatorterm hinzugefiigt. Das erzeugende Funktional
ermoglicht eine einfache Reproduktion der Erwartungswerte, sowie im spéateren Verlauf
der Energiezustéinde, insbesondere der Grundzustandsenergie. Da die gesamte Wirkungs-
funktion nur von & abhéngt und der Winkel x ein konservatives Feld darstellt, koppelt der
Strom- bzw. Quellterm j direkt an &. Der Regulator sorgt fiir einen korrekten Ubergang
von den kleinen Impulsskalen zu den grofien.

Die skalenabhéngige Zustandssumme berechnet sich damit in euklidischer Signatur zu

Z = /Dx exp [—S[x’] +i/jjz - ASk[x']}

Ausgeschrieben bedeutet dies fiir das gegebene Problem

B
Zy, = /D:n exp [/ dr <—T2nm2 + fefc + Ux) - / drdr’ i(T)Ry(t — 1 )x(T')]
0

Von der Winkelvariablen x ldsst sich nun wieder ein periodischer Anteil x,, abspalten.

71 = _iexp[_m<;;>2 s [ -3 (' /RM_T].

/ Day exp [ / DR+ igy(r) — <”ﬁL> / (IR =)+ Ryl T)abp(f’))] .

exp | =5 [ a0 = )iyt

)
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Bei der Berechnung im Ortsraum ist immer auf die korrekten Randbedingungen zu achten,
was sich besonders bei der Behandlung des Regulators als schwierig erweist, weshalb es
sich anbietet eine Transformation in den Impulsraum vorzunehmen.

Da alle Grofien zur Beschreibung des kreisenden Teilchen die Periode 8 aufweisen, lassen
sie sich in dieser Periode fourierentwickeln. Es ergibt sich als Fourierreihe

2
Ty = \FZx T mit wy = gl (23)

leZ

bzw.

&y = 73 Z x weT (24)

leZ

Die imagindre Einheit, die bei der Ableitung als Vorfaktor entsteht, kann als Konstante
mit in die Fourierkoeffizienten gezogen werden (z; — —izy).
Wichtig ist, dass es in dieser Fourierreihe keinen konstanten Teil gibt, denn dieser wird
durch das wq eliminiert. Der konstante Winkelgeschwindigkeitsanteil wurde bereits durch
den Ansatz & = &) + %l abgespalten und entwickelt. Die Gréflen j und Ry entwickeln sich
analog zu Gl. (23). Dabei spannen die einzelnen Fourierkoeffizienten ein Orthogonalsystem

auf. 5
1 2mi (1 1V r
L

Die Integrale gehen im Impulsraum in diskrete Summen iiber

1 2mi
/ah‘:i:2 = B Z Zmlwlfnkwk dre’F HRT
Ik -

BS(1—k)

= E LW W
l

Unter der Beriicksichtigung, dass das Ergebnis insgesamt reell sein muss, ergibt sich, dass
x_; gleichgesetzt werden kann mit dem komplex konjugierten z;. Umwandeln aller Inte-
grale fithrt auf eine Zustandssumme der Form

m(nL)? inL 1 (nL)?
Zexp[ % +’9”+\/B‘7°_§\/BR°

n=—oo

dmO d(lfldx 1
/\/ﬂH/ exp[ maiwr—jw— l—fxﬂdll’ w_ Ry + 21510 _jw_ l}

wobei das Integral iiber alle periodischen Wege von z in das unendliche Produkt der
Integrale iiber die moglichen Werte der einzelnen Fourierkoeffizienten x; iibergeht. Diese
Gauflintegrale sind durch quadratische Ergdnzung auflosbar.

dxidz_
/l‘l2$l exp [—mmlwlx_lw_l - \/Bl‘lwlﬂf—lw—lRl + 22']'133—“*}—1}
s

2
dzridr_; i [ —Jij-1 ]
= [ ——exp |- | zwym+ VR — —F——— “exp | ——=—
/ 27 ( VP m+\/BRl> m+/BR

1 exp [ — 11 }
+v/BR, m+ /BR
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Einsetzen in die Zustandssumme und Substitution von a; = m + /BR; fiihrt auf

2 s
Zk;:Zexp [—al(;;) +Z\7}g o + ¢ Gn}/o dwo lef [ ‘Z‘j_l]

Die Integration iiber die Nullmode lisst sich natiirlich sofort ausfiihren. Der konstante

Anteil wird substituiert mit a = Hl 1o \/gﬂT
al(nL)2 inL —Jij-1
Zkzaznjexp [— 23 + \fﬁ]o—i-wn Hexp o (25)

4.3 Priifung des Ergebnisses im Spezialfall

Um dieses Ergebnis zu bestétigen, wurde es nochmals im Ortstraum, allerdings ohne Re-

gulator, berechnet:
B i0
= /Dx exp [/0 dr <—T;a:2 + ZCE —|—zy3:)
o0

Sy e {_m(gﬂLV +ion +WBL ]/Dxpexp VdT (—%x( )2+ ijiy(T ))]

n=—oo

Das Integral iiber alle periodischen Wege l&sst sich auf das des freien Teilchens zuriickfiihren,
dessen Ergebnis bereits bekannt ist, vergl. Gl. (10)

g m
- m.o ...
/D:z:p exp[ /0d7'<2$p zyxp>]
B 2 8 NG
_ J _ mly Y
_exp[/o dTQm/Da:p exp[ /0d7'2 <:1:p m)]

Substitution von &, — % =qp bzw. Yy, = x, — # [ jdr liefert die gewiinschte Form.

/D:Ep exp[_/oﬁdTn;(pr—)] /Dyp exp[ / de () }
\/7/ Yp exp[ 25 (p(B) = 9p(0)) ] _ TZ”FL; exp [_277; (72 /0,8 de>2]

Die Zustandssumme lautet demnach

[ £l v el [k ()]

Dies entspricht genau dem Ergebnis aus Gl. (25) fiir Ry — 0, denn bei einer Fouriertrans-
formation analog zu Gl. (24) wiirde sich im letzten Exponenten die Nullmode des Stroms
Jo komplett wegheben.
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4.4 Berechnung des Schwingerfunktionals

Nachdem das Ergebnis nun bestéitigt wurde, soll dieses als Ausgangspunkt fiir weitere
Berechnungen verwendet werden. Zunéchst soll das Schwingerfunktional bestimmt werden.
Dieses wurde in Def. (15) als natiirlicher Logarithmus der Zustandssumme eingefiihrt und
ergibt sich damit zu

Wiljil = nlZe i) = 1n<a>—§ Wty nio exp [—‘;g(nL)? + 22 (ﬂf ¥ \/BJO)H
= In(a) — g ‘”il‘l +ln |1+ 2§exp [—;;(nL)z] cos [nﬁL (ﬁLe + \/Bj())]] .

Dieses Ergebnis soll nun genauer betrachtet werden. In G1.(17) wurde bewiesen, dass das
Schwingerfunktional beziiglich des Stroms j konvex sein muss. Dies ist fiir den quadrati-
schen Term, also fiir alle angeregten Moden (I > 1) des Stromes gegeben. Eine Legen-
dretransformation beziiglich dieser Variablen, die entsprechend GI. (18) auf die effektive
Wirkung fiithrt, wird demnach problemlos méglich sein. Doch wie verhélt sich das Schwin-
gerfunktional beziiglich der Nullmode (I = 0), die &hnlich wie der Winkel 6 koppelt, der
(wie im vorherigen Abschnitt gezeigt) auch konkave Bereiche in der Zustandssumme her-
vorruft?

Als erstes fallt auf, dass das Schwingerfunktional neben 6 auch periodisch in jj ist, wobei

die Periode 2”2/5 betréigt. Daher wird die Legendretransformierte der Nullmode jo auch
nur innerhalb dieser Intervall bestimmbar sein. Dies ist eine Einschrankung, die gestellt
werden muss. Da sich die Funktion aulerdem je nach Wahl von 6 verschiebt ist es sinnvoll
immer das Intervall [—0, %L — 6] zu betrachten.

Einige typische, mit Matlab geplottete, Funktionsverlaufe des jp-abhéingigen Terms des
Schwingerfunktionals In [1 +2% 7 exp [_%(nL)Q} :

cos [% (%9 +VB jo)] := Wy, sind im folgenden abgebildet. Da Wy selbst eine dimensi-

onslose Grofle ist wurden ihre Parameter ebenfalls als dimensionslose Groflen angelegt.
Deshalb wurden im folgenden immer nur Verhéltnisse mL,% variiert.
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Abbildung 7: Graphische Darstellung der Abhingigkeit des Schwingerfunktionals von v/
fiir verschiedene Parameterverhéltnisse. Es ist deutlich erkennbar, wie die Wahl von £ die
Periode verdndert. Das Produkt mL beeinflusst die Breite des Tals, da dieses Verhéltnis
die Gewichtung der einzelnen Summanden bestimmt. Bei steigenden m/L werden hohere
Summanden verhéltnisméfig weniger gewichtet.

B2,

Abbildung 8: Graphische Darstellung des Schwingerfunktionals fiir verschiedene Winkel 6
(blau: 6 = 0; griin: 6 = 7; rot: 6 = ;) bei % =mL = 1. Es wird deutlich, wie die Kurve
sich je nach Wahl von 6 um eben diesen Wert nach links verschiebt.

Der jg-abhéngige Teil des Schwingerfunktionals wird eindeutig durch den Kosinusanteil
dominiert. Dies fithrt jedoch dazu, dass es auch einen konkaven Anteil (fiir Wy > 0) gibt,
sodass die Legendretransformation nicht mehr klar definiert ist. Auch scheint dieser Anteil
der Physik zu widersprechen, denn in Gl.(17) war es moglich, allgemein zu zeigen, dass
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Schwingerfunktionale immer konvex seien miissen.
Im Folgenden wird nun untersucht, wie sich dieses Verhalten auf die effektive Wirkung
austiibt.

4.5 Bestimmung der effektiven Wirkung

Als néichstes soll die skalenanhéingige Wirkung entsprechend Gl. (19) iiber die zugehorige,
modifizierte Legendretransformation bestimmt werden. Dabei wird der Strom j durch die
zugehorigen, effektiven Felderwartungswerte y ersetzt.

Iy —i / JOX — Wali] — ASK(). (26)

Was genau ein effektiver Felderwartungswert ist, wird durch Variation des Schwinger-
funktionals nach dem Strom an einem bestimmten Punkt bzw. in diesem Fall bei einer
bestimmten Winkelgeschwindigkeit deutlich

W [ Dz iexp [-S(i) +i [ ji — AS(d)]
85 (1) [ Dz exp [-S(&) +i [ ji — ASk(d)]

Die Abhéngigkeit von & wird demnach ersetzt durch eine Abhéngigkeit vom Erwartungs-
wert von . Wéahrend in der klassischen Mechanik also direkt die Winkelgeschwindigkeit
betrachtet wird, ist in der Quantenmechanik nur noch ihr Erwartungswert zur jeweils be-
trachteten Zeit von Bedeutung. Diese konnen, im Sinne der Quantenfeldtheorie, auch als
effektive Felderwartungswerte aufgefasst werden.

Da die Winkelgeschwindigkeit periodisch in 8 ist und immer der Erwartungswert an ei-
nem konkreten Punkt betrachtet wird, muss auch dieser periodisch in 5 sein. x kann daher
ebenfalls in eine Fourierreihe entwickelt werden.

= X(m) =

= (&(7))-

1 ; 2mn
X(T) = == D7 X mit w, =
VB4, B
Die Bestimmungsgleichung fiir die x,, ldsst sich nun entweder direkt aus der Extremal-
bedingung an die Legendretransformation aufschreiben oder durch das Einfiihren einer
Zerlegung der Eins herleiten.

oWy, 5]1 -
Z 5j1 0j(T) \f Z xie'!
iz 0o 03(7 ez
Die Ableitung von j(7) nach einem konkreten Fourierkoeffizienten j; ist gegeben als ] (T)

—L_einT Damit ergibt sich der Zusammenhang

VB
6Wk 710.}17 Z Tw_ T
oY ket X-ne'
\f iz 0 VB iz
Ein Koeffizientenvergleich liefert sofort
5Wk
- 27
o (27)

Zunéchst soll der Fall [ # 0 betrachtet werden, fiir den bereits festgestellt wurde, dass eine
Legendretransformation problemlos moglich ist.

ad j] > « nlL 59 .
X—l:_la ( u+] 1-|-2n§:1exp [—2;(11[,)2:| cos |:5 (L—F\/B]O):”)
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= X-l = it
aq

& 1= —ta_x; bzw. j_; = j =ia;x—; fir [ #0
Legendretransformation der Nullmode des Stroms
In diesem Abschnitt wird die hypothetische Transformation der Nullmode besprochen, ob-
wohl diese zunéchst, da die Funktion im gegebenen Intervall nicht konvex ist, physikalisch
nicht fassbar ist. Es wird sich jedoch ein Hinweis auf die zu erwartenden Zusammenhénge

im Schwingerfunktional erhofft. Ableiten der Schwingerfunktion nach jy, analog zur Be-
rechnung der j; nach Gl. (27), fiithrt auf die Gleichung

Sz % e [~53(nL)? + 8L (% + Bio) |
Sz exp | ~55(nL)? + % (5 + VBio) |

X0 =

bzw.

o, T e [ s [ (F + Vo)
0= .

14235, exp [~ 88(nL)2] cos [ (% 4+ /Bijo )]
Diese Gleichung ist nun allerdings nicht mehr analytisch 16sbar. Deshalb wurde zunéchst
naiv eine numerische Legendretransformation programmiert. Ahnlich wie bei den Fourier-
koeffizienten der Winkelgeschwindigkeit, ldsst sich auch hier fiir die y; der Ubergang zu
—ix; machen, da eine unabdingbare Voraussetzung an die effektive Wirkung ist, dass die-
se reell seien muss. Der Ubergang hat den Vorteil, dass bei der numerischen Betrachtung
kein komplexes Problem betrachtet werden muss. Die Gleichung fiir die effektive Wirkung
ergibt sich somit zu

D= [ 3060% ~ Wili] - ASi(0). (28)

T

Uber die Supremumsbedingung ergibt sich damit als Bestimmungsgleichung fiir jo
= L
s 32 )|

Zunéichst wurde nun der Grenzwert R — 0 betrachtet, wodurch der Parameter « in die
Masse m iibergeht. Die dadurch entstehende Gleichung wurde jetzt numerisch gelost, in-
dem Arrays mit vielen v/3jo erzeugt wurden, auf die Gleichung angewandt und dann das
v/ Bjo herausgesucht wurde, fiir die die Gleichung maximal wird. Es wurde absichtlich mit
V/Bjo gerechnet, um wieder ausschliefllich dimensionslose GréBen zu verwenden. Die Va-
riation wurde bei festen Parametern fiir mehrere xo durchgefiihrt, um einen funktionellen
Zusammenhang zu erhalten. Diese Zusammenh#nge wurden dann auch noch fiir verschie-
dene Parameter ausgewertet, um deren Einfluss analysieren zu kénnen.

sup [joXo —In
Jo
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—-—mL=L/Beta=1
—-—mL=1 L/Beta=2
—+—mL=2 L/Beta=1

Stromnullmode Beta’(1/2) jO
@
!
Stromnullmode Beta’(1/2) jO
w
!

2 / —//_

T T T T T 1 T 1
-15 -1,0 -05 0,0 05 1.0 15 -05 00 05

Felderwartungswert X0 Felderwartungswert X0

(a) gesamter Giiltigskeitbereich (b) linearer Bereich

Abbildung 9: Ergebnis der numerischen Legendretransformation. Es ist erkennbar, dass der
Zusammenhang zwischen yo und /3o fiir mikroskopische Grofien linear ist. Des Weiteren
sieht man, dass die Parameterwahl Einfluss auf die Steigung hat und der Wert von % den
y-Achsenabschnitt festlegt.

Das Verhalten im linearen Bereich wurde nun genauer untersucht. Die Verschiebung
der Kurven in Abhéngigkeit des Winkels # wurde bereits in Abb. 8 gezeigt. Somit ist es

eingéingig, dass dieser Parameter im Wesentlichen den y-Achsenabschnitt festlegt. Beriicksichtigt

man noch den Einfluss von % so ergibt sich
_ L (m—0)8
=A(ml, = .
V/Bio <m : ﬁ) Xo+ 7

Fiir die Steigung A lédsst sich zunéchst festhalten, dass diese nicht von 6 abhéngt. Die
Abhiingigkeit der Steigung von den anderen beiden Parametern, mL und £ ist kompliziert
und nicht sehr aussagekraftig und soll deswegen nur einmal in der nachfolgenden Abbildung
veranschaulicht werden.

244 —-—L/Beta=1

Steigung A
Steigung A

T T 1 T T
06 08 1.0 12 14 1.6 18 2,0 06 08 10 12 14 16 18 2,0
mL L/Beta

(a) Einfluss von mL bei konstantem % (b) Einfluss von % bei konstantem mL

Abbildung 10: Der Parameter mL hat einen exponentiellen Einfluss auf die Steigung. Die
Abhéngigkeit von % ist wesentlich komplizierter. Hier iiberlagern sich der exponentielle
und der periodische Einfluss, der durch den Kosinus hervorgerufen wird.

Finsetzen des numerisch ermittelten Zusammenhangs und der Legendretransformation
der hoheren Moden des Stromes in GI.(28), unter Beriicksichtigung, dass diese reell bleiben
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miissen, fithrt auf eine effektive Wirkung der Form

00 00
Fk = - ln(a) - Z QnXnX—n T Z O_pXnX—-n t+ aOX% + jOXO

n=-—00 n=1
142> exp [—ao(nL)Q} cos [nBL <BL6 + \/Bjoﬂ
n=1

2
oS ] o[22 (2 4 )|

n=1

—In — AS;, B30

I'=—1In(a)—m Z XnX-n+Joxo—In

n=1

:—ln(a)—?/ﬁﬁdef—k W+? <\/13/05de>2+(%;0)/06de

° m 9 nL [ Bw A(ml,%) p .
—In 1+2;exp|:26(nL):|C0S 5 L+\/B/O dr x

Diese berechnete Wirkung fithrt jedoch nicht auf die oben beschriebenen Grundzustands-
energie Fy = 2:1%, was vermutlich dadurch zu erkléren ist, dass nur der konvexe Bereich
der Nullmode betrachtet wurde, eine Vereinfachung die, wie man an diesem Ergebnis er-
kennt, nicht gerechtfertigt war. Dennoch kann man aus den Ergebnissen schlussfolgern,
dass die effektive Wirkung nicht nur quadratische Terme in x aufweisen wird, sondern
vermutlich auch lineare.

[\

4.6 Alternative Kopplung

Da mit der anfangs angenommenen Kopplung kein zufriedenstellendes Ergebnis erzielt
werden konnte, wurde noch eine alternative Kopplung, zunéchst ohne Regulator, erprobt.
Bei dieser wurde der Strom nicht an @, sondern direkt an x gekoppelt. Die Zustandssumme
ist damit gegeben als

Z[j] = /D:Ee_s[j"Hfjx.

Eine zum Abschnitt 4.2 analoge Rechnung, die wieder mit einer Transformation in den
Fourierraum durchgefiihrt wurde, fithrt auf das folgende Schwingerfunktional

= 1 J1i—1
W = 1 —
> [ ( o) )

N Mmoo VB i
In n_z_:ooexp 2ﬁ(nL) +ifn 4+ nL 5 Jo %;\/BWZ

Es ist sofort zu erkennen, dass eine, zum vorherigen Abschnitt, fast analoge Kopplung
von jg an die iibrigen Terme auftritt. Dies wiirde dann auf die selben Probleme fiihren.
Némlich, dass die effektive Wirkung nicht auf ihrem gesamten Definitionsgebiet konvex
werden wiirde. Das merkwiirdige Verhalten der Funktionale beziiglich der Nullmoden ist
also auch mit einer anderen Kopplung nicht zu vermeiden.
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4.7 Ansatz zur Berechnung der Grundzustandsenergie

Da die Legendretransformation der Nullmode nicht mit den klassischen Methoden zu be-
stimmen war, wird im Folgenden der Ansatz gemacht, diese Nullmode als eine von allen
x; mit [ € Z unabhingige Variable zu betrachten, die nicht transformiert werden muss.
Es wurde bereits festgestellt, dass jo nur an xg koppelt, weshalb die hoheren Moden nicht
beeinflusst werden. Die aus den Berechnungen folgende Wirkung hat damit entsprechend
Gl. (26) die Form

o

B .
B .9 m 9 inL (0 ,
= 2/ drx® —In(a) — In (nz_:oo exp [—%(nL) + B <L +/Bjo .
Das konsistente negative Vorzeichen ist durch die gewdhlte Kopplung an den Strom und
der daraus resultierenden modifizierten Legendretransformation (26) bedingt.

Die effektive Wirkung wird nun nacheinander beziiglich x und jy minimiert, um die Grund-
zustandsenergie zu erhalten. Die Variation beziiglich x entspricht der des freien Teilchens

mit dem bekannten Ergebnis xy = 0. Als Bedingung fiir jy ergibt sich

o0 _ 25 e (- B )sin (B (5 + v,
B

2
Sjo 14+23°° exp (_ZE(nL)2) oS (% ( % + \/Bjo))

Diese ist Bedingung ist allgemein nur dann erfiillt, wenn

_VBo
.

Jo = (29)
Einsetzen dieses Ergebnisses und Verwendung der Konstanten a, wie sie sich aus Gl.(4.3)
ergibt, liefert eine Grundzustandsenergie, welche unabhéngig vom Winkel 8 ist.

——ln m—LQ—ln Ooex ()2
Fo= #( m& 51<Z p[w(”D

1 mIL>2 1 imL?
:_Bm< %ﬂ>_5m<@@’%ﬁ>>

Es wurde Def.(21) der Jacobischen Theta-Funktion verwendet.

Eine Vernachlassigung der Kopplung der beiden Nullmoden fiihrt also auf eine Grundzu-
standsenergie, welche nicht mehr durch die Winkelverschiebung 6 beeinflusst wird, sodass
man im wesentlichen bei dem Ergebnis des freien Teilchens landet. Die entscheidende
Information muss also gerade in dieser Kopplung stecken, weswegen sie, entgegen des ge-
machten Ansatzes nicht vernachléssigt werden darf. Ohne Kenntnis des Zusammenhanges
zwischen jg und g ist es jedoch nicht méglich, beziiglich dieser Variablen zu minimieren.
Um die Grundzustandsenergie zu erhalten, miisste demnach zunéchst gekléirt werden, wie
Legendretransformationen fiir nicht konvexe Schwingerfunktionale physikalisch verstanden
werden koénnen.

Abschlieflend lésst sich jedoch festhalten, dass die effektive Wirkung fiir das Teilchen auf
einer S'-Sphire gegeben ist durch

o

5 on| ot 2 (2 )

n=—oo

m p .9 .
I'= —2/ drx” 4+ Cijoxo + C2 — In
0
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B ; B

m 2 Cijo .

= —— dry*+ / drx+Co—1In

2 /o VB Jo 4

Fiir konkrete Berechnungen miissen allerdings zunéchst die Konstanten C und Cs, sowie
der Zusammenhang zwischen jo und xo bestimmt werden.

Zuletzt soll noch ein etwas spekulativer Ansatz gewahlt werden. Ausgehend von der Tat-
sache, dass die Nullmode des Stroms eine Konstante seien muss, die auch den oben be-
rechneten Spezialfall einer verschwindenden Kopplung zwischen Strom und Feld erfiillen
muss, ist sie durch die Bedingung aus G1.(29) eindeutig bestimmt. Damit wiirde sich die
effektive Wirkung dann zu

B o B B 0
m m
2 Jo T L/o ™ /0 T( 2 X LX>

ergeben. Die Extremalbedingung fithrt dann auf

Lo b
szn_ mL

Die hieraus resultierende Grundzustandsenergie stimmt dann auch mit den quantenme-
chanischen Uberlegungen aus G1.(22) iiberein.

B ﬂ 9 g - _ 92 N 92 — 92
0=\ T Xmin T pXmin ) T T omE2 T mE? T 2mL?

5 Zusammenfassung und Ausblick

Diese Bachelorarbeit hat einen guten Finstieg in die Methoden der modernen theoretischen
Physik gegeben. Wihrend der Ausarbeitung konnten Kenntnisse iiber den Feymanschen
Pfadintegralformalismus gesammelt werden und es wurde ein Grundversténdnis iiber die
funktionale Renormierungsgruppe vermittelt.

Neben mathematischen Fahigkeiten wurde auch ein tieferes Verstéindnis tiber die Bedeu-
tung von Zustandssummen, Schwingerfunktionalen und insbesondere der effektiven Wir-
kung erzeugt.

Es wurden periodische Systeme mit Instantonen untersucht. Diese Instantonen wurden
iiber Terme realisiert, die einen linearen Zusammenhang mit der (Winkel-) Geschwindigkeit
aufwiesen. Dabei wurde festgestellt, dass die Phasenverschiebung, die Teilchen dieser Sys-
teme, bzw. deren Wirkungsfunktion wiahrend einer Periode erfahren, einen nachweisbaren
Einfluss auf die Groflen des Systems haben. So verschieben sich beispielsweise die Ener-
gieeigenwerte, insbesondere die Grundzustandsenergie.

Waéhrend der Untersuchung sind jedoch auch physikalische Probleme aufgetreten. Es wurde
ein atypisches Verhalten des Schwingerfunktionals und damit auch der effektiven Wirkung
beziiglich der konstanten Mode des erzeugenden Funktionals festgestellt. Entgegen all-
gemeingiiltiger Uberlegen wurden beziiglich dieser Variablen eine konkave Abhingigkeit
beobachtet. Diese konnte nicht erkldrt werden. Deshalb wire es gut, die effektive Wir-
kung noch auf anderen Wegen, beispielsweise durch Losen der Wetterich Gleichung? zu
bestimmen, um die erzielten Resultate vergleichen zu kénnen und eventuell eine tiefere
physikalische Anschauung zu erlangen.

Diese ist als Gl. (20) in den Vorbetrachtungen aufgefithrt worden.
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6 Anhang

6.1 Wichtige Integrale
6.1.1 Das Gauflintegrale fiir Grassmann-Variablen [14]

Das GaufBlintegral fiir Fermionen ergibt sich unter Verwendung der Substitutions- und
Integrationsregeln von Grassmann-Variablen entsprechend Gl.(11). Auflerdem wird die
Taylorreihe der Exponentialfunktion benutzt. Diese besteht fiir Grassmann-Variablen nur
aus einen konstanten und einen linearen Anteil, da die hoheren Ordnungen verschwinden

(n* =0).
/dndn e AN = /dndn ™M — det A /dndn/ e = det A /dn/dn(—l +im') = det A
Mit der Substitution An =17'.

6.2 Rechenmethoden
6.2.1 Die Methode der Zeta-Funktion [8]

Losen von Gauflintegralen fiir Grassmann-Variablen, beispielsweise fiir einen Operator A
mit den n Eigenwerten ag, fithrt also auf die Determinante dieses Operator. Aber wie
ist diese zu berechnen? Eine elegante Moglichkeit fithrt auf die Methode der spektralen
Zeta-Funktion, welche iiber

n n
1
gA(S) — § : — = § : efslnak — Sp (efslnA)
=1 %% k=1

definiert ist.
Diese Funktion wird nun nach s differenziert und anschlieflend die Stelle s=0 betrachtet.

d - —slna
£CA(S) = —; Inage ’“

d " n
£CA(0) = —; Ina, = —lnkljlak =—In det A

= det A = ¢~

6.2.2 Poissonresummation [8]

Die Poissonresummation folgt direkt, wenn man eine unendliche Summe von Delta-Distributionen
fourierentwickelt.

fl@)= > dx-n)

Die Summe kann als eine periodische, quadratintegrable Funktion mit einer Periode von
T=1 aufgefasst werden. Daraus ergibt sich dann die Fourierreihe

[e.e]

flz) = Z o(x —n) = Z cpemike

n=—oo k=—o0
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Die Konstanten sind bestimmt durch

1/T —ik /1 —_omik
= — def(x)e ™ = dr )y §(x —n)e T,
k= ; (z) ; En ( )

Die Substitution von y = z — n ergibt:

o Z/ dy(s —27rzk(y+n Z/ dy(S —27riky

= / dyd(y)e " =1
= Z 0(x —n) = Z e2mik
n=—00 k=—00

Damit gilt fiir eine beliebige Funktion f(n) mit f € S(R) und ihrer Fouriertransformierten

f(27rk) = ffooo dz (ekamf(x))

if(n)—/ (Zax—n >

/ (k_zoo e2mika £ (o > Z_/ dao(e27h f() k;mfm

Dies wird grade als Poisson-Resummation bezeichnet.

> fn)= ) f(2nk) (30)

n=—oo k=—oc0
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