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1. Einleitung

1.1. Die Quantenfeldtheorie

Die relativistische Quantenfeldtheorie (QFT) ist die erfolgreiche Vereinigung der Quan-
tenmechanik (QM) und der Speziellen Relativitidtstheorie (SRT). Sie beschreibt die
Wechselwirkung zwischen allen bekannten Elementarteilchen (das so genannte Stan-
dardmodell der Elementarteilchen), bestehend aus:

e der elektromagnetischen Wechselwirkung zwischen geladenen Teilchen (Leptonen
und Quarks), welche durch die Quantenelektrodynamik (QED) beschrieben wird,

e der starken Wechselwirkung zwischen Quarks, die durch die Quantenchromodyna-
mik (QCD) beschrieben wird

e und der schwachen Wechselwirkung, welche zusammen mit der QED im Glashow-
Weinberg-Salam-Modell vereinigt wurde.

Die vierte Wechselwirkung, die Gravitation, ist noch nicht in der QFT enthalten. Es gibt
jedoch viele Bemiihungen, eine alle vier Naturkréifte beschreibende Theorie (GUT!) zu
entwickeln. Die Stringtheorie ist momentan der vielversprechendste Kandidat.

1.2. Die Quantenelektrodynamik

Die Quantenelektrodynamik ist eine der erfolgreichsten Theorien der Physik, denn sie
erklart Phénomene wie die “Lambshift” und das Abweichen des “g-Faktors” des Elek-
trons von ¢ = 2. Dabei erzielt sie eine sehr gute Ubereinstimmung zwischen theoretischen
Vorhersagen und experimentellen Ergebnissen.

Fiir das populérste Beispiel, den “g-Faktor” des Elektrons, liefert das “g-2”-Experiment
eine exzellente Bestiitigung der Theorie: g., — g, = 2.002319314 —2.002319310 = 4-10~°
20].

Diese Experimente, welche die QED mit hoher Prézision bestétigen, finden jedoch alle
in einem “low-intensity”-Gebiet statt, d.h. die Feldstdrken der beteiligten Felder liegen
weit unter einer kritischen Feldstirke. Diese wird wie folgt definiert: ein Elektron mit
der Ladung e, welches sich durch ein elektrisches Feld der Feldstéirke E,. bewegt, gewinnt
auf einer Strecke Az die Energie

E =FAx =eE_ ).

LAbk.: “Grand Unifying Theory”



Als Wegstrecke setzt man hier die Langenskala der QED, die Comptonwellenlidnge des
Elektrons A, := A/m.c ein. Um ein Elektron-Positron-Paar zu erzeugen, muss diese
Energie der doppelten Ruhemasse entsprechen. Da es sich aber nur um Gréflenordnungen
handelt, vernachldssigt man den Faktor zwei und definiert als kritische Feldstérke:
2.3
CEALtm? e BT oqg.q0Y (1.1)
eh m
Fiir die Physiker des 20. Jahrhunderts war es unmoglich, auch nur annéhernd Feldstarken
dieser Groflenordnung zu erzeugen. Daher wurde der “high-intensity”-Bereich der QED
im letzten Jahrhundert nur theoretisch erforscht.
In den dreiliger Jahren wurden die ersten Artikel mit theoretischen Ergebnissen veroffent-
licht. Besonders wegweisend waren die 1936 publizierten Arbeiten von Heisenberg und
Euler [17] sowie Weisskopf [21], in welchen sie den effektiven Lagrangian der QFT?
einfithrten, der den Lagrangian der klassischen Feldtheorie um Quanteneffekte berei-
cherte. Diese nichtlinearen Effekte sind z.B. die Photon-Photon-Streuung oder die Paar-
bildung im Vakuum. 1935 diskutierten Euler und Kockel die Photon-Photon-Wechsel-
wirkung im “Quantenvakuum”? als dielektrischen Effekt [13], was Weisskopf ein Jahr
spiter wie folgt formulierte [21],[12]:

“When passing through electromagnetic fields, light will behave as if the
vacuum, under the action of the fields, were to aquire a dielectric constant
different from unity.”

Abbildung 1.1.: Die Begriinder des effektiven Euler-Heisenberg-Lagrangian, v.l.n.r.: Hei-
senberg, Euler und Heisenbergs Leipziger Seminar (1930). Vorne: Pei-
erls, Heisenberg; hinten: Placzek, Gentile, Wick, Bloch, Weisskopf, Sau-
ter (v.l.n.r.).

Durch die rasanten Fortschritte in der Technik (insbesondere in der Lasertechnologie)
riickte die experimentelle Erforschung dieser Effekte langsam in den Bereich des Mogli-

2Dieser nach Euler und Heisenberg benannte Lagrangian wird im Appendix hergeleitet.
3Das von starken EM-Feldern durchsetzte Vakuum wird manchmal als “Quantenvakuum” bezeichnet.



chen. Die ersten beiden (im Folgenden beschriebenen) Experimente?, diese nichtlinearen
QED-Effekte zu beobachten, wurden in die Wege geleitet und somit der Versuch, die
QED auch im “high-intensity”-Gebiet experimentell zu bestétigen. Denn auch wenn es
keinen Grund zu der Annahme gibt, dass die QED in diesem hohen Intensitétsbereich
ihre Giiltigkeit verlieren sollte, so gibt es bisher auch keinen experimentellen Beweis,
dass sie richtig bleibt.

Das erste Experiment findet seit dem Jahr 2000 in Italien statt. Dort wird (bisher ohne
veroffentlichten Erfolg) versucht, die Drehung der Polarisationsebene eines durch ein
starkes Magnetfeld geschossenen Laserstrahls zu detektieren.

Das zweite Experiment beruht auf dem Fortschritt in der Laserentwicklung und soll
in den nichsten Jahren in Jena stattfinden®. Das JETI-Lasersystem® ist in der Lage
Intensitédten von I o< 10** W/m? (also Feldstéirken von F o 10 V/m) zu erzeugen. Diese
liegen “nur” fiinf GroBenordnungen unterhalb der kritischen Feldstédrke. Damit findet
zwar keine Paarproduktion statt, aber (wie im Laufe dieser Diplomarbeit gezeigt wird)
eine Doppelbrechung im Vakuum. Schickt man durch dieses doppelbrechende Vakuum
einen Probelaserstrahl, so erfihrt dieser eine Drehung seiner Polarisationsebene (die
Details werden in Kapitel 7 noch ausfiihrlicher erlautert).

Das Experiment dazu sieht wie folgt aus:

Hauptpuls

Strahlteiler
Probelaserstrahl Fokus

Ti:Sa-Hauptpuls
Strahlteiler

Debris-Schutz

Transmittierter
Teilstrahl(-puls)

spiegel

Reflektierter

Teilstrahl(-puls) » Parabolspiegel

Abbildung 1.2.: Der experimentelle Aufbau [4]

Durch zwei aufeinander fokussierte Laser (im Folgenden als “Hintergrundlaser” bezeich-
net) wird ein Gebiet sehr hoher Feldstéirken der Gréfienordnung 103V /m erzeugt. Durch

4Bei diesen Experimenten handelt es sich um Photon-Photon-Streuung. Es fanden bereits SLAC-
Experimente in den 70ern statt. Diese benutzten jedoch einen Elektronenstrahl und wiesen somit
keine reine Photon-Photon-Streuung nach.

SEs gehort zu einem der Unterprojekte des Transregio 18 mit dem Titel “From Compton scat-
tering to strong field electrodynamics”. Fiir mehr Informationen siehe http://www.laserphy.uni-
duesseldorf.de/e296/e1/e202 /index_ ger.html

6Abk.: Jenaer 10-Hz-Titan:Saphir-Lasersystem, Institut fiir Optik und Quantenelektronik Jena



diesen Fokus schickt man einen dritten Laserstrahl (so genannter “Probelaser”), der auf-
grund der beiden verschiedenen Brechungsindizes des “Quantenvakuums” seine Polari-
sationsebene dreht.

1.3. Zielsetzung und Aufbau der Diplomarbeit

Diese Diplomarbeit soll einerseits erklédren, wie es zur Doppelbrechung des “Quantenva-
kuums” kommt und andererseits herausfinden, unter welchen Bedingungen die Drehung
der Polarisationsebene des Probelaserstrahls maximal und damit am besten messbar
wird.

Im zweiten Kapitel wird deshalb zunéchst in die nichtlineare Maxwell-Theorie eingefiihrt
und es werden die nichtlinearen Bewegungsgleichungen hergeleitet. Dabei bezeichnen
(wie in der Theorie iiblich) die griechischen Buchstaben die Komponenten der Vierer-
Vektoren p = {0, 1,2, 3} mit der Metrik g,,, = diag(1, —1, —1, —1), wihrend die lateini-
schen Buchstaben die Raumkomponenten beschreiben i = {1,2,3}. Des Weiteren wird
(bis auf wenige, explizit angegebene Ausnahmen) in natiirlichen Einheiten gerechnet,
dh.c=1=h.

Im dritten Kapitel werden zum Verstdndnis der Doppelbrechung die Grundlagen der
Kristalloptik hergeleitet.

Das vierte Kapitel baut auf diesen Grundlagen auf. Es werden fiir einen Spezialfall (ein
reines elektrisches Hintergrundfeld, d.h. B = 0) die Brechungsindizes hergeleitet.

Das fiinfte Kapitel leitet die Brechungsindizes auf einem allgemeineren Weg fiir beliebige
(ndherungsweise konstante) Hintergrundfelder her. Auiderdem wird die Dispersionrela-
tion kovariant hergeleitet.

Das sechste Kapitel beschéftigt sich mit der Gaulschen Wellenoptik, da diese fiir das
siebte Kapitel benotigt wird.

Im siebten Kapitel werden fiir verschiedene Ansétze konkrete Drehwinkel der Polarisa-
tionsebene berechnet.

Das achte und letzte Kapitel fasst die Ergebnisse zusammen und gibt einen Ausblick.
Im Appendix wird der wichtige Euler-Heisenberg-Lagrangian hergeleitet.



2. Nichtlineare Maxwell-Theorie

Um den Leser in das Thema einzufiithren, werden zunéchst ein paar Grundlagen der
linearen Elektrodynamik! wiederholt. Durch Einfiihrung einer nichtlinearen Lagrange-
dichte wird zusétzlich zum bekannten Feldstéarketensor F),, ein neuer Tensor H,, defi-
niert. Anhand des Letzteren werden die Unterschiede zwischen linearer und nichtlinea-
rer Elektrodynamik in Form der Bewegungsgleichungen (Maxwell-Gleichungen) erklért.
Durch einige Annahmen, die niher auf das Experiment eingehen, werden schlieSlich die
nichtlinearen (linearisierten) Bewegungsgleichungen hergeleitet.

2.1. Allgemeine Vorbetrachtung

2.1.1. Der Feldstarketensor F),,

Wie in der linearen Maxwell-Theorie werden die Lagrangedichte £ und damit die Wir-
kung § = [ L d*% durch den Feldstérketensor F},, und den dazu dualen Tensor F,
beschrieben:

0 E'  E* EB
~E' 0 -B® B

(FHV) = _E2 B3 0 _Bl )
-E* -B* B! 0

Fr = Lol g, (2.1)

FY = _F¢ Fo = E', F = —¢ik B, Fij = —eijBY,

[0 — - B, F,, = B, Fii = +eikpk Fij = +€ijkEk- (2.2)

Die Indizes der Vektoren wurden so gewéihlt, dass {z'} = (x, vy, z) und {z;} = (—=z, —y, —2).
Die homogenen Maxwell-Gleichungen (auch unter dem Namen “Bianchi-Identitéit” be-
kannt) behalten in der nichtlinearen Elektrodynamik ihre Giiltigkeit:

OF" =0 &  &vPY,F,5=0. (2.3)

Wegen der totalen Antisymmetrie des Levi-Civita-Tensors kann man das Feldstérke-
tensorfeld durch ein Vierer-Potential A, ausdriicken:

F,, =0,A,— 0,A,. (2.4)

L“Maxwell-Theorie” und “Elektrodynamik” sind Synonyme.

10



2.1.2. Die Invarianten S und P

Zur Beschreibung der einzigen relevanten lorentz- und eichinvarianten GroéBen F, P
und F,, " (siehe Seite 76) fithrt man die Abkiirzungen S und P ein:

1 1
S = —-F,F"=_(E*-B? (2.5)
4 2
]_ ~ v — —
= —;Fwl" =E-B. (2.6)

Anders als im linearen Maxwell-Fall, in dem die Lagrangedichte nur durch S beschrieben
wird (Lyw = S), sind im nichtlinearen Fall beide Invarianten nétig:

L=L(S,P)=5+a1S?+asP?+ b S + b,SP2 + ... (2.7)

Ein Term linear in P tritt aus zwei Griinden nicht auf.

Erstens verletzt dieser die CP-Paritét: wie man anhand der Definition von P erkennt,
handelt es sich um einen Pseudoskalar. Denn wihrend E ein Vektor ist, ist B ein Pseu-
dovektor, d.h. er behilt unter Anderung der Paritét sein Vorzeichen. Damit #ndert sich
aber das Vorzeichen von P und somit ist P ein Pseudoskalar. S dagegen ist aufgrund
der Quadrate in E und B ein Skalar und taucht auch linear in £ auf.

Zweitens tréigt ein Term linear in P nicht zur Lagrangedichte bei, weil man ihn als totale
Divergenz formulieren kann: F,, F'* = 20, P A, 00 Ap =: 0, K",
Fiir eine Lagrangedichte, die eine totale Divergenz £ = Ly + 0, K" enthilt, gilt:

58 / (Lo + 0,K") d*

_ 0Ly 0Ly . "y
= /(aAV 5A”+a(aA) (0,04, ]) dx+/5auK d'x

. 8£0 6£0 350 4
_ /(aj_[aﬂm}) 5A, d4:r+/8 aA)éA d4:r+/8 SKH d'

= /[Euler Lagrange] 4, dx+/8 ( gﬁz )5A,, +5K“) d’r.

Das zweite Integral verschwindet nach dem Variationsprinzip (die Variation auf der
Oberflache ist identisch Null). Somit ergeben totale Divergenzen in der Lagrangedichte
keinen Beitrag zu den Euler-Lagrange-Bewegungsgleichungen.

2.1.3. Der H*”-Tensor

Um die nichtlinearen Bewegungsgleichungen zu erhalten, verwendet man die Euler-
Lagrange-Gleichung:
oL oL

i vl (2.8)

11



Der zweite Term ist Null, da die Lagrangedichte nicht von A, abhéngt. Den ersten Term
kann man folgendermafien umformen:

oL 0L OFy _ 0L 9L OL 29)
0(0,A,)  OFay 0(0,A,) 0F,, 0F, 0F, '

Durch Einsetzen von (2.9) in (2.8) erhilt man:

9, oL 9, (85 oS oL OP

A ac - = — v AT
OF,, 95 OF,,  oP 8FW) O (OsL F™ + 0pL F*) = 0. (2.10)

Damit nimmt die nichtlineare inhomogene Bewegungsgleichung folgende Form an:
OuH"™ = 0, (DL F™ + dpL ™) = 0. (2.11)

Diese Gleichung ist die allgemeine und korrekte Formulierung der inhomogenen Bewe-
gungsgleichung (im strom- und ladungstrigerfreien Raum), also die nichtlineare Verall-
gemeinerung der inhomogenen Maxwell-Gleichung 0, F*" = j¥ = 0.

Wie man sofort sieht, ergibt das Einsetzen der linearen Lagrangedichte (L = S) in
(2.11) die lineare inhomogene Maxwell-Gleichung, wie es auch sein sollte.

Die folgende Tabelle zeigt die Ergebnisse noch einmal im Uberblick:

Lineare Nichtlineare

Maxwell-Theorie Maxwell-Theorie
homogene " =0 . " =0 .
Bew.-Glgn. V-B=0, VXE+B=0 V-B=0, VXE+B=0
inhomogene " =0 . o,H" =0 .
Bew.-Glgn. V-E=0, VxB—E=0 V-D=0, VxH-D=0

Tabelle 2.1.: Vergleich der linearen und nichtlinearen Elektrodynamik

Dabei sei noch einmal darauf hingewiesen, dass die lineare Maxwell-Theorie nicht korrekt
ist. Es ist nur eine lineare Naherung der allgemeinen Theorie, die jedoch im klassischen
Limes? eine sehr gute Approximation darstellt.

Damit ist die allgemeine inhomogene Bewegungsgleichung durch die Ableitung eines
anderen Tensors gegeben: 0, H" = 0.

ZKlassischer Grenzfall heifit wie immer 4 — 0. Aus (1.1) folgt damit E/E, o A — 0. Die Feldstéirken der

verwendeten E- und B-Felder sollen weit unter der kritischen Feldstéirke E, liegen. Diese Forderung
ist im alltéglichen (physikalischen) Leben sehr gut erfiillt.

12



Dieser Tensor kann (wie spéter gezeigt wird, siehe Seite 20) durch die Felder D und H?
ausdriickt werden, ganz analog zum Feldstarketensor F*”:

F, = (E,B), H,, = (D, H), (2.12)

womit sich die selbe Form in den inhomogenen Bewegungsgleichungen ergibt, siche Ta-
belle 2.1.

2.2. Die nichtlinearen inhomogenen Bewegungs-
gleichungen in Ndherung zweiter Ordnung

2.2.1. Der M/ ;-Tensor

Um die nichtlinearen Bewegungsgleichungen weiter zu berechnen, wird (2.11) mit der
Bianchi-Identitdt ausdifferenziert:

0= 0,0sL F" + 0L 9,F" 4 8,0pL F" + 0pL 0, F"
=0

= 0L O, F" — %(agc F.3 0,F°% 4 050pL Fop 0,F%)F
S (OL Fuy O.F" 4+ 0p05L Fip 0, F") ™
= OsL 0,F" — %Mgg 0, F*" = 0. (2.13)
Aus (2.13) liest man die Definition von M/ ab:

M = B2L FogF™ + 4L FogF™ + 9s0pL (FagF"™ + FapF*). (2.14)

2.2.2. Die quadratische Lagrangedichte

Fiir die nichtlineare Lagrangedichte (2.7) macht man den Ansatz:
Lan =5+ %(0152 +ay P?), (2.15)

d.h. man betrachtet nur die nichtlinearen Terme zweiter Ordnung in S und P (bzw.
vierter Ordung in F'). Die Vernachléssigung von Termen hoherer Ordnung wird dadurch
gerechtfertigt, dass diese im Vergleich zur ersten Ordnung immer kleiner werden.

Dies kann man sich anhand der allgemeinen Lagrangedichte klar machen. Nach dem
Theorem von Furry (Invarianz unter Ladungskonjugation [23]) tragen zur Lagrange-
dichte nur F-Terme gerader Ordnung bei.

3Die Bezeichnungen D und H wurden in Analogie zu elektromagnetischen Wellen durch Medien ganz
bewusst gewahlt.

13



Damit kann man den Lagrangian (2.7) schreiben als:
L="Luw+Li+Ls+-=> Lo (2.16)
k=1

Dabei geben die Indizes die Ordnung von F' an, und der (in S lineare) Maxwell-Lagrangian
ist Lyiw = L. Die Abbildung 2.1 zeigt die Feynman-Graphen der ersten vier Terme der
nichtlinearen Lagrangedichte L.

o3

Abbildung 2.1.: Die ersten vier Terme der nichtlinearen Lagrangedichte

Um die Grofenordungen der héheren Terme (k > 2) zu bestimmen, muss man zwei
Uberlegungen anstellen:

e Dimensionsiiberlegung: Da fiir Photonen (ebene Wellen) 8; — k; und 9y — |k| = w

gilt, folgt, dass fiir A, oc w, F), o< w? ist. Damit ist Lo oc F2F oc w”.
Da eine Lagrangedichte die Dimension Masse? hat ([Lox] = [Lex| = [Law] = md),
muss noch durch m?*~* dividiert werden (in natiirlichen Einheiten gilt [Masse]=

[Energie]).

e Vertexiiberlegung: An jedem Vertex erzeugt ein Photon (Schlangenlinie) ein vir-
tuelles Elektron-Positron Paar (gerade innere Linie), bzw. ein virtuelles Elektron-
Positron-Paar annihiliert und erzeugt ein Photon. D.h. jeder Vertex ist proportio-

nal zu e und damit proportional zu /& (o = €?/(47)). Also ist Lo ox ¥ oc aF.

Damit ergibt sich Lo o< af w* (w/m.)*~* und als dimensionslose GroBe:
Low ./ w44
F X @ (ﬁ) . (217)

Fiir me ~ 0.5 MeV und w ~ 10 eV (Energiebereich eines Lasers, atomare Ubergé'mge)
ergibt sich damit in (2.16):

1 F? 1
£ ~_zE Zak (i)%—k ~ =g L1072 41074 (2.18)
Me
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Wie man an dieser Abschéitzung sieht, sind die hoheren Ordnungen sehr klein und damit
die hoher als quadratisch eingehenden Ordnungen ruhigen Gewissens vernachléssigbar.

Bemerkung

Es gibt in der Theorie zwei diskutierte Lagrangedichten quadratischer Ordnung (2.15):
die eine stammt von Euler und Heisenberg (sieche Appendix und [9]) und die andere von
Born und Infeld [6], [9]. Sie unterscheiden sich im Wesentlichen durch ein unterschiedli-
ches Verhéltnis der Konstanten a; und as.

Euler-Heisenberg Born-Infeld
aq 4 1

a9 7 1

v 4o /(45 m?) nicht spezifiziert

Tabelle 2.2.: Ubersicht der nichtlinearen Theorien erster Ordnung

Noch eine Bemerkung zur Konstante 7; setzt man A und ¢ wieder in Kraft, dann ergibt
sich in konventionellen* Einheiten
402 402 3 «
e —_ R= = S ySE—
45m* 45m* & 45 E?

v (2.19)

dabei ist £, die kritische Feldstérke (1.1).

2.2.3. Die Bewegungsgleichungen
Mit der Lagrangedichte (2.15) kann nun M[; aus (2.14) berechnet werden:

MY = O3l FapF™ + 0pLont, FupF™ + 0s0p L (FagF™ + FapF™)
= @ YFusF" + agyE s FM, (2.20)
und die Bewegungsgleichungen (2.13) ergeben:
|
0 = sl 0uF" = M5 O, F h
— (- %Faﬂwﬂ) 0, F" — %(alFagF‘“’ +asFLg ) 0,F%F. (2.21)

2.3. Annahmen

Nun wird néher auf das experimentalphysikalische Problem eingegangen. Wie auf Seite
8 erklart wurde, werden in diesem Experiment zwei verschiedene Laser verwendet: der
eine Laser erzeugt ein intensives Hintergrundfeld, der andere schickt einen Laserstrahl

4Konventionelle Einheiten sind die “unnatiirlichen” Einheiten, also SI, Heaviside-Lorentz, Gau$ etc.
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durch dieses Hintergrundfeld.
Daher splittet man den Feldstirketensor F* in einen Hintergrundfeldstirketesor Fh¢,
(Index BG fir “Background”) und einen fluktuierenden Feldstérketensor f#” auf:

Fr — FEY 4 fhv, (2.22)

Die Wellenlénge des Lasers, der das Hintergrundfeld erzeugt, betrigt Agg = 800 nm, die
des Probelaserstrahls Ap = 0.16 A. Bei beiden Lasern handelt es sich um gepulste Laser
mit einer Pulsdauer von 80 fs.

Nun kann man nach Dittrich und Gies folgende Annahmen machen [10]:

2.3.1. “Sanfte” Photonen

Die Photonen des Probelaserstrahls werden durch f# beschrieben. Sie erfiillen die Be-
dingung wp/m. < 1.

2.3.2. Vakuummodifikation homogen in Raum und Zeit

Man nimmt an, dass die stehenden Wellen der Hintergrundfelder rdumlich und zeitlich im
Vergleich zu dem eingeschossenen Probestrahl konstant sind. Damit diirfen Ableitungen
des Hintergrundfelds Fji¢ in der (effektiven) Wirkung vernachléssigt werden.

2.3.3. Vernachldssigbare Modifikation des Vakuums durch den
Probelaser

Vakuumverdnderungen durch den propagierenden Laserstrahl selbst sind vernachléssig-
bar. Damit diirfen die angestrebten Bewegungsgleichungen beziiglich f# linearisiert wer-
den.

2.4. Uberpriifung der Annahmen

Bevor mit diesen Annahmen weitergerechnet wird, miissen sie zunéchst einmal gerecht-
fertigt werden.

2.4.1. “Sanfte” Photonen

Fiir den Probestrahl soll gelten: wp/m. < 1.

In natiirlichen Einheiten ist m, = 0.511 MeV und wp = 27/A,. Mit der Formel 1 = h¢ ~
200 nm eV, also 1 nm = 1/(200 eV), kann man die Wellenldnge des Probelaserstrahls
(Ap = 0.16 A) in eV umrechnen und erhélt fiir den Bruch den Wert 0.15.

In konventionellen Einheiten veranschaulicht lautet die obige Forderung: hwp /(m.c?) <
1. Die Energie des Probelaserstrahls soll also wesentlich kleiner als die Ruheenergie des
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Elektrons sein, d.h. es finden keine Paarerzeugungs- und Vernichtungsprozesse statt, und
das Vakuum bleibt unpolarisiert. Damit hat man eine lokale® Feldtheorie [bestehend aus
der klassischen Maxwell-Lagrangedichte O(h°F?) sowie der “one-loop” effektiven La-
grangedichte der QED O(ha?F*) 5 die somit um nichtlineare Effekte bereichert wurde.

Die Frequenz des Probelaserstrahls ist vp = 1.88 - 10' Hz bzw. wp = 27vp = 1.18 - 10%
Hz. Setzt man nun auch die anderen Naturkonstanten ein (h = 1.05- 1073 Js, m, =
9.11-1073! kg, ¢ = 3.00 - 10® m/s), so ergibt sich fiir den Bruch ebenfalls 0.15 — wie es
sein muss.

Dieses Ergebnis ist kleiner als eins, allerdings nur um eine Gréflenordnung.

2.4.2. Vakuummodifikation homogen in Raum und Zeit

Das Hintergrundfeld sollte (rdumlich und zeitlich) konstant sein oder zumindest nur so
langsam verdnderlich, dass jede Ableitung von F*” vernachléssigt werden kann.

Ein langsam verédnderliches Feld wird dadurch charakterisiert, dass der ebenfalls in
der allgemeinen Lagrangedichte enthaltene Term (OF)? gegeniiber dem F2-Term ver-
nachléssigt werden kann. Unter Beachtung der Vorfaktoren ergibt sich daraus die Be-
dingung [1] (in konventionellen Einheiten):

B N hlk
IVF| < |F)| = L <1 (2.23)

meC meC
mecz\atﬂ < |F| = e < 1 (2.24)

Dabei steht F fiir £ und B.

Setzt man nun die Zahlenwerte fiir das Hintergrundfeld ein (Apg = 800 nm = kpg =
7.86 pm~! und wpg = 2.36 - 10" Hz), so ergibt sich fiir beide Briiche ein Wert von
3.02 - 1076, Dieser ist definitiv viel kleiner als eins.

Allerdings fehlt in dieser Bedingung der Zusammenhang zwischen dem Probestrahl und
dem Hintergrundfeld.

Damit das Hintergrundfeld dem Probestrahl ndherungsweise konstant erscheint, sollte
es sich ihm gegeniiber viel langsamer verdndern:

O FH 10, ™
| < || (2.25)
Dies kann man fiir den rdumlichen Anteil sofort bestéitigen, mit 0; s gilt:
2 12 !
T <« & Ap < ABG, (2.26)
ABG Ap

5Eine lokale Quantenfeldtheorie enthilt nur Terme mit einer endlichen Anzahl von Ableitungen, d.h.
es treten keine Faltungen der Form [ dz dy ¢(z) K (z—y)é(y) in der Wirkung auf.
6Siehe Appendix, Seite 81 (A.21).
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was mit Ap = 0.16 A und A\gg = 800 nm definitiv erfiillt ist.

Um die zeitliche Anderung zu untersuchen, muss man in Betracht ziehen, dass es sich in
beiden Féllen um gepulste Gaufwellen handelt. Die Hintergrundlaser haben eine Halb-
wertsbreite von 7 = 40 fs. Damit schwingt das Hintergrundfeld wihrend einer Puls-
dauer von At = 27g¢ genau Npg = vpgAt mal.

Das Feld des Probelasers schwingt in der selben Zeit Np = vpAt = Npgrp/vpg mal,
also Apg/Ap = 5 - 10 mal ofter.

Damit kann das Hintergrundfeld gegeniiber dem Vordergrundfeld als konstant angesehen
werden.

2.4.3. Vernachldssigbare Modifikation des Vakuums durch den
Probelaser

Das Hintergrundfeld hat eine Intensitéit von Igg = 10** W/m?. Diese Intensitit liegt
viele GroSenordnungen unter der kritischen Intensitit, welche I, = 4.7 - 103 W/m?
betrégt.

In Feldstirken (I = cE?/(47eg)) ergibt sich fiir das Hintergrundfeld Fgg = 1.9 - 103
V/m und fiir das kritische Feld E. = 1.3 - 10'® V/m.

Die Hintergrundfeldstérke liegt also weit unter der kritischen Feldstérke, die Elektron-
Positron-Paare erzeugen konnte. Aber sie ist eventuell grofl genug, um die ersten nicht-
linearen Effekte im Vakuum (Doppelbrechung, Drehung der Polarisationsebene) durch
Experimente beobachten zu kénnen. Wie spéter (siche Seiten 36 und 63) noch gezeigt
wird, wird es sehr schwierig sein diese Effekte zu detektieren, denn die beiden Bre-
chungsindizes weichen um Summanden der GréSenordnung 10~ von eins ab, und bei
der Drehung der Polarisationsebene liegt der Drehwinkel in einer Gréflenordnung von
o~ 107%°,

Der Probelaserstrahl hat eine um sechs bis neun Gréflenordnungen kleinere Intensitét.
Damit ist dann auch seine Feldstidrke um drei bis fiinf Groflenordnungen kleiner. Somit
ist kaum zu erwarten, dass dieser Strahl beobachtbare nichtlineare Effekte zur Folge
hétte.

2.5. Linearisierung der Bewegungsgleichungen

Einsetzen von (2.22) in (2.21) unter Beachtung der Annahmen ergibt als linearisierte
Bewegungsgleichung;:

a a v v r- nll4 o
0 = (1 - %(FBGaﬁFBg» ™ — % <G1FBGaﬁF§G + azFBGaﬁF§G> 0 f”
= (1+aS0) O f™ — % (1 FocasFEG + a2Focas P ) 0,/ (2.27)
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Jetzt kann man komponentenweise die inhomogene “skalare”” (v = 0) und die inhomo-
gene vektorielle (v = i) Gleichung bestimmen.

Um zu viele Indizes zu vermeiden, wird von nun an der Index BG fiir das Hintergrund-
feld weggelassen, F),, steht also nicht mehr fiir ein allgemeines Feld, sondern fiir das
naherungsweise konstante Hintergrundfeld.

Dementsprechend werden die elektrischen und magnetischen Felder des Hintergrund-
felds mit E und B bezeichnet, wihrend die des variierenden Photonfeldes mit kleinen
Buchstaben & und b charakterisiert werden.

2.5.1. Die inhomogene “skalare” Bewegungsgleichung
Den “skalaren” Anteil dieser inhomogenen Bewegungsgleichung erhélt man, indem man
in (2.27) v = 0 setzt:
uo 1 10 I 10 af __
(1 + CL1’)/S()) 8uf B alFagF + CLQFagF 8uf =0. (228)

Mit den Konventionen (2.2) ergibt sich:

(1+ a17Sp) e + [al (E19ie! — BIOW)E + ay (B 06l + Eﬂ‘aib?)Bﬂ —0. (2.29)
Bemerkungen

e Die Bewegungsgleichung (2.29) kann man auch anders formulieren: V - d =0, mit
d= (14 a17Sy) &+ ’y[al ((E &) — (B- E))E + aQ((é &)+ (- E))é] +D(2.30)

D ist eine nicht niher bestimmte Konstante, da sie durch die Ableitung wegfallt
und somit in (2.29) nicht auftaucht.

Dass V - d wieder die LHS® von (2.29) ergibt, sieht man sofort, wenn man V-d
in Komponenten schreibt und beachtet, dass die Ableitung 0° nur auf e* und b*
wirkt.

Damit ist nun die erste Behauptung der Tabelle von Seite 12 bestéitigt?. Die nichtli-
neare “skalare” inhomogene Bewegungsgleichung im “Quantenvakuum” (ﬁaf =0)
hat die selbe Struktur wie die entsprechende lineare in Materie. Der Vektor d ist
durch (2.30) gegeben und somit komplizierter als im linearen Fall in Materie, in
welchem d nur durch € und nicht zusétzlich auch noch durch b erzeugt wird.

e Fiir a; = ay = v = 0 erhdlt man die Maxwell-Lagrangedichte sowie d=¢&+D.

"y = 0 ergibt natiirlich die 0-Komponente eines Vierer-Vektors und keinen Skalar. Diese Bewegungs-
gleichung kann aber (im Gegensatz zum Fall v = 4) als Skalarprodukt geschrieben werden, weshalb
diese Bezeichnung gewahlt wurde.

8Abk.: “Left Hand Side”, analog RHS Abk. fiir “Right Hand Side”.

9Fiir eine quadratische Lagrangedichte und linearisierte Probelaserstrahlfelder.
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Damit erhélt man wieder die bekannte lineare “skalare” inhomogene Maxwell-
Gleichung: V -é&= 0.

2.5.2. Die inhomogene vektorielle Bewegungsgleichung

Den vektoriellen Anteil der Bewegungsgleichung (2.27) bekommt man, indem man v
gleich 7 setzt:
(1 + (11’}/50) 6uf"‘" — % <a1Fa5F‘” + aQFaﬁFW) 6Mf°‘ﬁ = 0. (231)
Mit den Konventionen (2.2) ergibt sich hier:
0 = —(14a1ySy) [0%" + ¥ i v¥]

tary [(B’fa%’f . Ekﬁoek) Ei 4 dm (B’fajb’f . Ekajek)Bm]

+a27[ - <Bj806j + Ekaoek) B 4 ¢imi <Bk8jek + BRI ek) Em] . (2.32)
Bemerkungen

e Durch analytisch geschickte Betrachtungsweise der Formeln (2.32) und (2.29) er-
kennt man nun, dass sich ein Vektor h definieren l&3t als:

= (1+ai7So)b — [a1 ((é b)) — (- g))é +ay ((é &)+ (E- E))E] 1 (2.33)

wobei fiir H das selbe wie fiir D gilt. '

Bildet man die Rotation von % und subtrahiert d (am besten komponentenweise:
Vxh—d & —c*gipk — 3°dY), so ergibt sich wieder die RHS von (2.32).
Damit ist nun auch die zweite Behauptung der Tabelle von Seite 12 verifiziert. Die
nichtlineare vektorielle inhomogene Bewegungsgleichung im “Quantenvakuum” hat

die selbe Form wie die entsprechende lineare in Materie: V x h —d = 0. Damit

lasst sich der Tensor H,, also durch zwei neue Felder, d und FL, beschreiben, welche
durch (2.30) und (2.33) gegeben sind.

e Setzt man a; = ag =y =0, erhilt man wieder den Maxwell-Fall: V x h =V x b

sowie d = ¢ und damit V x b — &= 0.

20



3. Kiristalloptik

In den Kapiteln 4 und 5 soll als erster nichtlinearer Effekt die doppelbrechende Eigen-
schaft des von starken Feldern durchsetzten Vakuums behandelt werden.

Zum besseren Verstéindnis, und um das “Quantenvakuum” einordnen zu koénnen, be-
trachten wir zunéchst die analoge Situation in Kristallen [24].

Dieses Kapitel fithrt den Brechungsindexvektor ein und klassifiziert Kristalle beziiglich
ihrer Dielektrizitdtstensoren. Durch Einfiithrung der “optischen Achse” ergeben sich da-
mit im Wesentlichen drei Typen von Kristallen: isotrope, anisotrope, optisch einachsige
und anisotrope, optisch zweiachsige Kristalle, die verschiedene Wellenflichen und damit
ein unterschiedliches Verhalten der Brechungsindizes aufweisen.

3.1. Aligemeine Eigenschaften

In einem Medium haben die Maxwell-Gleichungen die Form:

. - . . OB
V-B =0 VxH---=j 3.2
, x 5 = (3.2)
bzw. in kovarianter Formulierung:
O F"™ =0 0,H"™ =j". (3.3)

Der Tensor ﬁj st d_gr aus Kapitel 2 bekannte duale Feldstérketensor. Der Tensor H*
enthélt die D- und H-Felder, die den Einfluss der Materie auf die elektromagnetischen
Wellen beriicksichtigen.

Der Zusammenhang zwischen E und D bzw. B und H ist:
= gE, Dz = EijEj
= [H, B; = pi;H;.

oy

Dabei sind € und i im Allgemeinen Tensoren.
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3.1.1. Magnetische Eigenschaften

Man geht davon aus, dass Kristalle ndherungsweise magnetisch isotrop sind, d.h. es gilt:

pij = Hopdi; = Bi = popd;. (3.6)

Damit sind B und H immer parallel zueinander. Je nach Konvention gilt fiir ¢y und pq:
po = 4w, €o = 1/(4n) (GauB), po = 47107 "N/A2, ¢ = 1/(uoc®) (SI) oder die hier

verwendete Heaviside-Lorentz-Konvention

Mo = €p = 1. (37)

3.1.2. Elektrische Eigenschaften

Fiir die elektrischen Eigenschaften eines Kristalls kann man diese Annahme nicht ma-
chen.

Damit gibt es also zwei Moglichkeiten:

Isotrope Kristalle

In diesen Kristallen gilt €;; = € d;;, d.h. E und D sind parallel.

Anisotrope Kristalle

In diesen Kristallen zeigen D und E in verschiedene Richtungen, da der é-Tensor aus

neun Eintrdgen besteht.
Wie folgende Rechnung zeigt [6], sind jedoch nur sechs dieser neun Eintridge unabhéngig:

—

t
Ein nichtleitendes Medium (j = 0) muss die Kontinuitdtsgleichung erfiillen:
V.S + 0(we + wy) =0, (3.8)

dabei ist S der Poynting-Vektor, und die elektrischen und magnetischen Energiedichten
sind gegeben durch:

|
We — iEDziEZEUE]
1o - 1
m = =B-H=_-puHH,
v 2 2!

Die Kontinuitétsgleichung (3.8) ergibt sich aus der Vektoridentitit —V - (E
E-(VxH)- 1-7 - (V x E) sowie den quellenfreien Maxwell-Gleichungen V x
und V x H = D:

1

6 : g = V. (E X ﬁ) ; —§8t(Ei€ijEj + /LHZHZ) = —at(we + wm)

Es muss also gelten: 0,(E;€;; E;) = E;0.E;(€i; + €j:) L 2E,0:Eje;j.
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Damit muss ¢;; symmetrisch sein und kann dementsprechend nur sechs unabhéngige
Komponenten haben.

Die optischen Eigenschaften des Kristalls sind also (bei Vernachldssigung der magneti-
schen Effekte ji;; = 6;;10) nur durch den Dielektrizitdtstensor € bestimmt.

Allgemein ist der Dielektrizitétstensor komplex. Da wir Absorptionseffekte (z.B. Paar-
produktion) vernachldssigen, bleibt nur der Realteil iibrig.

3.2. Der Fresnel- und der Normalenellipsoid
Fiir den spéteren Gebrauch definiert man zwei zueinander duale Ellipsoide:

Ex = {FeR|ge'y=ye;'y; =1} (3.10)

Dual bedeutet, dass die Normalen auf Er die Richtung von ¢ € Ex geben (und umge-
kehrt).
Die Indizes F und N stehen fiir Fresnelscher Ellipsoid und Normalenellipsoid.

Ein physikalisches Beispiel ist durch die elektrische Energiedichte gegeben:
FEr ist die Menge aller E-Vektoren mit w, = % (denn nach der obigen Definition gilt:
We = %EZEZ]E])

Da ¢;; ein symmetrischer Tensor ist, ist es immer méglich, ihn in Diagonalform zu brin-
gen:
1 1 .
€ij — €i0;j, €; — —0ij, ¢; = Eigenwerte. (3.11)
i
Damit vereinfachen sich die Definitionen der Ellipsoide, sie sind jetzt in Hauptachsen-
gestalt:

Er = {FeR |ar®+ ey’ +e2® =1} (3.12)
2?2

Ex = {feR|=+L+Z =1} (3.13)
€1 €2 €3

mit den Achsenlédngen f bzw \/€;.

3.3. Optische Achsen

Wenn man ein beliebiges Ellipsoid (z—j + z—j + i—j = 1) mit einer beliebigen Ebene (mjx +
may + mzz = 0) schneidet, ergibt sich als Schnittfigur eine Ellipse.

Besondere Bedeutung erhalten die Spezialfélle, in denen sich als Schnittfigur ein Kreis
ergibt. Die Normalen auf diese Ebenen heiflen optische Achsen.
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Im allgemeinen Fall (a # b # ¢ # a) gibt es zwei verschiedene Schnittkreise.
Also werden die anisotropen Medien noch einmal in zwei Klassen aufgeteilt:

e Anisotrope Medien mit €; # €3 # €3 # € sind optisch zweiachsige Medien, denn
es existieren zwei zueinander spiegelbildliche Schnittkreise und dementsprechend
zwei optische Achsen, die orthogonal auf diesen Schnittkreisen stehen.

e Wenn allerdings zwei der drei Dielektrizitéitstensor-Eigenwerte identisch sind (¢; =
€; # €), dann fallen diese beiden Schnittkreise zu einem zusammen. Damit gibt
es nur noch eine Normale. Diese anisotropen Medien werden optisch einachsig
genannt.

Entsprechend ihrer optischen Ein- oder Zweiachsigkeit haben diese Medien natiirlich
unterschiedliche Eigenschaften.

3.4. Die Brechungsindizes

3.4.1. Aligemeiner Fall: elektrisch anisotrop und optisch zweiachsig

Zur Losung der Maxwell-Gleichungen (3.1) und (3.2) setzt man ebene Wellen an,

—

E = Bye it=Fd), (3.14)

fiir E, ﬁ, B und H. Damit ergibt sich: % —jw und V — ik.

Brechungsindexvektor
Der Brechungsindexvektor ist definiert durch:

]_ —
ni= —k. 1
= (3.15)

Damit werden die Maxwell-Gleichungen (3.1) und (3.2) in einem quellfreien Kristall zu:

- g() s X ﬁo = —50, (316)
- 50 = s X _)0 = go. (317)

Wellenflache

Der Index Null wird der Einfachheit halber von nun an weggelassen. Mit den inho-
mogenen Gleichungen (3.16) und (3.17) (sowie der Néherung p = 1) kann man die
Wellenfliche berechnen:

ixixE = f(i-E)—i’E
X

In Komponenten ergibt sich:

(ﬁz(sz‘j —nin; — Ez‘j)Ej =0. (318)
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Fiir nichttriviale E-Vektoren erhilt man damit die Gleichung fiir die Wellenflache:

0 = det(ﬁ2(5ij —nn; — Eij)
o 2 2 2
= @’ (en] + ean3 + €3n3) + 16263

—[nei(es + €3) + niea(er + €3) + nies(er + €2)]. (3.19)

Diese Gleichung ist nur zweiter (und nicht dritter) Ordnung in n?, die Wellenfléiche ist
also nur zweischalig. Dies entspricht der Tatsache, dass transversale elektromagnetische
Wellen nur zwei unabhéngige Polarisationsrichtungen haben.

Damit gibt es fiir festes 7 zwei (i.a. verschiedene) w und umgekehrt. Nur an den Schnitt-
flachen der Wellenschalen stimmen die Werte iiberein.

Die beiden Polarisationsrichtungen findet man, wenn man (3.18) fiir D = éE auswertet:

e\ D —qi(ite D) = D. (3.20)

Daii-D = 0, kann man D mit dem Projektionsoperator P, = PI auf eine Ebene
senkrecht zu 77 beschrdnken. Dabei gilt P.D = l_j, da D bereits in dieser Ebene liegt
und natiirlich P, 7 = 0 ist. Damit wird (3.20) zu:

o 1 =
P ée'P D =—=D. (3.21)
n

In dieser Ebene kann man nun eine orthonormale Basis einfiihren (é,,€3) und (3.21)
bekommt die Form:

1
(x5 — ﬁaaﬁ)Dﬁ = 0. (3.22)

Die Eigenvektoren dieser Gleichung sind die beiden Polarisationsvektoren. Sie sind or-
thogonal zueinander, da der Operator e;é — %5(15 selbstadjungiert ist. Denn er besteht
nur aus selbstadjungierten Anteilen: P, €, 1, und die Eigenvektoren selbstadjungierter
Operatoren zu verschiedenen Eigenwerten stehen immer senkrecht aufeinander.

Strahlenvektor
Der Strahlenvektor ist definiert durch:

S Ex H
5= S T (3.23)
wetwn  NE-D+B-H)
Denn damit gilt -7 =1, da:
E-D = E-(Hx@)=a-(ExH)
H-B = H-(ixE)=i-(ExH).
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Damit werden die Maxwell-Gleichungen (3.1) und (3.2) zu

§-H = §x B=—E 3.24)
§-E = §xD= H. 3.25)
Strahlenfliache
Analog wie oben kann man hier die Strahlenfliche berechnen:
det(§25ij — 5i8; — Ez-_jl) =0. (326)

Anhand der Gleichungen sieht man nun, wie die einzelnen Vektoren zueinander stehen:
Die Vektoren E , ﬁ, S und 77 spannen eine Ebene auf. Anders als in isotropen Kristallen
sind E und D i.a. nicht parallel. AuBerdem steht D (und nicht E) senkrecht auf der
Ausbreitungsrichtung (||77). Die Energle propaglert ebenfalls in eine andere Richtung
(||5) als sich die Welle ausbreitet (||77). H und B stehen senkrecht auf dieser Ebene.

Die Abbildung 3.1 veranschaulicht dies noch einmal.

H,B

D

— —

Abbildung 3.1.: Die Lage der Vektoren B, FI, E, D,7und §

Nun werden die einzelnen Fille genauer untersucht:
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3.4.2. Isotrope Kiristalle

In isotropen Kristallen gilt €; = €5 = €3 =: €. Damit wird die Wellenflache zu:
0 =iite — 2i%* + € = e(i* — ¢)”. (3.27)

Dies ist eine doppelzihlige Kugel mit Radius (= Brechungsindex) n = y/e. Dieser ist
aufgrund der Kugelsymmetrie unabhéngig von der Polarisation und der Einfallsrichtung.
Die Strahlenflache ergibt sich zu:

0= 1<§2 - 1)2. (3.28)

€ €

Der Strahlenvektor § ist parallel zu 7i:  § = 7i/7i°.

3.4.3. Anisotrope Kristalle: optisch einachsig

In optisch einachsigen Kristallen sind zwei der drei Eintrdge im Dielektrizitétstensor
identisch. O.B.d.A. gelte: €; = €5 =: €, < e3. Damit heifit der Kristall “optisch positiv”.
Natiirlich kann auch e¢; > €3 sein, dann ist der Kristall “optisch negativ”.

Die Wellenfléchengleichung (3.19) wird zu:

0 = i’ (elni + 63n§) —nle, (€L +e3) — 2n3eses + € €3
2
= (@) (HE+2 o). (3.29)
€3 €

Dabei ist n? = n? +n3. Die Wellenfliche besteht also aus einer Kugel mit Radius /€ |
und einem Rotationsellipsoid mit den Achsenléngen /€5, /€5, /€ , siche Abbildung 3.2.

Analog besteht die Strahlenfliche aus einer Kugel mit Radius —= und einem Rotati-

VEL
11 1
Ve’ Ve Jer
Man muss nun also zwischen zwei verschiedenen Wellen unterscheiden:

Ordentlicher Strahl

Die zur Kugel gehorige Welle nennt man “ordentliche Welle” (Index o). Denn diese Wel-
le unterscheidet sich nicht von der Welle, die durch einen isotropen Kristall 1duft. Beim
Auftreffen wird sie nach dem Snelliusschen Brechungsgesetz gebrochen. Ihre Energie pro-
pagiert in Ausbreitungsrichtung (7,]|5). Der Brechungsindex (n, = /€1) ist unabhéngig
von der Ausbreitungsrichtung im Kristall.

onsellipsoid mit den Achsen

AuBlerordentlicher Strahl

Die Welle, die zum Rotationsellipsoid gehort, wird “auerordentliche Welle” (Index ao)
genannt. Sie hat die schon im Vorfeld erwdhnten Eigenschaften, die sie von einer Welle,
die durch einen isotropen Kristall propagiert, unterscheidet.
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ng b optische Achse

Tp

NG

Abbildung 3.2.: Wellenflachen im optisch positiven Kristall

Beim Auftreffen auf den Kristall verletzt sie das Snelliussche Brechungsgesetz. Die Ener-
gie propagiert nicht mehr in Ausbreitungsrichtung (S, §f 7a). Der Brechungsindex ist
abhingig von der Einfallsrichtung. Er variiert zwischen /e; < n,, < \/€3.

Dies veranschaulicht man sich durch den “Hauptschnitt”:

Der Hauptschnitt ist die Ebene im Rotationsellipsoid, die durch die optische Achse und
den Brechungsindexvektor 77 aufgespannt wird. Diese Ebenen sind (wie schon auf Seite
23 erwidhnt) immer Ellipsen (bzw. im Spezialfall auch Kreise). Der Einfachheit halber
soll nun die Welle so einfallen, dass ihr auflerordentlicher Strahl in der nq-ns-Ebene liegt,
damit ist ihr Hauptschnitt die n;-ng-Ebene. Zur Veranschaulichung dient Abbildung 3.3.
Anhand dieser ist ersichtlich, der Brechungsindex n, des ordentlichen Strahls, der senk-
recht auf diesem Hauptschnitt steht, unabhéngig vom Winkel des ordentichen Strahls
zur optischen Achse, immer gleich gross ist, da die zugehorige Wellenflache eine Kugel
ist.

Fiir den Brechungsindex n,, des auflerordentlichen Strahls gilt diese Winkelunabhéngig-
keit nicht.

Fiir ¢ = 0 (die Welle wird parallel zur optischen Achse eingeschossen) ist er minimal:
Nao = /€1 = No. In diesem Fall haben an und EO die gleiche Richtung und auch die
gleiche Phasengeschwindigkeit (v, = v, = % (c=1)).

Fiir 0 = & (die Welle fillt senkrecht zur optischen Achse ein) wird er dagegen maxi-
mal n,, = y/€3. Auch hier haben die beiden Teilwellen die gleiche Richtung, besitzen
aber aufgrund der verschiedenen Brechungsindizes verschiedene Phasengeschwindigkei-
ten (v, = \/—16_3 =+ \/% = V).

Fiir alle anderen Winkel stimmen weder die Richtungen noch die Phasengeschwindig-
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Abbildung 3.3.: Hauptschnitt: auflerordentlicher Strahl und ordentlicher Strahl

keiten fiir die beiden Teilstrahlen iiberein. Es findet also Doppelbrechung statt, der ein-
fallende Strahl wird in zwei Strahlen gebrochen. Dies liegt daran, dass eine der beiden
zugehorigen Wellenflachen ein Ellipsoid ist.

3.4.4. Anisotrope Kristalle: optisch zweiachsig

In optisch zweiachsigen Kristallen gilt €; # €5 # €3 # €. O.B.d.A. gelte: €1 < €3 < €3.
Damit bleibt die Gleichung fiir die Wellenfléiche (3.19) in der allgemeinen Form:

0= 7> (eln% + €an3 + €3n3) + €1€62e3 — [n%61(€2 + €3) + naeser + e3) + nies(er + 62)].

Um eine Anschauung dieser Wellenfliche zu bekommen, berechnet man die einzelnen
Schnittpunkte dieser Gleichung mit den Koordinatenachsen. Man setzt also erst n, dann
no und als Letztes ng gleich Null und erhélt eine Schnittgleichung fiir die ny-ns-Ebene,
ni-nzg-Ebene sowie die ni-no-Ebene. Fiir die ny-ns-Ebene ergibt sich:

0 = @ (en]+ en3) + erees — [njeaer + €3) + njes(er + 6)]

(71* — €1)(€am3 + €3n3 — €x€3).

Damit erhdlt man einen Kreis mit Radius /€;, der innerhalb einer Ellipse mit den
Halbachsen /€, und /€3 liegt, siche Abbildung 3.4.
Die anderen Schnittgleichungen ergeben ebenfalls Kreise und Ellipsen. In der ni-ns-

Ebene ((ﬁ2 — 63)("§ 1 )= O) liegt jedoch der Kreis auflerhalb der Ellipse und fiir

€2 €1

die ni-n3-Ebene ((ﬁ2 — 62)("% o 1) = 0) schneiden sich beide. Veranschaulicht in

€3 €1
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ny

Abbildung 3.4.: Schnittfigur der Wellenflachen mit der ny-ns-Ebene

Abbildung 3.5.

Man sieht also, dass hier zwei komplizierte Wellenflachen vorliegen, von denen keine eine
Kugelgestalt hat. Damit sind die beiden zugehorigen Wellenvektoren auflerordentlich und
verletzen das Snelliusche Brechungsgesetz. Bei beiden Strahlen propagiert die Energie
nicht mehr in Ausbreitungsrichtung, d.h. §}f 7.

3

\/5
e

€

Jes

ni

Abbildung 3.5.: Schnittfiguren der Wellenfliichen mit den Koordinatenachsen
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4. Vakuumoptik

In Anlehnung an das vorige Kapitel “Kristalloptik” wird dieses Kapitel “Vakuumoptik”
genannt. Die Berechnung der Wellenfldche aus Kapitel 3 wird in einer allgemeineren
Form unter Verwendung der Ergebnisse aus Kapitel 2 wiederholt.

Da die nichtkovarianten Formeln sehr kompliziert sind, leitet dieses Kapitel die bei-

den Brechungsindizes und damit die Doppelbrechung des “Quantenvakuums” fiir den
Spezialfall B = 0 her.

4.1. Magnetfeldfreier Fokus

Wenn man jetzt vom Kristall zu dem von starken Feldern durchsetzten Vakuum iiber-
geht, muss man wie schon auf Seite 16 zuerst die einzelnen Felder unterscheiden. Zum
einen gibt es die quasi konstanten Hintergrundfelder E und g, die von den beiden
aufeinander fokussierten Lasern erzeugt werden. Durch diesen Fokus lduft dann der Pro-
belaserstrahl, der duch die variierenden Felder € und b beschrieben wird.

Fiir die Felder des Probelaserstrahls gilt (siehe Kapitel 2.5.1 (2.30) und Kapitel 2.5.2.
(2.33)):

oD ~ €ij = (14 a17S0) 0y + a1y E; Ej + ayyB; B;
d; = e€jej+ b, mit { ai; = a1y E' Bl + azy B (4.1)
1
Ry o : iy = (1+a1vSo) 6ij — a1yBiBj — agyEi B
hi = Ky b] + 52363 mit { ﬁij — Wy BE; — ayVE;B;. (4.2)

Dabei ist v = 4a2/(45m*) und die konstanten Vektoren D in (2.30) und H in (2.33)
wurden Null gesetzt.
Um relativ einfach bereits ein paar erste Ergebnisse berechnen zu kénnen, wird ange-

nommen, dass im Fokus das B-Feld verschwindet. Damit vereinfachen sich (4.1) und
(4.2) zu:

Spezialfall . dz = ((1 + Cbl’)/E_;z/Q) 5z'j + CLl’)/EZ'Ej) €; = €564, (43)

hi = ((1 +avE?/2) 6 — awEiEj> b = ;' bj. (44)

Mit einem Ansatz ebener Wellen und dem Brechungsindexvektor 7 = E/w ergeben die
Maxwell-Gleichungen fiir den Probelaserstrahl wie schon in Kapitel 3.4.1 (3.16) und
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(3.17):

-

——d (4.5)
= .

Y

3 S
o >

X
X

Q‘l S

St 3y

Y

Da aber in d; = €;;e; und b; = p;jh; weder €;; o< §;; noch p;; o< d;; ist, muss man hier
davon ausgehen, dass das modifizierte Vakuum weder elektrisch noch magnetisch isotrop
ist. Damit muss nun, anders als in der Kristalloptik, auch noch der Fall miteinbezogen
werden, dass auch b und h nicht mehr parallel sind.

4.2. Wellenflache

Um die Wellenfliche zu berechnen, geht man analog wie in Kapitel 3.4.1 vor. Unter
Verwendung von (4.3) bis (4.6) ergibt sich:

AxplAixée)=nxipgb=nxh=—d=—¢é
in Komponenten . emknnu;llelmjnmej = —€€;
-1
& (g Tonas + €i)e; =t Myje; = 0. (4.7)
Dabei ist Tig1; = €ink€imjnnny eine antisymmetrische Matrix in (4, k) und (I,n). Wie

im kristalloptischen Fall muss natiirlich auch hier die Determinante von M;; Null sein,
damit die Gleichung fiir nichttriviale Eigenvektoren € erfiillt ist.

Um die Berechnung der Determinante der Matrix M zu vereinfachen, wird M zunéchst
umgeformt. Mit €ijk€lmn = 5i16jm5kn+5j15km6m+5im6jn5kl_5k15jm5in_5km5jn6il_5jl5im5kn
ergibt sich fiir (4.7):

|:,U/];l1 (n2(5i15kj — 5z'j6kl) + 5ijnknl - 5kjnml — (L-mknj + 5klnmj) + Ez'j:| €; = 0. (48)

Fiir p,;' = 0y stimmt diese Gleichung mit der fiir den magnetisch isotropen Kristall
tiberein (vgl. (3.18) in Kapitel 3.4.1).

4.3. Diagonalisierung durch Orthogonalmatrizen
Der Permeabilitéitstensor fi sei wie der Dielektrizitéitstensor (durch orthogonale Matrizen

OT = 07! = OO0, = 6km) diagonalisierbar’: D,-1 = O~ 3710 = diag(py ', py ' 13 ")
und D, = O7'€0 = diag(ey, €3, €3).

Lfi ist diagonalisierbar, wenn fi symmetrisch ist. Annahme: ji sei wie € (s.S. 23) symmetrisch.
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Anwenden dieser Orthogonalmatrix auf die Matrix M;; (4.7) ergibt:
O0miMiiOjn = pig" OpiTir jiOjn — Ori€iiOjn
D,ufl,k’n’ (O;/%O;ij—‘zk,jlokk”ojn) - De,mn
- D,ufl,k’n’ Trln - De,mn‘ (49)

k' ,nn’

) ~—1,-1 (
mikrn = O OmiTinjiOke Ojn =
—1-1(, 2 : .
0,0, (n (010kj — 040k1) + dijngny — dgjning — Syngn; + 5kminj)0kk/0jn zeigt , dass sie

invariant sind:

. : 4.9 48
Die Berechnung der einzelnen Komponenten von 77 = )

O;,}O;l}nQ(ézl(Sk] — 5ij5kl)0kk/0jn = 7’L2 <5n/m5k’n — 5n/k’5mn) (410)
O;}OE(L-jnknlOkk/Ojn == 5mnn'n/n’k/. (411)

Dabei wurde 7 gedreht @ — 7. Es gilt jedoch: n'? = n?.

Aus (4.10) und (4.11) ergibt sich:

!/

2 o
mk! o — T <5n’m6k’n - 5n’k’6mn) + Ot

— Ok My s — Oy MMy + Ol M1 (4.12)
— ikl
Wenn man in (4.12) die Striche an den ns weglésst und die Indizes umbenennt (m —

i, K — k, n—j, n' — [), dann ergibt sich genau die selbe Matrix wie vor der
Rotation (4.8). Die Matrix M (4.7) ist also rotationsinvariant.

4.4. Hauptachsensystem

Man rotiert die Matrix M mit der orthogonalen Matrix O ins Hauptachsensystem von
¢ und 17! (l4sst aber der Einfachheit halber die Striche an n und T’ weg):

(O_lMO)mn - Du—l,kz’n/ mk/ nn' — De,mn
= nz(Dufl,mn - Dpfl,n’n’é‘mn) + 5mnnk’D,u*1,k’n’nn/ + De,mn
_anu717nTL,nTLl — nk/Dufl,k/mnn + anu—17k/k/nn. (413)
Die Matrix besteht also aus einem diagonalen Teil (obere Zeile von (4.13) und ii-

Komponenten der unteren Zeile) und einem symmetrischen nichtdiagonalen Teil (untere
Zeile von (4.13), ohne ii-Komponenten). Wenn man jetzt die einzelnen Komponenten
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einsetzt (wobei sich vieles wegkiirzt), erhdlt man fiir die beiden Matrizen:

O 'MO = Dy +O0y

2 2
n. ne
——=2 — 3 4 0
M3 M2
B,
= ——1 34
ps 1 2 , ,
n n
0 —+ — =2 4 ¢
e 6
0 mnz mng
13 2
mng () nang
+ 13 {1
mng  nang
2 p1
L S niny ning
g3 2 , M3, 142
— ning ny n3 nang 4.14
= mng —L_ 33 ¢ Rang . .
13 i H ( )
nins nans3 ny ny
B Rans ——L 2 4¢
2] H1 H2 H1 - 3

Achtung! Es handelt sich noch immer um den Speziallfall B = 0.

4.5. Konkretes Beispiel: Euler-Heisenberg

Die Gleichungen (4.3) und (4.4) mit der Euler-Heisenberg-Theorie (a1 = 4, ay = 7)
ergeben:

¢ = (1+2vE?) 6 +4vE,E;, (4.15)
pi' = (1+2vE?) 6 — TEE;. (4.16)
Bringt man diese Matrizen in die Diagonalform:
D. = diag(1+2yE? 1+ 2vE? 1+ 67E?), (4.17)
D, = diag(1+2yE? 1+ 2yE? 1 — 57E?), (4.18)

so sieht man, dass das von starken Feldern durchsetzte Vakuum (magnetisch wie elek-
trisch) optisch einachsig ist, denn es gibt nur zwei verschiedene Werte fiir die Eigenwerte
des Dielektrizititstensors sowie des Permeabilietétstensors,

€, = 1+2vE? €3 =1+ 6vE>, (4.19)
pt = 14+ 29E% p3'=1-5vE? (4.20)

Wie man also hier sieht, ist die in Kristallen gemachte Annahme der magnetischen
Isotropie nicht mehr gerechtfertigt.
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Damit ergibt sich jetzt fiir die Matrix (4.14):

2 2

n3 n3 ning nins
— o D E —_— —_—
M3 2N + 1 5 u32 2N
O~ 'MO = ning S R A nang , (4.21)

13 M3 [N 5 12
ning nang nitn;
TLns f2ns ——L =2 4 ¢
H1 HL 2N + 3

Jetzt ist die Matrix in einer zur Bestimmung ihrer Determinanten sehr geeigneten Form.
Da die Determinante von Orthogonalmatrizen +1 ist, gilt

| | 2 ni ni
0= det M = det(O"'MO) = —el,LLLe;:,( TR . 1) ( TR . 1).(4.22)
€ELM3  ELM] Hi1€3 M€l

Damit erhélt man als Gleichung fiir die Wellenfldche zwei Ellipsoide, die ineinander
liegen:

2 2
n n n
1 2 3

€113 €113 ELpL
n; n n3
+ +

Hi€3  p1€3  H1€Q

= 1, Achsenldngen : \/e s, /e i3, Ve, (4.23)

= 1, Achsenldngen : \/uies,\/1ii€3,erpr. (4.24)

Abbildung 4.1. zeigt die ineinanderliegenden Ellipsoide:

ng A optische Achse

4P

VELML

>n1

Vel VELM3

Abbildung 4.1.: Wellenflichen im modifizierten Vakuum

Man sieht also, dass der hier vorliegende Fall noch allgemeiner als der optisch einachsige
Fall im Kristall ist, da beide Wellenflachen Ellipsoide sind. Es gibt somit zwei aufleror-
dentliche Strahlen.
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4.6. Die Brechungsindizes

Mit den obigen Werten fiir die Diagonalelemente der beiden Tensoren kann man nun die
einzelnen Brechungsindizes berechnen:

n o= Jen =\ (1+ 2B /(1 + 2962 =1, (4.25)
ny = /el ~ \/ 1+ 67E2)(1 — 2yE?) =~ \/1 + 4yE2 ~ 1+ 2vE?  (4.26)
Ny = \JeLz \/ 1+ 29E2)(1 4+ 5vE?) ~ \/1 + TyE2 ~ 1 + 'yEz (4.27)

(2.19)

Dabei wurde verwendet, dass vE> kE? = o/(457) (Epg/Be)? x 1074 < 1.

Auch hier handelt es sich noch immer um den Spezialfall B = 0.

Bemerkungen:

e Die Abweichung der Brechungsindizes n; und n, von 1 ist sehr gering, da 752 X
10~

e Der hier theoretisch vorkommende Brechungsindex n = 1 ist unphysikalisch und
wird nicht in Erscheinung treten. Auf ihn wird erst in den Bemerkungen im
néichsten Kapitel eingegangen. Siehe dazu Seite 45. Die fiir das Experiment re-
levanten Brechungsindizes sind n; und ns.

e Wie im kristalloptisch einachsigen Fall fiir den auflerordentlichen Strahl, variieren
auch hier die Brechungsindizes, allerdings fiir beide Strahlen. Je nach Winkel,
unter dem der Strahl zur optischen Achse eingeschossen wird, nehmen n; und ns
die Werte von 1 bis 1 + 2yE?2 bzw. von 1 bis 1 + %752 an.

e Damit diese beiden Brechungsindizes maximal werden, miisste der Probelaserstrahl
senkrecht zur optischen Achse eingeschossen werden.
Damit die Differenz der Brechungsindizes maximal wird, miisste n; so klein und
ng so gross wie moglich gewéahlt werden. Dafiir miisste die Winkelabhangigkeit des
Brechungsindex genauer bekannt sein.
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5. Dispersionsrelation

Dieses Kapitel wihlt einen kovarianten Ansatz zur Bestimmung der Brechungsindizes
des “Quatenvakuums”. Damit ist eine allgemeinere (d.h. weder |E| noch |B] ist Null)
Bestimmung der Brechungsindizes méglich, die natiirlich den Spezialfall aus dem letzten
Kapitel enthalt.

Die Brechungsindizes folgen aus der zunéchst hergeleiteten kovarianten Dispersionsrela-
tion, mit der man dem “Quantenvakuum” eine neue Metrik zuordnen kann.

5.1. Der H,,-Tensor

Wie schon in Kapitel 2.3 eingefiihrt (siehe Seite 16), besteht der Feldstdrketensor F*
aus einem (ndherungsweise) konstanten Hintergrundfeld Ff¢ und einem variierendem
Photonfeld f#*:

Fr = B+ [ = 9, =9, (5.1)
Auf Seite 12 wurde der H#"-Tensor hergeleitet (2.11):
H"W = gL F*™ +9pL F*,  9,H" =0. (5.2)

Mit F# = FEG + f* folgt:

5.2. Der ebene Wellenansatz
Als Losung suchen wir ein Vektorpotential in Form einer ebenen Welle:
aL =ic,e” " = f,, =0, — a,,a; = (kue, — kye,)e ™. (5.4)

(Der Strich an a' dient nur zur Unterscheidung eines spéter eingefithrten anderen a.)
Mit (5.4) ergibt sich:

6ufa5 = —iku(kaéﬁ — kﬁéa)e_ik'x. (55)
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Auf Grund der Antisymmetrie des F),,-Tensors folgt fiir (5.3) mit (5.5):

OH™
/I/ _—
OF s

: OHM
kukaege ™" = ——k,kyes = 0. (5.6)

0=-2
OF g

Zunéchst wird unter Beachtung von Produkt- und Kettenregel 0H" /OF, 3 berechnet:

OHM -
Or, ,(0sL F" + 0pL F™)
OF, b
af F=Fpg F=Fpg
= 5(g"g"% — g"P ") — yssFaa Fht — vppFhe Foa
—ysp(FgaFbe + FacFhe,). (5.7)

Dabei wurden die einfach zu verifizierenden Ausdriicke und Definitionen verwendet:

O, = ~Fo: OruPli_p, = —Foe  On F" = g9 — g™,

ﬁS}FZFBG
Vs 1= 0sL, Y=L, vss:i= a?qﬁ, Ysp = 0s0pL, pp = 5123['- (5.8)

Ein Term , = 0,L tritt nicht auf, da dieser proportional zu einem verbotenen Term P
wére. (Fiir eine ausfiihrliche Erklarung siehe Kapitel 2.1.2.)

Kontrahieren der Gleichung (5.7) mit k,k, unter Verwendung der Abkiirzungen [5]
a = Fik,, "= Fiik,, (5.9)
ergibt:
oOHM

MY = k, ke
OF, af |F=Fgpg !

= 5(g"°K* — k"E°) — ys5a”a’® — ysp(a”d® + a’a®) — yppa’a®.  (5.10)

5.3. Die “B-B-Basis”
Damit lautet die Bedingung (5.6):

M"Pez = 0. (5.11)

Von jetzt an wird der Index BG wieder weggelassen, und F},, bezeichnet nur noch das
Hintergrundfeld.

Nach einer Idee von Bialynicka-Birula [5] wihlt man eine Basis aus vier Vektoren
a*,at, k* und b* .= F*a, und setzt

eﬂ:&aﬁ%—ﬁég—i-ikﬁ—l—gbﬁ, (512)

um eine Bedingung fiir die Matrix M"? zu erhalten, so dass die Gleichung (5.11) erfiillt
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wird.

Um das Ausmuliplizieren zu vereinfachen, werden folgende Beziehungen benétigt:

o k'a, =k'K'F,, =0 ( )
o ka, =k'K'F,, =0 (5.14)
o kb, =k"(—F,)d" = —a,a" = —a® (5.15)
e a’a, =a’ (5.16)
o a'd, = kok’F"*F 5 = kok’(—05P) = —k*P (5.17)

(5.18)

o a’b, =a"d"F,, =0

1 1
¢ @, = €2 peq Fap P knk? = I (—=2F,, F" K* + 4F,F* k°ky)

= 25K* + a® (5.19)
e @b, = F""F,, k,a® = —"P k,a® = —P ka® = 0 (5.20)

Dabei wurde verwendet:
e die “Symmetrie-Antisymmetrie ergibt Null”-Relation, in (5.13), (5.14) und (5.18),

o [VF, = —0g P (erhélt man durch explizites Muliplizieren der Matrizen) in (5.17)
und (5.20),

agnm __

® Cuped€ ~ 909098 — 9b 994 — 98949 + 959" 9 + 9" 90 94 + g 9Lgy mit g = o)

in (5.19).
Damit ergibt sich fiir (5.11) nach Eigenvektoren sortiert:

0 = [75(9”6k2 — k"EkP) — yg5a”a® — ysp(a’a’ + a¥a”) — Vpp&”dﬁ}
(&ag+ Bag+ ks +0bg) (5.21)
= a” [a(ysk? — yssa® + 5Pk P) + B (vssk®P — vsp(a® + 2Kk2S))]
+a” [6& (yppk®P — ygpa®) + 3 (vsk* 4+ vspk*P — vpp(a® + 2]{;25))}
+ k¥ 6 a?
+ b 0k, (5.22)

bzw. in Matrixschreibweise:

Ysk? = vs50® + vspk® P Yssk*P — ysp(a® + 2k2S) 0 0 a
’7ppk32P — ’)/Spa2 ’75[52 + ’)/SkaQP — ’)/pp(a2 + 2]€2S) 0 0 ﬂ -0
9 - |=0(5.23)
0 0 0 a o
0 0 0 k2 o
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5.4. Dispersionsrelation

Da die Basisvektoren (5.12) linear unabhéngig sind, miissen die Koeffizienten in (5.22)
verschwinden. Damit folgt:

o der Koeffizient 7 ist willkiirlich, da er keiner Bedingung unterliegt. Man kann ihn
physikalisch Null setzen, denn durch Eichtransformation im Impulsraum (A, —
A, +ik,\) kann man einen Basisvektor £, immer zum Verschwinden bringen.

e der Koeffizient ¢ ist Null, da a? und k2 ungleich Null vorausgesetzt werden.

e fiir die Koeffizienten & und B erhélt man eine 2 x 2 Matrix, deren Determinante
fiir nicht triviale Losungen verschwinden muss:

vsk? — vg5a2 + vspk?P  yssk?P — ~vgp(a? + 2k29)
vppk?P — vgpa® vsk? + vspk*P — vypp(a® + 2kS)

= C (K2 —a?)\,) (k2 — a®\_) =0, (5.24)
mit
C = s+ 2ys(vspP —vppS) + P*(vsp — vssvpp); (5.25)
Ay = jlc <—75(755 +pp) + 25 (Vss7PP — Vip) £ Aé) ’ (5.26)
A = [vs(yss —vpp) — 25(vss7PP — 7%13)}2
+ [2vsvsp — 2P (vssvpp — %%P)F : (5.27)

Damit hat man nun eine Bedingung fiir £ gewonnen, also eine Dispersionsrelation:

K = a* A\ (5.28)
Bemerkungen

e Fiir den Maxwell-Fall ist £ = Lyw = S. Damit ist v = 1 und alle iibringen
7i; in (5.23) sind 0. a? ist ebenfalls Null da im Maxwell-Fall die inhomogenen
Gleichungen 0,F" = j¥ = 0 gelten. Damit wird die Matrix in (5.23) zu einer
Diagonalmatrix mit einer Null und drei k2-Eintrégen auf der Diagonalen und man
erhilt die vertraute Dispersionsrelation k2 = 0.

e Bei Fixierung der Eichung (Lorentz-Eichung in (5.4): d,a" = 0 = kes = 0)
entfillt der Term —k“k? in (5.21) und damit k“0a? in (5.22). Andererseits kiirzen
sich die 4-Terme in (5.21) nicht mehr und es bleibt ein k”yk?-Term in (5.22) stehen.
So erhélt man fiir die untere 2 x 2 Untermatrix in (5.23) eine Diagonalmatrix und
7 darf nicht mehr willkiirlich gewéhlt werden.
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e Aus der Dispersionsrelation (5.28) kann man fiir das “Quantenvakuum” eine neue
Metrik formulieren:

0= k2 — a®Ay = kk? — Fk, Fugh® s = (9" — FUFINL) kuky = g4 Kk

Ein Lichtstrahl, der durch ein von starken Feldern durchsetztes Vakuum propa-
giert, muss einen gekriimmten Lichtkegel beschreiten: ¢4"k,k, = 0. Die gekriimmte
Metrik wird durch die Hintergrundfelder (zur Erinnerung: F steht fiir Fpg) erzeugt
und héngt auch von ihnen ab:

g =g¢g"+C%  mit O =-F"F\.. (5.29)

5.5. Exkurs: Algebraische Methode zur Bestimmung der
Eigenwerte

Eine elegante algebraische Art die Eigenwerte zu bestimmen, ist die nun folgende.
Die Matrix (5.23) wird umgeformt, indem man (5.21) durch vg dividiert und ~;;/7vs
durch «;j; substituiert:

k?> —agg a®> —agp ad  —agg aa —agpa®? 0 0
2 ~ 2 ~ ~9
—agp a° —app ad k* —agp aa —appa® 0 0
0 0 0 o (5.30)
0 0 0 k?
Fiir die Eigenwerte \; einer beliebigen 4 x 4 Matrix A gilt:
“charakt. JA=AL| = M —=pi X —py M2 —ps A —py (5.31)
Polynom” = A=X) (A=) A= 2A3) (A= \y). (5.32)
Fiir Blockdiagonalmatrizen gilt:
_( A 0 _

Mit (5.32) und (5.33) kann man schon zwei Eigenwerte ablesen, ndmlich die der unteren
Blockmatrix:

M =0 (5.34)
Ay = K (5.35)

Fiir A = 0ist |A| = p4 (5.31) und da die Matrix (5.30) eine komplette Nullspalte enthlt,
gilt |A| = 0. Somit ist

ps = 0. (5.36)
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(5.34), (5.35) und (5.36) in (5.31) und (5.32) eingesetzt ergeben:

AN —pAZ = pod—ps) = AA—ED)A=X3) (A=)

A3 A2 — pok —
S A=) (A=) =Py()\) = plk_kff bs (5.37)

Mit (5.37) kann man nun die anderen beiden Eigenwerte A3 und A4 bestimmen. Dafiir
miissen allerdings erst die iibrigen Koeffizienten p; bestimmt werden. Hierzu verwendet
man “Newtons Formel” [14]

kpr = Sk — p1Sg—1 — P2Sk—2 — =+ — Pk—151, (5.38)
dabei ist
s = TrA", (5.39)

Mit der Substitution

1
u = 5(0(55 CL2 + Oépng2 + 20&513 CLC~L>, (540)
v* = (agsapp — agp) [(ad)® —a®a’], (5.41)
erhélt man schliefflich
;o= 3k —2u, (5.42)
ps = —3k +4k%u +0*, (5.43)
ps = Kk —2k%u — k%% (5.44)

Einsetzen von pi, po und ps in (5.37) liefert die anderen beiden Eigenwerte:

Po(A) = A2+ 2(u — k) + k* — 2uk? — 0® =
& A3ja = k> —u £ Vu?+ 02 (5.45)

Durch Null setzten dieser beiden Eigenwerte erhélt man schliellich die selbe Dispersi-
onsrelation fiir £? wie in (5.28) auf Seite 40.

5.6. Phasen- und Gruppengeschwindigkeit

Jetzt verlassen wir die kovariante Notation und spalten die Vierervektoren beziiglich
ihrer Raum- und Zeitkoordinaten auf.

Durch das Einsetzen von 0 und i- Komponenten in F),, (siche Kapitel 2.1.1 (2.2)) erhélt
man fiir a*:

a* = a,a” = Fy k" F"k, = (E - k)? — w?E? — (k x B)? — 20k(B x E).  (5.46)

42



Setzt man a? in (5.28) ein und 16st nach w auf, so erhélt man:

B _)\ikiez’jkEjBk \/)\i (kieijkBjE'k)Q kiki + )\i[(Ejkj)2 — (Eijk’ijk)2] (5 47)

T OL BE (1+ s EE)? 1+ )\, EE

Um den Ausdruck fiir wy zu vereinfachen, entwickelt man ihn in E; und B; bzgl. der
kritischen Feldstiarke E.. Wie in Kapitel 2.4.3 (siche Seite 18) diskutiert wurde, liegt die
Feldstarke des Hintergrundfeldes fiinf Groflenordnungen unter der kritischen. Somit ist
es eine hinreichend gute Approximation fiir w4, nur lineare und quadratische Terme in
der Taylorentwicklung mitzunehmen.

Um einem negativen w, vorzubeugen, wurde nur die positive Wurzel betrachtet.Das +
von wy bezieht sich also nur auf A4, nicht auf die verschiedenen Vorzeichen der Wurzel.
Daraus folgt also

- 1 -
we ~ |k <1—§)\iQ2), (5.48)
mit Q = AxE+ix(ixB), (5.49
Q* = E’4+B*+2ExB)-i—(ii-E?—(7-B)? (550)
und n o= L (5.51)

Achtung! Der Vektror 7 beschreibt die Ausbreitungsrichtung des Probelaserstrahls und
nicht des Hintergrundlasers, der die Felder £ und B erzeugt!

Jetzt ldsst sich die Phasen- und Gruppengeschwindigkeit bestimmen:

1.

Ty = %ﬁ - (1 - §AiQ2) 7, (5.52)
g Owe Ly <(E.ﬁ)2+(§-ﬁ)2+52+§2) i
gr 8162 9 + )

AL [(ﬁ "EYE+ (ii- B)B+ E x f?] . (5.53)

Bildet man von (5.52) und (5.53) den Betrag, so stellt man fest, dass die Phasen- und
Gruppengeschwindigkeit betragsméBig gleich grofl sind [5]:

il = 1= 522 = [ |. (5.54)
5.7. Approximation fiir A

Um AL zu berechnen, benotigt man die Lagrangedichte, da g, vsp etc. berechnet wer-
den miissen. Wie schon in den vorherigen Kapiteln beschrinken wir uns hier auf die
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quadratische Lagrangedichte
Lnp =S+ %(a152 + ayP?). (5.55)

Da kS bzw. kP proportional zu kE3q oc 107 sind (vgl. Kapitel 4.6), geniigt es in A+
Terme erster Ordnung in xS bzw. kP zu betrachten.

Durch Vernachlassigung der quadratischen S und kP Terme in Ay erhédlt man in der
niedrigsten Approximation fiir A.:

Ae >3 [(755 +vpp) F\/ (vss — vpp)2 + 472p| >0, (5.56)
= Ay >~ a1k, A_ >~ ask. (5.57)

Bemerkungen

e In (5.57) offenbart sich die erste Auswirkung der verschiedenen Vorfaktoren der
beiden in Kapitel 2.2.2 diskutierten Lagrangedichten (siehe Seite 15). Fiir den
Euler-Heisenberg-Lagrangian ist a; = 4 und ay = 7. Damit ergeben sich fiir A
zwei verschiedene Werte: A, ~ 4k und A_ ~ 7k. Somit erhilt man auch zwei
Dispersionsrelationen k% = a?Ay (5.28).

Fiir die Lagrangedichte von Born-Infeld dagegen gilt a; = a; = 1. Damit gibt es
nur einen Wert fiir Ay und somit nur eine Dispersionsrelation (5.28).

o Aus Kausalitétsgriinden muss k2 > 0 sein (Propagation findet innerhalb des Licht-
kegels statt). Da a? > 0, muss gelten A, > 0. Diese Forderung wird von beiden
Theorien erfiillt.

5.8. Brechungsindex

In Kapitel 3.4.1 (vgl. Seite 24) wurde der Brechungsindexvektor wie folgt definiert:

1- k
n.=—k = w= u (5.58)
w 7]
Mit (5.48) ergibt sich damit
- 1 -, -
Wi = e (1 - §AiQ2> = |kx| || (5.59)

Somit hat man also |ks| ~ win..

Mit den eben berechneten Approximationen A\, ~ 4x und A_ ~ 7k und der Tatsache,
dass Q*k ox kE%q oc 1071 < 1, ldsst sich nun der Bruch umschreiben,

44



was die Berechnung der beiden Brechungsindizes erlaubt:

1 1 - a =
ngy = ————=~1+-0.0Q% =1+ —rQ? 5.60
v, ; (5.60)
L=~ 14+ M@ =14 SrQ? 61
n REENor +2 Q +2nQ (5.61)

Bemerkungen

e Auch hier wird wieder deutlich, dass die Lagrangedichte von Born und Infeld ein
anderes Ergebnis als die von Euler und Heisenberg liefert. Wahrend die letztere
die schon in Kapitel 4.6 berechnete Doppelbrechung des “Quantenvakuums” liefert
(ny # n_), verhélt sich in der Theorie von Born und Infeld das Vakuum so wie
wir es kennen, da es nur einen Brechungsindex (n, = n_) besitzt.

e Setzt man in (5.60) und (5.61) | B| = 0 ein, so ergibt sich mit dem Euler-Heisenberg-
Lagrangian

— —

. 7 =
ny =14 2cE%sin?(L(E, @), n_=1+ §I£E2 sin?(Z(E, ).

Somit stimmen also fiir den Fall, dass der Probestrahl orthogonal zum &dufleren
Feld eingeschossen wird (= sin?(Z(E, 7)) = 1), ny aus (4.26) mit n, und ny aus
(4.27) mit n_ iberein.

Ansonsten hat man durch (5.60) und (5.61) eine Winkelabhéngigkeit der beiden
Brechungsindizes von der Ausbreitungsrichtung des Probelasers zum &ufleren Feld
gegeben, und es ist zu vermuten, dass die optische Achse durch den E- und B-
Vektor aufgespannt wird.

Und auch fiir den in Kapitel 4 sehr kompliziert erscheinenden Fall |B| # 0 hat
man mit (5.60) und (5.61) zwei recht einfache Ergebnisse bekommen.

Zusammenfassung

In dieser vierdimensionalen Rechnung wurden vier Eigenwerte gefunden:

A= 0 (5.62)
Ay = K (5.63)
A3 = K —u+VuZto (5.64)
M o= B —u—vVuito (5.65)

Durch Null setzen der Eigenwerte A3 und A4 erhélt man die in Kapitel 5.4 hergeleitete
Dispersionsrelation (5.28) und damit die beiden Brechungsindizes n, sowie n_.

Null setzen von A, liefert, wie auch in Kaptitel 4.6, den unphysikalischen Brechungsindex
n=1: k*=kk*=w?—k*=0=n=1. (Vergleiche (4.25).)

Da \; = 0 ist, sind k? und der vierte Brechungsindex willkiirlich.
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Die vier Freiheitsgrade in der kovarianten Rechnung kommen durch die vier Freiheits-
grade des Vierer-Vektorpotentials a;, zustande.

Kurze QED-Erklarung [27]:

Da das Photon (das Feldquantum der QED) die Masse Null hat, werden seine Ein-
stellmoglichkeiten nicht durch den Spin, sondern durch die Helizitdt beschrieben. Diese
Werte sind h = 1 und h = —1. Es hat es also nur zwei Polarisationszustande. Oder in
einfachen Worten: EM-Wellen sind Transversalwellen und benotigen nur zwei Freiheits-
grade fiir ihre Beschreibung (némlich das E- und B-Feld).

Kurze Erlduterung: Ein masseloses Teilchen besitzt kein Ruhesystem und bewegt sich
immer mit Lichtgeschwindigkeit. Sein Viererimpuls ist lichtartig p* = p,p* = 0, im
Gegenteil zu einem massiven Teilchen, dessen Viererimpuls zeitartig ist (p? = m? > 0).
Damit ist der Spin eines masselosen Teilchen anders definiert als der eines massiven Teil-
chens, néimlich iiber die Helizitét': . = (J-5)/|p] (die Projektion des Bahndrehimpulses
auf den rdumlichen Impuls ergibt effektiv die Projektion des Spins auf die Flugbahn).
Man definiert nun s = |h|. Da die Helizitdt h ein Pseudoskalar ist?, gibt es fiir den Spin
zwei Polarisationszustédnde: +h und —h. Fir Photonen (Spin = 1) entsprechen diese
beiden Zustédnde den rechts- bzw. linkspolarisierten ebenen Wellen. Es gibt also vier
Freiheitsgrade, wovon aber nur zwei benétigt werden.

Damit hat man zwei Mdéglichkeiten:

Man kann nun entweder (wie in Kapitel 5.1 bis einschlielich 5.5) trotzdem kovariant
rechnen, hat aber zwei unphysikalische Freiheitsgrade, die erst verschwinden, wenn man
die eigentlichen Observablen berechnet.

Man kann aber auch die unphysikalischen Freiheitsgrade schon im Vorfeld durch Eichung
vernichten. Ein unphysikalischer Freiheitsgrad verschwindet durch die Lorentz-Eichung
0, A" = 0 und ein weiterer durch Coulombeichung (auch Transversaleichung genannt,
weil er den longitudinalen Freiheitsgrad des Photonfelds vernichtet) V- A = 0. Dadurch
erreicht man, dass die Theorie an jeder Stelle physikalisch interpretierbar ist. Der Nach-
teil dieser Variante ist, dass man die Kovarianz verlésst, was die Rechnungen schwieriger
werden lédsst (siehe Kapitel 4).

Am Ende der beiden Wege, wenn man dann die physikalischen Observablen berechnet,
stimmen diese natiirlich tiberein.

5.9. Polarisationsvektoren

Wie in der Zusammenfassung erldutert wurde, kann es nur zwei Polarisatinsvektoren
geben (EM-Wellen sind transversal und benétigen nur zwei Freiheitsgrade).

Die Rechnungen in 5.4. zeigen, dass (in dieser Basiswahl) wegen 6 = 0 und 4 = 0 die
Polarisationsvektoren a, und @, sein miissen. In der niedrigsten Approximation erhélt
man dann [5]:

e (k) = a(k) a"(k), € (k)= a(k) a"(k). (5.66)

Lvon Helix = spirale Struktur — Drehsinn
2Er dndert unter Raumspiegelung sein Vorzeichen (J ist invariant, 7 nicht).
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6. GauBsche Wellen

In diesem Kapitel wird die GauBische Wellenoptik hergeleitet [25] [4]. Sie hat eine grofie
Bedeutung, da sie dem Ideal des Lichtstrahls am néchsten kommt. Die stabile Form
Gauflscher Strahlen ist hervorragend geeignet, die Propagation eines Laserstrahls zu
beschreiben.

Die Gaufischen Wellengleichungen werden im néchsten Kapitel benétigt, um eine reali-
stischere Form als nur ebene Wellen in die Ergebnisse aus Kapitel 5 einzusetzen.

6.1. Herleitung des E-Felds

Die Wellengleichung fiir das E-Feld lautet:

[A . g—;] E(7t) = 0. (6.1)

Die im Experiment benutzen Laser emittieren linear polarisierte EM-Wellen. Daher kann
man fiir das /vecE-Feld einen skalaren Ansatz wéhlen: £ = (E,,0,0). Durch Separieren
der Zeitkomponente ergibt sich damit:

E(7,t) — E,(7,t) = E(F)e™". (6.2)
Mit der Dispersionrelation w? = k2 fiihrt dieser Ansatz zur Helmholtzgleichung:
[A + k2] E(7) = 0. (6.3)

Desweiteren nehmen wir an, dass sich die Welle in z-Richtung ausbreitet. Als Ansatz fiir
E wihlt man deshalb eine paraxiale ebene Welle e**#, die durch eine komplexe Amplitude
A moduliert wird

E(r) = A(7) - ™, (6.4)
Setzt man nun (6.4) in (6.3) ein, so ergibt sich

0*A . 0A

dabei ist Ay = 9% + 85 der transversale Teil des Laplace-Operators.
Da es sich hier um eine paraxiale Ndherung handelt, kann man davon ausgehen, dass sich
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die Amplitude in z-Richtung nicht sehr stark dndert und die zweite Ableitung gegeniiber
der ersten vernachlassigbar ist:

9*A 0A
R 20k —. .
5.2 < 2ik P (6.6)
Damit vereinfacht sich (6.5) zu
L 0A

Ein Ansatz zur Losung von (6.7) ist eine parabolische Welle:

2

A
A(F) = ?0 exp{ — zkg—z}, r? = 2% + 4, Ay = const. (6.8)

Dies bestéitigt sich sofort durch Einsetzten von (6.8) in (6.7).

Eine weitere Losung von (6.7) sind Gaufische Wellen. Diese erhélt man durch die Trans-
formation z — ¢ = z — £, welche die parabolische Welle um den Zentrumspunkt z = 0
auf den Punkt z = £ = const verschiebt. Besonders interessante Eigenschaften haben
Wellen, die um eine rein imagindre Konstante £ = izy verschoben werden. Damit ergibt
sich fiir (6.8):

AR = exp{ — i g2 =z (©:9)

)= ——expy — 1 , q(z) = z + izp. .
q(z) 2q(z) ’

Da ¢(z) nur im Zihler steht, zerlegt man 1/¢(z) in Realteil und Imaginérteil:

1 1 A

¢z) Rz Wz

(6.10)

Dabei ist
R(z) = z[1+<@)2}, (6.11)

W(z) = W, 1+<Zi)2, (6.12)
Wy = /2% (6.13)

7r
Einsetzen von (6.10) in (6.9) mit

1 _ 1 _ 1 _ 20 eitan_l(%)’ (614)

q —Zp+ 12 /Zg + »2p—itan=!(z/z0) 1+ (i)Q
20
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sowie k = 27/ und ¢ := tan™! <%> ergibt fiir A(F):

W 2 —z‘(kﬁ—)
A7) = —iAgzgmle e\ ) (6.15)
W
und damit fiir E(7):
W, 2 = (kT kz— qb)
E(f) = Eplewme "R ) (6.16)
W
mit Fy = R(—iApz9). Die einzigen Parameter dieser Gleichung, Ey und zp, miissen

experimentell durch Randwertbedingungen bestimmt werden.
Berechnet man den Realteil von (6.16), so zeichnet Maple fiir R(E)/Ey:

Abbildung 6.1.: Dreidimensionale Ansicht auf das (normierte) E-Feld; z,r in [pm]

6.2. Die Bedeutung der Parameter W, W, und R

Zunéchst werden die einzelnen Bestandteile von (6.16) auf ihre physikalische Bedeutung
untersucht.

6.2.1. Die Intensitat und die Wellenweite W (z)

Die Intensitét des Laserstrahls ergibt sich aus

|E(P)|? 616) 1 Eo Wy \2 2 Wo \2 -2
1 =— "= ([——=—=) e V& =] W2 6.17
(2 == <mW(z>> ¢ 0<W(z)> ¢ (6.17)
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Dabei ist Iy = 1(0,0) = E2/4r.

r [wm]

Abbildung 6.2.: Die radiale Verteilung der Intensitéit entlang der Ausbreitungsrichtung

Anhand von (6.17) bzw. der Abbildung 6.2 ist erkennbar, dass die Intensitét fiir jeden
Wert von z eine GauBsche Funktion des radialen Abstandes r ist. Aus diesem Grund
werden diese Wellen Gaufische Wellen genannt.

Die optische Leistung, die innerhalb einer Ebene im Abstand z vom Ursprung entfernt
im Laserstrahl vorhanden ist, hangt nicht von diesem Abstand z ab:

0 2 1
Py, = / / I(r,z)rdrde = 5]0(7TW02). (6.18)
o Jo

Sie ist die halbe Maximalintensitét [, multipliziert mit der (minimalen) Strahlfliche
TW§.

Beschriankt man diese Ebene auf einen Kreis mit Radius rg, so ergibt sich fiir das Verhélt-
nis der Leistung in dieser Kreisfliche zur absoluten Leistung Fjy:

P 1" e,
= — I(r,2)rdrdp =1 — e W? 6.19
Ry By Jo (r:2) v (0:19)

Fiir den Radius 1o = W(z) ergibt sich fiir P(W)/F, ungefdhr 0.86. D.h. 86 % der
gesamten Energie liegen innerhalb eines Schlauches mit Radius W (z) um die z-Achse.
Deshalb definiert man W (z) (6.12) als die Strahlweite,

W) = W 1+<Z—ZO)2.

Sie ist minimal im Fokuspunkt z = 0: W(0) = Wy und steigt dann fiir z > z; linear mit
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z an: W ~ (Wy/2p)z, siche Abb. 6.3.

0,51

Abbildung 6.3.: Die Strahlweite in Abhéngigkeit von z in [pm]

Die axiale Lénge z, in der das Minimum der Strahlweite W, um nicht mehr als einen
Faktor v/2 iiberschritten wird, nennt man Fokustiefe. Aus dieser Forderung, W () =
V2Wy, ergibt sich fiir die Fokustiefe 2 = z,. Man nennt z, auch Rayleighlinge. Mit

(6.13) ergibt sich damit fiir die gesamte Fokustiefe (Symmetrie um z = 0)

2T WE
A

220 =

Anhand dieser Formel sieht man, dass die Fokustiefe (moglichst lang) und die Fokusflache
(moglichst klein) nicht gleichzeitig optimiert werden kénnen.

6.2.2. Der Kriimmungsradius R und die Phasenverschiebung ¢

Im Vergleich zu einer ebenen Welle, deren Phase nur durch £z beschrieben wird, gibt es
im Fall (6.16) drei Terme, fiir die folgende Beziehung gelten muss, um Orte konstanter
Phase zu erhalten:
2
k<ﬁ+z>—q§ = n2m, n ez
2

A
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Der erste Term in (6.20) kommt durch die Phase der ebenen Welle zustande und gibt den
konstanten Abstand zwischen n Wellenfronten an. Auf den zweiten, ebenfalls ndherungs-
weise konstanten Term wird gleich eingegangen. Der dritte Term ist verantwortlich fiir
die gekriimmten Wellenfronten des fokussierten Laserstrahls. R ist also der Kriimmungs-
radius der Wellenfront

R(z) = z[l + <@)2].
z
Im Fokus ist R(0) = lim,_q (23/2) = co und entspricht damit ebenen Wellen. Entfernt
man sich vom Fokus, so nimmt R zunéchst ab, um bei z = z; seinen Minimalwert 2z
anzunehmen. Bei noch weiterer Entfernung steigt R dann wieder an und fiir z > 2z, dann
sogar linear: R ~ z. D.h. im Unendlichen sind die Wellenfronten wieder eben, siche Abb.
6.4.

200 4

150 4

100 -

50 4

Abbildung 6.4.: Die Funktion R in Abhéngigkeit von z in [um]

Der zweite Term in (6.20) entspricht dem Faktor exp(i¢) in (6.16). Dieser gibt ei-
ne zusétzliche Phasenverzogerung an. Wie Abb. 6.5 zeigt, springt die Phase von ¢ =
tan~!(—o0) = —m/2 iiber ¢ = tan"'(0) = 0 bis zu ¢ = tan~!(c0) = 7/2, siehe Abb. 6.5.
Die Phasenverschiebung erklért sich durch eine Verzogerung der fokussierten Wellen-
fronten der GauBwelle im Vergleich zu den Wellenfronten einer Kugelwelle, sieche Abb.
6.6. Dieser Phasenverzug ist unter dem Namen Guoy-Effekt bekannt [25].
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Abbildung 6.5.: Die Phasenverzogerung ¢ der Gauflwelle
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Abbildung 6.6.: Verzégerung der Wellenfronten: oben Kugelwelle, unten Gaulwelle
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6.3. Herleitung des B-Felds

Das B-Feld bestimmt man mit Hilfe der Maxwell-Gleichung V x E =—8,B.
Da E nur eine z-Komponente hat (6.2), ergibt sich fiir die Rotation (0,0,E,, —0,E,),
also
0By (7, t)  O0E.(rt)  OE(r) it 0B.(r,t)  OE,(r,t) 6E(F)e
o 9z 0z ’ o oy Oy

wto(6.21)

Zuerst wird die B,-Komponente berechnet. Differenzieren von (6.16) nach z ergibt:

agiﬂ - :— %azw - az(v% + z’k% Vikz — itan_l(zio)ﬂ L E(7)
- [5G~ #(GEl- () mm )] 20
. :kC + z‘kD] %e_v@e_m, (6.22)

wobei A := kr?/(2R)+kz—tan"'(z/2p) und C und D direkt aus (6.22) abgelesen werden
kénnen.
Damit ergibt sich also fiir B,:

B,(F.t) = —/aE“”fi(;’t)dt

(6.23)

Die Komponente B, in (6.21) ist der Grund, dass Gaufische Wellen auflerhalb der Ray-
leighléinge zg nicht mehr transversal sind. Schon auf den ersten Blick ist ersichtlich, dass
die Ableitung von E nach y nicht Null ergibt. In der Nihe des Fokus (d.h. |z] < zp)
geht die GauBwelle in eine ebene Welle tiber (siehe Seite 60). Da nur in diesem Bereich
experimentiert wird und ebene Wellen transversal sind, kann die B,-Komponente in den
folgenden Rechnungen vernachléssigt werden.

6.4. Die Anwendung auf das Experiment

6.4.1. Das Hintergrundfeld

Das Hintergrundfeld besteht aus zwei aufeinander fokussierten Laserstrahlen. Damit ist
das Gesamtfeld durch eine Superposition eines sich in +z-Richtung und eines sich in
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—z-Richtung ausbreitenden E-Felds gegeben:

r2 ;
EX(F) = EO%(;W&F“‘, (6.24)
Wy _»2
Eges("?) = E++E—:2E0We w2 COS(A)' <625)

(Beachte: z — —z liefert R — —R und damit A — —A.) Fiir eine laufende (d.h. nicht
gepulste) Welle ergibt sich:

Wy _ 2 4
E, (7 t) = 2E0W06_W cos(A)e™". (6.26)
Wenn man nur den Realteil betrachtet, bleibt
Wy _ 2
Re(E,) = 2EOW6 w2 cos(A) cos(wt). (6.27)

Das selbe gilt fiir das B-Feld (aus A — £A folgt D — £D, auch die Ableitung von A
hat zwei Vorzeichenmoglichkeiten):

E T2 :
B* = [iC’ ¥ D} OVW%—W&FZA. (6.28)

Fiir das gesamte B-Feld ergibt sich damit:

Bus(#) = B +B = %6_&; G0~ D)+ ¢+ D)]  (6.29)
— o B0 0 cos(4) + Dsin(A)], (6.30)

bzw.
B, (7 t) = 2@'%6_‘;@ [C cos(A) + Dsin(A)]e™". (6.31)

Hier folgt fiir den Realteil:

EoWy _ 2

Re(B,) =2 T w2 [C' cos(A) + Dsin(A)] sin (wt). (6.32)

Zum kurzen Uberblick: B = (0, Byes(7),0) = (0, B,(7,1),0) und E = (Eye(7),0,0) =
(E.(7,1),0,0).

Einige Bilder illustrieren im Folgenden fiir feste Zeiten (Annahme ¢= ty = const mit
sin(wtg) = cos(wty)).

Wihrend die Detailbilder Abb.6.7 und Abb. 6.8 exakt sind, schligt bei den Uberblick-
bildern Abb.6.9 bis Abb.6.12 das Sampling-Theorem zu. Es miissten wesentlich mehr
Schwingungen entlang der z-Achse zu sehen sein. (Numerisches Maple Problem. Mehr
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Schwingungen wa.
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Abbildung 6.8.: R(B)/(2Ey) auf der z-Achse (r = 0)
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Abbildung 6.9.: Detailbild R(E)/(2Ep) fiir r und z € [—5pum, 5um]
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Abbildung 6.10.: Uberblickbild R(E)/(2Ep) fiir 7 und z € [~50um, 50m]
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Abbildung 6.11.: Detailbild R(B)/(2Ey) fir r und z € [-5um, 5um]
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Abbildung 6.12.: Uberblickbild R(B)/(2Ep) fiir 7 und z € [~50um, 50m]
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6.4.2. Gepulste GauBwellen

Um grofle Feldstéarken zu erzeugen, verwendete man einen gepulsten Laser. Damit wer-
den die links und rechts einlaufenden Komponenten des E-Felds (6.24) nicht nur mit
exp(iwt), sondern auch mit einem zeitlichen Gaufl exp(—t*/7%) multipliziert, um die
Zeitabhéangigkeit zu beriicksichtigen:

W T2 i i t2
EX(Ft) = EOWOe_WTe:FZAeMte_?. (6.33)

7 ist die Pulsbreite, die sich aus der Forderung |I|/|Iy| = 1/e ergibt und fiir den Hinter-
grundlaser 40 fs betréigt. Die gesamte Pulsbreite ist somit 80 fs.
Da sich die gepulste Welle mit der Gruppengeschwindigkeit vy, = ¢ = 1 bewegt, muss
das t? in (6.33) durch ¢ = (t — z/c)? = (t — 2)? ersetzt werden.

Aus E, 4o« = E + E; muss dann wie in Kapitel 6.3 das B-Feld bestimmt werden.

Da die zeitliche Gaufifunktion die Formel aber sehr uniibersichtlich macht, werden die
folgenden Rechnungen mit einer laufenden Gauwelle gemacht. D.h. man benutzt wei-
terhin die Formeln (6.27) und (6.32) um das Hintergrundfeld zu beschreiben, muss aber
beachten, dass es sich in Wirklichkeit um einen Puls handelt.

6.4.3. Fokusndherung

In der Néhe des Fokus gilt z,r < 1. Quadratische Ordnungen dieser Gréfen sind also
vernachlissigbar. Mit & = 27/Agg ~ 8 um~! und zy = 10 pm kann auch zpk = 80 > 1
im Nenner vernachléssigt werden. Damit konnen folgende Annahmen gemacht werden:

A= i (3)] o 0
A = lm <k3%+k‘z—tan_l(§o)> — fr — Zio (6.35)
¢ () - o3
p = (gl - (2) ]+ 1) = (637

Damit ergibt sich fiir (6.27):

r2
Re(E,) = 2E0%6_W7 cos(kz) cos(wt), (6.38)

mit k := k — 1/2.
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Und fiir (6.32):
Wo _22 . = .
Re(B,) = —2E0We w2 sin(kz) sin (wt). (6.39)
Bemerkungen

e Das B-Feld verschwindet im Fokus (z = 0) fiir alle Zeiten.

e Das E-Feld (6.38) ist in der Nihe des Fokus bis auf den Faktor exp—(r2/W?2) nur
noch von z abhéngig. Da r <1, ist auch die r- Abhanglgkelt in der e-Funktion zu
vernachléssigen. Damit ist VE 9,E, 4040 = 0 und E steht im Fokus senkrecht
auf der Ausbreitungsrichtung k.

Damit folgt, dass die Komponente B, aus (6.21) identisch Null ist, da d,E, im
Fokus verschwindet.

Also kann man sagen, dass Gaufische Wellen im Fokus transversal sind.
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7. Drehung der Polarisationsebene

Dieses Kapitel befasst sich mit einem weiteren nichtlinearen Effekt, der Drehung der
Polarisationsebene eines Laserstrahls, der durch das von starken EM-Feldern durchsetzte
Vakuum geht. Dieser Effekt beruht auf der Doppelbrechung. Dieses Kapitel verwendet
die Ergebnisse aus Kapitel 5 (Brechungsindizes) und 6 (Gaufische Wellen).

Es wird der Drehwinkel des Probelaserstrahls fiir verschiedene Annahmen (d.h. verschie-
dene Einschusswinkel) konkret berechnet um herauszufinden unter welcher Bedingung
er seinen Maximalwert annimmt.

7.1. Phasenverschiebung

Zunichst betrachten wir die Situation in einem gewohnlichen Medium. In einem Medium
mit Brechungsindex n > 1 wird eine EM-Welle langsamer und ihre Wellenldnge kiirzer:

, N =2 (7.1)

C/

K| == = |kln, W= =w. (7.2)
In doppelbrechenden Medien gibt es zwei verschiedene Brechzahlen. Im folgenden wird
eine ebene Welle in der y-z-Ebene betrachtet, die sich in die z-Richtung durch ein solches
Medium ausbreitet, siche Abbildung 7.1.

Bevor die Welle in das Medium eintritt gilt

—

E = Eoe =% mit  Ey = (0, Eoy, Eos). (7.3)

Im Medium hat dann auch die Wellenzahl verschiedene Komponenten:

, 27 , 2w
k, = W und k), = - (7.4)

Damit ergibt sich zwischen der y und z Komponente des E-Felds auf der Strecke Ad
durch das Medium ein Phasenunterschied von:
iNg _ Ey _ —i(k,—kL)Ad

e = ¢ % AdAn = Ap = 2—7TAdAn. (7.5)

¢ E, A
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optische Achse

7=

Abbildung 7.1.: EM-Welle, die in ein Medium eintritt

Dabei ist An die Differenz der beiden Brechungsindizes.

7.2. Brechungsindex

In Kapitel 4.8 wurden die Brechungsindizes (5.60) und (5.61) fiir das doppelbrechende
Vakuum hergeleitet:

ny = ————~14-0,Q° =1+ —rQ?, (7.6)
1— 0 Q? 2 2
1 1 = a2 =
n. = ———~14+-A0Q* =1+ =rQ? (7.7)
1— A Q2 2 2
Q> = E*’+B*+2(ExB)-i—(i-E)*— (i-B)>. (7.8)

Damit lasst sich nun fiir den Euler-Heisenberg-Lagrangian An in (7.5) berechnen:

1 . 3 a Q2 a Q2
An=(T—dp@?=22% _ 2 %
n= =R = o = Som

7.3. Drehwinkel

Damit ergibt sich fiir den Drehwinkel (7.5):

32 32
2MNg & @ @ AdQT (7.9)

Ap = EAg-2 2
L Wi Py s R T3 Wy
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Erste Abschitzung

Um eine erste Abschitzung fiir (7.9) zu bekommen, nehmen wir an, dass der Probelaser
senkrecht zum Hintergrundfeld, welches nur aus einem E-Feld bestehen soll, eingeschos-
sen wird. Damit folgt Q2 = E2, mit Epg = 1.9 - 10" V/m. Diesen Wert soll es nur auf
der Strecke Ad annehmen und sonst Null sein.

Fiir einen Problelaser der Wellenlinge A\p = 0.16 A ergibt sich mit o = 1/137 und
E.=1.3-10" V/m ein Drehwinkel von Ap = 3.25-1078 rad = 1.86 - 107 °.

7.4. Maximieren des Drehwinkels

Die Feldstiarken der aufeinander fokussierten Lasers‘grahlen_}besitzen jedoch kein Kasten-
sondern ein Gaufiprofil. Man muss also in (7.8) fir £ und B Gaufische Wellen einsetzen.

Der Vektor 7 (mit |7i| = 1) in (7.8) beschreibt die Ausbreitungsrichtung des Probe-
laserstrahls, siehe (5.51). Da GauBsche Wellen im Fokus transversal sind, stehen die
Vektoren E und B aus (7.8) senkrecht auf der Ausbreitungsrichtung N (mit |N| = 1)
des Hintergrundfelds.

Damit kann C}z beziiglich der Lage des eingeschossenen Probestrahls parametrisiert wer-
den

ii-E = sinfcosoE, E =|E|, (7.10)
ii-B = sinfsing B, B =|B|, (7.11)
siche Abbildung 7.2. und beachte die Bemerkung auf Seite 69.
Damit ergibt sich fiir (7.8)
Q% = (1 —sin® A cos® ¢) E* + (1 — sin? O sin® ¢) B? + 2EB cos 6. (7.12)

Mit (6.38) und (6.39) folgt

2

e WG [(1 — sin? 6 cos? qb) cos?(kz) cos?(wt)

. Wy \2
2(r,2,4,0,0) = 4(Ey)
Q (T7 202 7¢) 0W(Z>
+ <1 — sin® f sin? gb) sin?(kz) sin?(wt)
—2 cos 6 cos(kz) sin(kz) cos(wt) sin(wt)] : (7.13)
Wie in Kapitel 6.4.2. diskutiert wurde, handelt es sich bei den Lasern um gepulste
Laserstrahlen. Wéhrend einer Pulsdauer von At = 80 fs schwingt das Hintergrundfeld

N = Atwpg ~ 189 mal. Um die Zeitabhéngigkeit zu eliminieren, mitteln wir (7.13) mit
<sin®*(wt)> = <cos?(wt)> = 3 und <sin(wt) cos(wt)>= 0 und erhalten

Q*(F, i) =2 <EO%>26_W%T(Q_Z) [1 — sin® 9(0052 ¢ cos?(kz) + sin? ¢ sinz(l%z)ﬂ (7.14)
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Abbildung 7.2.: Die Lage des Vektors 77 im Hintergrundfeld

@2 héngt also nicht nur vom rdumlichen Abstand r und z ab, sondern auch von der Lage
1 des Probelasers.

Wird der Probelaserstrahl durch dieses Gauf3profil geschickt, dann tragt jedes Wegele-
ment d7 seiner Strecke mit einer Gewichtung proportional Cy(ﬁ 1) zur Drehung des
Polarisationsebenenwinkels ¢ bei. Damit ergibt sich fiir (7.9) in einem nicht konstanten
Hintergrundfeld:

1 a G*F,7)
15 p FE2

dr. (7.15)

Fiir einen beliebigen Weg des Probestrahls entlang einer Strecke von 71 nach 7, ergibt
sich fiir ¢:

1 a l
Ap = ¢(n1) —p(n) = 15;E2/ Q(7, : (7.16)

Um einen moglichst groflen Effekt zu beobachten, sollte der Weg des Probelaserstrahls
so gewahlt werden, dass das Integral sein Maximum annimmt.

Wir betrachten zunéchst zwei Spezialfille:
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Spezialfall 1

Der Probestrahl wird parallel zum Hintergrundfeld eingeschossen: ¢ = 0. Damit verein-
facht sich (7.14) sofort zu

. W, 2 __2r? (r=0) Wo \2
2(7,1) = 2( Bogrs ) ¢ 0@ "= 2B (=) 717

crnm =2 Fy) ¢ () T
Da der maximale Winkel gesucht ist, schiefft man den Probestrahl ohne radialen Abstand
genau entlang der z-Achse, d.h. » = 0. (Dabei sei der Probelaserstrahl unendlich diinn.)

Damit wird dr zu dz und fiir (7.16) ergibt sich

Ap = %%(%)2 /_Z1 (%)20& = %%(%)220 arctan(j—é). (7.18)

21

In (7.18) muss jetzt beriicksichtigt werden, dass es sich bei dem Hintergrundfeld um einen
Puls handelt. Rechnet man die zeitliche Pulsdauer von 80 fs in eine rdumliche um, so
betrigt die Ausdehnung des Hintergrundfelds 24 pm. Der Probelaser hat eine mindestens
genauso grofle, wenn nicht ldngere Pulsdauer. Somit ist das Integrationsinterval durch
den Hintergrundlaserpuls eingeschrankt und lauft von z = —12 pm bis z = 12 pm. Setzt
man auch die anderen Werte ein (Ey = Egpg), so ergibt sich

Ap =2.28-10" rad = 1.30- 10~ ° |. (7.19)

Fir andere Werte von z; siche Abb. 7.3:

3E-7 ]
2567
2E-7 E
1,5E-7
1E-7 E

5E-8 A

0 5 10 15 20
21 [um]

Abbildung 7.3.: Ay in Abhéngigkeit der halben Lénge des Hintergrundpulses z;
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Spezialfall 2

Der Probestrahl wird durch den Ursprung, senkrecht zum Hintergrundfeld eingeschossen:

z =0, 6 = %. Damit vereinfacht sich (7.14) sofort zu

2

_T _2r
U2 o2 e, (7.20)

2r2

Q*(F,i1) = 2E2%e "3 (1 — cos® ¢)

Als zusétzliche Forderung muss der Probelaser also parallel zum B-Feld des Hinter-
grundlasers eingeschossen werden. Siehe auch Bemerkung Seite 69.

Diesmal wird dr zu dr und fir (7.16) ergibt sich

Ap = %12—5(%)2/_ o g — %%(%)2\@% erf(ﬂ%). (7.21)

Auch in (7.21) muss man beriicksichtigen, dass das Hintergrundfeld nur fiir eine Puls-
dauer von 80 fs existiert. D.h. der Probestrahl hat 80 fs Zeit seine Polarisationsebene zu

drehen. Damit wird auch die r-Integration auf ein symmetrisches Intervall von 24 pm
eingeschréankt und fiir den Drehwinkel ergibt sich

Ap =2.60-10"8rad = 1.49-107¢ °|. (7.22)

Diesmal hat die Lange des Hintergrundpulses einen weniger gravierenden Einfluss. So-
bald die halbe Lénge des Hintergrundpulses einen Wert von 2 pm {iberschreitet dndert
sich der Drehwinkel nicht mehr, siehe Abb. 7.4:

2,5E-8 :
2E-8 :
Ap
1,5E-8 4

1E-8

5E-9

— T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
0 1 2 3 4 5
r 1 [pm]

Abbildung 7.4.: Ay in Abhéngigkeit der halben Lénge des Hintergrundpulses

Nach diesen beiden Spezialfillen wollen wir jetzt versuchen (7.14) allgemeiner auszuwer-
ten. Dazu kann man auf zwei verschiedene Weisen vorgehen.
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Ansatz 1

Durch Mittelung der rdumlichen Schwingungen cos?(kz) und sin?(kz) in (7.14) (auf einer
Strecke von Ax = 24 pm schwingt das Feld N = Az/A = 30 mal) ergibt sich

< Wo \2 -2 1
Q*(7,7i) = 2(E0W(°Z>) e Wi [1 — 5 sin’ 9]. (7.23)

Dieses Ergebnis ist unabhéngig von ¢. Dadurch hiangt die Lage des Integrationswegs also
nur noch von # ab. Man parametrisiert » und z in (7.23) durch r — ' = Rsinf und
z — 2/ = Rcosf. Einsetzen von diesem Q*(R,0) in (7.16) liefert

2 EN\? -2 [ 2—sin?(0) e
]
PEBNE) T Zr R @ (7.24)

Dieses Integral ist analytisch nicht 16sbar, so dass man es mit Hilfe von Maple numerisch
berechnen muss. Die Abhéngigkeit des Drehungswinkels Ay vom EinschieSwinkel 6 kann
anhand des Graphen in Abb. 7.5 abgelesen werden:

Z2,5E-7 7

+ g 13 &
.......

Abbildung 7.5.: Ap in Abhéngigkeit vom Einschusswinkel 6 bei Ansatz 1

Die Werte der Extremstellen sind

0=0 — Apmee=228-10"rad=1.30-10"°° (7.25)

0=2 — AQpn=130-10"%rad=745-10"""°|. (7.26)
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Wie man sieht, stimmt der Maximalwert dieser Rechnung (7.25) mit dem Wert (7.19)
aus dem ersten Spezialfall iiberein. So sollte es auch sein, da in beiden Fillen die sel-
be Annahme gemacht wurde: der Probelaserstrahl propagiert entlang der z-Achse mit
6 = 0. Dadurch entfillt in (7.23) der Term sin? # und man hat die gleiche Ausgangslage
wie in der Rechnung von Spezialfall 1.

Der Minimalwert (7.26) betriagt nur die Hélfte von (7.22), obwohl in beiden Fillen senk-
recht zum Hintergrundfeld eingeschossen wird. Dies liegt an den verschiedenen Ansétzen.
In (7.23) wird durch den Term sin?# die Funktion mal den Faktor 1/2 genommen,
wihrend in der Rechnung zu Spezialfall 2 der sin? §-Term gar nicht auftaucht.

Ansatz 2

Bei diesem Anatz gehen wir davon aus, dass der Probelaserstrahl innerhalb der Ebene
liegt, die durch die Ausbreitungsrichtung des Hintergrundfeldes (z-Achse) und Richtung
des E-Feldes (x-Achse) aufgespannt wird, d.h. ¢ = 0. Damit vereinfach sich (7.14) zu

. W 2 _ 2T2 ~

Q*(7, i) = 2<E0Wi>) e Wi [1 — sin? 9C082(k‘2’)]. (7.27)
Auch hier kann man jetzt die gleiche Parametrisierung r — ' = Rsinf und z — 2/ =
R cos 6 einsetzten und erhélt wieder ein nur numerisch 16sbares Integral,

ZQ 2 7. 2 sin?
_ %i(%)ze‘iﬁé / L= sin’(0) cos” (k) - i g, (7.28)
15 \p \ E, 22 + R? cos?(0)

Ap

Eine “do”-Schleife in Maple berechnet die Werte des zu dieser Funktion gehorigen Gra-
phen in Abb. 7.6, der auf der néchsten Seite abgebildet ist.

Diesmal sind die Werte der Extremstellen

=0 — APnew=228-10""rad=1.30-10"%° (7.29)

=1 —  Apuin=317-107 rad = 1.82-10% °|. (7.30)

Auch hier stimmt der Maximalwert (7.29) wieder mit (7.19) iiberein. Denn auch hier ver-
schwindet beim parallelen Einfall (6 = 0) der sin? 6 cos?(kz)-Term in (7.27), womit sich
die selbe Ausgangslage wie in den anderen beiden Rechnungen ergibt. Der Minimalwert
(7.30) weicht diesmal auf Grund des sin® @ cos?(kz)-Terms in (7.27) viele Gréfenordnun-
gen von (7.19) ab.

Bemerkungen

e Wie zu erwarten war, ist der Drehwinkel Ay maximal, wenn man den Probela-
serstrahl genau entlang der z-Achse einschieft, siche (7.25). Anhand der Formen
fir £ (6.38) und B (6.39) sieht man, dass die Intensitéiten £? und B? entlang der
2-Achse nur proportional 1/2% abfallen, wohingegen sie in Richtung r exponentiell
wie exp(—7?) abklingen.
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Abbildung 7.6.: Ap in Abhéngigkeit vom Einschusswinkel 6 bei Ansatz 2

Es ist auch vom experimentellen Aufbau her moglich, den Probelaserstrahl parallel
zu den Hintergrundlaserstrahlen zu schicken. Dies geschieht indem man in einen
der Parabolspiegel ein kleines Loch bohrt und dann durch dieses den Probelaser-
strahl schickt. Dadurch wird jedoch der Fokus ein bisschen schlechter, was eine
Verminderung der Intensitéit zur Folge hat. Aber diese Verminderung ist so gut
wie vernachléssighar.

Dass es verschiedene Losungen fiir den senkrechten Einfall gibt, liegt an der Tat-
sache, dass es mehere Moglichkeiten gibt, ihn zu beschreiben. Man muss sich also
iiberlegen, welche Annahme am besten mit den experimentellen Bedingungen iiber-
einstimmt. Diese Uberlegung ist aber eigentlich unétig, da der Drehwinkel Ay bei
parallelem Einfall mindestens eine Gréflenordnung iiber dem senkrechten Einfall
liegt. Man sollte beim Experiment mit diesem Winkel (der in allen Féllen identisch
war) arbeiten.

Der zweite Spezialfall z = 0 lieferte als Bedingung, dass der Probelaserstrahl ent-
lang des B-Feldes geschossen werden soll. Hatte man in der Abbildung 7.2. die
Achsen E und B vertauscht gewahlt, so ergdbe sich als Forderung, dass der Pro-
belaserstrahl parallel zum E-Feld eingeschossen werden soll. Die Forderung 7 || B
folgt also nur aus der gewihlten Parametrisierung (7.10) und (7.11).

Wie Abb. 7.7. zeigt, ist die Wahl der Richtung von E und B in Abbildung 7.2.
auf Seite 63 nicht immer richtig. Denn da B durch sin(kz) und E durch cos(kz)
beschrieben wird, vertauschen nach allen Nullstellen £ und B. Innerhalb einer
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Abbildung 7.7.: E und B im Ursprung

Strecke von 24 pm schwingen die Felder 189 mal, damit ist es also egal, welche
Parametrisierung gewahlt wird.

Allgemeiner sollte man sagen, dass in dem Fall z = 0 der Probelaserstrahl entlang
eines der beiden Felder E oder B laufen sollte. SchlieBlich gilt auch |E|? = | B?|
wenn man die sin- und cos-Funktionen in (6.38) und (6.39) zeitlich wie rdumlich zu
1/2 mittelt. Es sollte also egal sein, entlang welchen duBeren Feldes eingeschossen
wird.
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8. Zusammenfassung und Ausblick

8.1. Zusammenfassung

Im zweiten Kapitel dieser Diplomarbeit wurden, unter iiberpriiften Annahmen, die nicht-
linearen inhomogenen (linearisierten) Bewegungsgleichungen fiir ein von starken elektro-
magnetischen Feldern durchsetztes Vakuum hergeleitet:

— — — — i dZ: i + ’Lb7
V.d=0 und Vxh—d=0 mit €9 T

Die Tensoren ¢, ,ui_jl, a;; und 3;; hingen von den &ufleren Feldern E und B ab, siehe
(4.1) und (4.2).

Man kann die nichtlinearen inhomogenen Bewegungsgleichungen im “Quantenvakuum”
als lineare inhomogene Bewegungsgleichungen in einem Medium interpretieren. Jedoch
sind hier die Materialgleichungen komplizierter, da das d-Feld nicht nur durch das é-
sondern auch durch das b-Feld erzeugt wird. Analoges gilt fiir das h-Feld.

AnschlieBend wurden auf zwei verschiedenen Wegen die Brechungsindizes fiir dieses Va-
kuum hergeleitet.

Der erste Ansatz (Kapitel 4) verallgemeinerte die nichtkovarianten Rechnungen der Kri-
stalloptik und lieferte fiir den Spezialfall B = 0 zwei Ellipsoide fiir die Wellenflachen
und somit zwei auBerordentliche Brechungsindizes. Diese Berechnung war zwar recht
miihsam, lieferte aber dafiir einen anschaulichen Anschluss an die Kristalloptik: das
“Quantenvakuum” verhélt sich wie ein optisch einachsiger Kristall, der einen einfallen-
den Strahl in zwei aulerordentliche Strahlen spaltet.

Der zweite Weg (Kapitel 5) beruhte auf Ideen von Bialynicka-Birula und durch eine
grofBtensteils kovariante Rechnung erhielt man

ny = 1+ —sz
n. = 1+ ERQQ,
mit Q> = E*+ B?+2(E x B)-ii—(i-E)?— (- B)%.

Dieses Ergebnis enthélt auch den in Kapitel 4 berechneten Spezialfall. Fiir a; # as,
wie es im Euler-Heisenberg-Lagrangian der Fall ist, verhélt sich das “Quantenvakuum”
doppelbrechend und ist damit in der Lage, die Polarisationsebene eines durch es durch-
geschossenen Probelaserstrahls zu drehen.
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In Kapitel 7 wurde der Drehwinkel fiir Gauflsche Strahlen optimiert. Es wurden Dreh-
winkel fiir Probestrahlen unter verschiedenen Einfallswinkeln zum &ufleren Feld, die
radial durch den Ursprung geschickt wurden, berechnet. Der maximale Winkel wurde
bei Einschuss parallel zur Ausbreitungsrichtung des dufleren Feldes gefunden:

Ap=228-10""rad = 1.30-1075° |. (8.1)

Im Vergleich zu anderen Winkeln liegt dieser Wert mindestens eine Gréflenordnung iiber
dem senkrechten Einschuss, siehe Kapitel 7.4., und insbesondere Abb. 7.5 und Abb. 7.6.

Es ist nachvollziehbar, dass der maximale Winkel bei Einschuss entlang der z-Achse,
welche die Ausbreitungsrichtung des Hintergrundlaserstrahls ist, gefunden wurde. Denn
betrachtet man die Gleichungen fiir die Gaufischen Strahlen (6.38) und (6.39), so stellt
man fest, dass diese mit z sehr viel langsamer als mit r abfallen.

Man sollte im Experiment also versuchen, den Probelaserstrahl moglichst parallel zum
duleren Feld einzuschieflen.

8.2. Ausblick

Der Drehwinkel (8.1) in Abhéngigkeit der Wellenléinge betrigt: Ay = 3.7-107!8 rad/\p,
wobei Ap in [m] eingesetzt werden muss. Man sollte also eine moglichst kleine Wel-
lenlénge fiir den Probelaserstrahl wihlen. Je nach Wellenldnge des Probelaserstrahls
gibt es verschiedene Verfahren, die mit unterschiedlichen Auflésungen Drehwinkel be-
stimmen koénnen. Polarimeter fiir Rontgenstrahlen haben die beste Auflosung, sie betriagt
70 urad [16]. Damit sprechen also zwei Griinde dafiir, eine Rontgenquelle als “Probela-
ser” zu verwenden.

Monochromating
X-ray beam polarizer

Analyser

chamber chamber

Detector

Abbildung 8.1.: Aufbau des Rontgenstrahl-Polarimeters

Das Polarimeter funktioniert folgendermafien (siche Abb. 8.1): Man erzeugt in einem
Polarisator (mit Hilfe der Braggwinkeleigenschaft!) einen linearpolarisierten Réntgen-
strahl. Dieser lauft zuerst durch eine Ionenkammer, in der seine Intensitit gemessen

'Fiir den Braggwinkel @ gilt: R ~ 1 und R™ ~ cos(26) (fiir perfekte Kristalle).
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wird. Danach durchléuft er die Probe (hier: das starke Hintergrundfeld), in welcher sich
seine Polarisationsebene dreht. AnschlieBend wird ein zweites Mal seine Intensitédt mit
einer zweiten Tonenkammer gemessen. Um den Drehwinkel zu bestimmen durchlauft er
als letztes einen drehbaren Analysator, bevor er im Detektor aufgefangen wird. In die-
sem werden dann fiir verschiedene Winkeleinstellungen des Analysators die Intensitéten
gemessen.

Den Drehwinkel erhélt man durch den Vergleich zweier Kurven: einer Messung ohne
Probe (d.h. Hintergrundfeld “ausgeschaltet”) und einer mit Probe (Hintergrundfeld “an-
geschaltet”).

Die Abb. 8.2 veranschaulicht ein hypo-
thetischen Messergebnis. Ohne Probe ist
die im Analysator durchgehende Inten-
sitdt bei senkrechter Ausrichtung (dies
entspricht ¢ = 0) minimal und steigt sym-
metrisch mit zu- bzw. abnehmendem Win-
kel an. Mit Probe (d.h. mit starkem Hin-
tergrundfeld) ist das Minimum auf Grund
der Drehung in der Polarisationsebene ver-
schoben. Die Differenz der beiden Mini-
o . . ma ergibt den Drehwinkel.

el e Die Genauigkeit der Kurven, d.h. die Héhe
» _‘5 _‘ . _‘3 jz _‘1 2) ‘1 ‘2 ‘3 J‘ % der Fehlerbalken der einzelnen Punkte im
Graphen, kommt durch die Ungenauig-
Abbildung 8.2.: Hypothetisches Messergeb- keit des Detektors (Impulsstatistik? ) zu-

nis, ¢ in 1077 rad stande.

I

Doch wie man an den Zahlen sieht (A@pa < 1077 rad, Auflésung o< 107° rad, d.h. es
fehlen noch zwei Grolenordnungen), so ist es auch unter diesen besten Vorraussetzungen
unwahrscheinlich, in unmittelbarer Zukunft (d.h. in den néchsten Monaten) einen Winkel
dieser Groflenordnung zu messen.

Es besteht aber die Hoffnung, dass es in mittelfristiger Zukunft (d.h. in den néchsten zehn
Jahren) moglich sein wird. Denn erstens konnte durch eine Verbesserung der Messtechnik
eine hohere Auflosung erziehlt werden und zweitens kénnte der Drehwinkel durch stérke
Laserintensitéten um einige Grofenordnungen zunehmen (siehe Seite 74).

Wenn alle Vorraussetzungen erfiillt wéren, und das Experiment trotzdem keine Drehung
der Polarisationsebene beobachtet , dann konnte das bedeuten, dass der von Euler und
Heisenberg hergeleitete Lagrangian falsch ist und somit der von Born und Infeld berech-
nete Lagrangian die nichtlineare Theorie beschreibt. Wobei auch das noch experimentell
iiberpriift werden miisste, denn schliellich kénnte auch ein noch nicht entwickelter, drit-
ter Lagrangian die QED beschreiben.

Es konnte aber auch bedeuteten, dass die in dieser Diplomarbeit verwendeten idealisti-
sierten Annahmen (wie die Transversalitdt der GauBschen Strahlen im Fokus, der Wert

2Fiir N detektierte Photonen gilt: AN/N = +/N/N. Man muss also gerade im Minimum der Kurve
sehr lange messen um ein prézises Ergebnis zu bekommen.
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der Feldstirke im Fokus) nicht ausreichend mit der Realitit {ibereinstimmen. Ein Aus-
weg, um ein evtl. realistischeres Ergebnis zu bekommen, konnte die Beschreibung der F-
und B-Felder durch die in [7] und [22] beschriebenen nicht transversalen Strahlen sein.

Dies bedeutet aber nichts anderes, als dass die Laserintensitét zu schwach ist. Denn wie
man anhand der Formel fiir den Drehwinkel der Polarisationsebene (7.16) sicht, geht @
und damit die Feldstédrke des Hintergrundfeldes quadratisch und damit die Intensitét
linear ein.

Betrachtet man die Abb. 8.3 [28], so konnte es schon in den néchsten zehn Jahren moglich
sein, eine um fiinf GréBenordnungen héhere Laserintensitat zu erzeugen, und damit auch
einen um fiinf GréBenordnungen groferen Wert fiir den Drehwinkel zu erwarten, der dann
auch messbar sein sollte.

; 030 Nonlinear QED: E-e*\.=2m¢’
1 029 i Z ettawatt Laser v, : gain ?)andX\idtl1 EZ(ZCU‘OW&’CI/C
O transition cross-section Era
/ Quark Era
25 3 /
. W Ay, P,
~ 10 Laser Intensity Limit: [=— 5+~ "= )\7' / #
N  (perawof lasermedim) " (L - e 10
g Positron-
>~
; 20 Relativistic Optics: v,.~c B
~ 1 0 = (large ponderomotive pressures)
.‘g‘ 18
o 10
o Bound Electrons: E = ,
£ Plasma Era
— 15
ho] 1 0 —
; T
(7]
2 o CPA 2
0 < mode-locking 10 Atomic Era
(T
1010 < Q-switching
N -
1960 1970 1980 1990 2000 2010

Abbildung 8.3.: Die Entwicklung der Intensitat der “table-top”-Laser

Kurze Erlduterung zu Abb. 8.33: Seit ihrer Erfindung stiegen die durch Laser erzeugba-
ren Intensitdten dank “Q-swichting” und “mode-locking” (Modenkopplung) (Mittel um
sehr kurze Pulse zu erzeugen) in den ersten 10 Jahren linear an und erreichten 1970 einen

3«table top”-Laser sind Laser, die auf einem Labortisch Platz finden.
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Sattigungswert der fast 20 Jahre lang nicht weiter anstieg. Es konnten keine gréfieren
Intensitéiten erzeugt werden, weil diese im Laser ungewollte nichtlineare (zerstorerische)
Effekte auf die optischen Bestandteile hatten. Erst die “chirped pulse amplification”-
(CPA-) Technik lieferte einen Ausweg aus dieser Sackgasse. Ein intensiver Laserpuls
wird erst durch einen Strecker auseinandergezogen (d.h. sein Spektrum wird auseinan-
dergezogen), wodurch er geschwéicht wird. Anschlieend wird er durch das optisch aktive
Medium verstéirkt und dann durch einen Kompressor wieder verkiirzt, wodurch seine In-
tensitdt noch eimal vergroflert wird.

Wenn man die erzeugbaren Laserintensitdten extrapoliert, so konnte es also bald moglich
sein, gentigend grofle Intensitéten zu erzeugen, um diesen nichtlinearen Effekt zu messen.

Selbst wenn dieser Winkel in den néchsten Monaten nicht gemessen werden kann, so
besteht die Hoffnung ihn in den néchsten Jahren messen zu kéonnen. Mit einer um fiinf
GroBenordnungen hoheren Intensitéat wird der in Kapitel 7.4 berechnete maximale Dreh-
winkel zu

Ap=228-10"2rad = 1.30 ° |. (8.2)

Fiir den senkrechten Einschuss (Spezialfall 2) ergébe sich ein Winkel von

Ap =2.60-1073 rad = 0.15 °|. (8.3)

Da dieses Experiment ein Unterprojekt des Transregio 18 ist und fiir die néchsten 12
Jahre finanziell gefordert wird, besteht also die Hoffnung, dass es in diesem Zeitrahmen
ein erfolgreiches Ergebnis geben wird.
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A. Appendix

A.1. Herleitung des Euler-Heisenberg-Lagrangian

Diese Herleitung basiert auf einer Vorlesung von Holger Gies, welche vom 5.-7. 11. 2004
im Rahmen der “Physik-Combo” in Jena stattfand.

A.2. Vorbetrachtungen

Um den nichtlinearen Lagrangian herzuleiten, muss zuerst iiberlegt werden, welche phy-
sikalische Bedingungen er erfiillen muss:

e Da er auch in der relativistischen Theorie seine Giiltigkeit behalten soll, muss er
eine Lorentzinvariante sein.

e Da die Theorie eichinvariant ist, kann er nur von eichkovarianten Kombinationen
von A,, d.h. F,,, abhéngen.

nz

e Da die Wirkung & = [ d*z£ dimensionslos ist, muss er die Massendimension vier
haben.

e Da er keine schwache Wechselwirkung beschreibt, muss er CP-invariant sein.

Als néchstes muss man eine geeignete Parametrisierung wéhlen. Fine generische Wahl
ist den Lagrangian bzgl. der Feldstidrken und deren Ableitungen (bzw. Kombinationen
dieser) zu parametrisieren:

L=L(F,,0,). (A.1)
Die einzigen Lorentzskalare in Ordnung 82 des Feldstédrketensors F},, sind:
o S=1F, =15 E?),
o P=1F, Fw=_F.B.

Es sind nur zwei, da die Kontraktion von F}j' Null ist und alle weiteren Kombinatio-

nen (wie z.B. F,o I BFy, ... Fm durch zwei fundamentale algebraische Identitéten
(FrFY — FROFY = —25¢M und FFFY = —Pgt ) auf S und P zuriickgefiihrt werden
kénnen.

76



Damit ergibt sich als Gradientenentwicklung fiir £,
L=S+c8*+ caP*+ O(S*, SP?) + d,F,,0°F*™ + O(F*9*, F*9?). (A.2)

Wie schon auf Seite 14 abgeschétzt wurde, werden die Beitridge zum Lagrangian (geteilt
durch die Frequenz w*) mit steigender Ordnung von S bzw. P immer kleiner: a% ~
—1 + 1072 + 107*7- -+ (vgl. (2.18)). Daher beschrénken wir uns auf Terme zweiter
Ordnung in S und P. Da auflerdem ein konstantes EM-Feld vorrausgesetzt wird, werden
also nur die Konstanten ¢; und ¢y hergeleitet.

A.3. Elemente der QFT: n-Punkt-Funktion und
Schwingerfunktional
In der QFT werden die Felder durch ihre Erwartungswerte beschrieben:
p=<p>. (A.3)
Dabei steht ¢ stellvertretend fiir E und B und ¢ beschreibt die fluktuierenden Fermion-
felder!. Man spricht deshalb von einem “effektiven Lagrangian” L.g, der die Dynamik

der iiber alle Quantenfluktuationen gemittelten Erwartungswerte der Felder beschreibt.

Die Erwartungswerte werden mit Hilfe der n-Punkt-Funktionen berechnet,
<) oo plan) >=N [ Dy plr) . plan)e S, (A4)

wobei N die Normierungskontante (< 1 >= 1) ist.

Mit dem Schwingerfunktional,
Z[J) = /Dw e Sl e, (A.5)

lasst sich die n-Punkt-Funktion (allerdings ohne Quelle J, da wir uns im ladungsfreien

In der QED gibt es zwei Felder: das Fermionfeld und das Eichfeld. Jedes dieser beiden Felder besteht
aus seinem klassischen Erwartungswert (sogenanntes Hintergrundfeld) und einem fluktuierenden
Feld (auf 1-Loop Niveau entspricht dies der Vakuumpolarisation). Da es keinen klassischen Erwar-
tungswert fiir das fermionische Feld gibt, wird das fermionische Hintergrundfeld gleich Null gesetzt.
Damit beschreibt ¢ also nur das klassische Eichfeld A,. Andererseits entsteht im 1-Loop Niveau
kein virtuelles Photon. Damit wird ¢ also nur durch fluktuierende Fermionfelder beschrieben. Um
die spéter folgende Pfadintegralrechnung zu vereinfachen, nimmt man statt einem komplexen Fer-
mionfeld ein reelles Skalarfeld an.
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Vakuum befinden) schreiben als

1 5 Z[J]

=1

1
<elo) elmn) >= ot s o N T 7

J=0

(A.6)

Aus der Nebenbedingung, dass das Vakuum wieder in das Vakuum {ibergeht, folgt

Z . ,
<0]|0>,= % —<e s o Z[J] = e~ WU, (A7)

wobei W[J] das erzeugende Funktional der zusammenhéngenden Greenschen Funktio-
nen ist. Oder anders: man kann analog zur freien Energie in der Thermodynamik ein
erzeugendes Funktional W definieren, W :=iln Z.

Fiir den Erwartungswert in Gegenwart von Quellen (J # 0) ergibt sich fir n =1

(a6 1 0Z[J] (A7) OW
N T 5T

(A.8)

also ¢ = ¢[J], womit sich implizit J = J[¢] ergibt.

A.4. Die effektive Wirkung

Die effektive Wirkung I' ergibt sich durch Legendre-Transformation (analog wie in der
klassischen Mechanik der Hamiltonoperator H = > ¢;p; — L konstruiert wird).

T[¢] := /J¢ W mit  J=J[4). (A.9)
Damit ldsst sich J(x) explizit berechnen,

Mol 9 gy, [, DV
(@) +

do(x) W
/ / ke

Damit kann nun I'(¢) bestimmt werden. Durch den Vergleich von

(A.10)

z17) ‘& Wi (L) giel-if ge (A9 irlel-if §5o (A.11)
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und
71y ‘& / Dy ¢iStelif e 0 / Dy S Se (A.12)
ergibt sich

Tl — / Dy Sl 5 (e=0) (Pm2te) / Dy Sl 50, (A.13)

An dieser Stelle miissen nun zwei Warnungen ausgesprochen werden:

e Das Integral (A.13) enthélt beliebig hohe Impulsmoden. Diese kénnen Divergenzen
erzeugen. Es ist daher notwendig, den Integrationsbereich zu regularisieren, z.B.
indem man nur {iber Impulse p? kleiner als A? (sogenannter Ultraviolett “cutoff”)
integriert: [, Do ¢(p) : p* < A%

e Die Parameter von S bestimmen das Verhalten des Systems bis zu beliebig hohen
Impulsen p?> = A2 Die physikalischen Werte dieser Parameter werden bei der
Messskala p fixiert (die Wahl von p als Buchstabe ist willkiirlich). Aber me, a|a
und m., a|, sind numerisch nicht unbedingt dquivalent.

Die Minkowski-QFT wird nur Phasen (e’ etc.) beschrieben. Durch eine analytische Fort-
setzung erhalten wir aus der Minkowski-QFT eine kausale? euklidische QFT:
v =(—++4+) — M =(++++)

= —1 / dz

= / d*z
E
M

Wir definieren die Minkowski-Korrelatoren durch analytische Fortsetzung aus dem Eu-
klidschen. Damit ergibt sich fiir die Wirkungen

(A.14)

’Lt‘ = Xy
M

E

iSlgl | =i / drl| = —Siy and  illg] | = -T[g]| . (A15)
M M E M E
Eingesetzt in (A.13) erhélt man schlieBlich
o-Tlo) _ / Dy e Slorel+ e (A.16)

[Der Index E wurde der Ubersichtlichkeit halber weggelassen. Man sieht durch die An-
(bzw. Ab)wesenheit von ¢ ob man sich im Minkowski- oder im euklidischen Raum befin-
det.]

’Die Rotation ins Euklidische ist vertriglich mit der Konstruktion von kausalen Propagatoren mit der
ie Vorschrift.
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A.5. Die Loop-Entwicklung

Durch die Substitution von ¢ — Vg (der Buchstabe A ist wieder einmal willkiirlich
gewihlt) ergibt sich fir (A.16)

o-Tlo) _ / D ¢~ So+Vhe+[ §5 Ve (A.17)

(A.17) kann man nun in A entwickeln (Loop-Entwicklung):

e Ordnung A°

In nullter Ordnung liest man sofort ab

I'[¢] = S[¢] + O(h), “tree-level”. (A.18)

Der Term in fiihrender Ordnung ist somit genau die klassische Wirkung T'°[¢] =
S[¢], wie es auch sein sollte.

e Ordnung A'

In erster Ordnung muss man zunéchst den Exponenten in (A.17) entwickeln,

o 5S[¢] [ oT 1828 .
5[¢+\/ﬁ@]—/%\/ﬁ<ﬂ—5[¢]+ \<—5¢> —/@2 \/ﬁw+§<ﬂ5¢a5¢bﬁw+0(h ).

«<h wegen “tree-level”

Da ¢ ein einkomponentiger Skalar ist, bezeichnen die Indizes a und b keine Kom-
ponenten, sonder sind “kollektive Indizes”, die auch Impuls- und Ortskoordinaten
miteinschliessen. Damit liest man ab:

528 :
+ O(h
Souan” T O

(V[

). (A.19)

lo] = 8161 + o

Wir brechen die Entwicklung an dieser Stelle ab, da wir nur an dem 1-Loop-Term inter-
essiert sind. Mit (A.19) erhélt man fir (A.17),

e Tl — esm/Dgp €_g¢5(2)¢+0(h%)
A
= 6_8[¢]N<detz\ S? [¢]>_§ + “ higer loops”. (A.20)

Dabei ist 8@ := 628 /(6¢0¢;) und N = (det S@[0])"2 eine Normicrungskontante, die
sich aus der Bedingung I'[¢p = 0] = 0 ergibt. Die Umwandlung des Integrals (wobei die
Integration bis zum “cutoff” Implus A eingeschrinkt wird) in eine Determinante mit
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Hilfe der Eigenwerte kann man genauer in [29] nachlesen.

Die effektive Wirkung in 1-Loop-Né#herung ist also gegeben durch

&)
L[] =T°¢] + T ¢] mit T'= %mdet/\ (S—M)

10 (A.21)

An dem Faktor 1/2 in (A.21) erkennt man, dass mit einem reellen Skalarfeld gerechnet
worden ist. Da diese Annahme aber nur zur Vereinfachung gemacht wurde (siehe Fufinote
Seite 77) muss an dieser Stelle der Vorfaktor 1/2 zu —2-1/2 = —1 wegen des komplexen
Feldes und der Grassmanneigenschaft korrigiert werden.

A.6. Mikroskopische Theorie

Um 8@ = §28/(0¢,6¢) fiir die QED berechnen zu kénnen, benotigen wir den Lagran-
gian, der die Wechselwirkung zwischen Photonen und Elektronen beschreibt:

Lqrp = iy, (0" —ie A" — myyp — %FWFW. (A.22)

Er besteht aus einem kinetischen Term, einer Kopplung an das Photonfeld, einem Elek-
tronmassenterm und dem Maxwell-Lagrangian.

Fiir ¢, und ¢y, in 6°S/(660¢,) muss man also A, und 9, einsetzen:

2

528 Syy Syp Spa
) (symbolische Schreibweise). (A.23)

=555 =\ Sow Ses Spa
5¢a5¢b SAQZ} sz SAA

Dabei ergeben Sy, und S5 = —il) + m = —iy, D" + m = —iv, (0" — ieA") + m die
einzigen nicht verschwindenden Beitrige. Es ergibt sich schliefllich fiir (A.21)

—le+m>'

FI[A]:—nndet< '
—1 m

(A.24)

Das ¢ taucht durch die Minkowskimetrik auf.

A.7. Struktur der Loop-Entwicklung

Um ein anschauliches Bild der effektiven 1-Loop-Wirkung aus Feynmangraphen zu be-
kommen, muss (A.24) zundchst noch mit ein paar Tricks vereinfacht werden.
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FI[A] = —ilndet (%) = —iTrln <%>
. eA _ o eA "
— —iTrln (1 - m) _ ZTY;am)
= / %TM g %@7571;)“ (A.25)

Q = [ d*z ist das Raumzeitvolumen. Somit ergeben sich folgende Diagramme:

e Propagator ]ﬁ _— (innere Linie)

o Vertex v,e . (Punkt)

e duBeres Feld A* VVVVVVVV (duBere Linie)

e Spur [ %Tr7 Q (geschlossener Loop)

I'! besteht also aus einer unendlichen Summe von Feynmangrafen.
FlziQ<vaw —i—%wvv@vww—l—% —|—)

Bemerkungen

e Nach Furry’s Theorem verschwinden alle Diagramme mit einer ungeraden Anzahl
von A*.

e Die gesamte Loop-Entwicklung léasst sich mit Diagrammen darstellen. Der 2-Loop-
Term besteht aus nur einem Diagrammtyp, welches 1975 von Ritus berechnet wur-
de. Sein rechnerisches Ergebnis ist sehr umfangreich. Fiir den 3-Loop-Beitrag exi-
stieren drei Diagrammtypen. Diese sind noch nie berechnet worden.
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A.8. Berechnung von Indet

Um der Euler-Heisenberg-Lagrangedichte wieder einen Schritt nédher zu kommen, wird
jetzt Indet(—il) +m) aus (A.24) berechnet.

Indet(—il) +m) = =[lndet(—il) +m) + Indet(—ilp +m)]
= 3 Indet()P* +m?) = %Tr In(° + m?)
= Trin(-D?+m? — EUWF‘“’) (A.26)

— DN =

Dabei wurde verwendet, dass ]Dz = %({%, Y b+ {7V, 7,,}>D“D” = —-D?—io,, D'D" =
—D? = i[DF, D)0y, = —D? — 0, FHV.
Mit (A.26) ergibt sich fiir (A.24)

I — —%Tr In(—D? + m? —gaWF’“’) + N (A.27)

P.

Dabei ist N = £Tr In(—9?+m?) natiirlich wieder die Normierungskonstante. Desweiteren
sicht man in (A.27) zwei bekannte Terme: den Klein-Gordon Operator eines geladenen
skalaren Teilchens im EM-Feld sowie den Pauli-Term, der die Kopplung des Spins an
das Feld beschreibt.

Als Nichstes wenden wir Frullanis Formel

()= [ e

auf (A.27) an. Die Variable T interpretiert man als Eigenzeit (“fifth coordinate”)

i D2 4 m? — £, FW
M= Teder ( 2
o rae —2 +m2
B %/oo d?Te_mQTTr<e_(_D2+m2_ggHVFu'/)T_e+82T)' (A.28)
0

A.9. Reines Magnetfeld

Der Einfachheit halber setzen wir ein reines, konstantes Magnetfeld in 2-Richtung voraus.
Damit ist Fi, = B = —F5; die einzige nichtverschwindende Komponente im Feldstérke-
tensor F),,.

Um (A.28) fiir diese Annahme weiter berechnen zu kénnen, spalten wir zunéchst die
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Spur auf:

Tr(e (=D +m?— o F1 )T) = Tr)\e_(_DQ)T-tryegawFWT. (A.29)
—_——
(1) (2)

Zu (1): Das Spektrum des Laplacian besteht aus zwei Anteilen:

{-D*} = Spektrum{- D }+Spektrum{ Dl}

ebene Welle AnteﬂJ_B
= pP4+pi+eB@2n+1). (A.30)

Der erste entspricht dem raumlichen und zeitlichen Anteil einer ebenen Welle und lie-
fert die Fourierfrequenzen. Der zweite entspricht dem Hamiltonoperator eines geladenen
Teilchens in einem konstanten Magnetfeld und ergibt die Landauniveaus.

Einsetzen dieser Eigenwerte in (1) fiihrt zu

—(=DA)T [p2+p3+eB(2n+1)]T

dp., / idps & 6B>e-[pz+pz+es<2n+1>JT (A.31)

= Trye™

- 0 /
- (DD Sy

eB e 2BT Q eBT
PSTT 1 — e2BT — 8x2T22 sinh(eBT) ( )

Trye

Zwei kleine Bemerkungen: der Faktor Y 7 <§> in (A.31) ist die Zustandsdichte der

Landauniveaus. Man kann sie Ableiten, in dem man verlangt, dass die Summe iiber
die Landau-Niveaus im Limes B — 0 in die Riemann-Summe iibergeht, die dann das
Riemann-Integral definiert.

Die Integration iiber p, ist eigentlich eine Integration iiber py mit dpy = idpy.

Zu (2): Hier muss man nur o, F* = 201,F" = 2B diag(+1, —1, —1,+1) berechnen
und einsetzen,

Tr ez T = Ty, 2B diag(tHL=1m1A) — 9(eBT 4 o=¢BTy — fcosh(eBT).  (A.33)
Einsetzen von (A.32) und (A.33) in (A.29) ergibt

eBT cosh(eBT)  iQ eBT
47272 sinh(eBT) 47212 tanh(eBT)’

Tr<e (=D 4m? =0y F4)T ) - (A.34)
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Fiir die effektive Wirkung (A.28) folgt damit

Q < dTr 2 eBT
M= —em T ——— 1. A.
8n2 J, T3 ‘ (tanh(eBT) > (4.35)

A.10. Regularisierung und Renormierung

Um das Integral (A.35) berechnen zu konnen, entwickelt man m‘;’f%m =1+3(eBT)*+
O(THO(B*) und erhilt
Q *dT
'~ ——(63)2/ — e T 4 O(BY). (A.36)
82 o T

Da trotz der Warnung auf Seite 79 in (A.31) iiber alle Impulse integriert wurde, hat man
hier eine logarithmische Divergenz in O(B?) fiir T — 0. Daher wiihlt man statt eines
“cutoff” in p? einen “proper time cutoff” in T2

Regularisierung : / dT — / dT. (A.37)
0 1
A2

Im Gegensatz zu einem “harten” “cutoff” in p? ist diese Regularisierung eichinvariant.

Anwenden dieser Regularisierung auf (A.35) mit Einfiigen einer “nahrhaften Null” er-
gibt:

o] 2 2 00
b Q[T ey < eBT (eBT)* 1) _ Q(eB) / AT ezp 39)

872 |1 T3¢ tanh(eBT) 3 2r? ). T
Az N Az

'

o(B%) O(B?)

Das erste Integral ist nun endlich, da es O(B*) ist. Aus dem zweiten Integral kann man
die zugehorige Lagrangedichte bestimmen,

ciop)) = B / T ey (B (A2). (A.39)

S 2Ur?2 o T 2472 m2
A2

Die Divergenz hat die gleiche Feldabhéngigkeit (quadratisch in B) wie der Maxwell-
Lagrangian. Damit liisst sich ein effektiver Lagrangian in O(B?) schreiben als

Lg(O(B?) = Lyw + LYH(O(B?)) = 1 (1 + K In (A—2>> B? = —%BR. (A.40)

2 1272 m?

1

Durch Einfiihrung der renormierten Feldstirke B% := B?Z.' und der renormierten
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e2

Kopplung® €% := €*Z;' mit Z;' = 1+ £

In <7fq\1—22> bleibt der Vertex o< pedy =

YerApy invariant und und der Photonpropagator hat ein auf 1 normiertes Residu-
um. Daher entspricht die Kopplungskonstante im Vertex der im Thomson Querschnitt
gemessenen Kopplung von o = €%/(4m) ~ 1/137. Die Renormierung fixiert also die phy-
sikalischen Parameter. Wendet man diese Renormierung auf (A.38) an, so ergibt sich fiir
die renormierte effektive Lagrangedichte

1 2 L/OO d—Te_m2T €RBRT _ (GRBRT)2 _1) (A41)
T3 tanh(egr BRT) 3

Dieser Lagrangian wurde schon 1936 von Euler, Heisenberg, Weisskopf und Kockel her-
geleitet [17], [21].

A.11. Der Euler-Heisenberg-Lagrangian

Wenn man sowohl ein E- als auch ein B-Feld hat, so muss man in (A.41) zwei Ausdriicke
ersetzen, um den allgemeinen Fall zu erhalten:

eBT eaTl ebT
—_— A.42
tanh(eBT) - tanh(eaT’) tan(ebT") ( )
. %(eBT)Q - %(eT)QS. (A.43)

Dabei ist a(b) = \/ V52 + P2+ (—)S, und alle Groflen sind renormiert. Der nach Euler
und Heisenberg benannte Lagrangian lautet also

Ly = Eeff,R =S

1 [dT _, »p eaT ebT (2eT)2S
ﬁ@
0

- — " — —1].(A.44
872 tanh(eaT’) tan(ebT") 3 ) ( )
Durch Entwicklung von (A.44) nach kleinen Feldstérken (Schwachfeldndherung) erhélt

man schlieflich den berithmten Euler-Heisenberg-Lagrangian

14«
- P?+0O(5°,5P?). (A.45)

B g2y

Len=S
EH t Bma 45m

Bemerkungen

e Der Faktor 1/m* kommt durch die Entwicklung nach 7' und dem Term —m?T im
Exponenten der e-Funktion.

3Diese Renormierung ist eine “on-shell”’-Renormierung, d.h. es gilt p? = m?2.
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e Eine Entwicklung von (A.44) nach kleinen Feldstirken entspricht einer Entwick-
lung des tanh und des tan nach T
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