Fermionische Systeme auf
gekrummtem Hintergrund

Masterarbeit

zur Erlangung
des akademischen Grades
Master of Science (Physik)

---------------
00000
%

L S
OERIT-DOCR

FRIEDRICH-SCHILLER-UNIVERSITAT JENA
PHYSIKALISCH-ASTRONOMISCHE FAKULTAT
THEORETISCH-PHYSIKALISCHES INSTITUT

eingereicht von: Stefan Lippoldt
geboren am: 31.07.1990

eingereicht am: 25. Oktober 2012
1. Gutachter: Prof. Dr. H. Gies
2. Gutachter: Prof. Dr. A. Wipf

Tag der Verleihung:



Inhaltsverzeichnis

1 Einleitung

2 ART
2.1 Grundlagen zur ART . . . . . . . . ... o
2.2 De-Sitter- und Anti-de-Sitter-Raum . . . . . . .. ... L0000

3 Fermionen

3.1 Vierbein-Formalismus . . . . .. .. ... ... ... .. ... .. ...,

3.2 Weldon-Formalismus . . . . . . . . .. .. . ... ... . ... .. ...,
3.2.1 Erweiterung der Symmetrie — kovariante Ableitung . . . . . . . . .
3.2.2 Spin-Metrik . . ...
3.2.3 Gruppentheoretische Zerlegung der Spinbasen-Transformationen
3.2.4 Zusammenhang zum VF . . . . .. ... 0oL

3.3 Konsequenzen des WF . . . . . . . .. ... Lo o

4 Propagator
4.1 Parallel-Propagator . . . . . . . . . ... ...
4.2 FEigenzeitdarstellung des Propagators . . . . . . . . . ... ... ... ...

5 Flussgleichung
5.1 Grundlagen zur QFT . . . . . . . . ...
5.2 Herleitung der Flussgleichung . . . . . .. .. ... ... ... .. .....

6 Flussgleichung im Gross-Neveu-Modell
7 Fazit

A Mathematik der Gamma-Matrizen
A.1 Poincaré-Algebra . . . . . ..
A.2 Zur Lorentz-Transformation . . . . . . .. ... ... ... ... ......
A.3 Eigenschaften . . . . . . . ...

B Beweise der Theoreme
B.1 Beweis des Weldon-Theorems . . . . . . . . . . . . ... .. ... .. ...
B.2 Beweis des zweiten Theorems . . . . . . . . . . . ...

C Spin-Metrik und Spin-Kriimmung
C.1 Spin-Metrik . . . . . . . ..
C.2 Spin-Kriimmung . . . . . . . . ...

D Delta-Distribution
D.1 Delta-Distribution im flachen Raum . . . . . . . . . .. .. ... .. ...
D.2 Delta-Distribution im gekriimmten Raum . . . . . .. .. ... ... ...

15
17
22
23
29

36
38

40
40
42

47
47
51

55

63

65
65
66
67

73
73
77

79
79
81



1 EINLEITUNG

1 Einleitung

Anfang des 20. Jahrhundert hat A. Einstein mit der Allgemeinen Relativitatstheorie
(ART) die Kriimmung des Raumes nahe gelegt. Auch die Quantennatur der Welt wurde
in dieser Zeit entdeckt, sodass schon nach kurzer Zeit der Versuch unternommen wurde,
Fermionen in gekriimmten Rdumen zu beschreiben. Um die dazu notwendigen Gamma-
Matrizen vom flachen Minkowski-Raum in einen gekriimmten zu {ibertragen, wurde 1929
unter anderen von H. Weyl der Vierbein-Formalismus (VF) vorgeschlagen [8]. Dieser wird
seitdem als notwendig oder zumindest als die Ubertragungsvorschrift angesehen, z. B.
in [9]. Von A. Weldon stammt ein noch relativ neuer Formalismus, diesen nennen wir
im Folgenden aus Ermangelung eines Namens und Anerkennung an den geistigen Vater
dieser Idee ,Weldon-Formalismus* (WF, siehe [5]). Hier wird im Gegensatz zum VF kein
spezielles Koordinatensystem ausgezeichnet und damit ein grundlegender Gedanke der
ART, die Gleichwertigkeit aller Bezugssysteme, wiederhergestellt.

Ziel dieser Arbeit soll sein, die Idee von Weldon aufzugreifen, weiter zu entwickeln und
erste mogliche Konsequenzen abzuleiten. Wir werden in Kapitel 2 die nétigen Grundla-
gen zur ART zusammenfassen und zusétzlich eine kurze Einfithrung zu maximal sym-
metrischen Rdumen geben. Weiterhin werden wir in Kapitel 3 darlegen, wie Spinoren
in gekriimmte Rdume iibertragen werden, dabei den VF kurz beschreiben und den WF
ausarbeiten. Danach berechnen wir in Kapitel 4 das Inverse des Dirac-Operators, um
in Kapitel 6 den Fluss der Kopplungskonstanten im Gross-Neveu-Modell auf einem ge-
kriimmten Hintergrund ermitteln zu kénnen. Fiir die Ableitung des Flusses verwenden
wir die Flussgleichung, die wir in Kapitel 5 herleiten.



2 ART

2 Allgemeine Relativitatstheorie

Da wir wissen, dass der uns umgebende Raum durch die in ihm vorhandene Materie,
oder besser in ihm vorhandene Masse, gekriimmt wird, wiederholen wir zunéchst die
wichtigsten Konzepte der ART und klédren auf diese Weise auch unsere Konventionen.
Fiir eine ausfiihrliche Einfithrung in die ART verweisen wir auf [11].

2.1 Grundlagen zur ART

Die zwei wesentlichen Gedanken der ART sind die Endlichkeit der Lichtgeschwindigkeit
und die Gleichwertigkeit aller Bezugssysteme. Wenn wir ein Koordinatensystem gewéhlt
haben, dann konnen wir Punkte x im d-dimensionalen Raum durch ihre Koordinaten
x* (u=0,...,d — 1) darstellen. Die Eigenschaften des Raumes sind vollstdndig in der
symmetrischen Metrik g,,, mit Signatur (—,+,...,+) kodiert. Wir werden uns hier auf
torsionsfreie Rdume beschranken.

Nehmen wir einen Wechsel des Bezugssystems z# — 2/* = a/#(z") vor, wir beschreiben
den Punkt z jetzt also mit z’# und nicht mehr mit z#, dann transformiert sich die
Metrik

o o ozl dx? o
G () — gfw(afl )= o wgm(a? )

so, dass das Abstandsquadrat zwischen zwei infinitesimal benachbarten Punkten (ddg)?
unter Koordinatentransformationen
oz

ox?
" _dz"" = gpAdxpdx)‘

(dde)? = gdatdz” — (ddg)* = g, dz"dz" = g,» 5o 4" 5o

= (ddg)?

invariant ist. Der endliche geodétische Abstand dg(x,y) zwischen zwei Punkten = und
y, das ist der Abstand entlang einer Geodéte z/#(\) mit 2#(0) = y* und 2#(1) = x*, wird
als das Integral iiber ddg

1
dg(z,y) = /d)\\/g,ﬂ, dzg)(\)\) dzd>(\)\) (2.1)
0

definiert. Dabei ist zu beachten, dass g,,,, nicht positiv definit ist. Der Integrand ist entlang
der Geodate konstant, daher kann man die Wurzel so ziehen, dass dg = Redg > 0 oder
ldg| = Imdg > 0 gilt.

Die Metrik soll vollen Rang besitzen, sodass wir auch das Inverse ¢/ mit g"?g,, = dl, ein-
flihren konnen. Wiirde die Metrik nicht vollen Rang haben, kénnte sie nicht asymptotisch
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flach sein und somit kein Newtonscher Grenzfall existieren. Die Transformationseigen-
schaften von g"¥ erhalten wir aus der Invarianz von 65, und finden unter Verwendung der

Identitat %ﬁl - g;f,i =6b

I v
, 02’ Oz

By o

eine Vorschrift analog zu g,,.

Mit der inversen Metrik kénnen wir das infinitesimale Abstandsquadrat (ddg)? auch mit
unten indizierten Koordinatendifferentialen dz,, = g,,dz” iiber (ddg)? = ¢g"dx,dz,
berechnen.

Wir unterscheiden nun untere Indizes ,kovariant” von oberen Indizes ,kontravariant* nach
ihren Transformationseigenschaften unter Koordinatentransformationen und wahlen dies
als Ausgangspunkt, um Tensoren einzufithren. Tensoren sind Objekte mit Raumzeit-
indizes und transformieren in jedem Index wie die Differentiale der Koordinaten. Durch
die Metrik und die Inverse kénnen Indizes rauf und runter gezogen werden. Tensoren
ohne Raumzeitindizes pg(x®) nennen wir Skalare, sie transformieren

ps(x%) = pg(x) = ps(x%)

genauso wie der geoditische Abstand dg. Vektoren T#(z®) sind Tensoren mit genau
einem Index und transformieren

Ipt
TH(a) - T = O
XT

T (2%)

genauso wie die Koordinatendifferentiale dz*. Tensoren héherer Stufe verhalten sich dann
dazu analog. Im Folgenden verwenden wir, bis auf wenige Ausnahmen, griechische Indizes,
um die Komponenten von Tensoren zu indizieren. Wir weisen darauf hin, dass sich die
Koordinaten x*, trotz der griechischen Indizes, nicht wie Vektoren verhalten, lediglich
die Koordinatendifferentiale bilden einen Vektor.

Da die partielle Ableitung 0, eines Tensors im Allgemeinen nicht wieder einen Tensor
liefert, wird die kovariante Ableitung D, fiir Tensoren so definiert, dass das entstehende
Objekt ein um eine Stufe erhéhter Tensor ist und die natirlichen Bedingungen fiir die
kovariante Ableitung

(i) Linearitét: D,(TY +T¥) =D,V + D,T¥
(ii) Giiltigkeit der Produktregel: D, (TVT5) = (D, TV)T§ + TV (D,T¥)
(iii) Erhaltung der Indexstruktur: D,T, = (D,T7)g,.

(iv) Torsionsfreiheit: D,T,-D)/7T,=0,T,—-0,/71,

erfiillt werden.
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Die partielle Ableitung eines Skalars verhélt sich bereits wie ein Tensor, es gilt hier
D,ps = 0,ps. Skalare sind die einzigen Tensoren, fiir die partielle und kovariante Ab-
leitung zusammenfallen. Fiir Vektoren wird die kovariante Ableitung mit

D,T" = 9,T" + TV, 1" (2.2)

definiert. Der Raumzeit-Zusammenhang ' 3\ wird so gebildet, dass D, T" sich wie ein
Tensor mit zwei Indizes verhélt. Man ﬁndet unter der Forderung von (1) (iv) auf ein-
deutige Weise

12 1 1%
ux =59 P(Dugox + OrGop — Opgunr), (2.3)

die Christoffelsymbole als Raumzeit-Zusammenhang. Diese transformieren, trotz der grie-
chischen Indizes, ganz explizit nicht wie Tensoren, denn nur so kénnen sie die Tensorei-
genschaft von D, T" sicherstellen. Wir finden mit den Bedingungen (i) — (iv) auch

DT, = 8,T,, — T}, T, (2.4)

die kovariante Ableitung von T,,.

Zur Bildung der kovarianten Ableitung von Tensoren héherer Stufe wird analog vorge-
gangen, man bildet die partielle Ableitung und addiert oder subtrahiert je nach Art des
Index die Kontraktion mit den Christoffelsymbolen fiir jeden Raumzeit-Index. So finden
wir, dass

ng/w = apg;w - F;\pgku - F;\ugp)\ = 0) (2'5)
die kovariante Ableitung der Metrik verschwindet.

Bei einigen Rechnungen ist die Ableitung des geodétischen Abstandes d,dg(x,y) hilf-
reich. Da die partielle Ableitung eines Skalars ein Vektor ist, definieren wir den Vektor
n,(z,y) = dudg(x,y). Dazu sei z(\) die Geodédte von y nach z, wobei z(0) = y und
2(1) = . Um die Ableitung zu berechnen, wéihlen wir ein § > 0 hinreichend klein, so-
dass y5 = z(1 — 0) so nahe an x ist, dass wir mit lokal inertialen Koordinaten an z

dann dg(z, yj) \/ Nap(® — Y5) yé) rechtfertigen kénnen. Der Punkt yj liegt auf

der Geodite von y nach x, daher gllt dg(z,y) = da(z,y5) + da(ys, y). Auf diese Weise
erhalten wir

?’La(l', y) = 8adG(xa y) = %1_% aadG(wv y:;) - %% 8(1\/7756(11) - ygb)(‘rc - yfsc)

N ot /9)
6—0 dg(a,’, yg)

einen speziellen Ausdruck in lokal inertialen Koordinaten um z, vgl. dazu auch Gleichung
(3.5). Vektoren sind eindeutig durch Betrag und Richtung bestimmt, daher berechnen
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wir den Betrag

n#(z, y)nu(x,y) = n®(z, y)na(z, y) = ¢°°(x) (Oada (2, y)) (Obda(z,y))
ab Mac (€ — ygc) Ubd(xd - y:sd) —1
da(z,ys)  da(z,y5)

und erkennen, dass n,(x,y) ein Einheitsvektor ist. Die Richtung folgt aus der speziellen
Darstellung in lokal inertialen Koordinaten, n,(z,y) ist der Tangentialvektor entlang der
Geodéte von y nach z am Punkt z.

Die Informationen iiber die Kriimmung des Raumes sind im Riemannschen Kriimmungs-
tensor R, gespeichert. Er entspricht der Feldstarke der Geometrie des gekriimmten
Raumes. Wir definieren ihn {iber den Kommutator der kovarianten Ableitung

D,D,T* — D,D,T* = R,,»,T", T” beliebiger Tensor
und finden

A A A A A
R, =0, — 0,1, + 1,10, — 0,10, (2.6)

den Kriimmungstensor in Abhéngigkeit von den Christoffelsymbolen. Es ergeben sich
einige Symmetrien, die wichtigsten

(1) R,uz/p)\ = _Ru,up)\ = _R,ul/)\p = Rp)\m/
(ii) Riwpx + Ruprw + Ryrvp =0
(iii) DHRNVP)\ + Dusznp)\ + DuRnppA =0

nennen wir hier kurz. Den Ricci-Tensor
Ry = Ruaws 9°° (2.7)
und den Ricci-Skalar oder auch Kriimmungsskalar
R= Ry g (2.8)
definieren wir jeweils als Kontraktion iiber zwei Indizes.

Ein weiterer wichtiger Tensor ist der vollstindig antisymmetrische Tensor &,  ,, der
Stufe d. Diesen konstruieren wir aus dem Levi-Civita-Symbol €, . ,,,, das ebenfalls voll-
stindig antisymmetrisch ist. Es gilt e1_q = % = 1. Bei diesem Symbol gibt es keinen
Unterschied zwischen oberen und unteren Indizes, es transformiert sich auch nicht wie
ein Tensor und ist daher lediglich eine Kurznotation. Wenn wir nun einen Tensor kon-
struieren wollen, der sich unter Koordinatentransformationen wie

V1 vq
= Oz ox s
HieBd = faetpn T Hoplpa VLV

ox” \ .
= det ('Z) (aj[;/,“) €yt

)
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verhélt, bendtigen wir ein Objekt, das die Determinante eliminiert. Da sich die Metrik
wie

, dxP dx)
I = Gy = ngp)\

transformiert, gilt fiir die Determinante g = det*) v

) [ 0xP Oz A (n) (D" ;
g— gl — det (wv) (ax/u ng)\> = det (p )(gpk) |:det (;L) <8x/u):|

oz \1 72
( duk )] '
Die Wurzel der Determinante transformiert sich somit genau richtig. Dabei miissen wir

noch darauf achten, dass aufgrund der Signatur der Metrik die Determinante negativ ist,
wir definieren daher M(x) = \/—g(x) und finden

— det (P (9p2) [det 25))

Eptopta = M5u1~~ud7 (2.9)

den gesuchten Tensor. Hier werden die Indizes nun wieder mit der Metrik hoch und runter
gezogen. Wenn wir alle Indizes hoch ziehen, dann erhalten wir

=M. v Vagz= 14
gh1-Bd — gul 1o 'gﬂd d5V1---Vd = det (lw)gﬂ Meht--Hd

1
= — —_gh1Ha

sodass
SHLHd & M1 —
€ Cpropg = —€ Epy g = —d!

gilt. Ebenfalls ist die Identitdt D&, . ., = 0 hilfreich.

Als Letztes benotigen wir noch das Integrationsmafs fiir die Volumenintegration. Da sich
d?z unter Koordinatentransformation wie
axlll
( dat >

verhélt, brauchen wir ein Objekt, das diesen Faktor aufhebt, um zu einer koordinaten-
unabhéngigen Darstellung zu gelangen. Aufierdem sollte in lokal inertialen Koordinaten
wieder dV = d%z stehen. Deshalb definieren wir als Maffaktor M fiir das Volumenele-
ment

d% — d%’ det Eﬁ))

dV = daM (2.10)

und erhalten auch in lokal inertialen Koordinaten an x in z fiir M = 1/ — det() Nab = 1,

also dV = dz¢. Wir schreiben verkiirzend fa: = [daM(z).
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2.2 De-Sitter- und Anti-de-Sitter-Raum

In einer spéteren Beispielrechung zum WF werden wir uns auf maximal symmetrische
R&aume beschrénken. Daher geben wir auch dazu eine kurze Einfiihrung und halten uns
im Wesentlichen an [14].

In diesen Rdumen ist der Kriimmungsskalar konstant. Fiir den Krimmungstensor ergibt
sich

Riuvpr = d(dnil)(gup Gux — Gux gup)a (2.11)
ein sehr einfacher Zusammenhang zur Metrik. Wir sprechen vom de-Sitter-Raum, wenn
R > 0 und vom Anti-de-Sitter-Raum, wenn R < 0. Fiir verschwindende Kriimmung, also
R = 0, erreichen wir den flachen Minkowski-Raum. Wir kénnen die maximal symme-
trischen Raume als eine Einbettung einer Hyperfliche im (d + 1)-dimensionalen flachen
Raum auffassen. Fiir das infinitesimale Abstandsquadrat gilt

(ddg)? = nijdaida? =y, datde” + (dz?)?, 4,5 =0,...,d.
Wir definieren eine Hyperfliche

d(d—1)
R

mit dem konstanten Parameter R. Es wird sich zeigen, dass R der Kriimmungsskalar
ist.

= nya'a! (2.12)

Wenn wir (2.12) nach z¢ als Funktion der z#

d(d—1
$d: j:\/() _nuyxu:Uu

R

d d ¥y, dxt
da® = (Opx®)dat = —733’2
auflésen, haben wir zwei Moglichkeiten, die Wurzel zu ziehen. Daher bedecken die x*
als Koordinatenwahl nicht den gesamten (Anti-)de-Sitter-Raum. Wir kénnen so aber

trotzdem das infinitesimale Abstandsquadrat

p A
(ddg)? = mydatda” + e N g

(z4)?
xpn/’,ux)\TD\V n ..V
=\ + G 5 dztdx
i NafTrT
und auch die Metrik zu
wpnpul')\n)\u wpnpulf)\nAu
gy,y T/NV d(del) — naﬁxaajﬂ nNV (xd)2
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bestimmen. Wir fithren die Kurzschreibweisen (z,y), = z#1,,y” und (z), = (z, x), ein.
Die inverse Metrik lautet dann

R
HY PV wov
g n 7d(d—1)x$'

In diesen Koordinaten finden wir fiir die Ableitung der Metrik

+ Mo
OpGur = np:({gﬁ) ol N+ 2 y prl\ﬁuanuﬁ Qxaxﬂx)‘
7 — (@) <7( T ) _ (x)n)

und somit fiir die Christoffelsymbole

1
F;iy = §g>\p (a,ugpzz + &Jgp,u - apg;w)

R Umz Nualvp
— Ap AP © [ a, B K
<77 dd—n"" ) D (), + (d(dflz — () )2”3 A
R n

R
d(d— 1)

einen sehr einfachen Ausdruck. Damit errechnet sich der Kriimmungstensor zu

Rynp = R 0o = (8,;3,) S P S A o ) D

pno=vp vot up
R N \ R X
= m [(augup)$ — (&JQMP)x + gyp(i# — gupéy} o
R2 A0
T a1 I er — GuoGup) T2
__f _ )
= d(d — 1) ukvp — Gupve
R NupTlve — Nvplluo R N
* d(d — 1) ( d(dijgl) _ (x)n + d(d _ 1) (glLUgl/p gllagy,p) T Ggrg-

10
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Unter Verwendung von

o Nuall NukTlpX
(9uo9vp = Guo o) 27 = [(ﬁua + #fﬂ%ﬁ ) (m,, T d(d—ﬁnp(@xw)
R TR n

A a
- (Uw + d(d?lll)omaﬁ xaxﬁ> (%p + d(di?f)nnp xﬂx/\)] *
5 — (@) 7 — (@)

= (77u077Vp - nvanup)xg

NuoNvallps + MvpNiualle — NMvolluallps — Mupllvalles R

% - (93)77

+

o (z)
= (nuanup - nuarr/up)x (1 + W
R (@)n

d(d—1) Nupllve — NMvplluo 20

R D (),

verschwindet der zweite Term und wir erhalten (2.11).

Den geodétischen Abstand direkt zu berechnen ist schwierig, wir gehen deshalb einen
kleinen Umweg. Da der de-Sitter-Raum in einen (d+1)-dimensionalen flachen Minkowski-
Raum eingebettet ist, verhalt sich die Funktion

o(z,y) = 5mij(z" —y') (@’ — ) (2.13)
wie ein Skalar in x und y und ist aufserdem wegen der eindeutigen Beziehung zwischen
(z,y) — o(z,y) eine Funktion des geoditischen Abstandes o(z,y) = o(dg(z,y)) im
d-dimensionalen (Anti-)de-Sitter Raum. Die Ableitung von o(x,y)

B do(dg)
- ddg

B do(dg)
Ouda = Ao Ny

ouo

ist daher proportional zu n,. Andererseits konnen wir die Ableitung auch direkt berech-
nen und bringen dazu ¢ zunéchst in eine einfachere Form

1

1
o= a? =) = )+ 5
1 1
=3 ((x),] + ($d)2> +3 ((y)T7 + (yd)2> oz — adyd
did—1 i
IR,
und finden
yd
8“0 = _nHVyV + nlwmyﬁa

11
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die partielle Ableitung. Wir erhalten fiir den Betrag

’ ,__ R ’ v y?
$0,0)(00) = (" gtsata” ) (07 + 002 ) (<0 + 0

d\2 d
— W~ gy e + <<x>n (%) 2<x,y>n§d> (1= gy )

:W%(xd)z
= d(dR_l) _(yd)2 + d((ﬁl)(ﬂf)n(yd)? _ d(dR—l) ((x, y)%+2(x7y)nxdyd>
N d(dfgl) B d(d}il) ((azjy)% + 2(2, y)yxty® + (xdyd)2)
— 2
= d(dR 1) <1 _ d2(dR_1)2 ((x7y)n 4 .Idyd)2>
d(d—1) R iy R
S _R <1 - m%x Y > <1 * d(d_1)77kzxkyl>
— S

:a<z_d(dﬂ)a>

wieder einen geometrischen, also koordinatenunabhéngigen, Ausdruck. Daraus bilden wir
nun

R do \? do \?
_ - — v — gtV -
o (2 ad= 1)0> g"" (0u0)(0,0) =g <ddc;> Ny <ddg> ,

eine Differentialgleichung fiir 0 = o(dg). Da o mit steigendem d¢ ebenfalls wéichst und
0=o(z,z) = J(d(;(x, x) = O) gilt, konnen wir die Wurzel ziehen. Durch weitere Umfor-
mungen ergibt sich

a g

' / A do
dg(o) = /ddG(J)da’ = do @D
R
(

g
e |
do’ a R a R 2
0 s V- ad) ad \/1_<dd1>”'_1)
_Jd(d—1) . R , 7
= 7 [arcsm (d(d — 1)0 1)]0/:0

d(d]; D [arcsin (d(d}i i 1> + ﬂ

und durch Umstellen

/

12
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o als Funktion von dg. Hierbei ist zu beriicksichtigen, dass fiir negative Kriimmungen
R
h ——dg | -1
o8 ( d(d—1)"°

Generell muss fiir negative Kriilmmungen R durch — |R| ersetzt werden und damit zum
Beispiel vR durch im . Auflerdem muss fiir imaginire geodéatische Abstdnde dg =
i|dg| berticksichtigt werden. Dieses Ergebnis ist konsistent mit [13] Abschnitt 2.3, leider
befindet sich dort kein Beweis, sodass wir selbst einen gefiihrt haben.

d(d—1)

o(de) = S g

gilt.

Fiir unsere Rechnungen werden wir auch die zweiten Ableitungen von o
D,D,o = D,0,0 = 0,0,0 — Ffwapa

d d
_ Y R Y
= a;tnzlp <_yp + .Z'pxd> - d(d — 1)gul/xp77p)\ (_y +z .%’d)

d A p d d
_p Y Tt Yyt R __R v
= N4 - (zd)2 2 +d(d _ 1)9uv($7y)n d(d—1) @)y G 2d
~——
d _ d)2

— Y-
Iuv d

= g‘wd(dﬂil) ((557 y)n + :Edyd)

bendtigen. Damit kénnen wir noch eine wichtige Eigenschaft von n,, zeigen. Wir erhalten

mit n, = 8“0/\/0 (2— (R/d(d—1))o)

Ova L @? (9u0)(8y0)
Dyny = Dy, = wv 5 R
\/O'(Q—d(dﬂil)O') \/O-<2_d(dRil)0—> 0( _d(d—l)a)
R
L= ga=n°
= (g = ).
Den Vorfaktor definieren wir als A(dg) und fithren die Abkiirzung xk = ﬁ ein, fiir

negative R wahlen wir k = i|x/,

Aldg) = —~=7_ _y. cos (ed)
Vo (2 - k20) \/(1 — cos (kdq)) (1 + cos (kdg))
= Kk cot (kdg) .
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2.2 De-Sitter- und Anti-de-Sitter-Raum 2 ART

Dann finden wir
D,D,dg = D,n, = A(da) (g,“, — n,ml,),

ein bereits aus [1] Gleichung (1.7) bekanntes Ergebnis.
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3 FERMIONEN

3 Fermionen

In der Literatur wird sehr oft als Ausgangspunkt fiir die Beschreibung von Fermionen in
gekrimmten Réumen die Clifford-Algebra (CA) im flachen Raum

{’Yaa Wb} = 2nabI

gewdhlt, [ ist das Einselement im Spinorraum. Diese Algebra entsteht aus der Bedingung,
dass die Spinoren 9 (z) neben der Dirac-Gleichung des Minkowski-Raumes

o OY()
" ox?

—mip(z) =0
auch die Klein-Gordon-Gleichung
1" 0u0p) (x) — m*(x) = 0

erfiillen sollen. Die Klein-Gordon-Gleichung entspricht der speziell relativistischen Ener-
giebilanz p#p,, = —m? fiir Spinoren v ohne Ladung, dabei ist py der Viererimpuls von 9.
Ausgehend von der CA wird nun postuliert, dass im gekriimmten Raum die Minkowski-
Metrik durch die Metrik des gekriimmten Raumes ersetzt werden muss. In einigen Ar-
beiten wird zusétzlich gefordert, dass die kovariante Ableitung der Gamma-Matrizen
verschwindet, analog zur partiellen Ableitung der Gamma-Matrizen im Flachen. Es ist
klar, dass die partiellen Ableitungen durch kovariante ersetzt werden miissen, die auch
die Spinorstruktur und die zugehérigen Symmetrien beriicksichtigen.

Wir merken aber noch an, dass die Ersetzung der Minkowski-Metrik durch die Raum-
zeit-Metrik nicht die einzig sinnvolle Vorgehensweise ist, beispielsweise konnten wir auch
einen Term proportional zum Ricci-Tensor dazu nehmen. Auferdem ldsst die CA es zu,
dass die kovariante Ableitung der Gamma-Matrizen nicht verschwindet. Solche Ansétze
verdienen es, auch beachtet zu werden, jedoch diskutieren wir sie in dieser Arbeit nicht.

Im Sinne der ART wéhlen wir hier einen etwas anderen Zugang zur Beschreibung der
Spinoren. Wir leiten aus den Bestimmungsgleichungen im flachen Raum die einfachsten
kovarianten Fortsetzungen im gekriimmten Raum ab

() V"Vutb(z) — mip(z) =0
(i) ¢Vt (@) + f(Rupp) () —m*i(x) =0

und betrachten diese als neuen fundamentalen Ausgangspunkt. Auf diese Weise wird
der richtige Flach-Raum-Limes explizit in die Theorie eingebaut. Die kovarianten Ablei-
tungen V,, miissen wir noch unter den auftretenden Symmetrien und entsprechend den
Bedingungen der Konsistenz von (i) und (ii) konstruieren. Dabei werden wir die Deutung
von (ii) als eine Energiebilanz aufgeben miissen, da in der ART die Gleichung D, T*" =0
mit dem Energie-Impuls-Tensor T* an die Stelle der recht einfachen Energiebilanz der
speziellen Relativitdtstheorie tritt. So kdnnte das Ziel weiterer Arbeiten sein, eine kor-
rekte Energiebilanz mit Hilfe des Energie-Impuls-Tensors aufzustellen und damit neue

(3.1)
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3 FERMIONEN

Aussagen zu gewinnen. In der vorliegenden Arbeit werden wir aber trotzdem analog zur
flachen Theorie fordern, dass eine Losung von (i) auch eine Losung von (ii) darstellt,
denn (ii) kénnen wir alternativ als eine Wellengleichung fiir ein Skalarfeld ohne Ladung
lesen, die auf einen Spinor ¢ angewendet wird.

Weiterhin haben wir zu beriicksichtigen, dass Terme auftreten kénnen, die im Flachen
verschwinden. Daher fiigen wir eine beliebige, moglicherweise spinorwertige, Funktion
f(Ryupx) vom Kriimmungstensor hinzu. Wenn wir fiir die Spinoren eine Ladung ¢ mit
zugehoriger Feldstarke F),, erlauben, dann ist f auch eine Funktion von F},,, und es sollten
alle im Flachen auftretenden echt spinorwertigen Terme mit einer Ladung behaftet sein,
damit diese fiir das skalare Wellenfeld ohne Ladung verschwinden.

Zur Sicherstellung der Konsistenz von (i) und (ii)
0= V"V +m)('V, —m)y(z)
= (V9"VuVy + (V") Vi = m?) ()

= S A IV + 50 IR T@) — 1Y) + 94V, Vb ()

= gV V(@) + F(Ruupn, Fuu)tb(x) — m2e(x)

miissen wir in der CA 7y, durch g,

{'Yua '71/} = ZgW,I (3'2)

ersetzen. Ein wichtiger Unterschied des gekriimmten Raumes gegeniiber dem flachen
besteht darin, dass g, im Gegensatz zu 74, Nebendiagonalelemente besitzen kann und
somit Gamma-Matrizen mit verschiedenen unteren Indizes im Allgemeinen nicht mehr
antikommutieren. Man kann aber alternativ zu (3.2) auch

{77} = 20,1
schreiben und damit die Diagonalform wieder herstellen.

Auflerdem impliziert die Konsistenz, dass der Term
1 y 1 y !
5[7'“"7 ]vuv,ﬂ/)(l’) = Z['Y'u,’)/ ][V;u vl/]¢(‘r) = f(R;wp)\a F;w)¢(x)

nur noch eine Funktion des Kriimmungstensors 12, ,» und der Feldstérke F),, sein darf.
So wissen wir schon aus der Elektrodynamik im flachen Raum, dass an dieser Stelle ein
Term der Struktur [y#,y"]F),, stehen kann, wobei F),, der Feldstérketensor des elektro-
magnetischen Feldes ist. Weiterhin muss die kovariante Ableitung der Gamma-Matrizen
der Gleichung

YV, =0 (3.3)
geniigen, da in (3.1) (ii) keine erste Ableitung von v auftritt.

Die CA des gekriimmten Raumes erfordert entsprechend neue Gamma-Matrizen. Zur
Konstruktion dieser wird iiblicherweise der VF herangezogen.
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3.1 Vierbein-Formalismus 3 FERMIONEN

3.1 Vierbein-Formalismus

Der Name ,Vierbein“ kommt aus der vierdimensionalen Raumzeit, fiir beliebige Dimen-
sionen verwendet man auch ,Vielbein“, um sich von dem expliziten Verweis auf vier
Dimensionen zu l6sen. Eine sehr mathematische Zusammenfassung zum Thema VF ist
in der Literatur 2| gegeben. In [9] wird der VF versténdlicher eingefiihrt und ist trotz
einiger kleinerer Unzuldnglichkeiten zum Einstieg besser geeignet.

Wesentliche Gedanken zum VF, die wir hier kurz angeben, entstanden im Rahmen der
Auseinandersetzung mit der Einleitung der Arbeit von Weldon [5].

Die Algebra der Gamma-Matrizen im Flachen ist wohlbekannt, daher ist es naheliegend,
an jedem Punkt z {iber eine Koordinatentransformation in lokal inertiale Koordinaten

§® das so genannte Vierbein e, mit

_oefa(w)

Gz = = (34)

y=z

einzufithren. Dabei sind £%[z](y) die Koordinaten des Punktes y im lokal inertialen Ko-
ordinatensystem vom Punkt x mit der Eigenschaft

4 oz
0 = 9ol (@) = 9l )y = a[yl(y) % éyl(y)g“”

() (3.5)

y=zx

Wir verwenden lateinische Indizes vom Anfang des Alphabets, um auf Bein-Indizes, also
lokal flache, hinzuweisen sowie griechische fiir die Raumzeit-Indizes. Bein-Indizes werden
mit der Minkowski-Metrik hinauf und herunter gezogen. Von diesen lokalen Koordinaten
kénnen wir wieder in unser beliebiges Koordinatensystem mit

4l bry
8) = guu)lyms = Z500 E I g Ly

zuriick transformieren. Es ist zu beachten, dass

1
Oue; = lim = (e,%(a + b)) = e,"(a")) , B, = ho]

hos0 (1 (W) —
_ g L[ 2 RG) _ o)

h—0 h oyY y>‘:x/\+hi‘ | oy” P =z

©w
_ [9%¢°[=](y) N 9*¢[2](y)
OxHoy” OyrdyY _—
elxl(y) | 9% [=](y) 4.

7 { Oxv OyH + OyY OyH L:x_a”e“

gilt, da im Allgemeinen lokal inertiale Koordinaten an einem Punkt in einem benachbar-
ten Punkt nicht mehr lokal inertial sein werden.
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3.1 Vierbein-Formalismus 3 FERMIONEN

Wenn wir nun einen beliebigen Satz ortsunabhéngiger Gamma-Matrizen y* aus dem
Flachen wéhlen, so kdnnen wir die gesuchten Gamma-Matrizen durch

Yu(z) = €, ()7a (3.6)
darstellen. Diese Matrizen verhalten sich unter Koordinatentransformationen
oxY

V(@) = ¢, (@ = 5 mes (@)

wie Vektoren, da sich die e,* im griechischen Index wie Vektoren verhalten. So erhalten

o
wir beispielsweise mit

7 €1@) =2 €al0) ], = Z50 )|
o0&z
S| =i’
= ’)/a

einen interessanten Zusammenhang.

Da wir frei in der Wahl des lokal inertialen Koordinatensystems sind, kénnen neben den
Koordinatentransformationen auch lokale Poincaré-Transformationen (A(z), a(z))* pr das
sind die Lorentz-Transformationen des d-dimensionalen Raumes, in den lokal inertialen
Koordinaten

£[z](y) = (A=), a(x))" & [2](y) = A% (2)€ (2] (y) + a%(2)

durchgefiihrt werden. Fiir die A%, soll die Minkowski-Metrik invariant bleiben, das heifst,
es muss

_ 9€[a](y) 0€"a](y) g
y=o  0&°[z](y) 0&%x](y)

0 L ] () = 7l (y)|

gelten. Wir finden mit 8&” = %

€] (y) = 9 € 2] (y)dy" = A%y(2)0 € (2] (y)dy"
—A“ p(2)d€"[] (1),

also muss A%,
" = A% (2) A () (3.7)
erfiillen und damit (A, a) ein Element der Poincaré-Gruppe

iL = {(A,0) -0 € R A € GLRY), A% A i = 1} (3.8)
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3.1 Vierbein-Formalismus 3 FERMIONEN

sein.

Die el‘ﬂ transformieren in den lateinischen Indizes

€)= 9P elal(y)| = A%(2)0P € [2l(y)| =A% (2)e,’ ()

y=z y=r

genauso wie die £%. Damit ergibt sich fiir die Gamma-Matrizen
~x _ s-a _ -bAa _ bz
fYM - eu Yo = ey, b Ya = ey, Yo

zunéchst kein einfaches Verhalten. Jedoch kann man aus der Gruppentheorie ableiten,
dass eine Matrix Sy, existiert, die

Ya = Al?a'Yb = Sror(A)7a SL_olr (A)

erfiillt, da aus den Gamma-Matrizen Objekte konstruiert werden kénnen, die eine Dar-
stellung der Poincaré-Algebra bilden.

Um den Zusammenhang zwischen der Poincaré-Transformation und der Darstellung im
Spinorraum zu finden, bendtigen wir die Lie-Algebra der Poincaré Gruppe, die Poincaré-
Algebra. Daher betrachten wir zuerst die Poincaré-Gruppe (3.8) mit den Lorentz-Trans-
formationen A%, und den Lorentz-Boosts a, jeweils in d Dimensionen. Es gilt die Trans-
formationsvorschrift

% — 5% = (A, a)%, = A%ab 4 a®.

Mit der Ausfithrung zweier Poincaré-Transformationen (A, aq) und (A, aw)) direkt
hintereinander gewinnen wir

(A@)sa@) (M), an) = (A Ay, A)an) + aw),
die Gruppenmultiplikation.

Die Poincaré-Algebra wird durch die d(d — 1)/2 Matrizen (Mg)¢,; = —(Mp)¢; und die
d Operatoren (P,)", mit

¢
(A,a)%, =exp <;deMcd + iacPc> C.Lb
generiert. Dabei ist w® = w? n® = —w"® durch A%y mit
(M) = (€)%,

gegeben.

Die Herleitung der Poincaré-Algebra geben wir aus Griinden der Vollstdndigkeit im An-
hang A.1 an.
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3.1 Vierbein-Formalismus 3 FERMIONEN

Wir finden drei Bedingungen

(1) [Mab; Mcd] = 1 (nachd + nbdMac - nadec - nbcMad)
(11) [Paa Mbc] = i (nach - 77(1ch) (39)
(iii) [P,,P,] = 0

fir die Generatoren.

Um nun eine Darstellung D(Mg) der My, im Spinorraum mit Hilfe der Gamma-Matrizen
zu konstruieren, verwenden wir die Antisymmetrie in den Indizes und wéahlen den An-
satz

D(Mab) = Oé["}/a, 7b]~
Durch Einsetzen in die Algebra unter Verwendung von [A, BC| = {A, B}C' — B{A,C}
[Oé[’)/a, PYb]a a[’)/ca ’Yd]] =a’ (’Ya ['Yba ’Yc’)/d] —Ya ['}’ba 7d70] + [’Yaa ')’c’)’d]’)/b - ['Ya: 7d'76]7b

= Yo[Var Yeva) + Vo[Var Yave] — [V, YevalVa + [V, Yave] Va)
= (4ia)i (Naca[ b, Ya) + Ma[Vas Ye] — Nad[ Vo, Ve] + Moet[Va, Vd))

erhalten wir die gesuchte Darstellung

D(Mas) = :110,0)

Also erwarten wir, dass wir die Lorentz-Transformation als
Al o = () o3 = Sror(A)1aSpE (A) mit

1
Star() = exp ( gl

(3.10)

parametrisieren konnen. Den expliziten Beweis fithren wir im Anhang A.2.
Damit kénnen wir das Transformationsverhalten der v,
Y =€, A 7 = €, SLor (M) VaS7 o (A)
= Sor(A)7uS1or (M)
bestimmen.

Nun benétigen wir noch das Transformationsverhalten der Spinoren ) (z). Wir fordern,
dass die Dirac-Gleichung (i) von (3.1) invariant unter den auftretenden Transformationen
bleibt.

Bei Koordinatentransformationen ergibt sich

L, 0" Oz
0=V —myp — 0= ’Y/“VLW —mip =x D Ok

=WV, —my.

vnd/ - m@b/
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3.1 Vierbein-Formalismus 3 FERMIONEN

Da Spinoren auch Tensoren bilden sollten und somit noch mégliche Skalierungen oder
Ahnliches ausgeschlossen sind, muss sich 1 unter Koordinatentransformationen

P (a™) = ()
wie ein Skalar verhalten.

Im Flachen folgt mit der Forderung nach Kovarianz in (3.1), dass fiir die Lorentz-Trans-
formationen

P(z) = Spor(M)(x)

gelten muss. Dieses Verhalten iibertragt sich vollig identisch in den gekriimmten Raum.
Jedoch konnen wir hier an jedem Raumpunkt x ein spezielles lokal inertiales Koordina-
tensystem auswahlen. Das bedeutet, dass wir an jedem weiteren Punkt z’ eine andere
Lorentz-Transformation

(") = Spor(M)(a")
durchfiihren kénnen, sodass

LE(.CC) =Sror (A(x))w(x)

flir alle Raumpunkte gilt. Daraus folgt aber insbesondere, dass wir fiir die kovariante
Ableitung

!

Stor (M@))Vyth(@) = (V) (2) = V(@) = VyuSior (M) ()
sicherstellen miissen.
Damit haben wir alle wichtigen Ideen des VF zusammen, das sind
die Vierbeine mit
e, (x) = 0] (y)ly=e
a ox” .a
i) = 5 (a)

e, (x) = A%y (x)e,  (x),

die Gamma-Matrizen mit

Tule) = €, (@)

oxr”
’Y/u(x) = w%(@

’7#(13) = SLOT (A(‘FL‘))’VM(‘T)SLTJT (A(x))
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3.2 Weldon-Formalismus 3 FERMIONEN

sowie die Spinoren ¢ mit

0 =iy"(2) Vi (z) — mi(z)
(w)z (2 ) = P(at) = p(x)
() = Spor (Ax)) ().

Aus diesen Symmetrien miissen wir nun die kovariante Ableitung konstruieren, jedoch
wird diese als Spezialfall im WF enthalten sein.

3.2 Weldon-Formalismus

Wir werden jetzt die erweiterten Symmetrien und damit die neue Sichtweise von A. Wel-
don kennen lernen, um dann in diesem Formalismus die kovariante Ableitung zu be-
stimmen. Die folgende Diskussion wird an einigen Stellen explizit in zwei, drei oder vier
Dimensionen gefiihrt, da die Dimension der Gamma-Matrizen d, X d,, in der irreduziblen

Darstellung von der Dimension des Raumes d iiber d, = 2l abhangt und damit die
Basis der CA, ausgedriickt durch die Gamma-Matrizen, unterschiedlich ist. Daher sind
einige der Beweise fiir beliebige Dimensionen sehr schwierig oder moglicherweise gar nicht
durchfithrbar. Wir wéhlen d = 2 als einfachsten nicht trivialen Fall, d = 3 in der An-
wendung des WF, insbesondere im Hinblick auf die Anwendung in Graphenstrukturen
und d = 4, da das Paper [5] von A. Weldon explizit in vier Dimensionen geschrieben ist
und dem {iiblichen Fall von drei rdumlichen und einer zeitlichen Komponente in der uns
vertrauten Raumzeit gleicht.

A. Weldon geht in seiner Arbeit etwas anders vor als wir, einige seiner Schritte werden
anders motiviert und auch die Spin-Metrik fiihrt er auf anderem Wege ein. Die Griinde
liegen einerseits in dem Zugang, den wir iiber die Dirac- und Klein-Gordon-Gleichung
gewahlt haben, andererseits in fiir unsere Zwecke geeigneteren Konventionen.

Zunachst motivieren wir ausgehend vom VF, warum es sinnvoll sein kann, eine verall-
gemeinerte Symmetrie heranzuziehen. Am auffélligsten im VF ist, dass an jedem Punkt
ein spezielles Koordinatensystem ausgezeichnet werden muss, um das Vierbein e,* zu
definieren. Diese Vorgehensweise scheint aber nicht zu dem Grundsatz der Gleichwertig-
keit aller Koordinatensysteme zu passen, es wirkt viel mehr so, als wiirde man in der
Elektrodynamik immer in einer speziellen Eichung rechnen.

Zusitzlich zeigt sich, wenn wir die Determinante von e,

a a 1
detgu))e’fa: \/ (detgu)) ) det(peynbe = \/ det W)( amabe”, ) = \/— det,,)gH" = M

berechnen, dass die in geraden Dimensionen fiir die Basis der CA notwendige Matrix v,
mit

ol

i(—i)s
T = Té\ul...ud’yﬂl s ’y‘u‘d (311)
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3.2 Weldon-Formalismus 3 FERMIONEN

im VF durch
Vo = i(—i)dﬂgsmmwef‘}ll N e A
= i(—i)dﬂ% det EZ)) (") €aragy™ .y
— i(—i)dﬂ%ealmadval Loyt

die Matrix 7(,) des flachen Raumes gegeben und damit von = unabhéngig ist.
Weiterhin fallt es auf, dass die CA (3.2) nicht nur beziiglich der Lorentz-Transfor-
mationen, sondern beziiglich aller Transformationen S(z) € GL(d,C)
291 = S(2)29, S~ (2) = S(2) {7, WIS (2)
= {3}, mit 3, = S(2)7, S ()
invariant ist.

Mit diesem Wissen erkennen wir auch, dass der VF dem Ansatz

(@) = €. (2)7a (3.12)

mit zu bestimmenden Funktionen e,* entspricht. Denn so folgt aus der CA (3.2)

2g;u/l = {’Y/u 71/} = e,ﬁael;b{'}’a;’%}

ca_-b
= Juv = eﬂaey Tab

sofort, dass die e, die oben beschriebenen Vierbeine sind. Der Ansatz (3.12) ist jedoch ein
sehr spezieller, denn um jede denkbare Form der Gamma-Matrizen zuzulassen, miisste
man eine vollstdndige Basis der CA ansetzen, also auch Kommutatoren der Gamma-
Matrizen. Wiirde man dies jedoch erlauben, wiren die Betrachtungen des VF nicht mehr
ausreichend, sodass ein allgemeineres Konzept notwendig wird.

3.2.1 Erweiterung der Symmetrie — kovariante Ableitung

Obige Auffilligkeiten nehmen wir zum Anlass, die Symmetrie beziiglich der Lorentz-
Transformationen zu erweitern. Im WF gehen wir ebenfalls von der CA (3.2) aus und
geben uns einen beliebigen Satz Gamma-Matrizen vor. Dieser Satz kann beispielsweise
mit Hilfe des VF gefunden werden. Wir lassen hier ebenfalls Koordinatentransformatio-
nen geméf

i) = o (a)
¥(z) = ¥(a)
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zu, um die relativistische Kovarianz zu sichern.

Bei den Lorentz-Transformationen erweitern wir die Transformationsgruppe auf die ge-
samte GL(d,,C) und bilden Transformationen geméfs

P (x) = S(a)y" ()8 (2)
() = S(a)i(x)

fiir eine Transformationsmatrix S € GL(d, C), die auch eine Funktion vom Ort sein darf.
Diese grofsere Gruppe von Transformationen nennen wir Spinbasen-Transformationen.
Da es noch keinen deutschen Namen fiir diese Transformationen gibt, haben wir den
englischen Namen direkt tibersetzt. Fiir spezielle Eigenschaften der Gamma-Matrizen,
die wir in den folgenden Rechnungen verwenden werden, verweisen wir auf den Anhang

A3.

Um die Theorie mit den oben genannten Symmetrien aufstellen zu kénnen, bendtigen wir
Skalare unter Spinbasen-Transformationen und unter Koordinatentransformationen. Die
Skalare unter Koordinatentransformationen werden aus Kontraktion der Raumzeitindi-
zes iiber die Metrik g, erzeugt. Skalare unter Spinbasen-Transformationen gewinnen wir
analog durch Kontraktion der Spinorindizes. Wir benétigen also ko- und kontravarian-
te Spinoren sowie eine zugehorige Spin-Metrik h. Wahrend die Raumzeit-Metrik direkt
zwischen ko- und kontravarianten Vektoren vermittelt, sollte die Spin-Metrik auch die
komplexwertige Natur der Spinoren berticksichtigen. Daher kldren wir zuerst die Index-
struktur der Spinoren.

Wir bezeichnen mit 1! die I-te Komponente des Spinors 1. Dieser verhilt sich unter
Spinbasen-Transformationen

Ph = Pf = (Sy)! =87 0’

wie ein kontravarianter (oben indizierter) Spinor. Kovariante Indizes (untere) transfor-
mieren in diesem Sinne mit S~!. Die Gamma-Matrizen indizieren wir dann mit (y*)? ;,
sodass das Produkt eines Spinors mit einer Gamma-Matrix

()t = ()1 w?
ist und sich mit dem Transformationsverhalten unter Spinbasen-Transformationen
(y1p) = 34 = Sy

vertrigt, also dass y*1) sich wieder wie ein Spinor verhélt und v* ein Spin-Tensor zweiter
Stufe mit einem kovarianten und einem kontravarianten Index ist.

Zur Konstruktion eines Skalar benotigen wir, neben dem kontravarianten Spinor v, einen
kovarianten Spinor, der sich mit der Matrix S~—! transformiert. Dieser kovariante Spinor
sollte unabhingig von 1 sein, sodass wir ¢ mit den Komponenten (¢1) i= (41)* und
dem Transformationsverhalten

Wt = g = (S9)T = ¢1sT
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heranziehen. Mit % kennzeichnen wir die komplexe Konjugation. Wir sehen am Transfor-
mationsverhalten, dass 1! sich nicht wie ein kovarianter Spinor verhilt, daher setzen wir
einen Punkt iiber den Index und fithren die Spinmetrik A tber

Wy = @1kl w7 = Th = pthy (3.13)
ein. So finden wir das Transformationsverhalten von h
h—h=(SH"'hS L.
Wir definieren in Analogie zum flachen Raum und zum VF
¥ =1'h, (3.14)

den Dirac-konjugierten Spinor 1) mit den Komponenten )7 = (@Z)T)Jhﬂjl. Dieser Spinor
ist nun nach Konstruktion ein kovarianter. Wie wir h im konkreten Fall erhalten, werden
wir spéter aus Eigenschaften der Gamma-Matrizen ableiten.

Weiterhin benétigen wir eine kovariante Ableitung V,, die wir &hnlich zur ART einfiihren.
Entsprechend den Bedingungen der ART (vgl. Kapitel 2.1)

()
(ii) Giiltigkeit der Produktregel: D, (TyT5) = (D,T})T§ + T} (D,T%)
(iii) Erhaltung der Indexstruktur: D,T, = (D,T7)g,w

) Torsionsfreiheit: D,T,-D)/7T,=09,T,—09,/1),,

Linearitat: D,(TY +T¥) =D,V + D,T¥

(iv
fordern wir hier die angepassten natirlichen Bedingungen
(i) Linearitit: (V@1 + 12))" = (Vub1)! + (Vi)

)
(i) Giiltigkeit der Produktregel: (V#(@/JQZ))I.J = (V) by +91(V 1)
(iii) Erhaltung der Indexstruktur: (V) = (V)1
)
)

(iv

(v

Sicherstellung von (ii) aus (3.1): ¥V, 7" =0
Hermitezitat: (VMN)[' = (v/ﬂp)}-
(3.15)

Die Torsionsfreiheit haben wir ersetzt, da wir die Torsion in der Raumzeit bereits durch
D,, ausschlieflen. Am Anfang des Kapitels haben wir gezeigt, dass die kovariante Ablei-
tung der Gamma-Matrizen (iv) erfiillen soll, um nicht nur die Dirac-Gleichung zu sichern,
sondern auch die Klein-Gordon-Gleichung des gekriimmten Raumes. Aufserdem miissen
wir iiberpriifen, ob v*4[V,,V,] so vom Kriimmungstensor abhéngt, dass der Anteil
proportional zur I im Flachen verschwindet und ob wir den echt spinorwertigen Antei-
len eine Ladung verleihen konnen. Zudem haben wir noch eine zusétzliche Bedingung
explizit formuliert, die in der ART stillschweigend vorausgesetzt wird. Dort arbeiten wir
nur mit reellen Feldern und konstruieren am Ende reelle Wirkungen, um reelle Energien
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sicherzustellen. Da wir hier aber komplexe Zahlen und sogar Grafsmann-wertige Objekte
vorliegen haben, miissen wir die Hermitezitit explizit verlangen, um am Ende auch wie-
der reelle Wirkungen zu erhalten. Wir kénnen Bedingung (v) auch als Spezialfall von (iii)
deuten, dabei gilt die Erhaltung der Indexstruktur jedoch fiir die gepunkteten Indizes.
Zusétzlich setzen wir voraus, dass sich V, wie ein Tensor verhalt und dass V,, = DI fiir
nicht spinorwertige Objekte gilt.

Nun gilt es, aus diesen Axiomen die kovariante Ableitung zu konstruieren. Es ist klar,
dass wir fiir jedes der unterschiedlich transformierenden Objekte 1,4, h und 1) eine
andere kovariante Ableitung bendtigen, um die Kovarianz sicherzustellen. Wir betrach-
ten zuerst das Produkt 7). Da dieses nach Konstruktion ein Skalar unter Spinbasen-
Transformationen ist, bilden wir mit Hilfe der Produktregel

(Vui/_})zﬁ + &(Vﬂﬂ) = vu&ﬂ = D;ﬂ%ﬂ = (DMZWJ =+ &(D;ﬂﬂ)
= Qﬁ(VW - Duw = (D;ﬂv/_) - Vul/_))lb

eine Gleichung, die aufgrund der Unabhéngigkeit von 1 und v impliziert, dass

V¥ =Dy + 19
V/ﬂ; = D,MZ - &F#

gelten muss. Dabei ist I', der Spin-Zusammenhang, der die Kovarianz sichert, daher muss
er sich im griechischen Index wie ein Vektor verhalten. In den lateinischen Spinorindizes
darf er keinen Spin-Tensor bilden, sollte aber eine echte Spinorwertigkeit aufweisen, also
nicht proportional zu I sein. Da die Spinoren 1 Skalare unter Koordinatentransforma-
tionen sind, gilt D v = 0,9. Das Transformationsverhalten von I', unter Spinbasen-
Transformationen finden wir mit der Bedingung fiir die Kovarianz

(3.16)

SD, ¥ + ST, = SVp = Vb = Vb = D, St + T80
=SD + (8,8)¢ + TS

und mit der Giiltigkeit fiir alle Spinoren 1 zu
T, =8r,8"' (9,88
=S+ (9,8 1S)S™ .

Die konkrete Gestalt des Spin-Zusammenhangs werden wir im Wesentlichen aus der Be-
dingung v#V 7" = 0 konstruieren. Daher betrachten wir als Néchstes die kovariante
Ableitung von Spin-Tensoren, wie ¥1) oder 4*. Erneut unter Verwendung der Produkt-
regel finden wir

VMMZ_’ = (Vu¢)7]) + %Z)(V;ﬂl_)) = (Duqb)ﬂ; + @ZJ(DMZ_)) + F;ﬂ;z”; - T;Z”Z)F,u
= DMM_J + [Fua ¢1Z]>

die kovariante Ableitung eines Spin-Tensors.
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Um dies auf die Gamma-Matrizen anwenden zu koénnen, bendtigen wir zuerst noch ein
Theorem, das wir ,Weldon-Theorem* nennen, da es fiir den WF sehr bedeutsam ist und
nach dem Kenntnisstand des Autors dieser Arbeit noch keinen Namen besitzt.

1
Weldon-Theorem: A~H = §(Ag””)’y,, — [M,~*], trM =0, wvgl [5] (3.17)

Es beschreibt die erlaubten infinitesimalen Variationen A+y* der Gamma-Matrizen bei
infinitesimaler Variation der Metrik Ag"” innerhalb der CA. Unter Vorgabe der A~*
kann auf eindeutige Weise auf die Variation Ag"” der Metrik und die infinitesimale und
spurlose Matrix M geschlossen werden. Daher ist die Abbildung

Ay« Agh M

bijektiv. Es ist, wenn es iiberhaupt moglich ist, sehr schwierig, dieses Theorem fiir be-
liebige Dimensionen zu beweisen. Lediglich fiir zwei, drei und vier Dimensionen ist der
Beweis im Anhang B.1 gefiihrt, daher beschranken wir uns darauf im Folgenden. Aufser-
dem benutzen wir im Beweis, dass wir in der irreduziblen Darstellung sind, daher gilt

von nun an stets d, = QL%J.

Mit Hilfe des Weldon-Theorems kénnen wir D,¥" in eine Form bringen, mit der wir dann
sehr leicht die Bedingung (iv) der kovarianten Ableitung (3.15) einarbeiten konnen. Wir
variieren die Metrik beziiglich der Koordinatendifferentiale dz* und verwenden (2.5)

At = (9u9")dat" = —(Ty,,0™ + Tjpg™)dat.
Analog dazu driicken wir die Variation der Gamma-Matrizen
Ay’ = (B")da”
und die Matrix M
M = M, dx"

ebenfalls durch die Koordinatendifferentiale aus und setzen dies in das Weldon-Theorem

ein, um
(0" )dat = Ay = — %(ang“A + 19" ) adat — (M), 7" ]dz"
= (D)t = (O + Ty et = £ ([, g™ = Thgmada — (M, "]
= - %F n5(9" Ve — 007 )dat — (M, ~")da"
== éFﬁﬁ[[vmvﬁ]m”] — [M,,7")da”
= - [fuﬁy]dl‘u
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zu erhalten. Dabei hiangt die explizite Gestalt der Matrizen

1
Fu = grﬁﬁ[’mﬂﬁ] + Mu

von der Wahl der Gamma-Matrizen ab, sie ist aber eindeutig, solange wir tr M,, = 0
fordern.

Fiir die kovariante Ableitung der Gamma-Matrizen kénnen wir nun mit AI', =T, _fu
Vit = D" + [yl = [ATy, 7]
schreiben. Die Bedingung (iv) aus (3.15) lautet dann
0="Vuy" ="[ATy, 7).

Mit weiteren Umformungen, dhnlich denen im Anhang B.1, lasst sich ein zweites Theorem
zeigen.

zweites Theorem: 0=+"[AT',,7"] = A, =s,1 (3.18)
Dabei ist s, eine nicht spinorwertige, aber sonst beliebige Funktion. Den Beweis dieses

zweiten Theorems geben wir im Anhang B.2.

Wenn AT, aber proportional zur I ist, dann muss die kovariante Ableitung der Gamma-
Matrizen verschwinden, V,v” = 0. Das bedeutet im Umkehrschluss, dass wir die I';, bis
auf den Anteil proportional zur I aus den Gamma-Matrizen konstruieren kénnen. Wir
betrachten dazu

[Fuv 7V] = _DHWV

und kénnen mit der Parametrisierung

Spl + puvse + 0, %a ,d=2
r,= sul—i-vl'f"ya ,d=3
sul + P + 0% + 6,0y + 1 o yel, 67 = 617 d=4
die Koeflizienten aus
d=2: [Dp, "] = pulre: 7"+ v, Ve v = 20p7Y™ + 0, Vo 7]
d=3: [Lu,"]=v,"[Va: "] (3.19)

d=4 [T,y = pulre: ¥+ v, e ¥+ 4, Draves V] + £,°° [ 18177
= 2pu 7Y™ + 0, Ve, V] — 24, s + 8, 4,

zu
Pu= 3qq TDi") = lev (D) y d=24
v, = 4%(;_1) tr ([’Yav’Yﬂ]Du'Yﬁ) = 4d,y(; Y tr ([yo‘,yg]D,ﬂﬁ) ; d=2,3,4
a,” = %27 tr (v Dpy®) = étr(’y*ﬁu’ya) , d=4
697 = — L (0 D) =~ L (1007 — g Tl d=4

8d, 32 8
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ablesen. Damit haben wir den Spin-Zusammenhang fast vollstindig durch die Gamma-
Matrizen bestimmt. Der einzige verbleibende Freiheitsgrad ist die Vektorfunktion s,. In
geraden Dimensionen kénnen wir aus V,v” = 0 auch

V=0
ableiten.

Unsere Aufgabe ist es nun, die letzte wichtige Forderung, (iii) aus (3.15) (die Erhaltung
der Indexstruktur), einzuarbeiten. Wir betrachten dazu

— ] = !
(Vut N+ 91Vuh = Vi = Vi = (V) 'h = (V,00)h
und erkennen, dass die kovariante Ableitung von h
Vuh =0

verschwinden muss. Da h aber nicht wie ein Spin-Tensor transformiert, miissen wir noch
herausfinden, wie die kovariante Ableitung von h {iberhaupt gebildet wird und was die
Konsequenzen des Verschwindens sind.

Die Bildung kénnen wir aus der Untersuchung von

(DN + 9 (Dyh) = YR, = Du(wth) = oA, = Vb = (V0D h + 41 (V)
= (Db +»iThh + 91 (V,.h)
als
Vuh = Dyh — Ty —Thh (3.20)
ablesen. Das Verschwinden der kovarianten Ableitung kénnen wir als

Il = (Dyh)h™" — BT, 0t

verstehen.

3.2.2 Spin-Metrik

Bisher haben wir nur gesagt, dass wir eine Spin-Metrik h ben6tigen, aber noch nicht, wo-
her und wie wir sie erhalten. Dazu betrachten wir das Verhalten der Gamma-Matrizen
unter hermitescher Konjugation und nehmen erneut das Produkt i zu Hilfe. Wir er-
kennen

(vi)' = ! =l (¢) h ",
sodass uns fiir die Gamma-Matrizen

v = hiyh!
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ein Transformationsverhalten unter hermitescher Konjugation diktiert wird. Wenn wir
nun noch berticksichtigen, dass die vl auch die CA erfiillen miissen, dann ergibt sich

+the™ o €R ,d=2
m:{ ChaER (3.21)

+h ,d=3"
Den Beweis dazu fithren wir im Anhang C.1. Vermutlich gilt in vier Dimensionen die
gleiche Aussage wie in zwei Dimensionen. Falls dies stimmt, dann ist der Beweis dazu
sehr schwierig oder trickreich und ist dem Autor bisher nicht gelungen. Aber in jedem
Fall erfiillt At = +he®’ die Forderungen und stellt zumindest eine spezielle Losung fiir

d = 4 dar. Wenn die kovariante Ableitung von h verschwindet und somit auch die von
ht, dann gilt 0 = :I:Vuh_llﬂL = V,e?7*. Daher muss o konstant sein.

Da die zu konstruierenden Wirkungen reell sein sollen und Produkte der Art 1) enthalten
werden, fordern wir, dass ¥ reell ist. Wenn wir diese Forderung explizit ausschreiben

Pip = ()" = ThY* = —pthty = Ph 1 (—h)y,

dann erkennen wir, dass wir h antihermitesch wiahlen miissen. Also muss der Parameter
a verschwinden. Somit wird die Relation

v=—hyh! (3.22)

erfiillt. Diese Gleichung fassen wir von nun an als Definitionsgleichung fiir h auf und
zusammen mit der Antihermitezitéit legen wir h bis auf ein Vorzeichen eindeutig fest.
Wir nehmen an, dass ein solches h existiert, da im Flachen ebenfalls eine ,Spin-Metrik"“
vorhanden ist und wir immer iiber eine Koordinatentransformation in lokal flache Koor-
dinaten zuriickkehren kénnen.

Durch die Forderung, dass h (3.22) geniigt, wird es bis auf einen Faktor bestimmt, denn
fiir zwei Matrizen hi und ho, die

W= —hwhit = —hayhy!
erfiillen, gilt
0= [hy 'h, ).

Damit ersehen wir aus unseren obigen Betrachtungen, vgl (3.19), dass hy Yhi = 21 mit
einem nicht spinorwertigen Faktor z gelten muss.

Wir untersuchen nun die Konsequenzen dieser Einschrinkung, dazu schreiben wir fiir
zwei Moglichkeiten der Metrik h; und he kurz h;, ¢ = 1,2. Die h; sind invertierbar,
deshalb diirfen wir sie als h; = ™ darstellen. Dann kénnen wir die M; in

M; = M; + In(3;)]
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zerlegen, wobei M; = M; — (trM)I und §; = ed M Da [M;,In(3,)1] = 0 gilt, folgt

h; = §;eMi Daran erkennen wir nun, dass wir mit dem Faktor z nur §; verdndern kénnen,
die M; sind aber fiir alle h; im Prinzip identisch. Es verbleiben Freiheiten dadurch, dass
der Logarithmus einer Matrix nicht eindeutig ist, dies hat aber keinen Einfluss auf die
h;, daher konnen wir die ]\Z[Z identisch wahlen und schreiben

M = M,. (3.23)

Wir haben nun als Freiheitsgrad fiir die gesuchte Metrik noch § mit h = geM

Wir miissen noch iiberpriifen, ob die Forderung nach dem Verschwinden der kovarianten
Ableitung konsistent und gerechtfertigt ist. Es ist uns aber moglich aus

0=h""(Vuw)'h=n"" (Dl + . Thl) A
“HDuh) v + Dy + 7 (Dph™ b — [T, 7]
= h_l(Duh)'YV —[Lpsn] — 'VVh_l(Duh) - [h_lr};ha%/]

= [h'V,h,

h
h

direkt V,h = ¢,h zu folgern, wobei ¢, ein einfacher Faktor ist. Diesen konnen wir aus
der Spur von h_lD#h ermitteln und finden

1 1
ey =—tr(h"'Vyh) = —tr(h ' Dyh =Ty — h™'Thh)
d. d,
1 1

1
— (trT,)*
Y d’Y g

trI'y —
dy

1
=T tr(h™10,h) — s, — st = —tr(h"'9,h) — 2Res,,.

o
Y Y

Wir verwenden dieses Ergebnis fiir die Spin-Metrik h = 3eM und leiten so
1 1 1 a=1 Mg s\M 1 a1, —Mzq M
—tr(h™ 0uh) = —tr(§ e (9u8)e™) + —tr(§ e 50,e™)
dy dy dy
=5719,8
ab. Dabei haben wir genutzt, dass tr(e_MaueM) = 0 fiir tr M = 0. Das zeigen wir, indem
wir die Zyklizitdt der Spur und die Produktregel geméf

o oo n—1
N N 1 R R o o
tr(e*MaueM) - Zﬁtr( *MauM" ZZ*t MMk(auM)Mnfk—l)
n=0 n=0 k=0 n.
co n—1 1 - R 00 1 - )
— E:Okz atr(e_MMn—l(a‘uM)) = z:l mtr(e_MMn_l(aﬂM))
n= =0 n=

= tr@uM:(?“trM:O
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verwenden.

Zur Vereinbarung von V,h = c¢,h und V,h = 0 miissen wir

1
—tr(h~'9,h) — 2Res, = 59,5 — 2Res,

Ozcu:d
.

1 1
= s, = —ig—laug = —50uIn$

fordern. Wir erhalten also eine Bedingung an die Grofe sL, die wir als Realteil von s,
definiert haben. Damit diese Gleichung erfiillbar fiir § wird, muss
o8,

v

- 9,8

1 R .
=5 (0u0yIns —0,0,In8) =0

gelten. Daher besitzt s), ein reelles Potential Q mit s}, = 0, Daraus folgt auch schon
die Losung von §

§=Ae % (3.24)

mit dem konstanten Faktor A als echten letzten Freiheitsgrad. Wir kénnen den Faktor
A in seinen Betrag |A| und seine Phase arg A zerlegen. Den Betrag konnen wir durch
die reelle Funktion 2 mit der Ersetzung 2 — Q — %ln |A| eliminieren. Die Phase wéhlen
wir so, dass h antihermitesch wird. Dass dies moglich ist, zeigen wir an einer kurzen
Rechnung.

Wir transponieren und komplex konjugieren Gleichung (3.22)
= = (Wt = A = =hly (T,
dann erhalten wir mit den Betrachtungen von oben, dass
VIL = —eM*yHe_M = —e]\Aﬁ*y“e_]\Z[T = [e_MeMT,w] =0
_Me]\}[’r

und damit muss e = zI gelten. Durch Bildung der Determinante und unter Ver-
wendung der wohlbekannten Formel det A = '™ 4 sehen wir, dass

y .y Vai
deteM =dete™ =deteM' =1
und somit |z| = 1. Wir schreiben z = ¢'®2% und erkennen so, dass

o .
eM :eM—i—largzI.

Bis auf Freiheiten bei der Bildung des Logarithmus kénnen wir Mt = M+i arg zI ablesen
und aus tr M = 0 dann MT = M folgern. Wir haben gezeigt, dass wir M so wihlen diirfen,
dass MT = M. Aus der Forderung der Antihermitezitit von h = e~2e! @8 4eM ergibt sich,
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dass €284 = +i Wir wihlen aus Griinden der Einfachheit das positive Vorzeichen und
haben damit

h = ie M. (3.25)

Mit der gerade gefundenen Metrik ist es uns auch moglich, eine Dirac-Konjugation fiir
bereits Dirac-konjugierte Spinoren und damit auch fiir Spin-Tensoren zweiter Stufe zu
definieren. Es ist naheliegend zu fordern, dass die Dirac-Konjugation eines bereits Dirac-
konjugierten Spinors den urspriiglichen Spinor liefert, auflerdem sollte die hermitesche
Konjugation eine Rolle spielen. Daher definieren wir

() = —h gt
= —h Yy = —h thly = ¢,

Wir konstruieren die Transformation eines Spin-Tensors zweiter Stufe, indem wir das
Produkt zwischen einem Spinor ¢ (z) und einem Dirac-konjugierten Spinor x(y)

W () (¥(@)x(W) h(z) = =k~ @)X ()T (@)h(2) = x(v) (@) (3.26)

untersuchen. Wir erkennen so, dass die einzig sinnvolle Definition fiir die Dirac-Kon-
jugation eines Spin-Tensor zweiter Stufe M durch

M=h"Mh

gegeben ist, da nur auf diese Weise in (3.26) ¥ (x) und x(y) ihre Bedeutung als Spinor
bzw. Dirac-konjugierter Spinor tauschen.

Fassen wir die Schritte noch einmal zusammen. Wir haben jetzt definiert, dass wir die
Spin-Metrik h als (3.22) einfiihren, motiviert aus dem Verschwinden der kovarianten
Ableitung der Spin-Metrik und der Konsistenz der Indexstruktur an sich. Daraus hat
sich ergeben, dass wir den bisher noch vollig freien Realteil S;L der Grofe s, das ist der
Anteil proportional zur I des Spin-Zusammenhangs I, durch ein reelles Potential €2 als
sL = %(%Q darstellen kénnen miissen. Weiterhin konnten wir die Spin-Metrik auf die
Gestalt h = 3eM bringen. Dabei ergibt sich e eindeutig aus den Bedingungen (3.22),
tr M = 0 und MT = M. Die Grofe § konnten wir bis auf einen globalen konstanten Faktor
Azu § = Ae™* bestimmen. Der Betrag |A| des globalen Faktors kann durch Ersetzung der
Funktion Q durch — 3 In |A| eliminiert werden, das hat keinen Einfluss auf die kovariante
Ableitung, denn SL bleibt bei dieser Ersetzung unverdndert. Die konstante Phase von A
setzen wir auf e84 =i damit die Metrik antihermitesch wird. Als Freiheitsgrad bleibt
nur noch die Funktion € und der Imaginérteil von s,. Alle Komponenten des Spin-
Zusammenhangs I, die Spin-Metrik h und auch die Metrik des gekriimmten Raumes
9w, sind vollstandig durch die Vorgabe der Gamma-Matrizen v, des Potentials 2 und
des Imaginérteils von s, definiert.

Im Prinzip haben wir damit alles Notwendige fiir den WF erarbeitet und einen konsisten-
ten Formalismus konstruiert, in dem wir nun die gesamte GL(d,,C) Symmetriegruppe
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zur Verfligung haben und nicht mehr nur die Lorentz-Transformationen. Weiterhin sind
wir auch nicht mehr gezwungen, lokal inertiale Koordinatensysteme oder Ahnliches ein-
zufiihren.

3.2.3 Gruppentheoretische Zerlegung der Spinbasen-Transformationen

In diesem Abschnitt werden wir als Letztes noch die Bedeutung des Imaginérteils von
s, untersuchen und anschliefend berechnen, wie sich der Term [v*,~4][V,,, V,]¢ ver-
hélt. Auf diesen Term sind wir bei der Konstruktion der Eigenschaften der kovarianten
Ableitung gestofsen und haben gefordert, dass etwaige echt spinorwertige Anteile eine
Ladung erhalten miissen. An den bereits erfolgten Rechnungen sehen wir aber, dass eine
solche Ladung nur entweder in dem Potential 2 stecken konnte oder aber im Imaginérteil
von s,. Wir machen uns die Bedeutung dieses Imaginarteils klar, indem wir den Anteil
s, explizit aus dem Spin-Zusammenhang I', heraus ziehen und den spurlosen Anteil fu

iiber
. . 1 .
Fy=T,+s1=0T,+ 5(0#(2)1 +ilms,I

definieren. Wir erkennen, dass Im s, die Rolle eines U(1) Eichfeldes A, spielt, in dem
der Spinor v eine Ladung g besitzen darf und setzen daher

Ims, = qA,.

Auch die Spinbasen-Transformationen kénnen wir passend zerlegen. Wir schreiben fiir die

Transformationsmatrix S = e’ und trennen dann die Matrix T in einen spurlosen Anteil
T=T- i tr 7 und den Anteil ¢ = i tr T proportional zur I. Damit folgt S = efe”
eine Zerlegung in einen Anteil el ¢ SL(d,,C) und ef € GL(1,C). Wenn wir nun noch #

nach Real- # und Imaginirteil £ unterscheiden, dann zerfillt ef = ef’e™” in einen Anteil

e e GL(1,R") und einen Anteil ' e U (1). Wir teilen die Spinbasen-Transformationen
GL(dy,C) also in SL(d,,C) x GL(1,R*) x U(1). Dabei wirkt der Anteil aus der Gruppe
SL(d,,C) auf den spurlosen Anteil I';, des Spin-Zusammenhangs

f# — effue_f - (@Le:ﬁ)e_TA,
der Anteil GL(1,R") auf das Potential
Q— Q-2
und der Anteil U(1) auf das Eichfeld A4,
Ay — Ay —0,t".

Daher kénnen wir das Potential Q immer mit einer Transformation ¢ = —%Q eliminieren.
Somit ist es moglich, die Transformationsgruppe der Spinbasen-Transformationen auf
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SL(d,C) einzuschrénken und das Potential © auf Null zu setzen sowie den U(1)-Anteil
als gesonderte Symmetrie zu betrachten.

Nun werten wir noch den Kommutatorterm der kovarianten Ableitung aus. Dazu defi-
nieren wir die Spin-Kriimmung ®,,, mit

V.V =V, Vi = @0 (3.27)
analog zum Kriimmungstensor R, o3 der ART. Durch Einsetzen finden wir

¢, =0, -0, T, + [, T, (3.28)
= 9,0y — 9,0 + [, T0] +ig(9,4, — 9,4,)1
=&, +ighl,
wobei wir wieder den spurlosen Anteil @W von der Spur igF,, = iq(0,A, — 0,AL)
separiert haben. Den echt spinorwertigen Anteil der Spin-Kriimmung kénnen wir uns
aus
0=V,Vy* = VuVuy* = DV + [T, VoY = DoVt = [0, V'
= DMDV’V)\ + D“[F,j,’y)‘] + [F/u DV’VA + [Fw’y)ﬂ
~ Dy Dy = Dy[Cy, v = [To, Dy + [ Y]
= R,;;.Aﬂ” + [Dul'y = DTy, 7/\] + [Ty Tyt — ’7/\Fu] — [Ty, FuW’A - ’Y)Tu]
=R, 00" + (0,0 — 0T, 7Y + T 0y =TI, — T Ty, + A T, T,
— T + T T + Ty T — Y T,T
=R, + (0,0 — 0T, YN + [T ),
= Ry 0’ + (@47

beschaffen. Wir stellen das Ergebnis um
H‘i’uua ’YAL 'Y/\] = Ruuxp [7)\7 v

und parametrisieren die spurlose Matrix @,

t1 " P ¥8) + V0 Ve ,d
S = 3 40" [Ya 8] ,d
P Ve + 0,50 + @ Yo + £ P [vanvs) o d

2
3
4

mit den Gamma-Matrizen. Dabei haben wir verwendet, dass in zwei Dimensionen fiir
die Gamma-Matrizen [ya, V] = —2€487s gilt und in drei Dimensionen die [yq, 73] eine
vollsténdige Basis fiir die spurlosen Matrizen bilden. Dabei ergibt sich

Stﬁl'/aﬂ [’Y‘l’ 75] + 41)%;0(7& ’

A A\ o
[[(I)w/a v ]7 'Y)\] = Stuuaﬂ ['7047 '76] s
16ppuuys + 12U‘L'Ll;a'7a + 4al'u.,a7*7a + St,.u;aﬁ [Yars ’Yﬂ] )

SUE STV
I
AW
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3.2 Weldon-Formalismus 3 FERMIONEN

sodass wir

. 1
d,, = ngﬂ[ya,yﬁ] (3.29)

ablesen konnen. Damit konnen wir nun auch den Term

1 v 1 v 1 v «a -4 v
Z[’YM?’Y ][vﬂﬁvl/]w = Zh’“/y ]Qﬂl’w = 372RMV06,3[7M77 ][7 7’76]10 +11[7M77 ]Fﬂlﬂ’b

auswerten. Wir sehen, dass der F),,-Term genau derjenige aus der Elektrodynamik ist.
Weiterhin erkennen wir, dass der Term mit dem Kriimmungstensor proportional zur I
ist. Das kénnen wir mit den Symmetrieeigenschaften des Kriimmungstensors zeigen, dazu
verweisen wir auf den Anhang C.2. Das Ergebnis

1 R . v
10NV Vol = =0 + 15041 Frud

ist dann vollig konform mit unseren Uberlegungen vom Anfang.

3.2.4 Zusammenhang zum VF

Zum Abschluss des WF zeigen wir noch den Zusammenhang zum VF auf. Wir werden

untersuchen, ob wir immer eine Spinbasen-Transformation finden kénnen, sodass wir den
VF mit

P(x) = A (x) = S(e)(2)S (z) = ey (x)7"
erreichen.

In zwei Dimensionen wihlen wir die Matrix v, als Ausgangspunkt. Wir wissen, dass
[v«(x)]? = 1 gilt. Die Eigenwerte sind +1 und es existiert eine Matrix S(z), sodass die
Matrix .., = S(z)7«(r)S~!(x) diagonal und damit auch ortsunabhéngig wird. Natiirlich
konnen noch weitere Transformationen durchgefiihrt werden, um -, in eine gewiinschte
Form zu bringen, entscheidend ist die Ortsunabhéngigkeit. Zu dieser Matrix gehort ein
Satz konstanter Gamma-Matrizen v¢ mit {y?,7°} = 27%I und ~,, = ¥@~®. Nun bilden
die Matrizen I, 7., und v ebenfalls eine vollstdndige Basis und wir kénnen insbesonde-
re

P (x) = Sz ()8 (z)

als Linearkombination der Matrizen -y, und v* ausdriicken. Da zusatzlich aber

{0, 7 (@)} = S(@){7u(2), 7" }S () = 0

gilt, ist A* tatsédchlich nur eine Linearkombination aus den konstanten Gamma-Matrizen
~%. Also finden wir

a

V(@) = el (z)y.
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3.2 Weldon-Formalismus 3 FERMIONEN

Aus der CA wird sofort klar, dass gh¥ = e e” bn“b und 7y = guveqe” , gelten.

Fiir drei Dimensionen ist der Beweis trivial, denn wir konnen einen beliebigen Satz kon-
stanter Gamma-Matrizen v* des flachen Raumes wéihlen und wissen, dass dieser zusam-
men mit I eine vollstdndige Basis bildet. Auflerdem wissen wir, dass die v* spurlos sind.
Also konnen wir sogar ohne Spinbasen-Transformation immer

Y (x) = el ()
schreiben.

Die Aussage fir d = 4 gewinnen wir sehr dhnlich zum Fall d = 2, wir beschaffen uns
vollig analog eine Matrix S;(z), die 7., konstant macht und erhalten damit auch den
zugehorigen Satz konstanter Gamma-Matrizen v*. Nach wie vor ist {7.,3"(x)} = 0.
Also ist

7 (@) = Si(a)y ()8 (@) = VI (@) + ALy () vy
Wir setzen dieses Ergebnis in die CA ein und finden
29" ()1 = {7/ (2),7" ()} = 2(Vi(2) VI (@) — Ay (2) A%y (2))n™1
— (VE (@) A% (2) + Vi (2) A% (2)) 2 -

Daher miissen

(i) g"(x) = (Viu(2)VI(x) — A¥y(x) A%y (2))n™
(i) 0=V (@)A%(2) + Vi (2) ATy (2) = VI (2) A% (2) — Vi (2) A¥ (2)

gelten, Gleichung (ii) kann aber nur erfiillt werden, wenn A%, (z) und V/} () linear abhén-
gig sind. Dazu miissen sich A", (z) und V/,(z) in den griechischen Indizes wie Tensoren
verhalten. Wir setzen A",(z) = V!, (z)tanh6(z), wobei 6(z) eine Funktion von z sein
darf. Damit lautet Gleichung (i) dann

Vile) V(@)

g" (z) = VF (2)V%(z)n® (1 — tanh? 0(z)) = cosh 0(z) cosh 0(z) "

Wir definieren also das Vierbein €', (z) als

 VE(x)
ealw) = coshf(z)

Die Gamma-Matrizen stellen sich nun als

v*(z) = e (x)y*(cosh f(z) I — sinh f(z) y(.)) = e (x)yte 0@

M,y # a _M,y
—e 2 (*)e'a(x)fy e T2 T

0(x)
dar. Mit der Spinbasen-Transformation Sa(x) = e~ 2 7 erhalten wir endgiiltig

S(a)y"(2)S™ (z) = ey (2)7",
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3.3 Konsequenzen des WF 3 FERMIONEN

wobei wir §(z) = Sa(x)S1(z) definiert haben.

Wir haben damit aber lediglich gezeigt, dass es Spinbasen-Transformationen gibt, sodass
wir

S(x)y*(@)S™H(z) = ety (x)y*

schreiben konnen. Es ist nicht klar, ob die e”,(x) reell sind oder aus lokal inertialen
Koordinaten geméfs (3.4) entstehen.

3.3 Konsequenzen des WF

Wenn wir unsere vorangegangenen Uberlegungen noch einmal genauer betrachten, zeigt
sich eins sehr deutlich: Alle relevanten Groften des gekriimmeten Raumes, also die Metrik
9w, die Spin-Metrik i und der spinorwertige Anteil f# des affinen Zusammenhangs lassen
sich vollstandig aus den Gamma-Matrizen berechnen.

Es ist daher denkbar, dass die Gamma-Matrizen eine wichtigere als bisher angenomme-
ne Rolle spielen. Mdoglicherweise bilden die Gamma-Matrizen sogar den fundamentalen
Freiheitsgrad fiir die Gravitation. Wir nehmen dies im Folgenden an und untersuchen
erste Konsequenzen.

Im Sinne einer Eichtheorie ist es das Naheliegendste, eine Wirkung aus der Feldstérke zu
konstruieren. Als Feldstiarke wird der Kommutator der kovarianten Ableitung bezeichnet,
was in unserem Fall der Spin-Kriimmung ®,,,, entspricht. Zunéchst sollte die Wirkung zu
niedrigster Ordnung in der Feldstérke konstruiert werden. Entgegen zur Eichtheorie ist es
moglich, einen linearen Term zu konstruieren. So erhalten wir die linearisierte Wirkung
als

1

01 = ~T6ra /x tr (P () [V (), 7" (). (3.30)

Wenn wir den Ausdruck noch etwas vereinfachen, dann finden wir

1

S0 = ~for [t @)@ 7" @)

1
167 Jx

R(z),

was erstaunlicherweise der Einstein-Hilbert-Wirkung gleicht.

Analog zur ART koénnen wir aus dieser Wirkung die einsteinschen Feldgleichungen herlei-
ten, indem wir hier nach den Gamma-Matrizen und deren Komponenten variieren. Wir
verwenden dabei, dass R(z) nur von der Metrik g, (x) abhéngt und somit

_ 08k / 09" (2) IS
s() @) s @) 097 ()

38



3.3 Konsequenzen des WF 3 FERMIONEN

gilt. Den ersten Term leiten wir aus der CA zu

ogh” (2) 0 Lo u v
S0 @) 5 OO0
= 1 (B0 )+ S8Fa () ) S
-7 (O @+ 50 @) 2

ab. Der zweite Term ist allgemein bekannt, die Ableitung kann in den meisten Standard-
werken zur ART nachvollzogen werden. Es stellt sich

1 /dy M) SR(y) L[, M) R(y)

8S[v%] ) 1 _ 1 Ly
167 dgv(z) = 167 dghv(2)

dghv(2) - Sghv(2) 167

S <RW<Z> - ;gu,,(z)R(z))

/dy M(y)R(y)

heraus. Fiir die Variation nach den Gamma-Matrizen erhalten wir

oSl 1 1 N
5(7>\)1J(.’L') - 87Td7 <RAM($) - 29Au(l’)R($>> (fy )I(x)

Daraus kénnen wir mit Hilfe des Prinzips der Stationaritdt der Wirkung und durch
Multiplikation mit 87v,(x) sowie anschlieender Spurbildung

0=28mtr <§j£?3 vp(x)> = C; <R>\u($) — ;gxu(a:)R(xO tr (v*(x)v,(z))

= R>\p($) - %gkp(x)R(x)

die einsteinschen Feldgleichungen ableiten.

Dieses Ergebnis ist sehr interessant und koénnte die Grundlage fiir weitere Arbeiten bil-
den.

39



4 PROPAGATOR

4 Propagator

Im folgenden Abschnitt werden wir uns mit dem Inversen des Dirac-Operators beschéafti-
gen, dem Propagator. Wir haben bereits die kovariante Ableitung berechnet, sodass wir
den Dirac-Operator als

Vb —mip

mit Y = YV, einfithren. Mit dem Propagator meinen wir die Greensche Funktion des
Dirac-Operators, daher suchen wir die Funktion Sy, (z,y) fiir die

6(z,y)

(4.1)

erfullt ist.

Wir beschrénken uns der Einfachheit halber auf maximal symmetrische Rdume und Spi-
noren ohne Ladung. Bei der Losung halten wir uns zu Beginn im Wesentlichen an [15].
Die explizite Losung berechnen wir dann aber nur fiir d = 3, da dieser Fall fiir Graphen-
strukturen relevant ist.

Es ist zu beachten, dass d(x,y) Spinorindizes trégt und sich dabei in = wie ein Spinor
und in y wie ein Dirac-konjugierter Spinor verhéalt. Sonst entspricht diese spinorwertige
Delta-Distribution im Wesentlichen der gewohnlichen Delta-Distribution é(x —y), da die
Gleichungen fy %@ZJ(@/) = ¢(x) und j;c &(m)% = 9)(y) erfiillt werden. Die Besonder-

heit von §(z,y) gegeniiber §(z — y) zeigt sich bei der kovarianten Differentiation, denn
es gelten

(w)é(x’y) = (w>5(x’y) 6(z,y) un (y)(s(x’y) — (y)5<$7y) _ 6(x,y)
M@ M) Meo VR =0 G M) )

geméfs dem speziellen Verhalten von Spinoren bzw. Dirac-konjugierten Spinoren.

+Fu($)

4.1 Parallel-Propagator

Zur Losung der Gleichung (4.1) benotigen wir das Konzept des Parallel-Propagators
U(z,y). Er ist definiert als

1
U(z,y) = Pexp —/dtdz(;(t)lju(z(t)) , (4.2)

0

dabei steht P fiir das pfadgeordnete Produkt entlang der Geodéte z(t) von y = 2(0) nach
x = z(1), vgl. [12]. Das pfadgeordnete Produkt ist durch

o FM(Z(tl))FV(Z(tQ)) R fir t1 > to
PF#(Z(tl))FV(Z(tZ)) - {FV(Z(tQ))FH(Z(tl)) fiir ¢ < to
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4.1 Parallel-Propagator 4 PROPAGATOR

bestimmt. Eine wichtige Eigenschaft des Parallel-Propagators ist U(z, ) = I. Weiterhin
geniigt der Parallel-Propagator der Differentialgleichung

% ),y SZ; /dn /dtndzm ) dz:(t”)PFm( (t1)): - Tpa(2(t0))

= — dz(:s(s)f‘u(z(s))z = 1)1 ) 1/dt1 /dtn 1X

n=1
% dzH1 (tl) dZ‘“"il(tn 1)

PT,,(2(t1))- . .Thn_(2(tn-1))

dt; 7 dtp.
- _ dz(;‘s(S) Fu(z(s))U(z(s),y),
sodass
d d( )V(Z>U( (s),y) = dZ(L(S) (8(2 U(z(s),y) —l—l“u(z(s))U(z(s),y))
d dz*(s)

= &U(z(s),y) + P Fu(z(s))U(z(s),y) =0
gilt. Unter Spinbasen-Transformationen verhélt sich der Parallel-Propagator
Uz,y) = U(z,y) = S(2)U(z,5)8}(y)

wie ein Spinor in  und wie ein Dirac-konjugierter Spinor in y. Das zeigen wir, indem
wir verwenden, dass die Losung einer Differentialgleichung erster Ordnung mit Randbe-
dingung eindeutig ist. Daher untersuchen wir das Verhalten von

_ d‘S(d'z’s(s))U(z(s),y)s1(y) + S(z(s))(wgiz(s))sl(y)
= ) (9,5 (2(9)] 87 () S () U (+0).9)5 7 (0)
- RS Do) () S )V (().0) ™ (+(5)
4z (s)

und erhalten so, dass ﬁ(x, y) = S(z)U(x,4)S~(y) der Parallel-Propagator zum trans-
formierten Spinzusammenhang fu ist.

Fiir unsere Rechnung ist es sehr hilfreich, die kovariante Ableitung von U(z,y) explizit
zu kennen. R. Camporesi hat in seiner Arbeit [15] fiir den VF gezeigt, dass in maximal
symmetrischen Rdumen

VU (x,y) = =B(da(,y)) - yu(@), v ()n” (@, y)U (2, y) (4.3)
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4.2 FEigenzeitdarstellung des Propagators 4 PROPAGATOR

gilt, wobei B(dg) = 4 tan ”dTG eine nicht spinorwertige Funktion ist. Da dieser Term un-
ter Spinbasen-Transformationen kovariant transformiert, ist diese Aussage dennoch auch
im WF und damit allgemein verwendbar, bleibt aber natiirlich weiterhin auf maximal
symmetrische Rdume beschrankt.

Im Folgenden unterdriicken wir die Argumente bei einigen Rechnungen zugunsten der
Ubersichtlichkeit.

So erkennen wir auch leicht mit Hilfe von V, B = %nul und V,n, = V,n,, wie der
Operator V2 = VIV, auf U

d d
VU = gv“ tan ’“””TGnuh”,w]U = _%‘ tan® KTGnuh”,w] [ pln”U
2
d
- - 1)%tan2’€TG = —4(d—1)B*U

wirkt.

4.2 Eigenzeitdarstellung des Propagators

Wir suchen nun die Losung der Gleichung (4.1), wobei wir S,,, in der Eigenzeitdarstellung
berechnen werden. Zuerst betrachten wir den Operator

2 v 1 v 1 v 1 v R
Y =7V, V= (2{7“,7 Py ])V,NVZV“VWL ANV V=V

und dann die Gleichung

o
(;”\’4?4) - <v2 - B + m2] I> G= (Y —m?)G = (Y —mI)(Y +m)G.  (4.4)
Wir erkennen, dass wir mit Hilfe von G ganz einfach S, als

S = (Y + mD)G

berechnen kénnen. Fiir die spinorwertige Funktion G wéhlen wir nun die Figenzeitdar-
stellung mit

G(z,y;m) = —i/ds e_imQSK(:):,y; s). (4.5)
0

Wir fassen G also beziiglich des Parameters im? als negative Laplace-Transformierte einer
Funktion K (z,y;s) der Eigenzeit s auf. Die Bestimmungsgleichung fiir K erhalten wir
durch Einsetzen in (4.4) und finden

5(x,y) _ : 2 2 —im?s _ 2 —im?2s
v ——1(Y7 —mI)/dse K-—/ds(1Y7K+K88>e

- /ds (1772[( - (aSK)> e _ [Ke‘im%ro ,

s=0
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sodass wir K iiber die Gleichungen

(i) 0= (Wz +105) K (bestimmende Differentialgleichung)
o(,
(i) lim K = (j/ly) (Randbedingung)

definieren kénnen. Die Eigenzeitdarstellung von S,
Sm = (VY +ml)G = —i/ds e_imQS(W +ml)K

konnen wir dann leicht aus K ableiten.

Schauen wir uns die Struktur der Bestimmungsgleichung fiir K an, ist es plausibel, dass
K faktorisierbar ist in eine skalare nicht spinorwertige Funktion von s und dg und in eine
spinorwertige Funktion von x und y. Wenn wir diesen Ansatz in (i) einsetzen, so sehen
wir, dass sich die gesamte Spinorwertigkeit eliminieren ldsst, indem wir die spinorwertige
Funktion als U(z,y) wéahlen. Daher machen wir den naheliegenden Ansatz

K(:L‘,y;S) :f(dG(xay)vs) 'U(ﬂ?,y), (46)

wobei f eine skalare Funktion des geodétischen Abstandes dg und der Eigenzeit s ist
und keine Spinorwertigkeit triagt. Zur Verkiirzung schreiben wir ' = 9y,f und f = 0f.
Zunichst werten wir die Terme einzeln aus, wir erhalten

V2K = V¥V, HU + VH(V,U) = (VU + 2(VH)(V,U) + £(V2U)
= (t"+(d—1)Af —4(d - 1)B*f)U

und koénnen die Gleichung
0=UNY*+i0)K =U"" (v2 — gﬁl + ias) K
= — <4(d —-1)B? + ;’fﬁ) f4+ (d—1)Af + " +if

zusammensetzen.

Diese Gleichung allgemein zu 16sen ist moglich, aber sehr schwierig und nicht unbedingt
intuitiv. Fiir eine allgemeine Losung verweisen wir auf [15], wir verfolgen hier einen
anderen Weg, da wir nur eine Losung fiir den Fall d = 3 und R < 0 suchen.

Wir wissen, dass K fiir s \, 0 im Wesentlichen gleich der Delta-Distribution sein soll. Da
aber U (x,y) nicht von s abhéngt und fiir = y identisch zu I ist, muss die Delta-Struktur
aus der Funktion f

., -y
hmf==rr
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kommen. Eine mégliche Darstellung der Delta-Distribution im Grenzwert s\, 0 ist

Sz —vy) e i1 ( dé)
IV (4%3)% exp 145 , (4.7)

vgl. Anhang D.2. Daher faktorisieren wir dieses Verhalten

g(dG7 S) eiig 'dé

Vs (477)% e (48)

bis auf einen Faktor s~' heraus in der Vermutung, dass Losungen fiir verschiedene Di-
mensionen in gewisser Weise zusammenhéngen. Die neue gesuchte Funktion g muss sich
fiir kleine s wie s~! verhalten und kann sonst beliebig sein. Wir erhalten

(

f(dg,s) =

e i1 N7
£) Sy
(4m)5 /5
fiir die bendtigten Ableitungen von f. Die entstehende Differentialgleichung fiir g

2

. o . d
0= <— [832 + ;’#‘] f4+ 241 + 1" + if) - (4m)2y/selTeas

3 .d .d .
= — <8B2 + 2,%2) g+ 2A <g’+12ig> + g —|—1?Gg'+1g

1 3 1
= <iAdg-S— [8B2+2/<2]>g—1— (idG-S+2A> g +g"+ig

ermoglicht es uns, g nach Potenzen von % zu entwickeln. Aus dem notwendigen Verhalten

der Delta-Struktur von f fiir s \, 0 sehen wir aber bereits, dass es keinen Term geben darf,
der stirker als s~ wichst. Also verbleiben

8da ) = ~1(da) + igolde), (1.9

nur noch zwei Funktionen g; und gg von dg als Freiheiten. Einsetzen und sortieren nach
Potenzen liefert ein Gleichungssystem

(i) O:ii—g <— UG—A] ~g1+g’1>

1 3
(i) 0=— (dGA'gO+dG'g6+[8BQ+2H2] -g1—2A~g’1—g’1'>
1 , 3, o
(iif) 0=ig (= 8B+ 5| -g90+24 g0+

44



4.2 FEigenzeitdarstellung des Propagators 4 PROPAGATOR

fiir diese beiden Funktionen. Wir kénnen aus (i) die Funktion g;

g1 Crdg
= =—— t(kdg) = g1 = ———
g1 dgo reot(rdg) = g1 sin(kdg)
mit der Integrationskonstanten C; ableiten. Aus f(0,s) — (Z_i;zg flir s\, 0
mSs)2

g1(0) = 1 und damit Cy = &.

erhalten wir

Jetzt konnen wir aus Gleichung (ii) die Funktion gy bis auf eine Integrationskonstante

ermitteln. Dazu berechnen wir zuerst die Inhomogenitat
3
[832 + 252] g1 — 2Ag) — ¢!

2
_ [,{ o <ng> n gﬂz} rde ., 3 cos(kda) (1  rde

2 2 sin kdg sin?(kdg)
5 cos(kdg) 3, 1+ cos?(kdg)
2 KA ———
sin®(kdg) sin®(kdg)
Bde (3 1, 5 (kdg 1 5
sin(rdg) <2+2 o ( 2 ) i (rdg) T G))
K3dg

2sin(kdg) cos? (nch) -

Damit folgt nun

KQ

* d
2sin(kdg) cos? (”TG)

1
Ozcot(fidg)'go-i-g'gé)-i-

und wir kénnen die Losung
Co /62

= sin(kdg) B 2 cos? (fidTG)

ablesen. Aus Konsistenz mit Gleichung (iii) erhalten wir durch Einsetzen

3
0= — {832%—2&2} 9o+ 24 g, + g0

I<.72

. d ’
2sin(kdg) cos? (’“‘TG)

- — 0

dass Cy = 0 gelten muss. Damit ergibt sich die Lésung fiir K zu

-T2
K=tu="25°%" %y
Vs (47)2
K 1 da ) K e i iiﬁU
- 7~ - —1 e 4s
2c0s (%45 ) \® sin(%42)  cos(%g2) ) (4m)2 5
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und wir kénnen unter Verwendung von YU = —k tan (”dTG> wU, i = n,y* die Ableitung
von K

VI — ke i 1 sin(wdg) — kdg cos(rkdg) i/ﬁ sin <RTG> N i dg
(4m)2 /5 \ S sin?(kdg) 2 cog3 (HdTo) 52 2sin(kdg)
: rdg
1 1 2 sin <—> 2
KdG HdG ii 2 elﬁﬁiU

§ 4 cos? <”dTG> §  2cos? <MTG>
.d2 s
_ K 142 Mo e iE ei%v/w
2si Kdg kdg : kdg (471'8)%
S1n N COS 5 Sin 5
berechnen. So kénnen wir den Propagator endgiiltig als

—im?2s 1+ 211072 2 2 -1 .2
Sm:—i/dse . ( .KJ 2 W pt m [ w i kS }I e 11 Ul
sin w (

Cos W sinw cosw [sinw  cosw 47s)
rdg
2.

Njw

(4.11)

angeben, wobei w =

Um diesen Ausdriicken einen Sinn zu verleihen, miissen wir uns auf Spinoren beschrénken,
fiir die eine Inversion von Y — ml iiberhaupt méglich ist. Wir untersuchen hier nicht,
inwieweit diese Spinoren existieren oder an welche Bedingungen deren Existenz gekniipft
ist. Aber wenn wir uns auf diese beschrénken, dann kénnen wir aus (4.1) auch

6(y, )
M

—(ViSm(y, )" () — mSm(y,x) = (4.12)

ableiten, indem wir die Gleichung

(V = ml)x(z) = ¢(z)

betrachten. Wir wissen wegen der Invertierbarkeit von ¥ —ml, dass es einen eindeutigen
Zusammenhang zwischen y(z) und v (z) gibt. Demnach finden wir

x() = / S (4, 2)(z) = / Sy, 2) (Y — mI)x(2)
- /y [ (VS (42 2))4" () — S (3, 7)] ()

fiir alle Spinoren x(x), die in dem invertierbaren Regime von ¥ —ml existiern und damit
gilt auch (4.12).
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5 Flussgleichung

Eines unserer Ziele ist es, das Gross-Neveu Modell in d = 3 Raumzeitdimensionen auf
einem gekriimmten Hintergrund mit zwei raumartigen Richtungen zu untersuchen. Diese
Betrachtungen werden wir mit Hilfe der Flussgleichung anstellen konnen, sobald wir in der
Lage sind, die klassische Quantenfeldtheorie (QFT), die in flachen Réumen stattfindet,
auf einen nicht fluktuierenden gekriimmten Hintergund zu transformieren.

5.1 Grundlagen zur QFT

Die entscheidende Grundlage dieser Betrachtungen wird die Flussgleichung sein. Um sie
zu verstehen, werden wir sie herleiten. Die Idee stammt von C. Wetterich (vgl. [3]). Eine
aufbereitete Einfithrung ist in [6] zu finden. Wir weichen hier etwas von der iiblichen
Konvention ab, da sich sonst im gekriimmten Raum Probleme ergeben. Wir weisen an
geeigneter Stelle noch einmal darauf hin.

Die Flussgleichung liefert eine Moglichkeit, die Renormierunsgruppen exakt zu behan-
deln. Damit sind wir dann in der Lage, Verbindungen zwischen mikrophysikalischen und
effektiven makrophysikalischen Wechselwirkungen herzustellen. So konnen wir dann nicht
storungstheoretische Bereiche der QFT untersuchen.

Diese Gleichung unterscheidet sich fiir bosonische und fermionische Felder, kann aber
elegant als ein Ausdruck fiir alle auftretenden Felder zusammengefasst werden. Sie be-
schreibt die Anderung der effektiven Wirkung bei Anderung der Renormierungsskala
k, daher leiten wir zuerst aus der klassischen Wirkung S die skalenabhéngige effektive
Wirkung I'y ab.

Im flachen d-dimensionalen Minkowski-Raum mit Signatur (—,+,...,+) sind die N-
Punkt-Funktionen die eine bestimmte QFT definierenden Funktionen. Sie werden mit

(6 (@), (@), =N D6 07 ) G

definiert. Wir gehen davon aus, dass auch auf einem gekriimmten, aber nicht fluktuieren-
den Hintergund die N-Punkt-Funktionen die QFT vollstandig beschreiben. Dabei stehen
die ¢%i(z™) (i € {1,...,N}, ji € {1,...,Ny}) fiir Ny verschiedene Felder als Funktionen
der 2@, diese stehen fiir die N betrachteten Raumzeitpunkte mit den kontravarianten
Komponenten z# (€ {0,...,d — 1}). Die auftretenden Felder diirfen sowohl boso-
nisch als auch fermionisch sein. Wir beschrianken uns der Einfachheit halber auf reelle
Skalarfelder im bosonischen Sektor und auf Dirac-Spinoren im fermionischen. Der Vektor
¢ hat dann N, bosonische Komponenten ¢' = ¢, i € {1,..., Ny} und 2N, fermioni-
sche, dabei sind die ersten Ny, die auftretenden Spinoren Nt =@ G e {1,..., Ny}
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5.1 Grundlagen zur QFT 5 FLUSSGLEICHUNG

und die zweiten Ny, sind die zugehorigen Dirac-konjugierten Spinoren in transponierter
Darstellung ¢™Net Vot = ()T = (1)@, i € {1,..., Ny}, also

¥
o=\
BT
Die Klammern (-), . bilden den Erwartungswert beziiglich des Vakuumzustandes. Das N/

steht fiir die Normierung und wird durch die Forderung (1),,. = 1 eindeutig festgelegt.
S[¢] ist die klassische Wirkung und

Sto) = 5169 = [ £ (69(@), 8,69 @)) (52)

ein Integral {iber die Lagrangedichte £. Im Allgemeinen koénnen auch Ableitungen ho-
herer Ordnung in £ auftreten, dies hat jedoch keinen Einfluss auf die Herleitung der
Flussgleichung.

Somit ist S[¢] ein Funktional der Felder, iiber diese Felder wird mit Hilfe eines Funk-
tionalintegrals mit dem formalen Maft D¢ integriert. Wir nehmen an, dass das Maf
wohldefiniert ist, beispielsweise durch

Ny
o o G)
/qu Jim N D¢ - = lim 1111 fiqﬁl ,

0—00 0—>00 < =
j=l1ezd

eine Raumzeit-Gitter-Diskretisierung. Hierbei seien die Koordinaten so gewdahlt, dass
deren Definitionsbereiche gleich (—oo, 00) sind, dann werden die ¢1£] ) durch den Wert des
Feldes ¢@) am Ort 27, also durch
G) — 4 () 7 [ fo D

¢1 ¢ (x)7x A07"'7A0
gebildet. Das Funktionalintegral entspricht somit einer Integration iiber alle méglichen
Feldkonfigurationen ( [ dQSIEJ )) aller Felder ([T, ,) an jedem Gitterpunkt ([T, ,4). Durch
den Grenzprozess (Ag— oo) wird der Ubergang vom Gitter zum Kontinuum erreicht und
somit tiber alle moglichen Funktionen integriert.

Das Mafs sollte auftretende Symmetrien erhalten, damit auch das Funktionalintegral
diesen Symmetrien unterliegt. Eine Symmetrietransformation U transformiert die Felder
pU) — pDU und lisst die klassische Wirkung S[¢] — S[¢¥] = S[¢] invariant, sodass

auch die N-Punkt-Funktion einer einfachen Transformationsregel

<¢(j1)(x<1)) N ¢(jN>($<N>)>W N /p¢u GUDU (G glim) U (5 giSTo
:/\//p¢ PUDU (M) | pUNIU () ¢ 1519

— <¢(j1)u(m(1>) o ¢(jN)M(x(N))>

vac
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5.1 Grundlagen zur QFT 5 FLUSSGLEICHUNG

folgt. Um die verschiedenen N-Punkt-Funktionen moglichst einfach berechnen zu kénnen,
fithrt man iiblicherweise das erzeugende Funktional Z[x] mit

Zh] = /p¢ o 1(S16]— [ x9) (5.3)

ein. Dabei ist x die Quelle mit den Komponenten

J

X=1M
7T

Der formale Term [x¢ wird Quellterm genannt, er steht fiir

Jxo= [ x@o@ = [ xi()s'(@).

Wir verwenden hier die Summenkonvention

Ny+2Ny,

it = Y. X
i=1

Der Vektor y ist die Dirac-Konjugation des Vektors y, dabei werden die bosonischen
Felder komplex konjugiert und die Spinoren Dirac-konjugiert. Da wir im bosonischen
Sektor nur reelle Felder betrachten, dndern diese nur ihre Indexposition (J@)* = J,,
sodass

x=(J,7,n")

gilt. Wir finden die niitzliche Identitat

— 1N¢ X Ny 0 0
X0 =0l X, lus = 0 +ly, xn, 0 . (5.4)
0 0 Hly,n,

Man sieht leicht, dass Z[0] die Normierung fiir die N-Punkt-Funktionen darstellt und
Z[x| die korrekte Normierung bei Anwesenheit einer Quelle x ist. Wir definieren den
Erwartungswert unter Anwesenheit der Quelle x als

N b _ i(SI6l—f x0)
<>X—Z[>d/p¢ ¢ .

Wird Z[x] von links funktional nach der Quelle x(z) variiert und auf —iZ[x| normiert

: ? _ ! ? v i(S[e]—fxs) —
ZIN <5x<w>Z[X]>‘Zm/D¢ <5X<$) /X¢>e %) — (g(2)),, .
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so erhélt man den Erwartungswert von ¢(z) unter Anwesenheit der Quelle y. Durch ge-
eignete Differentiation nach den Quelltermen kénnen so alle N-Punkt-Funktionen erzeugt
werden.

Wenn wir Z[x| berechnet haben, dann ist die zugehorige QFT im Prinzip gelost. Im
Allgemeinen ist es aber nicht moglich, Z[y] fiir ein beliebiges S anzugeben. Um eine
QFT vollstiandig zu beschreiben, geniigt es jedoch, die zusammenhédngenden N-Punkt-
Funktionen zu bestimmen. Deren generierendes Funktional ist das Schwinger-Funktional
W x| mit

Wix] =iln Z[x]. (5.5)
Es ist sofort ersichtlich, dass
5
W[X] 5X(JU) = <¢(‘T)1(——)>X :

Die effektive Wirkung I' definieren wir nun als die Legendre-Transformation
r16] =sup  fxo-wia) (5:6)
X

des Funktionals W. Das Supremum sei an x = Xsup angenommen. Dabei miissen wir
berticksichtigen, dass xsup, von der Funktion ¢ abhéngt. Der Zusammenhang ergibt sich
aus der Legendre-Transformation zu

d(x) = (B(@)),.. -

Da I' die Legendre-Transformierte von W ist, enthélt auch die effektive Wirkung alle
Informationen der betrachteten QFT.

Um nun eine Bestimmungsgleichung fiir I' abzuleiten, betrachten wir die funktionale
Ableitung

5 5

Tl a:zx) _ ( [t~ W[XWJ) o

- n Xsup(z)? . W[ng XSUP(Z)?
= Xsup(T) + Z¢>(2)1(-—> ( 5&@ ) /z [ ox(z) ]X_Xsup< 6gz3(x) )

und erhalten die Quelle ¥g,,. Damit ergibt sich die Bestimmungsgleichung zu

eil“[q@] — e—iW[Xsup] eiff(supd; :/D¢ ei(S[‘ls]_f)_(sup(i’) eiff(supé :/D¢ ei(s[¢+‘l§]—fisupﬁo)

.
= [po e [i (S[¢+<Z>] -/, (EZ’(]; ) ¢<x>>] |
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5.2 Herleitung der Flussgleichung 5 FLUSSGLEICHUNG

einer Mischung aus funktionaler Integral- und Differentialgleichung. Auf Grund ihrer
Komplexitat konnte diese Gleichung analytisch exakt bisher nur fiir sehr wenige Falle
gelost werden. Ein moglicher Losungsansatz ist die Vertexentwicklung, ein Analogon zum
Potenzreihenansatz fiir gew6hnliche Differentialgleichungen. Wir gehen hier einer anderen
Moglichkeit zur Berechnung der effektiven Wirkung nach, sie fufst auf den Konzepten der
Renormierungsgruppentheorie.

5.2 Herleitung der Flussgleichung

Die Idee bei dieser Herangehensweise ist es, nicht alle Fluktuationen auf einmal aus-
zuintegrieren, sondern einen Skalenparameter k einzufiihren, der angibt, bis zu welcher
Skala Fluktuationen in der nun skalenabhéngigen effektiven Wirkung I'j, beriicksichtigt
werden sollen. Dabei sei 1/k die ungefdhre Reichweite auftretender Wechselwirkungen.
Damit sollen fiir k — Ag (fiir grofe Ag) nur die kurzreichweitigen Fluktuationen beitra-
gen, sodass die skalenabhéngige effektive Wirkung I'y_,5, — S sich auf die klassische
mikroskopische Wirkung reduziert. Um nun die volle effektive Wirkung zu bekommen,
miissen alle langreichweitigen Wechselwirkungen (kK — 0) mit einbezogen werden, also
Fkﬁo —T.

Zur Konstruktion eines solchen Funktionals fithren wir einen Infrarot (IR)-Regulator Ry
ein, der das generierende Funktional Z zu einem skalenabhangigen IR-regularisierten
Funktional

Zix] = & Wil = / Dep e (SIEH+ASKS-x0) _ / DepeiSuléa] (5.8)
AO AO
erhebt. Dabei ist S, x| = S[¢] + ASk[¢] — [Xx¢ und

asilol = [, [ 6o Ruten)o0). 5.9

Die Matrix Ry mischt die bosonischen und fermionischen Felder nicht. Thre grundsétzliche
Struktur legen wir mit

Rf(z,y) 0 0
Ry(z,y) = 0  Rl(z,y) 0 . R{(z,y)=R{(y,z)  (5.10)
0 0 —Ri(yx)"

fest, sodass

asilol = [ [ el RE@rel) + [, [ 3@ RE @ n)0t)

Auch hier folgt

) — oiWklX] /p¢ qg(w)l(__)eisk[@ﬁ,x]

ol
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direkt. So definieren wir analog zu I' die skalenabhéngige effektive Wirkung T’y als
Legendre-Transformierte von Wy, fiigen aber zusétzlich den Regulatorterm an

I4ld] = sup ( [xb- Wk[x]> A, (5.11)

X

Das Supremum sei wieder fiir x = Xsup angenommen. Nun hangt xs., aber nicht nur
von ¢, sondern auch von der Skala k ab. Wieder konnen wir durch Differenzieren nach x
und Auswertung an x = Xsup

) = b Do o) SO — (g(a), (512)

»X sup

den Zusammenhang zwischen x,, und gZ; als den Erwartungswert herleiten. Dabei ist
() kox der skalenabhéngige Erwartungswert bei Anwesenheit der Quelle .

Wir suchen eine Bestimmungsgleichung fiir I'y {iber die Renormierungsskala Skala k.
Dazu differenzieren wir zunéchst nach k

OkTkle] = /Z(akxsup(z))qg(z) — Wi [Xsup) — Ok ASk[d]

) ) S Wilx]
= /Z(aszup(z)) ¢(Z)_ [(SX(kZ)

= — [&g (Wk [X] + ASk [q@])} X=Xsup

X=Xsup

] ~ [0 (Walx] + Asi(d]) |

Zur Auswertung der verbleibenden Ableitung fithren wir noch die Superspur Str ein.
Sie beriicksichtigt die Grafmann-Wertigkeit der fermionischen Felder. Wir definieren sie
durch

Jp Jzzz JyT ) ) B )
Str | ne  n T | =Str(x¢) = tr (x¢l—)) = dx = @J +Un+y " (5.13)
7o 7' Tyt
Zusétzlich fithren wir noch STr ein, um auch die Spur iiber die kontinuierlichen Indizes
zu bilden, also

STr(x6) = [ Str (\(@)6(2)) = [ dla)x(e). (5.14)

Per Konvention legen wir fest, dass bei Multiplikation von Matrizen dieser Art auch {iber
die kontinuierlichen Indizes geméfs

(MlMQ)(SU,y)Z/ZMl(%Z)M?(Z’y)

summiert wird. Mit der Konvention, diese Matrizen in ihrer Standardform als ¢y aufzu-
fassen, brechen wir die iibliche Konvention ¢x ' aus [6]. Der Grund liegt darin, dass die
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5.2 Herleitung der Flussgleichung 5 FLUSSGLEICHUNG

Delta-Strukturen d(x — ), 6(z,y), 6(y, ), (x,y)T und 6(y, z)™ alle unterschiedlich sind

und diese nicht beliebig gemischt werden kénnen. Wiirden wir die iibliche Konvention

verwenden, wire es schwierig, eine Fins, 1(z,y), sinnvoll zu definieren. So kénnten wir
(—

M)Ti(w)df(y) heranziehen, aber genauso sollte auch ¢(x ) 52 die gleiche Eins liefern, dies

ist aber nicht der Fall. In unserer Konvention erhalten wir hingegen

ra 5 1 oz —y) 0 0
1(z,y) = me(y) = ¢(ﬂf)m =M 8 5(38 Y) 6(%0 " ; (5.15)

(5.16)

eine eindeutige Eins. Die Deltas sind immer fiir alle N, bzw. N, Felder zu verstehen,
sodass [ 1(z,y)d(y) = ¢(z) gilt.
Y

Mit diesen Uberlegungen koénnen wir
o] = — i [ W] 2 [ G @R 0) )
=3 [ ] (6@ @Rete.) o)., ~ 60 @6 Fele.)50)
=5 o [, s [(wi),..., ~60dw) @chuir.v)

= 35T [ (00, ~ 95) (OLR0)

herleiten. Die linke Matrix entspricht der verbundenen Zwei-Punkt-Funktion und kann
durch funktionale Variation des Funktionals W

- 5 .
@ RG] T R

= (3(2)6(1)),. ., — )0)

W (@)l =

eiWkx] /p¢ B(y)etSkox]

X=Xsup

berechnet werden.

Jetzt benotigen wir noch einen Zusammenhang zwischen W,iz) und I'y. Dazu variieren
wir die effektive Wirkung und finden

n ? < Wk[X]% Xsup(z)? I ?
Luld] = Tl + [, | S = S0 _— (&b@)) AN
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Daraus ersehen wir nun

H) = ?>xwp<y> - /. ( 5402 ><?xm<y>>

X sup (@ 6 X sup() 6(2(2:)

= /ZWéZ)(w,Z)l(——> (T} (2,9) + Ri(2,9)) Fﬁj’(:c,y):5;@1“,6[(2)]5&??/)7

den gesuchten Zusammenhang. So ergibt sich die Flussgleichung endgiiltig zu

OkT[d] = % STt ((F}j’) + Ry (GkRk)> . (5.17)

Im Prinzip haben wir damit eine analytische Gleichung, die es uns ermoglicht, den Fluss
der Kopplungen der effektiven Wirkung exakt zu verfolgen. Da diese Gleichung aber
iiblicherweise nicht exakt losbar ist, arbeitet man in speziellen Trunkierungen und ver-
nachléssigt gewisse Terme im Sinne eine Potenzreihenentwicklung der Felder. Um die
Ordnung nach den Potenzen zu vereinfachen, kénnen wir noch einige Umformungen vor-
nehmen. Dazu ist es wichtig zu wissen, dass fiir Matrizen ¢, die in einem gewissen Sinne
klein sind,

(1-—e)t= is"
n=0

gilt. Diese Identitét ist formal zu verstehen und ist nur dann korrekt, wenn die Summe
auch konvergiert.

Wenn wir nun F;? + Ry in einen feldfreien Anteil P und einen feldabhingigen Fy
'Y + Ry = Py + T (5.18)

zerlegen, dann erhalten wir

8kPk[<£] = %STI" [('Pk + fk)il 8]6Rk} = %STI‘ [(1 + 'Pk_lfk)_l P,;lc’)kRk}

_ % S (—1)" ST [P,;lakRk (P,;lfk)”} , (5.19)
n=0

die gesuchte Darstellung der Flussgleichung.

o4



6 FLUSSGLEICHUNG IM GROSS-NEVEU-MODELL

6 Flussgleichung im Gross-Neveu-Modell

In diesem Kapitel werden wir den Fluss der Kopplung g im Gross-Neveu-Modell auf
einem konstant gekriimmten Hintergrund in drei Dimensionen berechnen. Dabei werden
wir uns auf den Fall grofer Fermionenzahlen einschranken. Die Wirkung S ist in diesem

Modell durch
Sonil = [, (F@¥0(0) + S (F0)°) (6.1

gegeben, dabei ist g die Kopplungskonstante. Zur Verkiirzung schreiben wir nur % und
_ Ny _ _
meinen damit aber alle Fermionen . So steht 1 fiir > ;)%™ und analog fiir Y.
i=1

Wir arbeiten mit der Trunkierung

rulbd = |, (zw<x>w<x>+f&b(w<m>w<x>)2). (6.2)

Hier ist Zy, die Wellenfunktionsrenormierung fiir die Spinoren 1 und g, die renormierte
Kopplungskonstante.

Bei unseren Rechnungen sind diese leicht iiberpriifbaren Integralidentitéiten fiir hinrei-
chend schnell abfallende Spinoren

(i) A&(z)%(@ . / (Vi ()7 (2)p()
@ 9,25 = (v ) )
0

M

T
R e (o I L T

sehr nutzlich.

Den Regulator wiahlen wir als

2
Rk<x,y>=RZ’<x,y>=z¢<wT’ VTTO(TTQ ey, T= (63

0
sodass
asiuil =y [, [ @ @) R 50)
=2y [ H@Fr (@) = 2, [ 6@V @
oilt.
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Als Erstes berechnen wir Ff) und finden

F;f) (,y) = Zy (Z yST) 1(z,y)
ok (— [(P@p@)+y@y@] @yt T)l(x )
Ny T ()Y () [(U(@)(2)) T+ ()i ()] o

Die Zerlegung nach dem feldabhéngigen Fj und feldunabhéngigen Anteil Py, nach (5.18),
liefert

e ([P + (i) P (@) )
File) = ( I (@)bx) [<w<x>w<x>)1+w<x>w<x>]T>“ v

0
0 v I+ r(rT))> 1(.9)

ﬁ(1+r(7)) 0
ZW“( 0 ﬁ(l+r(TT))>l(x’y)'

Formal lautet das Inverse von P dann

—1 0
Pty = (VO i@y,
G N C (Feeecs) |

Wir benétigen zusétzlich die Ableitung des Regulators

8ksz($7 y) = ak’Ziiﬁ Rk(l‘a y) + Zwak (WTO(T) WTT‘O(TT)> 1(567 y)

_ <7wﬁr(7) +2Zy\/TTr(7) 0 )1(1» )
- 0 VT (rT) 4 22,V T 7T (7T Y

mit 7/(z) = Lr(z) und 1y = —kdx In Z.

Zur Berechnung des Flusses der Kopplung g betrachten wir erneut die linke Seite und
erkennen, dass mit unserer Trunkierung in (5.19) lediglich der Term zu n = 2 einen
Beitrag liefern kann. Daher sind fiir die Flussgleichung nur die Terme

r(7) Tr' (1)
- 1 nw (T + 2Z1/1 r(T 0
(Pk lakRk) (%,y) = ( br(r) () 7T/ (77T) 1(1'7 y)

A r(rT
Zyk 0 W% + 22y T

und (Pk_l]:k)Q (x,y) = D(x,y) wichtig. Es ist zu beachten, dass wegen der Superspur nur
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die Diagonalterme von

) = ( ﬁ@( A v+ v@i)]

R PR vei)]
+ﬁ(1ir(7))w(x)¢T( )ﬁ(lir(TT)) T(x)d’(x)) 5(36\’4?;)
D) = ( Ngjk>< TR [P )
<y [ -]
) T(sc)w(x)Mw(x)wT(x)) )

relevant sind.

Wenn wir uns nun auf den Fall N — oo einschrénken, dann verbleiben in ® nur

Jk ’ 1 7 1 (o T 5(1'7:’4)
oute) (35 ) T2 PNy ()

Jk 1 1 " 5(yax)T
Daa(w,y) = (ka> VT (T4 (7)) VT (14 1(rT)) (@) =3

die Anteile zur I. Damit kénnen wir den gesuchten Teil der Flussgleichung explizit zu

o [, S Gow) = [, [ s l(proum) w29,

ausschreiben. Das Ergebnis von Oy gy ist unabhéngig von der Wahl der Felder () und
¥(x). Daher nutzen wir konstante Spinoren ¥(x) = ¥ und ¢(z) = V¥, um die Rech-
nung analytisch durchfithren zu kénnen. Die wichtigste Eigenschaft dieser so gewéhlten
Spinoren ist V,(¥W) = 0. Somit vertauschen 7 und ¥¥ miteinander, sodass wir

(¥ (@) (@)1

= \2
Du(z,y) = (&) (\i/\I’)27'71 (I+ T(T))—25(/x\;ly)

- 2 -
Daa(x,y) = (]\?zk) (\T/\I/)2(TT)71 I+ T(TT))25(?J/7\;U)

erhalten.

Bis hierhin haben wir nur durch die Trunkierung und N;, — oo an Allgemeinheit verloren.
Jedoch haben wir keine Einschréinkungen an die Dimension oder die Art des gekriimm-
ten Raums getroffen. Die folgenden Berechnungen werden wir auf d = 3 und R < 0
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einschrianken, da wir den Propagator in 4.2 nur fiir diesen Fall berechnet haben. Die
Losung existiert aber auch fiir beliebige maximal symmetrische Raume, vgl. [15]. Daher
kénnte das Ergebnis noch verallgemeinert werden, indem die folgenden Schritte vollig
analog mit der allgemeineren Losung des Propagators durchgefiihrt werden. In dieser Ar-
beit beschranken wir uns jedoch nur auf diesen Spezialfall, da dieser besonders interessant
fiir Graphen ist.

Die gewahlte Trunkierung kénnen wir als Entwicklung nach Ableitungen von Z,, betrach-
ten, vgl. |7] und [4]. Zu fithrender Ordnung ist daher 1y, = 0 und wir setzen Z, = 1.

Die linke Seite der Flussgleichung lautet in unserem Fall
gk (7 2 Okgr
e )V, V=
o [, 5 N (@) = S )V, = o1

dabei ist V,. das raumzeitliche Volumen. Die rechte Seite konnen wir zu

;A/Z Str[(Pk_lakRk) ($az)®(z7y)]y:m
-1 o [ (sefroveo 5]

+ Str |:T‘/(TT) (I + T(TT))*3 5(?J/7\/313)T] )

- 5]

vereinfachen. Fiir die konkrete Rechnung wihlen wir den Callan-Symanzik-Regulator

r—1 1 T

_ _ ’ _
r(x) = . 1 und r'(z) 5,2 T (6.4)
Damit konnen wir den Term
r'(m)(T+ T(T))_gé(j;ly) = % (I- 7’)_25(.3;;13/) = —% ds se 1561575(;5\;19)
0
_ k! I —isk? isY> 6($7 y)
=-3 /ds se e v

durch seine Laplace-Transformierte ausdriicken. Wenn wir nun die Differentialgleichung
des Propagators K zu 772 aus Kapitel 4.2

6(z,y)
M

—iY’K und lim K =
s\0
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betrachten, dann kénnen wir die Losung sofort als

isy? 0(2, y)
K=oV 20 .
V= (6.5)

angeben. Andererseits kennen wir die Lésung von K auch schon explizit, sodass wir

eisW2 (S(IE, y)

K 1 da . K e 17 -djz
— K= . —i ——e' 45 Uz, y)
M 2 cos <”§G> $ sin (’“QIG> cos (%) (47)2 /5
ableiten konnen. Damit folgt
Opl, = —1i 49; / Str |7/ (7) (I + 7“(7))735(%’ y)
'V, Ny k3 M,
_ 297%]{; —isk? isy72 6(‘%.7 y)
iy N, /ds/x se Str|e M|

2§ 1 k7
— Vg]]i],w /dS/ se —isk? Str[ = <S_1 >IN¢'XN¢']

4ggke

i 2
4 iel2 K
= — 3 / fe isk ( 1)
2

flir den Fluss der Kopplungskonstanten. Das ausstehende Integral kénnen wir mit der
Substitution ¢ = y/sk zu

o0
b [958 g1 / dtoit? = YT i
f k) i
2 F 2 —isk2 ] 2
. 1 d . .
@ —iZ/dSﬁe”’“QZ‘iZ liﬁzz ] 7 S O
0 5=

berechnen. Damit finden wir nun endgiiltig fiir den Fluss von g

~2 2 ~2 2
T SR N 20
8k9k = Tor (1 4k2> - <1 + A k:2> (6.6)

wobei wir \2 = _W > 0 definiert haben. Dabei ist x?2

— R
6

< 0 zu beachten. Dieses
Ergebnis ist k0n51stent zum bereits bekannten Ergebnis im flachen Raum, vgl. [7] und
[4].
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6 FLUSSGLEICHUNG IM GROSS-NEVEU-MODELL

Diese Gleichung kénnen wir direkt integrieren und erhalten fiir die dimensionslose Kopp-
lung g = kg und ihre Beta-Funktion S3;

9i 2 A7
By = kOkgr, = gr, — o <1 +A kg) (6.7)
1 A A2A2 k A
-1 _ = [1_20) _ 0 _ 71220
I = o (1 i > o2 (1 A0> 2N (6:8)

dabei ist gA_Ol = gk_:le'

Mit diesem Ergebnis kénnen wir nun einige interessante Aussagen iiber das System ge-

winnen. Zunéchst kénnen wir die Beta-Funktion 35 der dimensionslosen Kopplung gy, fiir
A9

verschiedene Werte von )\QF als Funktion von g grafisch darstellen.

20—
151 .

1.0} .

bg

05 .

0.0 &

0

gk

Abb. 1: Grafische Darstellung des Flusses 35 als Funktion von g, fiir verschiedene Werte

2

der Kriimmung /\2% (von rechts nach links: 0; 0,2; 0,5; 1; 2; 4; 10). Neben dem
gaufschen Fixpunkt existiert ein nicht gauflscher, der mit wachsender Krimmung
gegen den gaufsschen Fixpunkt [&uft. Im Falle verschwindender Krimmung wird

im blau markierten Bereich keine Masse erzeugt, wie im Text ausgefiihrt.

Bei der Analyse der Beta-Funktion miissen wir beriicksichtigen, dass wir bei einer UV-
Skala k = Ag beginnen und den Fluss der Kopplung bis hin zu & = 0 verfolgen. Das
bedeutet, dass eine negative Beta-Funktion fiir ein Wachstum der Kopplung bei einem
Schritt dk steht. So erkennen wir, dass im Flachen im Bereich zwischen den beiden Fix-
punkten, gegeben durch S5 = 0 (in Abb. 1: blau gestrichelte Linie), die Kopplung gegen
Null laufen und im Bereich rechts des zweiten Fixpunktes g. = 27 beliebig grofs wird.
Sobald wir aber eine Kriimmung zulassen, miissen wir bei einem Renormierungsschritt

dk auch die Zunahme des Terms )\22—5’ mit einbeziehen, sodass in jedem Fall die Kopplung
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6 FLUSSGLEICHUNG IM GROSS-NEVEU-MODELL

auf einer endlichen Skala k. divergiert. Es ist bekannt, dass das Divergieren der Kopplung
mit einem Bruch der diskreten chiralen Symmetrie einhergeht.

Durch die chirale Symmetriebrechung wird dynamisch eine Masse fiir die Fermionen er-

zeugt. In [10] wurde gezeigt, dass in Mean-Field-Ndherung die erzeugte Masse gleich

der endlichen Renormierungsskala k. ist, bei der die zugehorige Kopplung divergiert,

g — 00, k \ k.. Diese Skala konnen wir vollig analytisch in Einheiten der Gitterdiskre-
i P

tisierung ke = x& bestimmen. Wir finden

_ _ 1 N\ _
0=2rklg, ' =kl —2 (2 -5 ng—;) k. — A2
_ 1 A2 o 1 )2 )
;"fczz‘2‘”9A01+\/<2‘2‘”9A01> A% (69)

wobei wir nur das positive Vorzeichen der Wurzel beriicksichtigen miissen, da die Re-
normierungsskala nicht negativ ist. Wir sehen sofort, dass fiir A\? # 0 die kritische Skala
immer grofler als Null ist und daher fiir beliebige Startwerte gy, der Kopplung eine Mas-
se erzeugt wird. Im Gegensatz dazu wird im Flachen, also fiir A> = 0, nur eine Masse
erzeugt, falls ga, grofer als der Wert des nicht gaufischen Fixpunktes g, = 2 ist.

In Abb. 2 unterscheiden wir die drei wesentlichen Bereiche, in die sich die Funktion k.
von A2 entsprechend ihrer Abhiingigkeit von g, einordnen lisst.

10+

0.8+

06"

ke

0.4 f

02+

Abb. 2: Grafische Darstellung der kritischen Skala k. als Funktion der Kriimmung A2
in Abhéngigkeit des Startwertes der Kopplung 9r, ! (von oben nach unten:
0; 0,1; 0,165 1; 2; 10). Es bilden sich drei Regime ga, > g« (blau), ga, S g«
(griin) und ga, < g« (rot) aus.

So verschiebt sich fir ga, > g« (in Abb. 2: blau markiert) der bei A> = 0 angenommene
Wert von k. um 27(g, ' —g Ao 1). Bei dieser Wahl der Parameter wird die Massenerzeugung,
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6 FLUSSGLEICHUNG IM GROSS-NEVEU-MODELL

die auch schon im Flachen auftritt, durch die Kriimmung verstérkt. Fiir ga, < g« (in Abb.
2: griin markiert) finden wir nichtlineare, vollstdndig durch die Kriimmung generierte
Massenerzeugung. Ebenfalls wird fiir ga, < g« (in Abb. 2: rot markiert) ausschlieflich
durch die Kriimmung eine Masse erzeugt, jedoch niherungsweise linear, beachte A2 ~ |R).
Diese Bereiche sind natiirlich nicht streng getrennt, sondern gehen fliefend ineinander
iiber. In der Grafik dient die strenge Trennung lediglich zur Illustration der drei Regime.

Die Rechnung bestétigt die physikalische Erwartung, denn die Erzeugung der Masse wird
durch die Infrarot-Moden der Fermionen bestimmt. Da im negativ gekriimmten Raum
mehr Platz ist, dominieren diese Moden mit zunehmender Kriimmung.
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7 FAZIT

7 Fazit

In der vorliegenden Arbeit ist es uns gelungen, die Idee von A. Weldon, die Fermionen
ohne VF in gekriimmten R&umen zu beschreiben, ndher zu beleuchten und weiter aus-
zuarbeiten. Wahrend Weldon sich in [5| auf vier Dimensionen beschrankt, konnten wir
den Formalismus auf zwei und drei Dimensionen erweitern.

Dazu postulierten wir im Sinne der ART aus der speziell relativistischen Formulierung
der Dirac- und Klein-Gordon-Gleichung einen kovarianten allgemein relativistischen An-
satz. Dieser fiihrte uns mit Hilfe des Weldon-Theorems und eines weiteren, im Rahmen
dieser Arbeit entwickelten Theorems auf das Verschwinden der kovarianten Ableitung der
Gamma-Matrizen, sodass wir daraus den Spin-Zusammenhang und anschliefsend auch die
Spin-Metrik konstruieren konnten. Damit haben wir alle zur Beschreibung fermionischer
Systeme auf gekriimmten Hintergriinden notwendigen Grofen, abgesehen von externen
Feldern, nur durch die Vorgabe der Gamma-Matrizen in einer beliebigen Darstellung
angegeben und es ist somit nicht mehr notwendig, ein spezielles Koordinatensystem aus-
zuwahlen.

Ebenfalls zeigte sich im Rahmen der Untersuchungen, dass sich die Gamma-Matrizen als
fundamentaler Freiheitsgrad fiir die Gravitation eignen kénnten. So waren wir in der Lage,
aus einer Eichtheorie-Uberlegung eine Wirkung linear in der Feldstirke zu konstruieren
und es stellte sich heruas, dass sie identisch zur Einstein-Hilbert-Wirkung ist. Aus dieser
Wirkung konnten wir die bekannten einsteinschen Feldgleichungen durch Variation nach
den Gamma-Matrizen ableiten.

Weiterhin ermittelten wir den Propagator zum Dirac-Operator im dreidimensionalen,
maximal symmetrischen, negativ gekriimmten Raum und bestimmten so das Inverse der
iiber die Gamma-Matrizen kontrahierten kovarianten Ableitung. Damit gelang es uns,
den Fluss der Kopplungskonstanten im Gross-Neveu-Modell auf einem entsprechend ge-
kriimmten Hintergrund mit Hilfe der Flussgleichung zu berechnen. Wir konnten dadurch
die Fixpunktstruktur der Kopplung analysieren und insbesondere die Erzeugung der Fer-
mionenmasse durch den Bruch der diskreten chiralen Symmetrie quantitativ auswerten
und grafisch darstellen. Es zeigte sich, dass fiir jeden Startwert der Kopplung eine Masse
fiir die Fermionen erzeugt wird, sobald eine echt negative Kriimmung auftritt. Moglicher-
weise kann diese Untersuchung bei der Erforschung der Natur von Graphen einen Beitrag
leisten.

In kiinftigen Rechnungen kénnte dieses Ergebnis mit Hilfe des allgemeineren Propagators
aus [15] auf beliebige Dimensionen und positive Kriimmungen verallgemeinert werden.
Dabei ist zu erwarten, dass das Phdnomen der Massenerzeugung in positiv gekriimmten,
maximal symmetrischen Rdumen nur fiir speziell gewéhlte Startwerte der Kopplung auf-
treten wird, da die dafiir verantwortlichen Infrarot-Moden der Fermionen weniger Platz
haben.

Noch unbeantwortet bleibt die Frage, ob die Gamma-Matrizen nun fundamental sind
oder nicht und welche Ergebnisse sich damit erzielen lassen. So wére es moglich, nicht
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7 FAZIT

lineare Feldstérken in die Lagrange-Funktion aufzunehmen. Ebenfalls wére es denkbar, in
der CA Kriimmungsterme zuzulassen oder zu erlauben, dass die kovariante Ableitung der
Gamma-Matrizen nicht verschwindet. Alternativ konnte auch nach einem Weg gesucht
werden, wie man mit Hilfe des Energie-Impuls-Tensors die Energieerhaltung wieder ein-
bindet, um die CA zu konstruieren, wie es urspriinglich mit der Klein-Gordon-Gleichung
und der Dirac-Gleichung gedacht war.
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A MATHEMATIK DER GAMMA-MATRIZEN

A Mathematik der Gamma-Matrizen

A.1 Poincaré-Algebra

Wir werden hier die Algebra der Poincaré-Gruppe
iL = {(A,a) sa € R% A € L(RY), A% AL = 5}
ableiten. Dazu untersuchen wir die infinitesimalen Transformationen
NacNTp = (NA)ab =~ Nap + %WCd(Mcd)ab

und erhalten aus (3.7) unter Vernachlassigung quadratischer Terme in w

i i
Nab = AacAbdnCd = <7]ac + iwef(Me )GC> <7]bd + 2wgh(Mgh)bd> UCd

i i
= 0= §w€f (Mef)ab + iwgh(Mgh)ba Yw

= (Mab)cd = *(Mab)dcv

die Antisymmetrie jeder Matrix M,,. Damit kénnen wir als Basis dieser Matrizen

(Mab)cd = _i(nacnbd - nadnbc)
wéhlen, sodass
1 1
§w0d(Mcd)(~lb = §w6d (0¢nap — Nepdy) = W
gilt und damit A%, = (e¥)?, = exp [(i/2)w M 4|", erfiillt ist. Daraus finden wir nun
b b b
mit
[Maln Mcd]? f
== (Mab)e.g(Mcd)g.f - (Mcd)cig(Mab)’if
= (5gndg - 770952) (53771)]“ - nafég) - (52771)9 - nagél?) (5g77df - ncf(sg)
= 05nda s — OchdbTaf — Neadqmbf + NebOqNaf — OaMbetdar + OgMbdNes + MacOyndf — NadOgNes
= Nac (05Ndr — Mor0q) + Md (0g7ef — Nafde) — Nad (GpMes — Morde) — Mbe (SaNaf — Mafdg)
=i (nachd + MdMac — NadMpe — nbcMad)cif
die Algebra
Moy, Meg] = i (NacMpa + mpaMac — NaaMpe — MpeMaa)

fiir die Lorentz-Transformationen. Um die Matrix Sp,-(A) zu konstruieren, gentigt dieser
Teil der Algebra, wir leiten aber auch noch die anderen beiden Kommutatoren und damit
die gesamte Poincaré-Algebra ab.
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A.2 Zur Lorentz-Transformation A MATHEMATIK DER GAMMA-MATRIZEN

Da die Reihenfolge von zwei Lorentz-Boosts
(Law)(Lam) = (Lae +am) = (Lam)(1,ae)

keinen Einfluss auf das Ergebnis hat, die Boosts also eine abelsche Untergruppe bilden,
ist die Algebra fiir die Boost-Generatoren

[Pa,Pb]:O

unkompliziert. Um nun noch den Kommutator der Boosts und Transformationen ermit-
teln zu kénnen, bilden wir

(A,0)(1,a)(A,0)7! = (1, Aa),

wobei wir (A,0)~! = (A~1,0) benutzt haben. Fiir die Generatoren bedeutet das infinite-
simal, wieder unter Vernachldssigung der Terme quadratisch in w,

((00)(1,0)(4,0)71), = (82 + g0, ) (55 + il (Py)e, ) (0 - 508,
= 57 +3af (P, + gMal (P, (M), — (M) (Pp)7,)
(1,Aa)%, ~op +1i (6; + ;whi(Mhi)C-f> af(pc)c_zb
= 0 4 iad (PP + el g — magd?) (P

und damit erhalten wir

[Pav Mbc] = i(nach - T]ach) ,

den letzten Teil der Poincaré-Algebra.

A.2 Beweis zur Lorentz-Transformation der Gamma-Matrizen

Wir geben hier zusétzlich zum gruppentheoretischen Beweis von Gleichung (3.10) eine
explizite Herleitung. Dazu definieren wir

:YCL(S) = SLOT(A7 5)’7(18;017,(/\, S) mit
1
Star(A5) = exp (sl ).

eine (Lorentz-)Transformation mit einem zusétzlichen Parameter s. Wir differenzieren
nach s

d~a S 1 c .
ryd( ) - 7wb SLor(Aa S) [[’Yb, ’YC]ﬂ VG}SL(}T(A’ S)
S 8
1 —
- iwbcsLor (A, ) (nac')/b - nabfyc) SLolr (A, s)
= wb A (s)
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A.3 Eigenschaften A MATHEMATIK DER GAMMA-MATRIZEN

und finden eine Differentialgleichung erster Ordnung mit der Anfangsbedingung
Ya(0) = 7a
fiir 4,(s). Die eindeutige Losung dieser Gleichung ist
Fal(s) = ()" s
damit erkennen wir fiir s = 1
Sror(M)VaSpa(A) = A 7,

die gesuchte Gleichung (3.10).

A.3 Eigenschaften der Gamma-Matrizen

Wir werden hier hdufig verwendete und hilfreiche Identitdten der Gamma-Matrizen ta-
bellarisch zusammentragen und beweisen. Zudem unterscheiden wir an manchen Stellen
zwischen beliebigen Dimensionen und geraden Dimensionen, da in geraden Dimensionen
immer eine zusatzliche Matrix 7, mit

i(=1)

Vi = Téﬂ/lu-ﬂzd/—y‘ul . fy/‘d

ol

auftritt, um eine vollstéandige Basis der Matrizen im Spinorraum angeben zu kénnen. Die

hermitesch konjugierten Gamma-Matrizen 'yL werden durch

v = —hyh !

gebildet, dabei wihlen wir h so, dass hf = —h gilt, vgl. Kapitel 3.2.2. Dann finden wir
fiir 'yl

. Ny
i(—i)z _
R Vi = D L
. Ny
. (_1\d4/2 1(_1)2 ~ _1\dp A pip—1 .
= —(-1) d Epr g (1) hytd L AHTRT | d ist gerade
RN =l g1
e, (=) U IR = S
= (D) T ()T = S
J=0
2
= — (71)‘12/2 hy.h™! | d ist gerade, also auch %

= — hyh ™!

das gleiche Verhalten wie bei den Gamma-Matrizen.
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e Matrixidentitaten in beliebigen Dimensionen

(i) {’y,ﬂm ™= ’Yu{%a ™) — [’m,%\]% | gilt sogar fiir beliebige Operatoren
(1) [y 1] =l )t — {1t | gilt sogar fiir beliebige Operatoren
=200V — 293V | gilt nur fiir die Gamma-Matrizen

) Al =49, — 49037 + 207 Wl
) s vl ] = 4guavu — 490
V) WYY + WYV = 2 (G Y — GuwYa + Joap )

) [l ] =4(d = 1)6) + 2(d — 2)[v*, ]

) [l s vol] = =4(98385 = 9uob3 07 — gund 05 + 9u003i67) e, 5]

e Matrixidentitdten in geraden Dimensionen

) {'7*7 'YV} =0
) Y v = —ds
) =1
(iv) [’V*a 'Y,u] = 2%V
) ['Y*’V;u V] = 207«
) v Wt = vl vl

e Eigenschaften der Spuren in beliebigen Dimensionen

) trvy,=0

)ty ] =0

)t () = dyl

(iv)  tr(7aY87yu) = 0 nicht fiir d = 3
)t (Va8 W) = dy (9apguw — Japdpy + Gavgpu)
)t (Ve 8l Ve W) = 4dy (gaugﬁu — Jap9pv)

e Eigenschaften der Spuren in geraden Dimensionen

try. =0

)

) tr(77y) =0

(iii)  tr(vuvys) = 0 nur fiir d > 4
) tr (V) = —dyEp in d =2

68



A.3 Eigenschaften A MATHEMATIK DER GAMMA-MATRIZEN

e Beweise zu den Matrixidentitédten in beliebigen Dimensionen

1) v m} = Y e — Y Y = Yud s A — e Wl
(1) [vavws WAl = Y + Y% = YA — WYY = Yl I} = v m
= 20U\ Y — 29\ Vv
(i) { s Wl v} = [y wlva + 9 7] | 7 nach rechts tauschen
= [V YW+ 290070 = 20uA Y F VYo YA — 2002V 29100 — Vo Yu YA
= 49,0 — 4902V + 2[Vu, Wl
) [ wh ] = [ ] = [ ] = 4907 — 49,
(V) VYoV T WY Vi = 2000V — VYoV + VYoV = 2 (GowYu — Gu Yo + Gaptv)
vi) [ vl ] = e = Yo Y = VY Y + YoV
= ddy"y, — 67"y + 279" = 4(d — 1)6} + 2(d — 2)[v", 7]
(viD) [ Wy s Yol ] = Y [s s Yol] + [0 s Yol 10 — (2 )
= —4(9ux030] — 9uo026 — gurd0l + Gua 02 0L ) Ve Vel

—

e Beweise zu den Matrixidentitdten in geraden Dimensionen

(i) wir wéhlen lokal inertiale Koordinaten und bilden

7 (@) = e, (2)7" (@),
damit erhalten wir fiir v,
Lod
V() = %5;‘1...%7”1 ...yMe | v, ist Skalar unter Koordinaten-
. d

L od .
= i dl!) €ty a7 | transformationen

i(—i)2 1a
= %&11...1@7 b -

= i(—i)2y0.. .0
und so fir den Antikommutator

/ad

{77} = {7s,7“}e%, | dav'® mit d — 1 Gamma-Matrizen anti-
=0 | vertauscht und d gerade ist

(i) Y = =" = —dn
(iii) wir benutzen die Darstellung von 7, aus dem Beweis zu (i)
fyf = 12(—i)d7'0 .. .'y’d_lfylo .. .’y’d_l | d gerade und (7’0)2 =1

(—l)d/zf)/1 .. .fy’d_lfy’l . .'y’d_l(—l)d_l | d — 2 weitere Vertauschungen
d

= ()21 (<) = ()
I

(V) [ Yl = YV — VuVe = 2%
(v) [’V*'Y;u YW = VeV Yo — Vo VsV = 29 Y+
(Vi) {v Y W} = VeV F e = VeV W
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e Beweise zu den Spuren in beliebigen Dimensionen:

(i) mit v/ # p und {fy”/,fy”/} = 2¢"""'1, keine Summe iiber v/, folgt
try, = g"% tr ('y”/'y’/fm) | ausnutzen der CA
= _gl’% tr (v y,7"") | Zyklizitit der Spur
— *gy% tr *y,ﬂ”/v”/
=—try, =0
(i)  trlye, w] = tr (yuw) — tr () = 0 | Zyklizitdt der Spur
1
(iii)  tr(y*y) = 3 tr{v", v} =0 trI =d o}
(iv) fiir d > 4 wihlen wir v/, mit v/ & {«, B, u}
aus {7”/77”/} = Qg”l’/l, keine Summe iiber v/, folgt
tr (VaV870) = gy—%l/, tr (fy”/fy”/’ya’ymu) | ausnutzen der CA
= ——g,},,, tr (v Yav8 77"
= = tr (s
= —tr(Yay87) =0
fiir d = 2 bilden wir
tr (Yavs7u) = tr (31570 ¥8%) = — tr (Va8 V%)
= —tr (Yayp) =0

(V) tr (’7047,37#71/) = 2g/w tr (’70/76) —tr ('7017571/’7#)
= 2dvgaﬁguu - 2d’ygaugﬁu + 2dvga1/gﬁu —tr (fYV’YOZP)/BFYN)
= d’y (gaﬁg;w — Gap9py + gal/gﬂu)

(vi)  tr ([Yas 'Yﬁ] ['Yua W) =4 (% trl( [Yaus ’Y,B] ['7;“1’711]) + d’yg?ﬁguu) - 4dlvgaﬂg;w
= 4tr [(5{7a775}+§[7a775]) (5{7u77u}+§[7u77u])]
—4dygapGuv | verwenden von (v)

= 4d, (gaugﬁu - gaug,b’v)
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e Beweise zu den Spuren in geraden Dimensionen

i(1)

[NI[o8

(i) troy.= Tgm---ud tr (yH .. Ay | Zyklizitat der Spur
o
i(=i)2 . Hd q B e
= G tr (yHayHt oL yHa-1) | d — 1 Indexvertauschungen
da
i(—i)z _
= as tr P gp)
=—trv.=0
(il)  tr(9"y%) = —tr (77") | vel. Matrixidentitéten in geraden Dimensionen (i)

=—tr(7"7%) =0
e 1
(ili)  tr (yuys) = P tr <7A7>\7u%7*)
1 A
1
= 7 |:2 tr (’YM'YV'Y*) —2tr (’yy’)/,u’}/*) + tr (7}\7}1711’}/)\7*)}

1
= g {4 tr (’y,/yy’y*) —tr (’y,\’m%’}’*’f\ﬂ

4—d
= Ttr (’Y,u’YV’Y*) =0 H fir d > 4
. 1. d,
(iv)  tr () = SEagtr (’m%v"vﬂ ) = 5 Cap (gwgo‘ﬂ AR )

= —d\Ew

e Produkte der Basiselemente in d = 4

Wir geben tabellarisch die Produkte zwischen den Basiselementen an. Das Element
links oben in der Tabelle wird mit dem Element der linken Spalte der jeweiligen
Zeile von rechts multipliziert. Das Ergebnis driicken wir dann durch die Elemente
der obersten Zeile aus. Dabei muss ggf. noch in der letzten Spalte und der letzten
Zeile der antisymmetrische Teil beziiglich o und S sowie beziiglich k und o des
Vorfaktors herausgezogen werden.

I T % v | %Ya | Daovsl || % | 1| % | Ya | %Y | a7l
I (100 0 0 I [o[1]0] o 0
% 0|10 0 0 % |1]0]0] 0 0
7% 0] 0]dr] 0 0 % |00 ] 0] o2 0
Y [0 0] O 0% 0 YYe | 0| O | 02 0 0
ol [0] 0] 0] 0 | 6265 ||l [0]0] 0] 0 |3
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Yo I | % Yor VYo | [Vas 8]
I 0 0 59 0 0
Vi 0 0 0 —09 0
Y | gm| O 0 0 1505y
Vv | 0 | —gpm 0 0 —15:"P
(Vs ve) | O 0 2(9ps95 — Gpody) 12€ e 0
VxVp I Vx Ve ERE [’7047 B ]
I 0 0 0 09 0
Vi 0 0 —09 0 0
-~ 0 | gpw 0 0 ig,.®P
V¥ | —Gpx | O 0 0 —Loasy
['7/@7 'YO] 0 0 iQébf{& ¢ 2(gpn5? - gpﬂag) 0
[70, 2] I Ve Yo YV [Va, V5]
I 0 0 0 0 350y
Y 0 0 0 0 18,00
(0%
Ve 0 0 2%’?% Ap’; V|2 0
ey~ . 2 5ag)\l'€
VeV 0 0 126 5. E 5p§g,m) 0
hm 'YU] 4(gpog)\n i4ép)\mr 0 0 Q(Qprig)\agaﬁ —Y9po9ra9kp
—9prIAro) —9rwGpadoptIraGpadrs)
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B Beweise der Theoreme

B.1 Beweis des Weldon-Theorems

Wir suchen eine Aussage zur Verdnderung der Gamma-Matrizen unter einer infinitesi-
malen Variation der Metrik AgH”. Dabei werden wir das Weldon-Theorem beweisen. Wir
beschrianken diese Aussage auf zwei, drei und vier Dimensionen, das Ziel folgender Ar-
beiten kann es sein, dieses Theorem auf beliebige Dimensionen zu erweitern. Bei dem
Beweis in vier Dimensionen halten wir uns an das Paper [5] von A. Weldon selbst, den
Beweis in zwei und drei Dimensionen fithren wir analog dazu. Zum Beweis des Theorems
variieren wir die CA

{ANH A} + {*, Ay} = 2A¢0*71
und miissen diese Gleichung effektiv nach den Av* auflésen. Wir benétigen eine geeignete
Basis fiir die moglichen CA-Elemente, um die Ay* zu parametrisieren.

Im flachen Raum ist es wohlbekannt, dass in der irreduziblen Darstellung die Gamma-
Matrizen selbst, alle moglichen Kommutatoren der Gamma-Matrizen und das Einsele-
ment I eine vollstdandige Basis bilden. Dies gilt auch im gekriimmten Raum, da wir die
Gamma-Matrizen des gekrimmten Raumes an jedem Punkt x durch

V(@) = ey (2)y" (@),

eine Linearkombination von Gamma-Matrizen aus dem flachen Raum, darstellen kon-
nen.

Daher parametrisieren wir je nach Dimension
2AHy, + 8 THY, ,

d
AP = ¢ 8THY~,, , d
2AHy, + 8 THyy + BFy, 7y, + CHBly,,v5) , d

[
NGNS

die Variation der Gamma-Matrizen. Wir haben von vornherein Anteile zur I weggelassen,
da v* + A~y* wieder ein Element der CA sein soll und damit 0 = tr(y* + AvyH) = tr Ay#
gelten muss. Wir fiihren den Beweis fiir jede Dimension gesondert.

Fiir d = 2 erhalten wir durch Spurbildung
tr ((AYy*)7") = 24* tr(1y”) + 8 TH tr(va7”) = 8d, TH

tr ((Ay")7" + (Ay")7")

1
= T = (T 4+ 1) =

16d.,
S ({AY", 4"} + {Ay",41}) = ! Ag' trl
32d,, ’ ’ 16d.,
1
= —Ag".
167
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Das setzen wir in Ay* ein und gelangen mit T = %(T‘“’ —T"H)
AP = 2AM~, + 8 THY, = A%261y, + 8 (T1Hed 4 Tlkel)
= %(Ag’”)% + Ao, ¥} + T4 (55 — 570)
= %(Ag’“’)% — Ao ] = T [[7a, 781, 7]
= %(Ag‘”)% — [MA"], M = A%ave + T [y, 5]

zu dem gesuchten Theorem.

In drei Dimensionen gehen wir &hnlich vor, zunéchst bilden wir wieder die Spur

1
tr ((Ay*)y") = 8TH tr(v47") = 8d, T = T}y = 1—6Ag’”

und finden damit auf die gleiche Weise
1
Ayt = §(T 1 4+ TW )y = 2 (Ag" )y — T [y, 98], 7]
1 1%
= 5 (8¢ = M A*], M =Ty, 7]

das gesuchte Theorem.

Der Beweis in vier Dimensionen wird etwas aufwendiger als in zwei oder drei. Der erste
Teil ist identisch, wir bilden wieder die Spur unter Verwendung d., = 4

tr ((Afy“)fy”) = 2A" tr(v") + 8TH tr(vaY") + B** tr(7evaY") + Ccrebh tr([Yas v8)7")
=327 = T} = iAgW.
16
und sehen wieder, dass der symmetrische Teil von T#” durch die Variation der Metrik

bestimmt ist und somit noch der antisymmetrische Teil mit sechs freien Parametern 7'+
bleibt.

Fiir den Beweis benétigen wir aber noch Aussagen iiber die Parameter B#* und CH5,
Aus der Antisymmetrie von [ya,7vs] in den Indizes kénnen wir C#*# = CHle8l fordern.
Setzen wir unsere Parametrisierung fiir A+* in die variierte CA ein

2(Ag")T = {AV", 4"} + {7", A"}
= 247, 7} + 8 T"* {70, 7'} + B** {7470V} + C*** {[Va, v8), 7" }
+ 24" {7, ¥} + 8T (Y0, 7"} + B {1¥0 v} + C { [ v8), v}
= 32T 4 XMV Yy Y
und definieren die Abkiirzungen
XM = B"[ya, 7] + B"*[Yas "]
Y =GP {[ya,78],7" } + C**{ [Var 180, 7}
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dann erhalten wir
0 =7 X* +YH.
Da v, X* = X* v, und v, Y* = =Y, gilt, folgt auch

0= (1 X" + YY)y = XMy + 1Y,
=y XM Y
und damit miissen sowohl die X#* als auch die Y*” einzeln verschwinden.
Zur Einschriankung des Parameters B#*“ bilden wir
0= [ija 71/] = B H’}’a?’}/y]v’}lu] + BY* [[7&7’7“]7 71/]
= 4B"(0y%a — gau”) + 4B (05 Va — gauwY") = 16 By, — 4(90463&6)7“

1 BB 1
= B = 16 tr(4BH*va") = 7‘%‘516 tr(y"9") = —2Pg", P = _ggaﬁBaﬁ

und erkennen, dass B*” nur einen freien Parameter P besitzt.

Um nun noch CH8l soweit wie nétig einzuschriinken, definieren wir Z* als

1% 1 v 1 0% 12 1 ra
7= LY} = O ﬁ{{ha,w],v }rm} +4C ﬁ{{[’ya,’w],’y“},’m}

und finden mit den Identitédten der Gamma-Matrizen von oben
2" = 20" (9838, ) — 265300 ) + {0 810"}
+ %C”aﬁ (255‘{mw} — 205 {%a, Yt + {[’Vaﬁﬂh“,w})
= %C“aﬁ (4(529% ~ 059u0) T+ [Yar v8HY s Y} — [[’mmﬁ],wh”)

+ %Cyaﬁ ([’You 75]{7“7 fYH} - [ha’ Pm}’fyu] 7#)

= 307y, vg) + 20 P ((059u8 — 059pa)l — gupray” + 9ua87")
= 3C" [0, 18] + C** (9817 Y] = 9ualr”',75))

einen Ausdruck, mit dem wir den Parameter C**# i{iber Z¥ = 0, also

1

0 =15t (21", 77])
= 3CYP (5085 — 0405) + CHPg,u5(g"P05 — g"08) — C* P gua (9755 — 9" 55)
e L)) (Quacu[m]> g’ +2 (Q#acu[ap]> g’"

auf vier Parameter V" einschridnken kénnen,
1

V|pK 14 K VK K 2 akK
C[p]=§(g PYE — g"RVP), V :gguacﬂ[ ]
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Damit haben wir jetzt insgesamt nur noch 15 freie Parameter, die wir in der Matrix M
mit

M = Py, + Vo0 4 A%avs + T4, ]

zusammenfassen konnen. Wenn wir nun alle ermittelten Einschréankungen an die Para-
meter in die Matrix Av* einsetzen, dann erhalten wir

Ay =2 A1y, 4+ 8(T et lealyy 4 Broany y + CHOBl [y, ]
= %(Ag“”)%JrT[‘“ﬁ]‘l(éZw—55%)+A°‘2557* —2Py." +%(g’“’Vﬁ —g""V*) [Yas 5]
= 2 (8™ — T [0, 5], 7#] — A%rarer 1] = Pl 7] = V° s 7
= %(Ag’”)% — [M,~"]

das gesuchte Theorem.

Damit haben wir das Theorem, wie es im Paper [5] von A. Weldon steht, bewiesen. Genau
genommen haben wir aber nur gezeigt, dass es notwendig ist, eine solche Darstellung der
A~* zu fordern. Zusétzlich zeigen wir jetzt noch, dass ein bijektiver Zusammenhang
zwischen M mit tr M = 0 und den Variationen A+v* existiert, wenn wir uns die Variation
AgH” vorgeben. Dazu 16sen wir das Theorem nach M auf, indem wir wieder eine volle
Basis fiir M

Pry, + V%, ,d
M = ¢ V%, . d
Py + Vo + A% + T o, vs] , d

Il
INQEGUIIN

analog zu Av* ansetzen. Nun untersuchen wir die Transformation M — [[M ) ’Y“]»Vu]
und erkennen

(M, 34], 3] = Pl v]s 9] + Ve Y]] = 8Py + 4V
(M A", 3] = Va7 7] = 8V a
[IM, ), 30) = P [y 7)) + Ve ¥, )
+ A [[VYar ¥ ) + T [[['Ya,'m]ﬁ“] : w}
= 16Pv, 4+ 12V %, + 4A4%70 + 8T 74, 78],

STV Y
I
B

dass diese Transformation die Basis-Elemente untereinander nicht mischt. Somit ist aus

[[M,A#], 7] = %(Ag“”)[%,w] — [AY*, ] = =AY, ]

die Matrix M rekonstruierbar.
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B.2 Beweis des zweiten Theorems

Der Beweis des zweiten Theorems lauft sehr ahnlich ab wie der des Weldon-Theorems.
Wir zeigen, dass

VAT, 7] =0

die Giiltigkeit von AI', = s,I impliziert, wobei s, eine beliebige nicht spinorwertige
Funktion sein darf. Dazu parametrisieren wir

sl + Puvs + V, “va , d
AFM = SHI + VM a')/a ) d
sl + Puys + V, “Ya + A%V + Ty *’yayvg] 5 d

I
INQJUIIN

ganz analog zum Vorhergehenden. Den Beweis fiihren wir fiir die einzelnen Dimensionen
getrennt.

In zwei Dimensionen finden wir durch Einsetzen
0= y*[Mu, 7] = Py [v: 7] + V. Y V0, ¥ = 2Py + V, 9 [Va, 7]

und anschlieffende Spurbildung

0= tr (v*[My,7"]) = —2P, tr(7:"4") + v, tr (V" [Va, ")) = 4dy P,e"”
unter Verwendung von é*¢,, = d,, dass P, = 0 gilt.
Weiterhin erhalten wir aus

0= tr (V" [Mu, 7)) guw = V,, “tr (VY [Yar W]) = 2d,V, * (0258 — 5261,
dass fiir die V,,

v, koy =V, A

gelten muss. Daran erkennen wir sofort, dass V,;* keine Nebendiagonalelemente haben
darf. Wenn wir nun noch zusétzlich A\ = x wahlen, aber nicht summieren, dann folgt

1
Vo =V =Y VI s
n=0
=2V, =0

insbesondere V,,* = 0. Damit haben wir gezeigt, dass die Aussage in zwei Dimensionen
gilt.

Den Beweis in drei Dimensionen erhalten wir aus den Aussagen fiir zwei Dimensionen,
wir bilden direkt

0= tr (Y [My, 7 1) g = V,, * tr (V9" e ) = 2d5V, @ (5304 — 5304),

7
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sodass wir erneut
A A

vV, 1o =V,

gewinnen und damit vollig analog
2 /
Vo =V =YV Vs
n=0
=3V~ =0

folgern konnen. Somit folgt auch V,;* = 0 und so das Gesuchte.

Der Beweis fiir d = 4 ist ein wenig aufwendiger, wir setzen zunéchst die Parametrisierung
ein

YIMu, 7] = Pav* e, v + VY as v + ALY 1e¥ar 771+ Ty P9 [Vas 18], 7]
[ QPM'V*'YM’YV 4 Vﬂ- oz,yu [’Ya, ’}/V] 4 QAAV’Y”’Y* +8 TA; O"”y”ﬁ’a

und haben dabei ohne Beschrankung der Allgemeinheit 7}, of — T, (Bl gewahlt, da der
symmetrische Teil nichts beitragen kann. Wenn wir nun

0= tr (V"M 7"]) gom
= — 2P, tr (7 ") Vi, 2 tr (Y Ve Y] + 24 (VM) 8 T % tr(7 9 7a)
= 2d,V,, “(520k — 0301) = 2d,(V, #55 — V)
bilden, dann kénnen wir erneut
3

k! _ . _ 'Ml
Vot = Vu“ - Z Vu’ A
©n=0
— 4VH./H/ - 0

folgern, sodass V,;* = 0 gilt. Aus der Spurbildung mit . folgt
0= tr (37" [My,7"]) = =2Pu tr(y#7") +24,7 tr(yuy" ) +8 T, tr(yyya) = —2d, B,
das Verschwinden der P,. Mit Hilfe der Spurbildung iiber .7,

0 = tr (17 My, 7)) = 24,7 tr(veya" ) + 8T, 7 tr(vay"vs) = 2d,Ay”
zeigen wir, dass A/ = 0. Als Letztes berechnen wir

0 = tr (V1! [My, 7)) = 8T, tr (W, 717" va) = 164, T, (9™ — g™'7)
= Tp)\u _ T)\pl/

und erkennen, dass TH*8 = T{r}B oilt. Zusammen mit Tr*# = TrB] erhalten wir

Tl — _ppfa _ _pfpa _ o _ pafp . qpapf o 0,

dass auch die 7T}, @8 jdentisch Null sein miissen. Damit haben wir das Theorem auch in
vier Dimensionen gezeigt.
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C Spin-Metrik und Spin-Kriimmung

C.1 Hermitesche Konjugation der Spin-Metrik

Wir zeigen hier, dass aus der Forderung
= hlyuh™!

folgt, wie die hermitesche Konjugation h gebildet wird. Dazu definieren wir die Matrix
M = h~'h" und konjugieren die CA hermitesch

20,1 = (29, 1)" = {7}, 7S} = 1T ('mh’lh“yy + %h’lh%) h!
= QgWMf1 = 2g“,,(h71)Th =My, + M,

Nach dem gleichen Schema wie bei den anderen Beweisen, fiir die einzelnen Dimensio-
nen getrennt, folgern wir daraus das Gesuchte, indem wir zunéchst mit der iiblichen
vollstdndigen Basis der Gamma-Matrizen M durch

M- s+ pys+ 0" ,d=2
s+ v%y, ,d=3

parametrisieren.

In zwei Dimensionen multiplizieren wir diese Gleichung einmal von links und einmal von
rechts mit M und addieren die Ergebnisse auf, sodass wir

291 = %{’mM%, M} + %{%M’m M}
ersehen. Setzen wir die Parametrisierung ein, finden wir
1 1
5 M, M} = o {yu (sT+ pye +0"70) o, 81+ Py + 0775}
= %Sz{wvml} + %Sp{’m%,%} + %Sv“{w%a%f}
+ %pS{wv*%, I} + %pQ{%ﬁ*%, Yok + %pv“{vw*%, Yo}
+ %v%{wﬁa%, I} + %vap{mﬁa%, Y} + %v“vﬁ{ww%, Y8}

Wir verwenden die Symmetrie der Indizes g und v und zusétzlich

Y Yo Yo + VYoV = 2 (gau')’u — G Vo T ga;ﬂ’l/) )
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um die Gleichung

2001 = 25° gl + 25pgun Ve + 259,00 Yo — 208GV — 20° G — 200% G VeV
+ 20%s (Jow Vi — G Yo + Gapv) — 20°PVe (GarVu — G Yo + Gau )
— 2gﬂy(ga5v°‘v5)l + 4v,v, 1
=290 (52 — p2 — vava) I+ 4v,v,I + 250,79, + 250,70 — 2Py YeYu — 2PVu Y5 Vo
=29 (52 —p? — Uava) I+ 4v,0, 1+ 2(sI — pys) (Vpyu + vuy)

zu erhalten. Da

tr [(SI — ) (VY + vufy,,)] =0,
miissen
(1) 29w = 29w (82 —p? - vava) + 4v,v,
(i) (s —pye) (Vo vu + o) =0

gelten. Die Gleichung (ii) kann erfiillt werden, indem s = 0 = p gilt, dann folgt aber aus
(i), dass es keine Losung fiir v, gibt. Sie ist daher nicht akzeptabel.

Nun ist sI — py, aber mit ﬁ(sl + pv.) invertierbar, solange wenigstens einer der

Parameter s und p nicht verschwindet. Das bedeutet, dass
0=vyyu+vy = (Uyéz‘ + 0,07 ) Ya

verschwinden muss. Daraus folgt aber auch das Verschwinden der v,. Damit reduziert
sich die Matrix M auf

M = sl + py.

mit der Bedingung s? — p? = 1. Wir #indern nun die Variable von s zu o mit s = cosh v,
wobei a € C, da s € C. Damit folgt p = sinh @ und M = cosh al + sinh oy, = e*7*.

Jetzt untersuchen wir noch, wie sich ~, unter hermitescher Konjugation verhélt, diese
Rechnung fiihren wir direkt in beliebiger geradzahliger Dimension durch. Wir finden

IR

i(—i)
! i (d!) Eunara ()T ()]

Y = — (_1)

oad ,
- _ (_1)d/21(_dl')2 (_1)J§o]5M1...Mdhwmeakuz o ea’}’*/y#dh_l

[SlIsH

= — l(_dl|)€~,u1--~/l«th’yulea’y*')’u2 . .yﬂd—lea%«,}/udh—l ” AT = @O A1
—i)2

- h-l‘%éul--.lldfyul cotae o pml = pta (R AT) TR

= - hT'Y*(h_l)T = —hvy.hh.
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Daraus kénnen wir nun mit A~ 'ht = M = e, also hf = he®’*, unter hermitescher
Konjugation

ho= e Mpt = g hIu )t _ pig—an L plo—on
ableiten. Das bedeutet aber, dass
[=eMe @7 = 2 Ma% — ¢ogh(2iIm ) + sinh(2i Im &),

der Term e*7* im Wesentlichen nur vom Realteil von a abhidngt und der Imaginérteil
nur den Unterschied zwischen positivem und negativem Vorzeichen bewirken kann, wir
ersetzen also @ — Re a und schreiben M = +e*"*, a € R.

Fiir den Fall d = 3 erhalten wir analog zu d = 2
291 =29, (32 — vavo‘) I+ 4v,v,1 + 2s(vyy, + vuy).
Hier kénnen wir genauso schlussfolgern, dass s # 0 sein muss, denn sonst gébe es gar

keine Losung. Somit folgt auch hier v, = 0 und damit s> = 1 und M = +I.

C.2 Rechnung zur Spin-Kriimmung

Wir werden in diesem Abschnitt zeigen, dass

1 ) R

a5 Ruvasl, 711077 = =1

gilt. Dazu verwenden wir die Symmetrien Rj,08 = Rjujap = R
erste Bianchi-Identitat R, ,ag + Ruagy + Rugrva = 0. Damit folgt

wlaf) = Rapuw und die

1 1

372R,uua5 [7#7 7’/] [70[7 7/8] = 674R/,waﬁ { [’)/Ma 7y]7 [Fyaa '7'8] }
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Die Matrix werten wir mit den bekannten Eigenschaften der Gamma-Matrizen zu
{7 A1) = {0, 201 = (vt A PL)
= {7, A1} = [ AP
= {01+ [ AP
= " (4g"y® — 4g"P* + 2y APVY) + 4(g"P - gH AP )Y
— 7 (49" 9P — 4g"Py* 4+ 2[5 APIH) — 4(g"Py — g" P )y
= 4g"*{y",7"} — 49" {+*, 7} + 49" {+", 7} — 49"{7", 7"}
o+ 2( Py — P — B By
= 16(g"7g"* — g"*g"")1
45 [ + ) (007} + 1070
+ ({7 + A7) ( v
- (" A+ ) (A +
7] ( v

1
=12(g"?g"* — g"*g"")1 + 3 ({W‘,va], 1} + {47, [v”vo‘]})
aus. Wenn wir nun die erste Bianchi-Identitat

0= (Ruuab’ + Ruaﬁu + R/L,Bua){['}/u, 7”]7 [,yoe’ f},ﬁ]}
= Ruas{ 7", 7] 10,71} = =Ruvas ({17",7°), 10791} +{10",2°), 17721}

verwenden, dann erhalten wir

1
Ruvap{7". 71, 7" 7%} = 12R0p(g" 9" — g"*g"P)1 — 5 Buvos{(2":7"]: 0% +°1}
= 8R,ap(g"P gV — g"*g"P) = —16RI
und damit insgesamt

1 1

V1~ v e R
a5 BwasV 7 0% = o Bwas {071, 021} = =1,

das gesuchte Ergebnis.
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D Delta-Distribution

Wir werden hier nun noch die in 4.2 verwendeten Darstellungen der Delta-Distribution
herleiten, beziehungsweise ihre Eigenschaften iiberpriifen.

D.1 Delta-Distribution im flachen Raum

Um eine fiir unsere Zwecke passende Darstellung von § zu finden, vergleichen wir mit
einer speziellen Darstellung im flachen Minkowski-Raum. Dort finden wir fiir € \, 0

ddp ip(x—y)—i
d—1 i
_ / dp” o0y -0 (@0 —y?) I / AP’ e v (@)
27 Pl 2

die bekannten Fresnel-Integrale. Aus Griinden der Vollstédndigkeit zeigen wir, wie man sie
16st. Wir verwenden den Residuensatz der Funktionentheorie. Da die Integranden keine
Pole in der komplexen Ebene haben, verschwinden alle geschlossenen Wegintegrale. Wir

miissen zwel Falle

o0

dt 425 %)
(1) / 761515 —it,
27
—0o0
[e.e]
(i) / ;1775 o iet?+itd
T
—0o0
unterscheiden, dabei gilt immer ¢ > 0. Wir finden mit der Substitution s = /et — 25—\/5
o] 0 9 —iﬁ o]
Q) / At erzits _ / dt ive-ghpaf | e / ds ols®
2 27 VAr2e
—00 —0o0 —00

0 0 52 0

(ii) / ge—iath—it& _ / ge—i(ﬁt—%)ﬂ-i% — eli ds e—iSQ
2 2 \/m
—00

—00 —00

Integrale, die wir nun in der komplexen Ebene analytisch fortsetzen (s — z) und schliefen
konnen. Zur Losung von (i) wihlen wir die Integrationswege

Ci: z=s , —r < s < r
Cy: z=r+1is , 0 < s < r
C3: z=—-s—is , —r < s < r
Cy: z=-r+is , —r < s < 0
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und fiihren im Anschluss den Grenzprozess r — oo aus. Die einzelnen Integrale sind

oo
/ dzeiz2:/d86182r =3 /dse
Ch
r _9p2
’/ dzel®| = / e </dse2”—1_e " 20
Cs 2r
0 0
T o0
/ dze™ = —(1+1) /dse252 ¥ (1+1) / dse 2" — _/zit]
Cs V2
—-r —oo
0 0 s
‘/ dze?’| = /dsei(r2_52)e2rs < /dse%s = ﬂ =20,
Cy 2r
T -Tr
. 4 .
also finden wir insgesamt aus 0 = § dze'*” = 3 fC dz et’
i=1"C;
o0 T
/ds ¥ = lim [ dse*’
T—00
—o0o -
= — lim </ dzeizz—{—/ dzél +/ dze >
7—00 02 03 4
141
— \/> f — \/>e
Zur Losung von (ii) gehen wir sehr dhnlich vor. Wir wihlen
Ci: z=s , —r < s < r
Cy: z=r—1is , 0 < s < r
C3: z=—-s+is , —r < s < r
Cy: z=—-r—is , —r < s < 0
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als Integrationswege. Hier ergeben sich die einzelnen Integrale zu

T oo
/ dze :/dse_isg = /dse_'152
Cl - —0o0
T ' _2r2
/ dze 2| = /dse_i(’ﬂ_sz)e_ws < /dse_zrs = lze ™ =X
Cy 2r
0
T o
/ dze ™ = (1+i)/dse_232 2 (1 41) / dse 2% — _\/ri ]
C3 V2
—-Tr —00
0 0
— o2
/ dze | = /dse_i(rz_SQ)eQTS < /dseQTs _lze ™ =20
Cy 2r
T -7
und wir finden analog
[o¢] '
/dse_i52 = lim [ dse i’
r—00
—0o0 —-r

Also gelten

(1) /dt 1€t2—1t6 e e—i%
2 Ve

—0o0

o P
—iT 2
(11) ge—ieftz‘f'it(s — € 4 eiiis .
27 VAdme
—0oQ

Damit konnen wir die Delta-Distribution des flachen Raums zu

o .
6(x—y)—/(;7re( #—ip?(a® H/ o) +ip! (2’ —y")

i e 0 et W —u)? e id-2)% e=p?
— e e = 76 £
d
VAdme o1 Vdme (4me)2
e 9% | @w)?
ol de
(4me)2

angeben.

85



D.2 Delta-Distribution im gekriimmten Raum D DELTA-DISTRIBUTION

D.2 Delta-Distribution im gekriimmten Raum

Mit dem gerade gefundenen Ergebnis konnen wir in maximal symmetrischen Rdumen
mit R < 0 vermuten, dass

eine Darstellung von ¢ ist. Die Einschrankung R < 0 ist wichtig, da der Raum fir R > 0
in gewissem Sinne einer Kugel entspricht. Dann miisste aber beriicksichtigt werden, dass
der Raum in diesem Sinne endlich ist.

Fiir den Beweis der Darstellung der Delta-Distribution zeigen wir, dass

f(z) = / dy F(4)6(z — y)

fiir alle glatten Funktionen erfiillt ist. Dazu brauchen wir einerseits

;i_1r>r(1)416 2 (x,x +Vdez) = hm 41 G () (2 — 2t — Vdez!) (2¥ — 2¥ — Viez")
= z“gu,,(a:)z”

aus (ddg)? = g da#dz” und andererseits die Identitét

Lk}

: v 1 a
ddy elyﬂAuuy — 7T§€1d )
Vdet A

Diese Gleichung kénnen wir leicht zeigen, wenn wir eine Drehung der Koordinaten
y — Oy mit OF = 071, det © > 0

durchfiihren, sodass die Matrix A = OTAO diagonal wird. Eine solche Transformation
existiert immer, wenn A symmetrisch ist. Da OT = O, folgt

det O = det O = det 07! = (det ©) !
also det @ = 1. Dann gilt det A = det(OTAO) = det A, d%y — d%(Oy) = d%y und
d—1

P Ay’ =yT Ay = yTOTAOy = yT Ay =Yy Ayt
n=0
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D DELTA-DISTRIBUTION

D.2 Delta-Distribution im gekriimmten Raum
So lésst sich mit den bisherigen Ergebnissen die gesuchte Formel
/ddy eiy“Au,,y” —_ /ddyeinAy — /ddyeinAy
d—1
i HIA 7,7 M/ d_l !~ !
- /ddyel“z_:oy - H /dy”“' V" A v”
pn=0
L 4 id

d—1
T iT
et = —T2e
Vdet A

INH

, A“/#/ >0

berechnen. Dabel ist
AHINI )
2 , A“I’u/ < 0

—(y —x)

ist und erhalten mit der Substitution z = T

—idT
g / dly f(y) M(y)e

d —_— p—
/ d% f(y)o(z —y) S
- /ddz fla + Viez) M(x + Viez)e" 9nv (@)=

= lim v
eNO 13
_idT
M) [tz

w2
s

iM(x) Rt

 dZ(z,y)

und analog fiir det A. Jetzt zeigen wir, dass der obige Ausdruck eine Darstellung fiir §
4e

« —idT 2
ie 1 .do(=w,y)
e = M(z)
2

die gewiinschte Eigenschaft der Delta-Distribution. Daher ist nun auch klar, dass

T S A C)
© 4d ol M(y) und
)2 (4me)

(4me

zwei dquivalente Darstellungen sind.
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Symbolverzeichnis

Im Symbolverzeichnis werden zuerst die lateinischen Buchstaben nach dem Alphabet
aufgefiihrt, dann die griechischen nach dem griechischen Alphabet und im Anschluss die
Sonderzeichen alphabetisch nach Threm IXTEX-Code.

e lateinische Buchstaben

Symbol Bedeutung

a,b,c Raumzeitindizes fiir die lokal inertialen Komponenten
a Lorentz-Boosts der Poincaré-Transformationen
a,“(x) Tensorfeld zur Beschreibung des Spin-Zusammenhangs

mit a,* = (1/8) tr (1.09,7*) (nur d = 4)
(da) Abkiirzung fir A(dg) = Kk cot(kdg)

) U(1) Eichfeld

(da) Abkiirzung fir B(dg) = (k/4) tan(kdg/2)
d Dimension des betrachteten Raumes
dg(z,y) geodéatischer Abstand

d, Dimension der Gamma-Matrizen (d x d., - Matrizen)
D, kovariante Ableitung nur beziiglich der Raumzeitindizes
D(z,y) Abkiirzung fir ©(x,y) = (77,;1.7:)2 (z,y)
e, (x) Vierbein mit Inversem e’’,
f(Ruup)n F,ul/) Abkﬁrzung fiir (1/4) [’Y'uv 71/] [v,ua VUW = f(Ruuoz,By Fpu)w
f(dg, s) Funktion zur Beschreibung des Heatkernels von G(z,y;m)

Fu(x) Feldstérketensor des Eichfeldes A, mit F),, = 0,4, — 0, A,
Fi(x,y) feldabhéngiger Anteil von I'Y” (z,y) + Ry(z,y)

g(z) Determinante der Metrik mit g(z) = det*) ()
G () Metrik des gekriimmten Raumes mit Inverser g
g(dg, s) Funktion zur Beschreibung von f(dg, s)

d, gk Kopplung im Gross-Neveu-Modell

Gk dimensionslose Kopplungskonstante mit g, = kg

G(z,y;m) | Greensche Funktion zum Operator WQ —m?l
GL(n,K) allgemeine lineare Gruppe vom Grad n iiber dem Kérper K

h(x) Spin-Metrik mit h = 3™ und hf = —h
1,7,k Summen- und Zéahlindizes
iL Poincaré-Gruppe

mit il = {(A,a) :a € R4, A € GL(RY), A A et = nob}
I,J K Spinorindizes

I Einselement im Spinorraum
J(x) Quellen der bosonischen Felder von ¢
k Renormierungsskala
ke, k. kritische Renormierungsskala mit gk‘cl =0, k.= ke /Ao
K(z,y;s Laplace-Riicktransformierte von —G(z, y; m)

)
L(},0u0) Lagrange-Dichte



Symbol | Bedeutung (Fortsetzung der lateinischen Buchstaben)
m »Masse* des Fermions
Map Generator der Lorentz-Transformationen der Poincaré-Algebra
M(CL’) Abkiirzung fiir 'y,t = eMy,e™ mit tr M =0und Mt =M
M(x) Volumenmafs im gekriimmten Raum mit M(x) = \/—g(x)
n,(z,y) | Einheitsvektor entlang einer Geodéte mit n, = d,dg
N, Anzahl bosonischer Felder
Ny Anzahl bosonischer und fermionischer Felder mit Ny = Ny, + 2N,
Ny Anzahl fermionischer Felder
pul) Vektorfeld zur Beschreibung des Spin-Zusammenhangs
mit p, = (1/2dyd) tr (v Dpy"”)
P, Generator der Lorentz-Boosts der Poincaré-Algebra
P pfadgeordnetes Produkt
Pr(z,y) | feldunabhingiger Anteil von I'? (2, y) + Ri(z,y)
q Ladung des Spinors ¢ im Eichfeld A,
r(x) Funktion zur Formung des Regulators
R(z) Kriimmungsskalar mit R = R, g"”
R, (z) | Ricci-Tensor mit Ry = Ryuavg 9°°
R, (x) | Kriimmungstensor mit R;,;,%, = 9,I'y, — 8, + ), I'0, — T, T'7,
Ry(z,y) | Regulatormatrix
R{(z,y) | bosonischer Regulator
RZ (z,y) | fermionischer Regulator
su(x) Vektorfeld zur Beschreibung des Spin-Zusammenhangs
mit s, = Ims,
s, () Realteil von s, mit sj, = Res, = (1/2)d,¢
sy () Imaginérteil von s, mit ), = Ims, = ¢4,
5(x) Abkiirzung fiir § = ie™%
S(z) Spinbasen-Transformation
S[9] klassische mikroskopische Wirkung
Sk[®, x] | skalenabhéngige regularisierte Wirkung
mit Si[¢, x] = S[¢] + ASk[¢] — [x¢
ASk[¢] | Regulatorterm mit ASk[¢] = (1/2) fxfy d(x)Ri(z,y)P(y)
Str,STr | Symbol fiir die Superspur, entspricht tr, Tr fiir den bosonischen
Sektor und — tr, — Tr fiir den fermionischen Sektor
SL(n,K) | spezielle lineare Gruppe vom Grad n iiber dem Kérper K
Stor Darstellung eines Elements der Poincaré-Gruppe
mit Sror(A) = exp ((1/8)w®[vq,75)), wobei (A)?, = (e‘”)?b
Sm(z,y) | Greensche Funktion des Diracoperators
t,f‘ﬁ (x) | Tensorfeld zur Beschreibung des Spin-Zusammenhangs
mit ;% = —(1/32) tr (v*D,y?) (nur d = 4)
tr, Tr Symbol fiir die Spur einer Matrix, tr bildet die Spur nur iiber
diskrete Indizes, Tr auch iiber kontinuierliche
T Symbol fiir die Transposition
T symbolischer Stellvertreter fiir ein Vektorfeld




Symbol | Bedeutung (Fortsetzung der lateinischen Buchstaben)
U(l) unitdre Gruppe vom Grad 1
U(z,y) | Parallel-Propagator
U;'La(a:) Tensorfeld zur Beschreibung des Spin-Zusammenhangs
mit v;® = (1/4d,(d — 1)) tr (h*, 7] Du7")
Ve raumzeitliches Volumen mit V, = ffy 1
w(z,y) | Abkiirzung fiir w = kdg/2
W{x] Schwinger-Funktional
Wi [x] skalenabhéngiges Schwinger-Funktional
T, Y, 2 Raumzeitpunkte mit den Koordinaten z*,
z. 'T. auch als Variable z. B. fiir Integrationen
(z,y)y | Abkiirzung fiir (z,y), = x*nz"
(x)y Abkiirzung fiir (x), = (z,z),
Zx] erzeugendes Funktional der N-Punkt-Funktionen
Zy Renormierung der Spinoren im Gross-Neveu-Modell

e griechische Buchstaben

Symbol | Bedeutung
By Beta-Funktion zur Kopplung g
v Gamma-Matrizen des flachen Raumes
() Gamma-Matrizen des gekriimmten Raumes
ve () zusatzliche Gamma-Matrix der Clifford-Algebra fiir gerade d,
mit v, = (i(—i)%/d!)émmud'y“l Syt
Iy(x) Spin-Zusammenhang ohne Vierbein mit
Pp=v"Y% +purs+slind=2
Fp=v,"%+slind=3
r,= tﬁaﬁ[fya, Y6l + v, Yo + @, YoV + Ppys + sl ind =4
FK#(Nx) Raumzeit-Zusammenhang mit I'y | = %g”p(a,\gp# + 0ugpxr — Op9ru)
ING) effektive Wirkung
r k[qg] skalenabhéingige effektive Wirkung
I’;f) (xz,y) | zweite funktionale Ableitung der effektiven Wirkung
0(x—y) | Delta-Distribution mit §(z—y) = 0,z # y und fx(é(:c—y)//\/l) =1
d(z,y) | Delta-Distribution fiir Spinoren mit é(x,y) = 0(z—y)U(z,y)
b Kronecker-Delta
Epr ot Levi-Civita-Symbol mit ¢;_g=¢el+4=1
Epropng(T) | Epropg = Mepy . py und gF1td = —(1/ M)ettHd bilden Tensorfelder
n(z),7(z) | Quelle der fermionischen Felder von ¢
TNab Minkowski-Metrik mit Signatur (—1,1,...,1)
k() Abkiirzung fir kK = \/R/d(d — 1)
Ay, V Raumzeitindizes fiir den gekriimmten Raum
A2 Abkiirzung fiir A2 = —(k2/4A3)



Symbol | Bedeutung (Fortsetzung der griechischen Buchstaben)

A Lorentz-Transformationen der Poincaré-Transformationen
(A, a) Element der Poincaré-Gruppe
Ao Mafk fiir die Gitter-Diskretisierung

&*z|(y) | lokal inertiale Koordinaten an z in y
o(x,y) | Abstandsmaf in maximal symmetrischen Rdumen
mit o(z, ) = (1/2)15(x — ) (& — y9)
T Abkiirzung fiir 7 = V2 /k?
o(z) alle bosonischen Felder von ¢
ws(x) symbolischer Stellvertreter fiir ein Skalarfeld
o(x) Vektor aller auftretenden Felder einer betrachteten QFT
D, () Spin-Kriimmung mit ¢, = 0,I', — 0,I',, + [I', T')]
x(x) Quelle des Vektors ¢
Y(z),9(x) | Spinorfeld ¢ und Dirac-konjugiertes Spinorfeld 1) = 1Th

v, konstante Spinoren zur Auswertung der Flussgleichung
w?y Parametrisierung einer Lorentz-Transformation A mit A = e¥
Q(x) Potential zur Beschreibung des Realteils von s,

e Sonderzeichen

Symbol | Bedeutung

{-, -} | Antikommutator mit {4, B} = AB+ BA
[, ] Kommutator mit [A, Bl = AB — BA
T Symbol fiir die hermitesche Konjugation
Integral iiber z inklusive dem Maffaktor M mit fx = [daM(x)

I
(-)Uacx, (), | Erwartungswert bei Anwesenheit der Quelle x mit (-), _g = (*) 4.
() kox skalenabhéngiger Erwartungswert bei Anwesenheit der Quelle x
1 Einselement fiir die zusammengefassten Vektoren aller Felder
1y spezielle Eins fiir die zusammengefassten Vektoren, siehe (5.4)
Vi kovariante Ableitung, auch beziiglich der Spinorindizes,

dabei ist V2 = g’V .V,
VE}’), Vf;) kovariante Ableitung beziiglich der Variable y
Y, WT iiber die Gamma-Matrizen kontrahierte kovariante Ableitung
mit ¥V = YV, und WT = V“TVE
partielle Ableitung
Abkiirzung fiir ) = 0/0y* bzw. o) = g" (y)dy”

0,

W) A
Y
N5 0y
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