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1 Einleitung

Der Higgs-Mechanismus ist ein zentraler Bestandteil des Standarmodells der Teilchen-
physik, welches eine ungemein erfolgreiche Theorie darstellt, um die Physik auf kleinen
Mafsstdben zu beschreiben. Dieses enthélt alle bis jetztﬂ beobachteten Materieteilchen und
beschreibt deren Interaktionen durch drei der vier bekannten fundamentalen Wechselwir-
kungenﬂ duflerst akkurat und wurde in einer Vielzahl von Experimenten getestet. Die
mathematische Beschreibung der Wechselwirkungen erfolgt iiber lokale Eichtheorien. Um
in diesen massive Teilchen konsistent beschreiben zu koénnen, schlugen 1964 Higgs, Kib-
ble, Guralnik, Hagen, Englert und Brout einen Mechanismus vor, der unter dem Begriff
Higgs-Mechanismus bekannt wurde [I}, 2] [3, 4]. Durch diesen erhalten sowohl die schwachen
Eichbosonen als auch die Fermionen ihre Masse, in dem diese an das Kondensat eines neu
eingefiithrten skalaren Feldes koppeln. Das damit ebenfalls postulierte skalare Boson galt
nach Entdeckung des 7-Neutrinos im Jahre 2000 als letzter nicht beobachteter Baustein
des Standardmodells. Die Suche nach diesem wurde in den letzten Jahren intensiv durch-
gefiihrt. Daraus resultierte ein neu entdecktes Teilchen [5] [6], welches die Eigenschaften des
vorhergesagten Higgs-Bosons zu besitzen scheint.

Vor diesen experimentellen Tests wurde eine Vielzahl theoretischer Voriiberlegungen
durchgefiihrt, ob eventuelle Massengrenzen fiir das Standardmodell-Higgs existieren. Von
zentraler Bedeutung ist dabei die Erkenntnis, dass das Standardmodell keine fundamen-
tale Theorie sein kann, da beispielsweise gravitative Effekte nicht beriicksichtigt werden.
Spétestens ab der Planck-Skala sind diese in der gleichen Gréfenordnung wie die anderen
Wechselwirkungen und kénnen nicht mehr vernachléssigt werden, so dass sich das Stan-
dardmodell vielmehr als eine effektive Theorie verstehen lasst, die nur bis zu einer gewissen
oberen Energieskala giiltig ist. Diese ist bestenfalls die Planck-Skala, jedoch kann genauso
gut ein geringerer cutoff vorliegen, der auf ein fritheres Einsetzen von neuer Physik jenseits
des Standardmodells hinweist. Fiir einen gegebenen cutoff ist es nun moglich, die Eigen-
schaften des skalaren Potentials in Abhéngigkeit der Parameter der Theorie zu untersuchen
und damit eventuell eine obere und eine untere Grenze der Higgsmasse zu finden.

Erste Massenschranken wurden in perturbativen Rechnungen konstruiert. In diesen wur-
de jedoch von der Annahme ausgegangen, dass die Beitrdge der Top-Quark-Fluktuationen
das elektroschwache Minimum des skalaren effektiven Potentials destabilisieren kénnen und
leiteten aus einer Stabilidtsforderung (oder Metastabilititsforderung) an die IR-Physik ei-
ne untere Higgsmassenschranke ab, vgl. beispielsweise [7, 8, 9] 10} [IT]. Diese Instabilitdten
lassen sich jedoch infrage stellen, da das effektive Potential eigentlich konvex sein sollte.
In Gittersimulationen tauchten diese Instabilitdten nicht auf (vgl. [12]) und in [13] konnte
gezeigt werden, dass diese erst entstehen, wenn die stérungstheoretischen Ergebnisse auf
einen Bereich ausgedehnt werden, in denen diese Naherung keine verlasslichen Ergebnisse
mehr liefert.

Unter Verwendung von Methoden der funktionalen Renormierungsgruppe wurden erst-
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?Diese sind die elektromagnetische, schwache und starke Wechselwirkung. Lediglich die Gravitation
konnte noch nicht konsistent quantisiert werden.



mals in [14] Uberlegungen zu den Higgsmassenschranken in einem einfachen Higgs- Yukawa-
Modell getroffen. Diese scheinen sich direkt aus dem Renormierungsgruppenfluss zu erge-
ben, ohne das Annahmen iiber Instabilitdtsszenarien getroffen werden miissen. Motiviert
durch diese Ergebnisse sollen diese Untersuchungen ausgebaut und genauer analysiert wer-
den. Mit diesem nichtperturbativen Zugang zur effektiven Wirkung liegt das Hauptau-
genmerk dieser Arbeit vor allem auf der Untersuchung, ob Abweichungen des quartischen
Potentials, welches standardméfig in der Storungstheorie verwendet wird, die Higgsmas-
senschranken beeinflussen konnen.

Um das verwendete Modell von Grund auf zu verstehen, werden erste Analysen der
Higgsmassenschranken in einer Meanfield-Naherung durchgefiihrt. Dabei wird zunéchst nur
das fermionisch induzierte effektive Potential untersucht. Nachdem in diesem eine untere
Schranke in der ¢*-Theorie gefunden wurde, erweitern wir das Modell um die bosonischen
Fluktuationen und fithren analoge Betrachtungen durch. Modifikationen des UV-Potentials
fiihren dazu, dass deutliche Abweichungen von der bestimmten unteren Massenschranke
gefunden werden kénnen. Ob dieses Phénomen auch im Falle der vollen Flussgleichung auf-
tritt, wird anschliefsend studiert. Dafiir werden in Kap. 4 die benétigten Flussgleichungen
hergeleitet, um diese in Kap. 5 approximativ zu 16sen. Unter dem Ansatz eines quartischen
UV-Potentials konnten Higgsmassenschranken gefunden werden, die qualitativ das gleiche
Verhalten wie jene in [14] aufweisen. Allerdings wurde dabei ein neuer Ansatz fiir die Kon-
struktionsvorschrift der oberen Schranke gewéhlt. Weiter wird vorgestellt, wie die untere
Higgsmassenschranke durch einfache UV-Potentialanderungen unterschritten werden kann.
Wie sich die Effekte dieser Modifikation auf den Fluss des effektiven Mittelwertpotentials
auswirken, wird ebenso diskutiert wie der Vergleich der gewonnenen Higgsmassenschranken
mit denen, die mittels anderer Methoden berechnet wurden. Physikalische Instabilitdten
sind in keinem der betrachteten Félle gefunden worden. Eine Zusammenfassung der Er-
gebnisse schlieft die vorliegende Arbeit ab.

Die durchgefiihrten numerischen Rechnungen erfolgten mittels ,, Wolfram Mathematica®.



2 Theoretische Grundlagen

Im Folgenden werden die physikalischen Konzepte und mathematischen Formalismen vor-
gestellt, welche fiir die weiteren Abschnitte dieser Arbeit bendtigt werden. Zunéchst wird
ein kurzer Uberblick iiber die Grundlagen der Quantenfeldtheorien gegeben. Fiir die Quan-
tisierung wird der Funktionalintegralformalismus verwendet, so dass die Beschreibung ei-
ner QFT mittels erzeugender Funktionale durchgefiihrt werden kann. Im Anschluss erfolgt
die Darstellung des Wilsonschen Zugangs zur Renormierungsgruppe sowie die Herleitung
und Motivation der Wetterich-Gleichung, die verwendet wird, um Quantenfluktuationen
auszuintegrieren. Wesentlich fiir diese Arbeit ist der Higgs-Mechanismus. Dieser wird kurz
anhand eines Higgs-Yukawa-Modells vorgestellt und qualitativ fiir das Standardmodell dis-
kutiert. Fine Motivation des in dieser Arbeit untersuchten Modells schlieftt die Grundlagen
ab.

Die in diesem Kapitel folgenden Informationen kénnen Standardlehrbiichern wie [15]
und [I6] entnommen werden, beziehungsweise sind vermittelter Lehrstoff in Vorlesungen
wie [I7], [18] und [19]. Didaktische Review-Artikel zum Thema der funktionalen Renor-
mierungsgruppe sind [20] und [21]. Sofern nicht weiter angegeben sind alle quantitativ
angegebenen physikalischen Grofien und Parameter des Standardmodells wie Teilchenmas-
sen oder Kopplungskonstanten [22] entnommen.

2.1 QFT, erzeugende Funktionale, effektive Wirkung

Alle physikalisch relevanten Informationen, die aus einer Quantenfeldtheorie gewonnen
werden konnen (wie Wirkungsquerschnitte, Zerfallsraten, Teilchenspektren, ...), sind in
den n-Punkt Korrelationsfunktionen kodiert. Diese werden formal eingefiihrt durch den
Vakuumerwartungswert eines zeitgeordneten Produktes von n Feldoperatoren im Heisen-
bergbild ¢(x;). Eine fiir die folgenden Rechnungen dufierst praktische Darstellung der zu
bestimmenden Erwartungswerte liefert der Funktionalintegralformalismus. In diesem er-
hélt man die Korrelationsfunktionen per Definition aus dem Produkt der n Feldoperatoren
an verschiedenen Punkten der Raumzeit gemittelt iiber alle moglichen Feldkonfigurationen
(Quantenfluktuationen). Die Mitteilung wird dabei mit einem Phasenfaktor der Wirkung
gewichtet. Bei dem Ubergang zu einer euklidischen Feldtheorie iibersetzt sich dieser Pha-
senfaktor in ein Exponential der negativen Wirkung. Dieser Ubergang wird durchgefiihrt,
da durch die Indefinitheit der Minkowski-Metrik die Situation auftreten kann, dass die
Skalarprodukte zwischen ko- und kontravarianten Vektoren sehr klein werden oder sogar
verschwinden konnen. Dies kann umgangen werden, indem eine Wick-Rotation durchge-
fiihrt wird: 29, — —i2®, #)y — #. Dadurch wird die Minkowski-Metrik in eine euklidische
iberfithrt (abgesehen von einem globalen Minus), p’fV[pMM — —p!'py = —0upHp”. Ist das
Skalarprodukt p'p, = p? nun kleiner als eine gewisse obere Schranke A2, ist sichergestellt,
dass jede einzelne Komponente des euklidischen Impulses kleiner als A ist, wodurch im
spateren Verlauf der cutoff als eine maximale Energieskala in sinnvoller Weise eingefiihrt
werden kann. Aus diesem Grund werden alle nachfolgenden Rechnungen in euklidischer



Raumzeit durchgefiihrt. Damit ergibt sich nun folgende Darstellung der Korrelatoren:

xT1)--- T 6_5[@]
QT[@(21) - p(an)] [Q) := fD¢¢};))(peﬁ[¢] !

= (p(z1) - - p(@0)) -

Der Nenner in dieser Definition dient lediglich zu Normierungszwecken, damit (1) = 1 gilt.

Die Korrelationsfunktionen kénnen in einem erzeugenden Funktional Z[.J] zusammenge-
fasst werden, indem die Wirkung um einen Quellterm [ Jp = [ d%x J(x)¢(x) verschoben
wird.

210 = / Dy e=Slel+] Jo = W1,

Die entsprechenden n-Punkt Korrelatoren erhédlt man nun durch n-fache funktionale Dif-
ferentiation beziiglich der dufieren Quelle und Auswertung des entstehenden Ausdrucks an

der Stelle J = 0:

1 "
(@) elen)) = Z0 5T -6

Z[J] .
J=0

Dariiber hinaus lasst sich mit dem Schwingerfunktional W[J] = In Z[J] ein erzeugendes
Funktional der zusammenhéngenden Korrelatoren einfiihren. Dieses hat den Vorteil, dass es
im Gegensatz zu Z[J] keine faktorisierten Anteile der Erwartungswerte (wie beispielsweise
(p(x1)) - - - (p(xy))) mehr enthilt, welche keine neuen physikalischen Informationen liefern.
Dass das Schwingerfunktional tatséchlich nur zusammenhéngende Korrelationsfunktionen
erzeugt, soll hier nur kurz anhand der 2-Punktfunktion verdeutlicht werden:

§2W[J]
0J(x1)0J (z2)

__ 0 b eo)e—SleS 7
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Analog lasst sich diese Rechnung fiir héhere n-Punkt Funktionen (n > 3) durchfiihren,
wobei die zusétzlich entstehenden Terme die nicht zusammenhéngenden Anteile des Kor-
relators (¢(z1) - - ¢(zy)) eliminieren. Damit gilt:

"W [J]
<(,0(-%'1) e (P(xn)>con = 5J(x1) ce (5J(«Tn) J=0 .

Da das Schwingerfunktional W[J] nur zusammenhéngende Korrelatoren erzeugt, wird die
physikalische Information der Theorie in gewissem Sinne effizienter kodiert als im erzeu-
genden Funktional Z[.J]. Gelingt es fiir eine bestimmte Theorie die Funktionale Z[.J] oder
WJ] zu berechnen, kann die Theorie als gelost betrachtet werden, da dann alle Korrela-
toren formal bekannt sind.



Eine weitere sehr elegante Art physikalisch relevante Informationen zu beschreiben, stellt
die effektive Wirkung I" dar. Hierfiir wird zunéchst ein klassisches Feld ¢(z) eingefiihrt,

o ~ SWJ]
6@ 1= (@) = S
welches der Vakuumerwartungswert des Feldoperators ¢(z) unter Anwesenheit einer du-
fleren Quelle ist. Das klassische Feld ergibt sich damit als erste funktionale Ableitung des
Schwingerfunktionals nach der #uferen Quelle J(z). Analog zu dem Ubergang zwischen
Lagrange- und Hamiltonmechanik oder zwischen den einzelnen thermodynamischen Po-
tentialen untereinander lasst sich nun mittels einer Legendre-Transformation die effektive
Wirkung I'[¢] aus dem Schwingerfunktional konstruieren.

rm=—wm+/d¢

wobei die dufsere Quelle ein Funtional des klassischen Feldes J = J[¢] ist. Die Konstruktion
der effektiven Wirkung als Legendre-Transformation garantiert dabei, dass das effektive
Potential, welches spater noch untersucht wird, konvex ist.

Die physikalische Bedeutung der effektiven Wirkung wird deutlich, wenn man deren erste
Funktionalableitung untersucht.

oT¢] — [oW[J] 6J 5T N
0p(x) / 5J  6o(x) +/5¢(x)¢+<7( ) = J(@). (2.1)
¢

Gl. kann nun als Quantenbewegungsgleichung des Felderwartungswertes in Anwesen-
heit einer duferen Quelle verstanden werden, die alle Quantenfluktuationen beriicksichtigt.
Fiir verschwindendes J(x) erhélt man so die Dynamik des Vakuumerwartungswertes nach-
dem alle Quantenfluktuationen ausintegriert WurdenE

Eine Bestimmungsgleichung der effektiven Wirkung kann aus dem erzeugenden Funktio-
nal Z[J] konstruiert werden.

/ Dpe ST/ To = Wl = o~TI+[ 6 o Tl = / Dy e~ Slel+] J(e=0),

Nach einer konstanten Verschiebung um das klassische Feld ¢ — ¢+ ¢, welche das Maft Dy
invariant lasst, und dem Einsetzen der Quantenbewegungsgleichung (2.1)) fir J(z), erhalt
man eine funktionale Integro-Differentialgleichung fiir die effektive Wirkung I'[¢].

o-Tl6] _ /Dgo o—Slotdl+ [ Jo _ /D(p o~ Slo+ol+ [ F5ise.

Eine storungstheoretische Bestimmungsgleichung der effektiven Wirkung erhilt man, in-
dem eine Entwicklung der Wirkung um verschwindende mikroskopische Felder vorgenom-
men wird. Beschriankt man sich auf eine 1-loop Entwicklung, kann der Term [ (61(;—5?] —

%[qﬂ)gp vernachlissigt werden, da dieser von héherer Ordnung ist Das zu l6sende Inte-

gral

e Tlel — /Dgo oS- J [ o5dage—

! Analog zur Bestimmung der Bewegungsgleichungen, wenn man die klassische Wirkung nach den Fel-
dern variiert, %ﬂf] =0

2 Auf tree-level verschwindet JE—L‘M - %[qﬁ], so dass (51;—([;’] - %[qﬁ])gp erst zu hoheren Schleifenentwick-
lungen beitréagt.



ist nun vom Gaufischen Typ, so dass fiir die storungstheoretische Berechnung der effektiven
Wirkung auf 1-loop Niveau die folgende Gleichung angegeben werden kann:

¢] = S[¢] + %Tr In S@1g). (2.2)

2.2 Elemente der funktionalen Renormierungsgruppe

2.2.1 Wilsonscher Zugang

Beginnt man fiir eine gegebene Theorie die Korrelationsfunktionen zu berechnen, wird
man im Allgemeinen feststellen, dass diese divergieren, sobald Quantenkorrekturen be-
riicksichtigt werden. Dies liegt daran, dass die mikroskopischen Fluktuationen, welche die
klassische Wirkung S[p] generiert, auf beliebig hohen Impulsskalen stattfinden kénnen. Um
dieses Problem zu umgehen, bedient man sich der Regularisierung und Renormierung der
Theorie. Durch die Regularisierung werden kiinstlich weitere Parameter so in die Theorie
eingebaut, dass die Impulsintegrale endlich bleiben. Die urspriingliche Divergenz des In-
tegrals tritt wieder auf, wenn entsprechende Grenzwerte der neu eingefiihrten Parameter
betrachtet werden. Eine in der Regel unerwiinschte Konsequenz der Regularisierung ist,
dass nun alle berechneten Groéfsen von diesen unphysikalischen Parametern abhédngen, wo-
durch die Renormierung zum Einsatz kommt. Diese liefert eine Vorschrift, die urspriingliche
Theorie zu redefinieren, um die Abhéngigkeit von den Zusatzparametern durch beispiels-
weise entsprechende Anfangs- oder Randbedingungen der Theorie zu eliminieren, ohne die
urspriinglichen Divergenzen zuriickzuerhalten.

Eine intuitive Variante die Impulsintegrale zu regularisieren, stellt die Einfithrung eines
endlichen cutoff A als obere Grenze der Impulsraumintegrale dar. Kann durch die Renor-
mierungsprozedur formal der Grenzwert A — oo gebildet werden, so dass die Korrelatoren
endlich bleiben, liegt eine fundamentale Quantenfeldtheorie vor. Alternativ kann der An-
satz verfolgt werden, bereits zu Beginn lediglich eine effektive Theorie zu konstruieren,
welche nur bis zu einer bestimmten Energieskala A giiltig ist. Fiir Energien die grofer als
der cutoff sind, versagt das Modell, so dass diese Fluktuationen bei der Konstruktion der
effektiven Wirkung nicht mehr beriicksichtigt werden. Ein prominentes Beispiel fiir eine ef-
fektive Theorie ist das Standardmodell. Spétestens ab der Planck-Skala (10 GeV) treten
gravitative Effekte auf, die im Standardmodell nicht beriicksichtigt werden, so dass es als
effektive Niederenergietheorie verstanden werden kann.

Theorien mit einem natiirlichen (oder kiinstlichen) cutoff A kénnen durch ein UV-
regularisiertes erzeugendes Funktional beschrieben werden.

ZJ) = / Dy e St Te,
A

Das Funktionalintegral beriicksichtigt hierbei nur Impulse bis zu einer oberen Impulsskala

A,
/AD(p :/ IT detk).

|k|<A

Wilsons Grundgedanke war es nun, nicht alle Fluktuationen auf einmal auszuintegrieren,
wie dies bei der Berechnung der effektiven Wirkung geschieht, sondern dies schrittweise
durchzufiithren. Zunéchst wird tiber eine Impulsschale der Impulsraumkugel der Dicke A



von A nach A — JA integriert, wobei ein modifiziertes Funktionalintegralmafs entsteht,
welches nur Impulse bis zur Skala A — JA beriicksichtigt. Da das erzeugende Funktional
Z[J] unter so einer Transformation invariant bleiben sollte (es findet keine Anderung der
Physik statt), muss die Ausintegration der Impulsschale durch eine Anderung der Wirkung
kompensiert werden. Formal stellt sich die Situation wie folgt dar:

ZlJ) = / D@ / Dp e Slelt [ J(e+d) _. / Dy e~ Sett[@l+[ Jerr @
A—G6A A—SA<p<A A—6A

Die Wirkung S.g der effektiven Theorie, die auf der Skala A — §A giiltig ist, enthélt die
Quantenfluktuationen der UV-Moden ¢ und bestimmt die Dynamik der iibrigen Moden ¢,
welche nicht in der ausintegrierten Impulsschale sitzen (p < A —dA). Durch die Renormie-
rungsgruppentransformation werden neben der Anderung der urspriinglichen Parameter
der Theorie zuséatzlich beliebige hohere Operatoren in der gemittelten effektiven Wirkung
Seff generiert.

Durch eine Iteration dieser Integrationen iiber infinitesimale Impulsschalen entsteht ein
glatter Fluss der Wirkung im Theorieraum von der mikroskopischen Wirkung S[¢] bei der
Skala k& = A hin zu der effektiven Wirkung I'[¢] bei k = 0. Eine wichtige Konsequenz der
schalenweisen Integration ist, dass Fluktuationen auf verschiedenen Skalen unterschiedlich
behandelt werden, da die korrespondierenden Wirkungen, welche den Einfluss der Fluk-
tuationen auf die Physik beschreiben, im Allgemeinen unterschiedlich auf diesen Skalen
sind. Dies hat zur Folge, dass vorhergehende Fluktuationen auf grofsen Impulsskalen die
nachfolgenden auf einer geringeren Impulsskala beeinflussen. Dadurch stellt dieser Zugang
eine bedeutende Verbesserung zu der perturbativen Variante dar, die effektive Wirkung
und damit die IR-Physik zu bestimmen, da in der storungstheoretischen Behandlung die
Fluktuationen auf allen Skalen gleich behandelt werden, in dem sie nur durch die mikro-
skopische Wirkung beschrieben werden. Eine mathematisch exakte Behandlung der scha-
lenweisen Ausintegration der Fluktuationen beziehungsweise des Flusses der Wirkung im
Theorieraum wird durch die Wetterich-Gleichung beschrieben.

2.2.2 Wetterich-Gleichung

In vielen Ubersichtsarbeiten zur funktionalen Renormierungsgruppe lassen sich ausfiihrli-
che Herleitungen zur Wetterich-Gleichung als Flussgleichung einer interpolierenden effek-
tiven Wirkung fiir den Fall skalarer Theorien finden. Als Beispiele seien hier [21I] und [20]
genannt. Entsprechende Verallgemeinerungen auf Theorien mit Fermionen oder Eichfeldern
sind durch angepasste Formalismen moglich. Da im Folgenden ein Higgs-Yukawa-Modell
untersucht werden soll, wird die hier vorgestellte Herleitung dem Feldinhalt der Theorie
angepasst, welcher aus einem reellen Skalarfeld sowie einem Dirac-Fermion besteht. Dafiir
wird zunéchst ein Vektor der zu beriicksichtigenden Felder sowie eine entsprechende dufsere
Quelle eingefiihrt:

¢(p) ) Jj(p)
Up)=| < |, ¥(-p) = (o(-p).¢"(-p).<), J)=|7"(-p)
T (—p) n(p)

Weiter wird als abkiirzende Schreibweise DV = DD D( genutzt.

Im Wesentlichen gilt es nun eine effektive Mittelwertwirkung I'y, zu konstruieren, wobei
der Parameter k£ die jeweilige Impulsschale indiziert bis zu der die Fluktuationen ausin-
tegriert werden. I'y stellt damit die Wirkung einer effektiven Theorie dar, die auf einer

10



Energieskala k giiltig ist. Diese soll als interpolierende Wirkung in dem Sinne dienen, dass
man im Grenzfall £ — 0 die effektive Wirkung erhélt, wahrend fiir £ — A die mikroskopi-
sche Wirkung reproduziert werden soll.

ImI, =S5, limIy=T.

k—A k—0

Um dies zu realisieren wird zunéchst ein IR-regularisiertes erzeugendes Funktional,
Vel = 7,10) = / DU 6*5[@]*A5k[¢]+fJT‘I”
A

mit einem Regulatorterm ASy[p] eingefiihrt. Dieser ist quadratisch in den Feldern und
kann als impulsabhéngiger Massenterm betrachtet werden.

d d
88160 = [ rtaet-0Rma@e) + [ bl Reaadia)

d
-2 / (jﬂ‘)qujﬂ—q)m(q)wq),

mit einer matrixwertigen Regulatorfunktion

Rp1(q) 0 0
Ri(q) = 0 0 —RE,(—q) | - (2.3)
0 Rpy(q) 0

Die Einfiihrung des Regulatorterms ist der wesentliche Bestandteil zur Konstruktion ei-
ner effektiven Mittelwertwirkung, welche alle Fluktuationen mit p > k enthélt, wahrend
diejenigen Impulse, die kleiner als die Skala k sind, unterdriickt werden. An die Regulator-
funktion werden hierbei die folgenden Bedingungen gestellt:

lim Ry(q) >0, 2.4

2 /R0 k() (2.4)

lim Ry(q) =0, 2.5

K2 /a0 k(q) (2.5)

lim R . 2.6
k2—>}\%l—>oo k(Q) e ( )

Gl. implementiert die IR-Regularisierung. Da der Regulatorterm ASj quadratisch in
den Feldern ist, erhalten alle Fouriermoden der Felder ¢, ¢ und ¢ mit Impulsen die kleiner
als die Skala k sind eine effektive Masse (~ k). Dieser zusétzliche Massenterm wirkt nun
effektiv als IR-cutoff fiir kleine Impulsmoden. Bedingung sorgt flir das Verschwin-
den des zusétzlichen Regulatorterms im Infraroten, wenn alle Fluktuationen ausintegriert
sind. Eine direkte Konsequenz hieraus ist, dass man in diesem Grenzwert das gewohnliche
erzeugende Funktional zuriickerhélt, Zp .o = Z, und damit auch die effektive Wirkung,
I'y—o = I'. Die letzte der drei Bedingungen (GL.(2.6))) sichert das Zuriickerhalten der mi-
kroskopischen Wirkung im Ultravioletten. Dies ist durch eine Sattelpunktsapproximation
moglich, die in diesem Limes durchfiihrbar ist [20].

Nachdem sichergestellt ist, dass die erfolgte Konstruktion der erzeugenden Funktionale
die richtigen Limites widerspiegelt, sollen nun die Trajektorien zwischen S und I" untersucht
werden. Dafiir wird zunéchst die Skalenabhéngigkeit des IR-regularisierten Schwingerfunk-
tionals betrachtet, wobei die dimensionslose Skalenableitung 0; verwendet wird,

k d

t:th, at:k%,
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mit einer beliebigen Referenzskala A, fiir die im Folgenden der cutoff der Theorie gewihlt
wird, A = A. Die Ableitung des modifizierten Schwingerfunktionals ergibt damit:

ath[J] = 3tZk[J]

1
Zk[J]

, S WilJ]
— —S—ASp+[J vy d,. Ty 7]@

+/ Az (9, T (x)) (¥(2)),
== [@R@),, (V) + [ @ @) @),

<‘PaT% )

M

*<‘I’Z>J<‘I/b>J

Jcon

(OUR)  Graspop) + ASLEGN, + [ @) ), @)

H
l\.’)\)—l
—

wobei a und b {iber alle inneren Indizes laufen und die Abkiirzung fp =/ g%ﬁ’d genutzt wur-

de.E| Dartiber hinaus wurde mit Gg(p, ¢) der volle, zusammenhéngende 2-Punkt Korrelator
zur Skala k eingefiihrt.

Grav(®:q) = (Vo (=p) ¥y (0)) joon — (¥a (=2)) ; (¥, (0)) -

Dies motiviert die effektive Mittelwertwirkung als eine um den Regulatorterm modifizierte
Legendre-Transformation des IR-regularisierten Schwingerfunktionals einzufiihren.

['[®] := sup {—Wk[J] + / JT<I>} — AS[@].
J

Zu jedem beliebigen ®(x) existiert nun ein J = Jg,p, welches ein Funktional des Feldes ®

ist, so dass das Supremum angenommen wird. Da die Funktionale innerhalb des Supremums

differenzierbar beziiglich J sind, lasst sich dieser Ausdruck leicht maximieren. An der Stelle

J = Jsup gilt hierbei:

o(x)
B Wi [J] - o) = .
o(z) = 5JT () = (¥( )>J = Q;Z)T( a?)

Damit kann die zur duferen Quelle J(z) konjungierte Variable ®(z) auch in diesem mo-
difizierten Fall wieder als makroskopisches Feld interpretiert werden, welches der Erwar-
tungswert des mikroskopischen Feldes unter Anwesenheit einer dufseren Quelle ist. Aus
der durchgefiihrten Konstruktion der effektiven Mittelwertwirkung folgt notwendigerweise,
dass der Quellterm, fiir den das Supremum angenommen wird, skalenabhéngig ist, ana-
log zu den bisherigen Betrachtungen. Fiir die folgenden Betrachtungen soll nun immer
J = Jsup gelten. Die effektive Mittelwertwirkung hat also die Gestalt

[[®] = —Wi[J] + / JI® — AS[®], mit J=J,[®].

3Diese sollte nicht mit der Notation des Funktionalintegrals / A D¢ verwechselt werden.
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Im Gegensatz zu dem sich nicht verandernden klassischen Feld @ erhalt die Quantenbewe-
gungsgleichung eine Modifikation durch den Regulator.

FANC) 5IT SWilJ] 57T . K 5 AS[®]
7@ ) 0@ 4T o2t U / <5<1>T<m)@T>J )
P
= (-1)*J(z) — (Rp®) (),

beziehungsweise im Impulsraum:

S T[®]

5T (—p) (=1)"J(p) — Ri(p)®(p).

Der Faktor (—1)* ergibt sich aus der Antivertauschbarkeit der grafmannwertigen Felder.
Dieser entsteht also nur im fermionischen Sektor (s = 1), wiahrend bei der Vertauschung
von zwei bosonischen Feldern oder eines bosonischen Feldes mit einem fermionischen Feld
kein negatives Vorzeichen auftritt (s = 0). Um die Flussgleichung nun endgiiltig abzu-
leiten, wird es notwendig sein, eine Relation zwischen dem vollen zusammenhidngenden
Propagator, der in der Skalenableitung des Schwingerfunktionals auftrat (Gl.), und
der effektiven Mittelwertwirkung zu finden. Dazu wird die zweite Ableitung der effektiven
Mittelwertwirkung untersucht:

5 5l

i
=557 () Usag ~ TV Saig)

2 (p,q) : (2m)%6(p — @) Ri(p)- (2.8)

Wobei die abkiirzende Notation F,(f) eingefithrt wurde, die im Folgenden als Fluktuations-
matrix bezeichnet wird. Mit GL(2.8) kann nun die folgende wichtige Identitit gewonnen
werden:
<_
®(p') 6 /
— (=1)* (r<2> )46, R )G '),

mit d,, = (27)46(p — q). Der Operator (—1)*(T® + Ry)(p, q) ergibt sich damit als Tnverses
des vollen Propagators Gi(p, ¢), wobei der Regulator Ry, in dieser Notation als diagonal in
den ,, Impulsindizes* zu verstehen ist, Ry(p, q) = 6p (Rik(p).

1= (—1)*T® + Ry)G. (2.9)

Durch die Relationen (2.7) und (2.9) kann nun die Skalenableitung der effektiven Mittel-
wertwirkung durch den Regulator und die effektive Mittelwertwirkung selbst ausgedriickt
werden:

ol = —ath[J]+/(3tJT)<I>—8tASk[<I>]
;/p/qtr [(0:Rk(P)) g G (P, 0)]
r

/ tr [0 Bk(p) (N + Re) (0.9

2 )
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Mit diesem Resultat ldsst sich nun die Wetterich-Gleichung in kompakter Operatornotation
angegeben:

Ot Ry,

—_. (2.10)
F,(f) + R

1

Die sogenannte Superspur wird hierbei iiber alle auftretenden Feld- und inneren Indizes
gebildet. Weiter enthélt sie einen Faktor von —1 im fermionischen Sektor, der sich durch
die Antikommutatorrelation der Grafmannzahlen ergeben hat, sowie eine Integration iiber
den freien Impulsparameter. Die Flussgleichung stellt eine funktionale Differential-
gleichung dar, um die effektive Mittelwertwirkung zu bestimmen, deren Eigenschaften im
Folgenden kurz diskutiert werden.

Der Regulator garantiert in der Flussgleichung zwei wichtige Punkte. Zum einen sichert
der Rjp-Anteil des Nenners per Konstruktion die IR-Regularisierung. Die Skalenableitung
des Regulators im Z&hler hingegen sichert die UV-Regularisierung, da diese um eine Impuls-
schale mit p? ~ k? gepeakt ist und fiir p?> > k? stark abfillt. Dies spiegelt die Wilsonsche
Idee wider, Fluktuationen iiber einzelne Impulsschalen auszuintegrieren. Die Loésung der
Flussgleichung stellt eine RG-Trajektorie im Raum aller méglichen Theorien dar. Dieser
ist gegeben durch alle potentiellen Wirkungen, die aus allen erdenklichen invarianten Fel-
doperatoren erzeugt werden konnen. Dabei sind Anfangs- und Endpunkt der Trajektorie
festgelegt. Als Startwirkung dient die mikroskopische Wirkung S, wihrend der Endpunkt
der Trajektorie durch die volle effektive Wirkung I' gegeben ist. Die RG-Trajektorie zwi-
schen diesen beiden Wirkungen ist jedoch nicht eindeutig festgelegt, da sie abhéngig vom
verwendeten Regulator ist, welcher abgesehen von den Bedingungen — beliebig
gewdhlt werden kann. Des Weiteren besitzt die Flussgleichung eine 1-loop Struktur analog
zur perturbativen Berechnung der effektiven Wirkung. Dennoch ist sie eine exakte Glei-
chung, da der volle Propagator innerhalb des 1-loop Terms auftritt im Gegensatz zu S
in der storungstheoretischen Beschreibung der effektiven Wirkung, Gl..

Um die Flussgleichung zu 16sen, kénnen verschiedene Ansétze fiir die effektive Mittel-
wertwirkung vorgenommen werden, vgl. [20]. Im Folgenden werden hier Ableitungsentwick-
lungen genutzt, die beispielsweise fir skalare Theorien von der Form

= [t () + 252 0,0 + 000

sind. In praktischen Rechnungen wird es kaum moglich sein, unendlich viele Operatoren zu
berticksichtigen. Daher werden Trunkierungen dieser Entwicklungen nétig sein, in dem nur
ein endlicher Satz von Operatoren betrachtet wird. Es gelingt damit lediglich die eigentli-
che Losung zu approximieren, so dass diese nicht mehr als exakt angesehen werden kann.
Ein Problem, welches in diesem Zusammenhang auftritt, wird dadurch bedingt, dass un-
terschiedliche Regulatoren zu unterschiedlichen RG-Trajektorien fithren. Durch die Trun-
kierungsfehler wird nun fiir den Grenzfall £ — 0 nicht mehr die effektive Wirkung erreicht,
sondern ein Punkt im Theorieraum dessen Abstand von der vollen effektiven Wirkung
neben den Trunkierungsfehlern auch von dem verwendeten Regulator abhéngt. Die IR-
Physik wird somit von dem Regulatorterm abhéngig. Um die exakte Losung moglichst gut
zu approximieren, ist es fiir das jeweilige Modell entscheidend, die fiir die Problemstellung
wichtigen Operatoren in der Trunkierung zu beriicksichtigen. Die Giite der Trunkierung
kann getestet werden, indem zusétzliche Operatoren in dieser beriicksichtigt werden.
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2.3 Higgs-Mechanismus

Dem Higgs-Mechanismus liegt das Konzept der spontanen Symmetriebrechung zu Grun-
de. Ein simples Beispiel um den Effekt zu verstehen, bietet der Lagrangian eines reellen
Skalarfeldes mit einem Zs-symmetrischen ¢*-Potential:

1 1 A 1
L= B O+ + §m2¢>2 + ﬂ& =3 L@t d + U (o).

Die Form des quartischen Potentials ist abhingig von den Parametern m? und . Damit
ein stabiles Vakuum existiert, sollte das Potential U(¢$) von unten gebunden sein. Dies
impliziert, dass A > 0 gelten muss. Ob der Vakuumzustand der Theorie die zugrunde
liegende Symmetrie der Lagrangedichte wiederspiegelt, hingt von dem Parameter m? ab.
Fiir m? > 0 besitzt das Potential lediglich ein Minimum bei v = 0 (mit U’(v) = 0), wodurch
der Vakuumzustand ebenfalls die Symmetrie der Wirkung aufweist. Im Falle m? < 0
existieren allerdings zwei gleichberechtigte reelle Minima des Potentials bei

6 2
Gmin = +v = + _77;1’ m2 < 0.

Je nach Feldkonfiguration wird das System eines der beiden Minima als Grundzustand
auswéhlen, beziehungsweise, falls sich das System in dem instabilen Maximum bei ¢ = 0
befinden sollte, spontan in eines der beiden Minima {ibergehen. Dadurch liegt allerdings
die urspriingliche Zy-Symmetrie nicht mehr vor, die aus dem Lagrangian resultiert. Man
spricht daher von einer spontan gebrochenen Symmetrie. Anschaulich ist die Situation
in Abb. dargestellt. Ob eine Theorie spontan gebrochen ist oder nicht, lasst sich da-
mit in unserem Fall auf die Untersuchung des Vakuumerwartungswertes v zuriickfiihren.
Verschwindet dieser nicht, liegt ein spontaner Symmetriebruch vor.

In einem néchsten Schritt werden nun zusétzlich Fermionen in die Theorie eingebaut,
die mit dem Skalarfeld iiber eine Yukawa-Wechselwirkung mit Kopplungskonstante h in-
teragieren. Nutzt man nun aus, dass sich das Higgsfeld in einen fluktuierenden Anteil und
den Vakuumerwartungswert aufspalten léisstﬁ ¢(x) = v+ x(x) mit (x(x)) =0, ergibt sich:

h ¢y b+ hxp.

hv
~—~—
m

¢

Abbildung 2.1: Links ist der qualitative Verlauf eines Potentials U(¢) im Falle der sym-
metrischen Phase dargestellt, wahrend rechts eine spontane Symmetriebre-
chung vorliegt.

‘Es wird 0.B.d.A. der positive Wert als Grundzustand gewéhlt.
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Der erste Term auf der rechten Seite der Gleichung kann hierbei als Massenterm fiir das
Fermion interpretiert werden. Dieser Massenterm setzt sich aus dem Vakuumerwartungs-
wert des Higgsfeldes und der fiir das Fermion spezifischen Yukawa-Kopplung zusammen,
m = hv. Die Fermionen in der Theorie erhalten also dann eine Masse, wenn sich das skala-
re Feld in der spontan gebrochenen Phase befindet und damit der Vakuumerwartungswert
nicht verschwindet.

Der Higgs-Mechanismus des Standardmodells ist wesentlich komplizierter und eigentlich
aus einem anderen Grund eingefiihrt worden. Im Standardmodell werden die Wechselwir-
kungen durch Eichtheorien beschrieben. In diesen diirfen keine Massenterme auftreten,
da diese die Eichinvarianz der Theorie verletzen wiirden. Dadurch lassen sich mit diesem
Modell nur die QED und die QCD mit ihren masselosen Austauschteilchen dem Photon
und den Gluonen sinnvoll beschreiben. Problematisch wird dieses Konstrukt in der schwa-
chen Wechselwirkung. Die drei Eichbosonen dieser Theorie besitzen eine Masse, die mit
my+ = 80GeV und mz = 91 GeV auf der Skala der Elementarteilchen zudem recht grof
sind. Den Ausweg aus diesem Problem bot der Higgs-Mechanismus, [I]-[4]. Das Higgsfeld
wird im Standardmodell auf Grund der SU(2) Eichgruppe der schwachen Wechselwirkung
als ein 2-komponentiges komplexes Dublett (4 physikalische Freiheitsgrade) eingefiihrt,
welches unter kontinuierlichen Symmetrietransformationen invariant bleibt. Eine spontane
Symmetriebrechung fiihrt im Falle einer kontinuierlichen globalen Symmetrie in der Theorie
nach dem Goldstone Theorem zu masselosen Goldstone-Bosonen. Im Falle eines komplexen
Higgs-Dubletts entstehen dabei ein massives Higgs-Boson sowie drei masselose Goldstone-
Bosonen. Auf Grund der schwachen Wechselwirkung liegt jedoch eine kontinuierliche lokale
Eichsymmetrie vor, wodurch das Goldstone Theorem keine Anwendung findet. Durch den
Higgs-Mechanismus werden in diesem Fall die sonst als Goldstone-Bosonen auftretenden
drei Freiheitsgrade der Theorie zu jeweils einem longitudinalen Freiheitsgrad der drei Eich-
felder und diese dadurch massiv. Auf der Ebene des Lagrangians entstehen Terme der Form
g/QUQBaMBa“ , welche die Struktur eines Massenterms fiir die Eichbosonen B aufweiselﬂ
Die Massen der drei Eichbosonen sind in diesem Fall gleich. Fiithrt man die Rechnung fiir
die eigentliche Gruppenstruktur der elektroschwachen Wechselwirkung durch, welche eine
SU(2) x U(1) ist, erhélt man nach geeigneter Rotation der Felder schlieflich ein masseloses
Photon sowie 3 massive Eichbosonen, von denen eines schwerer als die beiden anderen ist.

Eine weitere praktische Eigenschaft des skalaren Doubletts ist, dass es tiber Yukawa-
Kopplungen ebenfalls mit den Fermionen des Standardmodells wechselwirken kann, wo-
durch diese ebenfalls im spontan gebrochenen Regime eine Masse erhalten. Dies ist von
Vorteil, da nur die linkshéndigen Fermionen unter der schwachen Wechselwirkung geladen
sind und mit Hilfe der Yukawa-Kopplung eichinvariante Terme konstruiert werden kénnen.
Im derzeitigen Standardmodell werden damit alle auftretenden Massen durch das Higgsfeld
erzeugt.

2.4 Higgs-Yukawa-Modell

In diesem Abschnitt soll das bereits erwdhnte Higgs-Yukawa-Modell eingefiithrt und moti-
viert werden, welches genutzt wird, um den Higgssektor des Standardmodells zu imitieren.
Das Standardmodell ist mit seinem Feldinhalt und den vorhandenen Wechselwirkungen
dukerst vielschichtig. Das komplexe Higgsdoublett koppelt neben Selbstwechselwirkungs-
termen sowohl an die elektroschwachen Eichbosonen mit Eichkopplungen g (U(1)) und ¢’

5¢’ ist hier die Eichkopplung.
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(SU(2)), als auch an die Fermionen der Theorie iiber Yukawa-Kopplungen hy. Das we-
sentliche Interesse dieser Arbeit liegt hierbei in den Eigenschaften des effektiven skalaren
Potentials beziehungsweise der daraus resultierenden Higgsmasse. Das zu betrachtende
Higgs-Yukawa-Modell besteht im Gegensatz zum Standardmodell lediglich aus einem ein-
komponentigen reellen Skalarfeld (dem Higgsboson) sowie einem Dirac-Fermion. Beide Fel-
der sind analog zum Standardmodell iiber eine Yukawa-Wechselwirkung gekoppelt, deren
Wert dem des Top-Quark entspricht, da dieses am stidrksten von allen Fermionen an das
Higgsboson koppelt. Dariiber hinaus wird eine beliebige Selbstwechselwirkung des skalaren
Potentials beriicksichtigt. Damit das Higgs-Yukawa-Modell eine fiir die folgenden Zwecke
sinnvolle Vereinfachung des Standardmodell-Higgssektors liefert, sollten zwei Bedingungen
erfiillt sein. Zum einen sollten die Einfliisse der anderen Sektoren auf den skalaren Sektor
durch das Top-Quark dominiert werden und zum anderen sollte es moglich sein, den skala-
ren Sektor auf ein einkomponentiges reelles Feld mit diskreter Zo Symmetrie zu reduzieren.
Dabei folgt die nun angefiihrte Argumentationsstruktur [14].

Die storungstheoretische Bestimmung des effektiven Higgs-Potentials wurde bereits in-
tensiv untersucht [8]-|10]. Das 1-loop RG-verbesserte Potential hat in der 't Hooft-Landau
Eichung und dem MS-Schema die Struktur:

1 12 Uy 3 Ao 2 2 /2\(;52 —-m? 3
= In—— — = —“ — In*—+— — —
Ueg = Uy + 6472 <(UO) |:n 12 5 3 2¢ m n 2 5

4 14 242 2 12\2 14 2 12\ 42
IO P Y € e o 0 PO U e o A L) R PR B
8 42 6 16 442 6
h2¢2 3 m2 A
—3hi¢t In—L —C| ) +Q, mit Up=——¢°+ --¢"
3hio [n 2.2 2})—% , mit Up 2d> +24¢)

Die Konstanten m? und X sind der Massenparameter sowie die quartische Selbstwech-
selwirkungskopplung des Higgsfeldes, wiahrend 2 die kosmologische Konstante darstellt,
welche in den folgenden Betrachtungen keine Rolle spielt. Die t-Abhéngigkeit aller vorhan-
denen Gréfen wurde in GL.(2.11)) aus Griinden der Ubersichtlichkeit unterdriickt (¢ = ¢(t),
p=p(t), A=A), ...), vgl. [9].

In Gl. wurden bereits bis auf das Top-Quark alle anderen Fermionen vernachlés-
sigt, da diese den skalaren Sektor kaum beeinflussen. Dies liegt daran, dass die Yukawa-
Kopplungen direkt proportional zur Masse des jeweiligen Fermions sind. Da das Top-Quark
mit m; = 173 GeV bereits 40-mal schwerer als das zweitschwerste Fermion, das Bottom-
Quark mit my = 4.2 GeV, ist, werden diese Beitrige vernachlassigt. Ebenso sind die Eich-
kopplungen ¢g und ¢’ im Infraroten gut bekannt und im Vergleich zu h; klein, so dass auch
die Beitrage der elektroschwachen Eichgruppe in Gl. vernachlassigt werden koénnen.
Damit hiangt das effektive Potential lediglich noch von den skalaren Parametern sowie der
Kopplung an das Top-Quark ab. Um zu rechtfertigen, dass einzig das Top-Quark den ska-
laren Sektor beeinflusst, betrachten wir noch die perturbative 1-loop S-Funktion von h;

S

1 /9 9 17
- - 7h3_ 2 Y 2h -0 /2h )
P = 162 <2 ¢ 895 = 9 he = 59

Wieder konnen im Infraroten die Beitrage des elektroschwachen Sektors ignoriert werden,
da diese im Vergleich zu h; und der QCD-Eichkopplung g3 vernachlissigbar sind. Erst im
Bereich der GUT-Skala liegen die drei Eichkopplungen in der selben Groéfsenordnung, so
dass die g- und ¢’-Terme einen mit der QCD-Kopplung vergleichbaren Beitrag liefern. Im
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Infraroten ergibt sich, dass g3 den wesentlichen Beitrag zum Fluss der Yukawa-Kopplung
liefert, wenn man die beiden verbleibenden Terme quantitativ vergleicht: %h? = 1.57,
withrend 8g3h; = 8.34.

Obwohl das Higgs-Dublett nicht explizit an den QCD-Sektor koppelt, hat dieser impli-
zit iiber die Yukawa-Kopplung einen Einfluss auf das skalare effektive Potential. Dennoch
sollte das Higgs-Yukawa-Modell in der Lage sein, die wesentlichen Eigenschaften des ef-
fektiven skalaren Potentials widerzuspiegeln, auch wenn der Einfluss des QCD-Sektors auf
den Fluss der Yukawa-Kopplung ignoriert wird. Fiir eine ausfiihrliche Untersuchung des
Standardmodell-Higgssektors sollte dieser Effekt jedoch zwingend beriicksichtigt werden.

An dieser Stelle sei angemerkt, dass diese Argumentationsstruktur nur durchfiithrbar
ist, solange der elektroschwache Sektor des Standardmodells auf allen Skalen perturba-
tiv beschreibbar ist, da diese Uberlegungen von dem 1-loop Potential des skalaren Feldes
ausgehen. Sollte der skalare Sektor des Standardmodells auf bestimmten Energieskalen
die Voraussetzungen der Storungstheorie verletzen, kann nicht mehr sichergestellt werden,
dass dieses Modell das Standardmodell akkurat wiedergibt. Dennoch lésst sich natiirlich
dieser Fall innerhalb des Higgs-Yukawa-Modells, welches als ,,Spielzeugtheorie” fungiert,
untersuchen.

Nachdem das Standardmodell somit auf den skalaren Sektor und das Top-Quark he-
runtergebrochen wurde, kann nun der skalare Sektor selbst vereinfacht werden. Da die
elektroschwache Wechselwirkung vernachlassigt worden ist, existiert die lokale Eichinvari-
anz des skalaren Sektors nicht mehr. Dieser ist damit nur noch unter einer globalen Sym-
metrietransformation invariant, die im Falle spontaner Symmetriebrechung zu masselosen
Goldstone-Bosonen fiihrt. Diese gehoren allerdings nicht zum Spektrum des Standardmo-
dells, so dass eine Theorie gesucht ist, die diese Goldstone-Moden nicht enthélt. Inspiriert
durch das Standardmodell, in dem das skalare Potential unter Ausnutzung der Eichinva-
rianz durch eine einzelne Feldvariable beschrieben werden kann, wird der skalare Sektor
durch ein reelles Skalarfeld modelliert. Dieses besitzt keine kontinuierliche Symmetrie, so
dass das Porblem der Goldstone-Bosonen nicht mehr auftritt. Die urspriingliche SU(2)
Symmetrie wird durch eine diskrete Zo-Symmetrie ersetzt. Dies sichert, dass nur solche
Operatoren erlaubt sind, die auch im Standardmodell vorhanden sind.

Damit sind wir nun in der Lage, den skalaren Sektor des Standardmodells durch ein
Higgs-Yukawa-Modell zu approximieren, welches durch die folgende mikroskopische Wir-
kung gegeben ist:

S = / d’x @Maw + U (%) + i + hmw) .

Dabei hiingt das Potential nur von Operatoren der Form ¢?" (n € N) ab, um die gewiinschte
Zo-Symmetrie zu sichern.

Im Folgenden soll nun eine Analyse dieses Modells mit Hilfe der funktionalen Renormie-
rungsgruppe erfolgen. Dabei konzentrieren wir uns vor allem auf die Form des Potentials
des skalaren Feldes sowie dessen Masse.
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3 Meanfield-Approximation

Beginnen wir die Untersuchungen des Higgs-Yukawa-Modells in einer Meanfield-Approxi-
mation. Der Fluss des skalaren Potentials Uy, der nur durch rein fermionische Fluktuationen
in einer solchen Ndherung erzeugt wird, wurde bereits in [14] betrachtet. Im Folgenden wird
nun die Flussgleichung um die bosonischen Fluktuationen erweitert und das IR-Potential
untersucht. In unserem Kontext soll Meanfield bedeuten, dass der Propagator, der genutzt
wird um Fluktuationen auszuintegrieren, nicht skalenabhéngig ist. Dies bedeutet jedoch
nicht, dass die effektive Wirkung unabhéngig von der Skala ist, auf der man sich befindet,
sondern lediglich, dass auf allen Skalen die Fluktuationen in der gleichen Art und Weise
behandelt werden.

3.1 Flussgleichung des skalaren Potentials

Um die Flussgleichung des skalaren Potentials zu bestimmen, wird der klassische Propa-
gator Ff) der Standard-Storungstheorie genutzt. Dies bedeutet in der Sprache der funk-
tionalen Renormierungsgruppe, dass die folgende Trunkierung gewéhlt wird:

Ty =T = / dlx [;aquqb + Up(¢?) + didhp + ihqﬁw} :

wobei die Yukawa-Kopplung sowie die Parameter des skalaren Potentials konstant gesetzt
wurden und ihre cutoff Werte annehmen, hy = hpy = h und U, = Up. Dariiber hinaus sind

die anomalen Dimensionen der Felder vernachléssigt worden.
Fiir den Ubergang in den Impulsraum werden die folgenden Konventionen gewihlt:

d%p d%p dp

o) = [ o)™, v = [ Grmer, i@ = [ GEime

Im Impulsraum ergibt sich somit

d
I = [ alata@ @) + [ 5t [oaaot-0) - Hagwio)]

d d
+ / (;ijd (gﬁf;)qub(p — q)u(p)Y(9).

Der Fluss des bosonischen Potentials folgt aus der Projektion verschwindender fermioni-
scher Felder und eines konstanten skalaren Feldes ¢ = ¢q.

5ot Uk = ~ STr (gti ~Llon (gti
2 U+ Re ) lo=eo 2 Ty + Ry

p=do
h=1)=0

Der Faktor &y resultiert hierbei aus dem Volumenintegral der effektiven Wirkung, [ dlx =
| ddxeipm\pzo = §p. Da der Propagator in der gewéhlten Trunkierung nicht von der Skala
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k abhangt, kann die Flussgleichung wie folgt vereinfacht werden:
500U = ~ 9,STrin (T 4 Ry)

00tHE = 5 Ot rinl, k) |p=¢o

Y==0

Diese Differentialgleichung lasst sich direkt integrieren, womit fiir das Potential

@)
Uk—UA:LSTr 1HLR]“
200 FEE) + Rp

p=¢0
h=1p=0

folgt. Fiir die weiteren Berechnungen gilt es nun unter der gegebenen Trunkierung den
Propagator zu bestimmen und eine Regulatorwahl zu treffen. Der Regulator Ry (p, q) wirkt
als IR cutoff fiir die Fluktuationen und wurde als zusétzlicher skalenabhéngiger Massenterm
in die Theorie eingebaut. Dies fiihrte auf die folgende Feldstruktur des Regulators geméfs

Gl.:

Rpi(q) 0 0
Ry(p,q) = 0 0 _RJT%(—Q) Op,q-
0 RRk(q) 0

Die zweifache Ableitung der effektiven Mittelwertwirkung nach den Feldern ergibt fiir den
Propagator:

o P*Op.q + [ daUY (¢)e'a—P) ih(q — p) —ihyT (p — q)
Iy (p,q) = —ihp (g — p) 0 —pT0gp —ihd(p—q) | -
ihy(p — q) _J{Mp»q +iho(p — q) 0

Dieser muss nun fiir ein konstantes skalares Feld, ¢(x) = ¢¢9 = const, und verschwindende
fermionische Felder ausgewertet werden.

p*> + U (d0) + Rp,k 0 0
= 0 0 —pT —ihgo — ng Sp.gs
0

Ry + FS\2) ‘05:(150
p=tp= 0 *¢+Z’h¢o JrRF,k

$=0
Fiihrt man die Matrixmultiplikation von Rj + FE\Q) mit dem Inversen von Rp + Ff)
aus, nachdem die Projektion erfolgt ist, ergibt sich in der Impulsstruktur die Situation
fq A(p)Sp A" (p)ogp = S0A(p) A~ (p). Damit folgt schlieRlich

p2+UX+R37k 0 0
2 p?>+UYV+RpA
Ry + FE\) — 6 AO —p? —ihgo—RE 0
@, - —pT —ihgo—RE,
Ry +Tg A 0 0 " pringot R
—ptihgo+Rp A

Die Eintrage in den Feldindizes sind diagonal, so dass die Spur des Logarithmus dieser Ma-
trix ohne Probleme gebildet werden kann. Zu beachten ist, dass die fermionischen Anteile
ein negatives Vorzeichen erhalten und immer noch die Spur iiber die inneren Diracindizes
gebildet werden muss. Zudem erfolgt noch die Integration tiber den verbleibenden Impuls.

n Trin .
P>+ U} +Rpa —p+ihoo + Rpa p" +ihgo + R

U 1 dp p?+U{ + Rpk I —p + ihdo + Rrk 1 p" +ihgo + REy,
FTEAT o ] (2n)d
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Fir die Regulatorfunktionen wird der folgende Ansatz gewéhlt, der in gewissem Sinne
optimiert ist (vgl. [23]).

Rpi(p) = p*rpx(p) = (K —p*)O(K* —p°),  Rpy(p) = —prex(p)

mit  (1+7pk(p) = (1+rek())*.

Diese Wahl hat dariiber hinaus den Vorteil, dass analytische Losungen der Integrale gefun-
den werden kénnen. Der Anteil des bosonischen Sektors zum effektiven Mittelwertpotential
lasst sich nun direkt bestimmen.

08 =5 [ o Bt 5 [ o w e e
P2 ) @mn)d T pP+U{+Rpa 2) (219 + (A2 = p2)O(A2 — p?) + U}
2 /k A
= dpp® In(k* + U} —/ dpp®In(A? +UY —|—/ dpp®In(p® + U
@mwm[o A 4 M, A

_ 1
T 64m2

2 1" 47
7 =Ry - O ] - S

K4+ UY | 12872

Hierbei wurde die sphérische Symmetrie des Integranden sowie die Eigenschaften der
Heaviside-Funktion © ausgenutzt. Die Regulatorwahl und Methode der Meanfield-N&ahe-
rung beschrinken automatisch die Integrationsgrenzen der Integrale auf den Cutoffﬂ

Die fermionischen Beitrige U}" zum Potential Uy, besitzen eine komplexere algebraische
Struktur. Daher werden zunéchst einige Umformungen des Integranden vorgenommen,
bevor die Spur und das Integral ausgefiithrt werden kénnen.

U = l/ [mn (=p(L+ 7rk) +iho) (P(1 + rr.a) + ihdo)

F T2 U O rea) + o) (P Ta) + ihado)
(BT (L + rrx) + iheo) (PT (1 + 15.0) — iheo)
(" (1 4 rEa) +iheo)(PT (1 + 7Fa) — iheo)
1/t 1 P4 rek)® + 265 L1 / P’(L+rer)(1+rea) +h2¢8 + ihdop(rre — TrA)

p2(1 +7rA)2 + h2¢2 ) p2(1+7"F,k)(1+7"F,A)+h2¢g+ih¢0pT(prk )

—_._A
=T

+ triln

Der Term unter der geschweiften Klammer hat nun die Form einer Matrix verkniipft
mit der Inversen der transponierten Matrix. Dieser Ausdruck verschwindet nach der Bil-
dung des Logarithmus und der Spur durch die folgenden Identitdten: trIn[A(AT)~1] =
Indet[A(A~1)T] = In[(det A)(det A™1)] = In[(det A)(det A)~!] = In1 = 0. Die Spur im
verbleibenden Integral kann nun sofort angegeben werden, da lediglich die Identitat beziig-
lich der Spinorindizes noch vorhanden ist. Die Auswertung in d = 4 mit der fermionischen

Regulatorfunktion p?(1 + rpx(p))? = p? [1 + (%; - 1) S} (1 - 172)} erfolgt nun analog zu
der Berechnung im bosonischen Fall:

Uk;F = 1/trln p2(1+TF’k) h2¢0]l /d pp°l 1+rFk) h2q§3
2 /p p2(L+rpa)?+ h2¢3 (1+7rpa)?+ h2¢3
A k A
=4;(/@ﬁmMHW%a—/@ﬁmw%w%@—/@ﬁm@%w%a
0 0 k
1

A2+ h%ﬁ} kY — At

h? —A?) + Wil
[ ¢0( )+ ¢0 n /{:2+h2¢% 3272

~ 1672

! Analog zu den Betrachtungen in [T4] fiir den fermionischen Fall.
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Damit ergibt sich nun endgiiltig fiir das effektive Mittelwertpotential:

A%+ B2g?
_ 24212 _ A2 44y, AT 707
Ui = Ur + 155 [h(b(/-c R
1 5 9 5 A4 U} (3.1)
1 1
- i VA = A+ W .

wobei konstante Terme vernachléssigt worden, da diese nicht zu physikalischen Gréfen
beitragen. Des Weiteren wurde zur Vereinfachung der Index an den konstanten Feldern
¢o weggelassen. Die Feldvariable ¢ bedeutet im folgenden Abschnitt, dass eine homogene
Feldkonfiguration ¢g = ¢ = const vorliegt.

3.2 Fermionisch induziertes skalares Potential

Interessiert man sich fiir die IR-Physik des gegebenen Modells, gilt es den Grenzfall &k — 0
zu betrachten. Im Folgenden sollen zunédchst nur die Effekte der Yukawa-Kopplung auf
den Fluss des effektiven Potentials untersucht werden. Daher konzentrieren wir uns rein
auf die fermionischen Fluktuationen und vernachléssigen die bosonischen Beitrage in den
bisher durchgefiihrten Rechnungen. Dies wird formal erreicht durch die Annahme einer
unendlich grofsen Skalarmasse. Wie bereits gezeigt, kann die Flussgleichung fiir das skalare
Potential in Meanfield-N&herung analytisch gelost werden. Im Unterschied zur Herleitung
von Gl. vernachlissigen wir jetzt jedoch die Anwesenheit eines skalaren Potentials
sowie des kinetischen Terms des Skalarfeldes in der Trunkierung (vgl. [14]).

T — d’p —3(p) _dlg hib _
v [ | + [ Gind@ea - )
Da die effektive Wirkung, die aus der Flussgleichung gewonnen wird, bei einer Skala k
grundsétzlich beliebig viele Operatoren besitzt, bedeutet die Abwesenheit eines skalaren
Potentials in der Trunkierung daher nicht, dass auf dieser Skala kein skalares Potential
existiert. Die Struktur der Trunkierung legt lediglich die Form des Propagators fest, der
genutzt wird um Fluktuationen auszuintegrieren.

Fiir das effektive Potential des skalaren Feldes bedeutet dies, dass die bosonischen Anteile
(UX) in GL(3.1)) ignoriert werden kénnen.

1672

1 AQ h2 2
CQZOE[%——UA4—(—h%@¢2+4#¢4mégﬁfb>.

Massenterm
Das einfachst mogliche nichttriviale Zs-symmetrische nackte Potential, welches gewéahlt

2
werden kann, ist ein einfacher Massenterm Uy = %ng. Damit ergibt sich fiir das effektive

Potential:
1 2 4 44 A2
(@:<mi—h/Aﬁ¢?+h¢1no+- )

2 82 1672 h2¢?
Um physikalisch messbare Parameter im Infraroten zu bestimmen, ist es notwendig, die
Minima des effektiven Potentials zu kennen. Daher wird nun die erste und zweite Ableitung
des Potentials nach dem skalaren Feld untersucht.

8U0 7 9 h2 9 h4A2 ¢2 h4¢2 A2
8¢_PM_8ﬂA_8ﬁAM%%f%MNn1+W& ¢. (32)
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Die erste offensichtliche Nullstelle liegt bei ¢ = 0 (wie bei jeder Zg-symmetrischen Funkti-
on). Ob dieses Extrema ein Minimum oder Maximum ist, hdngt von den Parametern der
Theorie ab.

2 2
9o =m3 — h—A2
96 |4 82
Fiir mi > SI%AQ hat das Potential ein Minimum bei ¢ = 0. Dariiber hinaus existieren keine
weiteren Extrema, da der Ausdruck in den eckigen Klammern in Gl. bei dieser Para-
meterkonstellation fiir alle ¢ £ 0 positiv ist. Die Theorie besitzt somit ein fundamentales
skalares Boson mit der Masse m? = m% — %1@ und einen Vakuumerwartungswert von
(¢) = 0. Da der Vakuumerwartungswert verschwindet, wird keine Masse der Fermionen
erzeugt. Die Theorie beschreibt masselose Fermionen, die mit einem massiven fundamen-
talen Skalar {iber die Yukawa-Kopplung wechselwirken. Da kein Higgseffekt vorhanden ist,
wird diese Parameterkonstellation im Folgenden nicht weiter beachtet.
Aus diesem Grund konzentrieren wir uns nun auf den Fall m?\ < %AQ. Das Potential

hat nun ein Maximum bei ¢ = 0 (Up = 0). Da Uy stetig ist und ¢liri1 Uy = oo, miissen
—> =00

mindestens zwei (Za-Symmetrie) weitere Extrema existieren, welche Minima sind und den
Vakuumerwartungswert des Higgsfeldes darstellen, also (¢) = +v mit Uj(v) = 0 und
Uo(v) = Upmin- Dieser ist im IR fiir das Standardmodell gut bekannt und experimentell
tiber den [-Zerfall bestimmt zu v = 246 GeV [22]. (Bemerkung: Durch die Symmetrie des
Potentials betrachten wir im weiteren Verlauf ohne Beschrankung der Allgemeingiiltigkeit
nur den positiven Feldwert.)

Aus der Bedingung, dass die erste Ableitung an der Stelle v verschwinden soll, U’ (v) = 0,
lasst sich der UV-Massenparameter my als Funktion des cutoff bestimmen.

h? hio? A2 A?
2 2
mA(A) = o507 - T [2 In <1 + h%?) - +h202} . (3.3)

Diese Funktion ist fiir alle cutoff Werte nicht negativ, so dass das UV-Potential stets von
unten gebunden ist.

Wertet man nun die zweite Ableitung des Potentials am Minimum aus, erhdlt man
die Masse der Bosonen in der Theorie. Diese hingt ab vom cutoff A der Theorie, der
Yukawa-Kopplung h, dem Vakuumerwartungswert v sowie den nackten Parametern des
UV-Potentials, in diesem Fall nur vom Massenterm my, welcher durch Gl. bestimmt
ist. Dariiber hinaus wird ausgenutzt, dass die Masse des Top-Quark aus dem Experiment
bekannt ist. Diese ergibt sich aus dem Produkt des Vakuumerwartungswertes des Higgsfel-
des mit der Yukawa-Kopplung, m; = hv = 173 GeV. Durch die experimentelle Kenntnis des
Potentialminimums und der Top-Masse ist die Yukawa-Kopplung fixiert. Dadurch héngt
die Masse des Higgsbosons nur noch von dem cutoff der Theorie ab.

0*Uy o h2A%Z p%? A? o TA? + 5h%0?
- =My ———+—-= |6n|1+ 5= | A 555
0% | ,_, 872 | 8m? h2y? (A2 + h2v2)2
4 2 4 2A2
=M o (14 A J 34 F2mi AT
47292 m? (A2 4+ m?)2

Die zweite Ableitung ist an der Stelle ¢ = v fiir alle A # 0 positiv, so dass immer ein
Minimum des Potentials bei ¢ = v vorliegt. Als Ergebnis fiir die Higgsmasse ergibt sich
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Abbildung 3.1: Higgsmasse my in Abhéngigkeit des cutoff A.

letztendlich:
m? A2 3AL + 2m2A2
A)=—t,2In(1+— |-t
) = g2 (14 5 ) = s

Abb.[3.1] stellt die Abhéngigkeit der Higgsmasse vom cutoff dar. Fiir hinreichend grofe
cutoff ab 103 GeV dominiert der Logarithmus unter der Wurzel den zweiten Term, so dass
ein wurzelformig logarithmisch geddmpfter Anstieg zu beobachten ist. Setzt man einen
cutoff der Theorie im Bereich um A = 1,23 - 107 GeV an, liefert dies eine Higgsmasse von
125 GeV. Die Angabe der Higgsmasse fiir kleine A in Abb.[3.1] ist eher als mathematische
Spielerei zu sehen, die durch die analytischen Losungen moglich ist. Physikalisch wiirde
eine Theorie fiir diese geringen cutoff bereits ihr Giiltigkeit verlieren, bevor Energieskalen
wie die des Vakuumerwartungswertes erreicht sind. Unser Interesse liegt damit in dem
Bereich A > v.

Massenterm und Selbstwechselwirkung

Die nichste Erweiterung des Modells stellt die Hinzunahme einer ¢*-Kopplung im UV-
Potential dar. Dieses ist nun durch das gewo6hnliche stérungstheoretische Potential Uy =
mTi¢2 + %gf)‘l gegeben. Dabei muss die dimensionslose (d = 4) Kopplungskonstante Ap
positiv sein, um eine stabile UV-Physik zu gewéhrleisten. Das Massenquadrat m% kann nun
auch negative Werte annehmen. Fiir das effektive Potential bedeutet dies einen zusétzlichen
Term, der die ¢*-Kopplung widerspiegelt:

U() = 5 (mA WA ¢7 + ﬁ(ﬁ + 1671'2 lIl 1 + h2¢2 . (34)

Die erste Ableitung

oy 2 h? A g3 hPAZ ¢? htg® A?
aiqb = <mA ﬁA (b‘i‘?d) 872 A2+h2¢2 + 472 In {1+ h2¢2

weist wieder eine Nullstelle bei ¢ = 0 auf. Damit folgt fiir die zweite Ableitung an dieser

Stelle UY(0) = m% — %AQ. Dies wurde natiirlich erwartet, da der zusitzliche ¢*-Term

keine Verdnderung des Potentials bei ¢ = 0 bewirkt. Fiir den Fall m?\ > %AQ liegt
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Abbildung 3.2: Higgsmasse my in Abhiingigkeit des cutoff A fiir UV-Potentiale, die ¢*-
Terme besitzen. Dargestellt sind Kurven, bei denen die Kopplungkonstante
AA zwischen 0 und 1 variiert.

erneut ein Minimum im Ursprung vor. Es existieren keine weiteren Extrema, so dass kein
Higgs-Mechanismus existiert, welcher den Fermionen Masse verleiht.

Eine gebrochene Phase liegt nur dann vor, wenn m3 < ;%Az ist. Bei dieser Parameter-
konstellation ist die zweite Ableitung bei ¢ = 0 negativ, wodurch ein Maximum vorliegt.
Weiter existieren zwei symmetrische Minima, so dass das Feld einen nichtverschwinden-
den Vakuumerwartungswert besitzt (v = 246 GeV). Aus der Bedingung, dass die erste
Ableitung am Minimum verschwindet Uj(v) = 0, folgt erneut eine analytische Bestim-
mungsgleichung fiir den UV-Massenparameter der Theorie. Dieser héngt neben dem cutoff

A nun zusitzlich von der ¢*-Kopplungskonstante Ap ab.

h? hiv? A? A? A
2 _ 2 A 9
ma (A Ax) = 87r2A 8w {2 n (1 + h2v2> A+ h2fu2] 6 (3:5)

Analog ist ebenso die Higgsmasse von diesen beiden Parametern abhéngig.

my AN 3A% 4 2mPA?] 02
. 20) = 70 = [k [ (14 25) -]

In Abbildung ist die Abhéngigkeit der Higgsmasse vom cutoff fiir verschiedene Wer-
te der ¢*-Kopplungskonstanten A\, dargestellt. Die eingefiihrte ¢?-Wechselwirkung sorgt
fiir eine konstante positive Verschiebung der Higgsmasse. Mathematisch nimmt die Mas-
se des Higgsbosons ihren minimalen Wert fiir A = 0 an. Dieser liegt fiir feste Ay bei

my = 1/ %/\A. Fiir grofer werdenden cutoff A wichst das Higgsmassenquadrat wieder

logarithmisch.

Betrachten wir nun noch das resultierende IR-Potential der Theorie. Zu diesem Zweck
wird das Ergebnis des UV-Massenparameters Gl. in die Gleichung fiir das IR-Potential
(3.4) eingesetzt.

h41)2 A2 A2 >\A /\A h4¢4 A2
Up== (-2 lom (1 - _2A2) g2 4 DA g In (14 >
0 2< 82 [ n( +h2v2) A2+h2u2] 6U>¢+24¢+16772n g2 )

wobei die Abhéngigkeit des IR-Potentials Uy von ¢ in Abb. dargestellt ist.
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Abbildung 3.3: Uy in Abhingigkeit von ¢. Der cutoff wurde zu A = 10° GeV gewihlt.
Durchgezogene Linie: Ay = 0, gestrichelt: Ay = 1, gepunktet: Ay = 2.

Das IR-Potential wurde so konstruiert, dass der Vakuumerwartungswert sich bei v =
4246 GeV befindet. Dariiber hinaus ist es fiir alle Parameterwerte nach unten gebun-
den. Es treten keine Probleme durch unphysikalische Instabilitdten auf, die durch Top-
Fluktuationen hervorgerufen werden. Diese Instabilitdten entstehen in der klassischen Sto6-
rungstheorie, sind aber nur Artefakte der perturbativen Methoden und daher unphysika-
lisch. In [24] wurde gezeigt, dass die Destabilisierung des Vakuums erst dann erfolgt, wenn
die Ergebnisse des effektiven 1-loop Potentials auf Bereiche ausgedehnt werden, in denen
der Giiltigkeitsbereich der Stérungstheorie verletzt ist oder falls unphysikalische Annahmen
vorgenommen werden.

Ein Problem, welches dennoch in unserer Approximation der Flussgleichung auftaucht,
ist die Nichtkonvexitét des effektiven Potentials im Innenbereich zwischen den beiden Mi-
nima. Dies resultiert aus der Tatsache, dass in der Meanfield-Ndherung ein skalenunabhén-
giger Propagator angesetzt wird. Auch dieses Problem ist in der Storungstheorie gut be-
kanntﬂ und wurde fiir eine reine skalare Theorie in [25] studiert. Im Innenbereich zwischen
den Minima wird das Pfadintegral von zwei konkurrierenden Sattelpunkten beeinflusst.
Somit verliert die Annahme der Stérungstheorie, dass nur ein Sattelpunkt das Pfadinte-
gral dominiert, ihre Giiltigkeit in diesem Bereich. Im &uferen Bereich (|¢| > +v) wird
das effektive Potential Uy jedoch gut durch U elﬁ_ loor g pproximiert. Im Inneren liefert die
Maxwell-Konstruktion des effektiven 1-loop Potentials eine sinnvolle Naherung fiir das ef-
fektive Potential, da der Grundzustand hier eine lineare Uberlagerung zwischen den beiden
Zustanden |+v) und |—v) ist [25].

Alternativ ist es mdéglich, von dem UV-Parameter Ay zu einer Grofse iiberzugehen, die
sich im Experiment bestimmen lasst, der IR-Kopplungskonstante A\g. Dies ist mit Hilfe
der Flussgleichung des effektiven Potentials moglich. Wertet man von diesem die vierte
Ableitung am globalen Minium aus, erhalten wir die ¢*-Kopplungskonstante:

Uy 04U,

= bzw. Mg = .

2Auch hier werden Fluktuationen skalenunabhingig ausintegriert. Wird die Skalenabhingigkeit des
Propagators in der Flussgleichung berticksichtigt, so ist das resultierende effektive Potential konvex [20].
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Damit folgt

4 A2 A2 9 A6 1 2A4 21 4A2 6
m; [61n<1+ )_ (25A° + 16m;A* 4 21m;A” + 6my) (3.6)

=M+ —57
0= A+ 5T h2 2 (A2 + m2)4

Diese Gleichung lasst sich nach der nackten Kopplungskonstante Ay umstellen und in die
Gleichung der Higgsmasse (3.5]) einsetzen.

2m} (2A2 —m2)AS o2
mH(A, Ao) = \/371_27)2 (A2 i m?)4 + §A0

4
Diese ist nun fiir ein festes A\g auf das Intervall \/ %)\0, %/\0 + ;;% beschrinkt. Das

Minimum wird im unphysikalischen Grenzfall eines verschwindenden cutoff A — 0 ange-
nommen, wiahrend das Maximum aus der Grenzwertbetrachtung A — oo folgt.

Dariiber hinaus ist eine starke Feinabstimmung der Kopplungskonstanten \g notig, falls
man fiir eine bestimmte Higgsmasse eine Theorie konstruieren méchte, die iiber einen
weiten Skalenbereich giiltig sein soll. Dies wird vor allem in Abbildung deutlich.

T T T T =
1301 7

my(Gev)

. . .
1 100 10* 10° 10°
A(Gev)

Abbildung 3.4: Dargestellt ist die Higgsmasse mpy in Abhéngigkeit des cutoff A fiir ver-
schiedene IR-Kopplungskonstanten Ag.

3.3 Beriicksichtigung fermionischer und bosonischer
Fluktuationen

Nachdem bis jetzt die bosonischen Fluktuationen in der Analyse des skalaren Potentials
vernachlassigt worden, sollen diese nun mit beriicksichtigt werden. Wir starten unsere
Untersuchungen also von der vollen Gl. aus, ohne Terme zu vernachléssigen. Da wir
an der IR-Physik interessiert sind, setzen wir wieder £ = 0 und betrachten das effektive
Potential.

Up=Up + L AQ(EU/’( —h2¢?) + hiptin (1 + AN 1(UX)21n 1+ A . (3.7)
1672 4 h2¢? 4 Uy
Wird fiir das UV-Potential ein reiner Massenterm angesetzt (Uy = mT?‘gbz), folgen die

gleichen Ergebnisse wie im fermionischen Fall, da die bosonischen Fluktuationen durch die
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zweite Ableitung des nackten Potentials eingehen. Da U} nicht mehr von dem skalaren Feld
abhingen wiirde, bewirken die bosonischen Anteile lediglich eine konstante Verschiebung
des IR-Potentials, welche ignoriert werden kann. Der einfachste Zo-symmetrische Ansatz,
der die bosonischen Anteile zum Fluss berticksichtigt, enthélt somit neben dem Massenterm
eine weitere ¢*-Wechselwirkung.

2 0\
UA:%&JFﬁq% = Ul= A+7¢2 mit Ay > 0, m3 € R.

Das effektive Potential nimmt dadurch die folgende Gestalt an:

UO_Q[mAJrgWQ(S—h o2 + ¢ In 14555

(3.8)
1 5 A?
—W< A+¢) (*M)

Die erste Ableitung nach dem skalaren Feld

8U0 7 9 A2 )\A 3 h4A2 ¢3 4(;53 A2
9 _[mA+87r2<8 >]¢+ O e T P\ T g

AA2 + 2842 A A A2
+ A Plms + ;;s ) A2¢<m%+A¢2> In{1+—7—
647 A2 + m3 + 2 ¢? 32 2 m3 + 2 ¢?

liefert wieder ein Extremum bei ¢ = 0. Damit die Symmetrie der Theorie spontan ge-
brochen ist, miissen neben diesem Extremum zwei weitere vorliegen, die globale Minima
sind und in unserem Fall bei v = 246 GeV liegen. Dies konstruieren wir wieder durch die
Bedingung, dass die erste Ableitung an dieser Stelle verschwinden soll. Damit ergibt sich
eine transzendente Gleichung fiir die Bestimmung von m%:

A2 Ay m? AA m A? m? A2
0=m2 4+ 2 (A _ Mg AN o MYy t o (142
At ™ < 8 v2>+ 6" 8W202A2+mf+47r2v2 S G

3.9
/\AA2 m% + 202 Aa 5 AA A2 (8:9)
3 — s {mi+—v | In{l+—F—].
647T A2+m + AUQ 327 2 m?\—{—TAvQ
Fiir die Higgsmasse folgt,
=0
——
m2 _827[](@),187[](@)
1 992 v 9¢
4 2 4 272 2
my A 3A% 4+ 2mzA v
=t o1+ =) - 4 )
47r2v2[ n< +m%) (A2 +m?)? * 3 A
(3.10)

A g (14 A 3AY 4 2(m} + Apo?)A?
m% v2

647> + 2 (A2 +m3 + 202)2

Der Term %g—g(v) wurde von der zweiten Ableitung des Potentials abgezogen, da sich auf

diese Weise fiir die Higgsmasse die gleiche Struktur wie im Falle der rein fermionischen
Fluktuationen ergibt (erste Zeile von GL.(3.10)). Der Einfluss der bosonischen Fluktuatio-
nen spiegelt sich in der zweiten Zeile wieder. Diese verringern stets den Wert der Higgs-
masse, da die bosonischen Fluktuationen den fermionischen entgegenwirken und damit das
Ausbilden des Minimums bei ¢ # 0 verhindern.

28



Da die bosonischen Parameter mpy und Ap beide in transzendenter Weise in die Gln.
(3.9) und (3.10) sowie in das effektive Potential (3.8]) eingehen, wird nun die folgende
Transformation der beiden Parameter vorgenommen,

2
v
mi — mg — 7/\/\’ )\A — )\A-

Dabei ist die Transformation so konstruiert, dass m? = U} (v) ist und damit dieser neue
Parameter das skalare Analogon zu my der fermlonlschen Fluktuationen darstellt. Die fir
die nachfolgenden Betrachtungen wesentlichen Gleichungen lauten nun:

2 2 A4 2 2A2 A2
0=m?— L ap + A { + s )—21n< +mQﬂ

3 6472 | m2(A? + 2 (3.11)
mi [ A* 4 2m2ZA2 91 A2 '
_ n 2
8m2v2 | m? (A2 4+ m?) mf
und
4 2 4 272 2
9 my A 3A® 4+ 2miA v
= 21n - —A
MH = 42,2 [ ( m%) (A% +m?)2 T
)y (3.12)
CARY [y (4 AT 3T+ 2miA
6472 m2 (A2 +m2)2 |~
Das effektive Potential nimmt in diesen Parametern die folgende Gestalt an:
_ 2t _ 1
Uy Q[ms 5 —|—82 Y »” + qS In +h2¢2
3.13
o (2 3 2>>21 1+ v o
—v n .
- G4 m3 + (¢ = v?)

Neben der Problematik, dass das effektive Potential nicht tiberall konvex ist, welches be-
reits im fermionischen Fall diskutiert wurde, tritt zusétzlich der negative Aspekt auf, dass
das effektive Potential nun auch komplex werden kann analog zu storungstheoretischen
Berechnungen. Dies tritt dann auf, wenn die zweite Ableitung des nackten Potentials ne-
gativ wird, da hierdurch die vorkommenden Logarithmen komplex werden. Dieses Phéno-
men wurde ebenfalls in [25] analysiert. Der Imaginérteil des effektiven 1-loop Potentials
beschreibt hierbei die halbe Zerfallsrate pro Einheitsvolumen einer homogenen Feldkonfi-
guration. Problematisch wird dies besonders, wenn die zweite Ableitung des UV-Potentials
ausgewertet am eigentlichen globalen IR-Minimum v negativ ist, also U} (v) < 0. Die Sto-
rungstheorie ist dann nicht in der Lage den Vakuumzustand der Theorie zu bestimmen.
Dies bedeutet, dass entweder die Annahme eines homogenen Grundzustandes nicht kor-
rekt ist und dieser in eine inhomogene Feldkonfiguration zerfillt oder unsere verwendete
Methode unzureichend ist, wie bereits oben diskutiert wurde.

Um nun sinnvolle IR-Physik mit Hilfe der Meanfield-Naherung beschreiben zu kénnen,
schrinken wir den Parameterraum ein. Sobald man den Fall m?2 > 0 betrachtet, liegen die
beiden globalen IR-Minima der Theorie immer in einem Bereich, der durch einen reellen
Potentialverlauf beschrieben wird. Dies zeigt sich wie folgt: Man erhélt einen komplexen
Zweig des Logarithmus, falls dessen Argument negativ wird. Dafiir muss m?ﬁ—%“& =m2+
%A(qzﬁQ —v?%) < 0 gelten. Das effektive Potential Uy wird nun fiir die rellen Feldamplituden

2

6] < y[v? — —mg
AA

——

>0
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Abbildung 3.5: Potentialverldufe fiir verschiedene mgs. Obere Kurve: mg = 300 GeV, Ay =
3.95651 — Up reell fiir |¢p| > 122.6 GeV. Untere Kurve: mgs = 500 GeV,
Ar = 3.95642 — Up reell V ¢, da immer ¢? > —6.6 - 10* GeV ist.

komplex. Gilt %mg > v? liefert die Meanfield-N#herung fiir alle ¢ reelle Uy, da in diesem

Fall das Argument des Logarithmus m?2 + %A(qﬁQ — v?) nicht negativ wird. Fiir die Feldam-
plituden ¢ = +wv ist das effektive Potential ebenfalls immer reell. Im ungiinstigsten Fall

versagt die Meanfield-Ndherung im gesamten Bereich |¢| < v (2;\71 H. 0).

Zur Veranschaulichung sind in Abb. Potentialverldufe fiir verschiedene Parame-
ter dargestellt. Es wurden Kombinationen gewéhlt, in denen zum einen die Meanfield-
Néherung nur bis zu einem gewissen ¢ reelle Werte fiir das effektive Potential liefert und
zum anderen alle Feldamplituden reelle Verldufe ergeben. Gl. wurde dabei als Bestim-
mungsgleichung fiir die Kopplungskonstante Ay angesehen, der cutoff liegt bei A = 10° GeV.

Die Realititsbedingung m? > 0 fiir U(v) sichert nun, dass die Higgsmasse GI.(3.12
keine komplexen Werte annimmt. Ebenso liefert nun die Bestimmungsgleichung (3.11
fiir die Kopplungskonstante Ay nur noch reelle Werte. Fiir den Fall m? < 0 wiirde diese
Gleichung komplexe Ap bestimmen, so dass das gesamte UV-Potential Uy komplex werden
wiirde. Die Forderung nicht negativer m? schriinkt dariiber hinaus den Wertebereich des
UV-Massenparameters m?\ ein. Wahrend auf UV-Niveau dieser noch beliebige reelle Werte

annehmen konnte, ist er nun auf das Intervall m3 € [—%)\A, oo] beschrénkt.

Betrachten wir noch die Gl., bevor wir uns mit der Bestimmung der Higgsmasse
beschéftigen. Diese lédsst sich auf Grund der durchgefiihrten Parametertransformation nach
Ap explizit umstellen.

my [A4+2m?A2 —21In <1 + A722):| —m?2
my

_ 81%? | mi(A24m3) s
A= m2 [A4+2m§/\2 o (1 4 ﬁ)} 2 (3.14)
6472 | m2(A2+m2) m2 3

Diese Kopplungskonstante sollte nicht negativ sein, damit das UV-Potential nach unten
gebunden ist. Wird nun ein festes m? gewiihlt, hiingt Ay nur noch von dem cutoff A der
Theorie ab. Die Bestimmung der Nullstelle Axgt beziehungsweise Polstelle Apg; ergibt sich
aus dem Verschwinden des Zéahlers beziehungsweise Nenners und liefert transzendente Glei-
chungen fiir die jeweiligen A-Werte. Dadurch resultiert ein Intervall des cutoff, in dem das
gewihlte m?2 nicht realisiert werden kann, wenn man die physikalisch sinnvolle Forderung
Ap > 0 stellen mochte, um eine stabile UV-Physik zu gewédhren. Je nachdem ob Anst
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Abbildung 3.6: UV-Kopplungskonstante Ay gegen den cutoff A. Links wurde mg = 250 GeV
(gestrichelt) bzw. ms; = 350 GeV (durchgezogen) gewahlt. Rechts ist mit
mg = 285 GeV der freie Parameter so gewdhlt worden, dass beliebige posi-
tive Werte Ap in der Theorie angenommen werden kdnnen.

kleiner oder grofer als Apgy ist, gilt A € Ry \[Anst, Apst] oder A € Ry \[Apst, Anst)-

Dartiber hinaus wird in Abb. deutlich, dass nicht jeder positive Wert von der Kopp-
lungskonstanten \j realisiert werden kann. Nur fiir bestimmte m?2 (im obigen Beispiel
ms = 285 GeV) gibt es keine weiteren Einschrankungen an diesen Parameter der Theorie.
Ein interessanter Punkt ist, dass fiir grofle cutoff die Kopplungskonstante unabhéngig von
m? gegen einen konstanten Wert strebt.

: _Qp2
Ah—Igo)\A_Sh'

Eine weitere wichtige Beziehung zwischen den Parametern der Theorie ldsst sich direkt an

der Forderung U’ (v) < 0 ablesen. Wertet man GI. 1D fiir groffe A aus und beriicksichtigt,
das m? als dimensionsbehaftete Kopplung etwa in der Gréfenordnung von A2 ist, erhélt
man:

AA m? h? A?
_ 2 2 s 2 2

Fiir Ay > 8h? kann der Fall eintreten, dass diese Beziehung fiir gewisse A durch kein po-
sitives m? mehr erfiillt wird. Auf Grund des Logarithmus werden komplexe m? bestimmt,
so dass keine sinnvollen Aussagen in der Meanfield-Néherung mehr getroffen werden kon-
nen. Méchte man dieses Problem umgehen, sollte Ay < 8h? gewihlt werden, da so immer
gewiihrleistet ist, dass m? reell und positiv ist. Wihrend im Fall rein fermionischer Fluk-
tuationen A prinzipiell noch beliebig positive Werte annehmen konnte, liefern die nun
zusétzlich beriicksichtigten bosonischen Fluktuationen eine Finschriankung an die potenti-
ellen Werte im Rahmen der Meanfield-Naherung, wenn man keine Einschrankungen an den
cutoff stellen mochte und das Minimum der Theorie durch einen reellen Potentialverlauf
beschrieben werden soll.

Fiir die Bestimmung der Higgsmasse nutzen wir nun Gl. um numerisch m? zu er-
halten. Dabei werden die bereits analysierten Bedingungen an die Paramter der Theorie
berticksichtigt. Die Masse des Higgs-Bosons ist damit nur noch eine Funktion der Kopp-
lungskonstanten Ay und des cutoff A der Theorie my = mpg(Ax, A) analog zum fermioni-
schen Fall. Die Berechnung von m? und Wahl von A, als freien Parameter wurde lediglich
getroffen, um einen direkten Vergleich mit den Werten der Higgsmassen, die rein durch
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fermionische Fluktuationen induziert sind, treffen zu konnen. Natiirlich ist es alternativ
moglich, G1.(3.14]) fiir A\j in die Gleichung der Higgsmasse (3.12)) einzusetzen und explizit

diese als Funktion von m? anzugeben.

Die Ergebnisse der Higgsmasse in Abhingigkeit vom UV-cutoff wurden in Abb.
grafisch dargestellt. Dabei wurden fiir die ¢*-Kopplungskonstanten nur Werte zwischen
0 < A < 8h? beriicksichtigt, um sinnvolle Ergebnisse innerhalb der Meanfield-Approxi-
mation zu erhalten. Auffillig ist, dass fiir grofse Kopplungskonstanten Ay (im obigen Bsp.
An = 3.5) der Kurvenverlauf nicht mehr durch eine minimale Higgsmasse bei A = 0 charak-
terisiert wird, wie dies im Falle rein fermionischer Fluktuationen war. Fiir Kopplungen Ap
nahe 8h? wichst m?2 gemif Gl. nur langsam mit gréfer werdendem cutoff an, da die
dominierende Ordnung O(A?) fiir nicht allzu grofe A einen geringen Einfluss ausiibt. Die
bosonischen Fluktuationen m? liegen damit in der Gréfenordnung der Top-Fluktuationen,
so dass die Ausdriicke in den eckigen Klammern von Gl. in etwa gleiche Werte an-
nehmen. Fiir grofe Ay wird nun das Minus in der zweiten Zeile der Higgsmassengleichung
relevant, so dass fiir anwachsende A die Higgsmasse zunéchst kleiner wird, bis sie ein Mi-
nimum erreicht hat. Nach dem Erreichen des Minimums ist nur noch ein positiver Anstieg
der Higgsmasse zu verzeichnen. Diese nimmt asymptotisch ihren logarithmischen Verlauf
an, der bereits aus dem fermionischen Fall bekannt ist. Dies erklért sich folgendermafien.
Fir grofe A kann in guter Ndherung Gl. zur Bestimmung von m? benutzt werden.
Der Quotient m?2/A? nimmt damit einen konstanten Wert C' an, so dass die bosonischen
Terme keinen cutoff abhéngigen Einfluss mehr auf die Higgsmasse haben, sondern diese
nur noch konstant verschieben (zweite Zeile von GL.(3.12))):

21n(1+1)3+2c A .

A%\ 3A% 4 2m2A
c) a+o

S

Dadurch iibernehmen fiir grofe A die fermionischen Fluktuationen wieder das asymptoti-
sche Verhalten der Higgsmasse und es ist ein logarithmischer Anstieg im Verlauf von m%{
zu beobachten.

Fiir den Fall des maximal zuldssigen Ay = 8h? zeigt sich ein besonderes Verhalten. In
Gl. verschwindet nun die fiihrende Ordnung des cutoff, so dass die zu bestimmenden

bosonischen Fluktuationen m? nur noch logarithmisch mit diesem anwachsen und in einem

groften Intervall des cutoff in der selben Groéfsenordnung wie die Top-Fluktuationen liegen.
Dadurch sinkt das Higgsmassenquadrat m%{ gemaélfs Gl., wie im eben diskutierten
Fall und verschwindet fiir A = 4.72 - 1019 GeV. Fiir grofere A wird m%[ negativ, so dass
kein Minimum bei v = 246 GeV mehr vorliegt. Erst jenseits der Planck-Skala erreicht
das Quadrat der Higgsmasse ein Minimum wie im Fall Ay < 8h? und wichst danach

~
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Abbildung 3.7: Masse des Higgs-Bosons fiir verschiedene Werte der Kopplungskonstanten
AA-
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logarithmisch.

Der Schnittpunkt der beiden Kurven fiir Ay = 0 und Ay = 8h? liegt bei Ay = 4.12269 -
108 GeV. Jenseits dieses Wertes werden fiir festes A die minimalen Higgsmassen durch den
Parameter Ay = 8h? charakterisiert. Die untere Higgsmassenschranke wird damit nicht
mehr durch eine feste Wahl von Ay beschrieben, sondern ist je nach cutoff entweder durch
A =0 (A < Ag) oder Ay = 8h? (A > Aj) gegeben. Untersucht man die Higgsmasse als
Funktion von A, wird deren Maximum in dem Intervall Ay € [0, 8h?) liegen. Es stellt sich
heraus, dass die Kopplungkonstante, welche die Higgsmasse maximiert, anndhernd unab-
hiingig vom cutoff ist und einen Wert von Ay ~ 3.7232 (A = 10°...10'° GeV) annimmt.
Fiir 3.7232 < Ay < 8h? sinken die Werte der Higgsmasse wieder. Damit existieren Parame-
terkonstellationen bei denen fiir zwei verschieden gewéahlte Ay die gleiche Higgsmasse bei
festem cutoff beschrieben wird. Dies wird sofort in Abb. ersichtlich, da beispielswei-
se die Kurve mit Ay = 8h? einen Schnittpunkt mit allen weiteren Kurven aufweist. Diese
nicht eindeutige Beziehung zwischen der Higgsmasse im Infraroten und dem UV-Parameter
Aa bei festem cutoff kann jedoch als Artefakt der Meanfield-Néherung angesehen werden.
Dieser Effekt tritt nicht auf, wenn eine Analyse der Flussgleichung mit einem skalenab-
héngigen Propagator durchgefiihrt wird. Ebenso wenig zeigten Gittersimulationen dieses
Verhalten [12]. In beiden Féllen nahm die Higgsmasse fiir wachsende Ap stets zu, wodurch
eine eindeutige Beziehung zwischen mygy und Ap gegeben ist. Einigermafen verlassliche
Aussagen lassen sich daher nur fiir kleine UV-Parameter Ay treffen.

Abb. vergleicht die Abhéngigkeit der Higgsmasse vom cutoff aus dem Kapitel der
fermionischen Fluktuationen mit den KErgebnissen der erweiterten Meanfield-Néherung,
welche die bosonischen Fluktuationen mit beriicksichtigt. Wie erwartet verringern dabei die
bosonischen Fluktuationen die Higgsmasse gegeniiber den rein fermionischen Ergebnissen.

my(GeV)

Ay =0

0 1 ><‘105 2 x‘lDﬁ 3x ‘mfi 4><‘lUB 5x10°
A(GeV)

Abbildung 3.8: Kurvenverldufe der Higgsmasse fiir verschiedene Ay. Bei den gestrichel-
ten Verlaufen wurden nur fermionische Fluktuationen bertiicksichtigt. Die
durchgehenden Linien sind die Ergebnisse der erweiterten Meanfield-
Néherung.

3.4 Erweiterungen des UV-Potentials

In den beiden vorangegangenen Abschnitten ist die Struktur der Higgsmassenschranke in
Abhégigkeit von den Parametern des UV-Potentials untersucht worden. Dabei schrinkten

2
wir uns bisher auf das Standardhiggspotential Uy = %qﬁ + 3—2& ein, welches in sto-
rungstheoretischen Rechnungen verwendet wird. In diesen werden keine héheren Terme
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als die ¢*-Selbstwechselwirkung zugelassen, da hohere Feldpotenzen in d = 4 nicht mehr
perturbativ renormierbar sind. Die untere Schranke in unserem Modell resultierte fiir eine
verschwindende Selbstwechselwirkung Ay = 0.
g\uz%mH()\A) =mp(0).
Abweichungen von dieser Schranke konnten im Falle groker A fiir Ay = 8h? beobachtet
werden, stellen jedoch keine physikalischen Gegebenheiten des Modells dar, was sich an der
spateren Analyse der Flussgleichung mit einem skalenabhéngigen Propagator F,(f) zeigen
wird. Eine obere Schranke kann lediglich aus Konsistenzbedingungen an die verwendeten
Naherungsverfahren konstruiert werden. Fordert man, dass die Higgsmasse fiir wachsende
A stets grofer wird, folgt die Einschrankung Ay < 3.72.
Mit der Wetterich-Gleichung steht jedoch ein iiber die perturbative Beschreibung hin-
ausgehender Zugang zur Quantenfeldtheorie zur Verfiigung, so dass nun Abweichungen
des UV-Potentials von der ¢ Struktur untersucht werden sollen. Das Hauptaugenmerk ist

dabei auf die Beeinflussung der unteren Higgsmassenschranke gerichtet.
my

Up = 5

P+ 26t + AU,

3.4.1 Fermionische Fluktuationen

Zunachst wird wieder der einfache Fall rein fermionischer Fluktuationen untersucht. Das
effektive Potential ist gegeben durch

Up =Ur + F(9).
Dabei stellt die Funktion F'(¢) den Einfluss der fermionischen Fluktuationen dar.

A2 + h2¢?
h2¢?

1

F(9) = 152

(—h2A2¢2 + hi¢tln

Im Folgenden gilt weiterhin die Kurzschreibweise ’

= (‘% Die Forderung, dass bei ¢ = v
ein Minimum vorliegen soll, Uj(v) = 0, legt den Parameter m% fest. Damit folgt fiir die

Higgsmasse

1 1 1, Mol
iy = Ug(0) — 1U40) = [A0" - Lo+ - L4 20 L |

Setzt man fiir die Abweichung AU des gewdhnlichen Potentials einen #%-Term an, AU =
%—‘}(Z)ﬁ = G?ﬁgzﬁ mit der dimensionslosen Kopplungskonstante gy, erhilt man

4 2 4 22 2 4
2 _ Ty AT O 3AT+2mi AT v v
M (A AN 00) = o5 3 [2 8 <1 * m?) W rmiE |13 AL gz A

Der zusétzliche Term sorgt erneut fiir eine konstante positive Verschiebung, da gy > 0 sein
muss, um ein stabiles UV-Potential zu besitzen. Allerdings kann nun die ¢*-Kopplungs-
konstante negative Werte annehmen, so dass die Verschiebung des Verlaufes der Masse
jetzt {iber zwei Parameter erfolgt. Es ist nun mdglich, fiir einen fest gewéhlten cutoff
A die untere Schranke bei geeigneter Parameterwahl zu unterschreiten. Allerdings muss
dabei der folgende Punkt beriicksichtigt werden. Prinzipiell reicht bereits eine beliebig
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Abbildung 3.9: Unter Hinzunahme einer skalaren ¢%-Kopplung ist es moglich, die untere
Schranke der Higgsmasse zu unterschreiten. Durchgezogener Verlauf: Ay =
gn = 0. Gestrichelter Verlauf: Ay = —0.1, go = 10. Gepunkteter Verlauf:
Ar = —0.2, go = 100.

kleine positive Kopplungskonstante ga, um eine stabile UV-Physik zu gewéhrleisten. Es ist
jedoch moglich, dass das effektive Potential Uy weitere Minima aufweist, falls gy zu klein
ist. Diese liegen dann meist bei sehr grofsen Feldamplituden und sind die globalen Minima
der Theorie. Das IR-Vakuum bei v = 246 GeV wére nur metastabil, so dass Zerfélle in das
sechte IR-Vakuum méglich sind.

Zwei mogliche Kurvenverlaufe, welche die untere Schranke der Higgsmasse fiir gentigend
grofte A unterschreiten, sind in Abb. geplottet. Die durchgezogene Linie stellt dabei die
bekannte Schranke dar und ist fiir die Parameter Ay = ga = 0 realisiert. Fiir den gestri-
chelten Verlauf wurden die UV-Parameter zu Ay = —0.1 und gy = 10 gewahlt, wihrend im
gepunkteten Fall Ay = —0.2 sowie g5 = 100 gilt. Die Anderung in der Kopplungskonstante
ga erfolgte lediglich, um ein stabiles IR-Vakuum bei v = 246 GeV realisieren zu konnen.
Der wesentliche Unterschied in den Verldufen der Kurven im Vergleich zu der massiven
¢*-Theorie ist der grofe Einfluss der dimensionsbehafteten ¢%-Kopplung g (~ A~2) zur
Higgsmasse im Falle kleiner cutoff (A ~ v). Da der cutoff allerdings jenseits der Skala des
Vakuumerwartungswertes liegen sollte, ist dieser Bereich fiir unsere Betrachtungen nicht
relevant. Dariiber hinaus tritt dieser Effekt nicht mehr auf, wenn die bosonischen Fluk-
tuationen in die Rechnungen mit einbezogen werden. Die A~2-Struktur in der Higgsmasse
erklart nun das Verringern dieser im Bereich A = 1TeV. Fiir grofere cutoff kann dieser
Term vernachléssigt werden, so dass nur noch das logarithmische Anwachsen der Higgs-
masse zu beobachten ist, wihrend die negative ¢*-Kopplungskonstante Ay die Higgsmasse
gegeniiber der Schranke verringert.

3.4.2 Fermionische und bosonische Fluktuationen

Es sollen nun die bisherigen Ergebnisse auf den Fall der erweiterten Meanfield-Néaherung
ausgedehnt werden, in welcher wir die bosonischen Fluktuationen mitberiicksichtigen. Die
benétigten Ableitungen des effektiven Potentials Gl.(3.7) lauten fiir allgemeine nackte Po-
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Da die beiden Gleichungen an der Stelle ¢ = v ausgewertet werden sollen, wird an das
UV-Potential die Forderung gestellt, an dieser Stelle in einer Potenzreihe entwickelbar zu
sein. Aus diesem Grund wird der folgende Ansatz vorgenommen:

A2(2—n) . .
UA_Z)\nA g (07 —07)",

wobei die dimensionslosen Kopplungskonstanten An,A eingefithrt und entsprechend nor-
miert wurden. Diese dimensionslosen Parameter sollten von der gleichen Gréfsenordnung
sein, wenn man annimmt, dass die Natur auf der UV-Skala eine Theorie generiert, die
zufillig verteilte Kopplungskonstanten besitzt. Anders ausgedriickt wiirde es unnatiirlich
erscheinen, wenn eine der dimensionslosen Kopplungskonstanten besonders grofs im Ver-
gleich zu den anderen wére. Eine weitere niitzliche Relation ist die Redefinition des Para-
meters \; 4, in dem erneut der Parameter m? eingefiihrt wird. Dies erfolgt wieder so, dass
Ui(v) = m? gelten soll, wodurch die anderen Kopplungskonstanten linear in die Higgs-
masse und die Bestimmungsgleichung fiir m? (U A (v) = 0) eingehen. Damit gilt nun fiir
m?:

mg = )\n,AAQ + )\271\7)2.
Fiir die Ableitungen des UV-Potentials an der Stelle ¢ = v gilt,

3
v
Up(v) = m?v — X2 Av3 Ux(v) = mg, U/(\3) (v) =3 v+ )\&AF,
602 vt
UI(\4)(U) = 3XA2A + el 5 A3\ + A4)\

Um nun den bosonischen Parameter m? zu bestimmen, muss die transzendente Gleichung

Fi©) o Maake By, (0 A AT+ 200w
p T e s = 2 (U ) - T
(3.16)

ausgewertet werden. Die Higgsmasse héngt somit nur noch von den drei unabhéngigen
Kopplungkonstanten Az p, A3 p und Mg sowie dem cutoff A ab. Unser Ziel ist nun, bei
gegebenem cutoff die untere Schranke der Higgsmasse zu unterschreiten. Dafiir wird zu-
niichst die einfachstmogliche Erweiterung des UV-Potentials angesetzt, indem ein ¢%-Term
zugelassen wird und alle hoheren Feldpotenzen nicht beriicksichtigt werden, A, A = 0 fiir
n > 4. Die Higgsmasse ist dann gegeben durch:

1 ) A%\ A+ 2772
my = F"(v) — —=F'(v) + Agpv? — DU A3, [ng In (1 + > — _’_m"’l
v m

!
0=

1
i s —
y o(v)

s

64mZA2 2 A% +m?
B (3/\27/\’0 + )\371\@) ot (14 Ai B 3A* 4+ 2A ms
6472 m?2 (A2 +m2)2 |’
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Abbildung 3.10: Plot mg(A) fiir verschiedene Parameter A2.A und Ag . Die durchgezogene
Linie stellt die untere Schranke des ¢*-Modells dar, wodurch A2 A = A3A =
0 gilt. Gestrichelt: Ay p = —0.1, A3 5 = 10. Gepunktet: Ay = —0.2,
A3.a = 20. Gestrichelt und gepunktet: Ao o = —0.3, A3 A = 30.

wobei m%, = Ul/(v) = U}/ (v) — Uj(v)/v ausgenutzt wurde. Wihrend der Parameter Az
beliebige reelle Werte annehmen darf, muss A3 o positiv sein, damit das UV-Potential nach
unten gebunden ist. Im Grenzfall A3z = 0 (und A2 p > 0) wird das bereits bekannte
Ergebnis der ¢*-Theorie reproduziert.

In Abb. sind verschiedene Kurvenverldufe der Higgsmasse in Abhéngigkeit des
cut-off dargestellt. Durch die Wahl eines negativen Ay o kann, analog zum Fall rein fer-
mionischer Fluktuationen, die untere Schranke der Higgsmasse (durchgezogene Linie, A A=
A3 A = 0) verschoben werden. Allerdings muss die Kopplungskonstante A3 o so gewéhlt wer-
den, dass das Minimum bei ¢ = v = 246 GeV das globale Minimum bleibt. W&hlt man
diesen Parameter zu klein existieren wieder weitere Minima, welche energetisch tiefer liegen
als jenes bei ¢ = v, so dass das beobachtete Vakuum nur metastabil ware. Dieser Umstand
wurde bei der Wahl der Parameter berticksichtigt, wodurch fiir die angegebenen Kurvenver-
laufe nur solche Parameterkombinationen gewahlt wurden, die den Vakuumerwartungswert
bei ¢ = v garantieren. Exemplarisch wurden in Abb. das IR- und UV-Potential fir
die Paramter Ay p = —0.1, A3 = 10 und A = 10° GeV geplottetﬂ

T T T T
2.5x10° - q 6x1012
2.0x10° -
4x10%2 -
1.5x108

2x1012 -

Uo(GeV?)
UA(Gev?)

1.0x10°

5.0x107 b 0

or _2x1012 ‘ ‘ ‘ ‘
400 200 0 200 400 400 200 0 200 400

$(GeV) $(GeV)

Abbildung 3.11: IR-Potential Up(¢) (links) und UV-Potential Ux(¢) (rechts) der ¢b-

Theorie.

3Das IR-Potential wurde dabei um einen physikalisch unrelevanten Term von —1.0244897 - 10'° GeV*
verschoben.
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Ein weiterer Umstand, der beachtet werden muss, ist, dass neben der Ausbildung meh-
rerer Minima nun auch ein Maximum des effektiven Potentials bei ¢ = 246 GeV vorliegen
kann. Dieser Effekt tritt vor allem fiir kleine cutoff A auf, so dass der Vakuumerwar-
tungswert nun durch v # 246 GeV gegeben ist. Trotz dieser Punkte kénnen durch den
zusitzlichen Freiheitsgrad im UV-Potential Higgsmassen unterhalb der von der ¢*-Theorie
vorgegebenen Grenze konstruiert werden. Durch die Wahl eines negativen A2 o scheint sich
die Kurve in gewisser Weise nach unten verschieben zulassen, so dass fiir einen festen cutoff
keine feste untere Schranke mehr angegeben werden kann.
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4 RG-Flussgleichungen des
Higgs-Yukawa-Modells

Nachdem im vorherigen Kapitel gezeigt wurde, dass es in der Meanfield-Néherung moglich
ist, die konstruierte Schranke der Higgsmasse durch Abweichungen des skalaren Potentials
von der ¢* Form zu unterschreiten, soll dies im weiteren Verlauf der Arbeit fiir die IR-
Physik des Higgs-Yukawa-Modells untersucht werden, wenn eine Riickkopplung des Flus-
ses der Kopplungskonstanten in die Flussgleichung beriicksichtigt wird. Fiir die Trunkie-
rung bedeutet dies, dass derselbe Ansatz an beriicksichtigten Operatoren wie im Falle der
Meanfield-Naherung gewahlt wird. Der wesentliche Unterschied besteht jetzt jedoch darin,
dass die Kopplungskonstanten als skalenabhéngig betrachtet werden, so dass der RG-Fluss
bedeutend verbessert wird, da nun Fluktuationen auf verschiedenen Skalen unterschiedlich
beschrieben werden. Weiter wird eine Wellenfunktionsrenormierung der Felder beriicksich-
tigt, so dass die Approximation der effektiven Mittelwertwirkung nun die folgende Form
annimmt:

[y = /ddx (Z;’“ama% + Uk(¢%) + Zyithidp + ihk¢¢¢> 7 (4.1)

beziehungsweise

re= [ @) + [ (Ztownto(-s) - Zadopw)+ [ o - 0iwi).

q
Entsprechend der Trunkierung besitzt die Fluktuationsmatrix F,(f) die gleiche Struktur wie
im Falle der Meanfield-Néherung, lediglich die Kopplungskonstanten werden skalenabhéan-

gig.

@) _
L (pq) =
Zgkp*0pq + [ d*2U} (§)e!aP)® ihx(q — p) —ih " (p — q)
—ih " (q — p) 0 —Zyip" bqp — ithud(p — q)
ihk(p — q) —Zykpop,q + ihid(p — q) 0

Sowohl fiir den bosonischen als auch den fermionischen Regulator wird ebenfalls wie im
Falle der Meanfield-Naherung der optimierte Regulator gewéhlt. Dieser war durch

Rpi(p) = Zp®r(k®/p®) = Zpn(k* — p*)O(K* — p),

Rpy(p) = Zwk?TF(kZ/p2)7 1475 =(1+rp)? (4.2)

gegeben. Dariiber hinaus wird mit den masselosen inversen Mittelwertpropagatoren die
folgende abkiirzende Schreibweise eingefiihrt:

P(p) =p*(1+7r8(p)), Pr(p)=p*(1+7rr(p))*

39



4.1 Fluss des skalaren Potentials

Die Flussgleichung des skalaren Potentials lésst sich wieder durch eine Projektion der
effektiven Wirkung auf ein konstantes skalares Feld sowie verschwindende fermionische

Felder erhalten.
1 O:R
500l = LT ()
F( )

(4.3)

p=do
Yh=1)=0

Dabei ist §yp der Volumenfaktor, welcher aus dem Raumzeitintegral der effektiven Mittel-
wertwirkung I'y resultiert. Unter der Projektion ergibt sich fiir das Inverse von Fl(f) + Ry:

T PIOY 0 0
(2) -1 0 * 0 —Zyr(1+rr)p—ihpdo
(rk, +Rk(p)) o = 22 e +h257 | Opg. (44)
w;’lf=0 0 —Zyr(1+rp)pT +ikido 0

22, Pr(p)+h2 62

Nach der Multiplikation von 0y Ry, mit (F;f) + Ry,) ! erhilt man ein Objekt, welches in den
Feldindizes bereits diagonal ist:
ORy,
Y + Ry
O Rp 0 0

ZyxP(p)+U; (¢0)
—ORE(—p)[— Zyp” (14+rr)+ihydo]

% 0 72 P tI57 0
0 0 _ OeRp(p)[Zyp(l+rF)+ihi o]
ZiPFJrhgqsg

Bei der Bildung der Superspur miissen nun lediglich noch die Spinorindizes sowie das
Minuszeichen im fermionischen Sektor beriicksichtigt werden. Dariiber hinaus kiirzt der
Volumenfaktor §y der Flussgleichung, der durch die Matrixmultiplikation beziiglich der
,Jmpulsindizes” entstand, den entstehenden Jy Term auf Grund der Projektion auf der
linken Seite von Gl.. Nutzt man aus, dass die Spur der y-Matrizen verschwindet sowie
die Identitét p* = p°1, folgt

5.0 = O.Rp Zpkp* (L + 1) 0y (Zyrrr)
WUk=35 | 7P TSI 72 Pr + h242 ’
p Lok (p) + Uy (¢0) ) okl F + k¢0

mit d, als Dimension der v-Matrizen.

Um die Integrale zu l6sen, muss nun fiir weitere Rechnungen eine spezielle Regulator-
funktion gewahlt werden. Die Verwendung von Gl. hat den mathematischen Vorteil,
dass die Integrale analytisch berechenbar sind. Mit der Einfiihrung der anomalen Dimen-
sionen fiir das skalare und fermionische Feld

Ny = —815 In Z¢k, Ty = —6t In Zwk (45)

sowie der Kurzschreibweise vy = (2d+17r%F(%))*1, ergibt sich fiir den Fluss des effektiven
Mittelwertpotentials schlieflich die folgende Differentialgleichung:

4
AUy, = —od pd+2

: . (4.6)

2
Zgk? + U]l d+2) 2K} d+1
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4.2 Fluss der Yukawa-Kopplung

Um den Fluss der Yukawa-Kopplung zu bestimmen, zerlegt man zunéchst das skalare Feld
in seinen Vakuumerwartungswert und einen fluktuierenden Anteil.

o(z) = v + o(x).

Der Vakuumerwartungswert des Feldes wird hierbei skalenabhéngig sein, da dieser von der
Form des skalaren Potentials ug abhéngt. Bei der Ableitung der Flussgleichung der Yukawa-
Kopplung wird nun beriicksichtigt, dass nur der vom Vakuumerwartungswert abweichen-
de, fluktuierende Anteil des skalaren Feldes mit den fermionischen Feldern wechselwirkt,
hioyn), wihrend der Anteil des Vakuumerwartungswertes als Massenterm der Fermionen
wirkt. Aus diesem Grund betrachten wir die Projektion auf den Operator o)1) anstatt der
Projektion auf ¢1), wodurch sich als Projektionsregel auf die Yukawa-Kopplung folgende
Gleichung ergibt:

1 9 7 r 5
i 50 (p") o0 () "ou(q)

ool by =

mit einer Einheitsmatrix im Spinorraum 1,4,. Damit gilt fiir die Flussgleichung der Yukawa-
Kopplung;:

P

1
1 = — - T
Dok, i = 3 5o oM so)

N
5(q')

Ot Ry,
Fl(f) + Ry

o=p=4

p

I
|
I <

Als néichstes formen wir die Flussgleichung durch einen niitzlichen Trick formal um, indem
ein Operator 0, eingefithrt wird, der wie d; als Skalenableitung fungiert, jedoch nur auf die
k-Abhéngigkeit des Regulators wirkt.

5 at(Zm(a:)) 5
dy ._i%%p / dz 7 () (4.7)

Der Operator innerhalb der Superspur nimmt dadurch die folgende Form an:

OiR - ) ) AT
5=, (T + Ry) = 8 n(T7) + Ry) +;n [ 1+ g (4.8)
Fk + Ry, Fk,o + R

Zusétzlich wurde hierbei der Operator F,(f) + Ry, in einen Propagator- F,(f()) + Ry, und einen

Feldanteil AF,(S) aufgespalten. Wiéhrend im Propagatoranteil alle von den Feldfluktuatio-
nen unabhéngigen Komponenten zusammengefasst sind,

r%) + R, = (T3)(p) + Ri(9))dpq

Z¢kP + U]/C/(Uk) 0 0
- 0 0 —Zypip” (L4 1p) — ihgvr |(p) Opqs
0 —Zwkp(l + ’I“F) + thyvg 0

!Diese einfachen Umformungen der operatorwertigen Objekte sind natiirlich nur méglich, da lediglich
die Spur dieser Objekte in die Flussgleichung eingeht.
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enthélt der Feldanteil nur noch die feldabhéangigen Fluktuationen,

[ d2x(U}(¢) — Up(vp))e@P% ihgap —ihyap”
AT?) = i 0  —ihgo |. (4.9)
ihg ) ihyo 0

Damit braucht fiir die weiteren Rechnungen der erste Term auf der rechten Seite von
Gl. nicht mehr betrachtet werden, da dieser keine Abhéngigkeiten der Felder mehr
enthélt und dadurch unter der Projektion verschwindet. Fasst man nun den Operator
(I‘](j()) + Rk)flAFf) als eine Entwicklung in den Feldern auf, tragen durch die Projektion
nur die Anteile zum Fluss bei, in denen jedes der drei Felder genau einmal vorkommt. Damit
ldsst sich zunéchst der rein bosonische Sektor des feldabhingigen Anteils der Fluktuations-
matrix vereinfachen. Entwickelt man U}/(¢) in eine Taylorreihe um den Vakuumer-
wartungswert, kann aufgrund der Projektion lediglich der lineare Term zur Flussgleichung

beitragen, alle hoheren Terme werden durch die Projektion eliminiert.

[ Ao - U = [ ataUo 4 )~ U)o
= / Az [U} (o) + UL (vg)o(z) + O(0?) — U (vy,)] e'@P)e
= Ui (vi)o(p — q) + O(a?).

Dartiber hinaus lasst sich die Flussgleichung fiir die Yukawa-Kopplung weiter vereinfachen,
indem man die Taylorentwicklung des Logarithmus benutzt. Diese ist gegeben durch Inx =
r— %azQ—F%a}?’:F- -+ Lediglich der kubische Anteil der Entwicklung wird unter der Projektion
nicht verschwindende Anteile haben, so dass die Flussgleichung nun die folgende Struktur
besitzt:

3
O 5 58T ArgY 5
d, Othy, = — - r
U Gibo () 6bw) T\ 1) 4 Ry | 00|
p//:p/: /=0

Aufgrund der Diagonalstruktur des Operators I' 1(62()) + Ry beziiglich der ,,Impulsindizes”,

lasst sich dieser relativ einfach invertieren. Im Wesentlichen wurde diese Matrixstruktur
bereits bei den Berechnungen fiir den Fluss des skalaren Potentials invertiert, was Gl.(4.4))
ergab. Im jetzigen Fall muss lediglich ¢g durch v ersetzt werden. Damit ergibt sich weiter:

AT 5, AT®
2) - :/ @) - Arg)(ﬁ q) = @716 (P, q)
Lyo+ B r (Fk,o + Ry)(p) Lo+ B
__ U)o ) —yT
(ihi)(Z g P+UY) Zou P+UY] Z o PFUY!
= ihy| D ety Ryl G 0 (v.9)
-k Z’¢kPF§hkPk ZyyPrthivg o P q)-
Zyrp(1+rr)p —zhkvk,&T 0 Zyr(1+rp)pt —ihgoy
ZikPF+hiv]% ZikPF+hirU]%

Das Ausfithren der Matrixmultiplikationen beim Bilden der dritten Potenz des Operators
(F,(f()) + Rk)*lAFl(f) und das Bilden der Superspur kann nun in einfacher Weise durchge-
fiihrt werden, ist jedoch mit hohem Schreibaufwand verbunden. Aus diesem Grund wird
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hier auf eine detallierte Rechnung verzichtet. Die einzelnen Schritte kénnen grob in folgen-
der Weise zusammengefasst werden. Zunéchst miissen lediglich die Impulsabhéngigkeiten
der Felder betrachtet werden, wiahrend die anderen Impulsabhéngigkeiten (beispielswei-
se von P oder Pr) fiir die Zwischenschritte eine untergeordente Rolle spielen. Dies ist
moglich, da auf Grund der Projektion Deltafunktionen entstehen, deren Auswertung da-
zu fiihrt, dass alle auftretenden Funktionen verschiedener Impulsvariablen am Ende nur
noch von einem einzigen Impuls in quadratischer Weise abhédngen. Die Superspur sorgt
schlieblich fiir eine Integration iiber diesen Impuls. Weiter ldsst sich die Rechnung ver-
einfachen, in dem man systematisch alle Terme vernachléssigt, in denen jedes Feld nicht
genau einmal vorkommt. Dadurch entsteht schliefllich eine Matrix, die in ihren Feldindizes
diagonal ist. Damit gelangt man nach Bildung der Spuren sowie Ausnutzung von diversen
Spuridentitaten beztiglich der Diracindizes wie tr(y) = —tr(y¥y) = —1) zu:

doLa, Orhy,
1 = 0 K - 1
iy [ foo-os-o-
Z(Z k) téa(p//) so(p) e ro'(p Q) (r — q)p(r —p) (Z¢kP+Ullcl)(ZikPF+hivl%)
_ UkU]/c” + 2(ihkvk)2 ?
(Zow P+ UDX 23 Pr + hiof) -~ (ZowP + U235 Pr + HE0)? ) 0|,

Die Integrale beziiglich ¢ und r resultieren aus den Matrixmultiplikationen, wahrend die
Integration iiber den Impuls p von der Superspur herriithrt. Wird nun die Projektionsregel
flir die Yukawa-Kopplung angewandt, erhélt man:

o 5 1 'UkU/”
Othy, = —i(ih 3/8 — k
Hk (ihi) o ((Z¢kP + U(Z2,Pp + 130})  (ZgiP + U2(Z2,Pp + hiv})

2(ihyvr)?
(Z¢kP + Ul/c,)(Zik:PF + hiviy ’

+

Die Yukawa-Kopplung tritt in allen Flussgleichungen, die benutzt werden, quadratisch auf,
daher ist es niitzlich, lediglich den Fluss der quadratischen Yukawa-Kopplung zu untersu-
chen. Dieser ergibt sich, wenn die eben abgeleitete Gleichung mit 2k, multipliziert wird,
2hiOthy, = O¢hi. Verwenden wir nun noch den optimierten Regulator , dann folgt fiir
den Fluss von hi:

8hykt? { o+ &y o U (26 + &y)

Ophi = —= y —

(Zgrk? + U;Q/)(Z?pka + ) (Zpkk? + U,;’)Q(Zikk:2 + h2v?)

+(ihy)? A A 4 4.10
(ihe) (Zoh? + UJ)(Z2, k2 + h3vd) [ (4.10)

. Zyk N Zj My
b = (1 =¥k (1)
wit Lo = R U7 < iv2) & 22K+ 0o T d+ 1

4.3 Anomale Dimensionen

Nachdem die Flussgleichungen des skalaren Potentials und der Yukawa-Kopplung herge-
leitet wurden, muss noch der Fluss der beiden iibrigen skalenabhéngigen Gréffen unserer
Trunkierung untersuchen werden. Dies sind die Wellenfunktionsrenormierung des skalaren
sowie des fermionischen Feldes. Deren Flussgleichungen lassen sich elegant mit Hilfe der
anomalen Dimensionen der Felder ausdriicken, welche in Gl. definiert wurden.
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4.3.1 Anomale Dimension des Skalarfeldes

Betrachtet man die gewéhlte Trunkierung, ldsst sich als Projektion auf die Wellenfunkti-
onsrenormierung Zgy die folgende Regel finden:

4] 1)

o = O o) 5o @) v’

Hierbei projizieren wir wieder beziiglich der Fluktuationen ¢ um den Vakuumerwartungs-
wert und nicht beziiglich des reinen Skalarfeldes ¢. Diese Wahl der Projektion geschieht
aus dem Grund, dass die Operatoren (9,¢)* und (9,0)? im Falle einer spontanen Sym-
metriebrechung unterschiedlich fliefen. Von den Operatoren der Form ¢™(9,¢)? iibersteht
damit der Anteil v,’é(@ugb)z die Projektion, welcher fiir einen nicht verschwindenden Vaku-
umerwartungswert den Fluss von Zg;, wesentlich beeinflusst. In der sich damit ergebenden
Flussgleichung

5 5
éo(p') do(q')

1 ~
508,5Z¢k = 58(]/2 STr 8t ll’l(Fl(f) + Rk):|

0':17[):11[):0
p'=q'=0

spalten wir wie im Fall der Yukawa-Kopplung den Operator I’Ef) + Ry in einen Feld-
und Propagatoranteil auf. Der feldunabhingige Term auf der rechten Seite von Gl.
verschwindet wieder durch die Projektionsvorschrift. Da bei der Projektion keine Funktio-
nalableitungen beziiglich der Fermionfelder vorgenommen werden, kénnen diese bereits zu
Beginn der Rechnung Null gesetzt werden, was den Rechenaufwand bei den Matrixmulti-
plikationen erheblich vereinfacht. Fiir die Matrix (F,(f()) + Rk)_lAF,(f) erhalt man dadurch
das gleiche Ergebnis, wie im Falle der Yukawa-Kopplung fiir verschwindende fermionische
Felder und einen zusétzlichen Term im rein bosonischen Sektor. Dieser resultiert daher,
dass fiir die Projektion die Terme berticksichtigt werden miissen, die quadratisch in o sind.
Dies bedeutet, dass es fiir U}/(¢) nicht ausreichend ist, die Taylorentwicklung nur bis zum
linearen Glied auszufiihren. Formal muss zunéchst der quadratische Term in die weiteren
Uberlegungen mit einbezogen werden. Es gilt somit:

AT , ) ,
=Y = / (TP (p) + Ri(p) 6 AT (1, )
Fk’0+Rk 7 -0 T
— Mi(pop )+ Malp) [ oo g1,
1 U”’(vk)
b O 0
. . —Zyk(1+rp)p—thgvg
mit My (p) = ihg 0 22, Pr 1202 0
0 0 Zyi(1+rp)pT —ihguy,
ZikPF"‘hi”}%
177(4) 1 00
53U 7 (i)
und Ma(p) = ——2—* 00 0
ZyrP(p) + Ul (vg) 00 0

Entwickelt man nun den Logarithmus innerhalb der Flussgleichung, kénnen von der Tay-
lorreihe zunachst nur der lineare und der quadratische Term zu dieser beitragen, da alle
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héheren Ordnungen durch die Projektion verschwinden. Untersucht man den linearen Term
genauer, zeigt sich, dass dieser ebenfalls keinen Beitrag zum Fluss der skalaren Wellenfunk-
tionsrenormierung liefert. Diagrammatisch handelt es sich um einen Tadpol-Graphen, wel-
cher nicht von den externen Impulsen abhingt, so dass dieser Beitrag unter der Ableitung
nach einem externen Impuls verschwindet. Dies folgt auch sofort aus der obigen Rechnung,
da der entsprechende Term in der Flussgleichung durch den quadratischen Anteil von o in
der Fluktuationsmatrix gegeben ist, welcher als einziger Term relevant fiir das lineare Glied
der Taylorreihe beziiglich der Projektion ist. Dieser ist unter Beriicksichtigung der Projek-
tion proportional zu 8q/2T‘r(M2 (p)) = 0. Die entsprechende Flussgleichung vereinfacht sich
damit zu:

2
1 - AT
(SoatZ¢k = —Zﬁq/z 50‘((5]9/) 50‘((5(]/) atSTI‘ m 5
k,0 k) |o=y=4=0
p'=¢'=0

wobei nun der quadratische Term beziiglich ¢ innerhalb der Fluktuationsmatrix vernach-
lassigt werden kann. Es gilt nun:

5 5« AT
7 7 8tSTI' (2)7]6
do(p') do(q') )0+ Ry

Nach der Spurbildung und weiterer Anwendung der Projektionsregeln entstehen sowohl im
fermionischen als auch im bosonischen Anteil Terme der Form 9,2 fp fo)(flp—d)+flp+

=5ﬂnﬂ/a&ﬂMﬂm0L@—q3+Aﬁ@+d»]
o=0_ p

=1p=0

q'))|g2—0. Damit geniigt es den Integranden beziiglich ¢’ in einer Taylorreihe zu entwickeln
und lediglich das quadratische Glied zu beriicksichtigen. Nutzt man weiter aus, dass die
daraus resultierenden Funktionen nur noch quadratisch von der Impulsvariablen abhéangen,
lassen sich die Ableitungen auf die folgende Weise umschreiben, dpu f(p) = pu0,2 g(p?) mit
f(p) = g(p?). Dadurch vereinfacht sich die Flussgleichung zu:

50/~ 2 ( Uy (v) >2
000t Zyr. = — [ O Opo———"—
00t L gk d g t P p2Z¢kP+U,’€’

2 2
Zun(1
+ 2d, 12 | p? (aQ“”“( ) > - (azh’“”’“ )

P72 PF+hk’Uk p ZikPFJrhi’Ui

Die Auswertung des Integrals unter Verwendung des optimierten Regulators und der an-
omalen Dimensionen fiihrt auf

d
. dug (U///( ))2 Zq%kk 2
© 7 Zond (Zpk? + U )
1-— n 1 (Ukhk) .
2. h27 2 d—4 ¥ _ 4
+2d,hp,Z ,“k £n+§nd 2 fn 4+4 Zian
72 k2
mit &, = vk

Zikk:2 + h2vi’
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4.3.2 Anomale Dimension der Fermionfelder

Um aus der effektiven Mittelwertwirkung die Wellenfunktionsrenormierung des fermioni-
schen Feldes zu extrahieren, muss die folgende Projektion erfolgen:

R

— T .
50@) "0 |ompmimo

p'=q =0

1
60Z’L/)k: = ﬂtr ’}/Map/u
Yy

Die Argumentationsstruktur bei der Ableitung der Flussgleichung folgt im Wesentlichen
den gleichen Argumenten wie im vorangegangenen Abschnitt der Wellenfunktionsrenor-
mierung des Skalarfeldes, so dass auf eine detaillierte Rechnung verzichtet wird. Relevant
sind die Terme, in denen 1 und 1 genau einmal vorkommt, wodurch der quadratische Term
der Entwicklung des Logarithmus wieder der einzige Term ist, der durch die Projektion
nicht verschwindet.
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Die Matrix (I‘,(f()] + Rk)_lAFf) wurde bereits bei der Betrachtung des Flusses der Yukawa-
Kopplung bestimmt und kann hier auf den Fall ¢ = 0 vereinfacht werden. Nach Qua-
drierung dieser und anschlieflender Spurbildung sowie der Anwendung der funktionalen
Ableitungen ist es sinnvoll, den entstehenden Integranden bis zum linearen Term in p’ zu
entwickeln. Die anderen Terme der Entwicklung verschwinden durch die Ableitung beziig-
lich p’#. Nach diesen formalen Schritten gelangt man schlielich zu

2 [ - Zy(1+7F) 1
WA :/a R2p? | =¥ ) .
k=g ), 22, Pt 130 P 2P U

Die letzte Flussgleichung die noch bestimmt werden musste, lautet nach der Integration
damit nun:

ny = U Zokhih T . (4.12)
VT d (22K W) (Zgrk? + UY)? d+1)° '

4.4 Dimensionslose Flussgleichungen

Um den Renormierungsgruppenfluss der einzelnen Parameter unseres Modells zu bestim-
men, miissen die Differentialgleichungen , , und simultan gelost
werden. Dies wird im Allgemeinen nur noch numerisch moglich sein. Als problematisch
kann sich hierbei auswirken, dass einige Groflen dimensionsbehaftet sind. Die Dimensio-
nen der einzelnen Objekte konnen an der Wirkung (dimensionslos) abgelesen werden und
erzeugen natiirlich einen eigenen trivialen Fluss. Die sich dadurch meist ergebenden nu-
merischen Probleme kénnen umgangen werden, indem man mit Hilfe einer Division durch
entsprechende k-Potenzen zu dimensionslosen Grofen iibergeht.
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Weiterhin &ufterst niitzlich ist, dass durch entsprechende Reskalierung der Felder und
Kopplungskonstanten die explizite Abhéngigkeit der Flussgleichungen von den Wellenfunk-
tionsrenormierungen Zg, und Zyy eliminiert werden kann. Die Flussgleichungen héngen
dann nur noch iiber die anomalen Dimensionen von Zg, und Zy ab. Diese haben aber den
entscheidenden Vorteil, dass sie algebraische Bestimmungsgleichungen besitzen und damit
auf jeder Skala direkt durch die restlichen Parameter bestimmt sind.

Aus diesen beiden Griinden werden nun die folgenden redefinierten Grofien eingefiihrt.

_ 4l 4l . _
up, = kW, p= Zyk? d§¢8, K1 = Zgk? diug, hi = ZgnZpk* hj.

Im Folgenden wird die redefinierte Yukawa-Kopplung ohne Tilde geschrieben. Aus dem
jeweiligen Kontext ist eindeutig ersichtlich, ob es sich um die urspriingliche Kopplungskon-
stante (es treten weitere dimensionsbehaftete Grofen in der Gleichung auf) oder um die
dimensionslose handelt. Damit ergibt sich mit den Abkiirzungen

1
=1+ uﬁﬁ(/ﬁk) + 2/<:ku/k/(/€k), &n = mv
: 1 Mg ; 1 M
b= Ty e (1 a57) & T (1 T

das folgende differential-algebraische Gleichungssystem:
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16vd
d
26 (3u (ki) + 2kpu) (ki)
ER(1 + 2h¢rky)

€y + &
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Ohy, =(d — 4+ ny + 2ny) i, + hi

4hil€k
Ee(1 + 22Ky )?
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Striche bedeuten hierbei Ableitungen beziiglich p, '= 0,.
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5 Schranken der Higgsmasse

Um die IR-Masse des skalaren Feldes zu untersuchen, muss dessen IR-Potential bekannt
sein. Es gilt also fiir einen bestimmten cutoff ein mikroskopisches Potential festzulegen,
die Flussgleichung beziiglich uj auszuintegrieren und schlieflich den Grenzfall £ — 0 zu
studieren. Die Masse der Theorie ergibt sich dann als Kriimmung des Potentials an dessen
Minimum.

Durch die Komplexitdt des Flussgleichungssystems ist es notig, eine weitere Trun-
kierung vorzunehmen, die des effektiven Mittelwertpotentials uy. Dies ist notig, da das Po-
tential auf einer Skala k prinzipiell beliebig viele Freiheitsgrade besitzen kann. Die einzige
Einschrankung an dessen Form ist die Zy-Symmetrie. Wesentlich fiir unsere Untersuchun-
gen sind die Eigenschaften um das globale Minimum, so dass wir in der Lage sind, eine
Entwicklung um dieses vornehmen zu kénnen. Abhénging von der Phase, in der sich das
System befindet, werden daher zwei verschiedene Parametrisierungen fiir das skalare Po-
tential gewdhlt. Im Falle einer symmetrischen Phase (k; = 0) entwickeln wir das Potential
um den Ursprung p = 0.

Ntrun )\n,k- .
n=1

Liegt eine spontane Symmetriebrechung (ki # 0) vor, erfolgt eine Entwicklung um das
Minimum p = Ky:

B Ntrun )\n’k‘ N 5 )
n=2

Die Wahl der Form des Potential in der spontan gebrochenen Phase garantiert, dass
das Potential bei p = ki ein Extremum besitzt. Fordert man zusétzlich Ay > 0 ist die-
ses Extremum ein Minimum und kg stellt den Vakuumerwartungswert der Theorie dar,
falls kein weiteres Minimum existiert, fiir welches das Potential negative Werte annimmt.
Dartiiber hinaus sollte sichergestellt sein, dass die Kopplungskonstante vor der héchsten
p-Potenz A auf allen Skalen positiv und damit das Potential stets von unten gebunden
ist.

Ntrun

Durch die Einschrinkung des Potentials auf ein Polynom vom Grade ngp, muss ledig-
lich der Fluss von einer endlichen Anzahl an Parametern bestimmt werden. Die Gln.
reduzieren sich damit auf ein System von (ng, + 1) gekoppelten gewohnlichen Differenti-
algleichungen erster Ordnung sowie zwei algebraischer Gleichungen. Dabei lassen sich die
Flussgleichungen der A, (n > 1) im symmetrischen Fall durch

OAn = 0, (Orur)| p=0 (5.3)
bestimmen, wiahrend in der spontan gebrochenen Phase fiir den Fluss der A, (n > 2)

8t)\n = 82(8tuk)|p:,% + 8Z}+luk\p:,{k8mk = 82(8tuk)|p:,% + )\n+18t/<;k (54)
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gilt (mit A,,n+1 = 0). Der Fluss des Vakuumerwartungswertes fligt sich in dieses Sche-
ma ein und folgt aus der Tatsache, dass die erste Ableitung des Potentials bei p = kg
verschwindet, u} (k) =0 = Ou) (ki) = 0:

1
A—E)p(f)tuk)!pzﬁk. (5.5)
2

Diese Approximation des Potentials wird dann gute Ergebnisse fiir die Form von u; um
den Entwicklungspunkt liefern, wenn der Einfluss der Kopplungskonstanten der nicht be-
riicksichtigten Operatoren n > ng, auf die Gestalt des Potentials vernachléssighar ist.
Eine Moglichkeit zu testen, ob die gewahlte Naherung sinnvoll ist, wére 74, zu erhohen.
Haben die zusétzlich beriicksichtigten Operatoren einen geringen FEinfluss auf das Ergebnis,
ist dies ein Indiz fiir eine gut gewahlte Trunkierung, jedoch keine Garantie dafiir.
Prinzipiell laufen die Rechnungen zur Bestimmung der Higgsmasse nach dem folgenden
Schema ab. Das Verhalten der IR-Physik wird von den numerischen Werten der Parame-
ter des UV-Potentials up sowie der nackten Yukawa-Kopplung h?\ abhéngen. Damit der
Higgseffekt im Infraroten auftritt, sollte sich das System fiir kleine k£ in der spontan ge-
brochenen Phase befinden. Im Wesentlichen sorgen die fermionischen Fluktuationen dafiir,
dass das System in diese Phase getrieben wird, so dass es beispielsweise moglich ist, im
symmetrischen Regime zu starten und in die gebrochene Phase hineinzufliefen, solange
die bosonischen Parameter A, im Vergleich zu der Yukawa-Kopplung hi nicht zu grof
sind. Ebenso sind Wechsel von der spontan gebrochenen Symmetrie in die symmetrische
Phase denkbar. Beim Losen der Flussgleichungen muss also darauf geachtet werden, ob
bei bestimmten Skalen ¢, das System zwischen den beiden Phasen wechselt. Auf Grund
der durchgefiihrten Entwicklungen und des Potentials, lasst sich dieses streng
genommen nur um die Entwicklungspunkte verlésslich beschreiben. Daher ist es von ent-
scheidender Bedeutung die Parametrisierungen entsprechend anzupassen, falls ein Pha-
senlibergang stattfindet. Dies filhrt zu einer Modifikation des Flussgleichungssystems, da
dieses unterschiedliche algebraische Strukturen in den einzelnen Phasen aufweist.
Zusétzlich muss sichergestellt werden, dass wir nach Ausintegration der Fluktuationen
bei der ,richtigen* IR-Physik ankommen. Aus diesem Grund wird fiir die Startparameter
eine Feineinstellung vorgenommen, die dafiir sorgt, dass der Fluss im Grenzfall & — 0
die im Experiment bestimmten Standardmodellparameter korrekt reproduziert. Um den
Vakuumerwartungswert bei v = 246 GeV zu fixieren, erfolgt im Ultravioletten ein Fein-
tuning der skalaren Masse A\; o im Falle eines symmetrischen Startpotentials beziehungs-
weise des Vakuumerwartungswertes kp, falls die Symmetrie spontan gebrochen ist. Damit
die Top-Masse bei m; = 173 GeV liegt, wird die nackte Yukawa-Kopplung hy feinjustiert.
Da das Produkt aus Yukawa-Kopplung und Vakuumerwartungswert die Top-Masse liefert,

my(k) = \/2h2 kg, sollte fiir die IR-Yukawa-Kopplung ho = % gelten.

O¢kp = —

5.1 Vernachldssigung der anomalen Dimensionen

In einer ersten einfachen Approximation vernachlédssigen wir die anomalen Dimensionen in
den Flussgleichungen . Der mathematische Vorteil dieser Vereinfachung besteht dar-
in, dass sich das Problem auf ein gewohnliches, gekoppeltes Differentialgleichungssystem
1. Ordnung fiir die Kopplungskonstanten des Potentials und die Yukawa-Kopplung redu-
ziert und diese Differentialgleichungen eine einfachere Struktur erhalten. Dies kann auf der
Ebene der effektiven Mittelwertwirkung dadurch erreicht werden, in dem die Ableitungs-
entwicklung lediglich in fiihrender Ordnung betrachtet wird.
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Beginnt man die Untersuchung wieder mit einem ¢*-Startpotential, besteht die einfachste
Trunkierung, die fiir das skalare Potential durchgefiihrt werden kann, aus einer ¢*-Theorie.
Damit gilt ngpyn = 2:

2 A2

A
Uk = A1p + —2/) bzw. wu = ?(p — k)2

2
In beiden Féllen muss Ao > 0 auf allen Skalen k& sein, damit keine Instabilitdten ent-
stehen. Zusatzlich muss in der symmetrischen Phase A1, > 0 gelten. Fiir negative Ay
ist die Symmetrie des Systems spontan gebrochen, so dass ein nichtverschwindender Va-
kuumerwartungswert existiert und die zweite Parametrisierung des Potentials fiir dessen
Beschreibung gewahlt wird. Ob das System einen Wechsel zwischen den beiden Phasen
durchfiihrt, kann damit an den Loésungen der Flussgleichungen von A1 beziehungsweise ky
erkannt werden, welche an der Phasengrenze eine Nullstelle aufweisen.
Durch die gewéhlte Trunkierung miissen nun drei gekoppelte Differentialgleichungen si-
multan gelost werden. Diese sind in der symmetrischen Phase (d = 4)

1
0Nl = =2\ + —— [8h2 3)\2:| ,

3272 |7k (14 \)2
1 1823
OpA2 = 2 — 32h; 5.6
12T 3on2 [(1—1—/\1)3 k] (5.6)
R 24\
p2 =k 2T
at k 87T2 (1 + )\1)2)
und im Falle der spontanen Symmetriebrechung
11 32 8h3
= 9%k — I
o RNEPZEDY [ 0+ 2om)? (15 2home)?)
1 18X 32h;
8,5)\2 = _ ,
322 [ (14 20omg)® (14 2Xokp)?
h4 1 1 1
oh? = —k |
ok 872 |:(1+2>\2/€]€)(1+2hi/€k) (14—2)\2/4]{: T 1+2h%/€k> (5 7)

_ 6)\2/€k 2 + 1
(14 2X2kk)2(1 + 2h3ky) \ 1+ 22Kk, 1+ 2R3k,

4h3 Ky, 1 N 2
(1+ 2Xokp) (1 + 2h3kk)? \1+2Xok 14 2h3ki )|

Durch die gegebenen Randbedingungen im Infraroten an die Top-Masse sowie den Vaku-
umerwartungswert, muss die IR-Physik durch die spontan gebrochene Phase beschrieben
werden, so dass fiir die Higgsmasse als zweite Ableitung des Potentials am Minimum gilt:

= lim /2k,u” k2 = lim {/2\ k2 = vg\/Na20.
mpy klgé REU (Hk;) kl_r)% 2,kRE Vo 2,0

Diese kann nun lediglich noch vom einzigen freien Parameter des UV-Potentials A2 o sowie
dem cutoff der Theorie abhéingenH Das kleinstmdéglich wahlbare Ag o ist Ao p = 0, was
voraussetzt, dass wir im ungebrochenen Fall mit positivem A; 5 starten. Das Gleichungs-
system wird nun numerisch im Intervall [ts, 0] gelost, wobei t¢ die Skala charakterisiert

!Die anderen Parameter der Theorie sind durch die IR-Bedingungen an die Physik determiniert.
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bei der die Funktion A; eine Nullstelle aufweist, A\;(¢ = t5) = 0. Ab dieser Skala erhalt
das Higgsfeld einen Vakuumerwartungswert, wodurch die Fermionen in der Theorie eine
Masse erhalten. Durch die nun erfolgende Entwicklung des Potentials um k; findet ein
Wechsel zu den Bestimmungsgleichungen fiir die physikalischen Parameter statt. Die
Anfangswerte dieses Differentialgleichungssystems bei der Skala t; ergeben sich dabei aus
den Parametern der symmetrischen Phase bei dieser Skala, r(ts) = 0, A\§*(t5) = \3Y™ ()
und h2%(ty) = h2%Y™(ts). Besitzt k) keine weitere Nullstelle, liegt nun auf allen weite-
ren Skalen eine spontan gebrochene Symmetrie vor. In diesem Fall werden die Gln.(5.7))
bis zu der willkiirlich gewéhlten Skala tg = —30 gelost. Bei dieser Skala sind bei allen
durchgefiihrten Rechnungen langst die Flussgleichungen ausgefroren, so dass die sich hier
ergebenden Werte als IR-Kopplungen angesehen werden kénnenﬂ Durch das Ausfrieren
der Fliisse spielt es dariiber hinaus keine Rolle, dass die dimensionsbehaftete Skala kg fir
unterschiedliche cutoff A verschieden ist und so eigentlich Physik auf verschiedenen Skalen
beschrieben wird. Durch die Untersuchungen bis A = 108 GeV gilt fiir die IR-Skala damit
immer ko < 107° GeV, wodurch die IR-Physik in unserem Fall gut beschrieben wird.

Beginnt man bei festem cutoff den Anfangswert As o zu vergréfsern, muss A\j o verrin-
gert werden, um im Infraroten einen Vakuumerwartungswert von 246 GeV zu erhalten. Ab
einem bestimmten Ap p = )\gni wird Aq a schlielich verschwinden, so dass fiir Ap o > )\5”/{
das System in der spontan gebrochenen Phase starten muss. Hier ist es im getesteten
Parameterbereich direkt moglich von der cutoff-Skala ¢ = 0 (k = A) bis zur IR-Physik
(t = —30) das DGl-system numerisch zu l6sen, da das System keinen Wechsel der
Phase vornimmt.

Die Resultate der Higgsmasse in Abhéngigkeit von Ay p und dem cutoff A sind in
Abb. zusammengefasst. Als cutoff der Theorie wurde ein Bereich zwischen 10* GeV
und 108 GeV untersucht. Bei festem cutoff kann beobachtet werden, wie die Higgsmasse
fiir groRer werdende UV-Werte der ¢*-Kopplung A2 A wichst. Durch die Einschrankung des
UV-Potentials up auf eine ¢*-Theorie und die damit resultierende untere Schranke an die
erlaubten Werte fiir A2 o sorgen somit fiir eine untere Schranke an die Higgsmasse, exakt
wie im Falle der Meanfield-Ndherung. Es ist in der Theorie nicht mdoglich Higgsmassen
unterhalb der in Abb. blau dargestellten Werte zu realisieren.

Etwas komplexer gestaltet sich die Konstruktion der oberen Schranke. In dem hier vorge-
stellten Modell lidsst sich A2 A nicht beliebig erhéhen, da so beliebig grofse Nichtkonvexitaten
im UV-Potential erzeugt werden wiirden. Dies ist aber auf Grund der verwendeten Metho-
den der Flussgleichung nicht méglich. Zur Erinnerung sei hier noch einmal die Konstruktion
der effektiven Mittelwertwirkung als modifizierte Legendre-Transformation angegeben:

Iy = sup {—ka + / JT<I>} — AS,[®] =: T, — AS,[®]. (5.8)

Da T} als Legendre-Transformierte konvex ist, ist die einzige Nichtkonvexitét, die im effek-
tiven Mittelwertpotential uj entstehen kann, durch den Regulatorterm gegeben. Je nach
gewahltem Regulator ist damit vorgegeben, welche maximale Nichtkonvexitat das UV-
Potential up annehmen kann. Im Falle konstanter skalarer Felder sowie verschwindender
fermionischer Felder ergibt sich fiir den Regulatorterm im Ultravioletten:

1

(4.2)
ASlonl = 5 [ S-péRer(p)ond, = dapA*Ria (0) B sypnt.
p

20bwohl die IR-Physik k = 0 formal durch t — —oo gegeben ist.
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Abbildung 5.1: Darstellung der Higgsmasse mypy in Abhéngigkeit des dekadischen Logarithmus
log A bei verschiedenen UV-Kopplungen Ag 4 fiir eine Trunkierung bis p?. Die zwi-
schen den errechneten Werten verlaufenden Kurven wurden hierbei interpoliert,
damit deren Verlauf besser gefolgt werden kann. Dargestellt sind A o = 0 (blau),
A2, = 0.25 (rot), Aga = 0.5 (griin), Ag.a =1 (grau), Ao a =5 (cyan), Ao a = 10
(orange), A2 o = 100 (purpur) und die obere Higgsmassenschranke (schwarz).

Betrachtet man als Maf fiir die Nichtkonvexitdt des UV-Potentials den Unterschied zwi-
schen den Potentialwerten im Ursprung sowie derer am Minimum, kann als Bedingung an
die UV-Parameter folgende Beziehung abgeschétzt werden:

(ua(0) — up (kp))A* = %%iﬁ < kAt

=  AA < z (5.9)
RA

Die grofktmogliche Nichtkonvexitét des UV-Potentials ist durch das Gleichheitszeichen
in Gl. gegeben, wodurch alle Anfangswerte der Flussgleichungen festgelegt sind.
Wird dies berticksichtigt, bewegen sich die maximal zuldssigen Werte fiir A2 o in einem
Bereich um Az p ~ 4400. Diese Werte werden im Allgemeinen zwar vom cutoff abhéngen,
allerdings findet in dem hier untersuchten cutoff-Intervall keine allzu grofte Variation statt.
Lediglich fiir den kleinsten gewihlten cutoff A = 10% GeV weicht der Wert mit Ao =
4112.61 deutlicher von den anderen ab. Die Ay 5, mit denen die obere (schwarze) Kurve
in Abb. fiir die verschiedenen A konstruiert wurde, sind in Tab. zu finden. Diese

A(GeV) 10* 10° 108 107 108
mipn (GeV) 72.7 94.2 112 127.4 141
mE*(GeV) 8893 869 533 420 360

e 4112.61 | 4402.44 | 4402.87 | 4403.36 | 4403.90

Tabelle 5.1: Zusammenhang zwischen dem cutoff A und der unterer mrﬁin sowie der oberer

Higgsmassenschranke m7;**. Weiter sind fiir die jeweilig A die maximal wahl-

baren Adg p = AR angegeben, die durch Gl. || festgelegt sind. Beriicksichtigt
wurden Operatoren bis p? in der Trunkierung.
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Kurve stellt gleichzeitig die in dem Modell maximal erreichbaren Higgsmassen dar. Bei der
Darstellung der oberen Schranke wurde aus Griinden der Ubersichtlichkeit auf den Wert
bei A = 10% GeV verzichtet. Dieser kann ebenfalls in Tab gefunden werden.

Damit existiert fiir jeden cutoff A ein endliches Fenster an méglichen Werten der Higgs-
masse, welches sich mit zunehmendem cutoff verengt. Higgsmassen aufserhalb dieses Fens-
ters lassen sich in der Theorie durch keinen Satz an UV-Parametern realisieren. Massen
innerhalb des Fensters konnen durch entsprechende Wahl von g 5 generiert werden. Dar-
iiber hinaus werden durch den RG-Fluss keine physikalischen Instabilitdten erzeugt, da fiir
alle Skalen 0 < k < A die ¢*-Kopplung A2 positiv ist. Sowohl die untere als auch die
obere Schranke sind iibersichtshalber noch einmal in Tab. zusammen gefasst.

Hohere Trunkierungen und Variation des UV-Potentials
Im Folgenden werden wir nun die Trunkierung des skalaren effektiven Mittelwertpotenti-
als erhdhen, um den Einfluss weiterer Operatoren zu beriicksichtigen. Dies ist durch zwei
Umsténde motiviert. Zum einen dient die Erhéhung der Trunkierung als Test, ob die Kopp-
lungskonstanten der vernachléssigten p-Potenzen einen geringen Einfluss auf die Ergebnisse
ausiiben. Zum Zweiten ist es von entscheidender Bedeutung weitere Operatoren zu bertick-
sichtigen, wenn Abweichungen von dem ¢*-UV-Potential untersucht werden sollen. Durch
die hier verwendeten Methoden gibt es keinen Grund sich auf ¢*-Startpotentiale einzu-
schrianken, so dass grundsétzlich nahezu beliebige Anfangsbedingungen gewé#hlt werden
koénnen.

Dennoch betrachten wir zunéchst wieder lediglich nackte Potentiale mit A, 4 = 0 fiir n >
3, um die Qualitdt der gewéhlten Trunkierung zu testen und konzentrieren uns zu Beginn
auf die untere Schranke ()\27/\ = 0). Um sicherzustellen, dass die Potentiale immer von
unten gebunden sind, wird n.,, = 4 als ndchsthohere Trunkierung des Potentials gewéahlt.
Beriicksichtigt man lediglich einen zusitzlichen p3-Term, wird dessen Kopplungskonstante
sofort zu negativen Werten fliefen. Dies gilt allgemein fiir alle zusétzlichen Terme mit
ungeraden Potenzen in p, wiahrend fiir die geraden Potenzen sich positive Werte ergeben.
Dieser Umstand wird sofort an den Flussgleichungen ersichtlich, da unter den gegebenen
Anfangswerten fiir diese O\, (t = 0) = (—1)"1¢,,h3" mit einer positiven Konstante ¢, an
der Stelle t = 0 gilt. Die Gleichungssysteme ergeben sich nun aus

1 3\ 1 18)2 5As
— _2 - 2 o Tre — 2 _ _ 2 4
A A 5o {8% (1 +/\1)2] =g [(1+)\1)3 (1+ )2 32hy
1 16273 9023 T4 6
-9 — - 192
Ok =20+ 35 [ Wrat T a  (raE 1)
1 [ 194403 1620A2\3  150A2 168)3
Didy = 4N 2 _ 2 3 2 1536h%
=t gy [(1+)\1)5 S ES WERN S WE k|
Wi 2
o3 = 1k _ZE N

812 (1+ Ap)2

im symmetrischen Fall und aus
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Do = 20y, — L [_ 3A2 + 2Kk As 8h2 }
3272 Ay | (1+2Xakp)? (1 + 2)oky)2
Ot = 2 3217T2 [Z(flAi;)\?:::;)Q - ?f\i;f:::; - (1 +322;\l§/<;k)3} + AsOrkin,
OXs = 203 + 2K\ + 32;2 [6((31>\jr;>\2;::;)3 6(3\2 + (Zfi)\;l(jj;j): 2ip )
6
TP T B Ao

VT {24(3»2 T 26pA3) 56(3Aa + 2kpd3)Aa) . 6(5As + 2kpAg)2
b Y3202 | (1 + 2hakg)d (1+ 2akp)? (1+ 2)\okp)?
36(3A2 + 26k A3)2(5A3 + 2K A\s) 1536h%
- (1+ 2horp) ¥ 2/\21€k)5:| ’

, hi 1 1 1
athk = 2 + 2
812 [ (14 2Xokg)(1 + 2hikk) \ 14+ 2 ok 1+ 2hiks

- 6)\2Kk- + 4)\3%% 2 + 1
(1 + 2)\2I€k)2(1 + 2hilik) 1+ 2)\2Hk 1+ 2h%,‘<&k

_ 4h%/€k 1 + 2
(1 +2)\21€k)(1 +2hil€k)2 1+ 2Xokg 1 +2hilik

fiir die spontan gebrochene Symmetrie in d = 4.

Beginnt man nun diese Gleichungssysteme zu 16sen, kann das Potential uj theoretisch
wesentlich komplexere Strukturen annehmen, als die beiden bisher betrachteten. Grund-
satzlich ist es moglich, dass sich bereits ein Minima ausbildet, bevor Aq; verschwindet.
Dariiber hinaus kénnten mehrere Minima entstehen, so dass sich die Uberpriifung, ob das
Potential um den Vakuumerwartungswert entwickelt wird, als wesentlich komplizierter er-
weist. Es stellt sich jedoch heraus, dass sich im Falle der unteren Higgsmassenschranke
das System wie fiir die p? Trunkierung verhilt, so dass als Bedingung der Phasengrenze
wieder das Verschwinden von \; j betrachtet werden kann. Dies gilt ebenfalls fiir eine Trun-
kierung bis pﬁﬂ Die Massen der unteren Schranke fiir verschiedene Trunkierungen finden
sich in Tab.. Die zusitzliche Beriicksichtigung von Operatoren der Form p® und p?
beeinflusst die untere Schranke um lediglich 2 GeV (relativer Unterschied von max. 3%),
wihrend Entwicklungen bis p® keine nennenswerten Einfliisse mehr auf die Ergebnisse ha-
ben. Abweichung zu der p* Trunkierung ergeben sich lediglich in der zweiten oder dritten
Nachkommastelle, wodurch der bedeutend hoéhere Rechenaufwand nicht mehr gerechtfer-
tigt ist.

MGV g 10° 106 107 108
Trunkierung
PE 72.7 94.2 112.0 127.4 141.0
o 70.5 92.4 110.4 125.8 139.3
p° 70.5 92.4 110.4 125.8 139.3

Tabelle 5.2: Higgsmassen in GeV fiir verschiedene cutoff und Trunkierungen. In der linken
Spalte sind die jeweils héchsten beriicksichtigten Potenzen angegeben.

3Die entsprechenden Gleichungen fiir die Parameter des Potentials u lassen sich leicht mittels eines

Computeralgebrasystems aus Gl.(5.3)-G1.(5.5) und GI.(4.13) bestimmen.
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Abbildung 5.2: Darstellung der Higgsmasse my in Abhéngigkeit des dekadischen Logarith-
mus log A bei verschiedenen UV-Kopplungen Ap o und A3 A fiir eine Trun-
kierung bis p?. Dargestellt sind die untere Schranke Ao o = A3 o = 0 (blau),
sowie fiir A3 A = 0.5 die roten Werte Ay = —0.03 (blak), Ao A = —0.05,
A2.n = —0.07 (kréftig) und die Kombination Az o =2, Ag A = —0.1 (griin).

Die p*-Trunkierung erlaubt nun Abweichungen von dem ¢*-Startpotential zu untersu-
chen. Die interessante Frage in diesem Zusammenhang lautet dabei wieder, ob es moglich
ist, die gefundene untere Schranke der Higgsmasse zu verschieben. Um dies zu realisi-
ern, wird fiir das UV-Potential ein positiver Anfangswert der ¢5-Kopplung Az A gewahlt,
wodurch negative Ay p zuléssig sind. In Abb. sind die hieraus resultierenden Kurven-
verldufe dargestellt. Dabei wurden die Startparameter A o und A3z so gewahlt, dass in
der symmetrischen Phase gestartet wird und sich die Flussgleichungen in dem Sinne gut-
artig verhalten, dass die Skala tg, bei der der Phaseniibergang stattfindet, wieder durch die
Nullstelle von A; ; beschrieben wird. Dies setzt voraus, dass sowohl Ay als auch A3y ihr
Vorzeichen wechseln, bevor t erreicht ist. Weiter wurde sichergestellt, dass die Kopplungs-
konstante A4 auf den Skalen ¢ # 0 positiv ist. Trotz dieser Reihe an Bedingungen lassen
sich ohne Probleme nackte Kopplungen finden, fiir die diese Einschrénkungen erfiillt sind
und die ein Unterschreiten der Higgsmassenschranke erlauben.

Betrachtet man die relative Abweichung der Higgsmasse von der unteren Schranke bei
festgehaltenen Ay o und Az als Funktion des cutoff, nimmt diese mit wachsendem A
ab. Zudem sinkt die Skala ts, an welcher der spontane Symmetriebruch stattfindet, bei
festem cutoff aber kleiner werdenden Higgsmassen, vgl. Tab.. Dies kann folgenderma-
fsen erklart werden: Wird das System durch den Gaufischen Fixpunkt dominiert, sollte die
Variation der UV-Werte der Kopplungen A, mit n > 3 keinen allzu grofen Einfluss auf
die Infrarotphysik haben, da es sich bei diesen um irrelevante Richtungen im Theorieraum
in der Universalitdtsklasse des Gaufsschen Fixpunktes handelt. Dadurch werden unabhén-
gig von der Wahl der Startparameter die Koppungskonstanten im Infraroten zwangsléufig
klein. Der Unterschied zum bisherigen Fall besteht nun darin, dass durch die Wahl eines po-
sitiven A3 o der Definitionsbereich der Kopplungskonstante Ay im Ultravioletten erweitert
werden kann (Ay o < 0). Damit ergibt sich fiir die Losungstrajektorien im Theorieraum die
folgende Situation. Da die irrelevanten Kopplungen, die Abweichungen von der ¢*-Theorie
liefern, in der Universalitatsklasse des Gaufsschen Fixpunktes durch den Fluss ins Infrarote
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A(GeV) 10% 10° 10° 107 10%

(

Ami(—03,05) | 168% | 92% 6.1% 14% 33%

Amp(—05,05) | 326% | 17.1% | 111% | 7.9% 5.9%

Amp(=0.7,05) | 533% | 25.9% | 166% | 11.7% | 87%
Amp(=0.1,2) | 77.0% | 34.9% | 21.9% | 154% | 11.4%
£5(0,0) —2.665 | —4.703 | —6.816 | —8.967 | —11.143
t,(—0.3,0.5) | —2.831 | —4.801 | —6.885 | —9.020 | —11.185
ts(—0.5,0.5) | —3.005 | —4.889 | —6.943 | —9.064 | —11.220
t,(—0.7,05) | —3265 | —4.994 | —7.009 | —9.111 | —11.256
ts(—0.1,2) —3.680 | —5.111 | —7.077 | —9.158 | —11.292

Tabelle 5.3: Fiir die einzelnen A sind die relativen Abweichungen der Higgsmasse von der
— 1 — ma(A2.423.0)

m(0,0) sowie die Skala der

unteren Schranke Amp (A2, Az.A)
Phaseniibergénge ts(A2 4, A3 ) angegeben.

klein werden, néhern sich deren Trajektorien im Theorieraum denjenigen an, die durch
die Flussgleichungen mit ¢*-Startpotential gegeben sind. Dadurch kann die Infrarotphy-
sik einer Theorie, die bei einem cutoff A durch Anfangsbedingungen mit A2 p < 0 und
Az.A > 0 gegeben ist, dquivalent durch eine weitere Theorie beschrieben werden, die bei
einem cutoff A’ < A durch die Parameter Ao > 0 und A\, A = 0 (n > 3) definiert ist.
Im eigentlichen Sinne erfolgt also keine Verschiebung der Higgsmassengrenze in Abb.
in Richtung kleinerer Higgsmassen, sondern vielmehr in Richtung gréferer CutOHEI Dies
erklart die Realisierung von Higgsmassen innerhalb des bisher verbotenen Bereichs un-
terhalb der Higgsmassenschranke und den Effekt, dass die Abweichungen von dieser mit
grofker werdendem cutoff abnehmen, da hier die Anstiege der Higgsmasse kleiner sind.
Die Erklarung, dass die Skala der Phasengrenze ts bei festem cutoff aber kleiner wer-
dender Higgsmasse sinkt, ordnet sich ebenfalls in dieses Bild ein. Das Heranflieten an die
¢t —Trajektorien kostet ,RG-Zeit“. Damit verringert sich zwangsliufig ts, bei den hier als
gutartig bezeichneten Fliissen, da zunédchst Skalen benétigt werden, um ein Fliefen zu
positiven Ag o und negativen A3 o wie im Falle des ¢*-Startpotentials zu ermoglichen.
Nach dem wir nun den Fall kleiner Startparameter diskutiert haben, wenden wir uns jetzt
dem Fall grofier Ay o zu. Konzentriert man sich zunéchst wieder auf den Fall A>3 = 0,
kann folgendes festgestellt werden. Die Anfangswerte liefern fiir die Flussgleichungen am
cutoff Strukturen der Form 0;\,,(0) = (71)”+1(cnh%”fdn)\§71\) mit positiven ¢, und d,,. Ab
einer gewissen Grofe von gz éndert sich damit das Vorzeichen des Anstieges der Kopp-
lungen an der Stelle t = 0, so dass zunachst im Gegensatz zum Fall Ay o = 0 die ungeraden
An ins Positive fliefsen. Damit die trunkierten Potentiale keine Instabilititen aufweisen,
sollte also die hochste beriicksichtigte Potenz der Feldoperatoren p ungerade sein. Dabei
kann allerdings immer noch das Problem auftreten, dass die Funktionen Ag,y1(¢) Null-
stellen fiir t # 0 besitzen, so dass das Potential in einem gewissen Skalenbereich nicht
von unten gebunden ist. Dies stellt jedoch kein reales Problem an die Physik dar, sondern
ist lediglich ein Trunkierungsartefakt, das dadurch auftritt, dass nicht das volle Potential
ug untersucht wird, sondern lediglich eine ausgewéhlte Anzahl von Operatoren. Dass das
volle Potential keine Instabilitdten besitzen kann, ist direkt durch die Wetterich-Gleichung
gegeben. Es sei noch einmal daran erinnert, dass die einzige Nichtkonvexitéat des effekti-

4Die Verschiebung der Higgsmassen erfolgt hierbei auf nichtlineare Weise, da die An>3,A nichtlinear in
die Flussgleichungen eingehen.
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Trunkierung P ot p° p°

mp (GeV) 548.9 547 4 547.0 547.0

Tabelle 5.4: Higgsmasse fiir Ao o = 50 und A = 10° GeV in verschiedenen Trunkierungen
()\n>2,A - O)

ven Mittelwertpotentials durch den Regulatorterm erzeugt wird, vgl. Gl.. Dieser ist
lediglich quadratisch in den Feldern, so dass fiir eine wechselwirkende Theorie das effek-
tive Mittelwertpotential fiir grofse Feldamplituden stets konvex sein muss. Man ist durch
die Flussgleichung dadurch per Konstruktion vor Instabilitdten geschiitzt.Ware das volle
Potential bekannt, wiirde dieser Effekt nicht auftreten. Dariiber hinaus beeinflussen diese
unphysikalischen Effekte in keiner Weise die Physik um den Vakuumerwartungswert der
Theorie, was zu erwarten war, da die Trunkierungen so konstruiert wurden, dass dieser
Bereich sinnvoll beschrieben wird. Das Versagen dieser fiir grofte Feldamplituden ist daher
als eingeschrinkte Behandlung des Potentials zu verstehen und kein realer Effekt. Dass
die gewéhlten Trunkierungen trotz dieses Mangels das Potential um den Vakuumerwar-
tungswert sinnvoll beschreiben, ist in Tab. ersichtlich. Dabei wurden die Parameter
A2.A und A so gewahlt, dass sich fiir die einzelnen Approximationen des Potentials ver-
schiedene Trunkierungsartefakte ergeben. Werden Feldpotenzen bis p3 beriicksichtigt, ist
das Potential uj, stets von unten gebunden, da A3 auf allen Skalen positiv ist. Fiir pt
und p® sind die Kopplungskonstanten A4 beziehungsweise \g negativ, so dass Instabilité-
ten in den trunkierten Potentialen auftreten. Diese entstehen jedoch erst fiir sehr grofse
Feldamplituden, bei denen die Entwicklung um den Vakuumerwartungswert keine gute
Approximation mehr darstellt. Bei der Trunkierung, in der Operatoren bis p° zugelassen
werden, ist zwar Asj sowohl im UV- (k < A) als auch im IR-Bereich (k 2 0) positiv,
allerdings weist die Funktion A5 zwei Nullstellen auf. Damit flieft die Theorie zwischen-
zeitlich durch einen Bereich, in dem das Potential nicht von unten gebunden ist. Da die
Higgsmassen in Tab. von diesen Effekten fiir grofe p keine signifikanten Anderungen
erfahren, konnen diese Trunkierungsfehler ignoriert werden.

Betrachtet man nun den Fall grofier Ay o unter der Beriicksichtigung héherer Trunkie-
rungen, ist man mit dem Problem konfrontiert, dass die Anstiegsbetrage der Kopplungs-
konstanten an den Startwerten (9; A, (t = 0)) sehr grof werden. Dadurch beginnt uy, weitere
Minima auszubilden, so dass unter Umstanden sehr haufig der Entwicklungspunkt gewech-
selt werden muss, um eine Beschreibung um den Vakuumerwartungswert vornehmen zu
konnen. Die Konstruktion der oberen Schranke gestaltet sich dadurch wesentlich kompli-
zierter als die Berechnung der unteren Massengrenze fiir hohere Trunkierungen. Da zudem
der Einfluss der hier vernachléssigten anomalen Dimensionen auf die Flussgleichungen fiir
grofse Ag A steigen wird, konzentrieren wir uns im weiteren Verlauf nur auf Anfangswerte
bis Az o = 100.

In Abb. finden sich die Werte der unteren Higgsmassenschranke sowie die Ergeb-
nisse fiir Ag o = 100. Zwischen diesen beiden Verldufen kann wieder durch entsprechende
Wahl von As 5 jede Higgsmasse angenommen werden. Neben diesen Werten wurden blau
schattiert die Higgsmassen der p? Trunkierung angegeben. Wesentliche Abweichungen von
diesen konnte nur bei dem kleinsten gewihlten cutoff A = 10* GeV beobachtet werden, so
dass es hier durchaus angebracht erscheint, héhere Operatoren mit zu beriicksichtigen.

Selbstversténdlich ist es nun ebenfalls moglich den Einfluss nicht verschwindender wei-
terer Kopplungkonstanten in dem Startpotential zu untersuchen. Diese lieferten fiir grofte
A2,z jedoch nur geringe Verdnderungen der Higgsmasse. Bei fixierten A und A o lagen die

o7



8%; |
% 600] |
o L 4
z
S .

zm; -

log (A/ GeV)

Abbildung 5.3: Darstellung der Higgsmasse mpy in Abhéngigkeit des dekadischen Loga-
rithmus log A unter Beriicksichtigung hoherer Operatoren fiir die UV-
Kopplungen Ay p = 0 (p?) (untere Higgsmassenschranke fiir eine UV-¢?-
Theorie) und Agp = 100 (p?). Zum Vergleich wurden blau die Werte der
Trunkierung ny,,, = 2 angegeben.

gefundenen Anderungen fiir A3,A # 0 unterhalb eines GeV. Interessant wird dieser Fall
jedoch fiir die obere Schranke der Higgsmasse. Die Verdnderung der UV-Potentialform
bewirkt eine Modifikation der Bestimmungsgleichung (5.9) des maximal wahlbaren A A:

Aoa < % + ’\S%HA Dadurch lasst sich nun ebenfalls die obere Schranke verdndern, da
das Intervall der moglichen UV-Parameter Ap o erneut erweitert werden kann, diesmal in
Richtung grofserer A 4.

5.2 Beriicksichtigung der anomalen Dimensionen

Zum Abschluss der Betrachtungen sollen nun die Ergebnisse dahin gehend verbessert wer-
den, dass die anomalen Dimensionen in dem Gleichungssystem mitberiicksichtigt
werden. Da die beiden anomalen Dimensionen mittels der zwei zusétzlichen algebraischen
Gleichungen bestimmt werden kénnen, sind diese auf allen Skalen durch die Parameter der
Theorie fixiert. Die Losungsstrategie folgt damit dem bisherigen Vorgehen. Das differential-
algebraische Gleichungssystem dient als Bestimmungsgleichung der Parameter des
skalaren Potentials uy, der Yukawa-Kopplung 7y sowie der anomalen Dimensionen 74 und
ny. Je nach Phase wird fiir das skalare Potential die Trunkierung geméfs Gl. oder
GL(5.2) gewahlt. Die Differentialgleichungen fiir die A, ; und kj ergeben sich aus den
Gln. —. Durch die vorgenommene Ableitungsentwicklung des effektiven Potentials
sollte 14/ < 1 gelten, damit die durchgefithrte Entwicklung sinnvolle Ergebnisse
liefert. Sollte dies nicht mehr der Fall sein, ist dies ein Hinweis auf das Zusammenbre-
chen der verwendeten Trunkierung, so dass héhere Terme der Ableitungsentwicklung einen
wesentlichen Beitrag zu den Resultaten liefern sollten.

Die aus diesen Gleichungen mit einem quartischen UV-Potential resultierenden Higgs-
massen konnen in Abb. gefunden werden (schwarze Kurven). Um den Einfluss der an-
omalen Dimensionen zu verdeutlichen, wurden parallel auch die Higgsmassen dargestellt,
bei denen die anomalen Dimensionen vernachlissigt wurden (blau schattiert). Damit ein
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Abbildung 5.4: Darstellung der Higgsmasse my in Abhéngigkeit des dekadischen Loga-
rithmus log A unter Berticksichtigung der anomalen Dimensionen fir die
UV-Kopplungen A2 A = 0 und A o = 100 . Zum Vergleich wurden blau die
Werte fiir 1y, = 74 = 0 angegeben.

Vergleich der beiden Werte moglich ist, sind bei den Kurven, die die anomalen Dimen-
sionen beriicksichtigen, die gleichen Trunkierungen des Potentials vorgenommen worden,
wie bei jenen, fiir die 1y = 14 = 0 gilt. Die hochsten durchgefiihrten Trunkierungen wa-
ren Ny, = 4 im Falle Ag o = 0 (weitere Operatoren beeinflussten die Werte der unteren
Schranke kaum) sowie 14, = 3 im Falle Ay o = 100.

Es ist nun ebenfalls moglich Abweichungen des ¢* Potentials zu zulassen, so dass die
untere Higgsmassenschranke unterschritten werden kann. Als Beispiel wurde in Abb.
der Fall Ao A = —0.5 mit A3 o = 0.5 dargestellt. Die relativen Abweichungen der Higgsmasse
von der unteren Schranke liegen zwischen 28.3% (A = 10* GeV) und 3.3% (A = 10% GeV)
und fallen damit etwas geringer aus als im Falle n, = 7y = 0 (Tab.) jedoch nicht
wesentlich.

In allen betrachteten Fallen ist der maximale Wert der anomalen Dimensionen im Ul-
travioletten (¢ = 0) angenommen worden. Das Maximum von 7, liegt zwar nicht exakt
bei t = 0, ist jedoch stets deutlich kleiner gewesen als 74(0). Dariiber hinaus streben beide
anomalen Dimensionen im Grenzwert & — 0 der Null entgegen. Dieses Verhalten wurde
natiirlich im Regime des Gaufischen Fixpunktes erwartet. Um zu testen, ob die Trunkie-
rung der Ableitungsentwicklung gut gewéhlt ist, muss also lediglich n4(t = 0) untersucht
werden. In den betrachteten Parameterbereichen galt fiir alle durchgefithrten Rechnungen
ni(t) <1 (i = ¢,v). Mit zunehmendem Ay » kommt die anomale Dimension des skalaren
Feldes jedoch schon recht nahe an 74 ~ 1 heran, was fiir die stdrkere Beeinflussung der
Higgsmassen im Falle grofer Ay 5 sorgt. Wéahrend fiir A2 o = 100 noch 7y ~ 0.3 gilt, wéchst
ng bereits auf ny ~ 0.57 fiir Ap o = 340 an. Mochte man sich nun der oberen Schranke
des quartischen UV-Potentials annahern, steigen diese Werte weiter an, wodurch sich das
Finetuning als komplizierter heraus stellt, da die anomalen Dimensionen in den abzutasten-
den Parameterbereichen fiir h% und kp sehr groft werden kénnen. Weiter konnten zudem
hohere Trunkierungen des effektiven Mittelwertpotentials sowie Abweichungen von dem
quartischen UV-Potential ebenfalls in die Uberlegungen mit einbezogen werden, so dass
wir uns hier auf ein maximales Ay o = 340 einschranken. Die in Tab. angegebenen
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Abbildung 5.5: Darstellung der Higgsmasse mpy in Abhéngigkeit des dekadischen Loga-
rithmus log A unter Beriicksichtigung der anomalen Dimensionen fiir die
UV-Kopplungen Ay o = A3 4 = 0 (schwarz) und Ay p = —0.5, A3p = 0.5

(rot).

Werte sind damit nicht als obere Schranke im eigentlichen Sinne, sondern als maximal
getesteter Bereich der Higgsmasse zu verstehen.

A(GeV) 10 10° 106 107 10%
mEn(GeV) 71.6 94.6 113.8 130.6 145.7
my%(GeV) 1023.8 535.6 407.9 342.0 300.5

sowie maximal getestete Higgsmassen
mpy® (A2,n = 340) unter Beriicksichtigung der anomalen Dimensionen fiir ein
quartisches Startpotential uy.

Tabelle 5.5: Untere Schranke der Higgsmasse mgin

5.3 Vergleich der Higgsmassenschranken mit bisherigen
Resultaten

Abschliefsend sollen die gewonnenen Ergebnisse der Higgsmassenschranken mit denen ver-
glichen werden, die aus alternativen Methoden gewonnen wurden. Dabei erfolgt zunéchst
ein Vergleich zwischen den hier erzielten Resultaten der Meanfield-Ndherung mit den Er-
gebnissen der ,vollen Flussgleichung, welche die Riickkopplung des Flusses der Kopp-
lungskonstanten in deren Flussgleichung berticksichtigt. Im Folgenden werden Ergebnisse
aus perturbativen Rechnungen sowie Gittersimulationen vorgestellt. Abweichungen zu den
Ergebnissen aus [14], die ebenfalls aus der funktionalen Renormierunsgruppe gewonnen
wurden, sind bei der unteren Higgsmassenschranke dahingehend festzustellen, da in dieser
Arbeit andere numerische Werte fiir die Masse des Top-Quark (m; = 178 GeV) sowie den
Vakuumerwartungswert (vp = 247 GeV) angesetzt wurden. Dieser Umstand erklart die in
der hier vorliegenden Arbeit etwas kleineren Higgsmassen der unteren Schranke.
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5.3.1 Vergleich zwischen Meanfield-Approximation und dem ,,vollen* Fluss
der Kopplungen

Vergleicht man zunédchst die Resultate, die sich in der Meanfield-Ndherung ergeben haben
mit denen aus der vollen Flussgleichung, stellt man fest, dass die aus den Rechnungen
folgende untere Schranke nicht sehr stark variiert. Beide Resultate wurden noch einmal in
Tab. zusammengefasst. Fiir den Vergleich wurden auf die Ergebnisse des Kap. Zu-
riickgegriffen, in dem die anomalen Dimensionen in den Gln.([4.13) vernachléssigt wurden.
Dies geschieht aus dem Grund, da wir innerhalb der Meanfield-Ndherung keine Bertick-
sichtigung von Wellenfunktionsrenormierungen der Felder vorgenommen hatten.

Die hohe Ubereinstimmung der unteren Schranke (A2 x = 0) bei einem quartischen
UV-Potential in den verwendeten Methoden stellt keine Uberraschung dar. Da sich die
Kopplungskonstanten beim Ausintegrieren der Fluktuationen auf den einzelnen Skalen
nicht groft verdndern, kann der Propagator innerhalb der Flussgleichung in guter N&he-
rung als konstant angesehen werden, I‘,(CQ)
Fall der Meanfield-Naherung. Fiir grofer werdende Ag o erfahren die Kopplungskonstanten
bedingt durch deren Flussgleichungen starkere Anstiege, wodurch diese Annahme zuneh-
mend schlechter wird. Die Problematik der Meanfield-Ndherung, dass bei festem cutoff
kein eindeutiger Zusammenhang zwischen Ay A und der Higgsmasse gegeben war, besteht
bei Beriicksichtigung einer voll fliefsenden Theorie nicht mehr. Hier vergrdfsert sich stets
mp bei wachsendem Ag A, so dass eine obere Schranke der Higgsmasse durch das Gleich-
heitszeichen in Gl. gegeben ist. Die Nichteindeutigkeit kann damit als Artefakt der
Meanfield-Néherung angesehen werden. Diese weist dariiber hinaus das Problem auf, dass
fiir alle getesteten Parameterkonstellationen, das UV-Potential immer in der symmetri-
schen Phase startete. Bei den numerischen Losungen der Flussgleichungen mit skalenab-
héngigem Propagator zeigte sich jedoch, dass je nach cutoff das UV-Potential ab einem
gewissen A A in der gebrochenen Phase vorliegt, damit die gewiinschte IR-Physik folgt.
Bei den betrachteten A-Werten galt dabei Ag p = 2 als Ubergangskopplung zwischen sym-
metrischer und spontan gebrochener Phase des UV-Potentials. Fiir grofter werdende Kopp-
lungskonstanten beschreibt damit die Meanfield-Néaherung die entsprechenden RG-Fliisse
nur noch unzureichend.

~ Ff). Dies versetzt uns damit direkt in den

A(GeV) 10? 10° 10° 107 103
Meanfield 70.4 91.7 108.9 123.8 137.0
volle Flussgleichung 70.5 92.4 110.4 125.8 139.3

Tabelle 5.6: Berechnete untere Higgsmassenschranke (Ap = 0) in GeV fiir verschiedene
cutoff. Diese wurden zum einen in der Meanfield-Approximation und zum an-
deren mit Hilfe der Gln. 1' ohne anomale Dimensionen bestimmt.

5.3.2 Vergleich mit perturbativen Methoden

Mo6chte man Schranken der Higgsmasse mit Hilfe storungstheoretischer Berechnungen kon-
struieren, muss der folgende Punkt beachtet werden. Es herrscht die relativ weit verbreitete
Meinung vor, dass die Beitrage des Top-Quarks zum effektiven 1-loop Potential des Higgs-
feldes das elektroschwache Vakuum destabilisieren (vgl. Referenz [1] in [24]). Um dieser
Argumentationsstruktur zu folgen, reicht es aus, dass Higgs-Yukawa-Modell zu untersu-
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chen, da dieses den Beitrag des Top-Quark zum effektiven Potential des Higgsfeldes korrekt
wiedergibt. In diesem ergibt sich fiir das 1-loop Potential:

" " 4 44 2 42 2
Upy U)? Up 3\ _ o hu¢™ 3 _My g Ay
U((’ﬁ)_U“L642<l 2 2) T Tem (M Tg) e g e

(5.10)

mit einer Niederenergieskala p < A. Man koénnte nun argumentieren, dass es durch das
Minuszeichen der fermionischen Beitrige moglich ist, dass diese die positive ¢*-Kopplung
A, fiir gentigend grofie ¢ und h,, kompensieren, wodurch Instabilitdten entstehen.

Dies steht jedoch im Widerspruch zu der Konstruktion der effektiven Wirkung als
Legendre-Transformation, die garantiert, dass das exakte effektive Potential konvex ist.
Branchina und Faivre konnten zeigen, dass die Instabilitdten des 1-loop Potentials nur
dann entstehen, wenn es auf Regionen ausgeweitet wird, in denen der Giiltigkeitsbereich
der Stérungstheorie verletzt ist, vgl.[24) 13]. Zusammenfassen lassen sich diese Uberlegun-
gen auf die folgende Weise (fiir eine detaillierte Analyse siehe [I3]): Definiert man die
Theorie bei einem endlichen cutoff A, ergibt sich aus Gl. in d = 4 fiir ein quartisches

: _m3 9 AA 4.
UV-Potential Uy = —4¢* + 540
U// A2
Ul(p) = UA+64 5 [A2UX+A41n <1 A2> (UY)?In < UX)]

2 2
212 2 4 A¢ 74 4 A
167r2 [A ha¢” + A In <1+ A2 ) hpad™ In <1+h%¢2>]'

Die Beschrankung auf quartische UV-Potentiale erfolgt in der Regel, da dieses nur solche
Operatoren enthélt, fiir die sich spater Counterterme einfiihren lassen. Durch den cutoff als
obere Energlegrenze ist es sinnvoll, nur solche Feldamplituden zu betrachten, die kleiner
als dieser sind, < < 1. Entwickelt man nun das 1-loop effektive Potential in f, erhalten
wir

(5.11)

1 1
1 _ 2
(6) = U + g {20%01 - (U2 m UX+2H

A 2
! {2A2h ¢ — ¢4[ Mgt ]}Jro(f;)
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Spaltet man nun wie gewohnlich die nackten Kopplungen in mi = mi—f—émQ, A = Au+0A
und hp = h, + 0h = h;, mit Countertermen

(5.12)

A A2 A,m2 A2 h2 A2
2 2 2 p uITy, 1
= + = In— —1
om” = dmy s + oMy, 39,2 T 352 ( 2 ) P
0N = 0Abos + O fer = 3)\2 3h4 In i -1
bos fer 32 2 2 2 ) )

auf, gelangt man zu GI1.(5.10). Da die vermeintlichen Instabilitdten des effektiven 1-loop
Potentials durch die Top-Fluktuationen erzeugt werden, kénnen wir fiir die weitere Dis-
kussion die Beitrage der bosonischen Fluktuationen in GIl.(5.12|) vernachléssigen:

m2 o, A A2h2 Migh /A2 1
UM(¢) = "+ 500 - 5 <1n Erehy 2) . (5.13)
A
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Wird das effektive Potential in Abhéngigkeit von den nackten Parametern betrachtet,
entsteht somit keine Instabilitdt durch die Fluktuationen des Top-Quark. Dennoch scheint
eine solche Instabilitat in GI1.(5.10) vorhanden zu sein. Um dies zu verstehen, wihlen wir

Renormierungsbedingungen, die das Minimum bei dessen klassischem Wert fixieren, v? =

x,-- Damit ergibt sich aus G1.(5.13):

WWﬁJ§&+Z&—§ﬁOQi—®—§§&. (5.14)
Gl. sollte eine gute perturbative Approximation des effektiven Potentials sein, solange
% 2
M <<l, h,<1 und 16;2 lnﬁ <1

gilt. Diese drei Bedingungen sind jedoch nicht ausreichend, um verléssliche Aussagen aus
G1.(5.14)) ziehen zu kénnen. Betrachtet man ein ¢ = ¢ sowie ein ), fiir die
72 4
3hy
In ﬁ =2 und A’U = m
gelten sollen, ist offenbar U (¢) < Ul (v), was die Instabilitit zeigen wiirde. Allerdings
wurde hierbei ein wichtiger Punkt {ibersehen. Fiir die gewdhlten Parameter gilt offensicht-
4
lich die Ungleichung A, + % lng—z < 0. Nutzt man nun aus, dass die nackte Kopplung

3h A2
o212 In w2

A, die positiv sein muss, mit der renormierten A, iiber die Beziehung Ay = A\, —
zusammenhéngt, folgt:

3ht  A?
)\A+27T2hl? < 0.

Um dies zu erméglichen, muss aber %2 < 1 gelten. ¢ liegt damit jenseits des Giiltigkeitsbe-

reiches, in dem das effektive 1-loop Potential sinnvoll definiert ist, so dass die Instabilitéit
ebenfalls erst in diesem Bereich auftritt. Beriicksichtigt man also die Forderungen Ay > 0
und ¢ < A, ist das effektive Potential jenseits des Minimums konvex, wie dies von Gl.
beschrieben wird. Allgemeiner lassen sich nicht beliebige renormierte Kopplungen A, an-
setzen, da diese durch RG-Fliisse mit nackten Kopplungen verbunden sein miissen, so dass
sich im Infraroten gewisse Einschrankungen ergeben. Werden diese berticksichtigt, ist das
effektive Potential in dem Bereich, in welchem es definiert ist, konvex.

Nach diesen Uberlegungen wird nun in [I3] eine untere Schranke der Higgsmasse als
Funktion von A dadurch modelliert, indem der cutoff der Theorie am Wendepunkt des
Potentials (jenseits des Minimums) angesetzt wird. Bis zu diesen Feldamplituden ist das
Potential konvex, wenn man von dem Bereich zwischen den Minima absieht, so dass das
Potential bis zu diesen Feldamplituden selbstkonsistent beschrieben wird. Leider ist ein
direkter quantitativer Vergleich zwischen der in dieser Arbeit und der in [I3] bestimmten
unteren Schranke nicht moglich, da diese in [I3] perturbativ fiir das komplette Standard-
modell berechnet und etwas abweichende numerische Werte der Top-Masse (m; = 175 GeV
bzw. m; = 178) angesetzt wurden. Auffillig ist, dass die dabei bestimmten Werte zwar
in der gleichen Groflenordnung wie die hier errechneten liegen, jedoch etwas grofer sind.
Ob dieser Effekt an den unterschiedlich betrachteten Theorien oder den unterschiedlichen
Konstruktionsvorschriften der unteren Schranke liegt, kann durch Erweiterungen des hier
vorgestellten Modells untersucht werden.
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Dariiber hinaus sei noch einmal angemerkt, dass die sich mit Hilfe der Wetterich-
Gleichung konstruierte untere Schranke auf recht natiirliche Weise ergab, wenn man sich
auf quartische UV-Potentiale einschrénkte, miny, {mg (A, A)} = mg (0, A). Physikalische
Instabilitdten des IR-Potentials wurden in keiner Weise beobachtet. Nutzt man das per-
turbativ bestimmte effektive Potential , um die Higgsmassenschranke wie im Falle
der Meanfield-Naherung zu bestimmen, ergibt sich von dieser trotz der unterschiedlich
gewahlten Regulatorfunktionen keine nennenswerte Abweichung.

5.3.3 Vergleich mit Gittermethoden

Gittersimulationen zeigen qualitativ das gleiche Verhalten wie der Zugang der funktiona-
len Renormierungsgruppe, wenn man die Higgsmassenschranken sowie die Stabilitdt des
effektiven Potentials untersucht. In [12] wurde gezeigt, dass ein einfaches Higgs-Yukawa-
Modell, in dem ein reelles Skalarfeld an Nrp = 8 Fermionen koppelt, keine Instabilitdten
aufzeigt. Erweiterungen des Modells, welche die SU(2) Higgs-Dublett Struktur beriicksich-
tigen, konnen in [26] 27, 28] gefunden werden. In diesen Modellen ergibt sich die untere
Schranke der Higgsmasse fiir ein Verschwinden der quartischen UV-Kopplungskonstante,
A2.4 = 0, analog zu dem in dieser Arbeit betrachteten Fall. Eine endliche obere Higgsmas-
senschranke folgt, indem der Fall Ap A — oo untersucht wird. Dies ist ein konzeptioneller
Unterschied zu der hier vorgestellten Konstruktion der oberen Schranke. Die Methoden
der funktionalen Renormierungsgruppe schréankten die maximal erlaubten Werte fiir Ap o
in einem quartischen UV-Potential auf natiirlichem Wege ein, so dass auf diese Weise die
obere Schranke entstand. Wie sich die Existenz einer potentiellen 4. Teilchengeneration
mit schweren Quarks auf die Schranken ausiibt, wurde in [29] studiert. Diese verschiebt die
untere Higgsmassenschranke deutlich zu grofseren Massen. Da jedoch durch Abweichun-
gen von einem quartischen UV-Potential die untere Schranke unterschritten werden kann,
sind leichte Higgsmassen auch in diesem Falle denkbar. Allgemein sind relevante Abwei-
chungen von der Struktur eines quartischen UV-Potentials in Gitterrechnungen noch nicht
untersucht worden, so dass wir fiir die diesbeziiglich erzielten Ergebnisse keine Vergleichs-
optionen besitzen.
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6 Zusammenfassung und Ausblick

Untersucht wurde ein Higgs-Yukawa-Modell, welches den Higgssektor des Standardmodells
imitieren sollte. Dabei nutzten wir Methoden der funktionalen Renormierungsgruppe in
Form der Wetterich-Gleichung, um die IR-Physik zu bestimmen. Speziell wurde sich auf die
aus dem RG-Fluss resultierende Masse und Form des skalaren Potentials uj konzentriert.

In einer ersten einfachen Approximation untersuchten wir das Modell in einer Meanfield-
Néherung. In dieser konnte eine untere Massenschranke fiir verschwindende quartische
UV-Kopplungen gefunden werden, wenn man sich auf den Standardfall einer ¢*-Theorie
im Ultravioletten einschrankt. Fiir grofer werdende g o stieft diese Approximation recht
schnell an ihre Grenzen, so dass sich eine obere Schranke lediglich aus Konsistenzbedingun-
gen an diese bestimmen lasst. Das Hauptinteresse dieser Arbeit lag in der Untersuchung,
ob Abweichungen von der unteren Schranke méglich sind, wenn die ¢*-Struktur des UV-
Potentials aufgegeben wird. Da sich das UV-Potential einer direkten Beobachtung entzieht,
kann dieses im Prinzip eine beliebige Form besitzen. Es gibt keinerlei Griinde, weshalb
man sich ausgerechnet auf ein quartisches UV-Potential einschrénken sollte. Hierbei fiihr-
te bereits der naive Ansatz eines zusitzlichen Terms der Form A3 ¢°® zum gewiinschten
Ergebnis. Diese Modifikation erlaubt eine Ausdehnung des UV-Parameterbereiches auf ne-
gative Ao o, wodurch Higgsmassen konstruiert werden konnten, die deutlich unterhalb der
unteren Massenschranke lagen.

Der néchste Schritt bestand darin, den vollen RG-Fluss (abgesehen von Trunkierun-
gen) der Theorie zu untersuchen. Schréankte man sich wieder auf quartische UV-Potentiale
ein, ergab sich auf natiirlichem Wege eine untere Schranke der Higgsmasse fiir Ay o = 0.
Fiir wachsende Ao p zeigte die Higgsmasse ein monotones Verhalten analog zu Gitter-
simulationen. Im Gegensatz zu diesen und den Betrachtungen in [I4] wurde allerdings
die obere Higgsmassenschranke nicht durch den Grenzfall Ao A — oo konstruiert. Da die
Flussgleichung nicht beliebige nichtkonvexe UV-Potentiale generieren kann, schrankte dies
die quartische Kopplung auf einen maximal wéhlbaren Wert ein, der nicht iiberschritten
werden durfte. Es konnten somit Higgsmassenschranken bestimmt werden, ohne das auf
Instabilitdts-Szenarien oder das Trivialitdts-Problem zuriickgegriffen werden musste. Diese
entstanden vielmehr durch den Renormierungsgruppenfluss selbst.

Wird im UV-Potential ein weiterer Ag, A®® Term beriicksichtigt und lisst man damit
negative Ao o zu, erlaubt die Theorie auch in diesem Fall Massen unterhalb der unteren
Schranke. Ebenso wird die obere Schranke verdndert werden, da durch den zusétzlichen
Term die Bestimmungsgleichung des groftmaglichen As o modifiziert wird. An dieser Stelle
festzuhalten wére noch, dass bei allen durchgefiihrten Rechnungen keine Instabilitdten des
skalaren Potentials entstanden.

Die durchgefiihrten Berechnungen wurden in der Regel mit der optimierten Regulator-
funktion ausgefiithrt. Der Vergleich zwischen der Meanfield-N&herung und den stérungs-
theoretischen Ergebnissen scheint darauf hinzudeuten, dass die Regulatorwahl fiir kleine
A2.A keinen grofien Einfluss auf die IR-Physik ausiibt. Ob dies jedoch auch allgemein der
Fall ist, sollte in weiteren Betrachtungen untersucht werden. Von besonderem Interesse wé-
re es, die Klasse an betrachteten UV-Potentialen zu erweitern. Der in dieser Arbeit genutzte
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zusitzliche ¢% Term erlaubte eine erhebliche Abweichung von den bisherigen Resultaten
des quartischen UV-Potentials. Durch weitere Modifikation lassen sich dariiber hinaus die
Fliisse wesentlich komplexerer Potentialverlaufe untersuchen.

Fiir eine quantitativ bessere Beschreibung des Higgssektors sollte in folgenden Untersu-
chungen das Modell zu einer standardmodell-dhnlicheren Theorie ausgebaut werden. Ein
erster Schritt ware die Beriicksichtigung der Higgs-Dublett Struktur, wie dies bereits in
Gittersimulationen erfolgt ist. Dariiber hinaus wére der Einfluss des QCD-Sektors auf den
Fluss der Yukawa-Kopplung des Top-Quarks von besonderem Interesse, da dieser die Fluss-
gleichung mafigeblich beeinflussen wird.
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