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1. Einleitung

Phantasie ist wichtiger als Wissen,
denn Wissen ist begrenzt.

Albert Einstein

Seit jeher versuchen die Naturwissenschaften durch Beobachtung der Natur die grund-
legenden Prinzipien, Ordnungen und Gesetze ebendieser zu erfassen. Dabei bedient sich
die Physik mathematischer Modelle, die sich durch experimentelle Messungen bewéah-
ren miissen. Als erstrebenswertes Ziel gilt es daher, ein theoretisches Gesamtkonzept
zu konstruieren, das es ermoglicht, jedwede Art von Wechselwirkungen oder Prozessen
einheitlich zu beschreiben. Gegen Ende des 19. Jahrhunderts glaubten viele Physiker,
dieses Ziel beinahe erreicht zu haben. Philipp von Jolly sagte zu Max Planck, dass ,,in
dieser Wissenschaft schon fast alles erforscht sei*.! Wie unzutreffend diese Vermutung
war, zeigten die folgenden 50 Jahre, in denen gleich durch zwei physikalische Theorien
das scheinbar erreichte Ziel wieder in weite Ferne geriickt wurde.

Die Relativitatstheorie und die Quantenmechanik, welche sich als Erklarungskonzepte
der Probleme &lterer Experimente und Modelle erweisen sollten, widersprechen nicht
nur den klassischen Theorien, sondern auch der alltdglichen Wahrnehmung. Eines der
interessantesten Probleme ist dabei der Tunneleffekt, der zuerst von Robert Williams
Wood [1]| beobachtet wurde und erstmals 1926 quantenmechanisch erklért werden konnte
[2]. Der Tunneleffekt kann nur durch eine nicht-klassische Theorie beschrieben werden,
die zum einen nur noch Wahrscheinlichkeitsaussagen trifft und zum anderen die Dualitét
zwischen Wellen- und Teilcheneigenschaften offenbart. Dass das mathematische Konzept
und die Interpretation der Quantenmechanik umfassend ausgearbeitet wurde ist unter
anderem Schrédinger, Heisenberg, Pauli und Dirac zu verdanken.

Eine wesentliche Erweiterung der Quantenmechanik stellt die sogenannte zweite Quan-
tisierung dar, bei der die Felder, welche die Teilchen beschreiben, quantisiert werden.
Dies ermoglicht zum Beispiel eine quantenfeldtheoretische Beschreibung der elektroma-
gnetischen Wechselwirkung, was wiederum zu einer der erfolgreichsten Theorien der
Physik fithrt: die Quantenelektrodynamik (QED). Diese im Wesentlichen auf die grund-
legenden Arbeiten von Feynman, Schwinger und Tomonaga aufbauende Theorie erlaubt
es beispielsweise, extrem prézise Aussagen, zum anomalen magnetischen Moment des
Elektrons [3,4,5] zu treffen. Durch zahlreiche Experimente wurden diese hervorragend
bestatigt [6]. Aufgrund von Quantefluktuationen dndert eine virtuelle Paarerzeugung
von Elektronen und Positronen oder eine Emission und Absorption virtueller Photo-
nen die Charateristika physikalischer Grossen ab. Diese Abdnderung ist perturbativ be-
rechenbar. So fiihrt beispielsweise die Beachtung von Strahlungskorrekturen auf das

I'Planck, Vom Relativen zum Absoluten, Naturwissenschaften Bd. 13, 1925



1. Einleitung

Uehling-Potential |7], eine Modifikation des Coulomb-Potentials, oder zu einer genaue-
ren Beschreibung der Propagation von Photonen, insbesondere in dufseren Feldern. Vor
allem in den letzten Jahren riickten die Effekte der QED wieder in den Fokus aktueller
Forschung, da die Entwicklung von Lasern hoher Intensitdt Beobachtungen von bisher
dem Experiment unzugénglichen Prozessen ermoglicht. Ein wesentlicher Punkt ist, dass
sich die Rolle des Vakuums vom ,Nichts* zu einem Medium wandelte.

Neben der Entwicklung der QED ist es gelungen, mit dem Standardmodell (SM)
der Teilchenphysik ein fundiertes Konzept zum Versténdnis physikalischer Effekte auf
subatomarer Ebene zu konstruieren. Allerdings ist dieses mit dem Mangel behaftet,
dass es zum einen keine Erklarung fiir dunkle Materie liefert und zum anderen keine
Verbindung mit gravitativen Wechselwirkungen zulédsst. Daraus leiten sich zahlreiche
Vorschlage zu einer Erweiterung des SM ab, wie zum Beispiel Supersymmetrie oder
Stringtheorien. Ein Aspekt der Erweiterung ist, dass es Teilchen gibt, die sich bisher in
keiner Messung nachweisen liefsen. Eine mogliche Erklarung dafiir ist, dass diese zunéchst
hypothetischen Teilchen nur sehr schwach mit der Umgebung wechselwirken, &hnlich zu
den Neutrinos, und deshalb einen experimentellen Nachweis sehr schwierig machen. Fiir
diese sogenannten WIMPs (“weakly interacting massive particles”) gibt es verschiedene
Kandidaten, zum Beispiel Axionen und axionartige Teilchen oder minigeladene Teilchen
(“minicharged particles”). Sie konnten eine Erklarung fiir das Phdnomen der dunklen
Materie liefern. Die Idee der minigeladenen Teilchen beruht darauf, dass es, neben der
fiir die elektromagnetischen Wechselwirkungen im SM verantwortlichen U(1) Eichsym-
metrie, eine weitere U’(1) Symmetrie gibt. Diese zusétzliche Eichsymmetrie wurde von
Holdom [8] vorgeschlagen und stellt gewissermafsen eine natiirliche Erweiterung des SM
dar, wenn das Konzept der Eichsymmetrien als grundlegend angesehen wird. Diese U’(1)
sorgt dafiir, dass es eine Art zweites Elektron gibt, welches allerdings eine andere Ladung
hat und insbesondere kein ganzzahliges Vielfaches der Elementarladung sein muss.

In der aktuellen Forschung wird versucht, WIMPs durch sogenannte ,Licht durch
die Wand“ Experimente [9-13| nachzuweisen, wobei der Tunneleffekt eine zentrale Rolle
spielt. Als Erweiterung des normalen Tunneleffektes wird dabei in Betracht gezogen,
dass sich Photonen in reale Teilchen, beispielsweise Axionen, umwandeln, welche dann
durch die Barriere hindurchtunneln und sich wieder in Photonen umwandeln (,,Tunneln 2.
Art). Im Folgenden soll eine weitere Moglichkeit, ,, Tunneln 3. Art“, betrachtet werden,
bei der die Photonen sich in virtuelle Teilchenpaare aufteilen, die danach eine Wand
durchtunneln kénnen [14].

Das Ziel dieser Arbeit besteht darin, diesen ,neuartigen” Tunneleffekt unter dem Ein-
fluss eines aufleren magnetischen Feldes zu untersuchen. Im Besonderen wird betrachtet,
ob der Effekt in Anwesenheit eines Magnetfeldes verstéarkt oder abgeschwécht wird und
in welcher Grofenordnung diese Anderung ist. Es ist zu erwarten, dass sich eine Verstér-
kung durch Wechselwirkung von Magnetfeld und minigeladenen Teilchen ergibt. Diese
Ergebnisse werden in Bezug auf eine experimentelle Nachweismoglichkeit diskutiert. In
Kapitel 2 werden dazu die grundlegenden Eigenschaften des Polarisationstensors mit
und ohne &ufseres Feld und in groferem Umfang die Rechnungen zum , Tunneln 3. Art“
ohne duferes Feld zusammengefasst. In Kapitel 3 wird ein Ausdruck fiir die Ubergangs-
wahrscheinlichkeit innerhalb des Szenarios mit einem konstanten magnetischen Feld ab-



geleitet, der im 4. Kapitel fiir ein schwaches Magnetfeld in verschiedenen Regimen (grofe
Massen - kleine Frequenzen, kleine Massen - grofse Frequenzen) ausgewertet wird. Diese
Ergebnisse werden dann in Kapitel 5 fiir die experimentell relevanten Parameter ausge-
wertet.

Wenn man die heutige Situation der Teilchenphysik mit der Situation des ausgehenden
19. Jahrhunderts vergleicht, so erscheint es iiberaus lohnenswert, unter Beachtungen der
vielfaltigen physikalischen Neuerungen seitdem, auch die ,phantasievolleren Wege zu
beschreiten.






2. Grundlagen

2.1. Propagatoren und Polarisationstensor

Durch die Beachtung von Quantenfluktuationen werden die Propagatoren von Elektro-
nen und Photonen abgeédndert. Diese Korrekturen lassen sich bekanntermafsen stérungs-
theoretisch behandeln, indem man die méglichen Feynmangraphen der entsprechenden
Ordnung generiert und deren Beitrige gemaft der Feynmanregeln berechnet.! In der 1-
Loop-Korrektur, der ersten Ordnung Stoérungstheorie des Photonpropagators D,,, wird
eine Aufspaltung des Photons in ein virtuelles Elektron-Positron-Paar betrachtet. Dies
lasst sich ebenso auf die im Weiteren relevanten minigeladenen Teilchen iibertragen, wo-
bei lediglich zu beachten ist, dass sich die Grofsen der Masse und der Ladung dndern.
Daraus ergibt sich als modifizierter Photonpropagator D, :

iD!,, (k) = D, (k) + iDyuq (k) i11* (k) iDg, (k) (2.1)

D, (k) = +

%
Feynman graph:” Feynman graph:”

Abbildung 2.1.: Der einfache Photonpropagator und die 1-Loop-Korrektur: Die Wellen-
linie symbolisiert das Photon mit Impuls £ und die geraden Linien das
Elektron-Positron-Paar in der Fermionschleife. Diese tragen die Impulse
pund k — p.

Dabei ist k der Photonimpuls und II*? der Polarisationstensor, oder auch Photon-
Selbstenergie. Der generelle Vorfaktor ¢ ist lediglich Konvention. Der Polarisationstensor
lasst sich mit

d*p

. 2

I (k) = —ie’tr, / ng(p) W g(p— k)
- 1

= . —
!Eine ausfiihrliche Herleitung und Diskussion dieser Regeln, der Propagatoren und des Polarisations-

tensors sind in den Lehrbiichern zur Quantenfeldtheorie und QED enthalten. Siehe beispielsweise: S.
Weinberg, “The Quantum Theorie of Fields Vol. I: Foundations”, Cambridge University Press (1995)

(2.2)

9(p) 7= yu.p"
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bestimmen. Hierbei stehen die 7’s fiir die bekannten Diracschen Gammamatrizen, iiber
die die Spur gezogen wird. Auferdem steht g(p) fiir den Elektronpropagator, zunéchst
ohne dufteres Feld. Die in der Formel enthaltenen Gréfen m und e stehen fiir Masse und
Ladung und miissen nicht mit den entsprechenden Werten des Elektrons iibereinstim-
men. Eine kurze Rechnung fithrt schlieflich auf den bekannten Ausdruck [15]*:

1
X 2(3 —v?) 1
T, (k) = (guk® — kok,) [ —— kQ/dV( 23
(k) = (g, 1 )( 37‘(‘) YT, k2+fffz—i€ (2.3)

Bei g,, handelt es sich um den metrischen Tensor und bei & um das Analogon zur
Feinstrukturkonstante. Wenn nun ein auferes magnetisches Feld B vorhanden ist, so
wird diese Rechnung deutlich komplexer, da sich der Elektronpropagator verdndert.
In der Regel wihlt man zu dessen Ableitung die Richtung des Magnetfeldes parallel
zur 3-Richtung (z-Achse) und zerlegt den Viererimpuls in einen parallelen und einen
senkrechten Anteil.

B=DBé&, k=Fk+k
k= (K°,0,0,k%), ki :=(0,k" k% 0)
Unter Verwendung der tiblichen Abkiirzungen o3 = diag(1, —1,1,—1) (siche Anhang A)

und z = eBs kann der Elektronpropagator konstruiert werden® und, daraus ergibt sich

[15]:

—

Feynman graph:~ Feynman graph:~

Abbildung 2.2.: Der im Magnetfeld abgednderte Elektronpropagator, der durch ei-
ne Doppellinie gekennzeichnet wird, fiihrt zu einer anderen 1-Loop-
Korrektur des Photonpropagators.

* t
g(k) :i/ ds exp {—z’s {mZ — e+ kﬁ + ﬂki] }
0 z

| y (2.4)
ezagz e 1032
X (m — k) — 'ykl)

COs 2 COs 2

2In einigen Lehrbiichern findet man eine andere dquivalente Dartellung, die sich durch die Funktion
innerhalb des Integrals unterscheidet:

B 1
T, (k) = (guk® — k) (—22) k2 Ofduu(l — ) log (m_ggﬁ)

3Dabei ist z nicht zu verwechseln mit der 3-Richtung.
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Wenn dieser zuletzt in die Gleichung (2.2) fiir den Polarisationstensor eingesetzt wird,
ergibt sich nach mehreren Rechenschritten:

ds iseo
/W 27r/ /_{ v (guvkz kukV)N

— (gl ki — k) N1+ (g kT — kiuki,)No) (2.5)
_e_zsm2(1 — 1)2)(]{291“/ — k‘uk},)}
Dabei wurde der metrische Tensor anolog zu den Vierervektoren aufgespalten. Der letzte

Term ist der fiir die Renormierung notwendige Counter-Term. Die Abkiirzungen ¢, und
N; stehen fiir die folgenden Funktionen:

1—v? , cos(zv) —cosz

2 2
= k k
Po =m- 4 * 2zsinz +
Ny = - (cos(zv) — v cot zsin(zv))
sin z . (2.6)
Ny =—zcotz (1 — A LEA) 81.n(21/)) + Z—CO§<ZV) .
sin 2 sin 2

zcos(zv zv cot zsin(zv 2z(cos(zv) — cos z
Ny — Feos(er) | () | 22feos(av) — cos)

sin z sin z sin® z

Neben dieser Form gibt es dariiberhinaus eine allgemeinere Darstellung des Polarisati-
onstensors in Anwesenheit beliebiger elektromagnetischer Felder [16]. Diese Darstellung
lasst nicht triviale Losungen der Licht-Kegel-Bedingung (“light cone condition”) zu und
wird im 3. Kapitel zunéchst fiir den Spezialfall eines konstanten magnetischen Hinter-
grundfeldes vereinfacht und bei den darauf folgenden Berechnungen benutzt.

2.2. ,Tunneln 3. Art“

In diesem Abschnitt wird eine Zusammenstellung der Ideen und Ergebnisse von Gies
und Jaeckel [14] beziiglich eines neuartigen Tunneleffektes dargestellt. ,, Tunneln 3. Art*
stellt eine Verallgemeinerung des Tunneleffektes dar, wobei ein einlaufendes Teilchen auf
eine klassisch uniiberwindbare Barriere trifft. Doch anstatt direkt hindurchzulaufen, was
nach der Heisenbergschen Unschérferelation moglich ist, oder sich in ein anderes reales
Teilchen umzuwandeln teilt es sich in ein virtuelles Antiteilchen-Teilchen-Paar auf. Die-
ses Paar kann diese Barriere mit einer definierten Wahrscheinlichkeit passieren und sich
hinter dieser wieder in das urspriingliche Teilchen zuriicktransformieren. Im Weiteren
soll dieser Effekt fiir die Aufspaltung eines Photons in minigeladene Teilchen betrach-
tet werden.* Bei minigeladenen Teilchen handelt es sich um hypothetische Teilchen, die

4Die Betrachtung einer Umwandlung anderer Art, z.B. in Neutrinos, ist ebenfalls méglich. Dieser
Prozess ist jedoch sehr stark unterdriickt; siche [14]



2. Grundlagen

Feynman graph:~

Abbildung 2.3.: , Tunneln 3. Art“ Ein Photon laufe entlang der z-Richtung ein. Das
Photon teilt sich in ein virtuelles Teilchen-Antiteilchen-Paar auf, das
durch eine Wand der Dicke d tunnelt und hinter dieser wieder zu einem
Photon zerstrahlt.

im Wesentlichen dieselben Eigenschaften wie Elektronen und Positronen besitzen. Aller-
dings unterliegen sie nicht derselben U(1) Eichsymmetrie, was erlaubt, dass minigeladene
Teilchen eine Ladung haben koénnen, die nicht der Elementarladung e entspricht, son-
dern nur einem Bruchteil dieser. Dies fiihrt auch zu einer anderen Kopplungskonstante
(Feinstrukturkonstante) & = €%, wobei € angibt, wie viel kleiner die Ladung, in Bezug
auf ein Elektron, ist. Fiir minigeladene Teilchen ist ¢ < 1. Dies ermdglicht iiberhaupt
erst, dass der Effekt auftreten kann, da bei einer normalen Barriere (z.B. ein Spiegel
oder eine einfache Wand) der Wirkungsquerschnitt der Elektronen viel zu grof wére
und die Elektronen, aufgrund der starken Interaktion mit der Wand, gestoppt wiirden.
Um nun die Ubergangsamplitude und die daraus resultierende Ubergangswahrscheinlich-
keit zu berechnen, folgt man dem in der QED iiblichen Weg und betrachtet die effektive
Lagrangedichte £ fiir ein Photonfeld A,,:

ClA] = -2

LFa) P () % / da! A, (2)T1" (2, 2') A, (') 2.7)

Hierbei ist F),, der Feldstarketensor und II*” der bereits eingefiihrte Polarisationsten-
sor. Der erste Anteil resultiert aus der klassischen Elektrodynamik und der zweite aus
den Quantenkorrekturen. In diesem speziellen Aufbau kommen fiir das Photon noch
Randbedingungen hinzu, die durch die Wand hervorgerufen werden, da diese fiir die
Photonen undurchléssig sein soll. Dariiber hinaus soll die Wechselwirkung der minigela-
denen Teilchen mit der Wand so gering sein, dass fiir die Quantenfluktuationen weiterhin
die Translationsinvarianz giiltig ist. Damit, und mit der Ward-Identitét folgt, dass sich
der Polarisationstensor folgendermafien schreiben lisst.”?

°Es ist darauf zu achten, dass in dieser Definition, im Vergleich zu (2.3), ein zusitzlicher Faktor p? in
die Definition von II(p) eingeht.
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Pubv
W (p) = Pryw(@)I(p), - Pruwp) = guw — ;2 (2.8)

Pr ., (p) ist ein transversaler Projektor und in der gewéhlten Metrik gilt, dass p* = —w?+
p?. Mittels des Projektors lassen sich nun auch die Transversalmoden des Photonfeldes
betrachten® und die aus der Langrangedichte folgende Bewegungsgleichung fiir diese
aufstellen. Dabei werden im Folgenden die Lorentzindizes fallen gelassen.

(P> +1(p))Ar(p) =0, Argy = Pr,A” (2.9)

Da fiir das Photonfeld durch die Wand, die parallel zurz-y-Ebene steht, die Translations-
invarianz gebrochen ist, ist es sinnvoll, eine partielle Fouriertransformation vorzunehmen
(hier in z-Richtung) und den Photonimpuls in zwei Teile aufzutrennen: p = p, + p..
Damit wird die Bewegungsgleichung zu:

0= (_w2 + pi - ag)‘AT(Z?pJ_aw) + / d’ZIH(Z - 2/7 pJ_>w)AT(Z/7pJ_7w) (210)

N

=j(z,pL.w)

Hier steht j fiir den durch die Fluktuationen erzeugten Strom. Als néchstes werden nun
die Randbedingungen der Wand beachtet. Zur Vereinfachung wird die linke Seite der
Wand auf die Position z = 0 und die rechte auf z = d gesetzt, wobei d gerade die
Dicke der Wand ist. Fiir eine perfekt leitende Wand erfiillt die Transversalmode die
Dirichlet-Randbedingungen (p, = 0). Damit kann im linken Halbraum (z < 0) fiir ein
Wellenpaket a(w) die Losung Ar(z,w) = a(w) sin(wz) gefunden werden. Dies induziert
im rechten Halbraum den Strom:

(2> 0,0) = / 4=/ TI(= — ', w)a(w) sin(w?) (2.11)

Mit der Methode der Greenschen Funktion kann man damit das induzierte auslaufende
Photonfeld berechnen. Dieses ergibt sich im Fernfeld (z > d) zu:
iw(z—2")

€ /

Ama(z> dyw) = i / 4z
d

9 J(Zw) (2.12)

SchlieRlich lisst sich daraus noch die Ubergangswahrscheinlichkeit P,_,, ableiten.

2

Ajnalz,w)
a(w)

2
B 1
T 4?

P.

sy = lim

Z—00

oo 0
/dz' / dz" (2" — 2", w) sin(w2") exp(—iwz’)
d —o0

(2.13)

6Die Transversalmoden reichen aus, da das Photon keine Longitudinalmoden besitzt.
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Wenn man nun den unter (2.3) eingefithrten Polarisationstensor verwendet, so kann man
das p.-Integral fiir die partielle Fouriertransformation mithilfe des Residuensatzes aus-
werten. Dabei ist zu beachten, dass sich fiir unterschiedliche Verhéltnisse von Masse und
Frequenz eine andere Polstruktur ergibt. Setzt man daraufthin, geméf den Randbedin-

gungen p, = 0, so erhilt man:”
& / V23— 12) [ Am2 \? [ L e 2 > Aml
(z,w) = —i— [ dv 2w ’ 1=y 2.14
( ’ ) 3T 1— 22 (1—]/2) ﬁezwn 7w2< 1411222 ( )

0
Dabei wurden die wichtigen Abkiirzungen

4m? 4m?
S L T S L 2.15
" \/uﬂ(l —v?) ’ \/ w?(1 —v?) ( )

eingefiihrt. Letztendlich kann man durch einen Wechsel der Integrationsvariable v zu
den Variablen s u“nd A sowie durch eine Aufspaltung des verbliebenen Integrals einen
Ausdruck fiir die Ubergangswahrscheinlichkeit erhalten.

&2

W|f>+f<|2

Re - gy (1o xe i (10 4 2
f>(w/m,wd) :/0 1-x Ji-x 1 — \2 © (2.16)

o0 dre ,/1+H2—4wﬂj(1+m2+‘%2) e
. €
Rey/imZ 11+ K 1+ K2 1+ k2

Da sich das letzte Integral nicht analytisch 16sen lasst, bietet es sich an, einige Grenzfille
zu betrachten und fiir diese Ndherungslosungen zu berechnen. Fiir den Fall sehr kleiner
Frequenzen, w < 2m, trigt lediglich die Funktion f. zur ‘Ubergangswahrscheinlichkeit
bei. Wenn nun die Comptonwellenlénge viel kleiner ist als die Wanddicke, also md > 1,
so kann mittels einer Sattelpunktsapproximation ein Naherungswert fiir die Ubergangs-
wahrscheinlichkeit berechnet werden, der einen zu dem fiir den Tunneleffekt typischen
exponentiellen Ddmpfungsterm &hnlichen Term exp(—4md) enthélt. Im Gegensatz dazu
gelangt man fiir md < 1 zu einem Integral, das logarithmisch divergiert, was zu der
logarithmisch laufenden Eichkopplung bei hohen Impulsskalen passt. Die beiden Néhe-
rungswerte ergeben damit:

Py =

f<<w/m> wd) =

&2 e—4md
Py (md > 1,0 < 2m) ~ ————
vl ’ ) 2567 (md)3
~2
P, (md € 1,w < 2m) ~ a
s ’ 3672
"Es ist zu beachten, dass hier, wie im Original [14], ein zusitzlicher Faktor p? auftaucht, aufgrund
einer anderen Definition des transversalen Projektors.

(2.17)

In?(2md)

10



2.2. ,Tunneln 3. Art*

Betrachtet man zudem den Limes grofser Frequenzen, w > 2m, so tragen beide Funktio-
nen f. und f. bei. Auch hier lassen sich fiir dicke und diinne Wénde Néaherungswerte
errechnen. Fiir sehr dicke Wéande, 2Tmmd > 1, bekommt man durch die Entwicklung
der oberen Grenze von f. den dominierenden Term und einen daraus resultierenden
Néherungswert. Sowohl fiir w 2 2m und wd < 1 als auch fiir w > 2m und wd ~ O(1)
ergeben sich wiederum logarithmisch divergierende Terme, die man durch numerische
Entwicklung erreichen kann. Damit erhéalt man fiir diesen Frequenzbereich folgende Né-

herungen:

~2,.,3

2m a“w
P —md > 1)~ ——m
vl w >1) 5127m3(dm)?

P (w2 2m,wd < 1) = 32;2 In® (w_d> (2.18)

~2
Py (w>2m,wd ~ O(1)) ~ #az In (%) , a~2

11






3. Ableitung der
Ubergangswahrscheinlichkeit

In analoger Weise sollen nun die in Kapitel 2.3 verkiirzt dargestellten Rechnungen fiir
den Fall eines duferen magnetischen Feldes erweitert werden. Dazu wird ein konstan-
tes Feld entlang der z-Achse und die Einlaufrichtung des Photons entlang der x-Achse
gewahlt. In [16] wird eine allgemeingiiltige Form des Polarisationstensors fiir beliebige
elektromagnetische Felder hergeleitet. Diese setzt sich dhnlich zu (2.5) aus mehreren
Komponenten zusammen. Fiir die weiteren Betrachtungen spielen hier nur der parallele
II und der senkrechte I, Anteil eine Rolle. Dies liegt zum einen wieder daran, dass
es keine longitudinalen Photonen gibt und zum anderen daran, dass ein Mischterm fiir
den Fall eines reinen magnetischen Anteils verschwindet. Dadurch entkoppeln die Bewe-
gunsgleichungen der beiden zu betrachtenden Moden und kénnen getrennt voneinander
gelost werden. Es folgt also:

B4+1 =0, kK +I,=0 (3.1)

Feynman graph:”

Abbildung 3.1.: [ Tunneln 3. Art“ im konstanten magnetischen Feld: Wie in Abb. 2.3
teilt sich ein Photon in ein virtuelles Teilchen-Antiteilchen-Paar, dessen
Propagator in diesem Fall durch das dufsere Feld modifiziert wird.

Daraus folgt, dass sich dasselbe Verfahren, wie oben beschrieben, anwenden lésst. Die
beiden relevanten Anteile sind im Allgemeinen gegeben durch:
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3. Ableitung der Ubergangswahrscheinlichkeit

[e'e) 1
« ds [dv . eas ebs ~
Il = — _ 7 a—isdo N, 2 - N 2
I 27T/ s / 2 ¢ sin(eas) sinh(ebs)( 001 )
0 |
- . (3.2)
« ds [dv . eas ebs ~
I, = — “o Y —isdo N. 2 — N 2
- 27T/ s / 2 ¢ sin(eas) sinh(ebs)( 201 o)
0 el

Im Spezialfall eines reinen Magnetfeldes ist die Konstante b = 0 und die Konstante a
gerade die Stirke des Feldes B, wobei a und b Kombinationen aus den Lorentzinvari-
anten F),, F* und FWF #” sind. Die Phasengeschwindigkeiten v; und v ergeben sich
aus dem Betrag des Impulses k = |k| und dem Winkel § zwischen Magnetfeld und
Wellenzahlvektor k gemafs:

v =i’ — (1—0%)], o} =Ksin’0 (3.3)

Dariiberhinaus sind in diesem Fall die verbleibenden Funktionen unter Einfiihrung der
iiblichen Abkiirzung z = €Bs wobei é fiir die Ladung der minigeladenen Teilchen steht,
gegeben durch:

Ny = cos(vz) — vsin(vz) cot 2
Ny = (1 —1v?)cosz

cos(vz) — cos z (3.4)

Ny =2 s
sin” z

$o = m? — K (sin20—(1—v2))1_y2—
0 4 2 zsin 2z

sin? f cos(vz) — cos z

Als Néachstes soll nun eine partielle Fouriertransform entlang der Ausbreitungsrichtung
des Photons, also der x-Richtung, vorgenommen werden. Daraus folgt mit den Einset-
zungen zunachst fiir II)

ks . Fds [dv
Ty L

0
1—1v?  sin®6@cos(vz) — cos z
4 2 Zsin 2

% exp {z’s(ki a2 {(m? 0—(1-0%)

X {sin2 0 (ZCO_S(ZU) 2 ssz;) onE (1 —v?)zcot z) + (1 —vHzcot 2(1 — VQ):|
sin z sin® z
(3.5)

Benutzt man v? +k2 und fihrt die Variablen

k2

14



A —s | sin2 91 —v? 1= V2 B sin? COS(VZ). — COoS 2
4 4 2 zZsin 2 (3.6)
B =sin?6 (ZC(?S<ZV) 2 s1n.(22y) hE (1 —v*)zcot z> + zcot z(1 — v?)
sin z sin” z
ein, so kann Il geschrieben werden als:
Tds [d !
- 1_
I (2, ki ,w) - / & / & exp {—z’sm2 + k] A + isw? v }
2m s 2 4
o 1 (3.7)
dk,
/ 5, XP {ik +ik2A} [(K2 + k7)B — w?zcot 2(1 — v?)]
7T
Es ist erkennbar, dass II; durch Ersetzung von B durch
Ry {22(005(,2?1/2 —cosz) zcgs(zu) iy sin.(z;/) Ccos z}
sin” z sin z sin” z (3.8)

zcos(zv)  zvsin(zv)cosz

sin z sin? 2

erhalten werden kann. Deshalb werden die folgenden Rechnungen mit ITj vorgenommen.
Schlussendlich wird geklart, welche Ersetzungen vorzunehmen sind, um zu II; zu gelan-
gen. Das k,-Integral hat eine gaufsartige Struktur und kann mit den bekannten Regeln
ausgefiihrt werden. Damit werden die relevanten Integrale zu

[e.9]

. . i:v2 T
dk‘x 1Ak§ ixky — o ia
/ (§] (§] e 4 —iA
= 39
dk’x ]{32 iAk2 ik _ -~ l’_ T ﬁ
/ ceeTm me M e Tia T 2 (T

Womit sich fiir die Fouriertransformation des Polarisationstensor Folgendes ergibt:

o) 1

A d d 1—02
Iy (2, k1, w) :%/g/gexp{—ismz—l—ikifl—i-iscf 4” }
0o 1 (3.10)
112 2 B
_7; e ix {Bki —w?zcot 2(1 — V%) + B4$_ﬁ + —2@'.,41

Da die beiden Bewegungsgleichungen mit den Komponenten des Polarisationstensors
entkoppeln, darf dieser Ausdruck in (2.13) eingesetzt werden.
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3. Ableitung der Ubergangswahrscheinlichkeit

1

[e’e) 0

NG ds
/dx' / dz” sin(wx”) e ™* / —
d —00

-1

_ iz —a!")2 ]_ — 2
i exp ¢ —ism® + ikT A + isw’ Y (3.11)
—Z.A 4
2
WAV 1
[B (ki + (= 4}5 ) + —QiA) —w?zcot z(1 — 1/2)}

Das Integral iiber die Variable x” soll nun ausgewertet werden. Dabei gibt es mehrere
Terme, bei denen z” lediglich in der Exponentialfunktion auftaucht, aber auch den in
(3.11) unterstrichenen, bei dem es einen zusétzlichen Faktor gibt, der von z” abhéngt.
Fiir die Ersteren erhélt man:

7—>'Y

, (3.12)

00

1, . . o, 12 9l "2
/d(L’l —iwz’ /deIQ_i(ezwm _ o iwz )exp{_(fﬂ Zj +x )}
d

— 00

Die beiden Integrale beziiglich z” lassen sich mit einer Koordinatentransformation be-
rechnen, wobei dies in einem Schritt ausgefithrt wird und = bzw. £ auf die beiden
unterschiedlichen Anteile hinweist.

0
e_% / dx" exp{ - a(z —x :FQwA) }exp{ﬁ(x’iQwAf}

J/

:e_% exp{ 1A (2 £ 2wA) }\/ / fe ™ (3.13)

\V 1z (x’i2wA

_ VT JAA w2 K 2 [ i,
=5\ ¢ exp 4A(a: + 2wA)° ¢ Erfe 4A(a: +2wA)

Zusammengefasst liefern diese beiden Terme den Ausdruck:

\i_?\/g ]od:v’ oo [exp {4 S+ 20 } Exfc [\/; (2 + QwA)]
d
\/g(x' — 2w.,4)”

(3.14)

— exp {ﬁ(x’ — QwA)Q} Erfc

16



Schlieflich wird der Term mit der zusatzlichen Abhéngigkeit von x” betrachtet

[ 0

. iz — 2’2
/dx' / dz" sin(wz”) e e” i (z' —2")? (3.15)
d —o0

Wenn man wieder den Sinus in Exponentialfunktionen aufspaltet und die Koordinaten-
transform Z = 2" — 2’ — 2w A durchfiihrt, so erhélt man analog zu (3.13):

() —z’'—2wA
w1 ia?
/dx’e_“” e_ﬂ2—i ex {4A (2" 4 2wA)? } / di e Ax (T + 2wA)?
d —o0
—z'+2wA (316)
— exp {ﬁ(ﬂfl — 2w.,4)2} / dz e_%(i" —2wA)?

D1e Integrale iiber & werden jetzt mit einer weiteren Koordinatentransformation, 2 =
b A? und der eingefiihrten Kurzschreibweise mit doppelten Vorzeichen zusammenfassend
aufgeschrieben werden.

—x ZFQwA

\/; di o [4;4 i4wA\/?a:+(2wA)] (3.17)

Dieses verbleibende Integral zerfillt wiederum in 3 Teile. Ein Teil hdngt nur exponentiell
von Z ab und ist bereits mit (3.13) gelost. Dariiberhinaus gibt es einen Teil der zusétzlich
noch linear und einen der quadratisch von & abhingt. Zum einen ergibt sich fiir den
linearen Anteil:

Vg (—7' F2wA)

16 2 . 21V 3a (2 F2wA)
;. 16wA / di e = +8iw A [e—fCZ] i
v —00 (3.18)

—00

= +8iwA? [e 1a( ”ﬂ“A)}

Zum anderen fiir den quadratischen Anteil:
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3. Ableitung der Ubergangswahrscheinlichkeit

, \/ ﬁ(fx’¥2w./4)
22 \/g(—f:FQw.A) 1 / N2 (3 19)

dz e
—Oo

_ % (4%4) {\/Z(x + 20 A)e 1A+ 20A) é_Erfc \/;(x i2w«4)”

Werden im néchsten Schritt die Terme, die durch (3.17) entstehen und (3.13) mit den
vorerst vernachlassigten Vorfaktoren zusammenfasst, gelangt man schlieflich zu:

—0o0

(0.9] . 9 o
/dx' wBexp {—241;4 — iwx'} + /da:' exp { —iwz’ + iw’ A}
d d
X [e Erfc [\/ 4,4(96 +2wA)] Erfc [\/ 4A(x — 2wA)”
B |7 [4A 5 o [ATA
8 {81A2 4 < i ) A i

Y {Bh_m_mm_ﬁ]}

(3.20)

i 21.A

Dabei heben sich die unterstrichenen Terme gerade auf. Es sind wiederum drei ver-
schiedene Integrale entstanden, die sich unter Benutzung der Errorfunktion kompakter
schreiben lassen. Fiir das erste Integral folgt somit:

V 1z (d+2wA) (3.21)

_ A iw? A L
=\ wB e Erfc [\/4A(d+2w¢4)]

Benutzt man jetzt die Integralformel,

—X

N

/dx Erfc[z] = xErfe[z] — (3.22)
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so kann das 2. Integral, folgendermafsen geschrieben werden:

o0 o0

1 w2 A L / _ 4;4 w2 A / ~ ~
/dx e Erfc[ 4A(x +2w.A)] =1/ e dz Erfe[]

d V iz (d+2wA)
_ A a4 [eXP {—2a(d +20A)%) (3.23)
1

VT
\/g(d + 2wA)] ]

1
—1/ M(d + 2wA)Erfc

Mit der Formel

o0

1 a2
/dm e” “Erfc[z] = — (e_adErfc[d] —e 1 Erfe [g + d]) (3.24)
a

d

lasst sich dann auch noch das 3. Integral vereinfachen.

— oA / dx’ exp {—2iwx"} Erfc %4(90/ — 2w.A)]
d

_ 4—“,4e73i“’2“4 / di exp {—4w iA:E} Erfe[7]
i

\/ ﬁ (d—2w.A)

. | . 3.25

_ Zezw A {GszdErfc [\/%(d — 2wA)] ( )
—Erfe [2@)\/;4 + \/g(d - QWA)] }

_ %eiwu {eQi“dErfC [\/g(d — QWA)] — Erfc [\/%(d + ZwA)] }

Wenn man alle Terme zusammenfasst und k; = 0 setzt, um die Randbedingungen an
der Wand zu erfiillen, ergibt sich so fiir die Ubergangsamplitude:
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3. Ableitung der Ubergangswahrscheinlichkeit

. . P
! 1| a / ds / dv , s ol —1? A |TA | m
=——|-— | — | —expq—is|m°—w'——| e —
7 T a2 an? | s | 2 P 4 VoV Zia
0 —1

luﬂB w?z cot z(1 — VZ)}
_l’_ —

{wB Erfc [\/g(d +2wA) 5 57
X [\/% exp {—ﬁ(d + 2w.A)2} — (d + 2wA)Erfc [\/g(d + QwA)]
ﬁ(d - 2wA)] — %Erfc [\/g(d +2wA) ] }

Analog gelangt man durch die zwei einfachen Ersetzungen zu Pj o

(3.26)

+ Le_Qi”dErfc
2w

B—C

zcos(zv)  zvsin(zv)cosz (3.27)
sin z sin? 2

—w?zcot 2(1 — v*) = —w? [

Somit ergibt sich:

[ 1
i @ @ i 2 21_’/2 w2 A
47‘[‘/5/26Xp{ 7/3|:m W 4 :|}e

0 -1

z cos(zv) zvsin(zv) cos z
1 wQC w2 [ sinz sin? z :|
{wC Erfc [\ / M(d +2wA) 5 5
[14 i ) [
X [ ~ eXp {—m(d + 2wA) } — (d 4 2wA)Erfc [ M(d + QwA)]
\/ L(d —2wA)| — ' Brfe \/ L(d +2wA)
4A 2w 4A

1
1L
Bron =4

+

(3.28)
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4. Approximation fir schwache
Magnetfelder

4.1. Grenzfall verschwindender Magnetfelder B — 0

Betrachtet man den Grenzfall B — 0 fiir PWHHW und Pj ~,~, S0 sollte sich fiir beide der in

(2.16) angegebene Ausdruck ergeben. Dazu benotigt man zunéchst die Grenzwerte von

A, Bund C fir B— 0

1—v* 1-v% sin® -
lim A = lim {s {Sin20 v v sin® 6 cos(vz) COSZ}}

B—0 B—0 4 4 2 zZsin z
1—v?
= —5
4
lim B = lim < sin? @ zeos(zy) _ zvsin(zv)cosz (1 —v*)zcot 2
B—0 B—0 sin z sin® z
+ zcot z(1 — 1/2)} (4.1)
=1-—1°
lim € = lim {sin2 p {Qz(cos(z'y?)) —cosz) zc?s(zu) L sianQV) cos z}
B0 B0 sin” 2 sin z sin® z
zcos(zv)  zvsin(zv)cosz
sin z sin? z
=11

Damit ist ersichtlich, dass sich die Terme in eckigen Klammern in beiden Ubergangs-
wahrscheinlichkeiten (siche (3.26) und (3.28)) aufheben, was zu erwarten war, da es im
feldfreien Fall keine Aufteilung in senkrechte und parallele Komponenten des Polarisa-
tionstensors gibt. Daraus ergibt sich fiir beide derselbe Ausdruck, wobei sich auch die
Terme im Exponenten zusammenfassen lassen.

o0 1
1 O~é dS —ism?2
P74)7:4—a}24—7r2/?/dye (1—V2)U)7T
00 (4.2)
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4. Approximation fiir schwache Magnetfelder

Mit der Transformation § = s(lzﬂ) erhilt man dann:

1

i/ds/d = 4m?
el vexp§—is | 7

00 (4.3)

2
1— v¥)Erfe |/ — (d — 2ws
w(1l — v*)Erfc [ IF; ( ws)]
Dies wird durch partielle Integration zu
4m 8im?v
/ds/dl/ exp {—zs <1 — VQ)} =2
=), [ [ 2
v(3—v —i .
—3 Erfe [ Y (d — 2ws)]

und mit der Ersetzung der Integraldarstellung der Errorfunktion

Erfc [\/;(d 2ws] = \/_/dt eXp{_E\/iT_ 205} (4.5)

gelangt man zu

1

s

Py = 647r2

(4.4)

o'} 1 00
a 8im*v v(3—1?) 2
P. —— | [ds [ d dt
T Gl / S/ ”/ 1—2 3  iims
0 0 d ) (4.6)
_ 4m? t2 )
exp _Zsl_lﬂ —E—@wt—l—zsw
Nun lasst sich das s-Integral mit einer bekannten Formel ausfiihren.
T _exp{as+2}  mexp{-2y/—av-b}
/ i3 . (@7)
NG Nen
In diesem speziellen Fall sind die Faktoren a = —i (1{—"52 — ) und b = und es ergibt
sich daraus
1 o0 4m? 212
~2 Rim2u2(3 — 12 exp{—t _VQ—w}
Py = o [ [t B B—v) ! (4.8)
"l d (1= i/ 1 — w?
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4.2. Schwaches Magnetfeld B

Danach kann schliefslich das t-Integral ausgefiihrt werden

/1 m22(3 — 1?) P {—d (,/ 141’;/22 —w?+ Zw)}
dv
A= fam o ([ — 2t i)

Fithrt man letztendlich die aus (2.15) bekannten Umbenennungen

4m? 4m?
Y B L T N [ LU 4.10
" \/uﬂ(l —v?) ’ \/ w2(1 — v?) ( )

ein, dann erhélt man nach Transformation der Integrationsvariable und nach Aufspal-
tung des Integrals die in (2.16) angegebene Formel fiir die Ubergangswahrscheinlichkeit

2

~2
«
Py = )
s

(4.9)

P’y—w 36 2|f>+f<|2

Rey/l—‘l%2 1—)X2— 4m2 )\2 " )
folomud) = [ ny (L 2)
0

1-A Jiox -2 (4.11)

/ 4m?2 2 2m?2
f<w/m,wd) = r i e Wik

Re,/%AZ'*'H V14 K2 14 K2

4.2. Schwaches Magnetfeld B

Im Folgenden sollen Naherungen fiir den Fall kleiner Feldstiarken bis zur quadratischen
Ordnung in B abgeleitet werden. Danach wird diese Situation in den Grenzféllen w > 2m
und 2m > w nédher betrachtet. Die experimentelle Relevanz der Grenzfille wird dann
in Kapitel 5 ausfiihrlich diskutiert. Zunéchst aber nur fiir PVH_W, da sich fiir PvL e
Wesentlichen wieder dieselben Terme ergeben.

e [ [ oot
(om0
[ o {- gt ) o Lot |\ a2
[l

vﬁv T A2

(4.12)

—(d+2wA + i)Erfc
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4. Approximation fiir schwache Magnetfelder

Um die Ndherungen durchzufiihren, liegt es nahe, die Errorfunktion wieder in ihre In-
tegraldarstellung zu iiberfithren. Bei der Entwicklung beziiglich B treten keine linearen
Terme auf. Insbesondere verschwindet fiir den Term

26 — whzeotz(=v%) auch die nullte Ordnung, weshalb man sich bei den weiteren multi-
pllkatlv verbundenen Termen auf deren nullte Ordnung beschranken kann, um maximal
Terme der quadratischen Ordnung zu erhalten. Betrachtet wird als erstes der Term ohne
diesen Vorfaktor.

ds

S

21 :
dtexp{—is [mQ—uﬂl 4V}}ew“4\/_i_i¢4exp{—ﬁ(t+2w.4)2}

1—v? 12
:/ds/dtexp{—is lm2—w2 4V } — S(Vz—:l) —z'wt}
d

0

g °T—3
8 &\8

—iy/is(1 — v?)
2

S

ie’B?\/is(1 — v2)
+

YR (2isin? 0> + s(8 + sin® H(3v* — 11))

+ O(B*Y)

(4.13)

Es ist zu beachten, dass voriibergehend nicht nur das v-Integral, sondern auch der Faktor
27‘3—3‘*’/2, der unter anderem aus der Integraldarstellung der Errorfunktion resultiert, fallen-
gelassen wird. Der unterstrichene Term &ndert sich, wenn man den senkrechten Anteil
betrachtet und wird dort zu —s(4 — 402 +sin? (5 + 3v?)). Der erste Term ergibt fiir den
Fall B — 0 den bereits behandelten Term. Deswegen wird er im Folgenden weggelassen.
Das Integral iiber s kann nun mit den beiden Formeln

o0

/ &P [—as — 8] exp[-2VablyT
Nz

0

N (4.14)
b 1+ 2vab —2Vab
/dsexp [_as_ _} Vo= (1+ \/a_)exlg[ Vabl\/w
S 2a2
0
ausgefiihrt werden. Mit der in (2.15) eingefiihrten Variable x gelangt man zu:
o0 .~2B2 /- 1 )
{J”_} —/dtexp{—tw/ﬁ —dwt} e Z(, VT
1 12wkA/i(1 — v?) (4.15)

9,0 (8 + sin® (31> — 11)) 2(1 + twk)
|:2’lSln 0t + {_(4—4y2 +SiH2 9(5+3y2)) iw2/€2(1 _ 1/2)

Hierbei wurde eine symbolische Zusammenstellung der parallelen und senkrechten An-
teile, die die gleichartige Struktur verdeutlichen soll, eingefiihrt. Dabei soll der Index
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4.2. Schwaches Magnetfeld B

1 darauf hinweisen, dass es sich um den ersten zu behandelnden Term handelt. Als
nachstes wird das verbliebene t-Integral ausgefiihrt.

l wdtnrny BT [y 24 wd(k+1)(2 4 wd(k + 1))
=e ————— |isin” 0 ,
1), 6w?k (K + 1) w2(k +1)?

{ B+ sin® 030" — 1) } ;) (1 4 +wd(n+i)))1 (410

+

4 — 4 —sin®0(5 + 312) [ iw?k2(1 — 12 (k+1)

Jetzt soll der zweite Term aus Gleichung (4.12) bearbeitet werden, wobei fiir die senk-
rechte und parallele Komponente nur der Vorfaktor unterschiedlich ist. Zunéchst wird
die Entwicklung dieses Vorfaktors dargestellt.

WwB  wlzeotz(1—1v?)  w?s?e?B%sin?6 3 — 42 + v*

= B3
27 24 21 6 +O(B")
w_? c_ zcgs(zu) o sin‘(z;) cosz|] _ w2326232 sin® 3 — 202 — 4 OB
2 sin z sin” z 2 12
(4.17)

Daraufthin wird der Rest des zweiten Terms bis zur nullten Ordnung in B entwickelt.
Anschlieffend werden das s-Integral und das in der Errorfunktion implizite t-Integral
ausgewertet, wobei es notwendig ist s* aus dem Vorfaktor aus (4.17) bei der Integration
zu beachten. Der erste Teil dieses Terms enthélt keine Errorfunktion und deshalb auch
kein auszuwertendes t-Integral. Die Néherung von A aus Gleichung (4.1) ergibt dann
den ersten Anteil (),

Als néchstes werden die Anteile mit einem ,,+“ in der Errorfunktion berechnet.
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4. Approximation fiir schwache Magnetfelder

(4.19)

i - 2 o iw? A ¢
=— [ds [ dt exp< —is |m° —w e d+ 2wA+ —
4 2w
d
Aus der Néherung fiir A ergibt sich Folgendes:

> [ T 1- 12 %
z——ﬁ/als/dtexp{—z’s{mQ—w2 4y]—iwt—ﬁ}
0 d
— 2
KCHQW),/ e V) }

Dies liefert nach Ausfithrung des ¢t-Integrals den zweiten Anteil Qs:

(4.20)

o0

2

_ dt —tw(n—i—i)—
/ ¢ iwk(1 — v?)
d

i 4(1 + twk) 4(3 + 3twk + t2w?K?)
d+— ) —= 5 ™ 5 (4.21)
2w ) iw?k?(1 —1v?) w3k (1 — v?)
Qe—dw(m—i-i)
iwKS (K 4 4)3(1 — v2)2
—dwk(i + K) (60 + k(12 + K(=3i + K))) + 2id°k*W* (i + K)°)] =: Q2

14

26 — k(30 + #)(6 + K(—3i + 2k))

Es verbleibt noch der Anteil mit einem ,,—* in der Errorfunktion. Analog zur obigen
Rechnung wird die Integraldarstellung der Errorfunktion eingesetzt:

[ ds , 9 o1 — 2]\ 8% i2a —oid

. . iw iwd Lo,
/Sexp{ zs[m W ]}2we e rfc \/4 (d—2wA)
0

:/ds/dt exp{—z’s {m2—w21 4y }}w\/%m (4.22)
d

0

e—Ziwd einA exp {_ﬁ(t . 2(4}./4)2}
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4.2. Schwaches Magnetfeld B

Ebenso wird dann die Ndherung von A eingesetzt.

%/ds/dt exp{—is {mZ—uﬂ 41/ ] —I—iwt—ﬁ}
0 d

e—27,wd

wy/is(1 — )7

Die Berechnung des t-Integrals fiihrt dann auf den dritten Anteil Q3

o0

_ / dt e—tw(n—i) 4(1 + tWH) e—2iwd
iwik3 (1 — v?)?
d (4.24)
Cdwran AR (2 + dw(k —1)) — 41
—e~dw(nti) 2 ( ( ) =: (3

iwPk3(k —1)2(1 — v2)?

Schliefslich konnen ebendiese Teile zusammengefasst werden zu

164 [1 + k(4k — i + dw(1 + K2))] o)

Q1+ Q2+ Q3= K3(k — 0)2(k + 0)3(—1 + 12)%5

(4.25)

Somit kann der komplette zweite Term dargestellt werden als:

{ || } 8¢*B”sin* § [1 + ’i(4li —i+ dw(l + HQ))] {W} e*dw(/eri)
2

; 3—20v2—p*
1 r3(k —1)%(k +1)3(—1 + v?)2w? S

Daraufhin lasst sich auch die Summe bilden. Wobei zu beachten ist dass fiir den ersten
Term bisher der Faktor ;%57 und fiir den zweiten Term der Faktor - ausgelassen wurde.

(4.26)

[ I _ aeB? [—K%sin? 0(2 + dw(i + £)(2 + (i + k)dw))
o2 | L 47T L), 127R3(i + k)3w3

+2 sin? 0(1 + /i(zl:_—;j (1 + k?)dw)) {(2 +(1+ K )<3)

(1+2) - 1>}
(3sin® g + 2(1 + k?)(sin® 4 — 1)< )H o)
((4 — 3sin® ) + 2(1 + £?) sin” 05

mm

—(1+ k)i + 2k + k(i + K)dw) {
(4.27)

Im Weiteren muss noch die Integrationsvariable v in die Variablen x und A iiberfiihrt
werden, vgl. (2.15). Dabei ist darauf zu achten, dass es im Fall w > 2m aufgrund des
entstehenden Imaginérteils notwendig ist, das Integral in zwei Teile aufzutrennen. Dafiir
wird analog zum bereits bekannten Resultat die im abgeleiteten Ergebnis vorhandene
Integrationsvariable x und die ebenfalls in (2.15) definierte Integrationsvariable A be-
nutzt. Der Ubergang ist durch x — —i\ gegeben, wobei durch das Vertauschen der
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4. Approximation fiir schwache Magnetfelder

Integrationsgrenzen ein zusétzliches Minuszeichen entsteht. Es folgt also fiir die beiden
Integralanteile:

4 2
dv — dk mr
W2(K2+1)3/24 /K2 +1 — 4’"2
4.28
dv — — d) mA e
V —
w2(1 _ )\2)3/2 — A2 — 4m2

4.2.1. Grenzfall kleiner Frequenzen w < 2m

Zunéchst soll nun der Grenzfall grofer Massen, also w < 2m, betrachtet werden. In
diesem Fall tragt lediglich das Integral tiber x bei, wihrend die Integration iiber A
verschwindet. Da sich diese Integration jedoch nicht analytisch ausfiithren lésst, ist es
angebracht, die Variable x so zu normieren, dass die untere Grenze 1 ist. Wenn man dies
durchfiihrt und beachtet, dass man sich im Regime grofser Massen bewegt, resultiert
daraus

koK = N (4.29)

4m? 2m
w2 1

Augenscheinlich dominieren innerhalb der Summen in Gleichung (4.27) die jeweils hochs-
ten Potenzen in k, da diese mit dem Faktor 2m/w > 1 gekoppelt sind. Deshalb werden
nur diese im Folgenden untersucht. Schlieklich ergibt sich fiir den Term, der die Korrek-
turen zur Ordung B? enthilt,

dr! dé2B2e—2mdn’—iwd . . 2 4+ 4,42
& |4sin” 0 dmk 9
K2VE? =1 127w3k/6 (—Qm) 4r"= — 1

) , ) ) (4.30)
, 2m 2m 3sin® 0 + 8x"(sin”H — 1)
_ 20 12,2 _ 3
4sin“0d m <_w) de(w) K {4—3811129—1-8!1/2811129

Es fallt auf, dass die beiden letzten Terme in der eckigen Klammer mit dem sehr grofen
Faktor (277”)2 gewichtet sind und deshalb die fiihrenden Anteile darstellen. Betrachtet
man dariiber hinaus den Grenzfall sehr dicker Wénde, md > 1, so dominiert der zweite
Term in der eckigen Klammer, der fiir beide Anteile gleich ist. Um einen Naherungswert
zu erhalten, muss das verbliebene Integral berechnet werden, was durch eine partielle
Integration und eine anschliefsende Sattelpunktsapproximation geschehen kann.

72mdm’
! —2md
/ A = =\ ani? d3 (4.31)
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4.2. Schwaches Magnetfeld B

Abweichung

h 10 15 20 25 an

Abbildung 4.1.: Die Grafik zeigt das Verhéltnis des gendherten Wertes zu dem exakten
numerischen Ergebnis des Integrals aus (4.31) an. Dabei wurde m = 1
gesetzt.

In Abbildung 4.1 ist erkennbar, dass diese Approximation fiir Wanddicken von md 2 10
verhéltnismafig gut ist und eine Abweichung von unter 10% liefert. Um den vollstandi-
gen Ausdruck fiir die Ubergangswahrscheinlichkeit erhalten zu kénnen, muss man noch
die Vorfaktoren einbeziehen und insbesondere den Term, der aus dem Fall eines ver-
schwindenden Magnetfeldes herauskommt. Letzterer ist dem ersten Teil von (2.17) zu
entnehmen, wodurch sich sowohl fiir den senkrechten als auch fiir den parallelen Anteil
das gleiche Resultat ergibt. Der Term e~*¢ taucht auch in der nullten Ordnung auf und
fallt deshalb heraus:

2
P Qe tdm e2B?sin? 0(dm)?
T 256m(md)3 12m4

(4.32)

Deutlich erkennbar ist, dass die Korrektur in B? das typische exponentielle Abfallverhal-
ten zeigt und dass die dominierende Korrektur mit einem negativen Vorzeichen versehen
ist. Wenn man den gesamten Ausdruck in (3.26) numerisch auswertet, so zeigt sich, dass
bei groken Massen tatséichlich bei Erhohung der Feldstérke B die Ubergangswahrschein-
lichkeit abnimmt. Dies fiihrt zu interessanten Konsequenzen, die in Kapitel 5 diskutiert
werden.

Fiir den Limes sehr diinner Wénde, md < 1, ist der letzte Term in (4.30) dominierend.
In diesem Fall gibt es keine so starke exponentielle Dédmpfung und es tragen auch hohere
k' zum Wert des Integrals bei. Deshalb kann v/x?2 — 1 =~ k’ gesetzt werden, womit sich
das Integral ausfiihren ldsst. Vernachldssigt man von diesem Ergebnis alle Terme, die
O(d*m?) sind, erhélt man als Korrekturterm:

~~ sin? 6—
_&PBWd g i {M} (4.33)

15
2
96m3 12+3115sm Y
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4. Approximation fiir schwache Magnetfelder

Der fithrende Term nullter Ordnung aus (2.17) ist hier logarithmisch divergent, wiahrend
die Korrektur fiir wd — 0 endlich ist und gegen Null strebt.

4.2.2. Grenzfall grofier Frequenzen w > 2m

Fiir den Grenzfall grofter Frequenzen, w > 2m, wird die Berechnung ein wenig aufwen-
diger, da nun beide Integrale aus (2.16) beitragen. Wenn man zunéchst nur die dominie-
renden Terme innerhalb dieser Naherung mitnimmt, erhilt man fiir den Korrekturterm:

d4m26232 [
1252 (i 4 £)3(1 + K2)%wd
. 9 o 2 2
(28700 4 w(ds — i+ (L4 Adw)) f ) o) w* (4.34)
(kK —1)? m?

2 (w2
o . . o W [sin®0 — 1| | _gunti
(i+r)(i+2+ k(i + K)dw)2(1 + K )—m2 { <in? 0 H e

—k*sin? 0(2 + dw(i + K)(2 + (i + K)dw))

Die Aufteilung des Integrals erfolgt durch die Ersetzung x« — —i)\. Zur Auswertung
der Integrale ist es hilfreich eine Partialbruchzerlegung vorzunehmen. Dabei wird au-
genscheinlich, dass es fiir den parallelen Anteil eine scheinbare Divergenz gibt, wenn die
jeweilige Integrationsvariable gegen den Wert Null strebt. Wenn man aber die Integra-
tion nicht direkt bei Null, sondern bei einem infinitesimal kleinen e beginnen lasst, wird
ersichtlich, dass sich die divergenten Anteile der Integrale gerade aufheben. Die Werte

2
der ausgefiihrten Integrale konnen dann bis zur Ordnung O [(%) } entwickelt werden.

Eine Anzahl der wesentlichen Rechenschritte sind ausfiihrlicher im Anhang B erklért.
Das Ergebnis fiir diese Approximation ist geméf (B.3):

19 @é2B? sin? 0 w3 e~™wd
1152 mmb

Zusammen mit den entsprechenden Naherungswerten fiir den Fall verschwindender Feld-
stiirke ergibt sich fiir Winde mit wd ~ O(1), wobei analog zu (4.32) e~ nicht beitrigt:

(4.35)

2
a? w 19¢&2B2%sin? 0 w?
P, =2 |41 (—) L a~?2 4.36
27 7 3602 |1 \om o6mt  4mz|’ (4.36)
Und analog fiir sehr diinne Wande, dw < 1, gilt:

a? 1 19&2B?%sin% 0 w?
P, =——|In(— 4.37
LTl (wd) o6mt  4m? (437)

30



5. Experimentelle Moglichkeiten

Das in den vorherigen Kapiteln dargestellte ,,Tunneln 3. Art* wird bei sogenannten ,,Licht
durch die Wand“ Experimenten untersucht. Fiir diese Versuche ergeben sich, insbeson-
dere im Hinblick auf die obigen Rechnungen, einige Schwierigkeiten. Ein wesentliches
Problem besteht in der Wand, die man benutzt. Diese darf zum einen nicht zu dick sein,
da der Prozess, wie bereits beschrieben, exponentiell mit der Dicke der Wand abféllt. An-
dererseits darf die Wand auch nicht zu diinn sein, um auszuschliefsen, dass die eingstrahl-
ten Photonen die Barierre durch gewohnliche Transmission passieren. Dies wiirde sonst
zu einer Detektion von Ereignissen fiithren, die nicht auf die Existenz schwachwechsel-
wirkender Teilchen schlieften lasst. Das fiihrt dazu, dass ein Reflexionsgrad von nahezu
100% fiir die eingestrahlte Laserfrequenz notwendig ist. Des Weiteren wurde zur Verein-
fachung des Problems angenommen, dass k; an der Oberfliche der Wand verschwindet
und das konstante magnetische Hintergrundfeld nicht mit der Wand wechselwirkt oder
in diese eindringt. Beide Annahmen sind im Experiment schwierig realisierbar. Dariiber-
hinaus fithren extrem kleine Massen zu einer Compton-Wellenlénge, die grofser ist als
die rdumliche Ausdehnung innerhalb des Versuchsaufbaus, was den Ansatz einfallender,
ebener Wellen unzuverldssig werden lésst.

Von besonderem Interesse ist der Grenzfall sehr kleiner Massen und moderater Wand-
dicken, wd ~ O(1), da minigeladene Teilchen in diesem Bereich vermutet werden und
diese Wanddicken dem Experiment zugénglich sind. Geméf der Formel aus (4.36) erhoht
sich die Ubergangswahrscheinlichkeit beim Anlegen eines konstanten Magnetfeldes. Um
eine Abschéatzung fiir die dadurch im Experiment erreichbaren Werte fiir € zu erhalten,
werden die aktuellen Experimentaldaten der ALPS-Kollaboration [9] verwendet. Fiir die-
sen experimentellen Aufbau ergeben sich w = 2,33eV und B = 5T. Geht man dariiber-
hinaus von einer einstrahlenden Photonzahldichte im Bereich n;, ~ O(10%...10%)/s
aus und setzt voraus, dass zumindest ein Ereignis pro Stunde nachweisbar ist, so ergibt
sich fiir eine hundertprozentige Detektierbarkeit die in Abbildung 5.1 dargestellte Grenze
(blaue Kurve). Daran lisst sich beispielsweise im Bereich m ~ 1072¢V eine fraktionelle
Ladung von € ~ 1077 erkennen. Im Gegensatz dazu ergab sich fiir die Untersuchung des
Effektes ohne magnetisches Feld eine Grenze von ¢ ~ 107 [14]. Allerdings ist darauf
zu achten, dass das in (4.36) angegebene Ergebnis aus der Ndherung kleiner magneti-
scher Feldstarken B gegeniiber der kritischen Feldstiarken B, = TZ—; entstanden ist. Des-
halb ergibt sich fiir einen Massenbereich eine obere Schranke fiir €, um sicherzustellen,
dass die Naherungsvoraussetzungen erfiillt bleiben. In Abbildung 5.1 ist diese Schranke,
fiir die die kritische Feldstéarke erreicht wird, durch die rote Kurve dargestellt. Daran
wird deutlich, dass insbesondere fiir Massen m < 0,5 x 1073eV diese Niherung nicht
uneingeschrinkt giiltig ist. Insgesamt ergeben sich daraus die aktuell im Experiment
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5. Experimentelle Moglichkeiten

nachgewiesenen Ausschlussgrenzen fiir die fraktionelle Ladung.!

€

1074
1075
1078¢

10710}

. . . . — m|eV
107 0.001 0.01 0.1 1 leV]

Abbildung 5.1.: Die Grafik zeigt die experimentell erreichbaren Werte fiir € in Abhén-
gigkeit von m (blaue Kurve) an sowie die Werte, bei denen das Magnet-
feld B gleich der kritischen Feldstérke B., ist (rote, gepunktete Kurve).
Dabei werden in Anlehnung an die aktuellen Experimente der ALPS-
Kollaboration [9] die Parameter w = 2,33eV und B = 5T gewahlt

Dariiberhinaus wurde in Abschnitt 4.2.1 gezeigt, dass fiir den Fall grofser Massen in
Bezug auf die Frequenz die Ubergangswahrscheinlichkeit bei Erhohung der magnetischen
Feldstarke abnimmt. Wenn man im Experiment nicht immer diesselbe Frequenz w ein-
strahlt, sondern diese variiert, so kann man in den verschiedenen Grenzféllen Messungen
vornehmen. Dartiberhinaus ist ein Austausch der Wand, bzw. des Spiegels notwendig,
damit die anndhernd hundertprozentige Reflektivitét erhalten bleibt. Liefse sich dies rea-
lisieren, konnte eine Abschétzung der Masse von minigeladenen Teilchen erreicht werden.
Denn im Grenzfall hoher Frequenzen wiirde eine Verstirkung des Effektes bei Erhchung
der Feldstidrke beobachtet werden, wahrend im anderen Grenzfall genau das Gegenteil
der Fall wire. Wird dem entsprechend die Starke des Magnetfeldes gedndert, kann die
sonst dem Experiment nicht zugdngliche Masse in einem bestimmten Bereich eingegrenzt
werden.

! Aus astronomischen Messungen lassen sich stirkere Ausschlussgrenzen ableiten: € ~ 10714 [17]. Diese
kénnen in manchen Modellen jedoch umgangen werden [18].
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6. Zusammenfassung

Denken ist interessanter als Wissen,
aber nicht als Anschauen.

Johann Wolfgang von Goethe,
Mazimen und Reflexionen

In der vorliegenden Arbeit wurde die Idee des ,,Tunneln 3. Art“ fiir den Fall eines dufseren
magnetischen Feldes untersucht. Hierzu wurde der in der Literatur fiir diese Situation
gegebene Polarisationstensor [16] in den von Gies und Jaeckel bearbeiteten Formalis-
mus [14] eingefiigt. Die daraus resultierenden beiden Komponenten der Ubergangswahr-
scheinlichkeit wurden daraufhin so weit wie moglich analytisch ausgewertet. Schliefslich
verblieben fiir den parallelen und senkrechten Anteil zwei Integrale, die nicht weiter zu
vereinfachen waren. Dies entsprach durchaus der Erwartung, da dies bereits bei dem
einfacheren Problem ohne Magnetfeld nicht moglich gewesen war. Der abgeleitete Aus-
druck konnte danach fiir den Limes B — 0 in das bereits bekannte Ergebnis iiberfiihrt
werden.

Weiterhin wurde fiir den Fall eines nicht verschwindenden kleinen Magnetfeldes eine
Néaherung bis zur quadratischen Ordnung in ebendiesem vorgenommen. Da auch der
dadurch gewonnene Ausdruck sich nicht vollkommen analytisch behandeln liefs, wurde
er nochmals fiir verschiedene Grenzfille approximiert. Es zeigte sich fiir den Grenzfall
sehr geringer Masse eine Zunahme des Effektes bei Verstiarkung des duferen Feldes.
Dies ist ein positives Ergebnis, da man sich durch ,Licht durch die Wand“-Experimente,
welche diesen Effekt ausnutzen, eine Entdeckung sehr schwach wechselwirkender und
sehr leichter Teilchen, insbesondere der minigeladenen Teilchen, erhofft. Dadurch wird
es moglich, die sehr geringen Ubergangswahrscheinlichkeiten zu vergrofern und somit ei-
ne eventuelle Entdeckung zu erleichtern. Es wurde gezeigt, dass sich die dlteren Grenzen
fiir die fraktionelle Ladung durch Verwendung eines Magnetfeldes um mindestens eine
Grofsenordnung verbessern lassen. Dabei ist jedoch zu beachten, dass in die Ndherung
verschiedene Annahmen eingingen. Eine Problematik ist die Stédrke des magnetischen
Feldes, die einerseits hinreichend grof sein muss, um eine effektive Verstarkung zu erzie-
len, andererseits fiir den abgeleiteten Ausdruck nicht beliebig grofs werden darf, da sonst
die Naherung nicht langer gerechtfertigt ist. Vor allem musste im betrachteten Limes eine
Einschrankung fiir die fraktionelle Ladung vorgenommen werden, um im Giiltigkeitsbe-
reich der Approximation zu bleiben. Dieses Problem liefe sich durch weiterfiihrende
Berechnungen fiir starke Felder 16sen, insbesondere die Erweiterung auf hochintensive
Laserfelder, die orts- und zeitabhéngig sind, ist deshalb von Interesse.

Fiir die Annahme grofter Massen ergab sich entgegen der Erwartungen, dass eine Ver-
starkung des dufleren Feldes eine Abnahme des Effektes nach sich zieht. Dies kénnte bei
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6. Zusammenfassung

der Detektion von minigeladenen Teilchen eine Abschétzung fiir deren Masse erlauben,
die sonst diesem Experiment nicht zugénglich wére. Durch eine Modifikation der experi-
mentellen Anordnung wére dadurch nicht nur der Nachweis von minigeladenen Teilchen
moglich, sondern auch die Bestimmung eines der wesentlichen Charakteristika dieser
Teilchen. Letztendlich kann sich nur im Experiment zeigen, ob es sich bei minigeladenen
Teilchen nur um scheinbar sinnvolle Erweiterungen des Standardmodells handelt oder
um real existierende Teilchen.
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A. Konventionen

Es werden ausschlieflich natiirlich Einheiten verwendet, also A = ¢ = 1 gesetzt. Fiir die

Metrik wird die folgende Signatur gewahlt:

-1 0 0 0

0O 1 00
— (VY —

0 0 0 1

Die v-Matrizen werden in der iiblichen Darstellung

1, O 0 ¢
0 — 2 . = A~ —
benutzt und erfiillen die Antikommutationsregeln:

{7} = —2¢"
Dabei steht o fiir die Pauli-Matrizen:

, (01 , (0 —i s (10
"‘(10"’_2'0"’_0—1

Dariiberhinaus wird der Kommutator der y-Matrizen eingefiihrt:

0

Hyo_ nwo v
ot 2[%7]

Diese Definition fithrt zu den Matrizen:

o = (“0 fk) (i, 7,k = 1,2, 3 zyklisch)

; 0 of
02 . .
ot =i (ai 0> (1=1,2,3).

Die im Text unter der Abkiirzung o3 verwendete Matrix sich ergibt daher zu:

(A.2)

(A.3)

(A.4)

(A.8)
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A. Konventionen

Fiir die partiellen Fouriertransformationen wurde

d Z iz
Azpiw) = [ e AQ)

gewdhlt.
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B. Niherung fiir w? > 2m?

Fiihrt man fiir die Gleichung (4.34) eine Partialbruchzerlegung durch und vernachlassigt
die Terme, die mit m? anstatt w? gekoppelt sind, findet man fiir die beiden Anteile:

qewdlnti) T962B26in2Im?2  2B%sin?d 8ic?B2 | 8ie®Bd
+ _ w3 K2 3kw?
4w 3wd(i + K)® 3(k —1)3w?

4w?é? B (sin2 O(idw — 1) + {6 * 4zdw})

B 4ie? B? sin? fw? 0
3w (i + k) 24w (K — 1)
282 B2w? (sin2 O(1 + 2idw) + {3}) w262 B? (sin2 0+ {4 + SM‘”}) (B.1)
a 6w (i + k)3 - 6w’ (K +17)?
12idw — 6
1028282 (sin2 (1 — i
262 B? sin® 0w? (i + 2dw) v (sm 61 — idw) + { 0 })

12w°(k — 1)? 24wP (K + 1)

Besonders auffillig ist die scheinbare Divergenz des parallelen Anteils fiir k — 0. Aller-
dings muss nicht nur das Integral {iber diesen Ausdruck ausgefiihrt werden, sondern auch
das Integral iiber A. Der Ubergang geschieht mit x — —i\. Wihlt man nun die untere
Integralgrenze nicht genau Null, sondern mit einem infinitesimalen €, so lassen sich beide
Integrale ausfithren und man erkennt, dass sich der Limes € — 0 ausfiihren lasst. Dabei
heben sich diese scheinbar divergenten Anteile genau auf. Examplarisch bedeutet das:

4m?2
0o F{e\/l—w—2

—wdk iwd\
lim / dr —— — / )
e—0 K )\

€ i€

4 2
=lim [ ['(0, dew) — In(dw) + In(wed) — I'(0, dew) + T’ (0, —iwdRey /1 — ﬂ) (B.2)

e—0 w?
A2
—In(dew) + In (—iwd Rey/1 — ﬁ))

w?

4m? 4m?
=I (O, —iwdRey/1 — %) + In (—i Rey/1 — %)
w w
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B. Niherung fiir w? > 2m?

Analog hebt sich auch die Divergenz fiir den Term mit % auf und in gleicher Weise
kénnen alle anderen Terme ausintegriert werden. Dabei ist es sinnvoll, die Ergebnisse in
4272’2 zu entwickeln und alle Terme héherer Ordnung zu vernachléssigen. Dabei ist fest-
zustellen, dass die Terme mit (x +4) oder einer Potenz von diesem Ausdruck im Nenner
dominierend sind. Denn die Anteile aus dem Integral iiber A\ werden sehr groft, weil die
obere Grenze auf einen Pol zulduft. Diese fithrenden Terme haben nur die Abhéngigkeit
im Exponenten von der Wanddicke d und sind fiir den senkrechten und parallelen Anteil
gleich. Weshalb sich sowohl fiir dicke, als auch fiir diinne Wénde folgender Korrekturterm

als dominierender Ausdruck herausstellt:

19 @é2B? sin% 0 w3 e~wd
1152 m?

(B.3)
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