Vakuumpolarisation in raumlich
inhomogenen Magnetfeldern

Diplomarbeit

Theoretisch-Physikalisches Institut
im Fachbereich Quantenfeldtheorie

N

R

i AL
"

¥

57/ GAaN

seit 1558

vorgelegt von: Lars Rofler
Studienbereich: Physik
Matrikelnummer: 75423
Erstgutachter: Prof. Dr. Holger Gies
Zweitgutachter: Prof. Dr. Andreas Wipf

Diplomarbeit eingereicht am 9. November 2009
von Lars Robler, geboren am 11.07.1984 in Altenburg



Vorwort

In dieser Arbeit wird der Vakuumpolarisationstensor der skalaren Quantenelektrodyna-
mik (kurz: SQED) in skalaren &ufseren Feldern betrachtet. Mit Hilfe des Weltlinienforma-
lismus wird ein Algorithmus erstellt, mit dem dieser Tensor in beliebigen rdumlich inho-
mogenen Feldern berechnet werden kann. Der Algorithmus soll dabei die Ward-Identitét
der Eichinvarianz auch im diskretisierten Fall exakt erfiillen und arbeitet mit minkow-
skiwertigen Grofsen. Nach erfolgreichen Tests fiir das Vakuum und homogene Magnet-
felder, werden neue Resultate fiir die Lichtausbreitung (Brechungsindizes des Vakuums)
in raumlich oszillierenden Magnetfeldern abgeleitet. Insbesondere der bisher unerforschte
Bereich auf Skala der Comptonwellenlénge soll dabei aufgelost werden. Im Limes stark
veranderlicher Felder zeigt sich als wichtiges Ergebnis, dass der Brechungsindex dem des
gemittelten Feldes entspricht.
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1. Einleitung und Grundlagen

Wir miissen unbedingt Raum fiir
Zweifel lassen, sonst gibt es keinen
Fortschritt, kein Dazulernen. Man kann
nichts Neues herausfinden, wenn man
nicht vorher eine Frage stellt. Und um
zu fragen, bedarf es des Zweifels."

(Richard Feynman)

Die Moglichkeit Experimente bei grofsen Energien durchzufiihren, ermdoglicht es heute
nach neuen Teilchen beziehungsweise neuen Phénomenen in der Physik zu suchen, in
Bereichen die, noch vor ein paar Jahrzehnten unvorstellbar gewesen wéren. Verschiedene
Grofsprojekte, die durch internationale Zusammenarbeit ermdéglicht werden, erweitern die
Kenntnisse im Bereich des Standardmodells der Elementarteilchen oder im Verstéandnis
der einzelnen Kréafte zunehmend. Ein Ansatz zur Erforschung des Mikrokosmos stellt
dabei im Bereich der Teilchenbeschleuniger der im Jahre 2010 in Betrieb gehende LHC
am Cern dar. Mit Hilfe dieses Beschleunigers werden Teilchen, in diesem Fall Protonen
oder spéter auch Ionen, mit einer Energie von bis zu 7 TeV beschleunigt und aufeinander
geschossen. Die daraus resultierende Kollision mit einer Energie von 14 TeV soll vor allem
das Bild vom Standardmodell erweitern und einzelnen Theorien bestétigen. Eine dieser
Theorien ist das von Peter Higgs im Jahre 1964 postulierte Wechselwirkungsteilchen des
so genannten Higgs-Bosons. Eine andere Moglichkeit der Erforschung neuer Bereiche der
Physik stellt die Lasertechnik dar. Schon heute ist es méglich mit Hilfe von Femtosekun-
denlasern Leistungen im Petawatt - Bereich zu erzeugen. Ein Beispiel hierfiir ist der an
der Universitat Jena [3| entwickelte Polaris Laser, der eine Intensitdt von 1021”%2 bei
einer Pulsdauer von 150 fs realisieren kann. Im Folgenden wird gezeigt, auf welche Weise
die kritischen Feldstarken E. und B, zu bestimmen sind:

b i 2.3
W ~eE.,— = eFE, =me® > E, = Me®
27 MeC eh
Vv
E,=133-10"® —  B.=4.42-10° T SI - Einheiten (1.1)
m
m2
E. = — = B. natirliche Einheiten (h =c¢=1).
e

Mit dieser Intensitét liegt der Laser somit nur noch wenige Grofenordnungen unterhalb
der kritischen Intensitét I = 4.7-10% 5 In [1] werden weitere Projekte, unter anderem
ELI angesprochen, mit denen es moéglich sein wird noch héhere Intensitéten zu erreichen
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und das bestehende Energie-Gap bis zur kritischen Feldstiarke weiter zu schliefen. Ein
interessanter physikalischer Effekt in diesem energetischen Bereich ist die spontane Er-
zeugung eines Elektron - Positron Paares aufgrund der Vakuumpolarisation. Dieser Effekt
wurde schon zu Anfang der 30er Jahre des vergangenen Jahrhunderts [5] postuliert, konn-
te jedoch aufgrund der bisher nur sehr geringen Feldstdrken nicht direkt nachgewiesen
werden. Auch mit Hilfe des Polaris - Lasers wird es nicht mdglich sein diese spontane
Paarbildung zu beobachten, jedoch kommt es leicht unterhalb der kritischen Feldstarke
zu einen Effekt, welchen man als Vacuum birefringence oder auch Doppelbrechung im
Vakuum bezeichnet [1], und der im direkten Zusammenhang mit der Paarbildung zu
sehen ist. Die Entstehung eines Elektron - Positron - Paares in starken Magnetfeldern
wurde dabei erstmals von Toll [6] und Robl im Jahre 1952 untersucht. In Abbildung 1.1

B
e, limear pol. elliptical pol.
e‘.-'
Y AR Y
A 7
e \\ NiNY
8 \ \Q\:' \\
NN N

Abbildung 1.1.: Schematische Darstellung der Doppelbrechung im Vakuum [1]

wird dies schematisch dargestellt. Das Grundprinzip besteht darin, dass ein Photon mit
einer bestimmten Polarisation in das Laserfeld eingestrahlt wird, worauf es aufgrund der
Vakuumpolarisation und deren Wechselwirkung mit dem hochenergetischen elektroma-
gnetischen Feld zu einer Verdnderung der Phasengeschwindigkeit des Photons kommt.
Dabei wird die Komponente der Phasengeschwindigkeit in Richtung des Feldes auf ande-
re Weise beeinflusst wie die Komponente senkrecht zum Feld. In physikalischer Hinsicht
bedeutet dies, dass ein zuvor linear polarisiertes Photon nach durchlaufen des Laser-
feldes eine elliptische Polarisation aufweist. Im Rahmen des Experimentes sind dabei
verschiedene Faktoren wichtig, die in einem spéateren Kapitel behandelt werden. Neben
den in 1.1 vorgestellten Experimenten wird ein weiterer vielversprechender Ansatz zur
Erhéhung der Laserintensitét in [7| angesprochen, in dem die Ausnutzung von héheren
harmonischen Ordnungen bei Hochintensitétslasern vorgeschlagen wird. Dies konnte die
Laserintensitdt im Rahmen des Experimentes noch einmal um 2 bis 3 Grofenordnungen
erhohen.
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1.1. Experimente zum Nachweis der
Vakuumdoppelbrechung

Der experimentelle Nachweis von Quanteneffekten ist zumeist nur sehr schwierig zu reali-
sieren und erfordert ein Vielzahl neuer Ideen diese sichtbar zu machen. In den Folgenden
Abschnitten sollen zwei Experimente beschrieben werden, mit denen die Physik bei ho-
hen Laserintensitéten erforschen werden soll und die dabei vollstdndig unterschiedliche
Wege gehen. Das Hauptaugenmerk soll dabei auf dem Effekt der Vakuumdoppelbrechung
liegen.

1.1.1. Das PVLAS-Experiment

Ein erstes Experiment, zur Untersuchung der Quanteneffekte des Vakuums, ist das
PVLAS - Experiment am LNL! in Padova, Italien. Ziel dieses Projektes ist neben der
Messung der Vakuumdoppelbrechung [8] auch mehr Erkenntnisse tiber die Physik der
dunklen Materie [9] zu gewinnen. Die Signalempfindlichkeit, die sich direkt proportional
zur Eliptizitat €5 des dazu verwendeten Polarimeters verhélt, liegt bei etwa 10_7&%. Zu
den theoretisch vorhergesagten Effekten gehdrt unter anderem auch ein durch das Vaku-
um induzierter Dichroismus, welcher durch Spin - 0 - Bosonen mit einer Ruhemasse von
ungefihr 1073eV (Elektron ~ 511keV) erzeugt wird. Ein Nachweis dieses Phinomens
wiirde zeigen, dass es zu einer Wechselwirkung zwischen den Photonen des Laserfeldes
und den virtuellen Photonen des Magnetfeldes kommt. In Abbildung 1.2 ist der schema-
tische Aufbau des Experimentes dargestellt. Das konstante Magnetfeld By besitzt eine
Feldstéarke von 5.5 T und ist somit wesentlich kleiner als die kritische Feldstarke F.. Die
Erzeugung des Feldes wird mit Hilfe von supraleitenden Magneten, die drehbar auf einer
Achse senkrecht zum eigentlichen Feld gelagert sind und eine Lidnge von 1 m besitzen
(Abbildung 1.3a), erreicht.

€s ~ —5 (1.2)

Ausgehend von der Stérke des verwendeten Feldes ist der gesuchte Effekt, aufgrund
By << Bgr, nicht nachzuweisen. Jedoch hingt nach Gleichung (1.2) aus [10] dessen Si-
gnalstérke noch mit dem Weg z der Laserphotonen durch das Magnetfeld zusammen,
welcher mit Hilfe von Spiegeln (L1 und L22) vergrofert werden kann. Das heiRt tritt
ein Laserphoton durch den Spiegel L1 in die Apparatur 1.2 ein, so wird dieses mit einer
Hiufigkeit von etwa 10° zwischen L1 und L2 hin und her reflektiert und verlisst darauf-
hin das System durch L2 in Richtung des Analysators. Ein solches System von Spiegeln
wurde 1897 vom den franzosischen Physikern Charles Fabry und Alfred Pérot entwickelt
und als Interferometer eingesetzt. Die Eigenschaften des Systems werden dabei von der

'LNL = Laboratori Nazional di Legnaro
2FP cavity mirror
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ampl, detection
photodiode
—| lock-in
ampl. , %] analyser (P2)

osc. | |~

= jelliplicity modulator

] QWP
- p cavily mirror (L2)

B field

magnet

" turntable

!FP cavity mirror(L1)

‘F J polariser (P1)

-~ beam splitter

frequency-locked =1

Nd:YAG laser * feedback
photodiode

Abbildung 1.2.: Schematische Darstellung des PVLAS - Experimentes [2]

Reflektivitdt R der einzelnen Spiegel und dem Abstand der Spiegel (PVLAS ~ 6.4 m)
bestimmt. Die Polarisation des einfallenden Photons wird mit Hilfe eines Polarisators
P1 kontrolliert, der sich vor L1 befindet. Der Polarisator selbst ist im Gegensatz zu den
Magneten fest und kann in seiner Ausrichtung nicht veréindert werden. Wie in spéteren
Rechnungen gezeigt wird, hidngt die Verschiebung der Phasengeschwindigkeit des Lichtes
und damit die Variation der Brechzahl, von der Groke 6 ab, die den Winkel zwischen
den Polarisationsvektor k des Photons und den Magnetfeldfeldvektor B beschreibt. Die-
ser Parameter ist insofern wichtig, da er, nach Gleichung (1.3), fiir das zu erwartende
Messsignal von zentraler Bedeutung ist,

Lsignai ~ sin26. (1.3)

Nach (1.3) kommt es ndmlich in Abhéngigkeit von # zu Minima und Maxima der Si-
gnalintensitét Ig;gnq1, welche iiber eine Verdnderung der Lage des Magnetfeldes variiert
werden kann. Hinter den Spiegel L2 befindet sich wiederum ein Polarisator (P2), wel-
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cher orthogonal zu P1 orientiert ist. Durch eine drehbare Lagerung der Magneten ist
es moglich, dass Messsignal besser vom vorhandenen Hindergrundrauschen zu isolieren.
Um dies zu erreichen wird hinter P2 einem SOM? geschaltet, der mit einer bekannten
Frequenz wg tiber ein Pulsgenerator angesteuert wird. Die Magneten hingegen werden
mit der Frequenz wjys in Rotation versetzt. Das resultierende Messsignal besitzt somit
eine Modulation von wg % 2wyy.
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Abbildung 1.3.: Schematische Darstellung des PVLAS - Experiment und Blick auf die
Magneten

1.1.2. Polaris-Experiment

Im Gegensatz zum PVLAS - Experiment, bei dem nur sehr geringen Feldstérken von
etwa 5.5 T verwendet werden, ist es das Ziel des Polaris - Experiments mit Hilfe eines
Hochintensitétslasers Feldstarken in der Nahe der kritischen Feldstéirke E. zu erzeugen.
Der Vorschlag, die Vakuumdoppelbrechung mit dieser Methode nachzuweisen, wurde
erstmals von Thomas Heinzl, Andreas Wipf und weiteren in [3] veréffentlicht und wird
zur Zeit an der Friedrich Schiller Universitét in Jena umgesetzt. In Abbildung 1.4 ist eine
schematische Darstellung des Experiments gezeigt. Man erkennt, dass das Rontgenphoton
durch einen Polarisator in die Anordnung eintritt, in der es im Fokusbereich (fokale

3elektro-optischer Modulator
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Ebene) des Laser zum gesuchten Effekt kommen sollte. Ziel ist es die Elliptizitét eines

Laser pulse
'R

OHi-axis
parabalic
mirror

Palariear

Abbildung 1.4.: Schematische Darstellung des Polaris - Experimentes [3]

Rontgenphotons danach mit Hilfe eines Polarimeters zu bestimmen, das sich hinter dem
Analysator befinden wird. Die Intensitdt des Laserpulses innerhalb der fokalen Ebene
betragt dabei ~ 1022% und liegt somit nur noch wenige Grofenordnungen unterhalb
der kritischen Feldstérke. Diese hohen Intensitdten sind dabei nach (1.2) notwendig, da
bei dem verwendeten Versuchsaufbau die mittlere Weglénge als gering angesehen werden

muss. Die gesamte Versuchsapparatur befindet sich dabei im Ultrahochvakuum.

1.2. Spezielle Relativitatstheorie und
Lorentztransformation

Vor der Einfithrung der Relativitatstheorie [12] wurden die physikalische Probleme im
Rahmen der klassischen Mechanik oder Athertheorie behandelt. Vor allem mit Hilfe des
Athers ist versucht worden die zu dieser Zeit {ibliche Ansicht von der Varianz der Licht-
geschwindigkeit in verschiedenen Inertialsystemen zu erkléren. Jedoch fithrte genau diese
Vorstellung bei der Interpretation verschiedenster experimenteller Ergebnisse zu Schwie-
rigkeiten. Eines der bedeutendsten Experimente in diesem Zusammenhang ist das im
Jahre 1881 von Michelson durchgefiihrte Michelson - Experiment mit dessen Hilfe genau
die erwartete Varianz der Lichtgeschwindigkeit in Abhéngigkeit von der Eigenbewegung
der Erde gemessen werden sollte. Die Ergebnisse zeigten aber, dass keine Varianz der
Lichtgeschwindigkeit im Rahmen der Messgenauigkeit festzustellen war. Erst durch die
Einfihrung der spezielle Relativitatstheorie im Jahre 1905 durch Albert Einstein, in der
Raum und Zeit als neue Einheit in der Raumzeit zusammengefasst und die Lichtge-
schwindigkeit als universelle Konstante eingefithrt wurde, konnte das Ergebnis dieser
Experimente auch theoretisch erklart werden. In der speziellen Relativitdtstheorie wird
von einer flachen Raumzeit ausgegangen, welche mit Hilfe einer Metrik g"” beschrieben



1. Einleitung und Grundlagen

Abbildung 1.5.: Albert Einstein: Begriinder der Relativitatstheorie [4]

werden kann. Eine Erweiterung auf andere Raum-Zeit Geometrien fiihrte Einstein im
Rahmen der allgemeinen Relativitatstheorie durch, die als Verallgemeinerung der spezi-
ellen Relativitétstheorie angesehen werden kann. Ausgehend von der Metrik g"” ist die
wichtige Grofe des Linienelementes ds? iiber

ds? = g™ dx,dx, (1.4)

definiert, und stellt neben der Lichtgeschwindigkeit eine invariante Grofe dar. Im Gegen-
satz zur klassischen, newtonschen Beschreibung von Raum und Zeit handelt es sich bei
den einzelnen Vektoren um 4-dimensionale Gréfen die sowohl Informationen iiber den
Raum, als auch tber die Zeit enthalten. Mit Hilfe der Metrik des Minkowskiraums wird
das Skalarprodukt zwischen solchen Vektoren analog zu Gleichung (1.5) definiert.

3
ab = g“”a#by = Zaibi — agbg (1.5)
=1

Dabei stellt das Minuszeichen innerhalb dieser Gleichung eine Eigenschaft dieses Raumes
dar. Die Metrik lasst sich somit als g"” = (—,+, +, +) definieren in welcher die Zeitdi-
mension mit den Index 0 bezeichnet werden soll.

3
T = (ct,x) —>T~T:Zm?—c2t2 = 2lz; — P (1.6)
i=1

In Gleichung (1.6) ist das Skalarprodukt am Beispiel des 4 - dimensionalen Ortsvektors
im Minkowskiraum dargestellt. Durch die Einsteinschen Summenkonvention wird eine
Notation eingefiihrt, die besagt, dass tiber gleiche Indizes summiert werden kann. Des
weiteren sollen bei der Verwendung von griechischen Buchstaben bei den einzelnen Indizes
darauf verwiesen werden, dass diese die Werte 1 bis 4 annehmen kénnen, wohingegen bei
Nomenklatur mit rémischen Buchstaben die Summation nur iiber die Ortsanteile (1. .. 3)
ausgefiithrt wird.

In der klassischen Physik wird der Ubergang zwischen zwei Inertialsystemen mit der
Galilei-Transformation realisiert, was bedeutet, dass die Zeit in allen Bezugsystemen
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den selben Wert annimmt (¢t = ¢ ). Wird zum Beispiel der Ubergang vom ruhenden
Inertialsystem % auf ein sich mit der Geschwindigkeit v fortbewegenden Intertialsystem
> betrachtet, so gilt fiir die Galilei - Transformation:

t=t z=T+vt, y=7, z = 2. (1.7)

Was in einer allgemeineren Schreibweise auch durch x = AZ ausgedriickt werden kann.
Die Matrix A wird auch als Transformationsmatrix bezeichnet. In der speziellen Relati-
vititstheorie wird der Ubergang zwischen zwei Inertialsystemen mit Hilfe der
Lorentz-Transformation beschrieben. Als invariante Grofse wird dabei das Linienele-
ment ds? und die Lichtgeschwindigkeit ¢ betrachtet und nicht wie im Fall der Galilei-
Transformation die Zeit t. Fiir das Beispiel eines ruhenden Inertialsystems, das auf ein
sich bewegendes Inertialsystem abgebildet werden soll, gilt somit:

ds® = —2dt?* = d7? + di? + dZ° — Adi? = d5?

2 72 v?
c

Diese Gleichung kann ebenfalls mit Hilfe einer Transformationsmatrix A beschrieben
werden. Fiir die allgemeine Beschreibung dieser Transformation folgen somit mit Hilfe
von z#* = ALZY und

ds® = g"dwydr, = 9" NGNS dT,dTy = g7 dT,dT,
= g™ AN = g% 5 ATgh =g
die Transformationsregeln
o ¥ = AUZY (4er - Vektor)
e g=ATgA (Metrik)

e ds? = ds? (Linienelement).

1.2.1. Der elektromagnetische Feldstdrketensor

Beim Ubergang von einer klassischen Theorie wie der klassischen Mechanik zu allgemei-
neren Theorien miissen fiir eine Beschreibung von relativistischen oder quantenmecha-
nischen Effekten spezielle Transformationsregeln beachtet werden. Das bedeutet, wird
ein typisches klassisches Problem wie zum Beispiel der harmonische Oszillator im Rah-
men einer Quantentheorie betrachtet, miissen mit Hilfe des Korrespondenzprinzipes
die bestehenden klassischen Gleichungen in die neue Theorie {ibertragen werden. In die-
sen speziellen Fall heifst das, dass die physikalischen Grofsen der klassischen Physik in
Operatoren iibergehen. Die Elektrodynamik und damit die Maxwellgleichungen haben
den Vorteil, dass sie schon in einer fiir die spezielle Relativitdtstheorie korrekten For-
mulierung vorliegen. Im Gegensatz zu den Grundgleichungen der klassischen Mechanik
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erfiillen die Maxwellgleichungen automatisch die Lorentztransformation. Im Rahmen der
kovarianten Formulierung werden diese Gleichungen in einer neuen Grofe, dem Feldstéar-
ketensor F* zusammengefasst, der unter Annahme einer Metrik ¢"” = (—, +, 4, +) im
Minkowskiraum die Form aus Gleichung (1.8) annimmt. W&hlt man eine andere Darstel-
lung der Minkowskimetrik, so ist bei der Formulierung dieses Tensors auf die Lage des
Minuszeichens zu achten,

0 E B Ej
—F 0 Bg —BQ
-Fy —-By 0 B
~F3 By -B 0

= (1.8)

Beim Ubergang in den euklidischen Raum bezeichnet im Gegensatz zur Minkowskide-
klaration der Index 4 die Zeitdimension. Die Transformation vom Minkowskiraum zum
Euklidischen Raum geschieht mathematisch durch eine Drehung der Zeitachse in der
komplexen Ebene. Das heifit, es erfolgt ein Ubergang von einer realen Zeit ¢ zu einer
imaginédren Zeit 7 = it, durch eine Drehung um ¢ = 7. Fiir den Impuls bedeutet dies,
dass kqy = —ikg gilt, da der Zusammenhang zwischen Impuls- und Ortsraum tiber w ~ %
definiert werden kann. Fiir den euklidischen Feldstérketensor F'” ergibt sich nach Aus-

fithrung dieser Transformation (1.9),

0 By —By iE

~By 0 By B

BQ —Bl 0 iEg
—iB, —iBy —iE; 0

P = (1.9)

Ein weitere wichtige mathematische Operation im Zusammenhang mit den Feldstéirketen-
sor, ist die Eichtransformation (1.10). Schon im Rahmen der klassischen Elektrodynamik
konnten die einzelnen Maxwellgleichungen durch die Einfiihrung von Potentialen gelost
werden. In diesem Fall soll auf gleich Weise vorgegangen werden, indem das Vektorpo-
tential A* eingefiihrt wird. Die Definition eines solchen Potentials ist dabei durch einen
zusétzlichen Freiheitsgrad in Form eines skalaren Feldes bestimmt,

AR 5 AF 4 01, (1.10)

Im Zusammenhang mit der Formulierung von invarianten Grofen bietet sich die Defini-
tion eines dualen Feldstérketensor F* ([13|) mit

~ 1
R — §6Wpo F,y
an, was jedoch im Weiteren nicht naher besprochen werden soll. Bei der spéateren For-

mulierung der Lagrangefunktion der SQED und der damit verbundenen Forderung nach
Lorentz- und Eichinvariantz wird ein Ubergang zur kovarianten Ableitung D,, notwendig
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sein, wobei die Wirkung eine Invariante darstellt,

Oy — Dy, = 0, +ieA,.

1.3. Grundlagen der Quantenfeldtheorie

In diesen Kapitel soll eine kurze Einfiihrung in die Quantenfeldtheorie (QFT) gegeben
werden, die sich auf Methoden beschréinkt, die fiir das Versténdnis der nachfolgenden
Kapitel wichtig sind. Die erste Frage, die sich in diesen Zusammenhang stellt ist: Was
ist eigentlich Quantenfeldtheorie? Grundlegend definiert diese Theorie eine Vereinheitli-
chung von Quantenmechanik und spezieller Relativitatstheorie in D = d+1 Dimensionen.
Der Parameter d gibt dabei die Anzahl der zu betrachtenden Raumdimensionen an. Fir
die meisten physikalisch relevanten Probleme gilt somit D = 4. Der Begriff der Quan-
tenfeldtheorie beschreibt dabei nicht eine einzelne Theorie, sondern steht als Oberbegriff
flir eine Gruppe von Feldtheorien, die sich im einzelnen mit verschiedenen grundlegen-
de physikalischen Problemen beschéftigen. In dieser Arbeit ist die QED von primérer
Bedeutung, da sich diese Theorie mit der feldtheoretischen Erweiterung des Elektroma-
gnetismus beschéftigt. Weitere Theorien sind zum Beispiel die Quantenchromodynamik
(QCD), die sich mit der Wechselwirkung zwischen Nukleonen und Quarks beschéftigt
(starke Wechselwirkung), sowie die Theorie der schwachen Wechselwirkung zur Erkla-
rung des § - Zerfalls.

1.3.1. Wirkung und die Bedeutung von Symmetrien

Eine der wichtigsten Grofen innerhalb der Feldtheorie ist die Wirkung S|[¢], die von einem
Quantenfeld ¢ in skalarer oder vektorieller Form abhéngt. Im allgemeinen Fall werden
2 Arten von Feldern unterschieden. Zum einem bosonische Felder ¢ und zum andere
fermionische Felder 7. Diese Einfiihrung beschrankt sich dabei auf bosonische Felder, da
im Rahmen dieser Arbeit Fermionen keine Rolle spielen werden. Als Bosonen bezeichnet
man Elemetarteilchen wie Photonen, oder Gluonen die dadurch gekennzeichnet sind, dass
mehrere Teilchen das selbe energetische Niveau annehmen konnen und damit in allen
Quantenzahlen iibereinstimmen. Die Wirkung bestimmt sich, nach Gleichung (1.11) [13]
fiir bosonische Felder, aus der Lagrangedichte £, welche den Charakter und die Art der
jeweiligen Theorie bestimmt,

S[g] = / P L6, 0,6, 2. (1.11)

Im Fall eines reellen skalaren Feldes ¢ ohne Wechselwirkung ist die Lagrangedichte in
(1.12) dargestellt. Ein Beispiel fiir eine Lagrangedichte mit Wechselwirkung ist im An-

10
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hang B zu finden.

1 1
L= 3 GO — §m2q§2 (1.12)

Die QED ist eine Theorie die sich, wie schon erwahnt, mit der feldtheoretischen Erwei-
terung der Elektrodynamik befasst. Eine vereinfachte Darstellung dieser Theorie ist die
skalare QED oder kurz SQED. Im Gegensatz zur vollstdndigen Theorie der QED beriick-
sichtigt man im Rahmen der SQED nur bosonische Felder. Dabei muss es sich jedoch
nicht, wie in Gleichung (1.12) und im Anhang B, um reelle Felder handeln, sondern kann
im allgemeinen auf komplexwertige Felder, fiir welche die entsprechende Lagrangedichte
in 1.13 dargestellt ist, erweitert werden.

L= (Dub)(D"0)* —m*o¢* — [FWF,, (1.13)

Die Information {iber die Wechselwirkung der SQED wir dabei vom elektromagnetischen
Feldstarketensor F'*” getragen, welcher in 1.2.1 vorgestellt wurde. Eine grundlegende Auf-
gabe bei der Behandlung von Feldtheorie ist die Suche nach existierenden Symmetrien
und damit verbundene invariante Grofen. Mit Hilfe dieser Symmetrien ist man zumeist in
der Lage die Betrachtung physikalischer Systeme stark zu vereinfachen, beziehungsweise
neue Effekte zu entdecken. Ein Beispiel fiir die Verwendung einer bestehenden Symmetrie
ist die postulierte Existenz von Antiteilchen, die sich durch ihre Ladung von den jeweili-
gen Teilchen unterscheiden und ansonsten in allen anderen Eigenschaften iiberein stim-
men. Die theoretische Grundlage stellt in diesen Zusammenhang das Noether-Theorem
dar, zu dem unter anderem in [13] eine gute Einfithrung zu finden ist. Das Noethertheo-
rem wurde im Jahre 1918 von der deutschen Mathematikerin Emmy Noether formuliert,
mit dem sie einen Grundstein in der Betrachtung von Erhaltungsgrofien legte.

Noether - Theorem [14]: Zu jeder stetigen Symmetrietransformation ¢ — ¢ + d¢ mit
0L = 0, K* existiert ein 4er - Strom J¥ = mgiﬁmégb — K* der erhalten ist, falls ¢
die Bewegungsgleichungen erfiillt.

Vor allem bei der Definition der kovarianten Ableitung D#, mit der die Eichinvarianz
der Wirkung in der QED (SQED) sichergestellt wird, findet dieses Theorem eine Anwen-
dung.

1.3.2. Wicktheorem und Korrelationsfunktionen

Ein weiteres grundlegendes Theorem innerhalb der Quantenfeldtheorie ist das Wicktheo-
rem. Dieses wurde im Jahre 1950 vom italienischen Physiker Gian-Carlo Wick eingefiihrt
und ermoglicht eine elegante Berechnung von Korrelationsfunktionen, indem es einen
Zusammenhang zwischen normal? - und zeitgeordnetem® Produkt aufzeigt und auf diese

4Alle Vernichtungsoperatoren a stehen rechts der Erzeugungsoperatoren — a* N [ataa™] = atata.

SOperatoren werden nach Threr zeitlichen Abfolge sortiert — T[a(t1)a™ (t2)] = a™ (t2)a(t1) , t2 > t1.

11
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Abbildung 1.6.: Emmy Noether: Formulierte 1918 das Noether-Theorem, das eine neue
Betrachtung von Erhaltungsgrofen erméglicht.

Weise eine Riickfiihrung von N-Punkt Korrelationsfunktionen auf die 2-Punkt Korrela-
tionsfunktion ermdoglicht. Die Anwendung von Ordnungsprinzipien realisiert dabei das
Sortieren von Operatoren ohne Beachtung von Vertauschungsrelationen. Korrelations-
funktionen stellen eine grundlegende Grofe der Quantenfeldtheorie dar, mit deren Hilfe
es moglich ist physikalische Systeme feldtheoretisch zu beschreiben. Diese Funktionen
werden auch als erweiterte Greensche Funktion betrachtet, die die vollstdndigen Infor-
mationen iiber das zu behandelnde System enthalten. In der klassischen Physik werden
entsprechende Funktionen zum Beispiel zur Losung der Elektrodynamik oder wie im
unteren Beispiel zur Losung der Laplacegleichung der Elektrostatik verwendet.

Ad(r) = —%Z)

e0AG(r—7r)=—=6(r—7)

Die Grundstruktur der Losung ist dabei immer die selbe und wird auch als Methode
der Greenschen Funktion bezeichnet. Am Anfang steht somit eine, vom betrachteten
Problem abhéngige, Differentialgleichung, die mit Hilfe dieser Funktion gelést werden
soll. In Gleichung (1.14) ist eine analoge Differentialgleichung aus der Quantenfeldtheorie
fiir das freie Teilchen ohne Wechselwirkung dargestellt,

(00" + mQ)G(:E,y) = —5D(x,y). (1.14)

Mit Hilfe des Pfadintegralalgorithmus, der im folgenden Abschnitt kurz eingefiihrt wird,
existiert in der Quantenfeldtheorie eine elegante Moglichkeit die einzelnen Greenschen

12
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Funktionen zu berechnen. Hierzu wird als erstes ein erzeugendes Funktional Z[J], das
auch als Schwingerfunktional bezeichnet wird, definiert,

Zo[J] :N/D¢ et [ APz 36(0,0"+m*)¢+i [dPx T (1.15)
=N / D e=if 7w 3G-ArNAT 0=Ar D=3 [ JART} AL g o 42

Im Fall des freien Teilchens ergibt sich somit fiir Zy Gleichung (1.15), die mit Hilfe des
Gaufsenschen Integrals und der quadratischen Ergénzung noch etwas umgeformt werden
kann. Ausgehend vom erzeugenden Funktional ergibt sich die jeweilige N-Punkt Korrelati-
onsfunktion iiber die N-fache Anwendung der Funktionalableitung nach dem Quellenfeld
J und der anschliefenden Einsetzung J = 0. Im Fall des freien Teilchens (Zy: Erzeugen-
de der freien Theorie) bestimmt sich auf diese Weise die 2-Punkt Korrelationsfunktion,
welche dquivalent zum Feynman-Propagator Ar ist.

T = 55 55777200

= iAp = i(0,0" + m?)~*

Die Kenntnis der 2-Punkt Funktion ist nun von grundlegender Bedeutung fiir die Berech-
nung hoherwertiger Korrelationsfunktionen, da diese nach dem Wick-Theorem immer auf
die 2-Punkt Funktion zuriickgefiihrt werden kénnen. Vor allem bei der Untersuchung von
wechselwirkenden Theorien ist diese Tatsache von entscheidendem Vorteil. In der Mitte
des 20. Jahrhunderts entwickelte der US - amerikanische Physiker Richard Feynman ei-
ne Moglichkeit, diese zum Teil dufierst komplexen Ausdriicke der Korrelationsfunktionen
graphisch zu untersuchen. Solche als Feynman-Diagramme bezeichneten Darstellungen
lassen eine anschauliche Interpretation der mathematischen Ausdriicke zu, was in spé-
teren Kapiteln dieser Arbeit noch angewendet werden soll. Ein Beispiel fiir ein solches
Diagramm ist in Abbildung 2.1 dargestellt.

1.3.3. Pfadintegrale in der Quantenmechanik

Im Rahmen der Quantenmechanik ist eine Betrachtung der zeitlichen Propagation von
Zustédnden in verschiedenen Bildern moglich. Dabei werden im allgemeinen 3 Formulie-
rungen unterschieden, bei denen die zeitliche Abhéngigkeit jeweils durch die Zustdnde
oder Operatoren getragen wird. Das Heisenberg-Bild zeichnet sich zum Beispiel dadurch
aus, dass die Zustédnde zeitunabhingig, wihrend im Schrodinger Bild diese zeitabhéngig
sind. Der Ubergang von einen Bild zu einem anderen wird mit Hilfe einer unitiren Trans-
formation realisiert, bei der der Transformationsoperator U die Bedingung U~! = U+

13
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erfiillt.

[V)r = Ulty, ti)|)i ¥(q,t) = {(q|v)s
V(ty,ar) = (qr|U(tg. ti) )i = /in K(qp,ty,qit)v(ti, a) (1.16)

Um das Pfadintegral einzufiihren wird genau eine solche zeitliche Propagation von Zu-
standen, wie sie in Gleichung (1.16) von einen Anfangszustand (¢) zu einen Endzustand
(f) dargestellt ist, betrachtet. Dabei wird ein Raum-Zeit-Schritt vorgenommen, um von
einem Zustand zu einem anderen Zielzustand zu gelangen. Im allgemeinen ist es notwen-
dig diese Schrittweite durch Einfithrung von Zwischenzustédnden zu verfeinern, womit aus
Gleichung (1.16), Gleichung (1.17) fiir N Zwischenzusténde folgt.

¢(tf,lIf):/"'/dQN--~dqz' {K(gn,tn an—1.tn—1) . K(qu,t1, i, ti) } 0 (ts, qi) (1.17)

Aufgabe wird es im Folgenden sein, die Funktion K(qg;,t;,q;,t;) explizit zu bestimmen.
Hierzu wird noch einmal die zeitliche Propagation aus Gleichung (1.16) etwas genauer
betrachtet. Aus der Quantenmechanik ist bekannt, dass sich der unitdre Operator fiir
den Fall, dass der Hamiltonoperator nicht explizit zeitabhiingig ist, durch U(t,0) = e~
ausdriicken ldsst. Damit ergibt sich fiir die Funktion K(...):

K(gj,tj, . t:) = (q|U 5, t)la) = (qile ™ @) 7=1t; —ts.

Da die Schrittweite zwischen den einzelnen Zeiten als sehr klein angenommen werden
kann, ist eine Entwicklung der Exponentialfunktion um 0 mdoglich, die nach der 1. Ord-
nung abgebrochen wird.

(gile™ 7] 4;) = (gj|1 — iHT + O(7*)| @)

Der 0. Entwicklungsterm wird infolge, dass die Vektoren {| ¢;)}|Y, ein vollstindiges
Orthogonalsystem bilden, mit Hilfe der §-Funktion ausgedriickt. Die eigentliche Schwie-
rigkeit liegt somit in der Berechnung des 1. Entwicklungsterms, da in diesem Fall der
Hamiltonoperator eingesetzt werden muss.

2

il @) = ] (3 + V@) 7l )

2 . .
= // dpzdp<q3'|pz><pz|§—m¢|p><p| a) + (a5] @)V (qj + qz) ~

2
1 p? qj + ¢ ip(a;—a5)
—QW/dp{Qm—i—V( 5 TeP\9i
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Somit folgt fiir die gesuchte Funktion Gleichung (1.18), in der eine zusétzliche Integration
iiber den Impuls ausgefiihrt wird.

a;+4

{2 ) Yrtip(qi—q;
K(gj,tj, qirti) = ;/dp efz{%”W(T)} e (1.18)

Fiir die Propagation von einen Zustand (i) zu einen Zustand (f) in N Schritten, ergibt
sich ein Produkt von Impuls- und Ortsintegralen, das nun explizit gelost werden soll.

l%{ n v (L=t 1)T+p(qj—qj1)}

bty qp) = /HdQl —ef0
=1

Um die eigentliche Darstellung des Pfadintegrals zu erhalten, ist es notwendig den Grenz-
wert flir N — oo zu betrachten, was aus einer diskreten Darstellung eine kontinuierliche
macht. Fiir die Summen in der Exponentialfunktion bedeutet das den Ubergang in Inte-
grale iiber die Zeit. Bevor jedoch dieser Grenzfall betrachtet wird, ist es ratsam mit Hilfe
des Gauflschen Integrals und der Methode der quadratischen Ergénzung, die im Anhang
C.1 vorgestellt wird, die Integrationen iiber den Impuls auszufiihren. Dies ist aber nur
moglich, wenn das Potential in der Hamiltonfunktion als impulsunabhéngig angenom-
men werden kann. Fiir das Pfadintegral in der Quantenmechanik erhilt man auf diese
Weise die Darstellung in Gleichung (1.20), in der die Terme der Impulsintegration im
Normierungsfaktor N zusammengefasst wurden.

Y(ti, q;) (1.19)

I= /\//Dq far L (1.20)

Mit Hilfe des Pfadintegrals wird also eine Propagation von einen bestimmten Anfangs-
zustand, der durch einen Anfangsort ¢; und einer Anfangszeit ¢; definiert wird, zu einem
Endzustand beschrieben. Hierbei werden alle moglichen Wege zwischen diesen beiden
Zustanden berticksichtigt. Bei der Erweiterung des Integrals auf die Quantenfeldtheorie
betrachtet man an Stelle der dynamischen Variablen Felder ¢, die im einzelnen durch 4-
dimensionale Vektoren charakterisiert sind. Dies bedeutet, dass die Integration tiber die
Zeit in eine 4-dimensionale (im allgemeinen D-dimensionale) Integration in der Raumzeit
iibergeht.

1.4. Die Weltliniennumerik

In den vorangegangenen Abschnitten zur Einfiihrung in die Quantenfeldtheorie, wurde
die Bedeutung der Korrelationsfunktionen und deren Zusammenhang zu Pfadintegralen
aufgezeigt. Eine Problematik der Pfadintegrale ist, dass eine Betrachtung von physika-
lischen Problemen in diesem Formalismus nur sehr schwer durchzufithren ist. Vor allem
fiir wechselwirkende Theorien, welche eine Wechselwirkung im Bereich der QED oder
auch QCD behandeln, ist eine analytische Auswertung dieser Integrale nur schwer zu
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1. Einleitung und Grundlagen

realisieren. Mit der Hilfe von Computersimulationen ist es jedoch moglich diese Integra-
le ndherungsweise zu betrachten. Dabei existieren mehrere Varianten der numerischen
Behandlung, wobei die beiden wichtigsten Methoden Gitter- und Weltliniennumerik dar-
stellen. Bei der Gittereichtheorie werden die einzelnen Pfadintegrale auf ein D - dimen-
sionales Raumzeitgitter diskretisiert, welches bestimmte Randbedingungen erfiillt. Die
Genauigkeit der Approximation héngt dabei mit der Feinheit des Gitters, das heiflt der
Raumzeit-Schrittweite, zusammen. Dabei werden die einzelnen Gitterpunkte mit Hilfe
von Monte-Carlo Methoden,wie zum Beispiel dem Metropolis-Algorithmus erzeugt. Mit
Hilfe dieses numerischen Verfahrens werden die Pfadintegrale voll und nicht pertupativ
behandelt, wobei in den meisten Féllen ein triviales Hintergrundfeld beriicksichtigt wird.
Fiir nicht triviale Hintergriinde bietet das Verfahren der Weltliniennumerik eine bessere
Moglichkeit solche Pfadintegrale numerisch zu losen, dabei handelt es sich im Gegen-
satz zur Gittereichtheorie zumeist um ein pertupatives Verfahren, welches urspriinglich
aus der Stringtheorie stammt ([15], [16], [17]). Bei dieser Methode werden mit Hilfe von
Zufallsalgorithmen geschlossene Raumzeitpfade, die im weiteren als Loops bezeichnet
werden, generiert. Die einzelnen Loops miissen dabei die Forderungen des zu betrachte-
ten Pfadintegrals erfiillen. Die Genauigkeit des Algorithmus héngt dabei von der Anzahl
der verwendeten Loops sowie den Stiitzstellen pro Loop ab. Als Ausgangspunkt zur An-
wendung der Weltliniennumerik dient an dieser Stelle die effektive Wirkung I, die sich
iiber eine Legendre Transformation aus der Schwingerfunktion W[J] (Gleichung (1.21))
ergibt.

$2
W[J]=InZ mit Z:/ DY S+ o) (1.21)
1

J bezeichnet dabei einen Quellterm, der von Schwinger® 1969 eingefiihrt wurde. Um
eine numerische Betrachtung des Pfadintegrals durchfiihren zu koénnen ist die in Glei-
chung (1.21) dargestellte Form aufgrund des oszillatorischen Verhaltens der e-Funktion
ungeeignet. Aus diesem Grund erfolgt ein Ubergang der Betrachtung vom Minkowski-
raum zum euklidischen Raum, der durch die Transformation xy — —ix4 realisiert wird
(Gleichung (1.22)) (vgl. 1.2.1). Zu Anwendung der resultierenden numerischen Losungen
auf physikalische Probleme, ist eine Riicktransformation zu einem reellen Zeitparameter
notwendig.

Z = / D e SellH[Jo — VI (1.22)

6Julian Seymour Schwinger: US-amerikanischer Physiker, der 1965 fiir seine Leistungen im Bereich der
Quantenelektrodynamik den Nobelpreis in Physik erhielt.
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1. Einleitung und Grundlagen

Die Anwendung der Legendre-Transformation auf Gleichung (1.22), mit der Einfithrung
eines neuen Parameters ¢ = %—V;, fithrt zu Gleichung (1.23) fiir die effektive Wirkung.

1
I~ S[¢a] + 3 In det Hyw (1.23)

Eine kurze Einfilhrung in die Legendre - Transformation und die detaillierte Rechnung,
um zur Gleichung (1.23) zu gelangen, sind im Anhang A.2 dargestellt. Der fiir die numeri-
sche Berechnung interessante Teil der effektiven Wirkung ist der Entwicklungsterm erster
Ordnung, in dem Hw = 65;—55(1) ist. Mit einer speziellen Darstellung fiir den Logarithmus
ergibt sich somit eine Gleichung, welche als Grundlage fiir die weiteren Betrachtungen
innerhalb der Weltliniennumerik dient.

oo
1 H 1 dT
rt= 5 Indet ?W =—5Tr /T (emHWT _ g~ HoT) (1.24)
0
0

Der Ausdruck Hy soll dabei die Normierung von I'' bzw. des Pfadintegrals erfiillen. Der
in der Normierung des Pfadintegrals verwendete Hamiltonoperator beschreibt dabei ein
freies Teilchen ohne Wechselwirkungsanteile. Wird in Gleichung (1.24) Spurbildung und
Integration vertauscht, so weist der resultierende Ausdruck unter dem Integral Ahnlich-
keiten zum Zeitentwicklungsoperator eines Zustandes in der Quantenmechanik auf.

Tr [e_HWT] = /de (z|e T |z)

In dieser Theorie wird die zeitliche Propagation eines Zustandes |q) zur Zeit t; zum
Zustand |§ ) zur Zeit ty im Schrodinger - Bild iiber |§ ) = e~ #(t2=11)|¢) definiert. Dabei
gilt fiir den Hamiltonoperator H, dass dieser zeitunabhéngig, d.h. das betrachtete System
stationér ist. Die Spur kann somit als zeitliche Propagation zwischen 2 Zustdnden vom
Zeitpunkt t; = 0 zu to = T angesehen werden, bei der Anfangs- und Endzustand identisch
sind. Eine Anwendung der Weltliniennumerik auf den Fall der Paarproduktion ist in
[18] aufgefiihrt. Innerhalb der Diplomarbeit wird die Bildung eines virtuellen Elektron-
Positron Paares im konstantem Magnetfeld B fiir den Fall eines Skalar- und Spinorfeldes
betrachtet. In der folgenden Gleichung wurde das Pfadintegral dargestellt, das direkt aus
der Spur resultiert. Die Langrangefunktion der Weltliniennumerik Ly folgt dabei aus der
zugehdrigen Hamiltonfunktion Hw durch Anwendung der Legendretransformation.

Tr [e_HWT} = /dDZL' (z|eHET) )

- /dDJ; / Dy i fo T dt Lw

z(0)=z(—iT)
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1. Einleitung und Grundlagen

1.5. Das elektromagnetische Feld im Rahmen der
Weltlinienumerik

Zur Behandlung des elektromagnetischen Feldes im Rahmen der Weltliniennumerik ist
das Verstandnis bestimmter analytischer Losungen niitzlich. Wie in spateren Kapiteln
gezeigt wird, werden die einzelnen analytischen und auch numerischen Terme durch be-
stimmte Ausdriicke normiert, die eine Betrachtung von

Tr e HT Ty o= (=D)T

notig machen. Mit Hilfe der Landau - Niveaus aus der quantenmechanischen Behandlung
von Ladung im konstanten Magnetfeld lasst sich diese Gleichung schreiben als (1.25). Da-
bei wurde der Hamiltonoperator in verschiedene Anteile zerlegt, wobei das Feld nur in
einem dieser beiden Anteile zu finden ist und auf eine Losung dhnlich des harmonischen
Ostzillators fithrt. Im Gegensatz zur Quantenmechanik handelt es sich bei den einzel-
nen Vektoren der QFT um 4-dimensionale Groéfsen, die eine separate Behandlung der
Zeitkomponente (0-Komponente) erfordern.

Tr e PIT = pp ¢~ WotpZteBo@nt )T (1.25)

Die Spur der einzelnen Komponenten lésst sich nun mit dem Gaufischen Integral und der
Geometrischen Reihe 16sen und fithrt auf Gleichung (1.26). Der Term (47T)P/2 resultiert
aus der Vakuumnormierung, die in B.1 am Beispiel der ¢* - Theorie berechnet wurde.

Tr e*(*DQ)T ~ /dpo ep(%T/dpz e*PZ EBOTZ (BBO) —2neBoT

T eeBoT eByT
T1— e 2eBoT  ginheByT

o0
ar 1 eBoT

T (47T)P/2 sinh e ByT
0

~

(1.26)

Zur Losung des resultieren Integrals ist eine Renormierung der Ladung und Feldstarke
notwendig, um die auftretenden Divergenzen zu beseitigen ([19], [18]). Diese Renormie-
rung der einzelnen physikalischen Gréfen wird durch eine Betrachtung von Gleichung
(1.26) fiir kleine Parameter T erreicht. Mit Hilfe der Landau Niveaus und der berechne-
ten effektiven Wirkung im Rahmen der Weltliniennumerik folgt ein effektiver Lagrangian
der von Heisenberg und Euler (|20]) eingefiihrt worden ist und auch als Heisenberg-Euler-
Lagrangian bezeichnet wird.

18



1. Einleitung und Grundlagen

1.5.1. Die Landau-Niveaus

Ausgangspunkt zur Bestimmung der Landau - Niveaus ist die zeitunabhéngige Schro-
dingergleichung (1.27), fiir ein geladenes Teilchen der Ladung e in einen konstanten Ma-
gnetfeld B = (0,0, By).

1 .
5 (—ihd; + eAj)’*y =Fy A =(0,Byz,0)7T (1.27)
Eine genauere Betrachtung dieser Gleichung zeigt, dass diese auf die Schrédingerglei-

chung eines harmonischen Oszillators zuriickgefiihrt werden kann, indem man den Ansatz
¢ = 71 'k=2tky) yerwendet, in dem 7 eine Funktion des Parameters x darstellt.

0= ((~ihd; + eA;)* = 2mE) v

. 2
= (83; + 02+ <8y + wBOx) + 2mE> "

h h?
~\ 2
[ a2 eBox 2m ~
21.2
N BN L S L'
€BO

Die dabei ausgefiihrte Operation zerlegt den Hamiltonoperator in zwei Anteile von denen
der erste Teil durch ebene Wellen und der zweite mit Hilfe des harmonischen Oszillators
gelost werden kann. Das konstante Feld By bestimmt somit die Eigenfrequenz wg des
Ostzillators und fiihrt auf die Landauniveaus, die zur Bestimmung der Normierung im
konstanten Magnetfeld und der Berechnung des Heisenberg - Euler - Lagrangian bendtigt
werden.

eBy 1 h2k?
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2. Die 2-Punkt Funktion auf den Vakuum

»Nur scheinbar hat ein Ding eine Farbe,
nur scheinbar ist es siiB oder bitter; in
Wirklichkeit gibt es nur Atome und
leeren Raum."

(Demokrit)

Bei bisheriger Anwendung des Weltlinienformalismus im Rahmen der Quantenfeldtheorie
wurden ausschlieRlich Grofen wie die effektive Wirkung I' oder die Energie behandelt, je-
doch niemals eine Korrelationsfunktion wie die 2-Punkt Funktion IT#¥. In diesem Kapitel
soll nun versucht werden mit Hilfe der Methodik der Weltliniennumerik das Pfadintegral
zur Berechnung der 2-Punkt Funktion auf dem Vakuum zu 16sen. Dabei sollen vorerst
weder elektrische noch magnetische Felder eine Rolle spielen und erst im Spéteren hin-
zu geschalten werden. Mit Hilfe der Betrachtung auf dem Vakuum geht es dabei nicht
um die Untersuchung einzelner physikalischer Phanomene, sondern um die Frage ob eine
Behandlung des Problems im Rahmen der Weltliniennumerik moglich ist.

2.1. Theoretische Grundlagen zur Berechnung der 2-Punkt
Funktion

Die Grundlage zur Betrachtung des Vakuums stellt die Lagrangedichte der skalaren Quan-
tenelektrodynamik (SQED) beziehungsweise unter Beriicksichtigung des Spins die voll-
standige Lagrangedichte der QED dar. Da die Behandlung des Vakuums in erster Linie
jedoch dazu dienen soll, die Anwendbarkeit der Weltliniennumerik auf dieses Problem
zu iiberpriifen, wird auf eine explizite Beriicksichtigung von Spinorfelder vorerst verzich-
tet. Ausgangspunkt ist an dieser Stelle der Korrekturterm erster Ordnung der effektiven
Wirkung T in Weltliniendarstellung. Hierzu wird I'! in Ortsdarstellung (oder Impulsdar-
stellung) in einer Taylorreihe um A*(x%) mit i = 1...N entwickelt, was zu Gleichung (2.1)
fiihrt. Diese Entwicklung der effektiven Wirkung wurde erstmals von Christian Schu-
bert in [21] und [22] publiziert und sowohl fiir den skalaren als auch fiir den Fall mit

Spinorfeldern berechnet.

T = i i (SN—FAM APN det  deN (2.1)
_NlN! o | SAm s Ann .
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2. Das Vakuum

A# beschreibt darin das Eichfeld, das eine explizite Abhéngigkeit von der Raumzeitkoor-
dinate x* aufweist. Der Ausdruck % kann auch als N-Punkt Funktion der Ent-
wicklung um die einzelnen Raumzeit-Punkte bezeichnen werden und ist im allgemeinen
iiber I'M1-#N dargestellt. Zur Berechnung der 2-Punkt Funktion wird die Reihenentwick-
lung nach der 2. Ordnung abgebrochen und eine anschliefende Betrachtung der ersten
Terme der Entwicklung durchgefiihrt.

1
T~ /I‘“AM dxq + 5 // AT A, drydy (2.2)

Der Entwicklungsterm erster Ordnung soll dabei vorerst keine Rolle spielen und wird
somit bei der Betrachtung der 2-Punkt Funktion vernachléssigt. Dieser Term muss jedoch
bei weiterfilhrende Rechnungen beriicksichtigt werden.

2.1.1. Die 2-Punkt Funktion im Ortsraum

Analog zu dem Beispiel im Anhang B und der Rechnung in [18] ist es notwendig eine
Darstellung fiir die Lagrangefunktion Lyw in der Weltliniennumerik zu finden. Da die
Betrachtung ohne die Beriicksichtigung von Spinorfeldern durchgefiihrt werden soll, ist
der Ausgangspunkt die Lagrangedichte der SQED im euklidschen Raum. Ausgehend von
dieser Dichte und mit Hilfe des Dummy-Feldes ¢ wird im Folgenden eine Gleichung fiir
Hyw abgeleitet.

52
HW’QD(Z): (M// {Dugb(DMQS)*_'_ngbgb*_‘_leF:U'VF/_LV}w(Z)

52 . . * * 1 v
= 55:5, // {(au +ieAy) gy (0" — ieAF) ¢ + m> ¢y ) + ZF“ FW} U(z2)
0

= 5or / {—3“(8M —ieA,) Py +ieAH (0, + ieA,) oy + m2¢;} P(x)

= {-0"0, — 2ieA, 0" + 2 AP A, +m® } )(z)

== {(au + ieAu)Q - m2} ¥(2) (2.3)
Uber den aus der klassischen Mechanik bekannten Zusammenhang zwischen Lagrange-
und Hamiltonfunktion & = % ergibt sich (2.4). In dieser Gleichung muss eine Transfor-

mation von der Minkowskizeit ¢ zum euklidschen Zeitparameter 7 durchgefiihrt werden,
was schon in der Einfithrung 1.2.1 iiber 7 — it vorgenommen worden ist.

Hy = — {(au + ieAM)Q - mz} = {(p“ + eAu)Z +m2}
1.
— Py = qu—eAM
1

1
Lw = puit — Hy = Za’s? —eAy il —m? = —Zﬁci —ieA it —m? (2.4)
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2. Das Vakuum

Ausgehend von dem Ergebnis in Gleichung (2.4) ldsst sich der Korrekturterm erster
Ordnung zur effektiven Wirkung analog zum Beispiel der ¢* - Theorie bestimmen.

o0 2

1 [dT e ™T
== 7zef dr Ayt T ar 2
2/T (4nT)D/2 / Dot b e
0 z(0)=z(T)

Die Funktion fiir I'! ist jedoch noch nicht die fiir das zu behandelnde Problem erforder-
liche 2-Punkt Funktion. In der Einfiihrung wurde der Begriff des N-Punkt Korrelators
und dessen Bildung durch N-fache funktionale Ableitung des erzeugenden Funktionals
Z[J] nach den Quellenfeld J(x) beschrieben. In diesem Fall erfolgt die Berechnung der
2-Punkt Funktion auf eine dhnliche Weise, indem die Funktion I''[A], die explizit von
dem Eichfeld A#(x) abhéngt, 2-fach funktional abgeleitet und anschliefend A* = 0 ge-
setzt wird. Durch diese Vorgehensweise werden zwei Deltafunktionen® gebildet, die dafiir
sorgen, dass die einzelnen Loops zur Berechnung dieses Ausdruckes im Ortstraum, durch
die beiden Punkte 2., = 1 und x,, = x2 charakterisiert werden (Gleichung (2.5)). Ei-
ne numerischen Losung erfordert dem zufolge ein Ensemble von Weltlinien, bei dem die
einzelnen Loops durch 2 Punkte charakterisiert sind.

51!
Mool = say,
_ (—ie)* [dT em*T
=" / T @) ey oy / Da}//dTldTg
0 z(0)=z(T)
{i‘T‘léD(:vl - :ETI):'UZ25D(1‘2 —5,)}ed i Jo dr @ (2.5)

Eine technische Schwierigkeit bei der numerischen Betrachtung dieses Problems im Orts-
raum ist hierbei die Normierung des Pfadintegrals, die im Anhang B berechnet worden
ist. Innerhalb von Gleichung (2.5) wurde aus Griinden der Ubersichtlichkeit auf explizite
Angabe des vollstdndigen Ausdruckes verzichtet und sich auf den physikalisch relevanten
Anteil beschréankt. Tatséchlich jedoch beschreibt (2.5) eine Funktion, die Aufgrund der

Normierung noch durch:
/ Dy e~1lo 47 &
z(0)=z(T)

geteilt werden muss. Dieses Integral erzwingt aber nicht die Forderung, dass die einzelnen
Weltlinien durch die beiden Punkte x1 und x5 verlaufen miissen, was bei der numerischen
Bestimmung mit Hilfe des d-Line Algorithmus zu Schwierigkeiten fiihrt. Man miisste im
Rahmen eines numerischen Verfahren fiir die Normierung somit ein anderes Ensemble von
Weltlinien verwenden, als fiir das eigentlich zu betrachtende Integral. Eine Losung dieses

I%eﬂ'ef‘h Alzr)dr — Jdr@,6(xr — 1) mit zr = z(7), ...
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2. Das Vakuum

Problems besteht im Ubergang in den Impulsraum, da auf solche Weise die Deltafunk-
tionen in eine Exponentialdarstellung iibergehen und die Forderung nach Festhaltung
bestimmter Punkte entfillt.

2.1.2. Die 2-Punkt Funktion im Impulsraum

Der Ubergang vom Ortsraum in den Impulsraum geschieht, ausgehend von (2.5), mit
Hilfe des mathematischen Verfahrens der Fouriertransformation, dass vom franzosischen
Mathematiker Jean Baptiste Joseph Fourier im Jahre 1822 entwickelt worden ist. Die
Transformation selbst beschreibt dabei nicht eine bestimmte Art, sondern eine Gruppe
von Transformationen fiir diskrete Funktionen wie Reihen bis hin zu Integraltransfor-
mationen. In diesem Fall soll eine integrale Form der Fouriertransformation verwendet
werden, bei der sich die Deltafunktionen wie folgt in den Impulsraum iibersetzen lassen

A’k e
5D(1:—:Ci):/(27r)D e ik(@—wi)

woraus fiir die 2 Punkt Funktion I'*[ky, ka] Gleichung (2.6) folgt. Die Wahl der Nor-
mierung mit © ) =—p ist nur eine Moglichkeit und kann durchaus auch auf andere Weise
gewahlt werden.

7'1

D D
{iﬁ—tl(;D(u’UlffL‘ﬁ)x 5D — 2, } // d k‘l d ]f2 o —zkl(:cl z,-l) ve zkg(mz—zTQ)

D D _ ‘ '
FILV[ZL'l,SUQ] = // M Fﬂy[k17k2]6—2k1m1 e—zk2$2

(277)2D
TdT e T
v 2 €
NG [k1, ko] = (—ie) / T (@rT) D2 / D:U/ dridm
0 z(0)=z(T)
{$¢1 eik’lx-,—l .%-,Z2ezk2x72 } e~ 1 fo dr @2 (26)

Bei einem Pfadintegral handelt es sich im mathematisch strengen Sinn um ein Pro-
dukt aus unendlich vielen einzelnen D-dimensionalen Integralen, die jeweils eine Integra-
tion zwischen 2 Punkten eines an dieser Stelle mit D = 4 gewihlten 4-dimensionalen
Raumzeitpfades betrachten. Hier ist es nun sinnvoll das Ensemble aus unendlich vielen
moglichen Pfaden an einem Punkt zu fixieren. Die Art des Punktes, der zur Fixierung
gewdhlt wird, ist dabei beliebig. Der fiir diesen Algorithmus gewéhlte Fixierungspunkt
soll der Schwerpunkt zcn des Systems aus Weltlinien sein, der selbst wiederum frei
wahlbar ist. Ausgehend von Gleichung (2.6) realisiert dies die Koordinatentransformati-
on xt — M + az’éM, womit anstelle von I'*” die Funktion II*” betrachtet wird, die im
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2. Das Vakuum

weiteren Verlauf dieser Arbeit eine zentrale Rolle spielt.

T ~ / Dr. .. {i,glezkua:q i.%ezkzxm } e—i Jo dr 72
( )

z(0)=z(T
CM
_ /deCM / Dr . {x¢1 eik1(:c71 +zcm) j:‘IV_Q 62’14:2(9672 +ICM)} 67% fOT dr 32
z(0)==(T)
CM
= 2m)P6P (k1 + ko) / Dz ... {:cﬁl ethren x’izeikwfz } e~ 1o dr @
z(0)=z(T)

=T = (21) P8P (ky + ko) T [ker, ko)

Da die 2-Punkt Funktion in einer analogen Weise wie die Korrelationsfunktionen berech-
net werden konnen, ist es auch moéglich diese mit Hilfe eines entsprechenden Feynman-
Diagramms graphisch darzustellen. Die Regeln zur Konstruktion einer graphischen Dar-

Abbildung 2.1.: Feynman Diagram der 2-Punkt Funktion auf den Vakuum

stellung feldtheoretischer Gleichungen, wurden von Richard Feynman im Rahmen der
perturbativen Quantenfeldtheorie eingefithrt. Das resultierende Diagramm fiir die hier
betrachtete Funktion im Impulsraum ist in Abbildung 2.1 dargestellt. Nach Feynman
wird ein solches Diagramm auch als Selbstenergie-Diagramm bezeichnet, da es nur einen
Loop und 2 &uflere Linien besitzt. Die &ufleren Linien des Diagramms charakterisieren
die ein- und auslaufenden Impulse k1 und ko, welche iiber die beiden Vertizes an den
Loop gekoppelt sind. An jedem Vertex gilt dabei Impulserhaltung.

2.1.3. Analytische Berechnung von I1*¥ im Impulsraum

Im Fall des Vakuums ist es moglich die Funktion II*” im Impulsraum explizit analytisch
zu berechnen, was von Christian Schubert in [21] vollzogen worden ist. Dieses analytische
Ergebnis ist hilfreich, da nur mit dessen Hilfe eine Auswertung der numerischen Ergebnis-
se moglich sein wird ohne sich allein auf Grenzfallbetrachtungen zu stiitzen und somit nur
auf diese Weise iiberpriift werden kann, ob eine Behandlung des Problems im Rahmen der
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2. Das Vakuum

Weltliniennumerik sinnvoll ist. Im spéteren Fall von rdumlich inhomogenen Feldern ist
eine explizite analytische Losung hingegen nicht mehr méglich. Dies wird eine Kontrolle
der numerischen Ergebnisse im Bezug auf einzelne Punkte unméglich machen und nur
noch die Kontrolle iber Grenzfélle zulassen oder iiber ein Vergleich mit experimentell
ermittelten Werten. Jedoch wird es experimentelle Ergebnisse fiir die Problematik von
inhomogenen Feldern in naher Zukunft leider nicht geben. Fiir die numerische Simulation
bedeutet dies, dass der Algorithmus, vor einer Betrachtung von inhomogenen Felder, an
einfacheren Problemen getestet werden muss. Aufierdem ist es dadurch moglich die Gren-
zen des Algorithmus hinsichtlich der Eingabeparameter zu bestimmen. Ausgangspunkt
zur Losung des Problems ist Gleichung (2.6), die vom Eichfeld A* abhéngig ist. Dieses
Feld lasst sich nun durch ebene Wellen der Form

Zeﬂ ikjz

ausdriicken. Die Information iiber den Polarisationscharakter der einzelnen Wellen wird
dabei vom Parameter eéf getragen. Nach Fixierung der einzelnen Weltlinien am Schwer-
punk xzcy folgt wie im vorangegangenen Abschnitt fiir II#” Gleichung (2.7).

o0 2

dr e ™ T
2
1" k1, ko] = (—ie) / T @rT) D/2 / D:L'/ dmidry
0
{m¢1 eiklx-rl .,b7u_2€7,k2x7—2 } e~ 1 fO dr @2 (27)

Im Anhang C wird die analytische Losung der N-Punkt Funktion mit Hilfe der Green-
schen Funktion GG und deren Ableitungen beschrieben und soll nun hier auf die 2-Punkt
Funktion angewendet werden. Dazu folgt aus Gleichung (C.8) der N-Punkt Funktion,
(2.8) fiir N = 2.

. OodT e—m*T
Top =(—ie)*(2m)P 5 (k1 + ko) / T (anT) T-Djz X
0

2 . .
z GZEJ'GB..-i-k‘ik'GB‘ —Qik’lijB ]

H/ de € ij:l Y T v ‘lin(em) (28)

Bei der Losung von Gleichung (2.8) ist zu beachten, dass unter den 7 - Integralen nur
Terme berticksichtigt werden miissen, die sowohl linear in €; als auch €y sind. Aufterdem
kann die é-Funktion iiber die Impulse ausgenutzt werden, indem man k; = k = —ko
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setzt, was letztendlich auf Gleichung (2.9) fiihrt.

2 .. .
% ) 2 [EiejGBij +k5iijBij —QZkiﬁjGBij]

e = ltin(er,;) = €212 {6162G312 + k‘162k261G2312}
— partielle Integration des 1. Terms — = eF1#2CB1 eluez,,GQBm {—9" kiko + kYKL }
— Ausnutzung der Delta - Funktion —» = eV CEy, 61M62,,G2312 {g’“’sz — k“k‘”}

dT e ™T

w2 2T
(k] = —e T (4xT)D/2

T
/0 dmi /0 dry e M CrGY {gVER — KR} (2.9)

Durch Verschiebung der Zeitvariablen in Gleichung (2.9), lasst sich diese weiter verein-
fachen. Da jeder Loop des Ensembles durch zwei Zeitvariablen 7 und 75 charakterisiert
wird, kann mit Hilfe der Substitutionen 7; — 7, t = 71 — 73 diese Abhéngigkeit auf eine
Variable und somit eine 7-Integration reduzieren werden.

o0

T €_m2T T-m2 2 t 2t
;U/ _ 2 “r kPt(1—) (1 _ 29\2 [ Juv 2 pugr
IT —e T47TTD/2/ dt/ dry e” (1 T) {g"k* — k'K }
0
OOdT -m2T 1-72
==e'T? [ — IT D/Q/ dt/ dry e FTH=0(1 — 94)2 [ g2 — kiE)
™
0
oodT 6_m2T ! 2
. 2m2 “r —k*Tt(1—t) (1 _ 2 pry2  Lupv
= T dt 1-2¢t k* — K'E

Um spéter die einzelnen numerischen Resultate interpretieren zu kénnen, ist es wichtig
die Langendimension der einzelnen Parameter zu kennen. Fiir den Fall von D Raumzeit-
Dimensionen sind die einzelnen relevanten Parameter dieser Theorie und die zugehorige
Dimension in Tabelle 2.1 zusammengefasst.

Parameter | Langendimension [in D Dimensionen| ‘

m, k L1t
T L?
t 1
(—ie) L72
N L2

Tabelle 2.1.: Langendimensionen der einzelnen Parameter in der 2-Punkt Funktion.
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2.1.4. Numerische Berechnung von II*” im Impulsraum

Zur numerischen Berechnung der 2-Punkt Funktion im Impulsraum soll Gleichung (2.7)
genutzt werden, die im Abschnitt 2.1.3 zur analytischen Losung behandelt worden ist.
Dabei wird in folgender Weise vorgegangen:

1. Algorithmus zur Erzeugung von Loops entwickeln, welcher die vom Pfadintegral
geforderten Bedingungen (geschlossene Weltlinien, z¢ps) erfillt

2. Diskretisierung von vorhandenen Integralen und Ableitungen
3. eventuell auftretende Divergenzen durch Renormierung beseitigen

4. Vergleich der numerischen Ergebnisse mit den analytischen Resultaten und Stabi-
litatstests

Der Algorithmus zur Erzeugung der einzelnen Loops wurde in 23] im Rahmen des Ca-
simireffektes entwickelt und erfolgreich angewendet. Die Grundidee des Verfahrens ist
es, das bestehende Pfadintegral auf ein Gaussches Integral zuriickzufiithren und zu l6sen.
Die im Rahmen des V-Loop Algorithmus erzeugten Loops erfiillen dabei die geforder-
ten Eigenschaften des Pfadintegrals im Impulsraum. Fiir eine Losung des Integrals im
Ortsraum ist dieser Algorithmus jedoch ungeeignet, da die Bedingungen der einzelnen
d-Funktionen nicht generiert werden. Hierzu wird ein anderes Verfahren bendtigt, dessen
Probleme in 2.1.1 kurz erldutert wurden. In der nachfolgenden Gleichung ist die gesuchte
Funktion im Impulsraum dargestellt.

dT em’T
k] = (—ze)z/ T anT) D/2 / Dz // dridry X

0

{$¢1 ezkmq—l ‘i,71/_2efzkx-,—2 } e 1 fo dr @2 (210)

Eine wichtige Bedingung, welche von der Simulation der 2-Punkt Funktion im Hin-
blick auf die Reduzierung der numerischen Streuung exakt erfiillt werden soll, ist die
Ward-Indentitét k,II* = 0. Sie wird durch die Anwendung der Projektoren Pf” und
P! auf TI" erreicht, welche eine Projektion der Funktion auf den transversalen ITp
und longitudinalen Anteil I, vornehmen sollen. Bei den Projektoren handelt es sich um
Operatoren, die die folgenden Eigenschaften erfiillen miissen:

1. P ist Idempotent, das heift P?> = P
2. die Eigenwerte von P sind A\, = £1
3. P ist ein hermitscher Operator: P* = P
4. BPj:0fiir7j7éjundZPi:1
i
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In der Quantenmechanik kann die Bedeutung der Projektionsoperatoren mit Hilfe von
Blenden beschrieben werden, die eine anschauliche Erklarung des quantenmechanischen
Messprozesses ermoglichen. Eine grundlegende Zusammenfassung der einzelnen Eigen-
schaften von Projektionsoperatoren und die dazugehorigen Beweise finden sich unter
anderem in [24]. Mit Hilfe dieser Eigenschaften ist es nun moglich eine Darstellung fiir
die gesuchten Operatoren Pﬁ“} zu finden.

kr kY » N
2 und PV =g — 5

P + PRV =¢" mit P = (2.11)
Um nun eine Gleichung zu erhalten, die die geforderten Bedingungen erfiillt, wurde der
Projektor P} speziell auf die 2-Punkt Funktion angewendet, was auf einen skalaren
Ausdruck fiihrt:

T
%% o L IR
Iy, = P"T,, ~ = dridTy {a:ﬁl et ¥ e~k } eilodr
0

T

1 | | |

~ / / drydry { (bier, | €57 [k, €02 b el om &
0

Erst bei erneuter Anwendung des Projektors auf das Ergebnis IIj, folgt die gesuchte
tensorwertige Groke I, was auch durch die Gleichung 111" = P11, P{" ausgedriickt
wird. Aus der Bedingung II*" = H’%’j + H’ﬁl’ ergibt sich nun Gleichung (2.12), die bei
einer Kontraktion mit k, die geforderte Ward-Indentitit exakt erfiillt. Die auftretenden
Mischterme ergeben sich innerhalb der Simulation, bei Ubergang zum Kontinuumslimes
zu 0 und koénnen somit vernachlassigt werden.

T

1 ) , .
e R e v / / drydry {B* [hivp,] o1 R (ki) e 7002 | =i Jo o 47
0

H}%V — H'uy _ H}EV
1 T
5 . ikx . v . —ikx _1 1 T T
~ m// drydry { [W2ith — K [k ]] €500 (K23, — K [py]] €002 e o o &2
0

+ Mischterme (2.12)

Wird an dieser Stelle noch der Normierungsterm beriicksichtigt, so folgt fiir die 2-Punkt
Funktion eine Darstellung (Gleichung (2.13)), die im Nachfolgenden mit Hilfe der Welt-

28



2. Das Vakuum

liniennumerik simuliert werden soll.

T
dT —-m?T
I [k] = (—ie)? / ;TT D/2/ dridTy
0

CM
D { [kK2it — k* [ki,, || eor [K20 — kY [ki,]] e For } e Jo d7 &
z(0)=z(T)

CM L
Dz e~ Jo dm &
z(0)=z(T)

dT —m?2T .
= (—ie)® / ;TT D/3 <// dridry X% e ik Xize_”m’?> (2.13)
0

mit der Substitution — x* = [k*&* — k" [kir,]]

Durch eine Diskretisierung des Integrationskernes It ergibt sich fiir diese Gleichung
(2.14). Die Integrale wurden dabei durch Summen ersetzt, die einer Summation iiber die

Stiitzstellen der einzelnen Weltlinien entsprechen.

A

Kern

dridrs [K*al — kW (ki ]] €% (K23l — kY [kig,]] e”*or2)

"

— [ dr [K*3" — K [kir,]] e

driVT [k — K [k ]] €V T00

Il
= O\H O\ﬂ -

= Z VT [k2(ym — Ym—1)* — k¥ [k(ym — ym71)]] kv Tym
m=1

N
Z \/T [ka!an . ku [kym]] {eik\/fym _ eikﬁym+1}
m=1

N
Illé'yern — T< Z e {eikﬁym _ eikﬁmerl}XZ {e—ikﬁyn _ 6ik\/fyn+1}> (2.14)

m,n=1

mit der Substitution — x!' = [k*y!' — k¥ [ky;]]

Die Darstellung der Gleichung (2.14) erfiillt somit auch im diskreten Fall die geforderte
Ward-Indentitdt exakt und kann somit mit Hilfe des Weltlinienformalismus numerisch
umgesetzt werden.
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2.2. Ergebnisse der numerischen Simulation auf den
Vakuum

Im ersten Teil sollen die Eigenschaften des Integrationskernes I f{l;m iiberpriift werden.
Hierzu wurde in der analytische Losung die Dimension D = 4 gesetzt und zuerst die
Spur Tr[Ikern| bestimmt. Der Vektor k£ des einfallenden Photons ist dabei eine reine
euklidsche Grofe, was im Fall des Vakuums die einzige mogliche Wahl ist. Wird ein
minkowskiwertigen Vektor k auf den Vakuum betrachtet, so zeigt die analytische Losung,
dass sich alle Werte auf dem Lichtkegel, nach der Renormierung, zu null ergeben miissen,
was eine Kontrolle der Anwendbarkeit des Verfahrens unméglich macht. Es ist jedoch
moglich nach Losungen jenseits des Lichtkegels zu suchen, die jedoch im Rahmen dieser
Arbeit keine Rolle spielen sollen. Die analytischen Ergebnisse sind fiir zwei ausgewahlte
Beispiele in Tabelle 2.2 zusammengefasst. In den nachfolgenden Gleichungen ist die Spur
des Integrationskernes fiir die analytische Losung dargestellt:

Kern

1
T — T2/ dt €—k2Tt(l—t)(1 o 2t)2 {g;u/kQ o kukl/}
0

I
IKern,,u

1
= 3T2)? / dt e F*TH=0 (1 _ 94)2,
0
Des Weiteren soll das Grenzverhalten der Spur untersucht werden, das innerhalb der
numerischen Simulation durch eine schrittweise Erhohung von k4 erreicht wird. Hierbei
ist nach wie vor der Parameter 7" mit 1.0 festgesetzt.

- 21 _
k%inooIKem’“[k ] =6.0
- 21 _
klzlglolKernvu[k ]=10.0

Innerhalb des numerischen Algorithmus wird der Fehler mit Hilfe der Fehlerrechnung aus
einem statistischen Ensemble von Messpunkten bestimmt. Dabei stellt das Ergebnis fiir
jeden Loop genau einen Messpunkt x; dar, woraus zunéchst das eigentliche numerische
Ergebnis tiber

1
Tr = — Xi
W2

bestimmt wird? und sich der numerische Fehler anschliessend mit Hilfe der Gleichung fiir
die Standardabweichung

2Ny = Anzahl der Loops

30



2. Das Vakuum

berechnet. Von den beiden Grenzfillen des Integrationskerns ist der fiir k2 — 0 vom

Lk [T TR
(0,0,0,1)T [ 1 [ 0.906763
(

L1, 07 | 1] 2.77152

Tabelle 2.2.: Analytische Ergebnisse der Spur des Integrationskernes.

besonderen Interesse, da bei den spateren numerischen Simulationen unter Berticksichti-
gung elektromagnetischer Felder, fiir physikalisch relevante Ergebnisse eine minkowski-
wertiger Photonenvektor £ angenommen werden muss. Das Skalarprodukt dieses Vektors
ergibt sich aufgrund der Eigenschaften des Photons zu null. Das bedeutet, das Photon
bewegt sich lichtartig (vg, = c) fort, womit der zugehorige Vektor k auf dem Lichtkegel
liegt. Dieser ist dabei ein geometrisches Objekt im 4-dimensionalen Raum, das die Gren-
ze zwischen zeit- (vg, < c¢) und raumartiger (vg > c) Bewegung markiert. Ausgehend

statistisches Ensemble

Loops ‘ PpL k ‘ T ‘ Illéernu

1000 1000 (0,0,0, l)T 1.0 | 0.909609 + 0.0473371
5000 1000 0.896678 £ 0.0210095
20000 1000 0.905767 £ 0.0104099
1000 1000 (1,1,1, 1) | 1.0 | 2.77972 4 0.118495
5000 1000 2.7486 + 0.051515

Tabelle 2.3.: Numerische Ergebnisse der Spur des Integrationskernes.

von Abbildung 2.2 ist zu erkennen, dass die Simulation das analytisch erwartete Kon-
vergenzverhalten aufweist. Im néchsten Schritt soll der eigentliche Polarisationstensor
II*” untersucht werden. Dabei ist es von Vorteil zunichst eine Simulation der 2-Punkt
Funktionsdichte §II#” durchzufiihren, um festzustellen ob die numerischen Ergebnisse
eine sinnvolle Approximation an die analytischen Werte liefern. Dass an dieser Stelle als
erstes die numerischen Ergebnisse der Dichte des Polarisationstensors berechnet werden,
also die Integration iiber den Parameter T noch nicht explizit numerisch ausgefiihrt wird,
liegt vor allem an der Rechenzeit, die notwendig ist, um die letzte Integration numerisch
zu losen. Die Dichte hingt auferdem nach Gleichung (2.15) von drei Parametern ab.

2 _—m?T 1
SII™ [k, T, m] = _Ufw)?eT/o dt e F T (1 = 20)2 {g™ 2 — pEY} (2.15)

Wie schon zuvor beim Integrationskern I5 — liegt auch bei der Dichte eine Abhén-

gigkeit vom Zeitparameter 7' und dem Impulsvektor des einfallenden Photons vor. Der
dritte Parameter ist der Massenparameter m, der im Fall D = 4, von der Dimension
L' ist und spiter ein Mak fiir die kritische Feldstirke darstellen wird. Im Grenzfall
T — 0 ist durch §II"" ~ £ zu erkennen, dass (2.15) divergiert, was eine Integration
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dieser Gleichung fiir 7" im Bereich [0, 00) unmoglich macht. Somit ist eine Renormie-
rung des Integrals erforderlich. Die Renormierung erfolgt dabei durch eine Verschiebung
der einzelnen physikalischen Grofen, was eine Einfiihrung von Countertermen zur Fol-
ge hat. Die einzelnen Terme ergeben sich iiber eine Entwicklung des obigen Ausdrucks
um T = 0 in einer Taylorreihe. Unter einer Verschiebung der physikalischen Parameter
versteht man dabei zum Beispiel einen Ubergang von dem Massenterm m hin zu einer
renormierten Masse mr = m + Am, die mit der Urspriinglichen Massendefinition iiber
den Term Am zusammen héngt. Die Bestimmung der einzelnen Verschiebungen und der
Grad der Divergenz, dessen Kenntnis fiir eine Betrachtung der Renormierung wichtig ist,
erfolgt durch Einfiihrung eines Cutoffs A innerhalb des Integrals.

1
1 k2 et e
1—op)2e FTH0-t) — — _ 2 py * p2_ O~ 73 ot 2.16
/( )e 37300 120 7560 O (2.16)
0

Die Schwierigkeit des Algorithmus besteht nun darin die benétigten Counterterme zu-
verlassig numerisch zu bestimmen um eine Renormierung des Integrals durchfiihren zu
kénnen. In der Simulation wird hierzu ein Ensemble von Messpunkten in einem Be-
reich [Tavin, Tvax] erzeugt und anschliefend mit Hilfe des Nonlinear-Least-Squares-
Verfahren durch ein Polynom approximiert. Dieses Verfahren wurde gewéhlt, da es die
Moglichkeit bietet bestimmte Parameter festzusetzen und direkt an die Routine zu iiber-
geben. Im allgemeinen ist zur numerischen Analyse von Polynomen die Least-Squares-
Methode ausreichend, jedoch bieten die verwendeten numerischen Algorithmen nicht die
Moglichkeit zusétzliche Informationen iiber die Entwicklung in das Verfahren zu geben.
Innerhalb der Simulation ist die Anzahl der Punkte und die Schrittweite zur Berechnung
der 2-Punkt Funktion IT** mit 80 und 0.1 festgelegt, wobei die Routine die einzelnen
Punkte mit einem Polynom 5. Grades der Art f(z) = ax?+bx3 +ca* + dx® approximiert.
Fiir diese Approximation wurde die Kenntnis der I}, - Entwicklung vorausgesetzt und
der Algorithmus am Wert k*/420 kalibriert. Das heikt, innerhalb des Verfahrens, wird
das Resultat fiir die numerischen Werte der Koeffizienten und damit der Counterter-
me genommen, bei dem die Abweichung beim 7% - Term zwischen numerischem und
analytischem Ergebnis minimal wird. Aufserdem besteht die Moglichkeit, bei besonders
starker Streuung der numerischen Werte, die ersten beiden Parameter (a,b) mit ihren
analytischen Werten in die Routine zu geben.

v 2 e ! —K2Tt(1— o 1 KT v1.2 v
ST [k, T, m] = T UO dt e F Tt (1 _94)2 st 30 {g"K* — K"K}
(2.17)

In Tabelle 2.4 sind die Ergebnisse dieser Routine fiir den Impulsvektor k& = (1,1,1,1)7
und der 11-Richtung des Polarisationstensors II* beispielhaft fiir verschiedene statisti-
sche Ensemble angegeben. In den ersten beiden Féllen wurde dabei, aufgrund der starken
Streuung der einzelnen Messpunkte, der Wert fiir den Koeffizient a des Polynoms als be-
kannt vorausgesetzt. Das bedeutet in den Fallen, in denen der Fehler der einzelnen Koef-
fizienten null betréagt, werden die analytischen Werte der Entwicklung {ibernommen und
somit nicht numerisch berechnet. Um das numerische Ergebnis fiir TI#” oder spéter IT#
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statistisches Ensemble Parameter

Loops PpL a b c d
Theoretische Werte 1.0 -0.4 0.114286 -0.0253968

1000 1000 1.0 £ 0.0 -0.421067 + 0.0296627 0.11374 £ 0.0281823 -0.0139431 £ 0.00651883
5000 1000 1.0 £ 0.0 -0.423186 4+ 0.0133041 0.115366 + 0.0126179 -0.014227 4+ 0.00291464

20000 1000 1.00863 & 0.0317975 -0.40538 £ 0.303012 0.114159 + 0.819809 -0.0199654 £ 0.658022

Tabelle 2.4.: Ergebnisse der Polynomapproximation fiir & = (1,1,1,1)” und einen Initia-
lisierungswert von 10

angeben zu kénnen, wurden zwei Bereiche, die durch eine dynamisch festgelegte Grenze
Tpg getrennt sind, betrachtet. Die Lage der Grenze ist dabei vom Fehler der einzelnen
Messpunkte abhéngig, der in analoger Weise, wie der Fehler des Integrationskerns, mit
Hilfe der Fehlerrechnung bestimmt wird. In Abbildung 2.3 ist die Dichte der 2-Punkt
Funktion fiir zwei verschiedene statistische Ensembles aufgetragen. Es ist zu erkennen,
dass bei einen Ensemble von 5000 Loops und 1000 PpL, der Algorithmus in einem be-
stimmten Bereich ITi sy = um das Extrema dieser Funktion ungenaue Werte liefert, die
jedoch durch eine Erhéhung der Loopanzahl verbessert werden konnen.

2

STIHY = — 62 emT pv d,uz/5

T <Tpc — Ol CTSERE [T + d"' T
v 62 emeT V2 v3
T Z TDG — 5HM = —WT [I;L(Uern - (I'u T — bM T ]

Die Ursache einer solchen Abweichung ist vor allem auf die Ergebnisse der Koeffizienten
des Polynoms zuriickzufiihren, was bedeutet, dass der verwendetet Approximationsalgo-
rithmus aufgrund einer zu starken Streuung der Messpunkte versagt. Somit liefern die
Resultate der einzelnen Koeffizienten des Polynoms eine gute Indikation iiber die Ge-
nauigkeit der Messwerte. Auch in diesem Fall ist eine Betrachtung des Grenzverhaltens
einzelner Grofsen notwendig. Ein wichtiger Parameter fiir diese Untersuchung stellt dabei
der Massenparameter m dar. Im Fall sehr kleiner Massen beginnt das Integral iiber T'
zu divergieren, was eine numerische Auswertung der 2-Punkt Funktion fiir diese Féille
unmoglich werden lasst.

2

1 2 1 kKT
lim ST [k, T, m] = — / dt e FT=0(1 —21)2 — = 4 = | {ghk? — k")
m—

1
(4m)2 T { 0 37 30
lim OIIM[k, T,m] =0

m—0o0

In Abbildung 2.4 wurde mit Hilfe eines statistischen Ensembles von 20000 Loops und
1000 PpL die Dichte der 2-Punkt Funktion berechnet. Es ist zu erkennen, dass mit
zunehmendem Masserterm m, die Flidche unter der Kurve kleiner wird und somit die
Integration iiber T" gegen 0 fiir m — oo konvergieren muss. In Abbildung 2.5 ist genau
das erwartete Verhalten der Dichte der 2-Punkt Funktion dargestellt. Dabei ist es not-
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wendig die Simulation bei einen Startwert des Massenparameters m von 0.3 beginnen zu
lassen, da fiir kleinere Parameter, aufgrund der Divergenz des Integrals, die numerischen
Routinen versagen. Die Integrationen sind mit Hilfe der GSL - Routinen realisiert, die
das Integral auf der Basis eines Gauftschen Konvergenzverfahrens mit einem relativen
Fehler von 10~* berechnen. Dieser Fehler ist jedoch nicht zu verwechseln mit dem nu-
merischen Fehler der einzelnen Messwerte der Integration. Dieser wird mit Hilfe eines
numerischen Verfahrens berechnet, das auf den Jackknife-Algorithmus zuriickgeht. Je-
doch kann aufgrund der Rechenzeit das statistische Ensemble von Weltlinien nur in eine
Gruppe von Subensembles zerlegt werden, was den Nachteil hat, dass der tatséchliche
numerische Fehler verborgen bleibt. Die einzelnen numerischen Fehler sind demzufolge
noch mit einem unbekannten Fehler behaftet, was bei der Interpretation der Ergebnisse
berticksichtigt werden muss. Der systematische Fehler resultiert aus der Tatsache, dass
im Rahmen des Algorithmus ein endliches statistisches Ensemble verwendet wird in dem
die einzelnen Loops durch eine endliche Anzahl von Stiitzstellen charakterisiert sind. Ein
Bestimmung des systematischen Fehlers kann nur durch einen Ubergang zum Kontinuum
erreicht werden, das heiftt die Anzahl der Stiitzsellen pro Loop muss im Unendlichkeits-
limes betrachtet werden. Die Ergebnisse der numerischen Simulation lassen den Schluss
zu, dass eine numerische Berechnung der 2-Punkt Funktion IT*” auf Basis der Weltli-
niennumerik im Fall des Vakuums moglich ist. Der nédchste Schritt war es die Numerik
auf die Beriicksichtigung von elektromagnetischen Feldern auszuweiten. Einen Bezug der
Ergebnisse auf physikalische Phénomene ist an dieser Stelle jedoch, wie in der Einlei-
tung erwahnt, noch nicht méglich, da der Photonenvektor k hierzu als minkowskiwertige
Grofse auf dem Lichtkegel in die Simulation gegeben werden muss. Jedoch ermoglicht die
Betrachtung bestimmte numerische Grenzen fiir die Eingabeparameter zu untersuchen
und zu verstehen. Als Beispiel ist der Massenterm m zu nennen, der eine untere Grenzen
innerhalb der Simulation besitzt. Aber auch der Vektor k, kann nur in bestimmten Be-
reichen betrachtet werden, da es sonst fiir die numerische Integrationsroutine nicht mehr
moglich ist ein konvergentes Verhalten der Funktion zu erkennen.

2.3. Stabilitat des Algorithmus

Um eine endgiiltige Aussage iiber die Zuverldssigkeit der numerische Ergebnisse treffen
zu konnen, ist es zum einen notwendig den Algorithmus anhand von Beispielen zu te-
sten, fiir die ein jeweiliges analytisches Vergleichsergebnis vorliegt, und zum anderen die
Wirkung einzelner Simulationsparameter auf genau diese Ergebnisse zu untersuchen. Im
Rahmen des verwendeten Algorithmus sind dabei nicht die einzelnen physikalischen Si-
mulationsparameter von zentraler Bedeutung, da diese das numerische Ergebnis in Bezug
auf das analytische weitestgehend unbeeinflusst lassen, sondern das gewahlte statistische
Ensemble. Dieses Ensemble wird durch drei Grofen charakterisiert, namlich die Anzahl
der Loops und die Zahl der Stiitzstellen pro Loop (PpL) sowie der Initialisierungswert
des Zufallsgenerator (Seed-Wert), der die Reproduzierbarkeit bei konstanten weiteren
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Parameter sicherstellt. Im Rahmen der Stabilitdtsuntersuchung, deren Ergebnisse in Ab-
bildung 2.6 zusammengefasst sind, wurden bei festgehaltener Anzahl von Stiitzstellen,
die beiden anderen Parameter variiert. Mit Hilfe dieser Ergebnisse ist es moglich das
optimale statistische Ensemble bei vertretbarem Aufwand hinsichtlich der Rechenzeit zu
bestimmen.

35



2. Das Vakuum

k = (0,0,0,k,) statistical Ensemble: 5000 Loops with 1000 PpL and Seed = 10
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(a) Statistisches Ensemble von 5000 Loops mit jeweils 1000 Stiitzstellen.
k = {0,0,0,k,) statistical Ensemble: 20000 Loops with 1000 PpL and Seed = 10
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(b) Statistisches Ensemble von 20000 Loops mit jeweils 1000 Stiitzstellen.

Abbildung 2.2.: Spur des Integrationskernes fiir verschiedene statistische Ensembles mit
einem Initialisierungswert (Seed) von 10.
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Abbildung 2.3.: 6T''! mit k = (1,1, 1,1)7 fiir verschiedene statistische Ensemble mit einen
Initialisierungswert (Seed) von 10. Man erkennt, dass mit Vergroferung
der Loopanzahl eine bessere Approximation an die analytischen Ergeb-
nisse ermoglicht wird.
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Abbildung 2.4.: 6II* mit & = (1,1,1,1)T fiir verschiedene Massenparameter m und ei-
nem Initialisierungswert (Seed) von 10.
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Abbildung 2.5.: 2-Punkt Funktion II* fur k = (1,1, 1, 1)T mit einen Initialisierungswert

(Seed) von 10.
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Abbildung 2.6.:

Number of Loops X 104

Stabilititstest fiir IT'!/e? mit einen Massenterm von m = 1.0 fiir 1000
Stiitzstellen pro Weltlinie. Die einzelnen Diagramme zeigen dabei die
Streuung der numerischen Ergebnisse in Abhéngigkeit vom gewéhlten
statistischen Ensemble und erméglichen somit eine optimale Wahl der
Loopanzahl bei minimaler Abweichung vom analytisch zu erwartenden
Ergebnis. 39



3. Die 2-Punkt Funktion T1*" fur ein konstantes
Magnetfeld B

In der Einleitung ist das Phédnomen der Erzeugung eines Elektron-Positron Paares in
starken Magnetischen Feldern erwéhnt, das von Toll und Robl ([6]) erstmals untersucht
wurde. Die Rechnungen in diesen Arbeiten bezogen sich jedoch nur auf hochenergetische
Photonen in schwachen elektromagnetischen Feldern. Wobei die Wahrscheinlichkeit dieses
Effektes nach der bis dahin im Rahmen der Quantenmechanik iiblichen Methode! berech-
net wurde. Im Jahr 1974 ist, ausgehend von diesen Publikationen, von Tsai und Erber
in ([25]) ein neues Verfahren auf Basis der proper-time-Methode von Schwinger ent-
wickelt worden. Die daraus resultierende Methode erméglichte eine wesentlich einfachere
Bestimmung der Wahrscheinlichkeiten und fithrte erstmals zu einem Polarisationstensor,
mit dem die Effekte der Vakuumpolarisation beschrieben werden konnten. In [26] wurden
diese Rechnungen auch auf niederenergetische Photonen in beliebigen Feldern erweitert.
Im vorherigen Kapitel 2 ist dieser Polarisationstensor II*” in Abwesenheit von elektroma-
gnetischen Feldern fiir das Vakuum behandelt worden. Dieses Problem ist dazu geeignet,
die Funktionalitdt von Algorithmen und bestimmten numerischen Verfahren zu testen,
die damit verbunden physikalischen Probleme sollen jedoch im Rahmen dieser Arbeit
nicht betrachtet werden. In der physikalischen Realitét ist ein Fall, bei dem elektroma-
gnetische Felder keine Rolle spielen sehr unwahrscheinlich, da diese Felder nahezu iiberall
anzutreffen sind. Deshalb stellt sich die Frage, welchen Einfluss bestimmte Felder und
oder Feldkonfigurationen auf die Vakuumpolarisation haben und vor allem, welche phy-
sikalischen Effekte mit Hilfe von Experimenten beobachtbar sind.

3.1. Theoretische Grundlagen

Zur Einfiihrung von elektromagnetischen Feldern wird die Vakuumgleichung fiir I'" durch
ein zusétzliches Eichpotential a* mit A* — A*+a* erweitert. Dieses Potential tragt dabei
die Informationen iiber das vorhandene elektromagnetische Feld, das im 4-dimensionalen
durch den Feldstarketensor F}’E‘V2 charakterisiert ist. Innerhalb einer abelschen Theorie,
wie sie in diesem Fall angewendet wird, ist der Tensor durch F* = 9*a¥ — 0¥a* defi-
niert und somit vollstdndig antisymmetrisch, da fiir den Kommutator [a*,a”] = 0 gilt.

'Berechnung der Wahrscheinlichkeitsamplituden 1 mit Hilfe der exakten Wellenfunktion — Wahr-
scheinlichkeit: ~ ™.

2FL" euklidischer Feldstirketensor — im Weiteren wird aus Griinden der Ubersichtlichkeit der Index
E vernachléssigt.
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3. Konstantes Magnetfeld B

Ausgehend von den obigen Uberlegungen ergibt sich fiir I'' damit Gleichung (3.1).

=

OOdT e—m ie T a, )Tt ,l T T 32
T @) / D e7iels dr (ten)itemifod (3.1)
0 x(0)

Diese Vorgehensweise bei der Erweiterung um ein konstantes Feld wurde von Christian
Schubert in [22] im Jahr 2000 erstmals verdffentlicht und analytisch gelost. Zur Be-
rechnung der 2-Punkt Funktion II*" ist eine Entwicklung von Gleichung (3.1) in einer
Taylorreihe analog zum Vakuumfall notwendig. Hierbei ist zu beachten, dass das elektro-
magnetische Feld tiber a* exakt in die Losung der 2-Punkt Funktion eingeht und somit
die resultierende Gleichung eine grofte Ahnlichkeit zur Funktion auf dem Vakuum auf-
weisen wird. Somit folgt fiir II*¥, bei gleichbleibender Vorgehensweise wie in Kapitel 2,
Gleichung (3.2).

ar e—m™'T
Hl“’[k] = (—16)2/ 471—T D73 / Dz // drdTy

0 z(0)=z(T)

{:'E[L eik:w.,l 1, 6—1’6172 } e—ze fo dr auw“e—z fo dr i?

_ (—16)2 dTﬂ dr dr xu kT x e —ikx o, } e —ie Jo dr a,zt (3 2)
a T (47T)D/2 17 { .
0

Wiederum wurde auch hier auf eine explizite Angabe der Normierung verzichtet, die aber
bei den einzelnen Berechnungen und vor allem im Rahmen der Simulation beriicksich-
tigt ist. Fiir ein konstantes magnetisches Feld B mit B = B(cos ¢ sin 6, sin ¢ sin 6, cos 6)
lasst sich das Eichpotential a* auch schreiben als a* = %F " x,, oder in vollstdndiger
Matrixschreibweise als:

0 Bg —B2 0 X1
1 1 —B3 0 31 0 T2
B Z g =
Frov=518 —B 0 of|x
0 0 0 0 T4

Fiir die Anzahl der Dimensionen D ist dabei der Wert vier verwendet worden. Ausgehend
von Gleichung (3.2) und dem Ausdruck fiir a* fiir konstante Felder ist es moglich eine
analytische Losung fiir das Problem zu finden. Hierzu wird die gleiche mathematische
Erweiterung wie im Vakuumfall verwendet, was bedeutet, dass anstelle von * der Aus-
druck zt'e, — 65“|lm(6), zu betrachten ist. In den nachfolgenden Gleichungen wurde diese
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3. Konstantes Magnetfeld B

Erweiterung in die Funktion IT#”[k] explizit eingesetzt.

cM
. . - . T, .
H,u,y[k,] ~ / Dz {i,glezka;n i:%e—zkxm } e—zefo dr auxﬂe—%fo dr &2
z(0)=z(T)
CcM

. . . o o T cu 1 T )
s D {eacflsl-‘rzkxfl etra€a zkxTQ}e zefo dr au® e 4f0 dr & |lin(€1762)

2 2
2 eyt 3 ko T T
. J . 1T 1, prg o 1 72
=1 -1 ie dr x, FH*’zg dr ©
- / Dx e ! e 2 Jo . ve 4 Jo ’lin(61,62)

Uber die Methode der quadratischen Erginzung kann das Pfadintegral nun explizit fiir
FH* = const. gelost werden. Im Gegensatz zu den Greenschen Funktionen des Vakuums
G p lauten diese unter Beriicksichtigung eines Feldes

Gpy, = 2(11|(0% — 2ieF ;) )

und miissen vorerst separat gelost werden, was in C.3 vorgefiihrt ist. Die resultierende
Gleichung fiir IT*” besitzt nach Ausfiihrung der quadratischen Ergénzung demzufolge die
erwartete identische Form wie in (2.8), jedoch mit Gp,, — Gp,,. Bei der Bestimmung der
2-Punkt Funktion muss aufierdem der Tensorcharakter von Gp,, beachten werden, der
auf den Feldstirketensor in der Bestimmungsgleichung von Gp,, zuriickzufiihren ist.

152
e2 20 =1 kigBijkj = 6—%1@[29512—9511—9522]16

1 —2 ' _ s ; ,
e2 20 =1€9B;;€ _ e3l€19B c1te2Gpy,e2+261Gp, €]

L2 . . . . .
U 2 ii=1 €98,k 6119811 —9B o Jk+e2(9B,, —UBy, |k

Vor allem fiir den néchsten Rechenschritt ist dies von zentraler Bedeutung. Denn darin
miissen analog zum Vakuumfall die einzelnen Exponentialfunktionen in Ordnungen von
€1 und ey entwickelt werden, wobei nur Terme eine Rolle spielen, in denen sowohl €; als
auch ez vorkommen. Die einzelnen Rechenschritte sind im nachfolgenden dargestellt:

€ lin(er,en) = ¢~ 2H2081,=0m1, =Gy )k [61@31262 — €109y, — GBlke|Gn,, — Q.BQQ]k‘}
= eik[gBmian}k |:61g.31262kgB12k — €1 [g'Bn - gBlz]k62 [9321 - 9322]]{:}
= e_k[gBm_gBH]kelnu [g.gligk‘lg'Blzk - [gB11 - gBm]Mk‘i[g‘le - g‘Bm]Vk} €2,v

— eik[gBl?igBU]k {g.]l;Zng.Buk - [GB11 - g.Bm]/w[g.le - g.BQz]VTko—kT}
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3. Konstantes Magnetfeld B

Auf diese Weise ergibt sich ein Ausdruck fiir den Polarisationstensor unter Beriicksichti-
gung eines konstanten elektromagnetischen Feldes. Im Gegensatz zum Vakuumfall jedoch
héngt dieser Tensor, wie in Gleichung (3.3) zu erkennen ist, zusétzlich von einer Symme-
trie in der Eigenzeit 7 ab.

e K Co1 [g‘“’k2 — K"k GzBm = Hinzunahme eines konstanten Feldes

= eik[gBm?gBll]k [ggZng'Bmk - [gBll - g'Blz]#U [g'Bm - 6322}”—]{0}{7’} (33)

Fiir die analytische Losung der 2-Punkt Funktion folgt letztendlich Gleichung (3.4). Die
Normierung dieser Funktion fordert einen zusétzlichen Faktor det [%] -t/ 2, der eben-
falls eine explizite Abhéngigkeit vom betrachteten elektromagnetischen Feld besitzt, und
deren Ableitung im Fall eines reinen Magnetfeldes in 1.5 vorgefiihrt wurde. Dieses elek-
tromagnetische Feld in F' kann dabei sowohl aus einen Magnet-, elektrischen Feld oder

auch aus beiden Feldern bestehen.

[ = (—ie)? OOCLT et det | ST e drid
= (5 | Garypre | Terr e
0 0

e k981, =Im, Ik [QETQkGB12k - [gBll - 9312]#0[9321 - 9322]1/7]{:0]{:7} (3.4)

Die Gleichung (3.4) liefert aber lediglich fiir skalare Felder ohne Berticksichtigung von
Spinorfeldern die richtigen Ergebnisse. Zur Untersuchung der Wirkung von Spinoren ist
die analoge Rechnung mit der Lagrangedichte der QED durchzufiihren, wie sie unter
anderem in [27] zu finden ist.

3.1.1. Analytische L6sung fiir [I*” mit konstantem Magnetfeld beliebiger
Orientierung

An Stelle von allgemeinen elektromagnetischen Feldern sollen im Rahmen dieser Arbeit,
vorerst nur reine Magnetfelder beriicksichtigt werden. Die Gestalt des euklidschen Feld-
starketensors wurde schon in 1.2.1 besprochen und findet nun eine explizite Anwendung.
Einen Ansatz zur analytischen Losung des Problems des Polarisationstensors und somit
des Intergrationskerns der 2-Punkt Funkton I} unter Beriicksichtigung konstanter
Magnetfelder liefert eine Zerlegung der Greenschen Funktion Gp,, in gerade- und un-
gerade Anteile in der Eigenzeit 7. Dieser Rechenschritt ist schon in [22] von Christian
Schubert gezeigt worden. Zur Vereinfachung der einzelnen Gleichungen erfolgt an die-
ser Stelle eine Substitution Z = eF'T, womit sich fiir die Greensche Funktion Gp,, die
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3. Konstantes Magnetfeld B

folgenden Ausdriicke ergeben:

T 7 ey . .
G52 = 57 {nZ HoEs -1+ ZZGB”}

T Z L .
= g312 - gB11 — ﬁ {SinZ [6—120312 — COS 6FT:| + iZGBlg} (35)

Die detaillierte Rechnung, die zur Darstellung der Greenschen Funktion fiir konstante
Felder fiihrt, ist im Anhang C.3 aufgefiihrt. Um den Polarisationstensor genauer aus-
zuwerten, erfolgt an dieser Stelle die angesprochene Zerlegung in Funktionen S und A,
die im einzelnen die geforderten Symmetrieeigenschaften besitzen. Die jeweiligen Sym-
metrien dieser Funktionen werden im Anhang C.3 ausfiihrlich untersucht und in den
folgenden Rechnungen ausgenutzt. Innerhalb der Exponentialfunktion des Integrations-
kerns und somit des Polarisationstensors miissen aus Symmetriegriinden alle ungeraden
Anteile verschwinden, da die Integration iiber das Produkt aus gerader und ungerader
Funktion sich zu 0 ergibt. Wobei die Symmetrien bei Vertauschung der Eigenzeit 71 <> 7
und der Lorentzindizes p <> v betrachtet werden.

(G50 kGp1sk — [Gp1, — Gl G — ) ok |
(1) — (S, + Ay Vk(Sp,, + Ap,,)k

= S kSp,k+ S kAp,k+ AL kSp,k+ A kAp,k =Sk kSp,,k
(2) =[Sy, + Ay, — SBry — ABLH[SByy + AByy — SByy — Ay koks

= -8 St + (A, — A, [Ap,, — Ay, koks

=S S5, — [A, — A, )" [AByy — Apy) Tkoks

Fiir die 2-Punkt Funktion folgt Gleichung (3.6), in der der Polarisationstensor mit Hilfe
der Funktionen A und S beschrieben werden kann.

y . AT e~™°T sineF'T —1/2
I+ = (—ze) / T (ar T)D/2 det |: :| // dridro
0

e Mo Sonlk [y Sgr — S S, + LAy, — Ap, 1 1Ay, — Ap]”| koke  (36)

Fiir ein konstantes Magnetfeld, das die Form aus Abschnitt 3.1 unter der Annahme von
Kugelkoordinaten besitzt, ist es moglich den Feldstarketensor F*¥ durch BA*Y auszu-
driicken. Die Matrix A*” erfiillt dabei den Tensorcharakter von F* und enthélt die
Information tiber die Lage des Feldes und ist demzufolge durch die Lagewinkel ¢ und 6
bestimmt. Eine weitere wichtige Beziehung zur Berechnung des Polarisationstensors folgt
aus dem Zusammenhang zwischen F* und ﬁ‘“’, die bei Summation zu AW + AW = —1
fithren. Unter Ausnutzung dieser Beziehungen und ausgehend von Gleichung (3.6) ergibt
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3. Konstantes Magnetfeld B

sich fiir den Tensoranteil dieser Gleichung der Ausdruck:

[SgTZS%; - ngzsé; + [ABI2 - ABH]MU [AB12 - ABQQ]VT] kokr

sinh 2

_ . 2
_ { sinh ZGBIQ } (Az’“’kAzk _ AZMkAQVk) + G%IQ (KQ;LZ/kKQk _ KQ,ukKZ/k)

) h 2G ~ ~ ~ -
+ G, 2 G, (A2 A2k — A2 APk + A2 kA2k — A2EA%VE)
sinh 2

. 2

B {costh%g12 — cosh z } APEAY
sinh z

) . 2 . 2 . :
_ % B cosh ZG§12 — cosh 2z . . % (A2“”kA2k _ A2“k:A2”k)
sinh 2 sinh 2 sinh 2

sinh 2Gp,,
sinh z

sinh zG'p,,

+ {GQBM — Gy, } (A2 A%k — A EA?E) 4+ Gy, (g™ k% — kPEY)

sinh z
A2 ENZE — A2EAZ k4 APV EA2E — AP EAE

_ _AQquAQk . gwjk‘(A2 + KQ)k o K2;ka2k + ku(A2l/ + K2y)k + KQ,LLkK2l/k; + AQ,LLkAQVk
— "R — kR — {AMVRAE — AZEA 4 R A%k — R2RR2k )

Die resultierende Gleichung fiir die 2-Punkt Funktion ist damit nur noch abhéngig von

den Tensoren [*”, die im Einzelnen eine vergleichbare Struktur zum Vakuumpolarisati-
onstensor aufweisen.

o IV = AZWEA2E — A2HEAE
o IV = A2 EA2E — A2HEA2V
o I = ghvE2 — kHEY

Mit Hilfe der analogen Substitutionen in der Eigenzeit, wie im Vakuumfall und 1-2t — v,
folgt fiir die 2-Punkt Funktion Gleichung 3.7. Der Parameter z wird dabei durch eBT
definiert und ist wie der Parameter v dimensionslos, das heift [z] = [v] = 1. Die Di-
mension der 2-Punkt Funktion ist damit ausschlieflich durch die Tensoren I*¥ festgelegt
und fiir D = 4 — L~2 analog zur 2-Punkt Funktion im Vakuum. Verstindlich wird die-
se Gleichheit der Dimension dadurch, dass das magnetische Feld exakt in die einzelnen
Gleichungen einfliefst, die sich nur durch einen dimensionslosen Exponentialfaktor von
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3. Konstantes Magnetfeld B

denen des Vakuums unterscheiden.

" = (—ie)?

zsinh z
(4m)P/2TP/2=2 sinh 2

T
sinh zv cosh zv — cosh z sinh zv sinh zv sinh zv
— I z_ e v
({[sinhz} [ sinh z } Y sinh 2 } A +{U Y sinh 2 } A +Usinhz 0 )

(3.7)

1
2
—m T ~
dT e z / T{(‘Oihzﬂ—coihz}kA2k7%(U27l)kA2k
2
-1

Jedoch kommt es auch in Gleichung (3.7) bei kleinen Werten fiir den Parameter T'
(" — 0) zu einem divergenten Verhalten der Funktion, was wiederum eine Renormie-
rung des Integrals und der damit verbundenen Einfiihrung von Countertermen notwendig
macht. Durch Taylorentwicklung des Integrationskernes um 7' = 0 lassen sich die jeweilig
benotigten Terme bestimmen. Im Folgenden ist das resultierende Polynom 5. Grades der
Entwicklung dargestellt:

v 1 V2 k vd
I, = ST = T
1 4 22 4
+ oo [T — BXA96IYY — 2818 + 9814")| T
1 6 2 2 2
- %[k Iy" + B kA’ k(2401 — 2418 + T815")

+¢” B kA’k(24014" — 2415 4 661" T°
_ CL‘uVT2 +b,uzzT3 + CuvT4 —|—d'ij5

Die ersten beiden Ordnungen (a”,b*”) dieser Entwicklung entsprechen exakt denen des
Vakuumfalls, was bedeutet, dass fiir kleine Parameter T" die Dichte der 2-Punkt Funktion
fiir konstante Felder mit der Funktion im Vakuum tibereinstimmen muss und die Wirkung
des Feldes erst fiir grofe Parameter T' zu bemerken ist. Diese Tatsache ist eine wichtige
Erkenntnis, da im Fall von rdumlich inhomogenen Feldern die Wirkung der Inhomogenitét
erst ab der Ordnung T auftreten sollte und man fiir die numerische Berechnung in diesem
Fall die Kenntnis der kleineren Ordnungen voraussetzen kann. Vor allem die wichtige T%-
Ordnung, an der die Kalibrierung der Routine vorgenommen wird, sollte somit identisch
zu der im konstantem Magnetfeld sein.

3.1.2. Numerische Berechnung von II*” mit konstantem Magnetfeld B

Bei der numerischen Berechnung von IT*¥ fiir konstante Felder kann ausgenutzt wer-
den, dass die 2-Punkt Funktion bis auf einen exponentiellen Faktor mit dem Vakuum
iibereinstimmt. Der Algorithmus vor allem bei der Erfiilllung der Ward-Indentitdt kann
vollstédndig vom Vakuum iibernommen und muss lediglich um den zuséatzlichen exponen-
tiellen Anteil ergénzt werden. Die Ausgangsgleichung bildet somit Gleichung (2.13) die
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im Folgenden fiir die Behandlung konstanter Felder angepasst wird:

’ OOdT em’T
(47T) (47 T)D/2
< / / drydry [R2a — kP ki, )] e [kK2a0 — B [ki,,)] e hore emibe o dr IFI>
0

(3.8)

Fiir den Algorithmus des konstanten Magnetfeldes muss zunéchst zur Berechnung des
Integrationskernes und des zusétzlichen exponentiellen Faktors eine Methode zur Be-
handlung von Tensorgleichungen entwickelt werden, die eine numerische Bestimmung des
Produktes z,F* &, ermdglicht. Im Weiteren ist eine zusétzliche Anpassung der Coun-
terterme in den Ordnungen 7% und 7° nétig, da bei diesen ein Einfluss des magnetischen
Feldes besteht. Vor allem der 7* - Term sollte dabei beriicksichtigt werden, da mit dessen
Hilfe die Stabilisierung der numerischen Nonlinear-Least-Square Methode durchgefiihrt
wird. Fiir den Integrationskern I ;‘(Vem mit einem konstanten Feld B ergibt sich damit im
Rahmen der Weltliniennumerik Gleichung (3.9).

N ; N
" —2eBT 33 yu kA" (Yo, k=Y, k—1)
=T < > I um € > (3.9)
m,n=1
Bk, = [ = K U] {8 Tom = e/ Tomen | [y — o [y ]] {0/ T — oMo |

3.2. Ergebnisse der numerischen Simulation fiir konstante
Magnetfelder B

Im ersten Teil der numerischen Simulation wurde die Dichte der 2-Punkt Funktion un-
tersucht, da diese am schnellsten Aufschluss dariiber geben kann, wie sich der nume-
rische Algorithmus verhalten wird, und ob eine Berechnung mit den verwendeten Me-
thoden sinnvoll ist. Hierzu ist der Polarisationstensor fiir den euklidschen Impulsvektor
k = (0,1,0,1)T und verschiedene Feldstirken eB berechnet und mit den analytischen
Werten verglichen worden. In Abbildung 3.1 ist das Verhalten der 22-Komponente exem-
plarisch dargestellt, wobei der Massenterm mit m = 1.0 gewéahlt wurde. Es ist anhand der
Dichte zu erkennen, dass mit zunehmender Feldstiarke eB die 2-Punkt Funktion anwéachst
und fiir einen bestimmten Wert dieses Parameters einen Nulldurchgang besitzt. In Abbil-
dung 3.1 ist die Dichte des Polarisationstensors fiir verschiedene Feldstérken dargestellt.
Eine anschliefende Integration iiber T liefert ein Ergebnis fiir die 2-Punkt Funktion,
das in der nachfolgenden Tabelle 3.1 zu finden ist. In der Né&he des null-Durchgangs
der Funktion kommt es aufgrund der Tatsache, dass bei der Integration die Differenz
zweier Flachen betrachtet wird, zu einer Vergrofserung des Fehlers der numerischen Er-
gebnisse. Die Lage dieses Durchgangs hingt dabei von der Wahl des Vektors k ab. Fiir
k = (0,0.1,0,0.1)” liegt der kritische Bereich der numerische Analyse bei Feldstirken
zwischen eB = 0 und eB = 0.1 und damit bei kleineren Werten eB als bei dem zuerst ge-
wahlten Vektor, was bei der Wahl der jeweiligen Parameter beriicksichtigt werden muss,
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Abbildung 3.1.: Die Dichte der 22-Komponente 51122 /¢? fiir verschiedene Feldstirken eB.
Man erkennt, dass mit zunehmender Feldstérke die Flache unter der
Kurve einen Null-Durchgang besitzt, was einen kritischen Bereich fiir
die Integration darstellt.

um zu grofse numerische Fehler zu vermeiden. Anzumerken ist an dieser noch, dass mit
der Wahl des Masseterms m = 1.0, die kritische Feldstéirke den Wert eB,, = m? = 1.0
annimmt. Die Zuverléssigkeit der einzelnen Ergebnisse wird demzufolge von mehreren
Faktoren bestimmt und kann nicht pauschal auf die Grofse des verwendeten statistischen
Ensembles bezogen werden. Vielmehr ist eine Bewertung der Resultate iiber die Kennt-
nis der Taylorentwicklung des Integrationskernes moglich, das heifst, je weiter diese vom
analytisch zu erwartenden Wert abweichen, desto schlechter ist das numerische Resul-
tat. Desweiteren kann es fiir grofse Werte T zu Schwankungen des statistischen Fehlers
kommen, da in diesem Bereich der zusétzliche exponentielle Faktor des Feldes die Va-
kuumlésung zu kleineren Werten verschiebt, die Streuung der Ergebnisse und damit der
Fehler jedoch gleich bleibt.

Ein weiterer interessanter Einflussfaktor ist die Wirkung der Feldausrichtung auf die 2-
Punkt Funktion. Dazu wird als erstes der vollstindige Tensor IT*” /e? fiir einen bestimm-

48

analytical result

-

]



3. Konstantes Magnetfeld B

(B e | e bnum |
0 [-4972107° [ -5.241-107° + 2.38-107° (~ 4.0 %)
0.1 | -4.642:107° | -4.865-107° £ 2.21-107% (~ 4.5 %)
0.2 | -3.676:107° | -3.725-107° £ 1.76-107% (~ 4.7 %)
0.3 | -2.130-107° | -2.056-107° £ 1.15-107% (~ 5.6 %)
0.4 | -8.126:1077 | -2.766-10~" 4 5.48-10~" (~ 198.1 %)
0.5 | 2.390-107° | 2.523-107° 4 1.21-107% (~ 4.8 %)
1.0 | 1.874-107% | 1.845-107* £ 5.48-1076 (~ 3.0 %)

Tabelle 3.1.: 22-Komponente des Polarisationstensors fiir verschiedene Feldstérken.

ten Massenterm m = 1.0 und dem Vektor k& = (0,0.1,0,0.1)7 bei einem statistischen
Ensemble von 40000 Loops mit jeweils 1000 Stiitzstellen berechnet. Fiir die Feldausrich-
tung (¢,0) = (O 7r) ergibt sich somit fiir den Polarisationstensor :

)
5.59-10~6 0 0 0
0 3.15-106 0 —3.15-10°6 ) : .
0 0 1.09-10-5 0 = numerische Simulation =
0 —3.15-10° 0 3.15-10°9
5.33-1076+£2.48-1077 0 0 0
0 3.08-1076+1.34-1077 0 —3.08-10%+1.34-10"7
0 0 1.08-1075+3.94-107 0
0 —-3.08-10%+1.34-1077 0 3.08-107%+1.34-1077

Dabei wurde der numerische Algorithmus nur fiir Komponenten angewendet, bei denen
das analytische Ergebnis ungleich null ist. Fiir die Feldausrichtungen (¢,6) = (0,0) und
(9,0) = (%, %) ergeben sich, bei gleichbleibenden Parametern:

1.09 -10~° 0 0 0
. 76 —_— . 76
(¢,0) = (0,0) : 8 3.15 010 559 910,6 3'150 10 = numerische Simulation =
0 —3.15-10-6 0 3.15-106
1.07-107° +4.03-107 0 0 0
0 3.05-107%+1.39-1077 0 —-3.05-107%+1.39.-10""
0 0 5.59-107°+2.45-10"7 0
0 —3.05-107%+1.39-107 0 3.05-107+1.39-10~7
6.30-106 0 0 0
.10~ _ .10~
(¢,0) = (g7 g) : 8 244 010 6.30 91076 2'440 10 = numerische Simulation =
0 —2.44-10-¢ 0 2.44-106
6.30-107%4+£292.1077 0 0 0
0 242-107+1.12-1077 0 —2.42-107%+1.12-1077
0 0 6.13-107%+2.66- 1077 0
0 —2.42-107%+1.12-1077 0 242-107%+1.12-1077

49



3. Konstantes Magnetfeld B

In Tabelle 3.2 ist die Feldausrichtung, die durch die Winkel ¢ und 8 bestimmt wird, in

’ Feldausrichtung ‘ Orientierung in kartesischen Koordinaten

(0,0) 23 - Richtung
0,%) x! - Richtung
(5,%) 22 - Richtung

Tabelle 3.2.: Feldausrichtung im kartesischen Koordinatensystem.

kartesischen Koordinatensystem dargestellt. Um in den nachfolgenden Simulationen die
Zahl der Einflussparameter zu verringern, ist die Feldausrichtung mit (¢,60) = (0, §) fest-
gelegt, was aber im Rahmen des Programms durch Anpassung von A jederzeit verédndert
werden kann. Anhand der einzelnen Matrizen ist zu erkennen, dass auch in diesem Fall
die geforderte Ward-Identitdt numerisch exakt erfiillt wird. Eine Bestimmung der einzel-
nen Tensorkomponenten unter Voraussetzung der Kenntnis der analytischen Losungen,
kann ebenfalls Aufschluss {iber die Stabilitdt des numerischen Algorithmus liefern, da zur
Simulation und Berechnung des Pfadintegrals ein 4-dimensionales statistisches Ensemble
erzeugt werden muss, auf das in Abhéngigkeit von der berechneten Komponente unter-
schiedlich zugegriffen wird. Die heifit es werden jeweils unterschiedliche Dimensionen des
Ensembles zur Simulation verwendet, was zu einer Schwankung der numerischen Resul-
tate fiihren kann, wie es zum Beispiel bei der Berechnung der 11- und 33-Komponente

fiir (%, %) in dem obigen Tensor zu sehen ist.

3.3. Die Phasengeschwindigkeit im konstanten
magnetischen Feld

Die Untersuchungen in den vorangegangenen Kapiteln haben gezeigt, dass eine Behand-
lung von II*” im Rahmen der Weltliniennumerik moglich ist. Aufserdem sind die Grenzen
des Algorithmus bei der Wahl einzelner Parameter offengelegt worden. Sowohl im Fall des
Vakuums als auch unter Beriicksichtigung konstanter Felder konnte gezeigt werden, dass
die numerischen Resultate unter bestimmten Umstdnden sehr gut mit den analytischen
Werten korrelieren. Jedoch eignet sich keines der bisher bestimmten Ergebnisse dazu,
physikalische Phdnomene zu untersuchen. Ziel der in Abschnitt 1.1 beschriebenen Expe-
rimente ist es, das Phdnomen der Vakuumdoppelbrechung nachzuweisen. Als einfallendes
Teilchen wird dabei ein Photon betrachtet das durch einen Impulsvektor k£ beschrieben
wird. Im Nachfolgenden soll mit Hilfe der numerischen Simulation,das Ph&nomen der
Vakuumdoppelbrechung in konstanten Magnetfeld anhand der Phasengeschwindigkeit
untersuchen werden.

50



3. Konstantes Magnetfeld B

3.3.1. Analytische Berechnung der Phasengeschwidigkeit

Bei Betrachtung der Ausbreitung einer elektromagnetischen Welle im Raum werden im
Allgemeinen zwei Arten der Geschwindigkeit unterschieden. Zum einen die Phasenge-
schwindigkeit, die tiber

w
'Uph = E
bestimmt wird und von der Frequenz v = 5~ sowie der Wellenzahl k = 27” der elek-

tromagnetischen Wellen abhéngt und zum anderen die Gruppengeschwindigkeit vg,. Auf
welche Weise und vor allem in welchem Medium sich Wellen ausbreiten ist in der Di-
spersionsrelation w(k) enthalten und liefert einen Zusammenhang zwischen vy, und vg,.
Im Fall des Vakuums spricht man, in der klassischen Physik, von einen dispersionsfrei-
en Medium, in dem beide Geschwindigkeiten den gleichen Wert annehmen (vpn = vgr).
Bei der Wellenausbreitung in Medien unterscheiden sich diese beiden Geschwindigkei-
ten im Allgemeinen. Im Folgenden wird als Beispiel die Dispersionsrelation eines freien
Teilchens betrachtet, woraus der Zusammenhang 2vp, = vg, folgt. Der Unterschied zwi-
schen Phasen- und Gruppengeschwindigkeit fithrt nun zum zerflieffen des betrachteten
Wellenpakets.

12k h?k d Pk |d? h?
freies Teilchen: w(k) = 7 — Uph = % =5, Vo= ﬁ = dT:; =
w dw d’>w
Vakuum: w(k):hk%Uph:E:h Yor = Uk = %@:0

Mit Hilfe der 2-Punkt Funktion ist es moglich eine Aussage iiber das Verhalten der Pha-
sengeschwindigkeit des in dieser Gleichung betrachtete Wechselwirkungsteilchens (Pho-
ton) zu treffen. Es kann dabei sowohl im Rahmen der Wellenoptik als auch mit der
Korpuskulartheorie beschrieben werden und bewegt sich mit vg, = ¢ fort. Innerhalb der
speziellen Relativitdtstheorie wird eine Objekt mit einer Geschwindigkeit, die gleich der
Lichtgeschwindigkeit ist, als lichtartig (oder auch nullartig) bezeichnet. Werden nun zwei
Ereignisse innerhalb des Raumes betrachtet, die lichtartig auseinander liegen, so ergibt
sich fiir das Linienelement (ds)? = 0 oder im Impulsraum k% = 0. Diese Bedingung fiir
lichtartige Teilchen zeigt, warum die bisherigen Ergebnisse nicht dazu geeignet waren
physikalische Phénomene zu untersuchen, da alle bisherigen Betrachtungen ausschlies-
slich mit euklidschen Parametern vorgenommen worden sind. Im euklidschen Raum ist
das Skalarprodukt eines Vektors iiber k? = g”“kukl,g’ definiert und kann nur den Wert null
annehmen, wenn es sich bei dem Vektor um den Nullvektor handelt. Die Losung dieses
Problems besteht darin den Vektor k als minkowskiwertige Grofie in der Simulation zu
behandeln. Zur analytische Berechnung des Problems wird, wie schon im vorangegangen
Abschnitt erwihnt, eine Feldausrichtung von (¢,6) = (0, §), dass heift in x;-Richtung,
angenommen. In [27] wurden die analogen Berechnungen fiir spinorwertige Felder in x3-

39" = diag(1,1,1,1): Metrik im euklidschen Raum.
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3. Konstantes Magnetfeld B

Richtung durchgefiihrt, worauf an dieser Stelle jedoch vorerst verzichtet wird. Ausgehend
von Gleichung (3.7) und den nachfolgenden Funktionen, ist zu erkennen, dass eine An-
wendung von A und A auf den Impulsvektor k diesen auf Komponenten parallel und
senkrecht zum betrachteten Feld projizieren.

k= (kn, ko, ks, ka) = K = kT + kf

k Pk, =0k, F"k, =0

kﬁ = A"k, = (0, —kg,kg,O) — Uﬁ = ki

ki = Ak, = (ka,0,0, k1) — v = k'

Mit den daraus resultierenden Vektoren ist es nun moglich, dhnlich wie schon im Vaku-
umfall verschiedene Projektionsoperatoren zu definieren, was in [27] explizit durchgefiihrt
worden ist und deren Richtigkeit mit den zugehorigen Eigenschaften tiberpriift werden
kann. Innerhalb der Quantentheorie oder Quantenfeldtheorie werden einzelnen physika-
lischen Groéfsen Observablen zugeordnet, die eine Eigenwertgleichung der Form AV = qW
erfiillen. Ein solches Eigenwertproblem muss zur Bestimmung der Phasengeschwindigkeit
vpy, gelost werden. Die dabei zu betrachtende Matrix ergibt sich, ausgehend von der ef-
fektiven Lagrangedichte L.yr, die auf den Heisenberg-Euler-Lagrangian zurtickgeht, zu:
[k2g" — kMEY +T1*7] und schlieflich auf Gleichung (3.10). Das Eichfeld besteht dabei aus
einem konstanten Anteil A, und einem Anteil f,,, der sich mit Hilfe von ebenen Wellen
beschreiben lasst.

Lop(@) = = (P (@) F(a) = 5 [ 415 4,007 A,(3)

— Ap(z) = Ay + fr(z, k)a”(k) = fu = guveikx
= [k?g" — kFEY + 1T"]a, = 0 (3.10)

Zum besseren Verstdndnis der einzelnen Gleichungen, ist die Betrachtung eines identi-
schen Problems in der klassischen Mechanik vorteilhaft. Darin wird ein klassisches phy-
sikalisches System im Rahmen des Lagrangeformalismus mit Hilfe einer Lagrangefunkti-
on L, die von verschiedenen Parametern des Systems abhéngen kann, beschrieben. Die
Bewegungsgleichungen fiir das System folgen direkt durch Anwendung der Lagrangeglei-
chungen auf diese Funktion und fiithren zu einer analogen Darstellung wie in (3.10). Auch
innerhalb der Quantenfeldtheorie steht am Anfang einer Betrachtung innerhalb des Pfa-
dintegralformalismus eine Lagrangefunktion, welche die Eigenschaften des Systems (Spin,
Wechselwirkungen, u.s.w.) enthélt. Fiir die Projektoren P*”, die zur Losung des Eigen-
wertproblems notwendig sind, gilt nach [27]: k%(P}"” + P} + PITL Y) = g"k? — k*E¥ und

fir die 2-Punkt Funktion: IT** = HngéL Y+ 1I LPiW + H||P|/|"W; womit sich dieses schreiben
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3. Konstantes Magnetfeld B

lasst als:

[k2g"” — kMEY + TT*]a, =0
[K*(Py" + P + PI*) + Ho By + 1L P + 11 P{*]a, = 0

(k% + o] P ay, + [k? + I P ay + [k* + I ] P{"a, = 0

mit den beiden Projektoren:
M.y
RIRL o _ R

ki l kﬁ

P = (3.11)

mit denen bei Anwendung auf IT*, die Gleichungen (3.12) und (3.13) folgen, die zur
spateren Bestimmung der Phasengeschwindigkeit bendtigt werden.

II, = 2 KT, kY
1
€2 ooalT e~m’T ~,
:_(47r)2/? e H kY (3.12)
0
I d inh 20\ h h h
T U%V _ 2 z /l sinhzv\”  (coshzv — cosh z 12 s1n zvkz —
LouvEL sinh z 2 sinh z sinh z 1t blnh I
-1
— 1_ k:Ql k272
3 30

IV = gh"k2 — KA, —  RNIDIRY =k + k3 = k3

[ L ) 1N T B2
o =g kf — kK = KLL2K =0
o IV = gMR - KR o R[gMR — KRR = B RS RS kY = R
o o= —5 ETEERERT — J(v? — 1)k]
I = k2k|\H 2
o0 T _'”'L
2/? k: Lk (3.13)
0
z dv [ sinhzv 1 kT
[ av 2 21,2 —¢oT _ |Z _ M~ 272
k:H k:” smhz/ 5 {U sinh ki 4w k:”}e 3 30 y
—1

o IV =g"K2 — Kk — kﬁff;kﬁ =0
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3. Konstantes Magnetfeld B

nYo_ pur12 THTBa v _ 1.2 2 _ 1.2
o I =gk — Rk = kLEk =kt k=

o IV =g — kMR = KoMk — RRVIRY = KD+ kR 4 kS + R = k2
Physikalisch entsprechen die ersten beiden Polarisationszustdnde parallel und senkrecht
zum betrachteten Feld einer typischen Zerlegung von Wellen in der klassischen Physik.
Eine Anwendung findet sich unter anderem bei der Untersuchung von Doppelbrechung im
Calcit, in der die Polarisation jedoch relativ zur optischen Achse des Kristalls betrachtet
wird. Der dritte Polarisationszustand, der durch Anwendung von P} erzeugt wird, ist
jedoch ein rein quantenmechanisches Phénomen. Dieses hat vorerst aber keinen Einfluss
auf die einzelnen Ergebnisse, da die Eigenwertgleichung [k2 + o) P a,, = 0 mit Hilfe des
Nullvektors gelost werden kann. Die Losung der Bewegungsgleichung liegt nun in einer
Ebene, die durch die Vektoren k) und k) aufgespannt wird, was auch gleichbedeutend mit
der Aussage ist, dass diese beiden Vektoren Eigenvektoren zu den Eigenwerten IT; und
I darstellen. Fiir die Phasengeschwindigkeit im Vakuum ergibt sich nach Entwicklung

0
um 712/“ :

K410 =k + k3 + k3 + k3 +11, =0

. o0 _n2 T v
LGk Ty e rdT e TRy Tk
K2 K2 @m?) T T K2

0
| LIy Iy
T =\ e =g O

Zur Kontrolle der Losung wird der Grenzfall B, = %2 > B betrachtet, der sich auf
analoge Weise wie in [27] fir schwache Magnetfelder B berechnen lasst. Innerhalb der
Gleichungen beschreibt a = % die Feinstukturkonstante und 6 den Winkel zwischen
Magnetfeld und dem einfallendem Photon (vgl. PVLAS - Experiment), welches durch
den 4-dimensionalen Vektor k beschrieben wird?. Innerhalb des numerischen Algorithmus
wird die Frequenz w durch die k4 - Komponente getragen.

3.3.2. Bestimmung des Grenzfalls schwacher Felder

Ausgehend von Gleichung (3.13) wird der Limes schwacher Felder durch Vernachlissi-
gung aller Terme der Ordnung k2 und einer Entwicklung um eB = 0 bestimmt. Aufgrund
der Forderung, dass der Vektor k auf dem Lichtkegel liegen soll, muss fiir dessen Ska-
larprodukt mit sich selbst gelten k2 ~ 0. Dies kann innerhalb der Simulation nur durch
Annahme einer komplexwertigen (rein imaginéren) ks-Komponente erfiillt werden. Das

4k = (kvw) - (kl,k27k37w)
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bedeutet, dass der Vektor k£ des einfallenden Photons als minkowskiwertige Groke be-
handelt werden muss. Fiir die parallel- und senkrecht-Komponente der 2-Punkt Funktion
ergeben sich demnach die Gleichungen (3.14) und (3.15).

fe'e) 1
2 . 2 2
e drT 2 z dv sinh zv Tk [ coshzv—cosh Tk (o
T Ty (i Ll

(4m)> ) T sinhz | 2 | sinhz
0 2
2 Tdr ngdU 1, 4 R S PR
~ | 7" /2'%vw—nzh}mw~>w>i
0 -1
2 OodT 1 d 4B2 -
e —m2T (% 1 2, 9 9,9 1e ooy
2| T° / 2 {6” (v:=1)z L} T (47r)2/ e 2
0 -1 J
1 e'B21(2) iﬁ 1, ie4Bzi ,

— k2 = k2 sin’ 6 3.14
452 md LT Bz mA T 45 dn)2mA s (3:14)

z / dv sinh 20\ 2 _ (coshzv — cosh z 2 B Usinh 2V {42 0T
sinh z 2 sinh z sinh z sinh z =

2 7 ,
~° ﬂ}ﬂ*T/d”{1<ﬁ1xﬁ3p%ﬁ}eﬁwtw%m%i

& [dT 2p [dv [ 1, 4 7 etB? r 2
~ wE —m we - -1 2 21{72 _ /dTT —m Tk2
(47r)2/ T° / 2 {12(” )" =3)z L} 45 (47)2 ‘ L
0 0

7 *B2T(2 7 ¢'B? 1 7e'B? 1
_Te (2) izfe 712*6 —Kk?*sin? 6 (3.15)
45 (4m)2 m? 45 (4m)% m* 45 (4m) m*

Fiir den parallelen Fall sollte somit die Losung der Simulation ausgehend von Gleichung
(3.14) gegen einen Wert von 9—10 konvergieren, was im Folgenden dargestellt ist:

o0 A Al/
Lot gy [T e~ T K Lk (m? — o0)
~1—-— m6~1-— —
Y 90 mt a2 ) T 12 K e
0
. 1 om* 1 € 7 dr e‘mQTEfrIWEﬁ ~omt 1 7dr e‘mQTEﬁIMVEﬁ
90 ~ o?B%sin20 (4m)? ) T T2 kK2 e2B’sin?9) T T2 K2
0 0
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Wohingegen im senkrechten Fall bei Betrachtung der selbe Naherung die Losung gegen
den Wert von % konvergiert.

3.3.3. Numerische Berechnung der Phasengeschwindigkeit

Bei der numerischen Berechnung der Phasengeschwindigkeit vy, wird der Impulsvektor
k des Photons als minkowskiwertige Grofe in die Simulation eingebracht, wodurch es
zu einem zuséatzlichen numerischer Fehler, zu dem schon bestehenden aus den vorhe-
rigen Simulationen mit euklidschen Parametern, kommt, der nur mit der Verwendung
eines grofseren statistischen Ensembles verringert werden kann. Der zusétzliche nume-
rische Fehler liegt darin begriindet, dass durch einzelne komplexwertige Parameter die
Exponentialfunktionen kein typisches konvergentes Verhalten mehr aufweisen, sondern
einen zusétzlichen oszillierenden Charakter besitzen, der zu einer erhéhten Streuung der
Messwerte fithrt. Dieses Verhalten der einzelnen Messwerte kann nur mit einer erhéhten
Anzahl von Weltlinien in den Griff bekommen werden. Es ist moglich diesen zusétzlichen
numerischen Fehler mit Hilfe des Jackknife-Algorithmus zu bestimmen, jedoch wiirde ei-
ne Fehlerrechnung nach dem exakten Algorithmus die Rechendauer bei 50 Subensembles
um einen Faktor 50 erhéhen, was trotz Parallelisierung des Verfahrens nicht gelost wer-
den kann. Aus diesem Grund beschréankt sich die Bestimmung auf den zuvor verwendeten
Algorithmus der schon zur Bestimmung des Fehlers bei II*” zum Einsatz gekommen ist,
wobei die so erhaltenen Fehler eine zusétzlichen Streuung durch die minkowskiwertige
Grofse besitzen. Eine Aussage iiber den eigentlichen numerischen Fehler dieser Simulation
ist somit nicht moglich und muss bei der Interpretation der Resultate beriicksichtigt wer-
den. Im ersten Teil der Simulation wird der Limes schwacher Felder betrachtet, fiir den
eine Konvergenz gegen die Faktoren % und % vorliegen soll. Die Simulation erfolgt dabei
mit einen Photonenvektor k£ = (0, 0.1, 0, i-0.1)” und einem statistischen Ensemble von
40000 Loops und jeweils 1000 Stiitzstellen pro Loop. Fiir m = 1.0 und einem Feld von
eB = 0.1 ist das Ergebnis der Entwicklung des Integrationskernes explizit angegeben. Fs

a ‘ b ‘ ¢ d

parallel Komponente

0 0 -2.22.1076 0

1.39-1075 4 3.85-107° | 7.63-1077 + 1.31-10~* | -2.22.107% + 1.20-10~* | 2.15-107® + 3.16:10~°

senkrecht Komponente

0 0 -1.56:10=° 0

-3.40-1075 4+ 2.50-1075 | 4.46-107% + 4.47-107° | -1.56-10~% + 2.16-10~° | 3.73-10~7 + 2.96-10~°

Tabelle 3.3.: Ergebnis der Entwicklung des Integrationskernes von II#” unter Verwendung
minkowskiwertiger Grofen

ist zu erkennen, dass die meisten Entwicklungsterme, aufgrund der Forderung k? = 0, null

ergeben. Durch einen numerischen Algorithmus kann diese Tatsache jedoch niemals exakt
erfiillt werden. Der fiir die Numerik wichtig Term ist somit der T*-Koeffizient, da er im
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Fall eines konstanten Magnetfeldes als einziger kein triviales Ergebnis liefert. Dies ist im
Rahmen des Renormierungsverfahrens wichtig, da wie in den zuvor behandelten Féllen
eine Stabilisierung anhand genau diese Koeffizienten vorgenommen wird. Die Ausfithrung
der Integration iiber T fiir den senkrechten und parallelen Fall liefert fiir die Verschiebung
der Phasengeschwindigkeit ein Ergebnis, das in den Abbildungen 3.2 und 3.3 dargestellt
ist. Da bei den Berechnungen der Wert eB = 0.1 konstant gehalten wird, konvergiert
die Verschiebung der Phasengeschwindigkeit in beiden Féllen fiir B— = 55; — 0 ge-
gen null. Dies bedeutet, das mit grofer werdendem Parameter m oder der dam1t daraus
resultierenden Stirke des kritischen Feldes eB, = m?, der zu erwartende Effekt einer
Veranderung der Phasengeschwindigkeit bei konstanter Feldstarke e B nicht mehr nach-

zuweisen ist (Avpp — 0 fiir eBe, — 00). Damit ist gezeigt worden, dass die verwendeten

%10
T T T T T T T
‘é:
S
1 —
0 i i f-e i - i
0 2 3 4 5 6 7 8
m (L")
e 2 T O O I
o1l if__ jiifdaddnadasdRRadRidAiaARRARRARRRARARARARRRARRGARRARRARRARRERRE
I
éo.oosf [ -
E-’»o.ooe— / .
E 0.004—7‘{ —
().()02%/Z -
% 1 3 3 7 5 6 7 8
m L")
*  numerical result
—&— analytical result

Abbildung 3.2.: Verdanderung der Phasengeschwindigkeit v fiir eB = 0.1 mit einem En-
semble von 40000 Loops und 1000 Stiitzstellen pro Loop (Seed = 10) bei
Variation des Massenparameters.

Feldstérken eB nahe der kritischen Feldstéirke liegen miissen, damit es zu einer signifi-
kanten Variation von vy, kommt und der Effekt der Doppelbrechung im Rahmen eines
Experimentes zu beobachtet ist. Im Grenzfall schwacher Felder konnte mit Hilfe der nu-
merischen Methode die Konvergenz gegen die beiden analytisch vorhergesagten Werte

von % und % nachgewiesen werden, was eine Bestitigung des Algorithmus darstellt.
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Abbildung 3.3.: Verdnderung der Phasengeschwindigkeit v, flir eB = 0.1 mit einem En-
semble von 40000 Loops und 1000 Stiitzstellen pro Loop (Seed = 10) bei
Variation des Massenparameters.

Die Wahl des verwendeten statistischen Ensembles liegt in einer Stabilitdtsuntersuchung
begriindet. Dabei wurden fiir beide Fille die relevanten Parameter, die das statistische
Ensemble bestimmen, einzeln betrachtet und mit den analytischen Werten verglichen. In
den Abbildungen 3.5 und 3.6 ist zu erkennen, dass eine zunehmende Stabilisierung der
Messwerte bei Erhohung der Loopanzahl, jedoch auf Kosten der Rechenzeit, vorliegt. Zu
beachten ist, dass der in den Abbildungen, dargestellte Wert nicht dem jeweiligen Kon-
vergenzfaktor entspricht, sondern unterhalb von diesem liegt, da fiir einen Massenterm
von m = 1.0 noch keine Konvergenz vorliegt. Die eingezeichneten Werte sollen damit nur
der Orientierung dienen. Die beste Wahl zwischen aufzuwendender Rechenzeit und mog-
lichst aussagekraftigen Ergebnissen stellt somit das gewdhlte Ensemble von 40000 Loops
dar, das auch bei Variation des Seed-Wertes eine Streuung des Messwertes unterhalb
von 10 % besitzt. Vor allem bei der Untersuchung inhomogener Magnetfelder, bei denen
kein analytisches Vergleichsergebnis existiert, ermoglicht eine solche Vorgehensweise die
Zuverlassigkeit der einzelnen Resultate zu bewerten.

3.3.4. Physikalische Interpretation
Im Gegensatz zu den zuvor betrachteten Féllen, bei denen ein euklidscher Photonen-

vektor verwendet wurde, kann nun anhand der Ergebnisse eine erste Aussagen iiber die
Physik bei Anwesenheit konstanter Magnetfelder gemacht werden. Es ist zu sehen, dass
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die Verschiebung der Phasengeschwindigkeit mit zunehmend schwécher werdenden Ma-
gnetfeldern stark exponentiell abnimmt und somit schon fiir Feldstarken, die nur eine
Grofsenordnung unterhalb von eB.; liegen, sehr kleine Werte annimmt. Fiir einen expe-
rimentellen Nachweis des Effektes bedeutet dieses Resultat, dass fiir e B Werte nahe der
kritischen Feldstérke benttigt werden, um den Effekt der Doppelbrechung durch Vakuum-
fluktuationen nachzuweisen. Jedoch wurden in diesem Zusammenhang in der Einleitung
Methoden beschrieben, wie diese Problematik ausgeglichen werden kann (Weglinge des
Photons, Empfindlichkeit des Polarimeters, u.s.w.). Dass iiberhaupt von einer Doppel-
brechung gesprochen werden kann, ist an den unterschiedlichen Werten fiir die parallel-
und senkrecht-Komponente der Phasengeschwindigkeit zu erkennen, die im einzelnen wie
folgt mit der Brechzahl n zusammenhéngen:

0
(Y
h
n— _Ph 0
Uph

Somit kommt es im Vakuum durch Fluktuationen zum selben Effekt wie im Calcit bei
welchem ebenfalls ein Unterschied zwischen den einzelnen Brechzahlen auftritt, der aber
im Rahmen einer klassischen Theorie beschrieben werden kann. Es wird bei dieser klas-
sischen Brechung zwischen einer ordentlichen®~ und auferordentlicher® Brechung unter-
schieden, die damit eine vollstdndige Analogie zum betrachteten Quanteneffekt besitzt.
Ausgehend von einer Intensitit des Polarislasers von 1021%, die in etwa 10~7 % der
kritischen Intensitét betrédgt, ist der direkte Nachweis nach den in der Simulation er-
haltenen Ergebnissen nur iiber Messinstrumente mit einer hohen Empfindlichkeit oder
unter Ausnutzung weiterer Effekte moglich. Im Bezug auf die numerischen Ergebnisse
aus Abbildung 3.5 oder 3.6 liegt der zu erwartende Wert fiir die Verschiebung der Pha-
sengeschwindigkeit in etwa bei m? ~ 107 L~2. Bei Berechnung der 2-Punkt Funktion fiir
unterschiedliche Feldstérken eB mit festgehaltener kritischer Feldstéirke e Bo, = m? = 1.0,
ist in Abbildung 3.4 zu erkennen, dass diese mit zunehmenden Werten von eB ansteigt.
Dies bestétigt noch einmal die Ergebnisse aus 3.5 und 3.6, wo die kritische Feldstarke
als Variable zu einem vorgegebenen eB untersucht wurde. Dabei kommt es, wie auch in
den vorherigen Rechnungen, zu einer erhdhten Streuung der Messergebnisse in der Nihe
der kritischen Feldstérke, was jedoch durch ein grofleres statistisches Ensemble kompen-
siert werden kann. Letztendlich konnten die in der Einleitung zu dieser Arbeit gemachten
Aussagen iiber den zu erwartenden Effekt der Doppelbrechung aufgrund der Vakuum-
fluktuationen in Anwesenheit eines konstanten Feldes durch die numerische Simulation
bestétigt werden.
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Abbildung 3.4.: Verschiebung der Phasengeschwindigkeit fiir unterschiedliche Feldstéar-

ken eB bei konstanten kritischen Feld m? = 1.0 und k = (0,0.1,0,0.1)7.
Es ist eine zunehmende Streuung der Messwerte bei Konvergenz der
Feldstéirke gegen den kritischen Wert zu erkennen, was unter anderem
am Versagen der numerischen Integration liegen kann.
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Abbildung 3.5.: Stabilitatstest fiir %H” /k%e? (bzw. des Konvergenzfaktors von &) mit

1

90
einem Massenterm von m = 1.0 fiir 1000 Stiitzstellen pro Weltlinie. Es
ist in den Diagrammen eine Konvergenz und zunehmende Stabilisierung
bei Erhohung der Loopanzahl gegen den analytischen Wert zu erkennen.
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einem Massenterm von m = 1.0 fiir 1000 Stiitzstellen pro Weltlinie.
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Mit Hilfe der vorangegangenen Simulationen konnte nachgewiesen werden, dass eine Be-
handlung des Problems der Bestimmung der 2-Punkt Funktion unter Beriicksichtigung
von elektromagnetischen Feldern im Rahmen der Weltliniennumerik moglich ist. Vor
allem die Resultate des konstanten magnetischen Feldes unter Verwendung eines min-
kowskiwertigen Photonenvektors lieferten eine gute Approximation an die analytischen
Rechnungen. Im Folgenden Kapitel sollen nun rdumlich inhomogen Feldern mit Hilfe der
numerischen Verfahren basierend auf den Weltlinienformalismus untersucht werden. Die
Schwierigkeit bei den in dieser Arbeit verwendeten Methoden besteht in der Kenntnis
der Entwicklung des Integrationskernes zur Bestimmung der Counterterme, was das Wis-
sen iiber die Struktur einer analytischen Losung bisher vorausgesetzt hat. Jedoch konnte
schon im Fall eines konstanten Feldes gezeigen werden, dass die verwendeten Counter-
terme bis zur Ordnung 7% mit denen des Vakuums iibereinstimmen, und eine Wirkung
des Feldes erst flir hohere Ordnungen zu berticksichtigen ist. Im Fall von inhomogenen
Feldern sollte somit ein Einfluss der Inhomogenitét erst ab der Ordnung 7° zu sehen
sein. Die Betrachtung von inhomogenen Feldern ist vor allem dann interessant, wenn
es moglich sein wird, experimentelle Messungen auf der Skala der Comptonwellenlénge
Ao = % vorzunehmen. Bei den, in Kapitel 1 beschriebenen Versuchen, erfolgen die ein-
zelnen Messungen in einem Bereich der weit oberhalb dieser Wellenldnge zu finden ist,
was eine Betrachtung rdumlicher Feldinhomogenitéaten vorerst nicht erforderlich macht.
Doch gerade auf der Skala von A¢ sagt die Theorie neue Teilchen voraus, die nur nach-
gewiesen werden konnen, wenn der Einfluss der rdumlichen Inhomogenitéten vollstéandig
verstanden ist. Dabei handelt es sich nach [28] um Teilchen des hidden sector, das heifst
Teilchen die keine direkte Wechselwirkung mit den Kriften des Standardmodells besitzen
und effektiv durch eine kleine Ladung (minicharged particles) und Masse gekennzeichnet
sein konnen.

4.1. Numerische Berechnung der Phasengeschwindigkeit

Um die Veranderung der Phasengeschwindigkeit bei rdumlich inhomogenen Feldern zu
untersuchen, wird an dieser Stelle ein Feld der Form (4.1) betrachtet, das durch drei
physikalische Parameter charakterisiert ist und wie das in Kapitel 3 verwendete konstante
Magnetfeld eine Ausrichtung in z' Richtung aufweist.

2
B(z3) = By + Bj cos (/\23:3> (4.1)
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Abbildung 4.1.: Schematische Darstellung des rdumlich inhomogenen Magnetfeldes.

Die das Feld beschreibenden Grofen sind dabei zum einen das mittlere Magnetfeld By,
das durch eine kosinusartige Inhomogenitdt mit der Amplitudenfeldstiarke B und der
Wellenlénge Ap durch Superposition iiberlagert wird. Diese Inhomogenitat breitet sich
in z3-Richtung aus und verschwindet aufgrund der Eigenschaften des Kosinus, wenn
3 = (2n+ 1)’\TB (n € Np) ist. Um die Verschiebung der Phasengeschwindigkeit berechnen
zu kénnen, wird an dieser Stelle das Vektorpotential a*(x) benotigt, welches explizit iiber
die Definition des Feldstarketensors F* bestimmt werden muss.

F* = B(a®)AM = 9"a” — 0" a"

0 0 0O
0 0 10
_ 3

— F = B(x?) 0 -1 0 0

0 0 00

AB 2T

_ 3 AB . 3

a = (0,Boz° + B 5, Sin (ABa: ) ,0,0) (4.2)

Hierbei ist die Wahl des Vektorpotentials keinesfalls eindeutig, sondern es liegt eine Eich-
freiheit vor, die auf weitere Ausdriicke fiir a# fiihrt, die zum Feld aus Gleichung (4.1)
gehoren. Die Eichtransformation wird dabei analog zu 1.2.1 mit einem skalaren Feld &
nach (4.3) durchgefiihrt.

1
at =a'+ 0" — & = §Bga:3x2 (4.3)
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Der Ausdruck (4.2) kann nun, wie schon im Fall des homogenen Magnetfeldes, in den
Wilsonloop eingesetzt und anschliefsend diskretisiert werden.

T
exp {—ie/dT a“:icl,}

0

T T
A 2
= exp {—ieBo/dT 233? —ieB; /dT ﬁ sin <)\Zm3> i’2} {{E(’T) = \/fy(%) + xCM}
0 0

1 1
AV T 2m/T
= exp —ieBoT/dT y3y? —ieB; B /dT sin Ly;} +¢ | * (4.4)
2 AB
0 0
it 6= 27Tl‘?éM
AB

Ausgehend von (4.4), wird auch im Fall eines inhomogenen Feldes, die Gleichung zur Be-
rechnung der Phasengeschwindigkeit nur um einen multiplikativen exponentiellen Anteil
erweitert und entspricht bis auf genau diesen Anteil der numerischen Gleichung fiir ein
homogenes Magnetfeld. Fiir kleine Parameter T ist der Einfluss des homogenen Feldan-
teils wesentlich stérker als der des Inhomogenen, was anhand der einzelnen Exponenten
zu erkennen ist. Dies zeigt, dass die zu erwartenden Counterterme bis zur Ordnung T4
mit denen des homogen Feldes {ibereinstimmen sollten und erst fiir spiatere Ordnungen
die Wirkung des inhomogenen Feldes beriicksichtigt werden muss. Da nun die Stabili-
sierung des Algorithmus anhand des T4-Terms vorgenommen wird, kann dieser bis auf
die Erweiterung um einen Exponentialfaktor vom konstanten Feld {ibernommen werden.
Die numerische Bestimmung der Counterterme, zur Renormierung des T - Integrals, er-
folg damit anhand des Grenzfalls eines homogenen Feldes mit der mittleren Feldstérke
By. Bei der Wahl des Eichpotential sollte aufserdem zusétzlich gepriift werden, ob eine
Diskretisierung des Ausdruckes iiberhaupt moglich ist oder es dadurch zu Resultaten
kommt, die im einzelnen nur im Kontinuumslimes korrekte Ergebnisse liefern wiirden.

4.2. Numerische Ergebnisse fiir inhomogene Magnetfelder

Um die Konsistenz der numerischen Ergebnisse zu iiberpriifen, wurde zuerst der Limes
grofter Wellenldngen Ap betrachtet. In diesem Fall ist es moglich die Winkelfunktionen in
einer Taylorreihe zu entwickeln! und anschliefend nach der nullten Ordnung abzubrechen.
Fiir einen Phasenwinkel von ¢ = 0 ist die Naherung im Folgenden kurz dargestellt.

P
lim B= lim By+ Bcos (/\ﬂ-m?’> — By + By (4.5)

AB—00 Ap—00 B

'sing =z — §;2° + O(2°), cosz =1 — L2* + O(a*)
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In Gleichung (4.5) ist zu erkennen, dass bei grofen Wellenldngen, der Wert fiir die Ver-
schiebung der Phasengeschwindigkeit, gegen den Wert fiir ein konstantes Feld der mittle-
ren Feldstdarke By + By konvergiert. Dieses Grenzverhalten ist mit Hilfe der numerischen
Methoden fiir den Photonenvektor k = (0,0.1,0,0.1)7 mit einen Massenterm m = 1.0
und einem statistischen Ensemble von 40000 Loops und 1000 Stiitzstellen pro Loop,
fiir verschiedene Felder tiberpriift worden. Die Gréfse des Ensemble resultiert dabei aus
den Stabilitdtsuntersuchungen fiir ein konstantes Feld, deren Ergebnis fiir die parallele
Komponente in Abbildung 3.5 dargestellt ist. Um aber die einzelnen Grenzwerte besser
verstehen zu kénnen, wurden in Tabelle 4.1 die analytischen und numerischen Werte fiir
den Limes grofler Wellenldngen A\p mit Hilfe der Gleichungen fiir ein konstantes Feld
berechnet. Dabei entsprechen die einzelnen Eintriage einer Verschiebung der Phasenge-
schwindigkeit um den gesuchten Limes bei einem mittleren Magnetfeld von eBy+eBj. In

eBo | B | o lana

0.1 [0.01 [836-:10°7 [ 823107 + 5.9-10°%
0.1 [0.05 | 1.53:107% | 1.50-107% + 1.0-10~7
0.2 | 0.1 |5.63107% | 5511076 + 3.2.107

1 10 |
2 22 Inum

Tabelle 4.1.: Konstanter-Feld Limes fiir grofte Frequenzen \p

Abbildung 4.2 ist die Verschiebung der Parallelkomponente der Feldstéarke fiir verschie-
dene Felder mit den jeweiligen Grenzwerten A\g — oo und Ap — 0 aufgetragen. Es ist zu
erkennen, dass die Konvergenz gegen die einzelnen Grenzwerte im Rahmen des numeri-
schen Fehlers unabhéngig von der Wahl der jeweiligen Feldstédrkeparameter erfiillt wird.
Die Verschiebung der Phasengeschwindigkeit konvergiert somit bei ansteigenden Wellen-
langen des inhomogenen Feldanteils gegen den erwarteten Wert und ist damit nach oben
und unten begrenzt. Aufierdem ist es mit Hilfe des numerische Verfahrens moglich den
bisher unerforschten Bereich kleiner Wellenléngen, das bedeutet den Bereich auf Skala der
Comptonwellenlange, zu untersuchen. Die Effekte in diesen Wellenlédngenbereich sollen
in einen spéteren Teil dieses Kapitels ndher betrachtet werden, weil die Verschiebung der
Phasengeschwindigkeit im Vergleich zu den Effekten fiir grofse Wellenldngen um einige
Grofsenordnungen kleiner ist. Die Wirkung der Inhomogenitat wirkt sich auferdem so-
wohl auf den parallelen - als auch auf den senkrechten Fall in der selben Weise aus, da die
Wirkung dieses Feldes nur durch eine multiplikative Exponentialfunktion vermittelt wird
und somit nicht durch die jeweiligen Projektoren beeinflusst werden kann. In 4.2 sind die
Grenzen fiir die verschiedenen konstanten Feld Limites By (rot) und By + By (griin) mit
eingezeichnet. Die Konvergenz gegen die obere Grenze liegt, fiir die untersuchten Bei-
spiele, immer im Rahmen des numerischen Fehlers und wird auch bei der Betrachtung
eines groferen Messbereiches im Rahmen der Fehlergrenzen erfiillt. Im néchsten Teil der
numerischen Simulation soll die Frage untersucht werden, wie sich der zuséatzliche Frei-
heitsgrad des Phasenwinkels ¢ auf die Variation der Phasengeschwindigkeit auswirkt und
welchen Einfluss somit der Schwerpunkt, durch den das Ensemble von Weltlinien charak-
terisiert wird, besitzt. Fiir den Fall, dass dieser Winkel mit null gewahlt wird, kommt es
im Rahmen der verwendeten Auflésung zu einem kontinuierlichen Anstieg der Verschie-
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Abbildung 4.2.: Konstanter Feld Limes fiir grofe Frequenze Ap und verschiedene Feld-
starken By und B

bung bis zum Limes grofer Wellenldngen. Jedoch ist bei der Behandlung von raumlich
inhomogenen Feldern vor allem der Bereich kleiner Wellenldngen Ap von Interesse, da die
Effekte auf der Skala der Comptonwellenlédnge untersucht werden sollen. In Abbildung
4.3 ist die Schrittweite von 0.1 auf 0.03 verringert worden, um eine bessere Auflésung
des Bereiches kleiner Wellenldngen Ap fiir einen zunéchst konstanten Winkel ¢ = 0 zu
ermoglichen. Es ist zu erkennen, dass es zwischen A\ = 0 und Ag = 0.5 zu einer minima-
len Abweichung der Verschiebung der Phasengeschwindigkeit unterhalb des Wertes bei
Ap = 0 kommt, die jedoch wesentlich geringer ist als der numerische Fehler der einzelnen
Messpunkte. Es lasst sich somit allein durch Abbildung 4.3 nicht mit Sicherheit sagen, ob
es sich dabei um einen physikalischen Effekt der rdumlichen Inhomogenitdten oder um
ein numerisches Artefakt handelt. Jedoch lassen die Ergebnisse aus Abbildung 4.7 bei
denen die Messung fiir verschiedenen Phasenwinkel ¢ durchgefiihrt wurde den Schluss
zu, dass es sich tatséchlich um einen physikalischen Effekt handelt. Im Gegensatz zu der
Verschiebung der Phasengeschwindigkeit im Grenzfall grofer Wellenléngen ist die Aus-
pragung der Extrema auf der Skala der Comptonwellenldnge exakt um den Wert A¢ =
verschoben und in Hinblick auf die Intensitdt um einige Groéfenordnungen kleiner. Im
néchsten Schritt soll nun die Wirkung des Phasenwinkels ¢ auf die Verschiebung der
Phasengeschwindigkeit untersucht werden. Wie in Gleichung (4.4) gezeigt wird, existiert
ein direkter Zusammenhang mit der z3-Komponente des CM-Punktes, auferdem ist ¢
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Abbildung 4.3.: Erhéhung der Auflésung fiir die Feldkombination eBy = 0.2 und eB; =
0.1. Es ist zu erkennen, dass es im Bereich kleiner Wellenldngen zur
Ausprigung eines Minimas kommt, was einen ersten Hinweis auf den
Einfluss der rdumlichen Inhomogenitét gibt.

indirekt proportional zur verwendeten Wellenldnge Ap des inhomogenen Feldes. Der CM-
Punkt beschreibt den Schwerpunkt des Systems, dessen Einfluss in den vorangegangenen
Betrachtungen keine signifikante Rolle gespielt hat. Da in diesem Fall die Inhomogenitét
eine explizite raumliche Abhingigkeit besitzt, ist eine Betrachtung dieses zusétzlichen
Freiheitsgrades notwendig. In Abbildung 4.4 wurde dazu der Phasenwinkel im Bereich
von 0 bis 7 variiert, wobei die Feldstdrken mit eBy = 0.2 und eB; = 0.1, sowie der
Photonenvektor k£ und der Massenterm m, wie in den vorangegangen Berechnungen ge-
wahlt wurden. Die Stédrke des mittleren Magnetfeldes By betragt somit ein fiinftel der
kritischen Feldstiarke eB., = 1.0, was nach den vorangegangenen Untersuchungen (3.2
und 3.3), zu einer signifikanten Verschiebung der Phasengeschwindigkeit fiihren sollte. Im
Rahmen eines Experimentes benotigt man somit Laserintensititen von ~ 9.4 - 102807%,
die sechs Grofenordnungen iiber der Intensitdt des Polaris liegen. Um den Einfluss des
Phasenwinkels ¢ auf die Verschiebung der Phasengeschwindigkeit besser verstehen zu
kénnen, wurden in den Abbildungen 4.5 und 4.6 die Ergebnisse der Simulation im Be-
reich ¢ € [0,2n] fiir verschiedene Wellenldngen Ap dargestellt. Man erkennt, dass fiir
kleine Wellenlédngen die Konstante-Feld-Approximation mit den mittleren Feld By lokal
eine gute Nédherung liefert. Der eigentliche Effekt des rdumlich inhomogenen Feldes im
Bereich der Comptonwellenldnge ist jedoch auch bei diesen Messungen nur schwer zu
erkennen und erfordert somit eine hohere Auflésung des vorderen Wellenbereiches, was
in Abbildung 4.7 dargestellt ist.

68



4. Inhomogene Magnetfelder B(x)

x10° ¢=00->B=B, +B,cos@2x:C / Ag)
7 T T T T T T
6 = —
T o5l _
A IIIII T
= AL III |
Rk
2 | l | L ! 1 |
0 1 2 3 4 5 6 7
%1 3 $=n/2—>B=8;- Elsm(21(x !/ g)

32 T T

i I@[IEEIMHEMMM |

2 i . ' | l |
1 1 L 1 L .
3)(10 “’l:"—’E’-E’-BCTSQH%) 7"EII

" 25 mIIIII |
%\; 2 IIIIIII |
B 15 i
= b IIIIIIIIIIEE |
05k E}Im_tt HEHTTITE

0 ] | | I

° ! 2 3 % 4 5 6 7

Abbildung 4.4.: Verschiebung der Phasengeschwindigkeit fiir verschiedene Phasenwinkel
¢. Fiir den Grenzfall grofser Wellenléngen ist der erwartete Effekt, dass
die Verschiebung gegen den Wert eines konstanten Feldes der Starke By+
Bj konvergiert erfiillt. Fiir kleine Wellenldngen liefert diese Konstante-
Feld-Naherung jedoch nur lokal das richtige Ergebnis.

4.2.1. Wirkung der rdumlichen Inhomogenitat

In der Einleitung zu diesen Abschnitt wurde erwéhnt das die Untersuchungen von raum-
lich inhomogenen Feldern vor allem im Bereichen auf der Skala der Comptonwellenlénge
wichtig werden. Die Abbildungen 4.5 und 4.6 zeigen, dass das geforderte Konvergenzver-
halten der Verschiebung auch bei Variation des Phasenwinkels ¢ erfiillt wird. Die dabei
ausgeprigten Extrema besitzen eine 27-Periodizitit was auf die Gestalt des inhomogenen
Feldanteils zuriickgeht. Bei der Auswertung der numerischen Ergebnisse ist zu beachten,
dass es bei einem Maximum der Verschiebung zu einem Minimum der Phasengeschwindig-
keit vy, kommt und dieses sowohl fiir die parallel- als auch fiir die senkrecht-Komponente
in identischer Weise erfiillt wird. Der Effekt der Vakuumdoppelbrechung tritt somit auch
bei einem inhomogenen Feld deutlich auf. Jedoch sind diese Effekte noch nicht die eigent-
lich gesuchten Auswirkungen der Inhomogenitat auf der Skala der Comptonwellenlénge,
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da der zu untersuchende Wellenldngenbereich unterhalb von Ap = 1.0 zu finden ist. Die
numerischen Resultate in 4.3 haben eine leichte Variation der Verschiebung genau in
diesem Bereich aufgezeigt, konnten aber aufgrund des groffen numerischen Fehlers nicht
zugeordnet werden. In Abbildung 4.7 ist dieser besondere Wellenlédngenbereich nun fiir
verschiedene Phasenwinkel aufgetragen, wobei fiir die einzelnen Simulationsparameter
die gleichen Werte angenommen wurden wie schon bei den Abbildungen 4.5 und 4.6. In
Abbildung 4.7 ist eine deutliche Ausprigung von Minima und Maxima zu erkennen, die
in analoger Weise zu den Extrema im Limes grofser Wellenldangen eine 27-Periodizitét
besitzen. Dieses Resultat ldsst darauf schliessen, dass es sich dabei durchaus um den ge-
suchten physikalischen Effekt handelt der durch das inhomogene Feld verursacht wird und
nicht um numerische Artefakte, da diese zumeist zuféllig auftreten und keine so deutliche
Korrelation besitzen. Jedoch sind die einzelnen Variationen der Phasengeschwindigkeit
sehr klein und werden von den numerischen Fehlern iiberdeckt, was bedeutet, dass an
diesen Stellen weiter Untersuchungen nétig sind um eindeutig einen physikalischen Effekt
zuordnen zu konnen. Interessant ist, dass sich die Auspragung der Extrema der Phasen-
geschwindigkeit auf der Skala der Comptonwellenldnge genau umgekehrt zu den Extrema
im Bereich grofser Wellenldngen verhélt, also um 7 verschoben ist. Die Problematik der
Stérke des Effektes kann dabei, ausgehend von 4.7, bezogen auf das Ergebnis bei Ap = 0,
mit einer Variation von %% 40.01 verdeutlicht werden, wobei der numerische Feh-
ler der einzelnen Messwerte um bis zu einen Faktor 10 grofer ist als die zu erkennende
Auspriagung der Extrema.

4.2.2. Rechenzeiten des numerischen Algorithmus

Eine wichtige Grofe bei der numerischen Simulation von physikalischen Problemen ist
die bendtigte Rechenzeit, die von verschiedensten Faktoren abhingig ist. Einer dieser
Einflussfaktoren, der {iber Stabilitdtsuntersuchungen festgelegt wurde, ist die Grofse des
statistischen Ensembles, das mit 40000 Loops und je 1000 Stiitzstellen pro Loop in den
verwendeten Algorithmus gegeben wurde. Die Rechenzeit verhélt sich dabei im allgemei-
nen linear zur Grofe des Ensembles und ist im Rahmen des verwendeten Programms
im Hinblick auf die Erzeugung der einzelnen Weltlinien nicht parallelisiert und somit
unabhéngig von den zur Verfiigung stehenden Prozessorkernen. In der folgenden Tabelle
wurde die Rechenzeit, die man zur Bestimmung der Verschiebung der Phasengeschwin-
digkeit fiir inhomogene Felder benétigt, fiir verschiedene Systeme angegeben. Dazu wurde
der Algorithmus fiir 80 verschiedene Messwerte mit dem festgelegten Ensemble durch-
gefithrt. Im Gegensatz zur Ensembleerzeugung liegt nun eine Parallelisierung des Ver-
fahrens vor und verhélt sich direkt proportional zur Anzahl der zu Verfiigung stehenden
Kerne. Bei den angegebenen Werten handelt es sich um Richtwerte fiir die Rechenzeit,
die fiir das angesprochene Ensemble und die Anzahl der Messpunkte unter Vollauslastung
der Prozessorkerne bendtigt wird. Die tatséchliche benétigte Zeit kann dabei stark von
diesen einzelnen Werten abweichen, da als Einflussfaktor neben den Simulationsparame-
tern auch noch systembedingte Einfliisse (Auslastung durch andere Programme, etc.)
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PI"OZGSSOI‘ AMD Phenom || X4 940 2 x AMD Opteron 2352 Intel Core i7 965

Architektur Deneb Barcelona Bloomfield
Core - Speed [GHz] 3.0 2.1 3.2
Anzahl Kerne 4 8 4
Anzahl Threads 4 8 8
Integrationsroutine|h] 30 24 15
Jackknife [h] 50 36 27
vollsténdige Berechnung [d] 3.3 2.5 1.8

Tabelle 4.2.: Durchschnittliche Rechenzeit zur Berechnung der Phasengeschwindigkeit.

eine Rolle spielen. Innerhalb der numerischen Routinen beansprucht die numerische In-
tegration den Grofiteil der Rechenzeit, da diese aufgrund des Konvergenzverfahrens nicht
parallelisiert werden kann.
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Abbildung 4.5.:
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Verschiebung der Phasengeschwindigkeit in einem Bereich ¢ € [0, 27].
Beide Graphen zeigen eine Auspriagung von Extrema im Bereich grofser

Wellenldngen, ermoglichen jedoch keine Riickschliisse auf die Effekte auf
Skala der Comptonwellenlange.
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Abbildung 4.6.: Vergroferung der Wellenldngenauflosung Ap von einer Schrittweite 0.1
— 0.03.
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Abbildung 4.7.: Vergroferte Darstellung des vorderen Wellenléngenbereiches bei einer
Schrittweite von 0.03. Es ist im Wellenlangenbereich auf Skala der Comp-
tonwellenldnge ebenfalls eine Auspragung von Extrema zu erkennen, die
genau um A¢ = 7 zu denen bei groken Wellenldngen verschoben sind.
In der Abbildung erkennt man aufserdem, dass der Effekt der rdumlichen
Inhomogenitéat wesentlich kleiner ist als der bei grofen Wellenldngen.
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5.1. Zusammenfassung

Ziel dieser Arbeit war es den 2-Punkt Korrelator II*” der Vakuumpolarisation unter
Beriicksichtigung von rdumlich inhomogenen Magnetfelder mit Hilfe des Weltlinienfoma-
lismus zu untersuchen. Dieser Formalismus wurde zuvor lediglich auf die Untersuchung
der effektive Wirkung I' oder von Energiezusténden angewendet und wird im Rahmen
dieser Arbeit erstmals zu Bestimmung von Korrelationsfunktionen eingesetzt. Hierzu ist
im ersten Schritt, in Kapitel 2, der Polarisationstensor auf dem Vakuum, dass heifit,
unter Abwesenheit von elektromagnetischen Feldern behandelt worden. Mit Hilfe des nu-
merischen Verfahrens war eine gute Approximation an die analytischen Werte moglich.
Die analytische Losung von IT*” konnte, ausgehend von der Arbeit [21], mit der Methode
der Greenschen Funktion generiert werden (Abschnitt 2.1.3). Die numerischen Lésun-
gen in Abschnitt 2.2 wurden dabei zunéchst mit rein euklidschen Parametern berechnet.
Nachdem die Simulation auf dem Vakuum zu einem positiven Ergebnis hinsichtlich der
Anwendung des Weltlinienformalismus gefithrt hat, konnte diese auf konstante Felder
erweitert werden. In Kapitel 3 war die Vorgehensweise zunéchst die gleich wie auf dem
Vakuum, wobei auch in diesen Fall der Test mit rein euklidschen Parametern erfolgreich
durchgefithrt werden konnte (Abschnitt 3.2). Um eine Behandlung von physikalischen
Problemen im Rahmen des Formalismus zu ermdglichen, wurden in Abschnitt 3.3, min-
kowskiwertige Parameter in Form des Photonenvektors &, an die numerischen Methoden
iibergeben. Dies fiihrte zunéchst zu einem erhéhten numerischen Fehler und einer er-
hohten Streuung einzelner Ergebnisse, was jedoch mit einer Vergrofserung des Ensembles
von Weltlinien kompensiert werden konnte. Die Ergebnisse in Abschnitt 3.3 zeigen, dass
eine Behandlung des 2-Punkt Korrelators auch mit minkowskiwertigen Groéfen im Rah-
men des Weltlinienformalismus moglich ist. Da auch im Fall des konstanten Feldes es
moglich war die numerischen Ergebnisse mit analytischen zu vergleichen, musste vor den
Ubergang zu inhomogenen Feldern eine Untersuchung der Stabilitit der Algorithmen
(Abbildungen 3.5 und 3.5) durchgefithrt werden. Vor allem die Schwierigkeit bei der
Renormierung des Integrals tiber die Eigenzeit T', bei der es zu einen Versagen der nu-
merischen Bestimmung der Counterterme durch eine erhéhte Streuung der Messpunkte
kommen konnte, wurde durch eine solche Untersuchung kompensiert. Im néchsten Schritt
wurden rdumlich inhomogene Felder mit einem kosinusférmigen inhomogen Anteil unter-
sucht und dabei zunéchst die Grenzfille A\g — 0 und A — oo betrachtet. Dabei konnte
in Abschnitt 4.2 durch die Simulation gezeigt werden, dass in im Fall grofer Frequenzen
Ap die Verschiebung der Phasengeschwindigkeit gegen das Ergebnis fiir ein konstantes
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Magnetfeld der Starke By + B; konvergiert. In diesem Grenzfall liefert somit die Na-
herung mit einen mittleren konstanten Feld eine gute Naherung und bedeutet, dass die
Ergebnisse fiir die einzelnen Brechzahlen n und n) mit denen des konstanten Feldes
korrelieren. Im Bereich der Comptonwellenldnge A¢ hingegen, zeigte sich ein Effekt, der
nicht mit Hilfe einer lokalen konstanten Feld Ndherung bestimmt werden kann und nur
durch Behandlung der vollstdndigen Inhomogenitdt innerhalb der 2-Punkt Funktion zu
erkennen ist. Durch Abbildung 4.7 war es aber moglich, diese Verschiebung der Pha-
sengeschwindigkeit zu verdeutlichen. Es ist darin zu erkennen, dass der gesuchte Effekt
im wesentlichen einige Grofenordnungen unterhalb des Effektes bei grofsen Wellenléngen
liegt und nur sehr schwer numerisch zu bestimmen ist, weil der numerische Fehler der
einzelnen Messpunkte grofier ist als der zu erkennende Einfluss der rdumlichen Inhomoge-
nitat. Jedoch treten die einzelnen Extrema nicht zuféllig auf sondern sind genau um einen
Phasenwinkel von 7 zu denen bei grofsen Wellenléingen verschoben und besitzen die selbe
Periodizitat. Damit zeigen die bisherigen numerischen Ergebnisse erstmalig, dass es auf
der Skala der Comptonwellenléinge zu einer zusétzlichen Variation des Brechungsindex
kommt und somit ein Einfluss der rdumlichen Inhomogenitét nachweisbar ist.

5.2. Ausblick

Da der Effekt auf der Skala der Comptonwellenldnge unterhalb des numerischen Fehlers
liegt, ist es notwendig die Untersuchung mit weiteren statistischen Ensembles durchzu-
fiihren. Auf diese Weise kann die Erscheinung mit hoher Wahrscheinlichkeit einem physi-
kalischen Effekt zugeordnet werden. Aufserdem ist eine Simulation von II# auf raumlich
inhomogenen Feldern fiir Photonen, die Parallel zur Inhomogenitét des Feldes verlaufen,
notwendig. Im néchsten Schritt wird die Untersuchung der vollstdndigen SQED, das heifst
unter Beriicksichtigung von elektrischen Feldern E von Interesse sein. Wobei die raumli-
che Inhomogenitéit nicht auf das magnetische Feld beschrinkt werden muss. Kann auch
fiir diesen allgemeineren Fall eine Anwendung des Weltlinienformalismus zur Berechnung
der Korrelationsfunktion bestétigt werden, ist eine Anwendung auf die vollstandige QED
zu untersuchen. Aber auch eine Behandlung von Problemen aus den Bereich der QCD
kann dabei in Betracht gezogen werden.
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Anhang



A. Effektive Wirkung und Legendre
Transformation

A.1l. Legendre Transformation

Als Legendre! Transformation wird eine mathematische Operation bezeichnet, die eine
Funktion f(x) in eine Funktion g(u) transformiert. Die neue Funktion g(u) beschreibt
dabei die Legendretransformierte von f(z), wobei die Variable u als neuer Parameter
ausgehend von der alten Funktion mit u = % definiert wird. Mathematisch ist diese Art
der Operation durch Gleichung (A.1) beschrieben, in der sowohl f als auch g reellwertige
Funktionen darstellen.

d
gzsgp{dfjx—f} (A1)

Bei einer Anwendung dieser Gleichung auf Funktionen innerhalb der Quantenfeldtheorie,
muss die totale Ableitung der Funktion f(x) in eine Funktionalableitung tibergehen. Im
Fall der effektiven Wirkung I'[¢q], die die Legendretransformierte des Schwingerfunktio-
nals W[J] ist, folgt ausgehend von (A.1) die Gleichung (A.2) mit dem Quellenfeld J(x)
und der neu definierten Variable ¢¢(z).

Dféa] = sup { a5 - W} (A.2)

Neben der Berechnung der effektiven Wirkung in der Quantenfeldtheorie, gibt es eine
Vielzahl von Anwendung dieser mathematischen Operation in der Physik. In der klas-
sischen Mechanik wird der Ubergang vom Lagrange- zum Hamiltonformalismus durch
eine Legendretansformation realisiert. Die Funktion f(z) kann dabei mit der Lagran-
gefunktion L(z,,t) und g(u) mit der Hamiltonfunktion H(x,p,t) identifiziert werden.
Auch in der Thermodynamik werden die einzelnen thermodynamischen Potentiale tiber
eine Legendretransformationen erzeugt. Genauere Informationen zu den einzelnen An-
wendungen innerhalb der theoretischen Physik sind unter anderem in [29] oder [30] zu
finden. Der Zusammenhang zwischen den Funktionen g und f ist in Gleichung (A.3), fiir

! Adrien - Marie Legendre: franzésischer Mathematiker, der in verschiedenen Bereichen der Mathematik
arbeitete und zum Beispiel die Methode der kleinsten Quadrate entwickelte.
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die Differentiale dg und df dargestellt.

df = z_; gf dr; — z;uzd:cz
N

dg = Z i — Z:UlduZ
i=1

—df = Z d(uz;) — dg (A.3)

A.2. Effektive Wirkung

Die effektive Wirkung I" ergibt sich iiber Legendretransformation aus der Schwingerfunk-
tion W[J]. Dabei folgt fiir die Gleichung (A.1) innerhalb der Feldtheorie Gleichung (A.4).
Die Funktionen W[J] und I'[¢q] sind dabei Funktionale der D-dimensionalen Funktio-
nen J(x) und ¢c(x). Wobei sich ¢j(x) analog zum Parameter u aus Abschnitt A.1 durch
funktionale Ableitung der Schwingerfunktion W nach J ergibt.

rloa] =suwp{ [ 25— win} (A1)

Im Nachfolgenden soll kurz gezeigt werden, wie ausgehend von der Funktion Z[J] die
effektiven Wirkung I' folgt. Hierzu wird die Variablensubstitution ¢ — ¢ + 1 durchge-
fihrt und anschlieffend die Wirkung S in einer Taylorreihe um das neue Feld ¢ = ¢
entwickelt.

J] = /ng e Slol+[ Jo
— /Dqﬁ P G I G S

3s 1 528 5
— S[o+n] = Sl¢al + / @w:mm t3 // nmw:mm +0(n°)
~ / D e=Sléal=% [ ntwn] Joa _ ~Siéal+[ Joa / Dy e~ It

— Z[J]E_IJ¢C1+S[¢C1] = eW_f J¢C1+S[¢Cl} ~ #
det H-
1
— e_r ~ 76_5
det HW

Pléa] ~ Sléa] + 5 Indet Hyy (A5)
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Das resultierende Pfadintegral iiber den Parameter 1, kann mit Hilfe des Gaufschen In-
tegrals gelost werden und fiihrt auf die bekannte Approximation der effektiven Wirkung,
die in dieser Gleichung bis zur ersten Ordnung angegeben ist.
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B. Weltliniennumerik am Beispiel der ¢*-Theorie

Ziel dieses Kapitel ist es die Methode der Weltliniennumerik anhand eines Beispiels einzu-
fithren. In Kapitel 1 wurden die grundlegenden Schritte der Weltliniennumerik erlautert,
und die wichtigsten Gleichungen zur Behandlung einer Theorie im Rahmen dieses nume-
rischen Verfahrens aufgezeigt. An dieser Stelle sollen anhand der skalaren ¢*-Theorie die
wichtigsten Rechenschritte erldutert werden. Diese Wechselwirkungstheorie weist dabei
eine groke Ahnlichkeit zur Theorie des Standardmodells auf, das im Rahmen der QCD
behandelt wird. Der erste Schritt zur numerischen Behandlung einer Quantenfeldtheorie
stellt die Formulierung des Hamiltonoperators im euklidschen Raum dar.

1 1 g
_ = wae - 242 0 J 44
L= 000" — m*¢* — L (B.1)
Hierzu wird die Transformation ¢t — i7 in Gleichung (B.1) durchgefiihrt, woraus bei einer
euklidsche Formulierung der Lagrangedichte Gleichung (B.2) folgt. Im Gegensatz zu der
Definition in Kapitel 1 wurde die Minkowskimetrik mit g = (1, —1,—1, —1) verwendet,
was bei der Auswertung des Skalarproduktes zu beriicksichtigen ist.

__l.i 1 t_}22_24

L= =50:00'6 + 5060’6 — Jm’¢” — 536

f_},i_} 7_122_£4

= 50006 — 50:007¢ — sm’¢” — 116
1 " I 99,9 4

Im néchsten Schritt muss der Korrekturterm erster Ordnung zur effektive Wirkung be-
stimmt werden, was die Auswertung des Ausdruckes Hyw erfordert. Da im Rahmen dieser
Rechnung eine partielle Integration durchgefiihrt wird, ist zum besseren Verstdndnis die
Einfiihrung eines Dummyfeldes ¢ vorgenommen worden, welches bei der Losung wegge-



B. Weltliniennumerik am Beispiel der ¢*-Theorie

lassen werden kann.

528
Hw(z) = 5¢5¢w(z)
52 1 1
" 66-00, / 2y {zau%a“% + 5miey + j@‘é} ¥(z)
" 06 / AP {00+ w00+ 560} U()
= {a0 4+ 202} i)

Aus der klassischen Mechanik ist der Zusammenhang zwischen Hamilton- und Lagrange-
funktion bekannt. Die Hamiltonfunktion ergibt sich dabei durch Lengendre-Transformation
der Lagrangefunktion, wobei der neu eingefiihrte Parameter des generalisierten Impulses
iiber p = % mit den generalisierten Geschwindigkeiten & zusammenhéngt. Die Anwen-
dung dieses Zusammenhangs auf den Hamilton der Weltliniennumerik Hwy, ergibt fiir
die Lagrangefunktion Lw = ii?Q —m? — %ng. Zu beachten ist, dass die Ableitung des
Parameters = in der Funktion fiir Lyw nach dem Zeitparameter ¢ geschieht. Innerhalb der
Weltliniennumerik soll hingegen der imagindre Zeitparameter 7 verwendet werden, was

eine Transformation nach & = ‘fl—f = z'g—f erfordert.
o
= _1fdT / Dz {eifo_iT dt LW}

2 T
0 z(0)=z(—iT)

1 7dT

=5 |7 Dz {efonT LW}

0 z(0)=z(T)

(B.4)

Das Einsetzen der Lagrangefunktion der Weltliniennumerik in (B.4) fiihrt somit auf Glei-
chung (B.5), in der das Feld ¢, noch explizit vom Parameter x(7) abhéngt.

/dT et / Dy e~ Jo dr {3*+502) (B.5)
0

Diese Gleichung bildet die Grundlage zur numerischen Betrachtung des Korrekturterms
1. Ordnung zur effektiven Wirkung der ¢*-Theorie im Rahmen der Weltliniennumerik.
Bevor jedoch zu einer diskretisierten Form dieses Ausdruckes {ibergegangen werden kann,
sollte eine Betrachtung der Langendimension der relevanten Parameter durchgefiihrt wer-
den, da dies fiir eine spétere physikalische Interpretation der einzelnen Resultate von
zentraler Bedeutung ist. In Tabelle B.1 sind die Dimensionen der einzelnen Gréfsen im
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B. Weltliniennumerik am Beispiel der ¢*-Theorie

System der natiirlichen Einheiten, das heift ¢ = h = 1, zusammengetragen. Dabei sind
die Angaben fiir D = 4 Dimensionen von besonderen Interesse, da diese Dimensionsan-
zahl der bekannten physikalischen Realitat entspricht und im Weiteren die Dimension der
Parameter in gebrauchliche Einheitensysteme (SI- oder CGS- System) iibersetzt werden
kann. Im letzten Schritt ist es sinnvoll in Gleichung (B.5) eine Fixierung der einzelnen

’ Parameter ‘ Léngendimension |D - dimensional] ‘ Léngendimension [4 - dimensional] ‘

zH L L

m L1 Lt

& e !

2

L L=P L

g D4 1
Lw L2 L2
T, T L? L?

Tabelle B.1.: Léingendimensionen der einzelnen Parameter innerhalb der ¢*-Theorie

Weltlinien (Loops) an einen spezifischen Punkt zcy vorzunehmen, der auch als Mas-
senschwerpunkt dieses Ensembles bezeichnet wird. Aukerdem ist ein Ubergang zu einen
dimensionslosen Parameter y im Rahmen der numerischen Auswertung notwendig, um
eine zusitzliche Dimensionsabhéngigkeit innerhalb des Verfahrens zu vermeiden. Mit
Hilfe der Transformation z(7) = Ty (%) + xcm und einer expliziten Betrachtung der
Normierung ergibt sich aus Gleichung (B.5) der Ausdruck (B.6).

rt= —% / d?T €7m2T / Dx e fOT dr {iih‘%‘f’i}
0 z(0)=z(T)
o CM
= —% / d?T emQT/deCM / Dx e~ foT dr {i®2+%¢i}

0 z(0)==z(T)

00 (}M Dy e~ fol dr {%yz'f‘%(bz(ﬁy-i'wcm)}

- _1#/dg/ 4 —m2T y(0)=y(1)
F= (4rT)2 ) T dwom € oM o 1o (B.6)
0 |/ Dye Jo dr {392}

y(0)=y(1)

B.1. Betrachtung der Normierung

Wie in Kapitel 1 schon erwéhnt worden ist liegt in den einzelnen Gleichungen eine Nor-
mierung auf die Theorie des freien Teilchens mit den Hamiltonoperator Hy vor. Diese
Normierung wurde jedoch bei der Betrachtung der einzelnen Rechenschritte weggelassen
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und soll an dieser Stelle gesondert betrachtet werden. In den nachfolgenden Gleichungen
wird die Berechnung des Normierungsparameters vorgefiihrt, was iiber eine Auswertung
der Spur Tr[e~HoT] erfolgt:

Trle~HoT| N/Da: el LYy NemQT/Dg; e Jo drii?

= /dD:U (z]|e HoT | 1)

- / dD“’"/ / dPqdPp (z|p) (ple" T g) (plz)
dap dD _
/dD // q zp:z: p‘ (p?+m? T’q> iqx

— —m2T —p2T _ _—m?2T
€ / or ¢ € (47rT)D/2

Mit Hilfe des Gaufschen Integrals und der Fouriertransformation, die den Ubergang
in den Impulsraum ermoglicht, ergibt sich fiir die Normierung N der Gleichungen der
Weltliniennumerik Gleichung (B.7).

1 T 1.2 -1
= W {/Dx eifO dTZm } (B?)
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C. Berechnung des N-Punkt Korrelators auf den
Vakuum

Ausgangspunkt fiir die Berechnung der N-Punkt Funktion (Korrelator) auf den Vakuum
stellt die Entwicklung des Korrekturterms erster Ordnung I'! der effektiven Wirkung T
nach dem Eichfeld A* dar, bei der dieses Feld durch ebene Wellen beschrieben wird.

L1 . o ST

Die Vektoreigenschaft des Eichfeldes wird vom Parameter ¢; bestimmt. Bei der Ent-
wicklung der Exponentialfunktion nach ebenen Wellen, entfillt der Faktor 1/N!, da alle
N! moglichen Permutationen beriicksichtigt werden miissen. Eine Vereinfachung der Glei-

chung ist iiber die Einfiihrung einer Vertexfunktion V[k;, €] = [ dr; €' i:ueikix(”) moglich.

0
Durch Ausfithrung der einzelnen Rechenschritte ergibt sich Gleichung C.1.

T T
—ie [T dr Auin - (—i N : :
e 0 rE = E dry .. dry Ay, @t oo A TN
- T T
_ N s 1 L tk1Ty SN LtENT N
= (—ie) dri... | diy €, 7"e ey dtNe (C.1)
N=0 0 0

Mit deren Hilfe und der gleichzeitigen Verschiebung um den Massenschwerpunkt durch
die Transformation x — x 4+ z¢ s folgt fiir den N-Punkt Korrelator I'[ky, €1, ..., kN, €n]
die nachfolgende Gleichung. Durch den Ubergang in den Impulsraum muss fiir 6-Funktion
eine Fouriertransformation® durchgefiihrt werden.

L]~ (i) (2m) a3 k) / Da H/ dr, et o I3 @

z(0)=xz(

~ (—ie)N (2m)Ps( Zkz H/ dr; / Dy esittikire=1 Jy dr i2|lm(ei)
¢ z(0)=x(T)

o 3 ki

I(Qﬁ)D(S(Xi: kz) = deEC]\/[ e i
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C. Berechnung des N-Punkt Korrelators auf den Vakuum

Zur Vereinfachung der Darstellung ist in den Gleichungen die Integration iiber den Pa-
rameter der Eigenzeit T vorerst weggelassen wurden. Bei der anschliefenden Auswer-
tung der einzelnen Gleichungen ist darauf zu achten, dass diese Integration nach wie
vor vorliegt. Durch Ausnutzung der Vertexfunktion kann das Pfadintegral und somit die
N-Punkt Funktion auch geschrieben werden als:

(o]
[ dr e=m*T

T (47T)D/2
0

k1, €1,...] = (—ie) (Vik1,e1] ... Vikn,en]) (C.2)

C.1. Methode der Quadratischen Erganzung

Die Methode der quadratischen Ergdnzung ermdglicht es einzelne Integrale auf ein Gaus-
sches Integral zurlickzufiihren, das anschliefend gel6st werden kann. Innerhalb der Feld-
theorie findet diese Methoden vor allem bei der Auswertung von Pfadintegralen eine
Anwendung. Im ersten Teil soll am Beispiel eines Integrals (Gleichung C.4), fir D = 1
Dimensionen, diese Methode angewendet werden. Das benétigte Gausssche Integral fiir
diesen Fall ist in Gleichung C.3 dargestellt.

(e 9]

/ P (C.3)
a
/ P (C.4)

Bei der Anwendung des mathematischen Verfahren zur Losung des Integrals in Gleichung
C.4 wird auf die folgende Weise vorgegangen:

1. Priifung ob eine Anwendung der Quadratischen Ergénzung moglich ist, das heifst, sich
das jeweilige Integral auf die Form von Gleichung C.3 zuriickfithren lasst

2. Anwendung der quadratische Ergénzung iiber:

1
—gea’ tue =5t - 200 = G- D4 7

3. Losung des erhaltenen Gausschen Integrals mit Hilfe der Substitution v =z — ¢



C. Berechnung des N-Punkt Korrelators auf den Vakuum

Bei Ausfithrung der einzelnen Schritte ergibt sich fiir Gleichung C.3:

[o¢] o0
1 1 2 2 2
dp e~ 207" TuT dr e 2= 3)alr= e = \/le;*a
a
— o —0o0

In Kapitel 2 muss zur analytische Losung von IT*” auf den Vakuum das Pfadintegral in
Gleichung 2.7 ausgewertet werden. Hierzu wird fiir die Ausdriicke Z eine Exponentialdar-
stellung verwendet, die es ermdoglicht das daraus resultierende Integral iiber quadratischen
Erganzung zu 16sen. Die Vorgehensweise ist identisch zu D = 1 Dimensionen und kann
somit zur Auswertung des Pfadintegrals verwendet werden, womit fiir Gleichung 2.7 sich
die Form in C.5 ergibt.

e L lar m—2zei<$>—l—mzki($>-2}[—(;i)?][m—2zej<$>-l—2iz_kj<$>-2
/ Dx e v g J J

z(0)=z(T)
S [eies (G ) Okikes ()~ —2ikie; (G1) 1]

et (C.5)

Um dieses Integral zu 16sen, ist eine Einfilhrung von Greenschen Funktionen Gp;; not-
wendig, die im nachfolgenden Abschnitt besprochen werden.

C.2. Greensche Funktion G, auf den Vakuum

Zur Losung des Pfadintegrals in Gleichung 2.7 des Weltlinienalgorithmus werden Green-
schen Funktionen verwendet, die in [21] von Christian Schubert eigefiihrt worden. Im
Rahmen der SQED sind diese Funktionen auf den Raum der periodischen Funktionen
H,, definiert und werden nach Gleichung C.6 beschrieben.

] ™ (=l .,
(11] |:d7’:| |72) = — — B, <T> sign™ (11 — T2) (C.6)

Zur Auswertung von Gleichung C.6 ist die Kenntnis der Bernoulli - Polynome B (x)
notwendig, die sich nach [31] iiber Reihenentwicklung um ¢ = 0 aus der nachfolgenden
Funktion bestimmen lassen:

tetx > tn
el —1 ZB”(:”)E
n=0
1 NG 3
:1+(m—§)t+(1—6x+6m)E+(9(t)
1 1
= By(z) =1 Bl(:c):x—§ BQ($)26—$+$2
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C. Berechnung des N-Punkt Korrelators auf den Vakuum

Dabei wird nach Konvention ein Faktor zwei innerhalb der Definition beriicksichtigt.

[d]7? 1 (m—m)? T. 1
(71 ] |T2) = 5(\71—72! —r —g) = 50
(d ]! 1 (11 — 72) 1.
. — J— 27 =, — .
(71 ] |T2) = 2(Slgn(ﬁ T2) — T ) 0B (C.7)
[d 17" 1. 2 1.
(11 _E_ |72) = 5(‘;) = §GB

Mit Hilfe der Gleichungen C.7 und der Methode der quadratischen Erganzung lésst sich
somit das Pfadintegral zur Berechnung von I'' schreiben als:

I lin(e,5)

% [GZGJGB +k; k GB 2iki€jGBij:|
/ Dre =e

Fiir die N-Punkt Funktion ergibt sich auf diese Weise Gleichung C.8 und kann iiber die
Einschrankung i, j = 1,2 auf 2.7 zuriickgefiihrt werden.

_ TdT e—m°T 1S [eie;Gp,, +hik;Gr,, —2ikic;Cp,,
= (_Ze)N(ZW)D(S(Zk ? 47T)P/2 H/ drie ™ J ltin(ei )
i 0

(C.8)

C.3. Erweiterung der Greenschen Funktion auf konstante
Felder

Der Ansatz zur Berechnung der Greenschen Funktion auf den Vakuum in Gleichung C.6
kann zur Behandlung eines konstantes Feldes, um dieses erweitern werden. Die Erweite-
rung der Gleichung wird durch einen Anteil mit den Feldstarketensor F* erreicht, womit
die resultierende Funktion einen Tensorcharakter besitzet. Diese Eigenschaft muss bei der
Auswertung der N-Punkt Funktion beriicksichtigt werden. Ausgehend von C.7 folgt fiir
die Greensche Funktion unter Hinzunahme eines konstanten Feldes:

G,y = 2(11|(9% — 2ieFd,) )
Auch bei dieser Gleichung wird ein Faktor zwei beriicksichtigt. Zur Losung der Green-

schen Funktion, wird diese auf die Form in Gleichung C.6 gebracht, was unter Verwen-
dung der geometrischen Reihe und der Reihenentwicklung der Bernoulli-Funktionen auf
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die folgenden Gleichungen fiihrt:
Gy, = 2(11|(02 — 2ieFO.) | 12)

1
1 |T2>

=2(n |0 ——————
1 — 2ieFO;

=23 (n|o; U+ 2ieF)|m)
=0
o o
TI71(2ieF) ~2signi (11 — 72) |71 — T2
=-2) 51 Bi\ =7

=2

o0 5 . - |7'1—T ‘ .
B 22 TI=Y(2ieF) ~2sign’ (11 — TQ)B‘ |1 — 7o 1 N By (7T . ) sign(r — 72)
= 5! T 2e2F2T ieF

1 sign(m — 72)e2i€F(71772) 1 B (w) sign(m — T2)

ieF  BeFTsign(n—ma) _ 1 202F2T ieF

Unter Verwendung der Greenschen Funktion G',, auf den Vakuum und der Exponenti-
aldarstellung der Sinusfunktion lassen sich diese Gleichungen weiter vereinfachen:

2ieF (11 —T2) 1 2ieF (11 —T2)

sign(m — T2)e sign(m — T2)e
eQieFTsign(Tl—Tg) -1 eieFTsign(Tl —T2) eieFTsign(ﬁ —T2) _ e—ieFTsign(Tl—Tg)

. ieFT(Mfsi n(r—T
sign(m — T2)e T gn(m 2))

eteFTsign(Ti—72) _ g—ieFTsign(r1—72)

. 2(7-1—7'2)_ . _
ewFT(iT sign(T1 7'2))

2isineFT

Fiir die Greensche Funktion des konstanten Feldes ergibt sich Gleichung C.9, die in
Kapitel 3 angewendet wird. Der Tensor F' ist an dabei nicht auf das konstante magneti-
sche Feld beschriankt, sondern gilt fiir allgemeine konstante Felder innerhalb der skalaren
Theorie.

1 eFT iEFT(ﬂTlT_TL) *Sign(ﬁ*‘m)) . 2(my — T2) .
= —1—ieFT 2220 — -
9 = 5037 {sin eFT" e T sign(m — 72)
1 elF'T » : , .
T 2e2F2T {sin T e s e TG812} (C.9)

wichtige Eigenschaften der Greenschen Funktion:

o Gp,=0und Gp, =1 — Gp,, = Gpyy = gorrog {eFTELL 1}

5 iGp, [ eFT _—ieFTCp _ eFT —ieFTCp

® UBio = —ef" \ smerT® 12 =10 = 57 {snerT® 12 —1
5 _ O i coseFT

® U, = 9By, = ¢pr {eFTsineFT 1}
5 _ A eFT _—ieFTGp., — 2 eFT _—ieFTGp

i gBl? - GB12 sineFTe 12 = TsineFTe 12
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_ 1 eFT _ieFTGp,, 1 _ . — AT o opT
© Gpiy = gy { il TOm — 1~ ieFTCp,, | = GF, mit FT = —F
5 g eFT _ieFTGp,, _ — AT
i gBl2 — eFT {sineFTe 2 1} - ngl
5 2 eFT _ieFTGp, _ AT
® UBi» = ~F5merT 2 =0p,,

C.4. Zerlegung der Greenschen Funktion in gerade und
ungerade Anteile in der Eigenzeit

Zur Losung der 2-Punkt Funktion in Kapitel 3 ist es notwendig die Greensche Funktion
in gerade S und ungerade A Anteile in der Eigenzeit 7 zu zerlegen. Der Grundgedanke
dieses Schrittes besteht darin, dass bei spéterer Integration iiber die Eigenzeit, bestimmt
Integrale sich zu null ergeben kénnen. Dabei beschrinkt sich dieses Kapitel auf die Be-
trachtung von konstanten Magnetfeldern, wie sie in Kapitel 3 angewendet werden. Aus-
gangspunkt fiir die Zerlegung sind die Funktion fgerqde Und fungerades die von Christian
Schubert in [22] verwendet worden.

fgerade(F) = é{_fgerade(iB)F2 + fgerade(o)[B2 + FZ]}

= _fgerade (ZB)A2 =+ fgerade(o){l + A2]
Foerade(Z) = —foerade(i2)A* + foerae(0)[1 + A’]  mit 2 = eBT

1 . ~
fungerade(F) = ﬁ{_Bfungerade(ZB)F - Bfungerade(O)F}

= _ifungerade (lB)A - Z.mege'rade(O)K
fungerade(Z) = _ifungerade (ZZ)A - Z‘.]Cungeracle(o)A

Im Nachfolgenden sollen diese Funktionen explizit auf die Greensche Funktion des kon-
stanten Feldes Gp,, angewendet werden, was zu der gesuchten Ausdriicken in Gleichung
C.10 und deren Ableitungen in Gleichungen C.11 fiihrt.

T 7 o .
ng _ {e—zZGB12 — 1+ iZGBlz}

272 | sinZ
- st 3,
(Z —iz) = —% { [cosh ZGB;IIIS;nh Crl % - GBIQ}
- g=;‘"{hf—l} g:‘zT{th‘G}
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C. Berechnung des N-Punkt Korrelators auf den Vakuum

T [coshzGp, 1
5312 = N -

T (..
- . 2 4 2 B 9
22| sinhz 2 } A -5 {30312 1} [1+ A% (C.10)

gBlz = ! {GZZGBU — 1}

Z \sinZ
| [eos Z2Gp,, —isin ZGp,,] 1
=1 _
sin Z A
(Z = i2) > [cosh 2Gp,, +sinhzGp,] 1
sinh z z
. inh zGp . d cosh zGp 1
- gerade _ S 12 ungerade __ 12
9 12 sinh z 95 12 sinh z z
. sinh ZG'B .
Sp, = —WZ”/@ +Gp,[1+ A2]
. cosh zGB 1
Ap, = —i{ ——22 __ %A 11
Bz ‘ { sinh z z} (C.11)

Diese Funktionen besitzen bestimmte Symmetrien in der Eigenzeit bei Vertauschung
von 71 und 7 und der Lorentzindizes u und v, die im Kapitel 3 zur Berechnung des
Integrationskernes von II*” angewendet werden und auf Gleichung 3.6 fiihren.

Symmetrien:

® Sp, =SBy Sglllz = Sjlgfg SBI2(Z) = 8312(_2)
i SBI2 = _SBm Sg’;g = ngz SBlQ (2) = SBlz(_Z)

i ABl2 = AB21 A%ZIZ = _Agiz ABIQ (2) = _AB12(_Z)
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D. Nonlinear Least - Squares - Verfahren

Innerhalb der numerischen Routinen ist es notwendig zur Renormierung eines Integra-
les, aus einen bestehenden Ensemble von Messpunkten, die Counterterme zu bestimmen.
Hierzu wird ein nichtlineares Verfahren der Methode der kleinsten Quadrate verwendet,
die von Carl Friedrich Gauss im Jahre 1794 entwickelt wurde. Ausgangspunkt fiir dieses
Verfahren ist eine Funktion f(z), die an ein bestehendes Ensemble von Messpunkten
{(zi,yi)|i = 1... N} angepasst werden soll. Dabei hangt die Funktion f(x) von m Para-
metern \; ab, was schlieflich zu einem System aus N Gleichungen der Form D.1 fiihrt.

Yi = f(zis M, Am) (D.1)

Im Gegensatz zur linearen Methode dieses Verfahrens, miissen im nichtlinearen Fall den
Parametern A; Initialisierungswerte zugeweisen werden, was ausgehend von Gleichung

D.1 auf Gleichung D.2 fiihrt.

0
A =i — @A An) = 3 oAl (D.2)
=177
In Gleichung D.2 definiert A\ einen Vektor der Form A = (A1,...,\;,). Das Ziel der
Methode ist es das Minimum fiir df = (df1,...,dBn) zu finden. Im Idealfall existiert
eine Funktion, die eine perfekte Approximation an alle Messpunkte z; liefert, womit

dp = 0 folgt.

dB = A d\
A7ldB = A7TA d\
b=ad\ (D.3)

Eine Betrachtung der Gleichungen D.2 in Matrixform fiihrt auf Gleichung D.3, die fiir
dA gelost werden kann. Die resultierenden Ergebnisse der Losung liefern neue Werte
fiir die Parameter \;, auf die das Verfahren erneut angewendet werden kann. Auf diese
Weise ergibt sich ein iteratives Verfahren, das zu einer Konvergenz gegen die erwarteten
Werte der Parameter in einen bestimmten Fehlerbereich fithrt. Der Fehler der einzelnen
Parameter hangt dabei direkt mit der Zahl der Iterationen zusammen. Im Fall eines
Polynoms der Form f(z) = ax?+bx34cx*4-da folgt somit fiir den ersten Iterationsschritt
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und den Initialisierungswerten (co, c1, c2, ¢3):

Y1 — cox? + 173 + coxt + 32} IO dco
Y2 — CoT3 + 173 + coxly + 373 I dcy
. B deo

YN — cox%\, + clx?\, + czlev + c;a,x?v x%\, ... 55?\/ dcs

Aus dieser Gleichung ist auch eine grundlegende wichtige Bedingung dieses Algorithmus
erkennbar, ndmlich das die Zahl der Messpunkte N immer grofser, gleich sein muss der
Zahl der Parameter m.
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E. Parallelisierung und Multithreading

Die moderne Rechnerarchitektur von Server und PC - Systemen ertffnet die Moglichkeit
einzelnen Programmcode durch Parallelisierung zu beschleunigen. Als Parallelisierung
bezeichnet man dabei die simultane Ausfiihrung von Codeabschnitten in mehreren so
genannten Threads. Die Steuerung und Ausfithrung der Threads iibernimmt dabei das
verwendete Betriebssystem und kann vom User nur bedingt beeinflusst werden. Die Idee
bestimmte Arbeitsprozesse auf mehrere Threads zu verteilen ist dabei nicht neu, wird
aber gerade im Bereich der PC-Systeme erst mit aufkommen moderner X86 - Multico-
reprozessoren wie die Core - Architektur von Intel oder die K10 Architektur von AMD
konsequent umgesetzt. Im Bereich der Server findet dieses Prinzip schon seit ldngeren
eine Anwendung.

E.1. Moglichkeiten der Parallelisierung

Der Ubergang von Seriell zum Parallel ablaufenden Programmcode kann dabei durch
verschiedene Moglichkeiten realisiert werden. Eine Moglichkeit, auf die in dieser Einfiih-
rung nicht eingegangen werden soll, ist die Parallelisierung mit Hilfe der GPU, da es
in diesem Bereich noch keinen einheitlichen Standart gibt und die Anwendung von be-
kannten X86 - Codesprachen nur bedingt moglich ist. Vielmehr geschieht die Umsetzung
in diesem Bereich mit Hilfe herstellerspezifischer Programmiersprachen wie zum Beispiel
Cuda zur Ansteuerung von Nvidia - Karten. Im Rahmen herkémmlicher X86 - Program-
miersprachen, wie C++ oder Fortran, kann zur Parallelisierung entweder die Methoden
der OpenMP - oder pthread - Klasse verwendet werden.

E.2. Parallelisierung mit Hilfe der pthread-Klasse

Zur Parallelisierung von Codeabschnitten innerhalb dieser Arbeit haben wir die pthread
- Routinen verwendet, da diese die Moglichkeit eréffnen direkter auf den Ablauf einzelner
Threads Einfluss zu nehmen. Bevor man jedoch anfingt eine Codesequenz auf einzelne
Threads aufzuteilen, sollte man sich tiberlegen ob dies fiir den verwendeten Code iiber-
haupt sinnvoll beziehungsweise umsetzbar ist. Mochte man zum Beispiel ein Programm
parallelisieren, welches die Fibonacci - Folge berechnet, so ist dies aufgrund der Tatsache,
dass sich eine Fibonacci - Zahl aus der Summe ihrer beiden Vorgénger berechnet, nicht
moglich. Mit Hilfe von Abbildung E.1 kann man sich dieses Problem leicht verdeutli-
chen. Nehmen wir an dieser Stelle an, man mochte die ersten 5 Zahlen der Fibonacci -
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Folge in einzelnen Threads berechnen lassen, so bekommt jeder der Arbeitsthreads die
Aufgabe eine bestimmte Stelle der Folge als Ergebnis auf den Hauptthread zuriick zu
geben. Das Problem dabei ist jedoch das zum Beispiel der Arbeitsthread zur Berechnung
der 5. Fibonaccizahl die Ergebnisse zweier anderer Threads benétigt, was eine simultane
Berechnung unmoglich macht, da ein Kommunikation der Arbeitsthreads untereinander
nicht moglich ist. Ein solcher Fall fithrt unter anderen dazu, dass die einzelnen Threads

Atgamon Crgennisse
—_—
e T— —
Hauptthread
(Main) —_—
—_—

Arbeitsthreads
Abbildung E.1.: Schema zur Verdeutlichung des Multithreading Prinzips

nicht mehr synchron ablaufen und es zu Fehlern in der Laufzeit des Programmes kom-
men kann. Man spricht hier von Asynchronitdt von Threads. Asynchron verlaufende
Threads konnen im einzelnen wieder synchronisiert werden indem die einzelnen schnel-
ler verlaufenden Threads fiir eine kurze Zeit angehalten werden. Im folgenden soll die
Grundstruktur eines einfachen parallelisierten Programmes mit Hilfe der Methoden be-
trachtet werden. Der zu parallelisierende Codeabschnitt muss hierzu in eine separate
Funktion vom Typ wvoid* ausgelagert werden, an welche die Daten ebenfalls als void*
iibergeben werden miissen. Erfordert eine Methode mehrere einzelne Parameterwerte,
so sollten dieser in einer Struktur zusammengefasst werden, wobei in einen solchen Fall
die Struktur als komplexer Datentyp an die Funktion iibergeben wird. Im eigentlichen
Programm legt man die Anzahl der Threads in Form einer Variablen fest, was im un-
teren Beispiel mit Hilfe der Variable Anzahl der Threads geschehen ist. Die Anzahl der
Thread kann dabei im Prinzip beliebig gewéhlt werden, sollte aber im Idealfall an die
jeweilige Hardware angepasst werden. Die eigentliche Parallelisierung geschieht mit Hilfe
des Datentyps pthread_t, welcher im folgenden als eigentlicher Arbeitsthread, analog zu
Abbildung E.1, betrachtet werden soll. Die Eigenschaften des Threads werden durch die
Variable attr festgelegt. Dabei muss man entscheiden, ob die einzelnen Prozesse am En-
de der Berechnung synchronisiert werden sollen oder eine asynchroner Ablauf verwendet
werden soll. Da im Beispiel die einzelnen Arbeitsthreads ihre Ergebnisse an den Haupt-
thread zuriick geben sollen und dies in einer bestimmten Reihenfolgen geschehen soll,
wurden sie an dieser Stelle als Joinable deklariert, was eine Synchronisation am Ende
der Laufzeit beinhaltet. M6chte man keine speziellen Eigenschaften festlegen oder beno-
tigt die parallelisierte Routine keine Ubergabewerte, so muss an die jeweilige Position der
Funktion pthread_create() der Datentyp NULL tibergeben werden. Die Riickfithrung der
Ergebnisse der einzelnen Arbeitsthreads an den Hauptthread geschieht iiber die Funkti-
on pthread_join(), wobei der eigentliche Riickgabewert an die Variable Status iibergeben
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wird. Fiir einen Zugriff auf die einzelnen Werte ist danach noch eine Typenumwandlung
notwendig, was die Kenntnis iiber die Art des Riickgabetyps der Funktion voraussetzt.
Die hier beschriebenen Methoden und Variablen sind nur ein kleiner Teil der Moglichkei-
ten, welche diese Programmbibliothek bietet. Fiir weiterfiihrende Informationen ist die
gce - Referenz zu dieser Klasse geeignet oder diverse Quellen im Netz, welche sich mit
Parallelisierung beschéftigen. Die Parallelisierung in den einzelnen Routinen geschieht je-
doch immer nach den hier aufgezeigten Schema und beschrénkt sich somit auf synchron
ablaufende Arbeitsprozesse.
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#include (pthread.h)
struct Daten fiir Methode{. .. };
void x Parallelisierte Methode(void * data){...}

int main(){
int Anzahl der Threads = 4;
pthread_t + Threads = new pthread_t[Anzahl der Threads];
struct x Daten fiir Methode = new struct Daten fiir Methode[Anzahl der Threads];

int rc;
void * status;
pthread_attr t attr;

pthread_attr_init(&attr);
pthread_attr_setdetachstate(&attr, PTHREAD CREATE JOINABLE);

for(int ¢ = 0;¢ < Anzahl der Threads;i + +){
Daten fiir Methodel[i].Daten = .. .;
rc = pthread_create(&Threads[i], &attr, Parallelisierte Methode, (voidx)&Daten fiir Methode[i]);

}

pthread_attr_destroy attr;

for(int i = 0;i < Anzahl der Threads; + +){
rc = pthread_join(&Threads[i], &status);

}
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F. Einfiihrung in die Programmanwendungen

Das Programm zur Simulation der 2 - Punkt Funktion und somit zur Berechnung der
Phasengeschwindigkeit, wurde von uns in der Programmiersprache C++ verfasst. Das
Programm selbst besteht aus 3 Klassen, welche jeweils einen bestimmten Teil betrach-
ten und Schrittweise aufeinander aufbauen. Das heiftt, wahrend in der ersten Klasse die
Problematik noch ausschlieflich fiir das Vakuum betrachtet wird, werden in den ande-
ren Klassen schrittweise die einzelnen Felder eingefiihrt. Zur Berechnung selbst musst
zum Teil auf externe Open - Source Software zurilickgegriffen werden, da die im gcc -
Standart enthaltenen mathematischen Methoden zur Erzeugung von Zufallszahlen und
zur Berechnung der einzelnen Integrale nicht ausreichend sind. Wir haben dabei darauf
verzichtet eigenen Integrationsroutinen zu schreiben, da die Fehleranfilligkeit eines sol-
chen Weges zu grof ist und die verwendeten Open - Source Methoden vielfach getestet
worden sind. Als externe Quelle zur Erzeugung der Zufallszahlen diente uns dabei der
Ranlux - Generator, welcher von Martin Liischner 1997 in native C - Code verfasst wor-
den ist. Eine Einfithrung in die Anwendung dieser Methoden und eine kurze Einfiihrung
in die Mathematischen Hintergriinde findet man in [32]. Fiir die numerische Integration
und die Integration von komplexen Zahlen haben wir auf die GSL - Bibliothek zuriickge-
griffen, welche von verschiedenen Autoren im Rahmen des GNU - Science Projektes als
wissenschaftliche Open - Source Quelle zur Verfiigung gestellt worden ist.

F.1. Grundstruktur des Simulationsprogrammes

Zur Anwendung des Programmes, sollte auf den jeweiligen PC die GSL - und Ranlux -
Bibliotheken installiert sein, sowie eine aktuelle Version des gcc - Kompilers zur Anwen-
dung der Multithreading - Routinen. Das Programm selbst besteht, wie schon erwahnt,
aus 3 Klassen, welche wiederum jeweils in einer .h und .cpp Datei deklariert sind. Die De-
finition der einzelnen Methoden und Strukturen geschieht dabei in der .h Datei, welcher
zur Ausfiihrung auf die .cpp Datei zuriickgreifen muss, da in dieser der Quellcode der
einzelnen Methoden geschrieben ist. Im folgenden sind fiir das Programm notwendigen
Quellen aufgelistet, in welchen Grundfunktionen enthalten sind, die zur Ausfithrung der
einzelnen Klassenobjekte notwendig sind.

e Fit Function.cpp, Fit_ Function.h

e VLoop.cpp, VLoop.h
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In den ersten Teil sind dabei die einzelnen Fitroutinen zur Berechnung der Counterterme
deklariert, sowie Methoden zur analytischen Berechnung dieser. Der Fit geschieht dabei
mit Hilfe der least - squares - Methode und erfordert die Einbindung der GSL - Routinen.
Im zweiten Teil sind die Methoden zur Erzeugung der Zufallszahlen deklariert, welche mit
Hilfe des VLoop - Algorithmuses generiert werden. Die Ubergaben von Parametern an die
einzelnen Funktionen geschieht dabei immer in Form eines Zeigers, da somit der Zugriff
auf die Festplatte minimiert wird. Beim Aufrufen der einzelnen Objekte ist somit darauf
zu achten, dass die einzelnen Werte schon einmal als Datenobjekt deklariert worden sind.
Die Ubergabe selbst geschieht mit Hilfe des & - Zeichens, welches vor die Variable gesetzt
werden muss und bedeutet das Anstelle der gesamten Variable nur die Speicheradresse an
die jeweilige Funktion iibergeben werden muss. Im folgenden Beispiel ist eine Ubergabe
an eine void - Methode exemplarisch dargestellt.

double Variable;
Methode(& Variable);

Die eigentlichen Klassen sind in den folgenden Dateien deklariert:
e Polarization.cpp, Polarization.h
e Polarization_Constant Field.cpp, Polarization Constant_Field.h

e Phase_Velocity.cpp, Phase Velocity.h

F.2. Grundstruktur der Klassen

Die einzelnen Klassen sind dabei nach der selben Struktur aufgebaut. Die einzelnen Va-
riablen der Klasse, welche die Eigenschaften der 2 - Punkt Funktion oder der Phasen-
geschwindikeit festlegen, sowie Informationen die zur Parallelisierung notwendig sind,
konnen nicht direkt festgelegt werden sondern miissen indirekt iiber eine Set - Methode
festgelegt werden. Sollte eine Variable nicht mit Hilfe einer solchen Methode initialisiert
werden, so ist im Konstruktor einer jeden Klasse ein default - Wert festgelegt. Im fol-
genden Beispiel soll die Initialisierung einer Klasse und die Anwendung der jeweiligen
Funktionen verdeutlicht werden.

double Variable;
Klasse Klassenname = Klasse(...);
Klassenname.Set_Variable(& Variable);

Der Aufruf einzelner Methoden der Klasse geschieht dabei nicht nur im Rahmen von Set
- Methoden auf die obige Weise, sondern fiir alle im Rahmen einer Klasse definierten
Methoden. Ein Klassenobjekt ist dabei auf die selbe Weise definiert, wie ein einfaches
Datenobjekt. Das heift es kann ebenfalls an einzelne Funktionen iibergeben werden,
beziehungsweise belegt auf die selbe Weise Speicher wie zum Beispiel ein double - Objekt.
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Einzig die Speichergriéfe, welche eine Variable auf den Arbeitsspeicher akquiriert ist von
Objekt zu Objekt unterschiedlich. Eine kurze Einfiihrung in die Arbeit mit Klassen in
C++ findet man unter anderem in [33]. Nach der Festlegung der einzelnen Parameter,
wie zum Beispiel den Massenterm oder die Anzahl der verwendeten Prozessoren, ist
es nun moglich die eigentliche Simulation zu initialisieren. Hierzu sind in jeder Klasse
verschiedenen Funktionen deklariert. Méchte man Informationen iiber die Dichte der
jeweiligen 2 - Punkt - Funktion haben, dass heifft auf die Ausfithrung der T - Integration
verzichten, so geniigt der Aufruf einer Methode in deren Namen der Begriff Density
enthalten ist. Die anderen Methoden fiihren die Integration iiber T aus, und geben den
numerischen Wert fiir die vollstdndigen 2 - Punkt Funktion oder Phasengeschwindigkeit
wieder. Fiir den Vakuum- beziehungsweise Konstanten - Feld Fall werden neben den
numerischen Werten noch analytische Werte berechnet und in Form einer .txt Datei
ausgegeben. Der Aufbau einer solchen Datei ist im Folgenden skitziert:

Parameterwert (T, mass, ...) — analytisches Ergebnis — numerisches Ergebnis — numerischer Fehler
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