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1. Einleitung

Als Forscher bin ich tief beeindruckt durch die Ordnung und die Schénheit, die ich im
Kosmos finde, sowie im Inneren der materiellen Dinge. Und als Beobachter der Natur
kann ich den Gedanken nicht zurickweisen, dass hier eine hohere Ordnung der Dinge
im Voraus existiert. Es ist hier eine Intelligenz auf einer héheren Ebene vorgegeben,
jenseits der Ezistenz des Universums selbst.

Carlo Rubbia, Nobelpreistriager und ehemaliger Leiter des CERN [I]

Graphen ist ein vielversprechendes Material der aktuellen Forschung. Bei Graphen handelt es sich
um eine spezielle Modifikation des Kohlenstoffs. Man bezeichnet damit eine monoatomare Schicht
aus Kohlenstoff, wobei die Atome in Form eines sechseckigen Gitters angeordnet sind, das an eine
Honigwabe erinnert.

Dieses Material wurde zum ersten Mal 1947 von P. R. Wallace theoretisch beschrieben [2]. Sei-
nerzeit betrachtete er Graphen als Baustein fiir ein Modell von Graphit, das aus {ibereinanderge-
stapelten Schichten von Graphen besteht.

Als wesentlich schwieriger erwies sich die experimentelle Herstellung dieses Materials. Diese ge-
lang erst 2004 durch eine Gruppe um A. Geim und K. Novoselov mit einer tiberraschend einfachen
Technik [3]. Die beiden Forscher erhielten fiir diese Entdeckung 2010 den Nobelpreis fiir Physik [4].

Seitdem es moglich ist Graphen herzustellen, wird an diesem Material sowohl auf experimenteller
als auch auf theoretischer Seite intensiv geforscht. Zum aktuellen Stand der theoretischen Forschung
sei auf den Ubersichtsartikel [5] verwiesen.

Graphen zeigt einige bemerkenswerte Eigenschaften, die es fiir die Forschung wie fiir die An-
wendung interessant machen. Seine Ladungstragerbeweglichkeit ist 100-mal so hoch wie die von
Silizium [6, [7]. Damit gibt es Anlass zur Hoffnung aus diesem Halbleitermatierial Transistoren mit
sehr hoher Taktfrequenz bauen zu konnen. Bisher wurde bereits ein Transistor mit einer Takt-
frequenz von 100 GHz entwickelt [8], Taktfrequenzen im Bereich von 500 bis 1000 GHz scheinen
moglich [6].

Weiterhin ist Graphen das Material mit der héchsten bekannten Zugfestigkeit, welche etwa 125-
mal so hoch wie die von Stahl ist [9, [4]. Das bietet die Moglichkeit der Anwendung in superharten
Verbundwerkstoffen [I0]. Auf Grund seiner geringen Dicke ist Graphen lichtdurchléssig und eignet
sich daher z. B. fiir den Einsatz in , Touchscreens“ [4]. Wegen seiner Zweidimensionalitét besitzt
Graphen ein sehr hohes Oberfliche-zu-Masse-Verhéltnis, weshalb es sich zum Detektieren chemi-
scher Substanzen oder als Material fiir sogenannte Superkondensatoren eignet [4} [1T].

Auch fiir die Spintronic wird Graphen als vielversprechendes Material angesehen. Da in Kohlen-
stoff die Spin-Bahn-Kopplung sowie der Kernspin sehr gering sind, scheint es in Verbindung mit der
hohen Leitfahigkeit ein ideales Material zu sein, um zusammen mit dem Spin weitere Informationen
zu transportieren [4], 12].

Es gibt weitere interessante Anwendungen wie Solarzellen oder Graphenoxid als Wasserfilter.
Zweilagiges Graphen besitzt eine Bandliicke, die sich durch elektrische Felder durchstimmen lasst
[13].

Viele der elektronischen Eigenschaften werden durch die auBergewohnliche Dispersionsrelation
der Elektronen in Graphen bestimmt: Das Valenz- und das Leitungsband von Graphen beriihren



1. EINLEITUNG

sich im Impulsraum an den sechs Eckpunkten der Brilloin-Zone. Diese Punkte bezeichnet man
als K-Punkte oder Dirac-Punkte, von denen nur zwei voneinander unabhéngig sind. Die Disper-
sionsrelation in der Nédhe dieser Punkte ist linear, die Elektronen befinden sich in sogenannten
Dirac-Kegeln, wie in Abbildung gezeigt. Demzufolge lassen sie sich als relativistische, masselo-

Abbildung 1.1.: Dispersionsrelation von Graphen: Valenz- und Leitungsband beriihren sich an den sechs
Dirac-Punkten. Die lineare Dispersionsrelation in der Nahe dieser Punkte ist vergroBert gezeigt. Quelle: [5].

se Fermionen beschreiben. Thre Geschwindigkeit ist die Fermigeschwindigkeit, welche etwa ﬁ der
Lichtgeschwindigkeit betragt [5].

Damit wird Graphen insbesondere zu einem System, in dem sich Effekte der relativistischen
Quantenmechanik untersuchen lassen, ohne dazu riesige Beschleuniger zu bendtigen. Man kann
damit z. B. einen anormalen Quanten-Hall-Effekt, sowie das Klein-Paradoxon [I4] beobachten [5],
10]. Bei letzterem erhdlt man eine Situation, bei der nahezu vollstdndige Transmission durch eine
Potentialbarriere auftritt.

Nichtsdestotrotz bleibt die theoretische Beschreibung von Graphen eine Herausforderung, die Ge-
genstand aktueller Forschung ist. Insbesondere interessiert man sich fiir Phaseniibergénge, bei de-
nen man Graphen beispielsweise zwischen dem leitenden und dem nichtleitenden Zustand schalten
kann, sogenannte Halbmetall-Isolator-Quantenphaseniibergénge [15), [16]. Solche Phaseniibergan-
ge sind fiir den potentiellen Einsatz in Transistoren oder anderen elektronischen Schaltelementen
interessant [17].

Wie auch in den Quellen [I8], 19, [I5] 20} 211 22] sollen in dieser Arbeit die elektronischen Anre-
gungen von Graphen mit Hilfe einer (2+1)-dimensionalen relativistischen Quantenfeldtheorie be-
schrieben werden. Die effektive Feinstrukturkonstante a fiir die Fermigeschwindigkeit vp = 355
liegt in der Grofenordnung von 1 [19], so dass es sich um ein stark gekoppeltes System handelt.
Damit ergibt sich die Moglichkeit, dass sich ein Kondensat aus Exzitonen bildet. Diese erzeugen
eine Bandliicke am Dirac-Punkt, wodurch man einen Mott-Isolator erhélt [19] 15} 20].

Aus der Sichtweise der Quantenfeldtheorie formuliert man dieses Phénomen so: Durch die Bildung
eines chiralen Kondensats wird eine globale chirale Symmetrie spontan gebrochen, so dass man einen
Grundzustand erhélt, der diese Symmetrie nicht mehr realisiert.

Dieses Phidnomen wurde im Rahmen des (2+1)-dimensionalen Thirring-Modells [23] in der Ar-
beit [20] mit einer chiralen U(2Ny)-Symmetrie bereits ausfiithrlich betrachtet. Dabei steht Nt fir die
Anzahl der Fermionen und U(N) bezeichnet die unitdre Gruppe iiber einem Hilbertraum der Di-
mension N. Der Artikel [24] nennt ebenfalls ein Modell fiir Graphen mit chiraler U(2N¢)-Symmetrie,
deren spontaner Bruch eine Bandliicke im Spektrum der Quasiteilchen erzeugt.

In dieser Arbeit soll nun der allgemeinere Fall einer U(N¢) ® U(Ng)-symmetrischen Theorie un-
tersucht werden, in der die U(2N;)-Symmetrie als Spezialfall enthalten ist. Da diese Theorie aus



dem Gross-Neveu-Modell [25] hergeleitet wird, soll sie als verallgemeinertes Gross-Neveu-Modell
bezeichnet werden.

Das Modell wird auf rein fermionischem Niveau betrachtet; detailliertere Untersuchungen mit
Hilfe der Methode der Bosonisierung wurden zeitgleich von meiner Kollegin Julia Borchardt fiir
einen Spezialfall dieses Modells durchgefiihrt, deren Arbeit ,,RG flows of 3d chiral fermion systems
with collective degrees of freedom* in Kiirze zur Verfiigung stehen wird.

Die Vergroferung der Symmetrie bietet einen besseren Uberblick iiber den Theorieraum des
Modells und damit neue Einsichten in dessen kritisches Verhalten. So gelang es im Rahmen dieser
Arbeit, Verdnderungen im Verhalten der Fixpunkte festzustellen, die erst in diesem Modell sichtbar
werden.

In Kapitel 2] werden zunéchst die mathematischen Grundlagen diskutiert. Danach wird in Ab-
schnitt das verallgemeinerte Gross-Neveu-Modell aus allgemeinen Symmetrieprinzipien abge-
leitet. Ausgehend davon werden dann in Abschnitt [3.3] die zugehorigen Flussgleichungen der Vier-
Fermi-Kopplungskonstanten aufgestellt. Die folgenden Abschnitte widmen sich der Untersuchung
des korrespondierenden Theorieraums, insbesondere dessen Fixpunkt-Struktur (Abschnitt . Da-
bei wird ein Schwerpunkt auf die Fixpunkte mit einer relevanten Richtung gelegt (Abschnitt .
In Kapitel [4] schliefit die Arbeit mit einer verallgemeinerten Rechenvorschrift zum Aufstellen der
Flussgleichungen fiir beliebige Vier-Fermi-Terme.



2. Grundlagen

Im Folgenden sollen ausschlielich fermionische Theorien im Rahmen der Funktionalintegralquan-
tisierung besprochen werden.

Des Weiteren wird die Diskussion auf euklidische Feldtheorien beschrinkt!. Diese erhilt man
aus den Theorien im Minkowski-Raum durch eine Wick-Rotation?. Wir wollen voraussetzen, dass
man anschliefend die Minkowski-wertigen Korrelationsfunktionen durch analytische Fortsetzung
der euklidischen erhalten kann.

Die verwendeten Herleitungen beziehen sich, soweit nicht anders angegeben, auf die Quellen
[20, 27, 28], 29] 30, 311, 32), 33].

2.1. Funktionale Renormierungsgruppe

2.1.1. Effektive Wirkung

Alle physikalisch relevanten Informationen einer Quantenfeldtheorie erhélt man aus den Korrelati-
onsfunktionen. Um diese in der Sprache der Funktionalintegralquantisierung berechnen zu kénnen,
definiert man das erzeugende Funktional fiir rein fermionische Theorien

Zln,if] = /A DyyDipe S0 [ da[leys@) @) (2.1)

¥ und ¢ sind die fermionischen Spinor-Felder, die in der euklidischen Feldtheorie als unabhén-
gige Feldvariablen betrachtet werden, n bzw. 7 sind die zugehorigen Quellen. Beide Felder sind
Grassmann-wertig, erhalten also ein negatives Vorzeichen bei Vertauschung.

Wir wollen annehmen, dass das Funktionalintegral [ DDy durch einen UV-Cutoff A regulari-
siert ist, was durch den Index A am Integral gekennzeichnet wird.

Die Korrelationsfunktionen erhélt man mittels folgender Vorschrift (nach [29]):

5 ki

we Wamgp?en| - @2

n=n=0

(D) ) - 00)) = 75 1T 5
=1

Auf Grund der Grassmann-Eigenschaften der beteiligten Felder muss fiir eine Funktionalableitung
stets angegeben werden, ob sie von links oder rechts wirkt, was durch dariibergestellte Pfeile ge-
kennzeichnet wird.

Das Schwingerfunktional, das erzeugende Funktional der zusammenhéngenden Korrelationsfunk-
tionen, ist wie folgt definiert:

Win, 1) :=In Z[n, 7). (2.3)
Durch eine Legendre-Transformation erhédlt man die effektive Wirkung
(o, )= sup ( [ a'a [1a)0(e) ~ @n(@)] - Wil ) 2.4)
7777]

's. Anhang|A.2
%s. z. B. [26



2.1. FUNKTIONALE RENORMIERUNGSGRUPPE

Die effektive Wirkung ist das erzeugende Funktional der vollen Vertizes bzw., was gleichbe-
deutend ist, der ein-Teilchen-irreduziblen (1PI) Korrelationsfunktionen [29]. Fiir gegebene ¥ und
V¥ sind die Quellen 1 = nsup bzw. 1) = fsyp, flir die in Gleichung das Supremum angenommen
wird, die zugehorigen konjugierten Variablen. Die Felder ¥ und ¥ beschreiben somit die Felder-
wartungswerte in Anwesenheit der konjugierten Quellen 77 und 7:

o= = S b= o= S

Obige Formeln lassen sich etwas kompakter schreiben, indem man die Felder wie folgt zusammen-

fasst? [32]:
0(p) = ( W ) , J(p) = ( Z(Tp(;p) ) , (2.6)

0" (—p) = (v"(~p), ¥(p)) , Tt (=p) = (7(p):n" (-p)) (2.7)

(2.5)

Fithrt man weiterhin das verallgemeinerte Skalarprodukt

[ 7%= [dta ST @e) = [ ae i) - b (2.8)
ein, so schreibt sich die effektive Wirkung

, SWIJ]
I'[¢] = Jte —wiJ t = (0 = — . 2.9
o =sup ([ TT0-WL)  mit o(e) == 0 = Sr (29)
Bildet man die Ableitung der effektiven Wirkung bei der Quelle J = Jgp, fiir die das Supremum
angenommen wird, erhéilt man die Quantenbewegungsgleichung:

3Tle) [ay ST) 0 DI SWL] ST | )

50T (@) 56T@) “Y) T 5T 60Ty 66T(x) Y
=¢(y)

Auf Grund der Grassman-Natur der Felder erhélt man ein zusétzliches Minuszeichen gegeniiber
dem skalaren Fall (vgl. [27]). Damit kann man nun folgende wichtige Identitét ableiten:

K 5 3 v 5J(x) 6(2)
d _ _ 0 |E9P d,|_ .
Jd leT(x)FW]a(;s(z) 5JT(z)W[J]5J(y)] K [ 00(2) 0 (y) 2.11)
B dJ(z) B
= i) —6@D(z —y).

2.1.2. Renormierungsgruppen-Flussgleichung

Die Renormierungsgruppe beschreibt Transformationen von einer Léngenskala zu einer anderen.
Sie stellt eine konzeptionelle Verbindung zwischen der Quantenfeldtheorie und der statistischen
Physik dar. Im Folgenden soll der Wilsonsche Zugang zur Renormierungsgruppe dargestellt werden
[34, 35, 136].

3Hier kann man prinzipiell auch weitere Felder erginzen, wie z. B. ein Skalarfeld ¢ oder Eichfelder.



2. GRUNDLAGEN

In der Quantenfeldtheorie spielen Fluktuationen des Systems eine entscheidende Rolle. Um eine
Theorie zu l6sen, integriert man tiblicherweise iiber alle Fluktuationen. So erhéilt man ein Ergebnis,
das alle quantenfeldtheoretischen Effekte beinhaltet. Nun kénnen diese Fluktuationen auf verschie-
denen Léngenskalen bzw., was dquivalent ist, mit verschiedenen Impulsen auftreten.

Die Idee von Wilson basiert nun darauf, nicht alle Fluktuationen auf einmal auszuintegrieren, son-
dern stattdessen Impulsschale fiir Impulsschale. Dabei beginnt man mit der (klassischen) mikrosko-
pischen Wirkung S bei einer UV-Cutoff-Skala k¥ = A. Ausgehend davon integriert man schrittweise
die Fluktuationen aus bis zum Impuls & = 0 und erreicht dort die volle effektive (Quanten-)Wirkung
.

Jede Integration {iber eine Impulsschale der Dicke dk stellt einen infinitesimalen Renormierungs-
gruppenschritt dar. Dazwischen erhdlt man jeweils eine mittlere effektive Wirkung Ty, die von der
Impulsskala k abhéngt und die kontinuierlich von S nach I' interpoliert. Sie enthélt alle Fluktua-
tionen mit Impulsen & < [p| < A und soll folgenden Bedingungen geniigen:

Jim T = lim [y =T. 2.12
pmTe=25 T (2.12)

Die Entwicklung von I'y, wird durch eine sogenannte Renormierungsgruppen-Flussgleichung be-
schrieben. Hier soll die Wetterich-Gleichung verwendet werden, die einen nicht-stérungstheoreti-
schen Zugang zur funktionalen Renormierungsgruppe liefert [37]. Dazu soll zunéchst ein k-abhén-
giges IR-reguliertes erzeugendes Funktional definiert werden:

ZulJ] = Vel — / DO oS-k I70, (2.13)
A

Den Erwartungswert eines beliebigen Operators A(f) in Anwesenheit der Quelle J berechnet man
dann wie folgt:

(A(0))s = z:m ] D0 A(yeSI-AsO] 0, (214)

Die mittlere effektive Wirkung geht durch eine modifizierte Legendre-Transformation aus dem
Schwingerfunktional W}, hervor:
S WilJ]

Lylo] = Sljp (/ JT¢ - Wk[J]) — ASk[¢] mit ¢(z) = (0(z)); = m (2.15)

Wir wollen annehmen, dass das Feld ¢ unabhéngig von der Skala k ist, was auch im Weiteren der
Fall sein wird. Daraus folgt, dass die Quelle J im Allgemeinen k-abhéngig sein wird.
Die Definitionen wurden jeweils um den Regulatorterm

254161 = 5 [ i DR (216)

ergidnzt. Dieser enthélt den Regulator Ry, der im fermionischen Fall folgende Matrixstruktur auf-

weist: -
0 —Ry.(-p)
Ri(p) = ok : 2.17
Fiir den Regulator sollen folgende Bedingungen erfiillt sein:
hm Ry(p) = (2.18)
2 —)0
lim Rg(p) — oo, (2.19)
k—A—o00
hm Ri(p) > 0. (2.20)
o ~>0

k

10



2.1. FUNKTIONALE RENORMIERUNGSGRUPPE

Die erste Bedingung besagt, dass der Regulator im Infraroten verschwindet und man somit
fir k — 0 die volle effektive Wirkung I' erhélt. Die zweite Bedingung stellt sicher, dass
man im Ultravioletten (kK — oo) die mikroskopische Wirkung S erhélt, wie sich mit Hilfe einer
Sattelpunktsandherung zeigen lasst [30]. Die letzte Bedingung sorgt dafiir, dass der Regu-
latorterm tatséchlich im IR regularisiert. Er wirkt dort wie ein zusétzlicher effektiver Massenterm
und verhindert damit fiir masselose Theorien das Auftreten von Infrarotdivergenzen.

Mit Hilfe der Fouriertransformation® lisst sich der Regulatorterm auch wie folgt schreiben:

Asilé) =5 [ dte [ dly 7@ Rute.)o(y) (221)
d
mit R(z,y) := Rp(z —y) = / (;TI;CZRk(p)eip(x_y). (2.22)

Zur Untersuchung des Verhaltens der mittleren effektiven Wirkung I'j in Abhéngigkeit von der
Skala k betrachtet man iiblicherweise deren Anderung mit der sogenannten Renormierungsgrup-

penzeit
k d
t=ln—, =08 =k 2.23
A Pk (2:23)
und die zugehorige Skalenableitung 0;. Betrachtet man zunéchst deren Wirkung auf das Schwin-

gerfunktional Wy, so erhélt man bei fester Quelle J:

8th[J]’J = 82’{“5‘}” A Z:[J] /Apg (7atASk[9])6—5[9]—A5k[0}+fJTG
BID_ (5, A, [0y BED —% < / d'z / dy 07 (2)0, Ry (x, y)e(y)> (2.24)

= —5 [t [ty [@uRu(e,n)i (~0;)0F @))] .

Die Indizes ¢ und j der in der Gleichung enthaltenen Matrizen bezeichnen alle vorkommenden
Indizes, sowohl die der Feldtypen, wie in Gleichung , die Lorentzindizes der Dirac-Spinoren,
sowie ggf. auftretende Flavorindizes.

Der wvolle, verbundene Propagator zur Skala k ist wie folgt definiert [33]:

5 5

)
13 % 13 51
=z M5 Tz Mgz e
B 0() (—67 W) ) — 0(0) (—6" ()
= (00" W) + (@)6" ().
Setzt man diese Beziehung in Gleichung ein, so erhélt man:

oWl = -3 [ d% [aty [@Rute), Grly. )]

+5 [dde [ay @R, 050007 @) (2.26)

=—¢T ()8 Ry, (2,y)d(y)

— %/dd:c/ddy Tr [0y Rk (z, y)Gi(y, )] — 0t ASk[9)].

4s. Anhang|A.3
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2. GRUNDLAGEN

Die Spur lauft tiber alle auftretenden Indizes, die die Feld-, Flavor- oder Lorentzstruktur bezeichnen.
Weiterhin gelte folgende Definition fiir den matrixwertigen Operator der (n-+m)-Punkt-Funktion
[28]:

nmal m mal
/—-——A-—-N
T = g T Luld] o PR (2:27)

Damit erhélt man insbesondere fiir die (141)-Punkt-Funktion im Ortsraum die folgende Beziehung,
wenn man sie fiir die Quelle J = Jg, auswertet®, dhnlich wie in Gleichung ([2.10):

r 5
T Vg2, y) = N
k 56T(x) " 56(y) _ 228)
5J(x) 5 87 (z)

= s 0@ ey T aa) )

Dabei wurde im letzten Schritt die Eigenschaft Rl (z —y) = —Ry(y — z) ausgenutzt, die aus der

Definition (2.17)) und Gleichung ([2.22]) folgt.
Analog zu Gleichung (2.11)) kann man nun ableiten:

e - S5
--/ + Ry(z, 2) v 1% [J]<g (2.29)
56T (z) (z) M= 5aT(2) s T (y)
229 /d T +Rk]( z,2) - Gi(2,y).
In Operatorschreibweise lautet diese Beziehung®:
-1 = (T"V[¢] + Ry Gi. (2.30)

D. h. der inverse Operator zum Propagator Gy, ist die Summe —(F,(:’l) [¢] + Ry). Damit erhélt man
schliefllich die Flussgleichung fiir I'y, die Wetterich-Gleichung [37], indem man die mittlere effektive
Wirkung (2.15)) an der Stelldd J = Jsup fiir festes ¢ nach der Renormierungsgruppenzeit ¢ ableitet:

T T
oril) = [ - [ate? D fﬂ‘zg] Ol dSilo)
=¢(z)

- —8th[J]’ — 0 AS[¢] (2.31)

QQ/ﬂ O R (P)Gi(p)]

™)
I
=)

e STr [815Rk ) (T;(f’”[qﬁ] " Rk)_1:| .

5 Joup bezeichnet die Quelle, fiir die in Gleichung (2.15) das Supremum angenommen wird.
5Das Minuszeichen ist der Grassmann-Natur der fermionischen Felder geschuldet und tritt fiir skalare Felder nicht
auf.
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2.2. KRITISCHES VERHALTEN UND FIXPUNKTE

Im letzten Schritt wurde der Operator ,,STr¢, die sogenannte ,Super“-Spur, eingefiihrt [38]. Er
beriicksichtigt ein zusétzliches Minuszeichen fiir die fermionischen Felder und steht fiir die Spurbil-
dung im Feld-, Flavor- und Impulsraum.

Der Regulator Ry erfiillt zwei Funktionen: Zum einen liefert er auf Grund der Eigenschaft (2.20))

fiir p> < k? einen zusitzlichen Massenterm im inversen Propagator —(F,(Cl’l)[qb] + Ry)~t. Damit
schirmt er mogliche Infrarotdivergenzen masseloser Theorien ab, da in ihnen Fl(j’l)
de Impulse p verschwinden kann und somit der inverse Propagator ohne den Regulator divergieren

wirde.

fir verschwinden-

Zum anderen wird die UV-Regularisierung durch den Ausdruck 0;Ry(p?) im Zihler erreicht.
Nach den Bedingungen liegt dessen iiberwiegender Tréger auf einer ausgeschmierten
Impulsschale nahe p? ~ k2. Damit realisiert dieser Term die Wilsonsche Idee des Ausintegirerens
der Fluktuationen Impulsschale fir Impulsschale. Beide Eigenschaften erkennt man in Abbildung

21

(d/dt) R,

K2 P2

Abbildung 2.1.: Qualitative Darstellung einer méglichen Regulatorfunktion Ry (p?) und dem ihrer Ska-
lenableitung d; Ry (p?). Quelle: [27].

Die Losung der Flussgleichung ergibt eine Renormierungsgruppen-Trajektorie im Raum aller
Theorien. Damit bezeichnet man den Raum aller Wirkungsfunktionale, der durch alle méglichen
Operatoren aufgespannt wird, die unter einer bestimmten Symmetrie invariant sind. Die beiden
Enden der Theorie sind durch die Randbedingungen (2.12)) gegeben.

2.2. Kritisches Verhalten und Fixpunkte

Der dargestellte Formalismus der funktionellen Renormierungsgruppe eignet sich insbesondere zur
Betrachtung kritischer Phiénomene, wie Phaseniibergéingen oder chiraler Symmetriebrechung. Die
Methoden zu deren Untersuchung sollen im Folgenden kurz beschrieben werden. Insbesondere ist
man hiufig an den Fixpunkten der Flussgleichung interessiert. Diese stellen skaleninvariante Theo-
rien dar und bestimmen das kritische Verhalten.
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2. GRUNDLAGEN

2.2.1. Trunkierung der effektiven Wirkung

Die Wetterich-Gleichung lisst sich nur fiir sehr spezielle Fille exakt 16sen”. In allen anderen Fillen
bietet sie dennoch die Moglichkeit Naherungsverfahren jenseits der Storungstheorie anzuwenden,
indem man geeignete Trunkierungen fiir die effektive Wirkung verwendet.

Im Allgemeinen werden im Laufe des Renormierungsgruppenflusses all diejenigen Feldfunktio-
nen in der effektiven Wirkung erzeugt, die mit der Symmetrie der zu Grunde liegenden Theorie
vertriglich sind. Typischerweise werden damit unendlich viele Terme in der effektiven Wirkung
auftreten. Um dennoch effektiv rechnen zu kénnen, wahlt man aus dieser Menge einige Terme aus
und vernachléssigt die anderen, was man als Trunkierung bezeichnet.

In dieser Arbeit soll die sogenannte Operatorentwicklung verwendet werden. Dabei konstruiert
man die effektive Wirkung aus Operatoren mit zunehmender Massendimension®. Beschrinkt man
sich insbesondere auf Ableitungsoperatoren, spricht man von der Ableitungsentwicklung. Bei dieser
erginzt man die effektive Wirkung schrittweise durch Terme, die héhere Ableitungen der Felder
enthalten. Auf dem Niveau der ersten Ordnung in den Ableitungen schreibt sich dieser Ansatz fiir
eine rein fermionische Theorie (nach [27]):

Culd, o) = [ % Vi) + Z4(6,6) dio0,0 + 0(6)] (232

Dabei bezeichnet Vi ein effektives Potential, Z; die sogenannte Wellenfunktionsrenormierung und
es wurde der kanonische kinetische Term fiir fermionische Theorien &i'yuﬁuw eingefiihrt?, der die
Gammamatrizen vy, enthélt, die in Abschnitt ausfihrlich diskutiert werden.

Entwickelt man zusétzlich das effektive Potential V; nach Operatoren mit zunehmender Massen-
dimension, so entspricht das einer Entwicklung nach Feldfunktionen mit einer wachsenden Anzahl
an Feldern. Hier soll eine Trunkierung gewéhlt werden, die Terme beriicksichtigt, die bis zu vier
fermionische Felder enthalten, sogenannte Vier-Fermi-Terme. Damit die Wirkung ein Skalar ist,
muss jeder Dirac-Spinor ¢ mit dem dirac-konjugierten Spinor 1) kontrahiert werden, so dass nur
Terme mit einer geraden Anzahl fermionischer Felder auftreten kénnen.

Durch die Vernachléssigung hoherer Terme in der effektiven Wirkung tritt zwangsldufig ein Fehler
auf. In Abbildung ist dargestellt, dass die trunkierte Wirkung nicht mehr die korrekte effek-
tive Wirkung I'y—g im Infraroten erreicht. Weiterhin ist sie anders als die volle effektive Wirkung
abhingig vom gewéhlten Regulator.

Es bleibt ein schwieriges Problem, diese Fehler zu bestimmen oder zu minimieren. Eine Mog-
lichkeit bietet das Studium der Ergebnisse beim Hinzunehmen héherer Terme in die Trunkierung.
Wenn die gewéhlte Trunkierung geeignet ist, sollte der Einfluss hoherer Terme gering sein. Eine
geringfiigige Anderung bei Hinzunahme bestimmter Terme bietet jedoch keine Garantie, dass es
nicht andere Terme mit starkem Einfluss geben kann.

Eine andere Moglichkeit die Verldsslichkeit einer Trunkierung zu iiberpriifen, bildet die Regu-
latorabhéngigkeit. Wahrend die volle effektive Wirkung bei & = 0 unabhéngig vom gewéhlten
Regulator ist, gilt das im Allgemeinen nicht mehr fiir die trunkierte. Physikalische Messwerte soll-
ten jedoch unabhéngig vom gewédhlten Regulator sein. Sollten die Ergebnisse sich stark mit der
Wahl des Regulators verandern, weist das auf eine ungeeignete Trunkierung hin. Die Stérke bei
einer Verdnderung des Regulators kann als Maf fiir die Giite einer Trunkierung verwendet werden.

Ebenso lésst sich die Regulatorabhéngigkeit ausnutzen, um den Renormierungsgruppenfluss einer
gegebenen Theorie zu optimieren. Der Fluss ist optimiert, wenn die Ergebnisse der physikalischen

s. z. B. [39, 40].
8s. Anhang

9Es gelte die Einsteinsche Summenkonvention, dass iiber gleichnamige Indizes summiert wird.
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2.2. KRITISCHES VERHALTEN UND FIXPUNKTE

92

>91

Abbildung 2.2.: Schematische Darstellung der Renormierungsgruppentrajaktorie im Raum der beiden
Kopplungen g; und go. Schwarz ist der Fluss der vollen mittleren effektiven Wirkung, rot der der trunkierten
dargestellt. Die gestrichelten Linien entsprechen Fliissen mit anderen Regulatoren. Quelle: [32].

Messwerte moglichst nahe an den tatsédchlichen Werten liegen. Die zugehorige Trajektorie im Raum
aller Theorien beschreibt den kiirzesten Weg zwischen der UV-Theorie bei £k = A und der vollen
Theorie bei k = 0 [41], 42].

2.2.2. Bestimmung der Betafunktionen

Fir einen trunkierten Ansatz erhédlt man in der Wirkung vor jedem Term Kopplungskoeffizienten
gi, die in einem Vektor g zusammengefasst werden konnen. Wird der Theorieraum durch die Feld-
operatoren aufgespannt, so kann man die Kopplungskoeffizienten als die zugehorigen Koordinaten
betrachten.

Die Anderung der Kopplungskoeffizienten mit der Renormierungsgruppenzeit wird durch die
sogenannten Betafunktionen oder Gell-Mann-Low-Gleichungen beschrieben:

g = Blg). (2.33)
Bei der Untersuchung einer bestimmten Theorie ist man h&ufig an der konkreten Form der Be-

tafunktionen interessiert, aus denen man dann auch die Fixpunkte extrahieren kann. Zu deren
Bestimmung schreibt man die Wetterich-Gleichung ([2.31]) geeigneterweise in der folgenden Form:

8 Trle] = % STr [(i In (F,E}’”w] + Rkﬂ : (2.34)

Die Ableitung 9; beschreibt eine Skalenableitung, die nur auf die k-Abhéingigkeit der Regulator-
funktion wirkt. Formal lasst sie sich schreiben als

- [ d% ORy(p) &
- / : (2.35)

2m)4 Ot  SRi(p)
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2. GRUNDLAGEN

Es erweist sich als technisch giinstig den inversen, regularisierten Propagator (F,(cl’l)[qb] + Rk) in
die feldunabhéngige Propagatormatriz Py, die auch den Regulatorterm enthélt, und die feldabhéan-
gige Fluktuationsmatriz Fi zu zerlegen:

T\"V(g] + Ry = Py + Fi. (2.36)

Damit kann man die Wetterich-Gleichung in der Form (2.34) geméaf folgender Vorschrift nach
Potenzen des feldabhéngigen Anteils entwickeln:

n

Oy = %Sﬂ |00 (P + Fi)| = %STT (0P| % i {(_1)n STr [y (P,;lfk)"]}
n=1 (2.37)
_ % STr (3 In Py + % STr [0, (P Fe)| - i STr {@ (P,;lfkﬂ T

Mit Hilfe dieser Entwicklung lésst sich die rechte Seite der Wetterich-Gleichung als Summe von
Potenzen der Feldoperatoren ausdriicken. Setzt man auf der linken Seite den Ansatz ein, so liefert
ein Koeflizientenvergleich die Betafunktionen . Alternativ kann man auch geeignete Projek-
tionsvorschriften verwenden (vgl. Abschnitt [4.2).

2.2.3. Fixpunkte

Die Fizpunkte einer Theorie sind dadurch definiert, dass sich die Theorie an diesem Punkt im
Theorieraum unter einer Renormierungsgruppentransformation nicht dndert. D. h. die zugehérige
Theorie ist skaleninvariant.

Im Rahmen einer gewahlten Trunkierung kann ein Fixpunkt stets durch einen Vektor g* der
Kopplungskoeffizienten dargestellt werden. Ein Fixpunkt ist dadurch gekennzeichnet, dass dort die
Betafunktionen verschwinden:

B(g") =g

Linearisiert man die Betafunktion in der Nédhe des Fixpunkts, so erhélt man die Stabilitdtsmatriz
Biji

=0 (2.38)

9Bi

gbi (2.39)

Bi == 0hgi = Bij(g; — 97) + O((g; — 97)°), mit B;j =
Diagonalisiert man die Stabilitdtsmatrix, so ergeben die negativen Eigenwerte die sogenannten
kritischen Exponenten ©7:

B;; Vil = -0V (2.40)

Die zugehérigen (Rechts-)Eigenvektoren V7 kennzeichnen die Richtungen des Renormierungsgrup-
penflusses (RG-Richtungen) in der Néhe des Fixpunkts.

Die kritischen Exponenten erlauben nun eine Charakterisierung der physikalischen Parameter
der entsprechenden skaleninvarianten Theorie. Fiir die Kopplungen erhélt man folgende Losung
der Flussgleichungen im linearisierten Fixpunktgebiet [31]:

o\ ©
gi=g;+> Clv! (ko) . (2.41)
I

Die Integrationskonstanten C! definieren die Anfangsbedingungen bei der Referenzskala ky. An-
hand des Vorzeichens des kritischen Exponenten klassifiziert man die zugehorige Richtung:
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2.2. KRITISCHES VERHALTEN UND FIXPUNKTE

e irrelevante Richtungen, ®7 < 0: Die Richtung ist im Infraroten (k — 0) unterdriickt und
spielt damit fiir die makroskopische Physik keine Rolle!".

e relevante Richtungen, ©f > 0: Die Richtung wichst zum Infraroten hin an und bestimmt
somit die makroskopische Physik.

e marginale Richtung, ©f = 0: Das konkrete Verhalten dieser Richtung wird durch Terme
hoherer Ordnung in der Entwicklung um den Fixpunkt bestimmt.

Die Anzahl der relevanten Richtungen legt die Anzahl der physikalischen Parameter fest, die be-
stimmt werden miissen, um eine makroskopische Theorie eindeutig zu beschreiben. Eine Theorie
hat Vorhersagekraft, wenn diese Anzahl endlich ist.

Die konkrete Lage der Fixpunkte hdngt vom Renormierungsschema, also dem gewéhlten Cutoff
und dem Regulator, ab und kann somit keine physikalische Information enthalten. Die Existenz
eines Fixpunkts und seine kritischen Exponenten sind jedoch davon unabhéingig.

Man unterscheidet drei Arten von Fixpunkten [32]:

e Stabile Fixpunkte: Es sind alle © < 0. Theorien, die im Einzugsbereich dieses Fixpunkts
starten, ndhern sich diesem in Richtung Infrarot immer mehr an, er ist IR-attraktiv. Dazu
gehort insbesondere der Gaufi’sche Fixpunkt g* = 0, der mit O bezeichnet werden soll. Er
kennzeichnet die freie Theorie ohne Wechselwirkung.

e Instabile Fixpunkte: Es sind alle ©f > 0. Theorien, die im Einzugsbereich dieses Fixpunkts
starten, entfernen sich in Richtung IR immer weiter von ihm, er ist IR-repulsiv.

e Generische Fixpunkte: Es gibt sowohl Richtungen mit © > 0 als auch ©! < 0. Besonders
interessant sind die Fixpunkte mit genau einer relevanten Richtung, da die zugehérigen Theo-
rien durch die Festlegung eines einzigen physikalischen Parmeters eindeutig charakterisiert
sind. Generische Fixpunkte bestimmen auch die Phasengrenzen zwischen den Bereichen mit
unterschiedlichem Infrarotverhalten.

Eine solche Grenze bezeichnet man als Separatriz, sie stellt im Allgemeinen eine Hyperfliche dar,
deren Dimension geringer ist als die des Theorieraums. Sie verlduft von einem generischen Fixpunkt
zu einem anderen oder ins Unendliche. Auf den beiden Seiten erhdlt man ein unterschiedliches
Attraktivitdtsverhalten, der Fluss entfernt sich in unterschiedliche Richtungen von der Separatrix.

10Kleine Impulse k sind iiber die Fouriertransformation mit groBen Langenskalen verkniipft.
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3. Das verallgemeinerte Gross-Neveu-Modell

Den Ausgangspunkt der Untersuchungen stellt das Gross-Neveu-Modell [25, 31] in d = 2+ 1 Raum-
zeitdimensionen dar. Es beschreibt die Quantenfeldtheorie von N; Flavors relativistischer, mas-
seloser Femionen. Das Modell ist in drei Raumzeitdimensionen nicht eindeutig definiert. Es gibt
eine Darstellung mit zweikomponentigen Weyl-Spinoren [43], 44], sowie eine mit vierkomponenti-
gen Dirac-Spinoren [31], beide werden als ,,Gross-Neveu-Modell“ bezeichnet. In Anlehnung an [15]
sollen hier vierkomponentige Spinoren verwendet werden, die die Felder beschreiben, die zu den
elektronische Moden in der Nédhe der beiden unterschiedlichen Dirac-Punkte gehoren. Folglich soll
auf die Darstellung in [31] Bezug genommen werden. Die zugehorige euklidische Wirkung lautet:

st = | d{i g+ 5 ﬁ:ﬁlwaw@bwb)} = [{aim+ Z@or) ey

Esist @ := YuOy mit den unten definierten Gammamatrizen, g bezeichnet eine dimensionsbehaftete
Kopplungskonstante. Die oberen lateinischen Indizes a, b, c,... nummerieren den Flavor der Fer-
mionen von 1 bis N. Es wurde die Abkiirzung [, := [ d%z fiir das Integral iiber die d-dimensionale
Euklidische Raumzeit verwendet. Im Folgenden soll die Einsteinsche Summenkonvention verwendet
werden, d. h., bei doppelt vorkommenden Indizes ist damit implizit die zugehdrige Summe gemeint.

3.1. Herleitung aus Symmetrieprinzipien

Gesucht ist die maximale Erweiterung dieser Wirkung, die die gleichen Symmetrien erfiillt, wie die
Wirkung des Gross-Neveu-Modells. Alle Terme mit der gleichen Symmetrie kénnen prinzipiell durch
den Renormierungsgruppenfluss erzeugt werden. Insbesondere wollen wir ein Modell konstruieren,
das eine U, (V) ® Ug (IV;)-Symmetrie erfiillt.

3.1.1. Klassifikation der Operatoren

Um die zugehdrigen Operatoren zu klassifizieren, fithren wir zunéchst eine Darstellung der Dirac-
Algebra!

{'Y;u’Yz/} = 25/.Lllﬂd-y (3.2)

ein?. Dabei ist 14, die d x d, Einheitsmatrix, wobei d, die Dimension der Dirac-Algebra bezeichnet.
In unserem Fall mit vierkomponentigen Dirac-Spinoren ist d, = 4 und wir wéhlen eine reduzible
4 x 4 Darstellung fiir die Gammamatrizen, konkret die sog. chirale Darstellung:

0 —ioy
Tu =028 0u = ic, 0

) . p=1,23. (3.3)

{04} =123 bezeichnen die Paulimatrizen, die die Eigenschaft 0,0, = 6,,00+i€,, 07 erfiillen, wobei
w,v, T =1,2,3 und og = 1o die 2 x 2-Einheitsmatrix ist. Die unteren griechischen Lorenzindizes

5. auch Anhang
2Mit der geschweiften Klammer wird der Antikommutator bezeichnet {A, B} := AB + BA.
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3.1. HERLEITUNG AUS SYMMETRIEPRINZIPIEN

W, v, ... bezeichnen die Raumzeitdimension, 1 und 2 stehen fiir die rdumlichen, 3 fiir die zeitliche
Komponente.
Es gibt zwei weitere 4 x 4 Matrizen, die mit allen +, und untereinander antikommutieren:

0 1 1 0
Y4 =01Q00= ] und =y =o03@o= | : (3.4)
1, O 0 -1y
Zusammen mit3
i . . . .
Las Yy = gl W] B o <y dpyas s, s o= s (3.5)

bilden diese 16 Matrizen eine vollsténdige Orthogonalbasis der 4 x 4 Dirac-Algebra:

(/VA) 1,...,16 — (]]-457;“’}/477;11/’1VM74717M’Y57745775) (36)
Denn mit den Spuridentitaten (B.5|...[B.12)) lasst sich leicht zeigen:

(valve) = Tr(vayp) = 40a5. (3.7)

d. h., die einzelnen Basiselemente sind paarweise orthogonal und damit linear unabhéingig. Da die
Dimension der 4 x 4 Dirac-Algebra gerade 16 ist, bilden diese 16 linear unabhéingigen Elemente
folglich eine vollstdndige Basis mit der Vollstdndigkeitsrelation

L 16
1 Z Ya)ab(VA)ed = addpe- (3.8)

Damit lassen sich alle Wechselwirkungensterme, die aus vierkomponentigen Dirac-Spinoren ¢ und
¥ aufgebaut werden, aus Bausteinen der Form ty41 zusammensetzen. Ein solcher Baustein be-
schreibt die Wechselwirkung zwischen zwei Fermionen, Wechselwirkungsterme fiir vier Fermionen
erhélt man aus dem Produkt zweier solcher Terme, Wechselwirkungen mit mehr Fermionen ent-
sprechend aus héheren Produkten.

Das Analogon zur Hermitezitét im Minkowskiraum ist im Euklidischen die Osterwalder-Schrader-
Positivitat [45]. Wir fordern, dass unsere Theorie diese erfiille und verlangen dazu, dass die Wir-
kung unter einer verallgemeinerten komplexen Konjugation invariant bleibt. Dabei ist der Dirac-
konjugierte Spinor wie folgt definiert: ¢ := —it)T~3. Gleichzeitig ist damit eine Vorzeichenumkehr
der Zeitkoordinate x3 verbunden (vgl. Anhang .4

Zur Zerlegung der Spinoren in einen rechts- und einen linkshdndigen Anteil definieren wir folgende
chirale Projektoren:

1 1
b, = 5(]14 +15), Pr:= 5(14 — Y15)- (3.9)

Diese Projektoren wurden gewihlt, da die Matrix 45 laut [I5] fiir Graphen eine besondere Rolle
spielt, indem sie den Generator der Translationssymmetrie auf dem Honigwabengitter darstellt.
Die Projektoren erfiillen die Eigenschaften:

P =r, PR = Py, (3.10)
PLPr = PrP, =0, (3.11)
P+ Pg = 14, (3.12)
Pl=pr, Pl=rs (3.13)

3Die eckige Klammer bezeichnet den Kommutator: [A, B] := AB — BA.
4Eine ausfiihrliche Diskussion der Konventionen findet man in [46].
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3. DAS VERALLGEMEINERTE GROSS-NEVEU-MODELL

Mit diesen lassen sich die Dirac-Spinoren % in links- und rechtshindige Weyl-Spinoren 1, und ¥R
zerlegen:

YL = Py, YL =P, (3.14)
YR = Pr), YR = P PR. (3.15)

Wir forden eine chirale Uy, (N¢) ® Ugr(Nf)-Symmetrie, die zugehorigen Feldtransformationen wir-
ken unabhéngig auf den links- bzw. rechtshiandigen Anteil:

UL(ND = wf e o = UEE df e i =GR ULe UV, (3.16)
Un(No) s o= o) = Uk, dh— of/ =dk(UD™,  Ur €UN).  (317)

Bei den Matrizen Uy, und Ur handelt es sich um unitédre Matrizen, es gilt also:
(Uf)reUge = (Uf)Uge = o' (3.18)
Als Spezialfall erhiilt man die kontinuierliche chirale Symmetrie U*(1):

wa — ¢al — eiory45¢a7 (319)
&a — &al — @Z;“e_ia745. (320)

Diese Vektortransformation erhélt man fiir Ufb = el*§% und Uﬁb = e~logab,

Die Basiselemente aus sollen nun geméf ihrer Vertauschbarkeit mit 45 klassifiziert werden.
Zum einen gibt es Basiselemente, die mit 45 kommutieren. Sie sollen in der Menge Ok zusammen-
gefasst werden, so dass gilt: [Ok, v45] = 0. Diese Beziehung wird von folgenden Operatoren erfiillt:

Ok = {14, Y, Vv Va5 }- (3.21)

Zum anderen gibt es Basiselemente, die mit 45 antikommutieren. Diese sollen unter der Menge
Oaxk zusammengefasst werden, {Oak,v45} = 0, und sind wie folgt gegeben:

Oax = {74, 17w, 1775, 75} (3.22)

Da 745 mit jeder einzelnen Gammamatrix entweder vertauscht oder antivertauscht, gilt das auch
fiir Produkte der Matrizen, so dass sich alle Basiselemente in genau eine dieser beiden Mengen
einordnen lassen.

Da sich die Projektoren P, und Pr nur im Vorzeichen von 745 unterscheiden gelten folgende
Identitaten:

Ok PLr = PL/rOk, (3.23)
OakPr/r = Pr/LOAK- (3.24)

Auf Grund der Orthogonalitiat der Projektoren (3.11)) folgt:

YLOk YR = YLOKYR =0, (3.25)
YLOAKYL = YROAKYR = 0. (3.26)

Weiterhin gilt
Y45 PR = £PL/R- (3.27)
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3.1. HERLEITUNG AUS SYMMETRIEPRINZIPIEN

Das motiviert folgende Definition

+1, furY =1,
sgn(Y) := 3.28
en(Y) {—1, firr Y = R, (3:28)
und impliziert
Ya5¥y = sgu(Y) vy, (3.29)
Yapy = isgn(Y )5y, (3.30)
’}/5¢y = —ngn(Y)’}Qﬂ/)Y. (331)
Weiterhin gilt
Va5V = Y V45 = —€uvaVo (3.32)
wie man durch Fallunterscheidung zeigen kann. Das flihrt zur Identitét
Yy = —sgn(Y)euvaYatby - (3.33)
Aus den Gleichungen ([3.25] [3.26)) folgt mit (3.12]):
P Oy = (Y + UR) Ok (Uf + Vi) (3.34)
= YL OKYL, + YROK YR,
P OARY” = (UF + ) Oarc(Vf, + vR) 5.35)
= YLOAKVR + VROAKYL.

3.1.2. Zwei-Fermi-Terme

Fiir das Verhalten der einzelnen Summanden aus den Gleichungen (3.34} |3.35)) unter einer Uy, (Nf) ®
Ug (Ng)-Symmetrietransformation (3.16} [3.17)) erhdlt man:

P ORPE = YL (U OURpE = YOk, (3.36)

Der Operator Ok wirkt nur auf die Spinorindizes, jedoch nicht auf die Flavorindizes a,b,c, so
dass die komplexe Zahl Uf¢ an ihm vorbeigezogen werden kann. Mit Gleichung erhalt
man dann obige Transformationseigenschaft. Diese besagt, dass der Term 1f Ok invariant unter
UL (Nf) ® Ur(Nf)-Symmetrietransformationen ist. Analog gilt das fiir den Term QEﬁOKz/Jﬁ. Damit
ist insbesondere auch der kinetische Term

PGP = &ﬁi’mau@bf + Jﬁﬁiw@u%‘% (3.37)

invariant, da es sich um eine globale Symmetrie mit konstanten Matrizen Ur, und Ug handelt, die
folglich mit der Ableitung 9, vertauschen.
Die Terme, die einen der Operatoren Oak enthalten, transformieren wie folgt:

PP OARYE = V(UL Ok UR ™ = Pf (ULT)PUR€OAKYS. (3.38)

Im Allgemeinen gilt (Uﬁ)b"Uﬁc # 6%, da UL und Ug voneinander unabhéngige Transformations-
matrizen sind. Demzufolge sind die Terme 9{ Oak9f und analog ¢ Oaxtf nicht invariant unter
UL (Nf) ® Ug (Ng)-Symmetrietransformationen.
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3. DAS VERALLGEMEINERTE GROSS-NEVEU-MODELL

Auf dem Niveau der Weyl-Spinoren verbleiben also die Zwei-Fermi-Terme mit den Operatoren
Ox als Invarianten der Transformation. Auf Grund der Gleichungen sind diese jedoch
nicht voneinander unabhéngig, vielmehr stimmen die Terme mit Ok = 745 mit denen mit Og = 14,
sowie die mit Ox = 7, mit denen mit Ox = 7, bis auf einen Vorfaktor {iberein. Als unabhangige
Zwei-Fermi-Terme auf Weyl-Spinorniveau verbleiben die acht Terme: z/jﬁd)ﬁ, @Z;I‘f'yu¢ﬁ, w=1..3
und die gleichen Terme mit der Struktur R-R.

Fiir die Terme auf Dirac-Spinorniveau gilt:

a a (3-34) Ta a Ta a
590k B Ja1 O gt 1 g Oy
" a a a a .
B e Ot + Okt (3:39)
= YP*Oky“.

Die Terme 1*Og)® sind invariant unter Up(Ng) @ Ug (NV¢)-Symmetrietransformationen. Sie lassen
sich unter Benutzung der Gleichungen (3.29) [3.33) wie folgt in Weyl-Spinoren zerlegen:

DU = PEPE + YRR, (3.40)
st = YL — YRR, (3.41)
1/_1a'7u7/’a = &ﬁ’ﬁﬂ/’ﬁ + @Zﬁwwﬁ, ( )
VY = —epa(PLVatl — VEVaVR)- (3.43)

Dabei ist jeweils jeder einzelne Summand invariant. Terme der Form )*Oagt® transformieren wie
folgt:

7.a a (3-35) 7.a a I.a a
57 0pku " BB G0 ! + Ot

44
3.38) 5 t\barrac c 7b t\barrac c (3 )
= Y1,(U},)"UR“Oax ¥ + YR (Ug)" UL OAKYY -

Da im Allgemeinen (Uﬁ)baUﬁc £ 6%, (UE{)I’“UEC # 6%, sind die Terme ¥*Oxxt® nicht invariant
unter Up,(N;) ® Ug (IV;)-Symmetrietransformationen.

Nun soll zusétzlich zur Uy, (Nf) ® Ug (IVi)-Symmetrie eine diskrete chirale Zo-Symmetrie sowie Pa-
ritdtssymmetrie gefordert werden®, da diese ebenfalls vom Gross-Neveu-Modell erfiillt werden.
Die diskrete chirale Zo-Symmetrie lautet:

Zh w0 = s (3.)
Die Paritdtssymmetrie P ist gemaf [21] gegeben durch
Pio g(2) = g (2) = Pg(3),  9%(a) = V(@) = 9°(2) B (3.46)

In zwei rdumlichen Dimensionen wird bei der Paritatstransformation nur eine rdumliche Korrdi-
nate invertiert, sonst wére es eine Rotation [47]. Es gelte folgende Vorschrift: © = (z1,x2,z3) —
(—x1,x2,23) =: &. Bei P; handelt es sich um eine unitére Matrix PTP =1, die durch

Pe= 210+ Qo +i(1 = Omns] - mit [¢] =1 (3.47)

gegeben ist. Das Verhalten der unter Uy, (N¢) ® Ug(V;)-Symmetrie invarianten Zwei-Fermi-Dirac-
Termen ist in Tabelle angegeben.

SWeitere Symmetrien wie die Ladungskonjugation C und die Zeitumkehr 7, die das Gross-Neveu-Modell ebenfalls
erfiillt, werden hier aus Griinden der Zweckméfigkeit nicht zusdtzlich betrachtet. Die beiden oben geforderten
Symmetrien werden bereits von keinem der Zwei-Fermi-Terme erfiillt, so dass sie ausreichen, um alle Massenterme
auszuschlieflen.

22



3.1. HERLEITUNG AUS SYMMETRIEPRINZIPIEN

Z3 P

djawa t¢a¢a wa}pa
PiasP® | Pryash® =P iyasp?
lzja,yuq/}a wa:y/ﬂ!)a ,(ga,s/uwa
VY | = Py ”

Tabelle 3.1.: Eigenschaften von Zwei-Fermi-Termen unter diskreten Transformationen. Fiir die Paritéts-
transformation sind die Argumente der transformierten Felder & = (—x1,x2,x3). Es gilt 4, = (—71,72,73)

und 4y, = (=12, =135 723)-

Man erkennt, dass es keinen Zwei-Fermi-Term gibt, der unter allen geforderten Symmetrietrans-
formationen invariant ist. Demzufolge kénnen in der Wirkung, die diese Symmetrien erfiillt keine
Massenterme auftreten. Deshalb sollen sie im Folgenden nicht weiter diskutiert werden.

Wegen 0, = % = (—8%1,8%2, %), gilt 0,9, = OV, so dass der kinetische Term i@
invariant unter allen Transformationen ist.

3.1.3. Vier-Fermi-Terme

Zur Konstruktion von Vier-Fermi-Termen aus Zwei-Fermi-Termen gibt es zwei prinzipielle Mog-
lichkeiten: Terme mit Singulett-Flavorstruktur (*O¢®)(°Qi?) oder mit Dublett- Flavorstruktur®
(V*OY®) (YPQv*). Beide Schreibweisen der Wechselwirkungsterme sind iiber die Fierztransforma-
tion miteinander verkniipft (s. Anhang (C.1]).

Um durch Produktbildung invariante Terme zu erhalten, ist es sinnvoll entweder zwei bzgl. einer
bestimmten Symmetrie invariante Zwei-Fermi-Terme zu einem Vier-Fermi-Term zu verbinden, so
dass das Produkt ebenfalls invariant ist oder zwei invariante Terme miteinander zu multiplizieren
in der Hoffnung, dass das Produkt invariant wird. Nicht invariant ist in jedem Fall das Produkt
aus einem invarianten und einem nicht invarianten Term.

Terme mit Singulett-Flavorstruktur

Fiir die Terme mit Singulett-Flavorstruktur heifit das, dass die Operatoren O und ) entweder beide
aus Ok oder beide aus Ok stammen miissen, da die zugehdrigen Zwei-Fermi-Terme invariant bzw.
nicht invariant unter Uy, (V) ® Ug (Nf)-Symmetrietransformationen sind. Damit die Terme zusétz-
lich invariant unter Lorentztransformationen sind, muss stets tiber die Lorentzindizes summiert
werden.

Fiir die Terme mit Operatoren aus Ok gibt es damit folgende Kombinationsméglichkeiten:

(V" Ox”) (" Oxctf”) =: (¥ Ot")?, (348)
(W) (F7a5%°); €pap (V0" (" as9"). (3.49)
Fordert man zusitzlich die diskrete chirale Z3- und die Parititssymmetrie, so erkennt man anhand

von Tabelle dass die letzten beiden Terme ([3.49)) unter diesen Transformationen nicht invariant
sind. Fiir die quadratischen Terme (3.48)) gilt das hingegen schon. Da sich die transformierten Terme

5Die Bezeichnung ,,Dublett“ soll lediglich den Unterschied zur Singulett-Flavorstruktur deutlich machen. Dabei ist
nicht gemeint, dass die Terme als Dublett transformieren. Der Begriff ist stattdessen als ,,Nicht-Singulett“-Struktur
zu verstehen.
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in Tabelle nur durch das Vorzeichen von den urspriinglichen unterscheiden, ist ihr Quadrat”
unter den diskreten Symmetrien invariant®.
Fir die Terme mit den Operatoren aus Oak gilt:

(Y Oax¥™) (WP OARY”) = (YLOAKYE)? + 2(U1 Ok ¥l (VR OAYY) + (PR OAkYE):  (3.50)

Laut Gleichung ist keiner der Summanden einzeln invariant, sondern sie enthalten stets das
Produkt der Transformationsmatrizen Uy, und Ug, das sich auch in der Summe nicht heraushebt.
Folglich gibt es mit Singulett-Flavorstruktur keine Vier-Fermi-Terme mit Operatoren aus Oax, die
invariant unter U, (N¢) ® Ug(Ng)-Symmetrie sind.

Insgesamt verbleiben vier Vier-Fermi-Terme mit Singulett-Flavorstruktur, die unter allen gefor-
derten Symmetrietransformationen invariant sind und wie folgt gekennzeichnet werden sollen:

S = ()2, (3.51)
P = (Y y59°)?, (3.52)
V= (@002, (3.53)
T = () (3.54)

Die Symbole S, P, T, V stehen fiir den Skalar-, Pseudoskalar-, Vektor- bzw. Tensorkanal®. Diese
Terme bilden die Singulett-Basis
BS .= (S,P,V,T) (3.55)

im, wie nun festgestellt, vierdimensionalen Theorieraum der Vier-Fermi-Wechselwirkungsterme.

Terme mit Dublett-Flavorstruktur

Hier sollen zunéchst nur Terme mit O = @ betrachtet werden. Es wird sich zeigen, dass diese
Betrachtung ausreichend ist. Analog zu den Gleichungen (3.35] [3.34]) gilt

7a b a b .
FOw — {wgowlg + z/iiowll,;, fiir O € O, (3.56)
YPOYR +PROYYL,  fir O € Opk.
und es folgt
(Y Ox¥”) (W Ok Y®) =(¥f Oxbp) (Vh Oxt) + 2(f Okt ) (bh Oty ) (357)
+ (VR OkYR) (VR Ok YR, ‘
(P OA¥®) (WPOAKY™) =(Uf: Oak¥R) (V1 Oak¥f) + 2(Uf Oak¥R) (VR OAKYL) (358)

+ (VR OAK YD) (PR OAK L.

“Fiir den Vektor- und Tensorterm 'LZ“fyMw“ bzw. 12“7;“,1/)“ ist darunter gleichzeitig die Summe iiber die Lorenzindizes
u, v zu verstehen, so dass sich das Vorzeichen jedes einzelnen Summanden authebt.

8@Gleiches gilt fiir die Ladungskonjugations C und die Zeitumkehrsymmetrie 7~ da diese auch nur das Vorzeichen der
einzelnen Zwei-Fermi-Terme d&ndern. Denn dabei handelt es sich um die Multiplikation mit gewissen Produkten
aus Gammamatrizen, die mit den einzelnen Operatoren entweder vertauschen oder antivertauschen, so dass sich
gef. nur das Vorzeichen dndert. Vgl. auch die Definitionen und Tabellen in [48) 22} 20].

9Der Ternsorterm T wurde mit dem Faktor % versehen um eine Doppelzdhlung zu vermeiden. Die Summe tber die
Indizes p und v lduft laut Konvention fiir jeden Index von 1 bis 3. Es gilt allerdings v,., = —7,,, quadriert sind
damit die Summanden unter Vertauschung von p und v identisch, unabhingige Elemente der Basis sind jedoch

nur vy,, mit g <wv.
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Es sind gerade diejenigen Terme unter Up(N¢) ® Ug(N¢)-Symmetrietransformationen invariant,
bei denen in der Summe iiber a bzw. b die Felder ¢ und v jeweils mit gleicher Héndigkeit (L
bzw. R) auftreten. D. h., die beiden obigen Terme sind nicht invariant, da sie jeweils Summanden
mit Summen der Art ¢k # 2/1%’ enthalten. Allerdings gilt auf Grund der Gleichungen
...13.33), dass Terme der Form (¢xOvy ) (1w Oty ) bis auf ein Vorzeichen #quivalent zu Termen
(Yx Oy ) (Yy O'hy,) sind, sofern die Operatoren wie in Tabelle gewahlt werden.

0] o4 Vorzeichen

V45 14 sgn(Y) sgn(V) o
%’W o sgn(Y)sgn(V) K
Vs V4 —sgn(Y)sen(V) |
s | s | —sen(Y)sgn(V)  [AK

Tabelle 3.2.: Aquivalenz von Termen der Form (1 xOvy)(YwOvyv) und (¥x Oy ) (1w O'by) mit dem
zugehorigen Vorzeichen.

Damit lisst sich der in Gleichung (3.57)) nicht invariante Summand 2(&ﬁOK¢€)(&%OKw§) kom-
pensieren, indem man eine geeignete Linearkombination mit &dquivalenten Termen bildet, so dass
er sich in der Summe aufhebt. Es gilt

2(Pf Okt ) (VR Ok vy) = 2sgn(L) sgn(R) (Uf Okt ) (Y Ok iy )
= —2(PL Ok} (V5 Ok ).

Demzufolge hebt sich dieser Term in der Summe (O} 1h?) (P04 ) 4 (2O ) (VP Ok h®) gerade
weg. Damit erhélt man aus Tabelle [3.2] folgende invarianten Linearkombinationen.

SP =@ ") (@) + (9 59") (VP a59)
=2(VEUL) (VLYL) + 2(0RUR) (VRVR),
VP = (o) () + 5 () (Prt)
=207 L) (L) + 20k vf) (DR v fh)-
Die Bezeichnung ist dhnlich wie fiir die Singulett-Flavorstruktur, S steht fiir Skalar- und V' fiir
Vektorkanal, das hochgestellte D kennzeichnet die Dublett-Flavorstruktur. An der Zerlegung in

Weyl-Spinoren sieht man unmittelbar die Invarianz beider Terme unter Uy, (V) ® Ug (/Vf)-Symme-
trietransformationen.

In Gleichung sind die Summanden (YfOAkYS) (Y2 Oaxth) und (P& Oaxe? ) (Ph Oak VL)
nicht invariant unter Up,(N¢) ® Ug (NV¢)-Symmetrietransformationen. Sie weisen die Vorzeichenstruk-
tur —sgn(R)sgn(R) = —1 bzw. —sgn(L)sgn(L) = —1 auf. Der invariante Summand
2(pROAK YY) (V% Oaxhf) hingegen besitzt die Vorzeichenstruktur —sgn(R)sgn(L) = +1. Demzu-
folge kompensieren sich auch hier die invarianten Terme in der Summe (%O’ 1°) (YO 1 ) +
(V*Opxh?) (PO A1) und man erhilt folgende invariante Linearkombinationen

PP = () ) (P 7ap®) + (9 y50°) (9 y5%)
=4(Pf 4R ) (YRl

AP = (1 t”) (PP iyuva ™) + (%0500 (s e®)
=4 (Yf iy 14 R) (YR iy yavt).

(3.59)

(3.60)

(3.61)

(3.62)

(3.63)
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Die Bezeichnungen P und A steht fiir den Pseudoskalar- bzw. Axialvektorkanal, der Index D fiir die
Dublett-Flavorstruktur. Die Invarianz unter Uy, (Nf) ® Ug (Ng)-Symmetrietransformationen ergibt
sich unmittelbar aus der Zerlegung in Weyl-Spinoren. Die Invarianz unter den diskreten Symmetrien
wird deutlich, indem man die Terme mit Hilfe der Fierztransformation (s. Anhang als Summe
von Singulett-Termen schreibt, von denen jeder fiir sich invariant ist.

Insgesamt erhélt man also vier invariante Vier-Fermi-Terme auf Dirac-Spinorniveau mit Dub-
lett-Flavorstruktur. Diese korrespondieren mit den im vorigen Abschnitt gefundenen vier Termen
mit Singulett-Flavorstruktur. Da sich beide Formen mit Hilfe der Fierztransformation aus Anhang
ineinander umrechnen lassen, bilden auch die Dublett-Terme eine Basis im vierdimensionalen
Vier-Fermi-Theorieraum mit den geforderten Symmetrien. Folglich kann es nicht mehr als vier
voneinander unabhéngige Vier-Fermi-Terme mit Dublett-Flavorstruktur geben, die o. g. bilden
bereits eine vollstandige Basis. Das rechtfertigt die anfingliche Beschrénkung auf Produktterme
mit identischen Operatoren O und Q. Die zugehérige Dublett-Basis, soll wie folgt gekennzeichnet
werden:

BP .= (sP, PP vD TD), (3.64)

3.2. Ansatz fiir die mittlere effektive Wirkung

Als Ansatz fiir die mittlere effektive Wirkung I'y, wéihlt man {iblicherweise formal den gleichen An-
satz wie fir die klassische Wirkung S, wobei diese alle mit der gewdhlten Symmetrie vertiglichen
Terme mit bis zu vier fermionischen Feldern enthalten soll. Zuséatzlich ldsst man skalenabhéngige
Kopplungskonstanten g = ¢(k) zu. Der Skalenabhéngigkeit trdgt man auch fiir den kinetischen
Term Rechnung, indem man als Vorfaktor eine im Allgemeinen ebenfalls skalenabhiangige Wel-
lenfunktionsrenormierung Z, = Z;(k) einfithrt. Damit im Grenzfall & — A wieder die klassiche
Wirkung entsteht (s. Gleichung (2.12)), muss gelten:

lim Z,(k) = 1. 3.65
lim Zy (k) (3.65)

Als Wechselwirkungsterme sind alle Terme erlaubt, die die geforderten Symmetrien erfiillen.
Damit entfallen laut Abschnitt alle Zwei-Fermi-Massenterme. Wir wéahlen als Trunkierung,
dass hochstens Vier-Fermi-Terme zugelassen werden. Demzufolge kommen die Terme (3.51]. . .|3.54))
mit Singulett-Flavorstruktur, bzw. die Terme (3.60]. . .[3.63)) mit Dublett-Flavorstruktur in Betracht.
Beide stellen dquivalente Beschreibung des Theorieraums dar. Wir wéhlen als Standardbasis die
Singulett-Basis BS (3.55) und rechnen fortan bevorzugt in dieser. Als Ansatz fiir die effektive
Wirkung erhilt man damit den folgenden Ausdruck:

n “a: gs - gp - -
Tl 9] = / d%{zwwlw T ACRANICR RS A CRTELRICR TS

_ - B 7 _
+ 297]\\% (W ) (T/Jb’mz/’b) + % 3 (" Y ®) (T/Jb’ﬂwq/’b) } (3.66)

. gs gp gv gr
= Z — S+ —P4+ =V 4+ =T
/m{ ity + on:” Tony Tan:” Tan }
Dabei wird iiber die Indizes ¢ und b von 1 bis Ny summiert, sowie iiber p, v von 1 bis 3. Der
Ausdruck [, := [d? steht fiir das Integral iiber die d-dimensionale Euklidische Raumzeit.
Alternativ zu obiger Formulierung der effektiven Wirkung mit Termen mit Singulett-Flavorstruk-
tur, kann man die effektive Wirkung auch aus Termen mit Dublett-Flavorstruktur aufbauen. Die
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entsprechende effektive Wirkung lautet:

- . 98 oo, 9P b, W D, 98 4D

r = AR =G == p =V =AY 3.67
K[V, ) /{ sy Y L Ay o } (3.67)

Die Fierztransformationen zwischen den Wechselwirkungstermen ist in Anhang angegeben.
Beide Schreibweisen der Wechselwirkungsterme bilden jeweils eine Basis im Raum der Vier-
Fermi-Terme mit den geforderten Symmetrien. Folglich sind die Gleichungen (3.66) und (3.67))
dquivalente Beschreibungen der gleichen Theorie. Setzt man beide Ansétze gleich, so erhdlt man
unter Beachtung der Fierztransformationen der Wechelwirkungsterme die Fierztransformationen

der Kopplungskonstanten, die ebenfalls in Anhang [C-2] angegeben sind.

3.3. Berechnung der Flussgleichungen

Ausgehend vom Ansatz Gleichung (3.66) lésst sich die Flussgleichung fiir die gegebene effektive
Wirkung aufstellen. Um diese zu berechnen, soll zunédchst die effektive Wirkung (3.66) wie folgt
aufgeteilt werden:

— — — — 4 _
n gs gp gv gr gi
r = Zyl'y+ —=Tg+ =—T =T =Ty :=Z,T ——T. 3.68
k[, Y] wz+2Nf s+2NfP+2va+2NfT wz-l-;QNfz (3.68)
Es gelte folgende Zuordnung;:
(gl) = (.gS?gPagVagT)' (369)
Dabei ist
Iy = / A4z gy, (3.70)

Die Terme I's,I'p, 'y, I't sind dabei alle von der Form
d S d e a\(,7.b b . 1
I = /d x By = /d z (V*O0;0*) (W O0;°)  mit (0;) = (14,7457%,\/57“,,) . (3.71)

Fiithrt man fiir alle enthaltenen fermionischen Felder eine Fouriertransformation!? durch, so lautet
dieser Term:

3, _
D= [ (000w () (9 () 0" + ps = 1)) (3.72)
Pj=1
Dabei wurden die Konventionen [, := [ % und pT;:l = [}y fpj verwendet. Die vollsténdige

effektive Wirkung nach der Fouriertransformation schreibt sich also:

Tuld, 0] = ~ 2 [ G po ) + 3 2T, (3.73)
P r f
Zur Berechnung der Flussgleichung (2.31])) ben6tigt man nun die zweite funktionale Ableitung
%
(1,1) 5 J
r Q) = —— Tyl ——. 3.74
L G Fes (374

195, Anhang|[A.3
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Dabei ist!!

Y1 (p)

Y| eww
o “( }?—m)" VT (-p) 7

%vaé—p)

und
¢T(_p) = (@D]T(—p), &J(p)) = (¢?(_p)v te 7/17Z)]’I‘Vf(_p)7 7;1 (p)’ R /lZ)Nf(p))' (376)

Man erhélt also folgende Form fiir Fél’l):

? L'is 3 ? Lrsz 3

1L,1)ymny 7 oymT(— n ouymT(— nT (_

Fl(c ) [¢7¢](p’ C]) — ( ¢7?( P% % (q) wi?( Pl)_‘ Cj%g( q) ) . (377)
§gm(p) 50 (q) §9m(p)” K ognT (=)

Die enthaltenen Ableitungen sollen bei konstanten Feldern ausgewertet werden. Die Gleichungen
gelten fiir beliebige Arten der Felder, man kann also den fiir die Rechnung giinstigsten Fall ver-
wenden. Da wir zundchst nur an den Flussgleichungen fiir die Kopplungskonstanten g; interessiert
sind, kénnen wir konstante Felder annehmen, da die Wechselwirkungsterme (im Gegensatz zum
kinetischen Term) keine Ableitungen enthalten. Die Felder sollen im Ortsraum konstant sein, es
gilt also:

Y (z) = ¥ = konst., Y (x) = UJ = konst., Vi=1,..., Ny, (3.78)
& (p) = ¥ (2m)"6'D (p), P! (p) = ¥ (2m)"5 D (p), Vj=1,..., N (3.79)

Der Regulator Ry wirkt als IR-Cutoff, indem er einen zusatzlichen Massenterm erzeugt. Wir
verlangen daher, dass der Regulator beziiglich der Felder eine Matrixstuktur aufweist, die &hnlich
den iiblichen Massentermen zur Propagatormatrix Py beitragt (vgl. Gleichung ) [32, 149].
Auflerdem soll er die chirale Symmetrie erhalten. Deshalb verwenden wir den sogenannten spektral
adjustierten Regulator, der diagonal im Impuls- und Flavorraum ist:

0 —prT"r’d,

) = ( —Zypry 0 ) o™ (2m) 8 (p — g), (3.80)

mit der dimensionslosen fermionischen Regulator-Formfunktion r;. Mit den Rechenregeln ((A.12]
A.13)) ergeben sich dann die folgenden Ergebnisse fir die Matrizen Py, und Fy aus Gleichung (2.36)):

F,(:’l) + R = P + Fi,

2T (1
Pi™(p,q) = < —pr(q + ) o él o ) 6" (2m) 46 (p — g), (3.81)
Fy(p.q) = ( P i ) (25D (p — o). (3.82)

"'Der Ubersichtlichkeit halber sind hier die lateinischen Flavorindizes unten an den Feldern notiert.

28
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mit
= — Z ]g:;fo;f@mT\i/"oi, (3.83)
1
Figt =3 ]g;;f [OF e T TOT — 5 (4°0,9)0] |, (3.84)
1
TS ]g;;f (0,050, 4 57 (4°0;0%)04] (3.85)
1
Finn = — ' i;foi\ymw”o;f . (3.86)
K2

Es gilt F3" = —(F37™)T. Man erhilt weiterhin:

mn (9)d (@) (s _ -
(P )™ (pya) = g Z(Z(l)jm()iﬁz ) ( _;T op ) (3.87)

Bildet man nun die Superspur von (P, 174)? um das Ergebnis in die Wetterich-Gleichung in der
Form ([2.37)) einzusetzen, so ergibt sich:

STr[(Py, ' Fi)?] = — / ZZ(1+r¢ 42{9’93[\1/@0 PO;T)? — (U0;p0; 1) (WP 0,;p0; T°)

2(T*0;0%) (P°0,p0;pO; U°) + Ni(T*0;0%)(W°0,¥°) Tr(pinOj)] }
(3.88)

Diese Beziehung gilt fiir jeden Ansatz der Form :3.68) mit quadratischen Vier-Fermi-Termen mit
allgemeinen Operatoren O;. Dabei ist V = [d%z das dreidimensionale Raumzeitvolumen. Zur
Auswertung verwendet man die folgende Identitét:

[pnere®) = | D 0 i (3.89)
Weiterhin fithrt man dimensionslose renormierte Kopplungskonstanten ein, geméaf:
9i=Z;°K g, i=1,... 4. (3.90)
Dabei gelte folgende Zuordnung:
g = (91,92, 93, 94) == (9, 9P, 9V, 91)- (3.91)

Die Flussgleichung fiir die Kopplungskonstanten erhélt man aus Gleichung (2.37)):
1 ~ 1x
Ok =—7 STr(0:(Py ' Fr)s + ... = — 0 STr([(P}, ' Fi)?] + . .. (3.92)

Die Ableitung 8, wirkt nur auf die k-Abhingigkeit der Regulatorfunktion Ry, respektive Ty (S
Gleichung ) und sie vertauscht mit der Bildung der Superspur STr.

Zum Fluss der Kopplungskonstanten g tragt nur der Term STr[ét(P,; 1 F1)?] bei. Aus der Struk-
tur der Fluktuationsmatrix Fy wird deutlich, dass dies der einzige Summand in
ist, der Terme der Form (¢0;1)®)? enthalten kann. Da sich die Flussgleichungen der Kopp-
lungskonstanten aus einem Koeffizientenvergleich vor diesen Termen ergeben, geniigt es hier die
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3. DAS VERALLGEMEINERTE GROSS-NEVEU-MODELL

Wetterich-Gleichung in der in Gleichung (3.92)) angegebenen Form zu betrachten und die weiteren
Terme aus Gleichung (2.37]) zu vernachldssigen.
Weiter gilt:
A 1 —2 ,(F)d
d ]/4444444447::__4U k=204 0. ). 3.93
t pp2(1+7“¢)2 d 1 ( Th/)) ( )
Dabei ist vy := [2¢F17%21(d/2)] 7, speziell v = (872)~!. Die Schwellwertfunktion fiir Ein-Loop-
Diagramme masseloser Fermionen wird mit EgF)d(O; ny) bezeichnet (s. Anhang @), Ny = —0¢In Zy,
heifit anomale Dimension.
Mit Hilfe der Beziehungen ((3.88|.../3.93)) erhdlt man durch Einsetzen in Gleichung (3.92)) fiir die
rechte Seite der Flussgleichung den Ausdruck:

2WV4, NI
atrk‘ql = N2kzd 5! 0 M ZlBZ» Z ng;»lgl. (3.94)
= 7,l=1

Als Vier-Fermi-Terme treten nur die im Ansatz vorkommenden Basiselemente (BP) =
(S,P,V,T) auf (ausgewertet bei konstanten Feldern (3.78)), wie die explizite Rechnung zeigt. Das
liegt daran, dass der Ansatz alle mit der Symmetrie vertrdglichen Singulett-Terme enthélt. Die
Symmetrie bleibt unter Renormierungsgruppentransformationen erhalten, d. h., beim Flieflen der
mittleren effektiven Wirkung besitzt diese stets nur Terme, die die gegebene Symmetrie erfiil-
len. Eventuell auftretende Dublett-Terme konnen mittels Fierztransformationen!? in Terme mit
Singulett-Struktur transformiert werden. Somit kann man den Fluss auf dem Niveau der gewéhl-
ten Trunkierung mit Vier-Fermi-Termen o. B. d. A. stets durch die Singulett-Terme ausdriicken,
da diese eine vollstdndige Basis im Theorieraum mit der zugehorigen Symmetrie bilden.

Theorien, die diese Eigenschaft erfillen, bezeichnet man als fierz-vollstéandig. Fiir diese Theorien
schreibt sich der Fluss, wie in Gleichung , andernfalls kommen im Allgemeinen zusétzlicher
Terme hinzu, ndmlich alle diejenigen die ebenfalls durch die Symmetrie erlaubt sind. Da im Ansatz
alle mit den vorgegeben Symmetrien vertriglichen Vier-Fermi-Terme berticksichtigt wurden,
handelt es sich bei der betrachteten Theorie um eine fierz-vollstandige.

Fir die symmetrischen Koeffizientenmatrizen A;-l erhélt man

—-dN¢+2 1 3 3 0 1 0 0

1N 1 0 00 oy | 1 —dyN¢+2 3 3

3 0 4 0 0 0 4

0 O -1 4 0 0 4 -1

1 0 O 3 0 1 0 00 3
3y = 4y -
Ao =31 1 3 dyNy+2 1 |’ W =31 4 0 0 1 (3.96)

4 0 1 0 -1 3 1 dyN;+2

d, = 4 ist die Anzahl der Komponenten der Dirac-Fermionen 1, .
Fir die linke Seite der Flussgleichung ergibt sich aus dem Ansatz (3.68]) fiir die Auswertung bei
konstanten Feldern (3.78]) und dimensionslosen Kopplungen (3.90|) folgender Ausdruck:

atrk] = o kd . Z (2= d —20)0: B} + Biog,] . (3.97)

125, Anhang
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Es bleibt die linke und die rechte Seite (3.94} [3.97)) der Flussgleichung gleichzusetzen. Das Ergebnis
projiziert man auf das Basiselement Bis, d. h., man fiihrt einen Koeffizientenvergleich vor BiS durch,
und erhélt so die Flussgleichungen fiir die einzelnen Kopplungskonstanten g; in der Form

4vq (F)d ;
Ovg; = (277¢ +d—2)g; + ngg ) (0; 7]1/1) Zng;‘lgl- (3.98)
gl
Wie in Anhang @ gezeigt, gilt fiir die gewdhlte Trunkierung Z, = 1 = konst. und damit
ny = —0¢InZy = 0. Durch eine erneute Umskalierung der Kopplungskonstanten gemaf
gi = gi/ (4l (0;0)) (3.99)

entfillt die Regulatorabhingigkeit und die Flussgleichungen lauten nunmehr

Ohgi = (d—2)gi + Zgg o (3.100)

3.3.1. Aligemeine Flussgleichungen

Fiir d = 3 Raumzeitdimensionen ergeben sich aus den konkreten Koeffizientenmatrizen (3.95, [3.96))
mit d, = 4 folgende Flussgleichungen:

1
Bs = Ogs = gs + N [( ANt + 2)g3 + gs(2gp + 6gv + 6gr) + 8gng] (3.101)
Bp = Ogp = gp + N [ —4N¢ + 2) gp + gp(29s + 6gv + 6g1) + 4gV + 4gT} (3.102)
1 [4N¢+2 2 2 8
Pv =0wgv =gv+ [ g +gv (—395 + 2gp + 3QT> + 3989t (3.103)
1 [4N, —I— 2 2 2 8
Pr = Ogr = g1 + [ gt +gr (—gs + 2gp + 9\/) + gsgv} (3.104)
Nt 3 3 3 3
Die Flussgleichungen lassen sich ebenfalls fiir die Kopplungskonstanten
g® = (97,95, 95, 95) == (98 90, 9V 9R) (3.105)

der fierztransformierten effektiven Wirkung aufstellen. Diese gehen aus den zugehdrigen
iiberstrichenen Grofien gP durch die gleichen Umskalierung wie die Singulett-Kopplungen mit den
Faktoren @ und hervor. Die Fierztransformation in Anhang gilt fir gP ebenso
wie fiir gP, da sich dabei um eine lineare Transformation handelt und sich gP nur um skalare
Faktoren von gP unterscheidet. Damit erhilt man die Flussgleichungen der Dublett-Kopplungen
durch Fierztransformation der obenstehenden. Weil diese etwas komplizierter und nicht besonders
anschaulich sind, soll hier auf ihre Angabe verzichtet werden.

3.3.2. Spezialfall Ny =1

Fir Ny = 1 gibt es keinen Unterschied zwischen den Termen mit Singulett- und Dublett-Flavor-
struktur. Es gilt:

P = () + (Pusy)’ = S+ P, (3.106)
= () + %(MVW =V+T. (3.107)
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Unter Verwendung der Fierztransformation aus Anhang erhélt man damit fiir den Fall Ny = 1
folgende zusétzliche Fierzidentitéat:

T=-35-3P—V. (3.108)

Setzt man diese in den Ansatz ein, kann man den Tensorkanal entfernen, so dass der Ansatz nur
noch drei linear unabhéngige Terme enthalt:

Lely, 9] = /{Zwu?iwr == S+ 2NfP+ 2va+ 2NfT} (3.109)
39t gp — 3gr gv — gt

—/{walﬁw N ST TN P o V} (3.110)

/{Z¢wla¢+ 96 2NfP 2%‘/} (3.111)

Das entspricht einer Transformation auf Kopplungskonstanten® g¥ = (gg , gg , g{:,) unter Ausnut-
zung der Fierzidentitét fir Ny = 1 geméfl

98 = 9s — 391, gp:=gp — 391, Gvi=gv —gr. (3.112)
Fiir die zugehorigen Beta-Funktionen gilt:
BE = 09§ = Oigs — 30igr = Bs — 3P (3.113)

und analog fur ﬂg und ﬁ\F,. Berechnet man diese, so zeigt sich, dass das Ergebnis tatsdchlich unab-
héngig von gt ist, also nur von den angesetzten Kopplungen gg , gg und g\F, abhangt. Thre Fluss-
gleichungen lauten'4

B = 019§ = 9§ + 298 (—g§ + gb — 9v), (3.114)

Bb = Ogp = gb + 295 (—gp + g5 + 39v) + 49y (9v — 298), (3.115)
5

5% = ougf = ot + 208 (o — 295 +0F ). (3.116)

3.4. Invariante Unterraume

Als invarianten Unterraum des Theorieraums versteht man einen Unterraum, in dem man verbleibt,
wenn man die Kopplungen ausgehend von einem Anfangswert in diesem Unterraum flieflen ldsst. Es
lasst sich zeigen, dass jede Gerade durch den Ursprung und einen der Fixpunkte in der Trunkierung
mit Vier-Fermi-Termen stets einen invarianten Unterraum des Theorieraums darstellt (s. Abschnitt
. Dariiber hinaus kénnen jedoch weitere invariante Unterrdume existieren.

Bei ndherer Betrachtung der Flussgleichungen stellt man fest, dass mindestens sechs offensicht-
liche invariante Unterrdume existieren. Man erhélt diese dadurch, dass man einige Kopplungen in
der Flussgleichung Null setzt. Werden sie von den anderen Kopplungen nicht erzeugt, d. h., ver-
schwindet die Betafunktion der entsprechenden Kopplungen identisch, so handelt es sich um einen
invarianten Unterraum.

Die hier auftretenden invarianten Unterdume sind:
3Dabei sollen wieder die Umskalierungen m m‘) beriticksichtigt werden.

Die Flussgleichungen (3.114)...[3.116) sind vollig analog zu den Gleichungen (71 ...73) in [I5, Kap. IV.C.], wenn

man die Transformationen gps = gb — 2¢%, go1 = g5 — ¢& und go = —g¥ verwendet und die unterschiedliche
Skalierung beachtet (zusétzlicher Faktor —3).
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1. g =(gs,0,0,0): Der Raum der nur aus der Gross-Neveu-Wirkung gebildet wird. Die zugeho-
rige Theorie wird durch das Gross-Neveu-Modell beschrieben [31]. Er soll als Gross-Neveu-
Unterraum oder Unterraum gg bezeichnet werden.

2. g = (0,gp,0,0): Raum in dem nur die Pseudoskalar-Wechselwirkung auftritt. Bezeichung:
Unterraum gp

3. g = (gs,gp,0,0): invarianter Unterraum aus Skalar- und Pseudoskalarkopplung. Bezeichnung;:
Raum gs-gp

4. g = (0,gp, gv,0): invarianter Unterraum aus Pseudoskalar- und Vektorkopplung. Dieser ent-
spricht dem vervollsténdigten Modell, das die gleichen Symmetrien wie das Thirring-Modell
besitzt, wie es in [20, Kap. 4] beschrieben wird. Er soll im Folgenden als thirring-artiger Raum
bzw. Raum gp-gv bezeichnet werden.

5. g = (0,9p,0,gr): invarianter Unterraum aus Pseudoskalar- und Tensorkopplung. Bezeich-
nung: Raum gp-gr.

6. g° = (92,0,92,0): Dieser invariante Unterraum zeigt sich in der vollstéindig fierztransfor-
mierten Basis BP. Setzt man in dieser die Kopplungen gPD = gE = 0 so erhilt man den
invarianten Unterraum gSD—g\I?.

Die ersten beiden Félle sind eindimensional und entsprechen dem Typ Unterraum, der durch die
Verbindungsgerade zwischen Ursprung und einem Fixpunkt gebildet wird. Da sie aulerdem beide
im Raum g¢gg-gp enthalten sind, sowie der Unterraum gp auch in den anderen beiden anderen
Unterrdumen, sollen sie im Folgenden nicht gesondert betrachtet werden.

In den einzelnen Unterrdumen vereinfachen sich die nichtverschwindenden Flussgleichungen in
folgender Weise:

e zu 3.: Raum gg-gp:-gv

Bs = Orgs = gs + ]\1& [(_4Nf +2)g8 + 2QSQP} (3.117)
Bp = Oigp = gp + ;,f [(_4Nf +2)gp + 29PQS} (3.118)
e zu 4.: Raum gp-gv'°:
Be = Ougp = g» + ]i.f [(—4N; +2)g2 + 6gpgv + 497 | (3.119)
B = Ougv = gv + - |5 gh + 20ngv | (3.120)

e zu 5.: Die Gleichungen fiir den Raum gp-gr sind exakt die gleichen, wie fiir den Raum gp-gv
[3.120)), wenn man {iberall gy durch gr ersetzt. Folglich sind auch die Fixpunkte und
alle anderen Ergebnisse vollig analog zum Raum gp-gv, so dass im Folgenden nur dieser
untersucht werden soll. Die Ergebnisse fiir den Raum gp-gr erhilt man dann, indem man die
Werte fiir gy denen fiir g1 zuordnet.

5Diese Flussgleichungen sind identisch mit den Gleichungen (4.36, 4.37) in [20, Kap. 4] unter Beachtung der um den
Faktor 4 unterschiedlichen Skalierung.
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e zu 6.: Hier miissen sowohl die Kopplungskonstanten als auch die Beta-Funktionen in die
fierztransformierte Basis umgerechnet werden. Das Ergebnis lautet:

58 = g8 = o8 + —_ 1 [=5(68)° + (4N = 6)g8 ¥ + (4N: +3) (61)’] (3.121)
1
BY =0 = 9V + g [(2Ne = 7)(g8)? + (8N; — 10)g8¥ + (14N = T)(g9)?]  (3.122)

3.5. Untersuchung der Fixpunkte
Aus den Flussgleichungen erhélt man die Fixpunkte durch Nullsetzen aller Betafunktionen
Bi = 0rgi =0 Vi. (3.123)

Jeder Fixpunkt beschreibt damit einen Punkt im Theorieraum, an dem die zugehorige Theorie
skaleninvariant ist. Der Fluss verédndert die Theorie nicht, sie bleibt auf allen Skalen die gleiche.
Im Folgenden sollen die Lage und das Verhalten der Fixpunkte in Abhéngigkeit der Flavorzahl ¢
untersucht werden.

3.5.1. Grundlegende Eigenschaften

Die berechneten Betafunktionen (3.101]...[3.104]), und allgemeiner alle Betafunktionen fiir die Kopp-
lungen einer Theorie mit ausschliefllich Vier-Fermi-Wechselwirkungstermen, sind von der folgenden
quadratischen Form!'% in den Kopplungskonstanten'”:

Bi = (d = 2)gi + g A9 (3.124)

Die Matrix A};l ist symmetrisch in den unteren Indizes. Die zugehdrige Stabilitatsmatrix B;; am
Fixpunkt g* mit 5;(g*) = 0, Vi, lautet:

_ 9B

B =
K 8‘91 g*

= (d — 2)6i; + 295 A}, (3.125)

Multipliziert man diese mit dem zugehorigen Fixpunktvektor g* # 0, ergibt sich unter Benutzung
der Fixpunktgleichung 3;(g*) = 0 und ([3.124)):

Bijg = (d — 2)g; + 29} A};jg; = —(d — 2)g} (3.126)

Daraus folgt, dass jeder Fixpunktvektor ein Eigenvektor der Stabilitdtsmatrix mit dem kritischen
Exponent © = d — 2 ist!® [50]. Eine Ausnahme bildet der GauB’sche Fixpunkt mit g* = 0. Fiir
d = 3 Raumzeitdimensionen besitzt folglich jeder wechselwirkende Fixpunkt mit g* # 0 mindestens
eine relevante Richtung mit dem kritischen Exponenten 1. Der zugehorige Eigenvektor ist der
Fixpunktvektor g* selbst. Die relevante Richtung zeigt also entlang der Verbindungsgerade zwischen
dem Ursprung und dem Fixpunkt.
Weiterhin lasst sich zeigen, dass diese Gerade stets einen invarianten Unterraum darstellt. Sie
lasst sich wie folgt parametrisierten:
g=2g" (3.127)

1%Das folgt aus den Gleichungen (3.88) und (3.97).
1"Vgl. Gleichung (3.100). Der fiir diese Ableitung unbedeutende Vorfaktor N[l, soll durch eine Umskalierung der

Matrix A;l > Nt A% eliminiert werden.
8Das entspricht einem Eigenwert von A = —(d — 2).
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Wertet man die Betafunktionen entlang dieser Geraden aus so erhélt man:
Bi(Ag*) = (d = 2)Ag} + Ngi Ajg5 = (d = 2)(A = A)g} (3.128)

d. h., die Ableitung auf der Geraden zeigt wiederrum entlang der Geraden: B(Ag*) o g*. Startet
man also mit dem Fluss auf dieser Geraden, so wird man stets auf dieser bleiben, folglich handelt
es sich um einen invarianten Unterraum.

3.5.2. Allgemeines Verhalten

Die Werte der Kopplungen g; an den Fixpunkten wurden in Abhéngigkeit der Flavorzahl Ny aus
den Gleichungen numerisch berechnet. Es zeigen sich vier ausgezeichnete Werte von
N¢ mit besonderen Eigenschaften, an denen sich das Verhalten der Fixpunkte verdndert. Diese sind
Ne=1, %, 6 und ein Wert etwa'® bei a ~ 3.76237. AuBerdem ergibt sich ein wechselhaftes Verhalten
fir Ny < 1.

Die Bereiche mit unterschiedlichem Verhalten der Fixpunkte sind in Tabelle[3.3|angegeben. Darin
sind die Anzahl der Losungen der Fixpunktgleichung angegeben, sowie der Anteil davon, der rein
reell ist und damit physikalisch eine Rolle spielt. Aulerdem wurde die Anzahl der Fixpunkte mit
genau einer relevanten Richtung angegeben, da diese fiir mégliche Theorien in der Anwendung
am interessantesten sind. Im Allgemeinen erwartet man 2* = 16 Losungen der vier quadratischen
Fixpunktgleichungen.

N¢ Anzahl Fixpunkte davon reell Anzahl FP mit genau
einer relevanten Richung
<0.3 16 16 4
0.3-05 |16 16 2
0.5 12 12 2
0.5-0.93 | 16 16 3
093-1 16 16 )
1 7 7 3
1-3 16 16 4
3 16 16 5
g -a 16 12 3
a 16 16 )
a-6 16 16 4
6 16 16 6
> 6 16 16 4
00 16 16 4

Tabelle 3.3.: Anzahl der Fixpunkte in Abhéngigkeit von N¢

Abgesehen vom Verhalten fiir Ny < 1 fallt Folgendes auf:

1. Fir Ny = 1 muss man wegen der Fierzidentitat Fixpunktgleichungen nur fir die drei
Kopplungen g¥ 16sen. Es ergeben sich 7 Fixpunkte, von denen 3 genau eine relevante Richtung
bseitzen. Aus den drei quadratischen Fixpunktgleichungen erwartet man 23 = 8 Losungen,
von denen einer im Unendlichen liegt.

9Der exakte Wert lautet a = 1 (—4 + /9872 — 144 /3345 + 2 3/2(617 + 9 \/3345)) ~ 3.76237203.
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2. Zwischen % und a sind vier der Fixpunkte komplex und damit unphysikalisch, so dass sich die
Zahl der zu untersuchenden Fixpunkte auf 12 erniedrigt. Das betrifft insbesondere die Werte
Ny =2 und 3.

3. Bei den Werten %, a und 6 gibt es Verdnderungen in der Anzahl der relevanten Richtungen
bestimmter Fixpunkte (s. Abschnitt . An diesen Punkten tritt ein Ubergang von einer
relevanten in eine irrelevante Richung oder umgekehrt auf. Exakt an dem Punkt ist die
Richtung gerade marginal. Da einige der Fixpunkte am Ubergang zusammenfallen, ist die
Anzahl der Fixpunkte mit einer relevanten Richtung jeweils erhoht.

4. Fiir Nt > 6 erhélt man 16 reelle Fixpunkte, von denen 4 genau eine relevante Richung besitzen.
Die Berechungen fiir grofle Nt legen nahe, dass sich an diesem Verhalten fir zunehmendes Nt
nichts mehr dndert.

5. Im Grenzfall Ny — oo bleibt dieses Verhalten bestehen. Hier entkoppeln die vier Flussglei-
chungen ...[3.104) vollstéindig. Die Flussgleichung jeder Kopplung héingt nur noch von
dieser Kopplung selbst ab. Die daraus erhaltenen Werte der Kopplungen mit verschwinden-
dem Fluss betragen 0 und % sowohl fiir gg als auch gp, sowie 0 und —% jeweils fiir gy und gr.
Damit bilden die 16 Fixpunkte fiir Ny — oo die Ecken eines vierdimensionalen Hyperkubus

mit den ,duferen“ Ecken g = (0,0,0,0) und g = (i, %, —%, —%).

3.5.3. Fixpunkte in den invarianten Unterraumen

Unterraum gs-gp

Im Unterraum gs-gp erhilt man vier Fixpunkte aus den Gleichungen ([3.117, [3.118]). Sie sind fiir
jedes reelle Nt > 0 definiert, aufler fiir Ny = %, dort existieren die Fixpunkte S und P nicht, sowie
N¢ =1, wo SP nicht definiert ist. Die Fixpunkte sind stets reell und lauten:

O0: (0,0,0,0), (3.129)

(4szvf_ 2,o,o,o) , (3.130)

P (0,4]\2@_2,0,0), (3.131)

SP: (4(le\ff_ 1),4(N]fvf_ 1),0,0). (3.132)

O ist der Gaufi’sche Fixpunkt, die anderen drei S, P, SP sind nicht-Gaufi’sche Fixpunkte, die
danach benannt wurden, welche Kopplungen bei ihnen ungleich Null sind. Abbildung zeigt die
Lage der Fixpunkte in der Ebene gg-gp fiir verschiedene Werte von Nt. Die zugehorigen kritischen
Exponenten und RG-Richtungen als (negative) Eigenwerte und Eigenvektoren der Stabilitédtsmatrix
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9

08l
0.6 Nf=1
04 P N;=10
0.2+ ,
N¢=
00 N !
0] \
Ni=0.3 N¢=10 Ni=1
—02} ]
N;=03
N;=03
—04} ]
04  -02 00 02 o4 06 o8
Os

Abbildung 3.1.: Lage der Fixpunkte in der Ebene gs-gp fiir 0 < Ny < 10. Es sind Fixpunkte bei bestimmten
Werten von Ny gekennzeichnet, um die Richtung der Entwicklung mit Ny deutlich zu machen. Fiir Ny — oo
liegen die Fixpunkte auf den Ecken eines Rechtecks mit den Eckpunkten (0,0) und (1, 1) (gestrichelt).

41

fiir alle vier betrachteten Kopplungen lauten:

Fixpunkt kritische Exponenten

zugehorige RG-Richtungen

O

SP

1 0 0 0
0 1 0 0
-1,-1,-1,-1 o'l ol 1 o
0 0 0 1
6 1
1 4Ng—1 4Ng—1 0
1 _2Ni_ _2N;  8—6N; 0 0 1 0
> 1—-2N¢? 1—-2N¢’ 6Ng—3 0 ’ 1 ) 0 9 -1
0 1 0 1
0 -3 -3 4N;—1
1 2N _2Np 2N 1 0 0 1
> 1—-2Ng? 1—-2Ny’ 1—-2N¢ 0 ’ 0 ) 1 ) 0
0 1 0 0
1 0 2szl -1
1 1 —1.— N Nt 1 0 2N;—1 1
» 3(Ng—1) > Ni—17 Ng—1 0 ) -1 ) 1 ) 0
0 1 1 0
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Das Verhalten der kritischen Exponenten in Abhéngigkeit von V¢ ist in den Diagrammen auf
Seite [38 und [3-3] auf Seite [39] dargestellt.

®

:
\

5

-4

Abbildung 3.2.: Kritische Exponenten © in Abhéngigkeit von Nt fiir den Fixpunkt S. Die ockerfarbene
Linie ist zweifach entartet.

Die Abhédngigkeit der kritischen Exponenten des Fixpunkts P ist dhnlich der des Fixpunkts S,
nur dass dort die griine Linie in Abbildung fehlt und dafiir die ockerfarbene Linie dreifach statt
zweifach entartet ist. Es gibt also einen qualitativen Unterschied zwischen beiden Fixpunkten:
Im Rahmen des verallgemeinerten Gross-Neveu-Modells unterscheiden sie sich in einem der vier
kritischen Exponenten.

Besonders interessant sind die Nulldurchgénge der kritischen Exponenten. Solche beobachtet man
fiir den vierten kritischen Exponenten von S (griin in Abbildung, sowie fiir den zweiten von SP
(magenta in Abbildung . Beide treten fiir den Wert Ny = % auf. An diesem Punkt geht jeweils
einer der kritischen Exponenten vom Positiven ins Negative tiber, d. h., die zugehorige Richtung
andert sich von relevant zu irrelevant.

Der Fixpunkt S besitzt fir 0 < Ny < % drei relevante Richtungen, da die ockerfarbene Linie
in Abbildung zweifach entartet ist. Bei Ny = % divergieren die kritischen Exponenten, bis auf
die Konstante 1. Fiir % < Nt < %, besitzt der Fixpunkt zwei relevante Richtungen, oberhalb von
Ny = % nur noch eine. An der Stelle Ny = % ist eine Richtung marginal.

Der Fixpunkt P zeigt ebenfalls eine Divergenz der nichttivialen Fixpunkte bei Ny = % Unterhalb
davon hat er vier relevante Richtungen, oberhalb davon nur noch eine.

Fir den Fixpunkt SP gilt: Fir 0 < Ny < 1 gibt es zwei relevante Richtungen. Bei Ny = 1
divergieren die nichttrivialen kritischen Exponenten. Der Fixpunkt existiert fiir diesen Fall nicht
(bzw. liegt im Unendlichen). Fiir 1 < Ny < % hat der Fixpunkt drei relevante Richtungen, bei

4

Nt = 3 wird eine davon marginal, oberhalb davon irrelevant, so dass er fiir Ny > % nur noch zwei

relevante Richtungen beitzt.

Unterraum gp-gv (analog zum Unterraum gp-gr)

Wie in Abschnitt erwahnt, zeigen die invarianten Unterrdume gp-gy und gp-gt sowohl quali-
tativ als auch quantitativ das gleiche Verhalten beziiglich der Fixpunkte. Deshalb soll hier nur der
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Abbildung 3.3.: Kritische Exponenten © in Abhéngigkeit von Ny fiir den Fixpunkt SP.

Unterraum gp-gv diskutiert werden. Die Ergebnisse fiir gp-gr erhélt man vollig analog, indem man
iiberall gy durch gt ersetzt.

Durch Nullsetzen der Flussgleichungen erhélt man vier Fixpunkte?°. Sie sind fiir
jedes reelle N¢ > 0 aufler Ny = % definiert und lauten in Abhéngigkeit von Ng:

O: (0,0,0,0), (3.133)
Nt
: —_— 134
P (0,4Nf_2,0,0), (3.134)
. Ni(2N2—TNi+(2Ng+1) o/ Ne(Ne+28)+164+14)  3Np(4NZ+Ng+ / Ne(Ng+28)+16+4)
Bv: (0’ f 4(2N¢(2N7+Ni+4)—5) r 4f(2Nf(2Nf2+Nf+4)—5) ’0> - (3135)

ey - (0 Ni(2NZ—7N;—(2Ng+1) /Ne(Ni+28)+16+14)  3N;(ANF+Ne— /N (N+28)+16+4) 0)
: , )

4(2N;(2NF+ Ny +4)—5) ’ 12N;@NZ T N+ 4)—5) (3.136)

Der Gauf’sche Fixpunkt O, wie auch der Fixpunkt P liegen ebenso in diesem invarianten Un-
terraum. Zusitzlich treten die Fixpunkte By und Cy auf?', bei letzterem handelt es sich um den
sogenannten Thirring-Fixpunkt. Die Lage der Fixpunkte ist in Abbildung auf Seite [40] dar-
gestellt. Die zugehorigen kritischen Exponenten und Richtungen lassen sich ebenfalls analytisch
berechnen, indem man die Stabilitdtsmatrix fiir alle vier Kopplungen diagonalisiert, die erhaltenen
Ausdriicke sind jedoch recht umfangreich. Fiir die beiden Fixpunkte By und Cy ist die Abhéngig-
keit der kritischen Exponenten von N in den Diagrammen auf Seite [41] und [3.6] auf Seite [42]
dargestellt. Der Fixpunkt P wurde bereits im vorherigen Abschnitt besprochen.

Man beobachtet jeweils einen Nulldurchgang eines kritischen Exponenten fiir Ny = 6. An dieser
Stelle erniedrigt sich die Anzahl der relevanten Richtungen bei beiden Fixpunkten jeweils um eins.

Die nichttrivialen kritischen Exponenten des Fixpunkts By divergieren bei Ny = %, darunter
besitzt der Fixpunkt zwei relevante Richtungen. Zwischen Ny = % und Ny = 6 treten drei relevante

2Diese Fixpunkte stimmen mit denen aus [20] Kap. 4] tiberein. Dabei wurde jedoch eine leicht andere Skalierung
vorgenommen, so dass die dortigen Werte der Fixpunkte gegeniiber obigen um den Faktor 4 grofier sind. Die
Bezeichnung fiir B und € wurde ibernommen (unter Erginzung des Indexes V zur Unterscheidung der invarianten
Unterrdume), der dort genannte Fixpunkt .4 ist mit P identisch.

21Dje analogen Fixpunkte im Unterraum gp-gr sollen mit Br und Cr bezeichnet werden.
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Abbildung 3.4.: Lage der Fixpunkte in der Ebene gp-gy fiir 0 < N < 100. Es sind Fixpunkte bei
bestimmten Werten von N; gekennzeichnet, um die Richtung der Entwicklung mit N; deutlich zu machen.
Fiir Ny — oo liegen die Fixpunkte auf den Ecken eines Rechtecks mit den Eckpunkten (0,0) und (3, —3)
(gestrichelt).

Richtungen auf, bei Ny = 6 wird eine davon marginal und fiir héhere Flavorzahlen irrelevant, so
dass fiir Ny > 6 nur noch zwei relevante Richtungen verbleiben.

Fir den Fixpunkt Cy sind die kritischen Exponenten fiir alle Ny > 0 regular. Fir 0 < Nt <
6 besitzt der Fixpunkt zwei relevante Richtungen, fir Ny > 6 nur noch eine, die zum trivialen
kritischen Exponenten 1 gehort.

Unterraum g]SD-gB

Den Unterraum g]SD —g\]? erhélt man in der vollsténdig fierztransformierten Basis BP durch Nullsetzen
von g und g¥. Die im Folgenden angegebenen Koordinaten beziehen sich deshalb auf den Raum
der Kopplungskonstanten gP = (g2, g2, g2, g¥).

Aus den Flussgleichungen erhilt man vier Fixpunkte. Fiir Ny = 1 divergieren zwei
davon (SP und &), was auch der Grund dafir ist, dass es in diesem Fall nur 14 Fixpunkte im
vollen Theorieraum gibt. Fiir alle anderen positiven Werte von Ny sind diese Fixpunkte definiert
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Abbildung 3.5.: Kritische Exponenten © in Abhéngigkeit von Ny fiir den Fixpunkt By .

und reell. Sie lauten:

O: (0,0,0,0), (3.137)
N N )
SP: 0 0 3.138
P (s s ) (3.138)
_ Ni(Ne (17Nt A/ Ne(Ne+56)+64+16) —8 /Ne(Ne+56)+64+44)
D: T6(N— 1) (N (Nr+2)710) 0,
(3.139)
Ni(—=TN2+4Ng+(Ne+4) \/Ne(Ni+56)+64—52) 0
16(Np( NZ+N;+8)—10) )
' Np(Np(17Ng— /Ne(Ne+56)+64+16) +8 /Ny (Ni+56)+64-+44)
E: T6(Ni— 1) (Vg (Nt +2)+10) 0,
(3.140)

N¢(—7NZ+4N;—(Ni+4) /Ne(Ni+56)+64—52) 0
16( N¢( N2+ N¢+8)—10)

Der Fixpunkt SP liegt ebenfalls in diesem Unterraum, da fiir gg = gAD = 0 gilt, dass g5 = gp =
%(—glsD — 39\9 ). Die angegebenen Koordinaten unterscheiden sich von denen in Gleichung ,
da sie sich auf die Kopplungskonstanten g™ in der vollstéindig fierztransformierten Basis beziehen.

Auflerdem gilt in diesem Unterraum gy = gr = %(—gg + g\]?). Damit weisen alle Fixpunkte,
die in diesem Unterraum liegen, in der Singulett-Basis BS mit den Kopplungskonstanten g =
(9s, gp, gv, gr) die Struktur (a,a,b,b) auf. Dabei sind nur fir D und £ die Werte der Kopplungen
gy und g ungleich Null.

Die Lage der Fixpunkte im Unterraum gSD —g\l? ist in Abbildung auf Seite [43[in Abhéngigkeit
von Nt dargestellt. Man erkennt, dass es einen Wert N; gibt, fiir den der Fixpunkt D auf der Achse
gISD liegt, das ist gerade fiir Ny = 3.5 der Fall.

Die kritischen Exponenten und Richtungen lassen sich ebenfalls analytisch ermitteln, auf ihre An-
gabe soll der Ubersichtlichkeit halber verzichtet werden. Das Verhalten der kritischen Exponenten
der Fixpunkte D und & ist in den Abbildungen [3.8|auf Seite [44] und [3.9) auf Seite [45] dargestellt. Das
entsprechende Diagramm fiir den Fixpunkt SP findet man im Abschnitt zum Unterraum gs-gp.
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Abbildung 3.6.: Kritische Exponenten © in Abhéngigkeit von Nt fiir den Fixpunkt Cy.

Beide Fixpunkte weisen jeweils einen entarteten kritischen Exponenten auf. Fiir den Fixpunkt
D ist das der Exponent, der fiir alle Nt negativ ist (ockerfarben in Abbildung und fir £ der
groBte kritische Exponent fiir Ny > 1 (grin in Abbildung .

Ein kritischer Exponent des Fixpunkts D besitzt einen Nulldurchgang bei Ny = a ~ 3.8.22 Dort
dandert sich die Zahl der relevanten Richtungen von eins auf zwei, direkt bei a ist die zugehdrige
Richtung marginal.

Die kritischen Exponenten (aufler dem trivialen Exponenten 1) des Fixpunkts £ divergieren
bei Ny = 1, dort ist der Fixpunkt nicht definiert. Unterhalb davon besitzt er eine, oberhalb vier
relevante Richtungen.

3.5.4. Untersuchung der Fixpunkte mit genau einer relevanten Richtung

Fiir die Anwendung besonders interessant sind Fixpunkte mit genau einer relevanten Richtung. Die
Anzahl der relevanten Richtungen ist gleich der Anzahl der physikalischen Parameter, die festgelegt
werden miissen, um eine Theorie vollstdndig zu bestimmen. Somit geniigt fiir sie die Angabe eines
Parameters.

Wie in Abschnitt gezeigt, besitzt jeder Fixpunkt aufler dem Gauf’schen Fixpunkt stets
mindestens eine relevante Richtung. Diese gehort zum kritischen Exponenten 1 und zeigt in Rich-
tung des Fixpunkts. Die Fixpunkte mit genau einer relevanten Richtung besitzen also nur diesen
kritischen Exponenten grofler als Null, alle anderen Richtungen sind irrelevant bzw. ggf. marginal.

Die Betrachtung soll in der Basis BS mit den Kopplungen g = (gs,gp,gv,gr) durchgefithrt
werden. Des Weiteren beschranken wir uns hier und im Folgenden auf den Bereich Ny > 1, da nur
dieser physikalisch sinnvoll ist:

e Fiir Ny = 1 gibt es 4 Fixpunkte mit genau einer relevanten Richtung fiir die Kopplungs-
konstanten g. Einer davon ist der Fixpunkt P = (O, —%, 0, O) mit den kritischen Exponen-
ten (—2,—2,—2,1). Bei den drei anderen sind alle vier Kopplungen von Null verschieden.

22F{ir den exakten Wert von a s. Fuinote auf Seite
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Abbildung 3.7.: Lage der Fixpunkte in der Ebene glsj—g\]? fir 0 < N < 100. Es sind Fixpunkte bei
bestimmten Werten von Ny gekennzeichnet, um die Richtung der Entwicklung mit Ny deutlich zu machen.
Fiir Ny — oo liegen die Fixpunkte auf den Ecken eines Parallelogramms (gestrichelt).

Ein weiterer ist der Fixpunkt D = (—— -, == —ﬂ> mit den kritischen Exponenten
(-1,-1,-1,1).

Die anderen beiden Fixpunkte haben unregelméflige Werte der Kopplungen, zeigen jedoch
im Verhiltnis zueinander eine gewisse Ubereinstimmung. Sie unterscheiden sich nur in der
Reihenfolge der Werte von gy und gp, haben also die Form (¢, d, e, f) bzw. (¢, d, f,e) mit

f >0, e <0, und besitzen beide die gleichen kritischen Exponenten. Sie sollen mit F bzw. G
bezeichnet werden. Fiir Ny = 1 lauten die Werte:

c:—g(\/5—3),d:512(28—13\/5)&:—%(3— \/5),f=%(3— Vv5)  (3.141)

und die kritischen Exponenten

5—3\6,2(\/5—3),1,\/5—3. (3.142)

Beriicksichtigt man die Fierzidentitat (3.108]) fiir Ny = 1 und betrachtet die Fixpunkte in
den Kopplungen g¥, so ergeben sich drei Fixpunkte mit genau einer relevanten Richtung. Sie
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Abbildung 3.8.: Kritische Exponenten © in Abhéngigkeit von Nt fir den Fixpunkt D. Die ockerfarbene
Linie ist zweifach entartet.

lauten
P: g" = (0,;,0 (3.143)
F gF—(O,i(l— ﬁ),i(ﬁ—:&)) (3.144)
G: ng(—i(\@—?,),Z—\/B,i(?,—f&s)) (3.145)

Mit den passenden Werten fiir g7 sind sie identisch mit den oben genannten Fixpunkten in
den Kopplungen g.?3

e Firl < Ny < % gibt es 4 Fixpunkte mit genau einer relevanten Richtung. Bei einem davon
handelt es sich um den Fixpunkt P. Ein weiterer ist der Fixpunkt D. Bei diesem sind jeweils
die Werte der Kopplungen gs und gp bzw. gy und gr gleich, er hat also die Form (a,a,b,b).
Die verbleibenden zwei Fixpunkte F bzw. G besitzen die Form wie oben angegeben.

e Fiir Ny = % treten 5 Fixpunkte mit einer relevanten Richtung auf. Einer ist P = (0,0.4,0,0)
mit den kritischen Exponenten (—1.6,—1.6,—1.6,1), ein anderer D von der Form (a,a,b,b).
Die verbleibenden drei Fixpunkte sind entartet bei g = (0.4,0,0,0). Dabei handelt es sich
um die Fixpunkte §, F und G. Fiir sie ist eine Richtung marginal, die kritischen Exponenten
lauten (—1.6,—1.6,1,0). Wie in Abschnitt erwahnt, geht der Fixpunkt S fir Ny = %

von zwei zu einer relevanten Richtung iiber, die anderen beiden von einer zu zwei.

e Fiir Nt zwischen % und a gibt es nur noch drei Fixpunkte mit einer relevanten Richtung.

Die beiden Fixpunkte F und G werden komplex und entwickeln zwei relevante Richtungen.
Der Fixpunkt S hingegen hat nun und im Weiteren nur noch eine relevante Richtung, wie in
Abschnitt beschrieben. Die Fixpunkte P und D in der Form (a, a,b,b) verbleiben.

23Mit der Transformation wie in FuBnote auf Seite sind sie ebenfalls identisch zu den Fixpunkten aus [I5]
Kap. IV.C.]. Dabei entsprechen sich A und P, C und F, sowie E und G. Der dort genannte Fixpunkt D mit zwei
relevanten Richtungen entspricht in unserer Nomenklatur dem Fixpunkt S.
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Abbildung 3.9.: Kritische Exponenten © in Abhéngigkeit von N; fiir den Fixpunkt £. Die griine Linie ist
zweifach entartet.

e Fir Ny = a ~ 3.8 (s. Fufinote |19] auf Seite gibt es fiinf Fixpunkte mit einer relevanten
Richtung. Diese sind S, P und ein dreifach entarteter Fixpunkt, von denen einer der Fixpunkt
D ist. Diese drei weisen zusétzlich eine marginale Richtung auf. Der Fixpunkt D geht an
diesem Punkt von einer zu zwei relevanten Richtungen iiber. Die anderen beiden Fixpunkte
gehen von zwei zu einer relevanten Richtung iiber und stimmen fiir diesen Wert von Ny gerade
mit D iiberein.

e Fiir a < Nf < 6 gibt es wieder 4 Fixpunkte mit einer relevanten Richtung. Zwei vorher
komplexe Fixpunkte mit zwei relevanten Richtungen werden reell und haben nur noch eine
relevanten Richtung. Sie haben die Form (¢, d, e, f) und (¢, d, f, e) mit |e] > | f], wobei e, f < 0,
und ihre kritischen Exponenten stimmen iiberein. Sie sollen mit H bzw. J bezeichnet werden.
Weiterhin haben S und P jeweils eine relevante Richtung. Der Fixpunkt D entwickelt zwei
relevante Richtungen und tritt im Folgenden in dieser Aufzédhlung nicht mehr auf.

e Fiir Ny = 6 gibt es 6 Fixpunkte mit einer relevanten Richtung. Zwei davon sind & und P.
Die anderen vier sind die jeweils zweifach entarteten Fixpunkte Cy und Cr. Diese stimmen
an diesem Punkt mit H bzw. J iiberein und liegen in den Unterrdumen gp-gy bzw. gp-gr.
Jeweils eine Richtung von ihnen ist marginal.

e Fiir Ny > 6 gibt es 4 Fixpunkte mit einer relevanten Richtung. Diese sind S, P und die
Fixpunkte Cy bzw. Ct jeweils in den Ebenen gp-gy und gp-gr. D. h., fiir Ny > 6 liegen alle
Fixpunkte mit einer relevanten Richtung in invarianten Unterrdumen. Die Fixpunkte H bzw.
J haben nun zwei relevante Richtungen, fallen also nicht mehr in diese Kategorie.

e Fir N; — oo lauten die 4 Fixpunkte mit einer relevanten Richtung wie folgt: & = (%, 0,0,0),
P = (0, %,0,0), Cv = (0,0, —%, 0) und Cr = (0,0,0, —%) mit jeweils gleichen kritischen
Exponenten (1, —1, —1,—1). D. h., die beiden Fixpunkte Cy und Ct gehen im Grenzfall grofier
Nt iber in den Fall verschwindender Kopplung gp und liegen auf den Achsen gy bzw. gr.
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Fiir den Unterraums gp-gy bedeutet das, dass der Fixpunkt Cy fiir Ny — oo zum reinen
Thirring-Modell [23] gehort?4.

3.6. Untersuchung des Flusses

3.6.1. Untersuchung des Flusses mit Startwerten auf einer Achse

Zunéchst sollen Theorien untersucht werden, die als Startwert nur eine einzige Kopplung besit-
zen, die drei anderen Kopplungen werden Null gesetzt. D. h., die UV-Wirkung besteht aus einem
einzigen Wechselwirkungskanal. Im Verlauf des Flusses in Richtung IR kénnen die anderen Wech-
selwirkungen erzeugt werden, d. h., die anderen Kopplungen treten zusétzlich auf.

Startet man auf der Achse mit einer einzigen Kopplung, so findet der Fluss abhingig vom
Startwert in verschiedenen Phasen statt. Jede dieser Phasengrenzen wird durch einen Fixpunkt
bestimmt, die Separatrix zu diesem Fixpunkt stellt die Phasengrenze dar. Damit gibt es einen
kritischen Startwert, fiir den man entlang der Separatrix genau zu diesem Fixpunkt fliet. Abwei-
chungen von diesem kritischen Wert nach oben oder unten fiihren jeweils in unterschiedliche Phasen
des Theorieraums.

3.6.2. Singulettbasis

Es soll nun untersucht werden, welcher Fixpunkt das Verhalten des Flusses fiir welche Startkopplung
bestimmt. Zunichst soll die Singulettbasis BS betrachtet werden. D. h., startet man auf einer
bestimmten Achse des Theorieraums, so ist impliziert, dass die verbleibenden drei Kopplungen in
der Basis g = (gs, gp, gv, gr) Null gesetzt werden.

Start auf der Achse gg

Auf dieser Achse liegt stets der Fixpunkt & mit der Koordinate gsc =7 Aj,\f[f_Q. Dies ist der kritische

Wert, der die Phasen voneinander trennt. Unterhalb von g§ fliet man in den Gauf’schen Fixpunkt
O, oberhalb divergiert die Kopplung gs.

Einen weiteren kritischen Wert gibt es nicht, auch fiir negative Startwerte gg flieft man stets in
den Gaufy’schen Fixpunkt O. Der Grund dafiir ist, dass die Achse gg einen invarianten Unterraum
darstellt. Somit bleibt man fiir Startwerte auf dieser Achse auch stets auf dieser, es wird keine wei-
tere Kopplung erzeugt. Innerhalb des invarianten Unterraums existieren nur die beiden Fixpunkte
S und O, die folglich das gesamte Verhalten des Flusses bestimmen.

Der Fixpunkt S hat fiir Nt < % zwei und fiir N¢ > % eine relevante Richtung. Diese eine relevante
Richtung ist stets vorhanden und zeigt entlang der Achse gs.

Der invariante Unterraum entspricht dem reinen Gross-Neveu-Modell in der Formulierung nach
[31] dessen kritisches Verhalten in diesem Artikel ausfithrlich diskutiert wird.

Start auf der Achse gp

Bei der Achse gp handelt es sich ebenso um einen invarianten Unterraum. Er besitzt zwei Fixpunkte,
den Gauf¥’schen Fixpunkt O und den Fixpunkt P mit gg = 4]\172712. Dieser hat stets genau eine

relevante Richtung entlang der Achse gp. Das Verhalten ist analog zum Fall fiir gg: Fir gp < gg
flieft man stets zum Gauf’schen Fixpunkt O, auch fiir negative Werte gp. Fiir gp > gg divergiert
die Kopplung gp.

#4Vgl. auch [20, Kap. 4.4]
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Auch dieser Unterraum entspricht einem reinen Gross-Neveu-Modell, allerdings der Formulierung
in [43, 144], wo auch dessen kritisches Verhalten beschrieben wird.

In Abbildung ist das Phasendiagramm des invarianten Unterraum gs-gp exemplarisch fiir
Nt = 2 angegeben. Daran kann man sowohl das Verhalten auf der Achse gg, als auch auf der Achse
gp ablesen.

Start auf der Achse gv

In diesem Fall ist die Achse gy kein invarianter Unterraum, wohl aber die Ebene gp-gy. Startet man
auf der Achse gv so bleibt die Trajektorie des Flusses stets in dieser Ebene. Es gibt einen kritischen
Wert gg der eine Phasengrenze markiert. Die zugehorigen Werte sind in Tabelle angegeben.

Ne |1 2 3 4 5 6 7
9y | -0.2751 -0.4554 -0.551 -0.604 -0.6377 -0.6594 -0.6746

Tabelle 3.4.: Kritische Startwerte g\c,, die die Phasengrenze auf der Achse gy markieren, fiir unterschiedliche
Werte von N.

Die Phasengrenze wird vom Fixpunkt Cy bestimmt. Startet man exakt am kritischen Wert g{j,,
so flieit man zu diesem. Oberhalb dieses Wertes flieit man zum Gauf’schen Fixpunkt O, unterhalb
divergieren die Kopplungen gp und gy. Der Fixpunkt Cy hat fiir Ny < 6 zwei und fiir Nt > 6 eine
relevante Richtung. Eine relevante und eine irrelevante Richtung davon liegen stets im invarianten
Unterraum gp-gy -

Fiir einen Startwert gy > 0 flieft man ebenfalls in den Gaufi’schen Fixpunkt O. Denn alle
Fixpunkte im invarianten Unterraum gp-gyv befinden sich in der unteren Halbebene gy < 0. Damit
ist der Gaufy’sche Fixpunkt mit ausschliellich irrelevanten Richtungen der bestimmende Fixpunkt
fiir die obere Halbebene gy > 0.

Abbildung zeigt das Verhalten des Flusses im invarianten Unterraum gp-gy exemplarisch
far Ny = 2.

Start auf der Achse gt

Das Verhalten beim Start auf der Achse gt ist vollkommen analog zu dem bei Start auf der Achse
gv. Hier befindet sich die Trajektorie des Flusses im invarianten Unterraum gp-gr, der vollstandig
aquivalent zu gp-gv ist.

3.6.3. Dublettbasis

Nun soll die vollstindig fierztransformierte Basis BP betrachtet werden. D. h., fiir den Startwert
auf einer Achse werden die verbleibenden drei Kopplungen des Vektors gP = (92,98, 99, gR) Null
gesetzt.

Start auf der Achse g]S3

Startet man auf der Achse g]S3 , S0 befindet man sich im invarianten Unterraum glsj—ge und da-
mit bleibt auch die Trajektorie des Flusses in diesem Unterraum. Zur Beschreibung des typischen
Verhaltens sind in Abbildung zwei typische Phasendiagramme fiir verschiedene Werte Ny an-
gegeben. Fir Ny = 3.5 liegt der Fixpunkt D gerade auf der Achse gSD . Dadurch gibt es einen
qualitativen Unterschied zwischen Ny < 3.5 und Ny > 3.5.
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Abbildung 3.10.: Phasendiagramme des Flusses fiir Ny = 2. Die Pfeilrichtung kennzeichnet den Fluss in

Richtung IR

Fiir Nt < 3.5 gibt es nur eine kritische Kopplung g]S3 C diese wird durch den Fixpunkt D bestimmt.
3.8 eine, dariiber zwei relevante Richtungen. Unterhalb von gsDC und
auch fiir negative Startwerte flieit man zum Gaufy’schen Fixpunkt . Oberhalb divergieren die

Dieser hat
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Kopplungen gSD und g\]?.

Fir Ny = 3.5 wird die Kopplung g\]? nicht angeregt, weil der Fixpunkt D auf der Achse gISD liegt.
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(b) invarianter Unterraum gp-gv

D. h., fiir diesen speziellen Wert von Nt bildet die Achse glsj einen invarianten Unterraum.

Fir Ny > 3.5 ist das Verhalten fiir positive gg analog zum Fall Ny < 3.5 mit einer kritischen
Kopplung gglc . Fiir negative Startwerte g]S3 gibt es nun eine weitere kritische Kopplung g?c, die
vom Fixpunkt SP bestimmt wird. Er besitzt in diesem Bereich von N zwei relevante Richtungen.

Fiir glsj > QEQC flieit man zum Gauf’schen Fixpunkt O, fiir g? < g?QC divergieren g]S3 und ge.

Start auf d

Startet man mit der Kopplung gPD, so gibt es im Allgemeinen zwei kritische Werte 911310/2, die eine
Phasengrenze festlegen. Liegt man zwischen diesen kritischen Werten, so flieft man zum Gauf’schen
Fixpunkt O; beginnt man betragsméflig dariiber, divergieren alle Kopplungen. Es gilt gB? < 0 und

g9ps > 0.

Das Verhalten an den kritischen Kopplungen wird in Abhéngigkeit von Ny von verschiedenen
Fixpunkten bestimmt. Fir Ny = 1 flieit man fir gB? ~ —0.2703 zum Fixpunkt F mit genau
einer relevanten Richtung. Fiir ggg ~ 0.8271 fliefit man zum Fixpunkt G ebenfalls mit genau einer
relevanten Richtung. Fir Ny > 2 fliefit man fiir ggg zum Fixpunkt § und fiir 9220 zum Fixpunkt

er Achse gPD

P, die jeweils genau eine relevante Richtung besitzen.

Start auf d

Beim Start auf der Achse g\]? befindet man sich ebenfalls im invarianten Unterraum gSD—g\]? mit
Beispieldiagrammen in Abbildung Im Allgemeinen gibt es eine kritische Kopplung gec, die
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Abbildung 3.11.: Phasendiagramme des Flusses im invarianten Unterraum g]SD -g2. Die Pfeilrichtung kenn-
zeichnet den Fluss in Richtung IR.

eine Phasengrenze markiert. Direkt bei der kritischen Kopplung fliefit man zum Fixpunkt SP. Fiir
Ne < % hat dieser drei relevante Richtungen, fiir hohere Flavorzahlen noch zwei. Da die verbleibende
irrelevante Richtung jedoch stets im invarianten Unterraum gSD—g\l? liegt, zeigt der Fixpunkt in
diesem dennoch ein attraktives Verhalten. Fiir g{? > ggc und fiir positive Werte von 98 gelangt
man zum Gauf’schen Fixpunkt O, unterhalb der kritischen Kopplung divergieren g5 und g%).

Eine Besonderheit weist der Fall Ny = 1 auf. Dort gibt es keine Phasengrenze, man strebt fiir
alle Anfangswerte gi gegen den Gaufi’schen Fixpunkt O. Das liegt daran, dass in diesem Fall der
Fixpunkt SP nicht existiert (d. h., er liegt im Unendlichen).

Start auf der Achse gAD

Startet man mit der Kopplung gg, so gibt es in Allgemeinen zwei kritische Werte 9210/2, die eine
Phasengrenze festlegen. Liegt man zwischen diesen kritischen Werten, so flieffit man zum Gauf’schen
Fixpunkt O; beginnt man betragsméflig dariiber, divergieren alle Kopplungen. Es gilt 92? < 0 und
g4 > 0.

Ahnlich wie beim Start auf der Achse gPD ergibt sich auch hier ein abweichendes Verhalten fiir
N¢ = 1. In diesem Fall flieit man fiir gglc ~ —0.1632 zum Fixpunkt G. Fiir gBQC ~ 0.2724 gelangt
man zum Fixpunkt P.

Fiir Ng > 2 fliet man fiir g} zum Fixpunkt S und fiir gR5 zum Fixpunkt P.

3.6.4. Untersuchung des Flusses beginnend vom Fixpunkt Cv

Beginnt man mit einer Theorie, deren Anfangsparameter sich in einer Umgebung des Fixpunkts
Cv befinden, so kann sich der Fluss der Kopplungskonstanten abhéngig von den Anfangswerten in
verschiedene Bereiche des Theorieraums entwickeln.

Dieser Fixpunkt ist insbesondere deshalb interessant, weil er laut [20, [I5] das kritische Verhalten
des U(2Ny)-symmetrischen Thirring-Modells bestimmt, wie auch in Abschnitt fiir den Start
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auf der Thirring-Achse gy dargestellt. Zudem &ndert sich die Anzahl seiner relevanten Richtungen
mit N, was fiir die Interpretation von numerischen Simulationen, wie in [51], wichtig sein kann.

Vorgehensweise

Zur genaueren Untersuchung dieses Verhaltens wurde eine Stérung in Richtung der beiden fiir
N¢ < 6 relevanten Richtungen um den Fixpunkt Cyy herum angenommen und der daraus entstehende
Fluss betrachtet. Dazu wurde in der Ebene, die den Fixpunkt Cy enthélt und von den beiden
relevanten Richtungen aufgespannt wird, eine Storung um den Fixpunkt herum in Form eines

Kreises mit dem Radius ¢ = 1073 vorgegeben, wie in Abbildung auf Seite |b0| dargestellt. Die

A
b

AN

Cv| € g

Abbildung 3.12.: Parametrisierung der Stérung in @ und b um den Fixpunkt Cy

beiden relevanten Richtungen sollen mit s und t bezeichnet werden und sie lauten in Abhéngigkeit
von Ng:

3 0
3 — N+ 4/ (Ng+28) Np+16-+4
s=| 2|, t= 6Ny : (3.146)
2N;—1 1
1 0

Die Richtung s ist nur fiir Ny < 6 relevant, bei Ny = 6 marginal und fiir Ny > 6 irrelevant. Die
Richtung t gehort zum kritischen Exponent 1 und zeigt in die gleiche Richtung wie der Ortsvektor
des Fixpunkts Cy. Die Ebene um den Fixpunkt Cyy herum soll als Ebene Cy-s-t bezeichnet werden
und wird wie folgt aufgespannt:

t

b= (3.147)
[t

N S
g=gc, +as+bt, abeR, 8= H
Dabei bezeichnet g¢ - den Vektor der Kopplungen g am Fixpunkt Cy. Die Koordinaten in Richtung
s bzw. t sind durch a bzw. b gegeben.

Die Stérung um den Fixpunkt Cy wurde wie folgt parametrisiert:

>
|
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Dabei ist zu beachten, dass der Theorieraum (vermutlich) keine Metrik besitzt. Da die Lage der
Fixpunkte im Theorieraum abhéngig vom Regularisierungsschema und folglich nicht universell ist,
gilt das auch fiir Abstdnde und Winkel. Demzufolge ist den folgenden Ausfiihrungen kein quan-
titativer Wert beizumessen, den qualitativen Aussagen zur Existenz bestimmter Winkelbereiche
hingegen schon.

Beginnend mit den Startwerten ggq,,; fiir die Kopplungen wurden die Flussgleichungen
.. . numerisch gelst. Es geniigt, die Stérungen in den relevanten Richtungen zu betrachten.
Storungen in den irrelevanten Richtungen sind stabil, der Fluss kehrt stets zum Fixpunkt zuriick.
Nimmt man eine Linearkombinationen aus Storungen in die relevanten und irrelevanten Richtungen
an, so werden die irrelevanten unterdriickt und asymptotisch bewegt sich der Fluss in die relevante
Richtung, so dass man auch von Beginn an nur diese betrachten kann.

Ergebnisse

In Abhéngigkeit des Winkels ¢ ergeben sich getrennte Winkelbereiche, in denen der Fluss jeweils
von einem gewissen Fixpunkt bestimmt wird. In der Regel gibt es zwei kritische Werte go?/z bei
denen der Fluss gerade entlang der Separatrix zwischen zwei Phasen verlauft. D. h., in exakt dieser
Richtung erreicht man einem Fixpunkt mit (mindestens) einer irrelevanten Richtung. Entfernt man
sich von dem kritischen Wert, so fliefit man in der einen Richtung zum Gaufi’schen Fixpunkt O, d.
h., alle Kopplungen werden Null. In der anderen Richtung divergiert mindestens eine Kopplung.
Die Werte der kritischen Winkel sind in Tabelle angegeben. Die Entwicklung des Flusses soll

Ne | of 23 v5 s

1 [0.00000 1.77946 37  5.44

2 | 0.85759 2.53108 3.57 2m-0.14
3 10.13606 3.11380 3.45 27 - 0.04
4 |0.00283 3.14000 3.33 2m - 0.01
5 | 0.00051 3.14109 3.22 27 - 0.005
6 |0.00029 3.14131 - -

7 | 0.00020 3.14140 - -

Tabelle 3.5.: Kritische Winkel @10/2 der Stérung um den Fixpunkt Cy sowie Grenzwinkel ¢g und ¢f, bei

denen gs bzw. g¥ dominieren fiir unterschiedliche Werte von Njy.
hier fiir einige Werte von Nt diskutiert werden:

e N; = 1: Beim kritischen Wert ¢§ fliet man zum Fixpunkt

(-5 (v5-3). % (28-13v5), & (vV5-3).—% (V5-3)) (3.150)
~ (0.2604, —0.0486, —0.1042, 0.0868). (3.151)

g

Das ist der Fixpunkt F und er besitzt genau eine relevante Richtung, die folglich in die gleiche
Richtung wie der Ortsvektor des Fixpunkts zeigt. Man erkennt, dass dabei die Kopplung gg
dominiert. Dieses Vehalten ist ausgepragt fiir pg < ¢ < go?. Bis etwa zum Winkel g wird
die Kopplung gy im Laufe des Flusses zunéchst betragsmafig kleiner, bevor sie divergiert.

Fiir den kritischen Wert 9020 erreicht man den Fixpunkt D : g = (—3—4,—%, —4%, —%) ~

(—0.2045, —0.2045, —0.0682, —0.0682) mit ebenfalls einer relevanten Richtung entlang des Fix-
punktverktors. In der Basis BP liegt der Fixpunkt D im invarianten Unterraum gSD—gg , d.
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h., gb = g% = 0. Die zugehérige relevante Richtung liegt ebenfalls in diesem Unterraum und
zwar so, dass sie starker in Richtung der Achse g]SD zeigt (s. Abbildung . Betrachtet man
den Fluss der Kopplungen gP und gelangt dabei in die Néhe des Fixpunkts D, so divergieren
zunédchst nur gIS) und g\? , wobei die Kopplung gIS) dominiert. Fiir <p2C < p < <pSD divergieren
glq? und g\]? im Positiven und ihre Divergenz dominiert die von gg und gAD. Oberhalb des
Grenzwinkels (pSD divergieren sie ins Negative und g5 und g} dominieren die Divergenz.

Fiir ¢f < ¢ < ¢§ flieBt man zum GauB’schen Fixpunkt O. Zwischen goSD und g divergieren
alle Kopplungen gleichzeitig, keine dominiert entscheidend.

Nt = 2: Fiir eine Storung mit dem kritischen Winkel cp? erreicht man den Fixpunkt S, der

fir Ny = 2 nur noch eine relevante Richtung hat. Fiir Ny = 1 besitzt er hingegen zwei und
bestimmt deshalb nicht den Fluss vom Fixpunkt Cy.

Entlang der relevanten Richtung des Fixpunkts S divergiert allein die Kopplung gg. D. h.,
fiir o < ¢ divergiert zunichst nur gg. Die Stérung in gy geht zunichst zuriick, bevor die
Divergenz in gg auch die noch schwach vorhandene Stérung in gy zum Divergieren bringt.
Die typische Entwicklung der Kopplungen nahe des Winkels ($ ist in Abbildung darge-
stellt. In Tabelle ist eine ungefahre untere Grenze g fiir dieses Verhalten angegeben. Das

Os, Or
o 0.5+ S S S RS SR
Gs [ -30 -25 -20 -15
— Or [
0.4
0.3f
0.2
0.1f - O
9v
L L L L L t
-30 -25 -20 -15 -10 -5
(a) Entwicklung der Kopplungen gs und gr (b) Entwicklung der Kopplungen gp und gv

Abbildung 3.13.: Losung der Flussgleichung Richtung IR mit ¢ = In (%), beginnend vom Fixpunkt Cy mit
einer kleinen Storung, fiir Ny = 2 nahe des kritischen Winkels ¢

52

Kriterium fiir diesen Wert ist, dass die Kopplung gy zunéchst betragsméaflig absinkt, bevor
sie divergiert. D. h., der Fluss wird zunédchst noch leicht vom Fixpunkt S angezogen, bevor
er ins Unendliche strebt.

Der zweite kritische Wert S fiihrt zum Fixpunkt D. Zwischen ¢f und ¢§ gelangt man
zum Gauf’schen Fixpunkt O, oberhalb von ¢ = ¢§ divergieren alle Kopplungen gleichzeitig.
Ebenso wie flir Ny = 1 gilt, dass der Fixpunkt D im invarianten Unterraum gSD—ge liegt,
ebenso die zugehorige relevante Richtung, die ebenfalls starker in Richtung der Achse g]SD
zeigt. Nahe des kritischen Winkels ¢S divergieren also zunichst nur g]S3 und g{? , wobei die
Kopplung gSD dominiert. Die typische Entwicklung der Kopplungen in der Nahe des kritischen
Winkels ¢§ ist in Abbildung abgebildet. Dieses Verhalten setzt sich bis etwa zu goSD fort.
Die Grenze wird dadurch markiert, dass bis zu diesem Winkel der Betrag von gPD zunéchst
absinkt, bevor er divergiert.

Ny = 3: Das Verhalten fiir Ny = 3 dhnelt dem fir Ny = 2. Fir golc erreicht man den Fixpunkt
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oS, oy
. E—
0.2 B gPD
P
“\““\““m““t A
-20 -15 -10 -5
(a) Entwicklung der Kopplungen ¢g§ und go (b) Entwicklung der Kopplungen ¢g& und g%

Abbildung 3.14.: Loésung der Flussgleichung in Richtung IR mit ¢ = In (%), beginnend vom Fixpunkt Cy
mit einer kleinen Stérung, fiir Ny = 2 nahe des kritischen Winkels ¢S, fiir die Kopplungen g® in der Basis
BP.

S. Etwa im Bereich pg < ¢ < ¢f dominiert gg die Divergenz der Kopplungen, |gy| nimmt
zunédchst ab, analog zu Abbildung Dieser Winkelbereich ist hier deutlich kleiner als fiir
Ne = 2. Fiir ¢f < ¢ < ¢ flieBt man zum GaufB’schen Fixpunkt O. Die Grenze ¢§ wird
durch den Fixpunkt D bestimmt, oberhalb davon divergieren alle Kopplungen gleichzeitig. In
der Basis BP dominiert die Kopplung gSD die Divergenz bis zum Winkel cp%.

o N =4,5: Mit zunehmendem N¢ wird der Bereich ¢g < ¢ < go?, in dem gg dominiert, zuneh-
mend kleiner, bis er fiir Ny = 5 nur noch aus einem sehr schmalen Intervall ¢ < $ besteht.
Dieser Bereich wird weiterhin vom Fixpunkt S bestimmt. Auflerdem erhoéht sich etwa bei
N¢ = 3.76237 die Zahl der relevanten Richtungen des Fixpunkts D von eins auf zwei (s. Ab-
bildung . Das hat zur Folge, dass man nun bei ¢S nicht mehr von diesem angezogen wird.
Stattdessen flieBt man zum Fixpunkt 7, bei dem alle Kopplungen angeregt sind. Dessen eine
relevante Richtung zeigt in der Basis BP signifikant in Richtung gg , so dass diese Kopplung
nahe des kritischen Winkels am starksten divergiert. IThre Dominanz ist ausgepragt bis etwa
zZu goSD, bis dort dndert Kopplung g}]? ihre Richtung im Laufe des Flusses.

e Ni = 6: Fiir diese Flavorzahl verringert sich die Anzahl der relevanten Richtungen des Fix-
punkts Cy von zwei auf eins (s. Abbildung . Die verbleibende relevante Richtung t liegt
im invarianten Unterraum gp-gy. Die zweite Richtung s, die fiir kleinere Ny relevant war
und dadurch die Stérung verstéirkt hat, ist nun marginal. Dadurch bleibt die Stérung fiir ¢§
etwa konstant. Man flieit zu keinem anderen Fixpunkt, sondern der Fluss verbleibt in der
Umgebung des Fixpunkts. Gleiches gilt analog fiir ¢S .

Zwischen ¢f und S flieft man wie gehabt zum GauB’schen Fixpunkt O. Fiir ¢ < ¢$ oder
p > <pg divergieren alle Kopplungen gleichzeitig. Es gibt keinen Bereich mehr, in dem die
Kopplungen gg oder g]SD zuerst divergieren wiirden.

e Nt > 7: Nun besitzt der Fixpunkt Cy nur noch eine relevante Richtung, diese liegt wie der
Fixpunkt im invarianten Unterraum gp-gy. D. h., Stérungen, die in eine andere Richtung
zeigen, nehmen in Richtung IR ab. Dieses Verhalten beobachtet man insbesondere an den
kritischen Winkeln 909/2. In dem Bereich dazwischen flieffit man zum Gaufl’schen Fixpunkt O.
Dariiber bzw. darunter divergieren alle Kopplungen, wobei die Stérung in Richtung s zunéchst
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abnimmt, bevor sie von der Divergenz von gy und gp ebenfalls ins Unendliche gezogen wird.
Es gibt keinen Bereich mehr, in dem die Kopplungen gg oder g]SD die Divergenz dominieren.

Phasendiagramme

In den Abbildungen und auf Seite [55] f. sind Phasendiagramme in der Ebene Cy-s-t mit
dem Fluss der Kopplungen in Richtung IR fiir unterschiedliche Werte von N; abgebildet?5.

Die Phasendiagramme wurden erhalten unter der Annahme, dass die Basiselemente der Basis BS
senkrecht aufeinander stehen. Da der Theorieraum keine Metrik besitzt, ldsst sich dariiber keine
verléssliche Aussage treffen (s. auch die Diskussion in Abschnitt [3.7)). Folglich lassen sich aus den
Diagrammen zumindest qualitative Aussagen ableiten, man kann jedoch nicht erwarten, dass sie
den Fluss quantitativ korrekt abbilden.

Sie stellen den Fluss ausgehend vom Fixpunkt Cy parametrisiert durch die Koordinaten a und
b dar (vgl. Gl (3.147)). Weiterhin sind die Punkte eingezeichnet, in denen der Fluss in der dar-
gestellten Ebene verschwindet. Das miissen nicht zwangsldufig echte Fixpunkte sein, da an ihnen
lediglich der Fluss in der Ebene Cy-s-t verschwindet, es ist jedoch moglich, dass ein Fluss aus der
Ebene heraus stattfindet, der nicht dargestellt ist. Stets in der Ebene Cy-s-t liegen der Fixpunkt Cy
per Definition und der Gaufi’sche Fixpunkt O. Denn die Richtung t zeigt entlang des Ortsvektors
des Fixpunkts Cy, so dass der Fixpunkt O stets auf der b-Achse zu finden ist.

Fir Ny = 1 liegen zusédtzlich die Fixpunkte D und F, die auch den Fluss beginnend von Cy
bestimmen, in der Ebene Cy-s-t. Diese Ebene stellt fiir Ny = 1 einen invarianten Unterraum dar.
Der Fluss aus dieser Ebene heraus verschwindet in diesem Fall.

Weiterhin bildet fiir Ny = 1 die a-Achse, d. h., die Gerade g = gzvv + as, einen invarianten Un-
terraum. Die Darstellung der zugehorigen Richtung s in der Basis BP lautet: sP? = (—3,0,—1,0)7.
Die Betafunktionen von gPDund gEverschwinden. Damit stellt diese Gerade einen invarianten Un-
terraum dar, in dem sich die beiden Fixpunkte Cy und F befinden und der parallel zur ebenfalls
invarianten Ebene gSD-ge verlauft, die die Fixpunkte O und D enthélt.

Selbstverstédndlich stellt auch die b-Achse einen invarianten Unterraum dar. Das gilt fiir alle
Werte von N¢, denn dabei handelt es sich um die Verbindungsgerade des Fixpunkts Cy mit dem
Gaufy’schen Fixpunkt O.

Fir Ny # 1 enthélt die Ebene Cy-s-t keine weiteren Fixpunkte, aufler O und Cy; die eingezeich-
neten Punkte sind lediglich die Stellen, an denen der auf die Ebene projizierte Fluss verschwindet
und sollen als Pseudo-Fixpunkte bezeichnet werden. An ihnen kann man gut die Anderung der
Anzahl der relevanten Richtungen des Fixpunkts Cy fiir Ny = 6 erkennen:

Fir Nt < 6 sieht man, dass der Fixpunkt Cy sowohl in a- also auch in b-Richtung repulsiv ist, d.
h., beide Richtungen sind relevant. Strebt Ny gegen 6, so ndhert sich einer der Pseudo-Fixpunkte
mit offensichtlich einer relevanten und einer irrelevanten Richtung dem Fixpunkt Cy immer mehr
an.

Fiir N; = 6 fallen beide Punkte zusammen, in Ubereinstimmung mit der Tatsache, dass fiir diese
Flavorzahl der Fixpunkt Cy mit einem anderen Fixpunkt tibereinstimmt (s. Abschnitt . Das
Verhalten des Flusses in a-Richtung ist unbestimmt, diese Richtung ist marginal?®.

Fir Nt > 6 entfernt sich der Pseudo-Fixpunkt wieder vom Fixpunkt Cy. Beide Punkte haben
nun ihre Eigenschaften geéndert. Der Fixpunkt Cy hat nunmehr nur noch eine statt zwei relevanten
Richtungen, der Pseudo-Fixpunkt besitzt nun deren zwei.

25Zum Vorgehen fiir die Erstellung der Phasendiagramme s. Anhang
26Genauere Betrachtung des Phasendiagramms bzw. des Flusses legen nahe, dass sie in positive a-Richtung marginal
relevant, in negative marginal irrelevant ist.
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Abbildung 3.15.: Phasendiagramme des Flusses in Richtung IR in der Ebene, die den Fixpunkt Cy enthéilt
und von seinen relevanten Richtungen aufgespannt wird, fiir verschiedene Werte von Nt. Die Punkte, an denen
der Fluss in dieser Ebene verschwindet, sind schwarz markiert. Die kritischen Winkel Lp? 5 sind die Winkel

zwischen der a-Achse und den Separatrizes vom Fixpunkt Cyv zu den nichttrivialen Pseudo-Fixpunkten fiir
kleine Stoérungen. Fortsetzung s. Abb.

Zusammenfassung

Die Grofle der Winkelbereiche, in denen ein bestimmtes Verhalten in Richtung IR auftritt, sind in
Abbildung [3:17] auf Seite [56] dargestellt. Dabei wurde als Nullpunkt der Skala jeweils der Winkel
©f gewihlt. Die zugehorigen Winkelbereiche ergeben sich aus der Differenz der in Tabelle
angegeben Werte zu diesem.

Die kritischen Winkel ¢ und ¢ markieren jeweils eine Phasengrenze. ¢ befindet sich in dem
Diagramm per Definition stets an der Nullinie, (pQC findet man an der oberen Grenze des blauen
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Abbildung 3.16.: Fortsetzung von Abbildung
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 Gaufdscher Fixpunkt
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 aleKopplungendivergieren 7 gsdominiert

Abbildung 3.17.: Winkelbereiche mit einem bestimmten Verhalten fiir eine Stérung in den relevanten
Richtungen in einem Kreis um den Fixpunkt Cy. Nullpunkt ist der kritische Winkel ¢§. Der kritischen
Winkel § befindet sich an der Obergrenze des blauen Bereiches. Die Winkel o8 bzw. g findet man an den
Obergrenzen des griinen bzw. orangenen Bereichs (s. Tabelle .

Bereiches, fiir den man zum Gauf3’schen Fixpunkt flieft. Oberhalb von gog divergieren die Kopp-
lungskonstanten. Dabei gibt es Bereiche, in denen eine bestimmte Kopplung dominiert, da der Fluss
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von einem gewissen Fixpunkt bestimmt wird. Diese sind entsprechend angegeben.

Wichtig ist hier noch zu betonen, dass es sich dabei mehr um eine qualitative als eine quan-
titative Aussage handelt. Zwar sind an Hand der Balkenhthe quantitative Vergleiche zwischen
unterschiedlichen Ny moglich, die absoluten Werte der angegeben Winkel sind jedoch mit Vorsicht
zu betrachten:

Zum einen sind die Uberginge im Bereich der divergierenden Kopplungen flieBend. Somit handelt
es sich bei den Grenzwinkeln goSD und ¢° um ungefihre Werte. Sie wurden nach einem gewissen
Kriterium bestimmt, wie oben angegeben, sind jedoch nur als Naherungswerte fiir den Ubergangs-
bereich anzusehen.

Zum anderen sind die angegebenen Winkelgréflen nur dann exakt, wenn die Richtungen s und t,
wie in Abbildung dargestellt, senkrecht aufeinander stehen. Da sich keine allgemeine Aussage
iiber die Verhéltnisse im Theorieraum treffen lasst, wurde unter dieser Annahme gerechnet. Ist sie
nicht oder nur bedingt gerechtfertigt, sind die Winkelbereiche des Kreises entsprechend verzerrt
oder gestaucht, so dass sich die Winkelgréen dndern. Die qualitative Aussage zum Verhalten des
Flusses bleibt jedoch bestehen.

Diese besagt, dass es fiir Ni < 6 stets einen Bereich pg < ¢ < ¢f gibt, in dem die Kopplung gs die
Divergenz dominiert. Das deutet auf die Erzeugung des Massentermes (7)) und damit den Bruch
der chiralen Zy-Symmetrie hin. Fiir Ny > 2 ist dieses Verhalten durch den Fixpunkt & bestimmt,
der zur Universalitédtsklasse des Gross-Neveu-Modells, wie es in [3I] beschreiben wird, gehort.

Weiterhin gibt es fiir Ny < 6 stets einen Bereich ¢§ < ¢ < goSD, in dem die Kopplung gSD die
Divergenz dominiert. Die zugehérigen Fixpunkte sind D fiir Ny < 3 und H fiir Ny > 4.

Der Grund fiir das Auftreten dieser Winkelbereiche ist die Existenz zweier relevanter Richtungen
des Fixpunkts Cy fiir Ny < 6. Deshalb fliefit man bei Stérungen in einer bestimmten Richtung
um diesen Fixpunkt herum zu anderen Fixpunkten, die das kritische Verhalten einer anderen Uni-
versalitiatsklasse zeigen. D. h., befindet man sich zu Beginn nicht exakt im U(2N¢)-symmetrischen
thirring-artigen Unterraum gp-gv, so ist nicht garantiert, dass sich der Fluss zu diesem hin entwi-
ckelt. Im Gegenteil kann der Fluss fiir Nt < 6 in ganz andere Bereiche des Theorieraums fiihren.
Fir Ny = 6 ist eine Richtung marginal. Fiir groflere Ny besitzt der Fixpunkt Cy nur noch ein
relevante Richtung, die sich im invarianten Unterraum gp-gyv befindet. Stérungen senkrecht zu die-
sem invarianten Unterraum sind dann irrelevant. D. h., fiir Ny > 6 ist der U(2N¢)-symmetrische
thirring-artige Unterraum gp-gy IR-attraktiv, so dass man asymptotisch ein kritisches Verhalten
erhélt, wie es in [20] dargestellt ist.

3.7. Untersuchung der Massenterme

Fiir Phaseniibergéinge sind insbesondere die Fixpunkte mit einer relevanten Richtung entscheidend.
Diese zeigt stets entlang der Verbindungsgeraden zwischen dem Gauf’schen Fixpunkt O und dem
Fixpunkt. Startet man in der Néhe eines solchen Fixpunkts, so ndhert man sich im Laufe des
Flusses dieser Geraden immer mehr an. Alle Trajektorien, die von einer Umgebung des Fixpunkts
ausgehen, zeigen in Richtung dieser Geraden. Divergieren eine oder mehrere Kopplungen entlang
dieser Geraden, kann das ein Anzeichen fiir Symmetriebrechung sein, bei der moglicherweise ein
Massenterm erzeugt wird.

3.7.1. Maogliche Massenterme

Prinzipiell gibt es vier mégliche Massenterme der Form t)%7,1® mit To € {1, 74,75, 745} Dabei sind
jedoch die Terme mit v4 und 75 dquivalent: Betrachtet man den Term )% (m~y4+m/~s5)1Y® so lisst sich
dieser mit Hilfe der kontinuierlichen chiralen Symmetrie U%5(1) (3.19} |3.20), die einen Spezialfall
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3. DAS VERALLGEMEINERTE GROSS-NEVEU-MODELL

der Up,(Nf) ® Ur(Np)-Symmetrie darstellt, in einen Massenterm oc 1)%y44® transformieren, wenn
man den Parameter o geméf tan(2a) = %, wahlt. Damit kann man diese beiden Massenterme
in der Form 1%(4 cos ¢ + 75 sin ¢)¥* mit beliebigem Parameter ¢ zusammenfassen und als einen
einheitlichen Massenterm behandeln. Durch spontane Symmetriebrechung kénnen folglich folgende

Massenterme dynamisch erzeugt werden [15]:

1. <1Ew>, Semenoff-Massenterm [52], der die chirale Zy-Symmetrie bricht und entlang des Kanals
S erzeugt wird.

2. (Yyu51)), Haldane-Massenterm [53], der die Paritits- und die Zeitumkehrsymmetrie bricht.
Er wird entlang des Kanals P erzeugt.

3. (YP(yacosp + v5sin p)1h), Kekulé-Massenterm [54]. Dieser bricht die Ur,(N¢) ® Ug (Vp)-Sym-
metrie.

3.7.2. Bestimmung der Winkel

Um herauszufinden, welche Achse der Verbingungsgerade zwischen dem Gauf3’schen Fixpunkt O
und dem Fixpunkt am néchsten liegt, wurden die Winkel zwischen dieser Achse und der Gera-
den ermittelt. Die Achse mit dem kleinsten eingeschlossenen Winkel bestimmt mutmaBlich das
langreichweitige Verhalten des Flusses von diesem Fixpunkt. Es wurden sowohl die Achsen in der
Standardbasis BS, als auch die der fierztransformierten Basis BP beriicksichtigt?”.

Orthogonale Standardbasis

Zur Bestimmung der Winkel muss im Theorieraum zunéchst ein Skalarprodukt definiert werden.
Dazu soll zunéchst angenommen werden, dass die Kanile in der Standardbasis BS senkrecht auf-
einander stehen und damit die zugehdrigen Achsen durch die kanonischen Einheitsvektoren para-
metrisiert werden, wie in Gleichung . Dann soll fiir Vektoren a und b mit Komponenten in
der Standardbasis als Skalarprodukt das Standardskalarprodukt im R?* definiert werden:

4
a-b:=)Y apb. (3.152)
=1

Auf Grund der fehlenden Metrik im Theorieraum ist diese Definition nicht eindeutig. Die gewéahl-
te Definition ist ausschlieBlich fiir Vektoren in der Standardbasis BS giiltig. Sie gilt insbesondere
nicht fiir die fierztransformierte Basis BP. Da die Fierztransformation keine orthogonale
Transformation ist, handelt es sich bei dem entstehenden Koordinatensystem nicht um ein ortho-
gonales, sondern ein schiefwinkliges Koordinatensystem, so dass Definition in diesem keine
Giiltigkeit hat.

Mit dieser Definition erhélt man nun fiir den Winkel « zwischen einem Fixpunktvektor g* in der

Standardbasis BS und einem normierten Achsenvektor dB,,|98,| = 1 folgenden Ausdruck:
Qv = arccos g]Ti *|g . (3.153)
g

2TZur Parametrisierung der Achsen s. Anhang
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3.7. UNTERSUCHUNG DER MASSENTERME

Orthogonale Fierzbasis

Da die Annahme, dass die Achsen in der Standardbasis BS senkrecht aufeinander stehen, nicht
zwingend ist, wurde alternativ der Fall untersucht, in dem die Achsen der fierztransformierten
Basis BP senkrecht aufeinander stehen. Zur zugehorigen Parametrisierung der Achsen s. Anhang
Demzufolge wird in diesem Fall das Skalarprodukt mit den Komponenten in der Basis BP
definiert, die durch einen hochgestellten Index D gekennzeichnet werden:

4
aP - bP =3 aPb;. (3.154)
=1

Diese Definition des Skalarprodukts ist nicht kompatibel mit der aus Gleichung . Beide ba-
sieren auf unterschiedlichen Annahmen tiber den Theorieraum und liefern somit unterschiedliche
Ergebnisse. Da a priori nicht klar ist, welche Annahme der Wirklichkeit entspricht (wenn tiber-
haupt), wurden beide Varianten untersucht und die Unterschiede dokumentiert. Somit erhélt man
zumindest eine Ahnung {iber die Verhéltnisse im Theorieraum.

Zur Berechnung des Winkels aP zwischen einem Fixpunktvektor gP* in der Basis BP und einem

normierten Achsenvektor QIB)i, | Qgi| = 1 verwendet man nun folgende Gleichung:
~D D=
aP = arccos g]TiDgﬂ (3.155)
g

3.7.3. Klassifikation der Fixpunkte mit genau einer relevanten Richtung

Im Folgenden sollen fiir alle Fixpunkte mit genau einer relevanten Richtung die am néchsten liegen-
den Achsen des Theorieraums angegeben werden, sowohl unter der Annahme einer orthogonalen
Standard-, als auch einer orthogonalen Fierzbasis. Die Achsen wurden an dieser Stelle mit der zuge-
horigen Wechselwirkung benannt, da die Zuordnung zu den Wechselwirkungskanélen im Gegensatz
zu den Kopplungskonstanten unter Basistransformationen invariant ist. Weiterhin wird jeweils die
Grofle des kleinsten und zweitkleinsten Winkels genannt, die zugehorigen Werte sind in Tabelle
zu finden.

Fixpunkt P

Der Fixpunkt P hat fiir alle Ny > 1 genau eine relevante Richtung. Er liegt stets auf der Achse
P und schlief$it folglich mit ihr den kleinsten Winkel ein. Divergiert der Fluss ausgehend von einer
Umgebung um den Fixpunkt P, divergiert entlang der relevanten Richtung nur die Kopplung gp.
Folglich wird der Haldane-Massenterm (1)y451) erzeugt, der die Parititssymmetrie bricht.?8

Fixpunkt S

Der Fixpunkt S besitzt fiir Ny > 2 genau eine relevante Richtung. Er liegt stets auf der Achse S
und schlielt folglich mit ihr den kleinsten Winkel ein. Divergiert der Fluss ausgehend von einer
Umgebung um den Fixpunkt S, divergiert entlang der relevanten Richtung nur die Kopplung gs.
Startet man oberhalb der kritischen Kopplung, so wird der chirale Massenterm <1/_)1/1> erzeugt, der
die chirale Zy-Symmetrie bricht.?"

2Tiir eine ausfiihrliche Diskussion s. [43] fiir N > 1 und [44] fiir N¢ = 0.5.
Fiir eine ausfithrliche Diskussion s. [31].
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orthogonale Standardbasis orthogonale Fierzbasis
Fixpunkt | N a B, | B B o® B | B2 Bgo
P >1]0 0° P |48 VP, AP 0° P 60° SP, PP VYD AD
S >2 0° S |48 VP, AP 0° S 60° SP, PP VYD AD
1 27 SP [ 37° VP 18° SP |51° S, P
D 2 13° SP | 50° VP 7 SP |51° V, T
3 4° SP | 58 S, P 20§D 1 48° VvV, T
F 1 29° S |33 pP 19° PP |42° §
g 1 29° S |33 AP 38° AP |57 vV
4 220 SD [ 41° VvV 23° SP 26° VvV
H 5 24° V| 42° &P 11° VvV 41° 8P
6 20° V| 50° SP, PP g8 Vv 46° SP, pP
4 22° SP 1 41° T 22° §D o7 T
J 5 24° T | 42° §P 13° T 37 8P
6 20° T |50° SP 9 T 42° 8P
6 20° V | 50° SP, PP 8 V 46° SP, pP
Cv >61( \, V S §b pb NV S 8P, pb
00 0° V |60° SP,PP 0° VvV 48° SP. pD
6 20° T |[50° SP 9° T 42° 8P
Cr >6( N\ T S 8P N T N8P
00 0° T |60° SP,PP 0° T 48° SP_pD

Tabelle 3.6.: Kleinster Winkel o und zweitkleinster Winkel 5 der Fixpunktvektoren mit den zugehorigen
Achsen B; in orthogonaler Standard- bzw. Fierzbasis (Index D)).

Fixpunkt D

Der Fixpunkt D liegt im invarianten Unterraum gls)—g\l? und besitzt fiir 1 < Ny < 3 genau ei-
ne relevante Richtung. Er schlieBt dabei stets mit der Achse SP den kleinsten Winkel ein. Der
eingeschlossene Winkel wird mit zunehmendem Ny < 3 kleiner.

Fixpunkte F und G

Die Fixpunkte F und G besitzen ausschliefllich fiir Ny = 1 jeweils genau eine relevante Richtung.
Hier gibt es einen Unterschied zwischen der orthogonalen Standard- und Fierzbasis. In der ortho-
gonalen Standardbasis liegen beide am néchsten an der Achse S. In der orthogonalen Fierzbasis
liegt der Fixpunkt F am nichsten an der Achse PP, der Fixpunkt G schlieBt mit der Achse AP den
kleinsten Winkel ein.

Fixpunkte H und J

Die Fixpunkte H und J besitzen genau eine relevante Richtung fir 4 < Ny < 6. Fiir Ny = 4
schlieBen beide mit der Achse SP den kleinsten Winkel ein. Fiir Ny = 5,6 liegt der Fixpunkt
am néchsten an der Achse V, der Fixpunkt [J nahe der Achse T. Der eingeschlossene Winkel
nimmt jeweils mit zunehmendem N ab. Der Unterschied im Vergleich der beiden Fixpunkte ist
unmittelbar klar, da H und J die Stuktur (¢, d, e, f) bzw. (¢,d, f,e) besitzen, wobei |e| > |f] gilt.
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3.7. UNTERSUCHUNG DER MASSENTERME

Fixpunkte Cv und Cp

Die Fixpunkte Cy und Ct liegen in den invarianten Unterrdumen gp-gyv bzw. gp-gt und besitzen
fiir Ny > 6 genau eine relevante Richtung. Fir alle diese Flavorzahlen liegt der Fixpunkt Cy am
néchsten an der Achse V. Der Fixpunkt Cr schliefit stets mit der Achse T' den kleinsten Winkel
ein. In beiden Fillen wird der Winkel umso kleiner, je grofler N ist. Fiir Ny — oo liegen beide
Fixpunkte schlieSlich auf der entsprechenden Achse.

Zusammenfassung

Wie aus Tabelle [3.6] ersichtlich wird, erhélt man unterschiedliche Werte fiir die Winkel, je nachdem,
ob man von der Annnahme einer orthogonalen Standard- oder Fierzbasis ausgeht. Das hangt damit
zusammen, dass die Achsen der jeweils anderen Basis dann nicht mehr senkrecht aufeinander stehen.
Somit wird bei einem Wechsel der Annahme, der zugehorige Winkel gestreckt oder gestaucht.

Bis auf die Fixpunkte F und G stimmen jedoch fiir beide Félle die qualitativen Aussagen hin-
sichtlich der Achse mit dem kleinsten Winkel {iberein. Somit erhélt man mit diesem Verfahren
zumindest eine Vorstellung davon, wie der Theorieraum beschaffen ist. Wie oben erwédhnt, handelt
es sich bei der Definition der Skalarprodukte in Gleichungen um Hilfskonstruktio-
nen. Vermutlich entspricht keine der beiden kontrédren Orthogonalitdtsannahmen der Realitdt. Der
Theorieraum an sich ist jedoch zunéchst ohne Skalarprodukt definiert, so dass es schwer ist, eine
allgemeine Aussage zu treffen. Die obigen Hilfsvorstellungen sollen dazu beitragen, eine Vermutung
iiber die tatséichlichen Verhiltnisse zu bekommen. Auf Grund der weitgehenden Ubereinstimmung
kann man annehmen, dass man damit zumindest qualitative Aussagen treffen kann.

Man stellt fest, dass die beiden Fixpunkte & und P ein unterschiedliches kritisches Verhalten
zeigen (s. auch Abschnitt . Auf Basis einer Untersuchung ausschliefilich im invarianten Un-
terraum gs-gp wurde in der Literatur [I5, Kap. IV] postuliert, dass beide Fixpunkte identisches
kritisches Verhalten zeigen. Diese Aussage scheint jedoch nur fiir den dort betrachteten Unterraum
mit moglicherweise hoherer Symmetrie zuzutreffen, fiir unseren Fall ist sie widerlegt.

Beide Fixpunkte gehoren zur Universalitdtsklasse des ,,Gross-Neveu-Modells“. Dieses ist jedoch
in d = 3 Raumgzeitdimensionen nicht eindeutig definiert. Zum einen gibt es die Darstellung mit
vierkomponentigen reduziblen Dirac-Spinoren, wie in [31]. Diese beschreibt das Verhalten des Fix-
punkts . Zum anderen existiert eine irreduzible Darstellung auf der Basis von zweikomponentigen
Weyl-Spinoren [43] [44]. Diese entspricht dem Kanal P [20, Abs. 4.1.] und beschreibt folglich das
kritische Verhalten des Fixpunkts P.

Die obigen Untersuchungen liefern Vermutungen tiber das Symmetriebrechungsmuster des Flus-
ses, der von den Fixpunkten mit genau einer relevanten Richtung ausgeht. Méchte man eine exakte
Betrachtung mit verlasslichen Ergebnissen erhalten, ist die Untersuchung einer bosonisierten Theo-
rie des zugehorigen Kanals mit dynamischen Freiheitsgraden unerlésslich.
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4. Allgemeine Formel fiir die Flussgleichung einer
effektiven Wirkung mit Vier-Fermi-Termen

In diesem Kapitel soll ausgehend von einem allgemeinen Ansatz von der Form (3.68)) mit beliebigen
Vier-Fermi-Termen mit Singulettstruktur eine allgemeine Formel zur Berechnung der zugehorigen
Flussgleichungen hergeleitet werden.

4.1. Ansatz fiir die mittlere effektive Wirkung

Fir die mittlere effektive Wirkung soll folgender Ansatz gewéhlt werden:

L) = [ ata {Zwaiaw“ DI <w“0ma><w”0mb>} . (4.1)
(2

D. h. es handelt sich bei dem gewéhlten Ansatz um eine effektive Wirkung mit rein fermionischen

Feldern. Die Trunkierung ist so gewahlt, dass in Form einer Ableitungsentwicklung nur Terme in

der ersten Ableitung der fermionischen Felder zugelassen werden, so dass nur der iibliche kinetische

Term auftritt, als Wechselwirkungsterme sollen nur punktférmige Vier-Fermi-Terme zugelassen

werden, Massenterme sollen keine auftreten.

Die Flavorstuktur der Vier-Fermi-Terme ist als Singulett gewéahlt. Dies stellt jedoch keine Ein-
schrankung dar, da man sowohl die effektive Wirkung, als auch die Flussgleichungen der Kopplungs-
konstanten mit Hilfe der Fierztransformationen, wie in Anhang[C|beschrieben, auf Dublettstruktur
umrechnen kann. Die fermionischen Felder 1) und ¢ treten in Nf verschiedenen Flavors auf, die
durch hochgestellte lateinische Indizes a,b, ... gekennzeichnet sind und tiber die geméfl der Ein-
steinschen Summenkonvention von 1 bis Ny summiert wird!.

Fiir die Operatoren O; kénnen beliebige Elemente der Basis der Dirac-Algebra? eingesetzt wer-
den. Die Anzahl d der Raumzeitdimensionen und die Anzahl der Komponenten ist in diesem Ansatz
beliebig, fiir d = 3 Raumzeitdimensionen erhilt man in der reduziblen vierkomponentigen Darstel-
lung der Dirac-Algebra z. B. die Basis .

Soll die zugehorige Theorie lorentzinvariant sein, so muss man stets iiber die zugehorigen grie-
chischen Lorentzinizes u, v, ... summieren. Dahingehend soll im Ansatz das Produkt der
Operatoren O; so verstanden werden, dass ggf. gleichzeitig iiber evtl. vorkommende Lorentzindizes
summiert wird. Wichtig dabei ist zu beachten, dass fiir die O; stets Operatoren einzusetzen sind,
die tatséchlich auch Elemente der Basis der Dirac-Algebra sind. Dies ist insbesondere wichtig fiir
Operatoren mit mehreren Lorentzindizes, wie den Tensoroperator 7y,,. Summiert man hier tiber
beide Lorentzindizes, so tritt auf Grund der Eigenschaft v,,, = —v,, jeder Term doppelt auf, dabei
sind jedoch nur die Elemente mit p < v auch Elemente der Basis. Dieser Tatsache wird haufig durch

1 3

einen Faktor 5 vor dem Produkt Rechnung getragen, um so die Doppelzahlung zu kompensieren”.

'Um Missverstéindnisse zu vermeiden gilt das fiir die Summe iiber die unterschiedlichen Wechselwirkungsterme mit
dem unteren lateinischen Index 4, j, ... nicht, hier wird die Summe explizit aufgefiihrt.

2s. Anhang

3Eine andere Moglichkeit ist die Verwendung von %%w als Operator, dadurch geht jedoch die einheitliche Ortho-
gonalitdtsbedingung der Basiselemente verloren.
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4.2. PROJEKTOR AUF EINEN VIER-FERMI-TERM

Fiir unsere Rechnung ist es zweckméfBiger, diese Operatoren ebenfalls als einen Vektor aus allen
Basiselementen aufzufassen, also Ot := (W”)Z,V=Lu<u' D. h., fir d = 3 z. B. ist O = (712,713, 723)-
Man summiert iiber den zugehorigen (gedachten) Vektorindex, was selbstverstandlich dquivalent
zu obigem Verfahren ist?.

Wie weiter unten ausgefiihrt, ergibt die folgende Berechnungsvorschrift nur dann exakte Resul-
tate, wenn man mit einer fierz-vollstdndigen Theorie rechnet. D. h., im Rahmen einer vorgegebenen
Symmetrie sollen alle Terme, die mit dieser vertriglich sind, im Ansatz enthalten sein. Soll
eine Theorie betrachtet werden, die dieser Eigenschaft nicht geniigt, bietet es sich an, zunéchst
trotzdem fierz-vollstédndig zu rechnen und im Anschluss die nicht benotigten Kopplungskonstanten
Null zu setzen um den gewiinschten Ansatz zu erhalten.

4.2. Projektor auf einen Vier-Fermi-Term

Um die allgemeine Flussgleichung zu berechnen, soll zunéchst ein Projektor definiert werden, der
in einer Gleichung die Koeffizienten vor einem bestimmten Vier-Fermi-Term liefert.

Damit man die unterschiedlichen Vier-Fermi-Terme voneinander unterscheiden kann, wird vier-
mal funktional nach den fermionischen Feldern abgeleitet und anschliefend zweimal mit einem
Operator O; multipiziert. Um die Operatoren und die Ableitungen vertauschen zu kénnen, muss
man dabei die Dirac-Komponenten einzeln betrachten, weshalb die Dirac-Indizes «, 3, ... mitge-
schrieben und anschlielend dariiber kontrahiert wurde.

S
Pi[X] ??Xé 0 0,40 (4.2)
J = n n Jv’Yﬂ j,50é ° :
oug U 008 0 s

Die Funktionalableitungen sollen jeweils bei rdumlich konstanten Feldern wie in Gleichung (3.78))
ausgefiithrt werden.

Wendet man diesen Projektor auf einen Vier-Fermi-Term mit zwei beliebigen Operatoren an, so
erhélt man:

X = (" 0y") (0" QY") (4.3)
P;X = 2N# Tr(00;) Tr(QO;) — 2N; Tr(00;Q0;). (4.4)
Angewandt auf den Ansatz der effektiven Wirkung ergibt sich:
.FA)jF = Zgi[Nf Tr2(0i0j) - TI'(OZOJOlO])] = zgiMij (45)
mit Mij = NfTI'Q(Oin) - TI‘(OZOJOZO]) (46)

Dabei wurde die Koeffizientenmatrix M;; definiert.

Um nun tatséchlich einen Projektor P®) zu erhalten, der auf den quadratischen Term mit dem
Operator Oy, projiziert, also gerade den Koeffizienten g herausfiltert, muss man eine Linearkom-
bination obiger Projektoren bilden, so dass gilt:

PP =3P P (4.7)
J

mit P(k)l“ = ZgiMijagk) ; gk (48)
i,

= ol = Mt (4.9)

“Diese Vorgehensweise bietet sich insbesondere fiir die automatisierte Auswertung der Formeln an.
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4. ALLGEMEINE FORMEL FUR DIE FLUSSGLEICHUNG EINER EFFEKTIVEN WIRKUNG MIT
VIER-FERMI-TERMEN

(

Wihlt man also als Koeffizienten ajk) der Linearkombination gerade die Elemente der inversen

Koeffizientenmatrix M !, so erhilt man einen Projektor P®)_ der fiir einen gegeben Ausdruck die
Koeffizienten (multipliziert mit 2/V) vor dem quadratischen Vier-Fermi-Term mit dem Operator
Oy, extrahiert.

4.3. Anwendung auf die Flussgleichung

Mit der Definition

B = (§°0) (P 0i?) (4.10)
schreibt sich der Ansatz der effektiven Wirkung (4.1]) wie folgt:
IVRTIE /ddﬂc {waaiiz%/)“ +> 2%3?} (4.11)

Fiir die Ableitung nach der Renormierungsgruppenzeit ¢t bei Auswertung fiir konstante Felder (s.
Gleichungen (3.78] [3.79))) ergibt sich nach der Einfithrung dimensionsloser Kopplungen geméf

9i = Z;°k"g; (4.12)
wie in Gleichung ([3.97)
72V
O = e 22— d = 20)aiBE + BYo, (4.13)
2
N @3) Z5V
= pPWor,, 2 (2= d—2)00 + Dugi]. (4.14)

Andererseits erhélt man, wie in Abschnitt[3.3]gezeigt wurde, auf der rechten Seite der Flussgleichung
eine quadratische Form in den Kopplungskonstanten wie folgt (vgl. Gleichung ) Wie dort
argumentiert wurde, gilt diese Gleichung in dieser Form nur fiir fierz-vollstdndige Theorien, d. h.
Theorien, in denen alle mit der Symmetrie vertraglichen Terme im Ansatz fir die mittlere effektive
Wirkung beriicksichtigt sind. Damit treten im Laufe des Flusses keine zusétzlichen Terme auf, die
andernfalls dazu fithren wiirden, dass die untenstehende Summe tiber ¢ mehr Elemente enthélt als
der Ansatz . Wir wollen deshalb im Folgenden annehmen, dass es sich um eine fierz-vollstdndige
Theorie handelt.

QUdVZi (F)d

Oy = CY B> giAyg  mit C:= Wﬁl (05 7y) (4.15)
i il f

gl
Setzt man (4.14) und (4.16|) gleich, so erhélt man die Flussgleichung fiir die Kopplung g wie in
Gleichung (3.98)°

4vg (F)d
Orgr = (2ny +d — 2)gx, + ﬁﬁg (05 my) > 9 A (4.17)
7,0

SWie in Anhang [E| gezeigt, ist die Flussgleichung fiir die Wellenfunktionsrenormierung Zy trivial, so dass es geniigt,
die der Kopplungskonstanten gx zu bestimmen.
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4.4. ALLGEMEINE FORMEL FUR DIE KOEFFIZIENTENMATRIZEN

Es bleiben die Koeffizientenmatrizen Aé?l zu berechnen. Wendet man auf Gleichung 1D die Iden-
titdt (3.89) an, so erhélt man folgenden allgemeinen Ausdruck:

2V i)
STY((Py " Fi)’] p Z3(1 +1y)2p2d Z{g z (000"

— (V0,00 ($°0j7,0:4°) — 2(* 0 (4° 07,07, 050%).  (4.18)
+ N(°0,0°) (00,0 Tr(1,0:7,0,)] |

Mit der fiir die Kopplungskonstanten der Vier-Fermi-Terme ausreichenden Beziehung (wie in Ab-
schnitt argumentiert)

oy = —= STr[at(Pk LFL)? Z 9i94].- (4.19)
= PWoT, == Z 55, PP Y ane Z 9iAY.g; (4.20)
?J
ko p (k)
= Af; = 2Nfdp [T (4.21)

erhélt man schlieBlich durch Koeffizientenvergleich eine Formel fiir die Matrix Afj, wobei unter dem
Klammerausdruck [...];; jeweils die eckige Klammer in Gleichung (4.18)) gemeint ist.

4.4. Allgemeine Formel fiir die Koeffizientenmatrizen

Durch Anwenden des Projektors auf diesen Ausdruck bestimmt man unter Verwendung der
Beziehung und anschliefender Symmetrisierung in den Indizes ¢ und j eine allgemeine Formel
fiir die Koeffizientenmatrix A’fj fiir einen Ansatz wie in Gleichung mit beliebigen Operatoren
O; aus der Basis der Dirac-Algebra:

Al =5 (Z o1 { Tr(0;7,0:010;7,0:00) ~ Tr(07,0:01017,0;01)

— TI‘(O,‘O[O]")/MOZ"}/MO]‘O[) — TI‘(O]'OZOZ"YMO]")/MOZ'O[>
+ Ni[— Tr*(0;7,0:01) + Tr(0;7,0,01) Tr(0i7,0;01) + Tr(0;0,0,0;) Tr(7,0i7,0;)
+ Tr(0;0;) TI“(OJ"}/HO[)/“OjOl) + TI“(OJOZ) TI"(Oi’}/MOj’)/“OiOl).
- NiTv(0,0) Tx(0,0) Ts(,0:7,0,)1}
(4.22)

Die griechischen Indizes i, j, k, [ bezeichnen die Operatoren im Ansatz (4.1) und ihre Summe lauft
iiber die Anzahl der zugehorigen Wechselwirkungsterme, wobei ggf. gleichzeitig iiber auftretende
Lorentzindizes summiert werden muss, wie in Abschnitt [4] dargestelltS.

5Behandelt man die Elemente der Dirac-Algebra voneinander unabhéngig, d. h. ohne Summation iiber die Lorent-
zindizes und indiziert somit jedes Element einzeln mit ¢, j, . . ., so kann man Gleichung mithilfe der Orthogo-
nalitdtsbeziehung Tr(yays) = 404p geringfiigig vereinfachen. In der Anwendung spielen jedoch lorentzinvariante
Theorien eine entscheidende Rolle, so dass obige allgemeine Gleichung angegeben wurde. Die Vereinfachung kann
dennoch fiir explizite Berechungen mit einem Computeralgebrasystem niitzlich sein, in dem die einzelen Matrizen
unabhéngig behandelt werden.
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4. ALLGEMEINE FORMEL FUR DIE FLUSSGLEICHUNG EINER EFFEKTIVEN WIRKUNG MIT
VIER-FERMI-TERMEN

Mit Hilfe dieser Formel lassen sich nun die Flussgleichungen einer beliebigen effektiven
Wirkung mit Vier-Fermi-Termen wie in Gleichung auf direktem Weg berechnen.

Die Anwendung dieser Formel ist nur dann konsistent, wenn man eine fierz-vollstandige Theorie
im Sinne einer bestimmten Symmetrie vorliegen hat. Nur in diesem Fall deckt der in Gleichung
definierte Projektor alle Terme ab, die durch den Fluss erzeugt werden kénnen. Dabei kénnen
prinzipiell alle Terme auftreten, die durch die Symmetrie erlaubt sind.

Die Fierztransformationen erlauben es, jede Theorie in der Form mit ausschliefllich Singu-
lett-Termen darzustellen. Geniigt die Theorie einer gewissen Symmetrie, existiert eine vollstédndige
Basis im Theorieraum, der zu dieser Symmetrie gehort. Der Fluss ist durch die Symmetrie geschiitzt,
d. h., entlang der Trajektorie im Theorieraum werden nur Terme erzeugt, die die gleiche Symmetrie
erfillen. Hat man diese bereits alle im Ansatz erfasst, spricht man von einer fierz-vollstdndigen
Theorie. Jeder Term, der die Symmetrie erfiillt, l4sst sich dann, ggf. nach einer Fierztransformation,
als Linearkombination der Basiselemente darstellen.

Fiir eine fierz-vollstdndige Theorie erhélt man mit obiger Berechnungsvorschrift ein vollstdndiges
System der Flussgleichungen. Ist der Ansatz jedoch nicht fierz-vollstdndig, so treten im Fluss typi-
scherweise zuséatzliche Terme auf. Die entstehenden Flussgleichungen sind dann unter Umsténden
nicht eindeutig, sondern lassen sich durch Fierz-Mehrdeutigkeiten umformulieren. Zur Verwendeung
dieser Formel bietet es sich daher an, zunédchst eine fierz-vollstdndige Theorie anzusetzen und im
Ergebnis der Flussgleichungen ggf. nicht benétigte Kopplungskonstanten Null zu setzen.

In Anhang [H] findet man eine funktionsfihige Umsetzung dieser Formel fiir Mathematica bzw.
eine elektronische Version unter
https://www.tpi.uni-jena.de/files/gehring/alg-4-fermi.nb.
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5. Zusammenfassung

In der vorliegenden Arbeit wurde das verallgemeinerte Gross-Neveu-Modell, namentlich ein Modell
mit U, (Ny) ® Ug(Ng)-Symmetrie, auf rein fermionischem Niveau betrachtet. Mit Hilfe der Metho-
den der funktionalen Renormierungsgruppe wurde die Fixpunkt-Struktur dieses Modells untersucht.
Dabei wurde eine Ableitungsentwicklung in fithrender Ordnung verwendet und Wechselwirkungs-
terme mit vier fermionischen Feldern einbezogen.

Es stellt sich heraus, dass es vier unabhéngige Vier-Fermi-Terme gibt, die mit der Up(N¢) ®
UR (NVg)-Symmetrie, sowie mit der diskreten chiralen Z3- und der Paritiitssymmetrie vertriiglich
sind. Die Flussgleichungen fiir die vier zugehorigen Kopplungskonstanten wurden mit Renormie-
rungsgruppen-Techniken ermittelt. Ausgehend davon wurde der Theorieraum und insbesondere
dessen Fixpunktstruktur untersucht.

Dazu wurden zum einen die invarianten Unterrdume ermittelt. In den gewahlten Formulierungen
des Modells konnten vier nichttriviale invariante Unterrdume identifiziert werden.

Zum anderen wurde die Anzahl der Fixpunkte in Abhéngigkeit der Flavorzahl N bestimmt und
die Fixpunkte, sowie deren kritische Exponenten und RG-Richtungen in den invarianten Unter-
rdumen analysiert. Es zeigt sich, dass das kritische Verhalten abhéngig von Nt ist und dass sich
bei bestimmten Flavorzahlen die Anzahl der relevanten Richtungen der Fixpunkte verdndert. Des
Weiteren wurde ein wichtiges Augenmerk auf die physikalisch bedeutsamen Fixpunkte mit einer
relevanten Richtung gelegt, und deren Auftreten ebenfalls in Abhéngigkeit von N¢ betrachtet.

Um das Verhalten einer Theorie vorhersagen zu koénnen, die nur aus einem der berticksichtig-
ten Wechselwirkungskanéle besteht, wurde das Verhalten des Flusses beim Start mit nur einer
Kopplung in verschiedenen Formulierungen des Modells untersucht. Von besonderem Interesse be-
ziiglich der physikalischen Bedeutung und der Verbindung zu anderen Arbeiten ist der Fixpunkt
Cy. Deshalb wurde fiir diesen ebenfalls der von ihm ausgehende Fluss mit einer kleinen Stérung
in Abhéngigeit von IV untersucht. Es ergibt sich eine kritische Flavorzahl Nf* = 6, die die Berei-
che mit zwei und einer relevanten Richtung trennt, in denen sich ein qualitativ unterschiedliches
kritisches Verhalten zeigt.

Um die Symmetriebrechungsmuster der im Theorieraum enthaltenen Theorien aufzukliren, wur-
den das asymptotische Verhalten der Theorien, die von einem Fixpunkt mit genau einer relevanten
Richtung ausgehen, betrachtet. Das liefert Hinweise auf die vermutliche Art der spontanen Sym-
metriebrechung und die dabei ggf. auftretenden Massenterme. Fiir eine exakte Betrachtung ist es
erforderlich eine bosonisierte Theorie zu untersuchen.

Auflerdem konnte ausgehend von den durchgefiithrten Berechnungen eine allgemeine Formel fiir
die Flussgleichung der Kopplungen beliebiger Vier-Fermi-Terme gefunden werden. Dieses Resultat
bietet die Moglichkeit weitgehenderer Untersuchungen fiir Theorien mit anderen Symmetrien.
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6. Verbindung zu anderen Arbeiten und Ausblick

In dieser Arbeit ging es darum, die Fixpunktstruktur des verallgemeinterten Gross-Neveu-Modells
zu untersuchen, das Systeme in d = 2 + 1 Raumzeitdimensionen beschreibt, wie z. B. das Material
Graphen. Den Ausgangspunkt dieser Untersuchungen stellt die Quelle [15] dar. In ihr wird die
Verbindung des Hubbard-Modells von Graphen zu seiner Formulierung mit Dirac-Spinoren und
deren Fixpunktstruktur hergestellt. Weiterhin wurde die darauf aufbauende Arbeit [20] zu Grunde
gelegt, die diese Analyse auf das Thirring-Modell mit verdnderlicher Flavorzahl N¢ verallgemeinert.
Dieses Modell besitzt eine U(2Ny)-Symmetrie. In [55] [56] wird angemerkt, dass man auf dem Gitter
statt dieser lediglich eine Up, (IV¢) ® Ug (IV¢)-Symmetrie vorliegen hat. Deshalb scheint es angebracht,
das Modell mit dieser Symmetrie zu untersuchen und evtl. auftretende Verdnderungen zum Fall der
U(2N¢)-Symmetrie aufzuzeigen. Dazu fordert der Artikel [56] auch auf, dem mit der vorliegenden
Arbeit Folge geleistet werden soll.

In [20] wird fir N; kleiner als eine kritische Flavorzahl N eine Diskrepanz zwischen den dort
gefundenen kritischen Exponenten des Thirring-Fixpunkts im Vergleich mit Gittersimulationen
festgestellt. Als mogliche Ursache wird vermutet, dass sich das Thirring-Modell auf dem Gitter
vom Kontinuumsmodell unterscheidet, so dass das kritische Verhalten der Gittersimulationen nicht
durch den Thirring-Fixpunkt, sondern einen anderen Fixpunkt bestimmt wird.

Die vorliegende Arbeit unterstiitzt diese Vermutung: Wie oben bemerkt, besitzt das Gittermo-
dell statt der U(2Ny)-Symmetrie des Thirring-Modells lediglich eine Uy, (N¢) ® Ug(Nf)-Symmetrie
[55, 56]. In Abschnitt wurde gezeigt, dass man im Modell mit dieser Symmetrie, wenn man
fir Ny < 6 mit einer Stérung um den Fixpunkt Cy startet, nicht notwendigerweise im invarian-
ten Unterraum gp-gy, dem thirring-artigem Unterraum bleibt. Folglich wird nicht zwangsldufig eine
effektive Wirkung mit dessen U(2N¢)-Symmetrie erreicht. Stattdessen kann der Fluss von einem an-
deren Fixpunkt bestimmt sein, der in einer anderen Universalitétsklasse als der Thirring-Fixpunkt
liegt, so dass man dessen kritisches Verhalten, statt das des Fixpunkts Cy, beobachtet.

Dieses Argument wird auch durch [57] gestiitzt. Dort wird darauf verwiesen, dass fir Ny = 2
vermutlich das Gross-Neveu- und das Thirring-Modell auf dem Gitter iibereinstimmen. Das kor-
respondiert mit der hier getroffenen Beobachtung, dass fiir bestimmte Startwerte der Fluss vom
Fixpunkt Cy fiir 2 < Ny < 5 durch den Fixpunkt S bestimmt wird. Dieser gehort zur Universali-
tatsklasse des Gross-Neveu-Modells in der Formulierung [31].

Moglicherweise lassen sich mit diesen Argumenten auch die Beobachtungen der numerischen
Simulationen aus [51] erklaren. In diesem Artikel stellte man fiir Ny unterhalb der kritischen Fla-
vorzahl Nf* die spontane Brechung der chiralen Symmetrie fest. Der kritische Wert wurde dort
zu Nf = 6.6 bestimmt, was eine gute Ubereinstimmung zum Wert Nf' = 6 darstellt, den die
hier durchgefiihrte Untersuchung liefert. In der Arbeit [20] wurde hingegen ein kritischer Wert von
N¢* = 5.1 bestimmt. Das dort betrachtete Modell weist jedoch im Gegensatz zur vorliegenden
Arbeit und den Gittersimulationen eine U(2N¢)-Symmetrie auf.

Der Artikel [24] kommt mit numerischen Simultationen in einem etwas anderen Modell unter
Einbeziehung der Coulomb-Wechselwirkung auf eine kritische Flavorzahl N§* zwischen 4 und 6. Fiir
kleinere Flavorzahlen tritt ein spontaner Bruch der chiralen Symmetrie auf. Das ist gleichbedeutend
damit, dass das mit diesem Modell beschriebene Graphen einen Phaseniibergang vom Halbleiter
zum Isolator durchlauft.
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Es muss betont werden, dass in der vorliegenden Arbeit eine rein fermionische Rechnung durchge-
fithrt wurde. Mit dieser sind nur qualitative Aussagen zum kritischen Verhalten méglich. Um eine
exakte quantitative Beschreibung und die thermodynamischen Exponenten zu erhalten, wére es
lohnenswert eine bosonisierte Version dieses Modells bzw. eines speziellen Kanals oder Unterraums
zu untersuchen. Fiir den Kanal PP wurde das parallel zu meiner Arbeit von meiner Kollegin Julia
Borchardt durchgefithrt und wird in Kirze in ihrer Masterarbeit mit dem Titel ,RG flows of 3d
chiral fermion systems with collective degrees of freedom* zur Verfligung stehen. Darin findet man
eine detaillierte Analyse der Fixpunktstruktur, den kritischen Exponenten und dem universellen
Verhalten an Phaseniibergéngen.

Die vorliegende Arbeit dient dem naheren Verstdndnis des Theorieraums des Ur, (V) ® Ug (NVg)-
symmetrischen verallgemeinerten Gross-Neveu-Modells. Der Autor hofft etwas Licht auf diesen
Untersuchungsgegenstand geworfen und Anstofe fiir weitere lohnenswerte Forschungen gegeben zu
haben.
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A. Konventionen

A.1. Einheiten und Massendimension

In der vorliegenden Arbeit werden, sofern erforderlich, ausschliellich natiirliche Einheiten verwen-
det. Fiir diese gilt
c=1 und A=1. (A.1)

Den Zusammenhang mit dem SI-Einheitensystem erhélt man iiber die Identitét

1 ="1c~ 0.197GeV - fm. (A.2)

Damit lassen sich nun alle Gréflen in Potenzen der Einheit der Masse GeV angeben. Die zugehorige
Potenz bezeichnet man als Massendimension und kennzeichnet sie durch eckige Klammern. Es gilt:

[E] = [pu] = [m] =1 (A.3)

[t] = [zy] = [m™] = —1. (A4)

Damit die Wirkung ein Skalar mit Massendimension 0 ist, gilt fiir fermionische Felder in d Raum-
zeitdimensionen

Mz@z%;. (A.5)

A.2. Euklidische Raumzeit

Es wird eine 2+1-dimensionale euklidische Raumzeit verwendet, deren Koordinaten z, wie folgt
mit den Koordinaten der tiblichen Minkowski-Raumzeit s, zusammenhéngen. Dabei bezeichnen
1 und 2 fiir die rdumlichen, 3 die zeitliche Komponente.

xr3 = il’M73, T = TM,i, flir ¢ = 1, 2 (Aﬁ)

Die Metrik in der Minkowski-Raumzeit ist durch ¢y, = diag(—, —, +) gegeben. Unter der Forde-
rung, dass das Linienelement gleich bleibt, erhalt man als Metrik der euklidischen Raumzeit das
Kroneckerdelta gh” = 6"

2 v _ 2 2 _ 2 __
Ty = Iy TMpTMy = —Xj + T3 = —2° = —QWfUuiL"u (A7)

A.3. Fouriertransformation, Deltafunktion und funktionale Ableitung

Die Fouriertransformation fermionischer Felder sei wie folgt definiert:

d
vie) = [ G, (A8)
— d —_ .
i) = [ i (4.9)
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A. KONVENTIONEN

Dabei ist pz := p,x,. Fiir allgemeine Felder gilt:

d .
O(x) = /éﬁiﬁ(p)elpx. (A.10)

Eine Zusammenstellung wie in Gleichung (2.6)) garantiert, dass obige Definitionen fiir fermionische
Felder gewahrt bleiben. Es folgt:

/ddnr:e*im = (2m)%6 9D (p). (A.11)

Fiir die funktionale Ableitung zweier fermionischer Felder gilt:

oi(p) (9V5@D (1) _ o) = oi(p)

Borta) 5;;(2m)* 6D (p — q) = 505(0) (A.12)
ovi(p) . Oilp)

31/_Jj(q) =0= a?[)j(q)' (A.13)
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B. Dirac-Algebra

Eine Dirac-Algebra in d = 3 Euklidischen Raumzeitdimensionen ist durch folgende Eigenschaften
definiert:

Wt = 0w =200l pr=1,....d, (B.1
(’Yu)T = Y (B.2

i (B

(B

2[7#77V]7

VYo = O L — iy, mit 7y, =
Y5 = V1727374

Fiir die Dirac-Matrizen ~;,7 = 1,...,4 und 5 = y17y27v374 gelten mit der Dimension der Dirac-
Algebra d., = 4 folgende Spuridentititen':

Tr(14) = 4, (B.5)

Tr(vi) =0, (B.6)

Tr(viv;) = 4635, (B.7)

Tr(ys) =0, (B.8)

Tr(ungerade Anzahl v;) = 0, (B.9)
Tr(s - ungerade Anzahl 7;) = 0, (B.10)
Tr(viv75) = 0, (B.11)

Tr(vivjven) = 4(6ij0r — 6indj1 + 65101 (B.12)

's. auch [26][Kap. 5.1, Anh. A.3].
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C. Fierztransformation

C.1. Vollstindige Basis der Dirac-Algebral
Wie in Abschnitt angegeben, bilden die 16 Matrizen

(va) A=1,...16 = (Las Vs Y4 Vo> WYY, 1Y Y55 Y45, 75) (C.1)

eine vollstdndige Orthonormalbasis der 4 x 4-Dirac-Algebra beziiglich des Skalarprodukts
(valyB) = Tr(va7yp) mit den Eigenschaften:

(valvp) = 4648, (C.2)
1 J6
1 Z Ya)mi(YA)ik = Omkdi- (C.3)
Weiterhin gilt laut [58]
vAYB = konst. - ¢, (C.4)

d. h. jedes Produkt der Basiselemente ist bis auf eine Konstante stets selbst wieder ein Basiselement
und keine Linearkombination dieser. Auf Grund dieser Tatsache, die auf der speziellen Wahl der
Basis beruht, lassen sich Beziehungen zwischen Vier-Fermi-Termen der Form (%y41%)(¢%y44%)
herstellen, die als Fierz-Identitdten bezeichnet werden.

Dazu multipliziert man die Vollstandigkeitsrelation mit jedem der Vier-Fermi-Terme
P& (YA r§(va1b?); und schreibt die erhaltenen Produkte als Summe von Termen, die nur die
Basiselemente enthalten:

16
P (YA (YA D) GGt = i > (&) mi(ve ) ik (A eth§ (vah ) (C.5)
C=1
16
(W a9") (o yav?) = =5 Z P yeyat®) (D yevar’) (C.6)
Cc=1
— 6 —
(W yat®) (v avp?) Z Cap(W ) (P ypY"). (C.7)

Die Matrix Cyp ergibt sich aus den Konstanten aus Gleichung (C.4)). Zur expliziten Bestimmung
ihrer Eintrage betrachtet man Glelchung ohne die Spinoren 1, ¥:

16

(YA)mk(va)i = Y Cas(vB)mi(vB)ik |- (YD)t (YD) ki (C.8)
B=1
16

= Tr(ypyavp74) = D Can[Tr(vpy8))? (C.9)
B=1

1
= Cap = 16 Tr(ypyaypya). (C.10)

LQuellen: [20] 32].
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C.2. INVARIANTE TERME

Im letzten Schritt wurde von der Orthogonalititsrelation (C.2|) Gebrauch gemacht. Gruppiert man
Elemente der Dirac-Basis, wie z. B. die drei ,, so miissen die entsprechenden Matrixeintrage mit
der Anzahl Np der Gruppenelemente normiert werden, so dass man schliefllich erhélt:

1
= —T . 11
Cap 16N, r(YAYBYAYB) (C.11)

Fiir die gewahlte Basis (C.1) hat die Matrix Cyp die folgende Form [20]:

1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1
3 1 3 1 -1 -1 -3 3
1 1 -1 -1 1 -1 1 1

1{f -3 1 -3 1 1 1 -3 -3
Cap)=71 3 1 3 1 1 -1 3 -3 | (C.12)
3 -1 -3 1 -1 1 3 3
1 -1 1 -1 1 1 -1 1
1 1 1 -1 -1 1 1 -1

C.2. Transformation zwischen Termen, die die geforderte Symmetrie
erfiillen

Die Terme mit Singulett-Flavorstruktur (Gl. ...13.54) und die mit Dublett-Flavorstruktur (Gl.
...[3.63)) bilden jeweils eine Basis im Unterraum der 4-Fermi-Terme, die die in Abschnitt
geforderten Symmetrien erfiillen. Die Basen seien wie folgt angegeben:

(BY) := (S, P,V,T), (C.13)
(BP) := (SP, PP, VP AD). (C.14)
Die Fierztransformation zwischen beiden erhilt man, indem man die allgemeine Fierztransformati-
on (C.7) auf die Terme ((C.13) mit Singulett-Flavorstruktur anwendet und mit Hilfe der Identitéten

aus Tabelle B.2] als Summe der Terme mit Dublett-Flavorstuktur schreibt. Die Transformation
zwischen den beiden Basen ergibt sich dann wie folgt:

B} = Cy;BY, (C.15)
BP = C;'B;, (C.16)
mit der Transformationsmatrix C":
-1 -1 -1 -1

(C.17)

-1 -1 -1 -1
1 -1 1 1 -1

-1y _

=51 5 5 1 1| (C.18)

-3 3 -1 1

Daraus bestimmt man die Fierztransformation zwischen den zugehorigen Kopplungskonstanten:

(gl) = (g57gP7§V7gT)a (Clg)
(90) = (8. 90, 9% 98)- (C.20)
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C. FIERZTRANSFORMATION

Indem man die effektiven Wirkungen (3.66)) und (3.67) gleichsetzt, erhélt man unter Verwendung
obiger Fierztransformationen fiir die Basiselemente:

g’ =Ch%g;, (C.21)
_ _ -1_
g9i=CiPgp =Ch® g, (C.22)

Mit den Transformationsmatrizen CPS = CT und ¢SP = ¢PS™1 = (Cc—HT:

-1 -1 -3 -3

11 -1 1 3 -3
psy _ 1
G =71 21 a1 1 1| (C.23)
-1 1 -1 1
1 -1 -3 -3
spy _(~ps-t, _ 1| -1 1 =3 3
(Ci7) =(C5° ) == sl -1 1 1 -1 |- (C.24)

-1 -1 1 1
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D. Schwellwertfunktionen!

Haufig schreibt man die fermionische Regulatorfunktion Ry j; in Gleichung (2.17) mit Hilfe einer
dimensionslosen fermionischen Formfunktion 7y ; wie folgt:

Ry 1(q) = —Zy sy k(4°)- (D.1)

Fiir die Wahl der Formfunktion gibt es mehrere Méglichkeiten. Der lineare Regulator ist durch

opt /2 k2 2 2
%,k(q )= (\/;_ 1) Ok —q°) (D.2)

gegeben. Er erfiillt ein Optimierungskriterium [41]. Fiir einen scharfen Cutoff verwendet man den
Grenzwert a — oo der folgenden Funktion

wobei der Grenzwert nach der Integration iiber die inneren Impulse durchgefiihrt werden soll.
Weiter definiert man fiir 2 = ¢ den (inversen) regularisierten Propagator

Py(a) = all + ry(o)]? (D.4)

wobei hier und im Folgenden der Index k fiir die Skalenabhédngigkeit unterdriickt werden soll.

Auf Grund der Ein-Loop-Struktur der Wetterichgleichung ist es stets moglich die Fluss-
gleichungen in Form von Integralen mit nur einer Impulsintegration, den Schwellwertfunktionen,
zu schreiben. Sie enthalten die Informationen iiber das Regularisierungsschema. Fiir fermionische
Theorien sind sie wie folgt definiert?:

00 (w;ny) = _;an_dét/ drzi Y [Py(x) + wk? ™, neN. (D.5)
0

w bezeichnet einen dimensionslosen Massenparameter, ist also gleich Null, fiir masselose Theorien.
Die Substitution z = ¢? hat die Integration wie folgt verindert:

d’g d-1 dj2—1
/(27T)d :4vd/dqq = 2vd/dx:p . (D.6)
Dabei ist .
1 Vol(§9-1) 1
= - = D.
YT LT emyd T 2dtigdiar(d)2) (D7)
LQuelle: [20].

2Hier sollen nur die fiir diese Arbeit benétigten Funktionen angegeben werden. Fiir allgemeine Definitionen s. [30].
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wobei Vol(S%~1) das Volumen der (d—1)-dimensionalen Einheitsphire bezeichnet. Die Ableitung 9,
soll nur auf die k-Abhéngigkeit des Regulators wirken und lésst sich daher auch wie folgt schreiben:

W[ Zyryp()] o
b, = / S A e (D.8)

= [ a2/ (1 + (o) 8t[Z% - 6P¢5(w’>’

Fir den optimierten linearen Regulator und den Regulator mit scharfen Cutoff lassen sich die
Schwellwertfunktionwen explizit berechnen, die Ergebnisse lauten [20]:

(D.9)

% (1 dﬁﬂ) W, fir den linearen Regulator, (D.10)

fur den scharfen Cutoff.

(P (w;my) = {

Ty
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E. Flussgleichung fiir die
Wellenfunktionsrenormierung

Hier soll die die Flussgleichung der Wellenfunktionsrenormierung Zy, ;. fiir eine beliebige fermio-
nische Theorie auf dem Niveau der Tunkierung mit Vier-Fermi-Termen bestimmt werden. Dabei
geht man dhnlich vor, wie bei der Bestimmung der Flussgleichungen der Kopplungskonstanten in
Abschnitt Ausgehend vom Ansatz

Dl ] = ~Zy [ 5P () + Y T (E.1)
p 4 f
fiir eine allgemeine Theorie mit quadratischen Vier-Fermi-Wechselwirkungstermen (vgl. Gleichung
(3.73)), bestimmt man zuerst die zweite funktionale Ableitung F,(gl’l) geméaf Gleichung .
Um die Flussgleichung der Wellenfunktionsrenormierung zu bestimmen, kann man diese jedoch
nicht fiir konstante Hintergrundfelder auswerten. Denn dann verschwindet auf der linken Seite der
Flussgleichung der kinetische Term mit Zy ;, da er einen Ableitungsoperator enthélt. Stattdessen

wertet man die Flussgleichung fiir raumlich verdnderliche Hintergrundfelder in folgender Form aus
[28]:

W (p) = W (2m) 6D (p+ Q), (E2)
P (p) = W (2m) %D (p - Q). (E.3)

Im Ortsraum entsprechen diese Felder ebenen Wellen mit dem &ufleren Impuls ). Wie auch in
Abschnitt kann man die zweite funktionale Ableitung I ](Cl’l) in einen feldabhingigen und einen
feldunabhédngigen Anteil zerlegen. Zusammen mit dem fermionischen Regulator Ry aus Gleichung
(3.80) erhélt man die Matrizen Py, und Fj, (s. Gleichung ) Die Matrix Py ist unabhéngig von
der Wahl der Felder und verbleibt somit wie in Gleichung @ . Die Fluktuationsmatrix Fj enthéalt
die feldabhangigen Anteile. Fiir die Felder wie in Gleichungen @ ist sie im Impulsraum nicht
mehr diagonal, sondern schreibt sich in der folgenden Form:

Fo= | EOTOERN ) o yds@rg, g 4o, (E4)
F21 F22

Die Matrixeintrdage F{1", ..., F35" stimmen mit denen in Gleichungen ({3.83|...[3.86) tiberein, ins-
besondere bleibt auch die Eigenschaft

Fi3" = —(F3m)" (E.5)
erhalten. Die inverse Matrix P, 1 ist wie in Gleichung 1) gegeben und man erhélt

(P L F)™ = e p — g+ 20) ( Fite ey ) (E.6)

Zyp(1+ ry)p? prEfR" prE"

Aus der Form der Fluktuationsmatrix F}, ist ersichtlich, dass nur dieser Beitrag auf der rechten Seite
der Flussgleichung ([2.37)) Zwei-Fermi-Terme erzeugt. Denn die Fluktuationsmatrix ist quadratisch
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in den Feldern, so dass nur der Summand, der linear in Fj ist, Zwei-Fermi-Terme enthélt. Allein
diese tragen zum Fluss der Wellenfunktionsrenormierung bei. Bildet man von dem Summand die
Superspur, ergibt sich:

_ 21)45(D (2Q)
STr(P, 1 Fp) = /(T For 4 ptFIY, E.7
r(Py Fr) )z (L )0 r(pFyy" +p 1Y) (E.7)
wobei Tr(pFy" + p' F{Y )-: Tr(pFyy") — Te(pt (F3™)T) = 0. (E.8)

Aus dem Ansatz (E.1) erhélt man auf der linken Seite der Flussgleichung bei Auswertung fiir
Felder wie in Gleichungen (E.2| [E.3|) folgenden Ausdruck bis zur quadratischen Ordnung in den
Feldern:

Ok = —0 Zy(2m)"0D (2Q) U QU + O ((v"w")?) STe(P, ' F) + 0 ((U°)?) . (E.9)

Der Koeffizientenvergleich der Zwei-Fermi-Terme unter Verwendung der Gleichungen (E.7] [E.8))
ergibt:

0 Zy, = 0. (E.10)
D. h. die Wellenfunktionsrenormierung Z, ist konstant. Damit im Grenzfall & — A die klassische
Wirkung S entsteht, muss sie geméafl Gleichung (3.65)) gleich 1 gewéhlt werden: Z,, = 1. Damit folgt

fiir die anomale Dimension 7y = —0;In Zy, = 0.

82



F. Berechnung des Phasendiagramms fiir eine
Ebene, die aus zwei beliebigen Richtungen
aufgespannt wird

Der vorliegende Theorieraum ist vierdimensional mit der Standardbasis BS (3.55) und den zuge-
horigen Kopplungskonstanten g = (gs, gp, gv, g1). Demzufolge besitzt die Beta-Funktion ebenfalls
vier Komponenten, welche die Entwicklung jeder dieser Kopplungen beschreiben:

IB(g) = (6876P75V76T) = atg (Fl)

Um diesen Fluss in einer zweidimensionalen Ebene darstellen zu kénnen muss er auf diese proji-
ziert werden. Wahlt man eine Ebene, fiir die in der Standardbasis zwei Kopplungen Null sind, so
ergibt sich der projizierte Fluss einfach aus den beiden Betafunktionen der nichtverschwindenden
Kopplungen.

Es soll nun beschrieben werden, wie man eine solche Projektion fiir eine Ebene E erhélt, die
ausgehend von einem festen Punkt mit den Koordinaten g* von zwei beliebigen Richtungen s und
t aufgespannt wird, die nicht notwendigerweise orthogonal aufeinander stehen miissen.

Um eine Verbindung zum vollstdndigen Theorieraum herzustellen, bendtigt man zwei weitere
Richtungen u und v, so dass das System (s, t,u,Vv) eine Basis im vierdimensionalen Theorieraum
darstellt. Weiterhin soll gefordert werden, dass die Richtungen u und v senkrecht auf der betrach-
teten Ebene stehen:

sru=s-v=t-u=t-v=0. (F.2)

Unter der Annahme, dass die Basisvektoren in der Standarsbasis g; = e¢; = (0,...,1,...,0),i =
1...4) senkrecht aufeinander stehen', soll als Skalarprodukt das Standardskalarprodukt verwendet
werden: X -y = Ele x;y;- Da man fiir die Wahl von u und v einige Freiheiten hat, lassen sich
die Orthogonalitédtsforderungen erfiillen. Damit lautet die vollstdndige Parametrisierung der
Kopplungskonstanten in der Basis (s, t,u,v):

g=as+bt+cu+dv, a,bc,deR. (F.3)

Anders ausgedriickt hat eine Transformation der Kopplungskonstanten von (gs, gp, gv, g1) 2Zu
(a,b,c,d) stattgefunden.
Innerhalb des Theorieraums ist die Ebene E durch folgende Gleichung gegeben:

g=g +tas+bt abecR. (F.4)

Man erhélt die Ebene E aus der Gleichung ([F.3)), indem man die Parameter ¢ und d auf einen festen
Wert setzt und nur noch a und b variiert. Setzt man die Parametrisierung (F.4) als Argument in

!Diese Annahme ist im Allgemeinen nicht gerechtfertigt. Mangels préziser Aussagen iiber das korrekte Erscheinungs-
bild des Theorieraums und dessen Metrik soll sie dennoch als einfachste Moglichkeit angenommen werden. Das
hat zur Folge, dass die erhaltenen Phasendiagramme nur qualitative aber keine quantitativ exakten Darstellungen
liefern.
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die Betafunktion (F.1|) ein, so kann durchaus noch ein Fluss in den Kopplungen ¢ und d erzeugt
werden:

B(g* +as+bt)=0as+ bt +Ocu+ddv=:Bus+ Byt + Beu+ fyv. (F.5)

Um die gesuchten projizierten Betafunktionen 3, und f, zu erhalten, multipliziert man skalar mit
s und t. Auf Grund der Orthogonalititseigenschaften (F.2)) verschwinden alle Terme mit u und v.2
Man erhélt:

B-s=s?B,+ (s-t)5 (F.6)

B-t=(st)B+t*B
t(B-s) —(s-t)(B-t)

= B, = (s 1) (F.8)
s2(B-t)—(s-t -8
5 =D _((S ' t))(f ) £9)

Als Argument ist in die Betafunktionen jeweils die Parametrisierung der Ebene E einzusetzen,
so dass diese letzlich von a und b abhédngen. Mit Hilfe der so ermittelten Betafunktionen 5, und S
lasst sich nun der Fluss in a- und b-Richtung fiir die Ebene E darstellen.
Wiéhlt man zusétzlich u und v orthogonal, u-v = 0, so erhdlt man den Fluss 8. und 3, senkrecht
zur Ebene E in Richtung u bzw. v aus:
/Bc = ﬁ 2 /Bd =

u? ’

B-v

v2

(F.10)

Das kann hilfreich sein um invariante Unterrdume zu finden. Verschwinden die Betafunktionen S,
und (54, wenn man die Parametrisierung (F.4) als Argument einsetzt, so handelt es sich bei der
Ebene E um einen invarianten Unterraum.

2Die exakte Form der Vektoren u und v ist fiir obiges Verfahren nicht wichtig. Entscheidend ist lediglich, dass diese
existieren und orthogonal zu s und t gewéhlt werden kénnen.
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G. Parametrisierung der Achsen im Theorieraum

Die Achse zum Kanal Bis ist dadurch gekennzeichnet, dass auf ihr alle Kopplungen aufler g; gleich
Null sind g;2; = 0,7 = 1...4. Analog gilt in der Basis BP fiir die Achse BP: gﬁtl- =0,7=1...4.

G.1. Parametrisierung in der Standardbasis

Jede Achse lisst sich in Form einer Geradengleichung in der Standardbasis BS wie folgt parame-
trisieren:

gs, = MB, MER, |gp|=1. (G.1)

Dabei ist gg, der zur Achse gehérende Einheitsvektor. Fiir die Standardbasis BS sind die Achsen-
vektoren gerade die kanonischen Einheitsvektoren:

(G.2)

&
wn
Il
o O O =
V)Y
e,
Il
o O RO
&
<
Il
o R OO
—_ o O O

Die Achsen der Basis BP werden in der Standardbasis BS wie folgt parametrisiert: Setzt man in
der Fierztransformation zwischen den Kopplungen gP und g auf der rechten Seite fiir die
Kopplungen gP jeweils den i-ten kanonischen Einheitsvektor in der Basis BP ein, so erkennt man,
dass der zugehorige Vektor in der Basis BS gerade durch die i-te Spalte der Matrix C°P
gegeben ist. Normiert man diese noch erhélt man die Parametrisierung der Achsen in der Basis BP
wie folgt:

-1 -1 -3 -3
N R 1 1 . 1 =3 . _ 1 3
gsp 9 -1 ; gpp = 92 1 ) gvp 2\/5 1 ) gaDp = 2\/5 -1
-1 —1 1 1

G.2. Parametrisierung in der Fierzbasis

Vollkommen analog lassen sich auch alle Achsen durch Einheitsvektoren in der Basis BP parame-
trisieren. Die Parametrisierung der Achsen der Basis BS erhilt man dabei aus den Spalten der
Matrix CP9. Nach anschlieBender Normierung lauten die Vektoren:

~1 ~1 -3 -3
1 -1 1 1 1 3 1 -3
~D - ~D [ ~D — al = —
gs ) -1 3 gp 9 -1 3 gv 2\/5 1 3 gr 2\/5 1 (G4)

85



G. PARAMETRISIERUNG DER ACHSEN IM THEORIERAUM

Die Einheitsvektoren, die zu den Achsen der Basis BP gehoren, sind gerade die kanonischen Ein-
heitsvektoren:

~D ~D ~D ~D
ggp = y gpb = , gyp = y gaAD =

o O O =
o O = O
o= O O
o O O
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H. Umsetzung der Vier-Fermi-Formel mit
Mathematica

Der folgende Quellcode fiir Mathematica (umgesetzt unter Version 8.0.1.0) bietet eine Implemen-
tierung des Algorithmus zur Berechnung der Flussgleichungen einer effektiven Wirkung mit Vier-
Fermi-Termen (Abschnitt 4) unter Verwendung der Formel . Eine funktionsfahige elektroni-
sche Version der Mathematica-Befehle findet man unter https://www.tpi.uni-jena.de/files/
gehring/alg-4-fermi.nb.

H.1. Initialisierung

Die verwendeten Beziehungen gelten unabhéngig von der Darstellung der Dirac-Algebra (s. An-
hang , fir die konkrete Berechung muss jedoch eine explizite Darstellung gewahlt werden. Hier
wurde o. B. d. A. die chirale Darstellung, wie in Gleichungen angegeben, verwendet. Der
Algorithmus wurde auch mit anderen Darstellungen getestet, ohne dass sich dadurch das Ergebnis
verdndert hat. Man kann hier also die Darstellung seines Beliebens einsetzen, entscheidend ist nur,
dass die Eigenschaften der Dirac-Algebra erfiillt werden.

Clear[e, \[Gammall, \[Gammal2, \[Gammal3, \[Gammal4, \[Gamma]li2, \
\[Gamma]13, \[Gamma]23, \[Gamma]14, \[Gamma]l24, \[Gamma]34, \
\[Gamma] 15, \[Gamma]25, \[Gamma]35, \[Gammal45, \[Gammal5, \
\[Gamma]A, \[Gamma], 0i, Nf, i, k, j,
d, \[SigmalO, \[Sigmall, \[Sigmal2, \[Sigmal3, komm, M, \[Alphal, A,
B, WW, rs, basis, anzb, anzi, s, t];
(¥Pauli Spinmatrizen*) \[Sigmall = ({

{0, 1},

{1, 0}

}); \[Sigmal2 = ({
{0, -1},

{1, 0}

}); \[Sigmal3 = ({
{1, 03},

{0, -1}

}); \[Sigmal0o = ({
{1, 0},

{0, 1}

b;

\[Gamma]1 = KroneckerProduct[\[Sigmal2, \[Sigmal1]l; \[Gamma]2 =
KroneckerProduct [\ [Sigmal2, \[Sigmal2]; \[Gammal3 =
KroneckerProduct [\ [Sigmal2, \[Sigmal3];

\ [Gamma]4 = KroneckerProduct[\[Sigmall, \[Sigma]O];

\[Gamma]5 = \[Gamma]1.\[Gamma]2.\[Gamma]3.\[Gamma]4;
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e = IdentityMatrix[4];
komm[x_, y_] = x.y - y.x ; (*Kommutator fuer Matrizenx)
\ [Gamma]12 =

I/2% komm[\[Gammal1l, \[Gamma]l2] ; \[Gamma]13 =

I/2% komm[\[Gamma]l1l, \[Gamma]3]; \[Gamma]23 =

I/2* komm[\ [Gammal2, \[Gamma]3];
\[Gamma]45 = I \[Gamma]4.\[Gamma]5;
\[Gamma]14 = I *\[Gamma]l.\[Gammal4; \[Gamma]l24 =

I *\[Gamma]2.\[Gamma]4; \[Gamma]l34 = I *\[Gamma]3.\[Gamma]4;
\ [Gamma] 15 = I *\[Gamma]1l.\[Gammal5; \[Gamma]25 =

I *\[Gamma]2.\[Gamma]5; \[Gammal35 = I *\[Gamma]3.\[Gamma]5;
\[Gamma]A = {e, \[Gamma]li, \[Gamma]2, \[Gammal3, \[Gammal4, \
\[Gamma]12, \[Gamma]13, \[Gamma]23, \[Gamma]14, \[Gamma]24, \
\ [Gamma]34, \[Gamma]15, \[Gamma]l25, \[Gammal35, \[Gamma]l45, \
\ [Gamma]5};

H.2. Festlegung des Ansatzes und Berechung der Projektionsmatrix

Jetzt kommt die einzige Stelle des Algorithmus, an der eine Benutzereingabe zwingend notwendig
ist, denn hier wird der gewéahlte Ansatz spezifiziert. Dazu miissen die im Ansatz vorkommenden
Operatoren in die Variable ,,Oi* eingeben werden. Es ist erforderlich alle verwendeten Basiselemente
anzugeben, auch wenn iiber diese mit einem Lorentzindex summiert wird. Um dem Rechnung zu
tragen, muss zusétzlich in der Variable ,basis“ die Gruppierung der Basiselemente festgelegt werden.
Das geschieht, indem man jeweils die Position des ersten Elements einer Gruppe in der Variable
,Oi“ angibt. Im vorliegenden Quelltext ist als Beispiel die Eingabe des in dieser Arbeit betrachteten
verallgemeinerten Gross-Neveu-Modells in d = 3 Raumzeitdimensionen dargestellt. Ausgehend von
diesen Informationen wird die Projektionsmatrix M;; gemafl Gleichung berechnet, wobei die
Gruppierung der Basiselemente beriicksichtigt wird.

(xAnsatz*) 0i = {
e, \[Gamma]l45, \[Gamma]l, \[Gamma]2, \[Gamma]3, \[Gamma]12, \
\ [Gamma] 13, \[Gamma]23};
basis = {1, 2, 3, 6};
anzi = Length[0i];
anzb = Lengthl[basis];
M = Tablel[
Table[Sum[
Sum[Nf (Tr[0il[s]].0il[[t]]1])"2 -
Tr[0i([s]].0i[[t]].0i[[s]].0i[[¢t]]], {s, basis[[i]],
If[i == anzb, anzi, basis[[i + 11] - 11}], {t, basis[[jl],
If[j == anzb, anzi, basis[[j + 111 - 11}], {j, anzb}], {i,
anzb}];
\[Alpha] = FullSimplify[Transpose[Inverse[M]]];

H.3. Berechnung der Koeffizientenmatrizen

In diesem Programmteil werden die Koeffizientenmatrizen A?j berechnet und ausgegeben. Hier
wird die Formel (4.22) in angepasster Form verwendet. Méchte man wie in dieser Arbeit in d = 3
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Raumzeitdimensionen rechnen, muss man nichts verdndern, ansonsten ist die Anzahl d der Raum-
zeitdimensionen einzugeben.

(#*Dimension*) d = 3;
\ [Gamma] = Table[\[GammalA[[i]], {i, 2, d + 1}];
A = Tablel[
Table[Table[
FullSimplify[
1/d*Sum [Sum [
Sum [Sum[\ [Alphal [[m]] [[
k]] Sum[(Tr[
0i[[t]].\[Gamma] [[\[Mul]l].0i[[s]].0i[[1]1].0i[[
t]] .\ [Gamma] [[\[Mu]l]l].0i[[s]].0i[[11]1] -
Tr[0i[[t]].\[Gamma] [[\[Mul]].0i[[s]].0i[[1]].04i[(
s]].\[Gamma] [[\[Mul]].0i[[t]].0i[[1]]1] -
Tr[0i[[s]].0i[[11].01i[[t]].\[Gamma] [[\[Mul]].0il[[
s]].\[Gamma] [[\[Mul]].0i[[t]].0i[[1]]1] -
Tr[0i[[t]].0i[[1]].01i[[s]].\[Gamma] [[\[Mull].0il[
t]] .\ [Gamma] [[\[Mu]]].0i[[s]].01i[[1]1]] +
Nf (-(Tr[
0i[[t]1].\[Gamma] [[\[Mull].0i[[s]1.0i[[1]111)"2 +
Tr[0i[[t]].\[Gamma] [[\[Mul]].0i[[s]].0i[[1]]]*
Tr[0i[[s]].\[Gamma] [[\[Mull].0i[[t]]1.0i[[1]]] +
Tr[0i[[s]].0i[[1]].0i[[t]1].0i[[1]1]]*
Tr [\ [Gamma] [[\ [Mu]l]].0i[[
s1] .\ [Gamma] [[\[Mul]l].0i[[t111)), {1, basis[[m]],
If[m == anzb, anzi, basis[[m + 1]] - 1]1}], {m,
anzb}] +
4 Nf \[Alphal [[j1]1[[k]1] Tr[
0i[[s]].\[Gamma] [[\[Mul]].0i[[t]].\[Gamma] [[\[Mu]]].0i[[
s]1.0i[[t]1]1] +
4 Nf \[Alphal [[i]][[
k1] (Trl
0i[[t]].\[Gamma] [[\[Mul]].0i[[
s]].\[Gamma] [[\[Mull].0i[[t]1].0i[[s]1] -
4 Nf KroneckerDeltals, t]*
Tr [\ [Gamma] [ [\ [Mul]l].0i[[s]].\[Gamma] [[\[Mull].0i[[
t111), {\Mul, d}], {s, basis[[i]],
If[i == anzb, anzi, basis[[i + 1]] - 1]1}], {t, basis[[j]l],
If[j == anzb, anzi, basis[[j + 111 - 11}¥]1]1, {j, anzbl}], {i,
anzb}], {k, anzbl}];
Do[Print["(", Subsuperscript["A", "ij", k], ")", ": ",
MatrixForm[A[[k]1]] ;, {k, anzbl}]l;

H.4. Ausgabe der Flussgleichungen

Der letzte Programmteil dient der formatierten Ausgabe des Ergebnisses, so dass man die Fluss-
gleichungen direkt ablesen kann. Dazu wird zunéchst der gewéhlte Ansatz der effektiven Wirkung

89



H. UMSETZUNG DER VIER-FERMI-FORMEL MIT MATHEMATICA

ausgegeben und damit die Zuordnung der Kopplungskonstanten dargestellt. Hat man bei dessen
Eingabe in die Variable ,,Oi“ nicht korrekt iiber die Lorentzindizes summiert, wird ein Fehler ausge-
geben. Die durchgefiihrte Rechung ist dennoch korrekt aber vermutlich physikalisch nicht sinnvoll.

Ausgehend davon werden die Flussgleichungen zum einen fiir dimensionslose, renormierte Kopp-
lungen wie in Gleichung angegeben. Zum anderen werden sie noch einmal nach der Umska-
lierung dargestellt. Dabei werden noch explizit die Anzahl d der Raumzeitdimensionen und
ny = 0 eingesetzt.

ansatz::fehler =
"Falsche Kontraktion iiber die Lorentzindizes. Bitte Ansatz in den \

Variablen \"0i\" und \"basis\" iberprifen! Die Matrix ‘1¢ ist nicht \
der Beginn einer Gruppe.";
B = Tablel[

Switch[0i[[il], e,

"(\!'\(\*SuperscriptBox [0verscriptBox [\(\[Psi]\), \(_\)]1, \(@\)I\W\
NI\ (\*SuperscriptBox [\ (\ [Psi]\), \(@\)I\)\!\(\*SuperscriptBox[\(O\), \
\N2\VIV", \[Gamma]45,

"(\'\ (\*SuperscriptBox[0verscriptBox [\(\[PsiI\), \(_\)I1, \(@\)IW\
N\ (\*SubscriptBox [\ (\ [Gammal\), \(45\)]1\)\!\(\*SuperscriptBox [\ (\
\[Psil\), \(@\)I\\N!'\(\*SuperscriptBox[\O\), \(2\)I\)", \[Gamma]5,

"(\'\ (\*SuperscriptBox [OverscriptBox [\(\ [Psil\), \(_\)], \(@WDIW\
\ '\ (\*SubscriptBox [\ (\ [Gamma]\), \
NGB TV (\*SuperscriptBox [\ (\ [Psi]\), \
\ @\ IO\ !\ (\*SuperscriptBox[NO\), \(2\)I\)", \[Gammal4,

"(\!'\(\*SuperscriptBox [OverscriptBox [\(\ [Psil\), \(_\)I, \@WI\
\ !\ (\*SubscriptBox [\ (\ [Gammal\), \
N@E\N) IO\ (\*SuperscriptBox [\ (\ [Psil\), \
\(@\) T\ I\ (\*SuperscriptBox[\O\), \(2\)I1\)", \[Gammall,

"(\'\ (\*SuperscriptBox[0verscriptBox [\(\[PsiI\), \(_\)I, \(@\)IW\
A\ (\*SubscriptBox [\ (\ [Gamma]l\), \(\[Mul\)I\)\!\(\*SuperscriptBox [\ (\
\[Psil\), \(@\)I\)\!'\(\*SuperscriptBox[\O\), \(2\)I\)", \[Gamma]12,

"\!'\ (\*FractionBox [\ (1\), \
\(2\)1\) (\'\ (\*SuperscriptBox [OverscriptBox [\ (\[Psi]\), \(_\)], \
N @V IO\ (\*SubscriptBox [\ (\ [Gamma]\), \
N O\ IMud \ [NuI D) TN\ I\ (\*SuperscriptBox [\(\ [Psi]\), \
\ @) TV (\*SuperscriptBox[\O\), \(2\)I\)", \[Gamma] 15,

"(\!'\(\*SuperscriptBox [0verscriptBox [\(\[Psi]\), \(_\)]1, \(@\)IW\
\ I\ (\*SubscriptBox [\ (i\ [Gamma]\), \(\[Mul\)I\)\!'\(\*SubscriptBox [\ (\
\[Gammal\), \(5\)I\)\!'\(\*SuperscriptBox[\(\[Psi]\), \
\ (@\) T\ I\ (\*SuperscriptBox [\ O\), \(2\)I\)", \[Gamma] 14,

"(\'\ (\*SuperscriptBox [0verscriptBox [\(\ [Psi]\), \(_\)], \(@\WVIW\
\ '\ (\*SubscriptBox [\ (i\ [Gamma]\), \(\[Mul\)I\)\!'\(\*SubscriptBox [\ (\
\[Gammal\), \(4\)I\)\!'\(\*SuperscriptBox [\(\[Psi]\), \
\(@\) IO\ I\ (\*SuperscriptBox[\O\), \2V)IV", _,

Message[ansatz::fehler, 0i[[i]]]], {i, basis}];
WW = Row[Table[

Row [{Subscript ["\!\ (\*OverscriptBox[\(g\), \(_\)I\)", il/2/

"\'\ (\*SubscriptBox[\(N\), \(£\)I\)", B[[il1}], {i, anzb}],
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H.4. AUSGABE DER FLUSSGLEICHUNGEN

"+
Print ["Ansatz: \!\(\*SubscriptBox[\(\[CapitalGamma]\), \(k\)I\) = \
\ [Integral]l\!\ (\*SuperscriptBox [\ (\ [DifferentialD]\), \(d\)I1\V)x { \
\IN(\*SubscriptBox [\ (Z\), \(\[Psi]\)I\) \
\ '\ (\*SuperscriptBox [OverscriptBox [\ (\ [Psil\), \(_\)]1, \
\(a\)I\) i\ '\ (\*SubscriptBox [\ (\ [PartialD]\), \
N\ MuI DI\ (\*SubscriptBox [\ (\ [Gammal\), \
NAMul DTV (\*SuperscriptBox [\(\ [Psi]\), \(@\)I\) + ", wWw, "}"]; \
Print["dimensionslose, renormierte Kopplungen: \!\(\*SubscriptBox[\(g\
VL NAGEOVNANN DNV = \I\N(\*FractionBox [SuperscriptBox [\ (k\), \(d \
- 2\)], SubsuperscriptBox[\(Z\), \(\[Psil\), \(2\)I11\) \
\ !\ (\*SubscriptBox [OverscriptBox [\ (g\), \(_\)1, \@GE\VI\"T; \
Print["Flussgleichungen:"];
For(k = 1, k <= anzb, k++,
rs = Sum[Sum[
If(i !'= j, ACMkIIC04]] 00500 + ACMx]DCC51] 00400,
AT[k]IICC[411C03]11] Subscript["g", il Subscript("g", jl, {j,
i}], {i, anzbl}];
Print ["\!\ (\*SubscriptBox [\ (\ [PartialD]\), \(t\)I1\)",
Subscript["g", k],
"=(2\!'\ (\*SubscriptBox [\ (\ [Etal\), \(\[PsiI]\)I\) +d - 2) ",
Subscript["g", k], " + ",
4 "\!\ (\*SubscriptBox[\(v\), \(d\)I\)"/
"\'\ (\*SubscriptBox [\ (N\), \VO\NCGED)\NA\\ D\NDID",
"\'\ (\*SubsuperscriptBox [\ (1\), \(1\), \A\CE\) \
AV IV (0;\NIN(\*SubscriptBox [\ (\ [Etal\), \(\[Psil\)I\)) " , "[", rs,
"1"15]
Print["umskalierte Kopplungen: \!\(\*SubscriptBox[\(g\), \(i\)I\) \
\[RightTeeArrow] \!\(\*FractionBox[SubscriptBox[\(g\), \(i\)], \(4\\\ \
\*xSubscriptBox [\ (v\), VA\(A\)NA\\ VD)\)] \*SubsuperscriptBox[\(1\), \
NN, NACEIN) d\V)T N5 0ONVDNIN), NI\ (\*SubscriptBox[\(\[Etal\), \
\(\[Psi]\)1\)\ [Congruent]0, d=", dl;
For[k = 1, k <= anzb, k++,
rs = Sum[Sum[
If[i '= j, A[[kI] 04100051 + ACxIDCL310CL4ATT,
AC[k]IC[4]1C03]]11 Subscript["g", il Subscript["g", jl, {j,
i}], {i, anzb}];
Print ["\!\(\*SubscriptBox [\ (\ [PartialD]\), \(t\)I\)",
Subscript["g", k1, "=", ( d - 2) Subscript["g", k], " + ",
1/"\I\N(\*SubscriptBox [\ (N\), \A\NEDNA\NN D\DOIVO", "[", rs, "1"];]
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