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1. Einleitung

Als Forscher bin ich tief beeindruckt durch die Ordnung und die Schönheit, die ich im
Kosmos finde, sowie im Inneren der materiellen Dinge. Und als Beobachter der Natur
kann ich den Gedanken nicht zurückweisen, dass hier eine höhere Ordnung der Dinge
im Voraus existiert. Es ist hier eine Intelligenz auf einer höheren Ebene vorgegeben,
jenseits der Existenz des Universums selbst.

Carlo Rubbia, Nobelpreisträger und ehemaliger Leiter des CERN [1]

Graphen ist ein vielversprechendes Material der aktuellen Forschung. Bei Graphen handelt es sich
um eine spezielle Modifikation des Kohlenstoffs. Man bezeichnet damit eine monoatomare Schicht
aus Kohlenstoff, wobei die Atome in Form eines sechseckigen Gitters angeordnet sind, das an eine
Honigwabe erinnert.
Dieses Material wurde zum ersten Mal 1947 von P. R. Wallace theoretisch beschrieben [2]. Sei-

nerzeit betrachtete er Graphen als Baustein für ein Modell von Graphit, das aus übereinanderge-
stapelten Schichten von Graphen besteht.
Als wesentlich schwieriger erwies sich die experimentelle Herstellung dieses Materials. Diese ge-

lang erst 2004 durch eine Gruppe um A. Geim und K. Novoselov mit einer überraschend einfachen
Technik [3]. Die beiden Forscher erhielten für diese Entdeckung 2010 den Nobelpreis für Physik [4].
Seitdem es möglich ist Graphen herzustellen, wird an diesem Material sowohl auf experimenteller

als auch auf theoretischer Seite intensiv geforscht. Zum aktuellen Stand der theoretischen Forschung
sei auf den Übersichtsartikel [5] verwiesen.
Graphen zeigt einige bemerkenswerte Eigenschaften, die es für die Forschung wie für die An-

wendung interessant machen. Seine Ladungsträgerbeweglichkeit ist 100-mal so hoch wie die von
Silizium [6, 7]. Damit gibt es Anlass zur Hoffnung aus diesem Halbleitermatierial Transistoren mit
sehr hoher Taktfrequenz bauen zu können. Bisher wurde bereits ein Transistor mit einer Takt-
frequenz von 100GHz entwickelt [8], Taktfrequenzen im Bereich von 500 bis 1000GHz scheinen
möglich [6].
Weiterhin ist Graphen das Material mit der höchsten bekannten Zugfestigkeit, welche etwa 125-

mal so hoch wie die von Stahl ist [9, 4]. Das bietet die Möglichkeit der Anwendung in superharten
Verbundwerkstoffen [10]. Auf Grund seiner geringen Dicke ist Graphen lichtdurchlässig und eignet
sich daher z. B. für den Einsatz in „Touchscreens“ [4]. Wegen seiner Zweidimensionalität besitzt
Graphen ein sehr hohes Oberfläche-zu-Masse-Verhältnis, weshalb es sich zum Detektieren chemi-
scher Substanzen oder als Material für sogenannte Superkondensatoren eignet [4, 11].
Auch für die Spintronic wird Graphen als vielversprechendes Material angesehen. Da in Kohlen-

stoff die Spin-Bahn-Kopplung sowie der Kernspin sehr gering sind, scheint es in Verbindung mit der
hohen Leitfähigkeit ein ideales Material zu sein, um zusammen mit dem Spin weitere Informationen
zu transportieren [4, 12].
Es gibt weitere interessante Anwendungen wie Solarzellen oder Graphenoxid als Wasserfilter.

Zweilagiges Graphen besitzt eine Bandlücke, die sich durch elektrische Felder durchstimmen lässt
[13].
Viele der elektronischen Eigenschaften werden durch die außergewöhnliche Dispersionsrelation

der Elektronen in Graphen bestimmt: Das Valenz- und das Leitungsband von Graphen berühren
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1. Einleitung

sich im Impulsraum an den sechs Eckpunkten der Brilloin-Zone. Diese Punkte bezeichnet man
als K-Punkte oder Dirac-Punkte, von denen nur zwei voneinander unabhängig sind. Die Disper-
sionsrelation in der Nähe dieser Punkte ist linear, die Elektronen befinden sich in sogenannten
Dirac-Kegeln, wie in Abbildung 1.1 gezeigt. Demzufolge lassen sie sich als relativistische, masselo-

Abbildung 1.1.: Dispersionsrelation von Graphen: Valenz- und Leitungsband berühren sich an den sechs
Dirac-Punkten. Die lineare Dispersionsrelation in der Nähe dieser Punkte ist vergrößert gezeigt. Quelle: [5].

se Fermionen beschreiben. Ihre Geschwindigkeit ist die Fermigeschwindigkeit, welche etwa 1
300 der

Lichtgeschwindigkeit beträgt [5].
Damit wird Graphen insbesondere zu einem System, in dem sich Effekte der relativistischen

Quantenmechanik untersuchen lassen, ohne dazu riesige Beschleuniger zu benötigen. Man kann
damit z. B. einen anormalen Quanten-Hall-Effekt, sowie das Klein-Paradoxon [14] beobachten [5,
10]. Bei letzterem erhält man eine Situation, bei der nahezu vollständige Transmission durch eine
Potentialbarriere auftritt.
Nichtsdestotrotz bleibt die theoretische Beschreibung von Graphen eine Herausforderung, die Ge-

genstand aktueller Forschung ist. Insbesondere interessiert man sich für Phasenübergänge, bei de-
nen man Graphen beispielsweise zwischen dem leitenden und dem nichtleitenden Zustand schalten
kann, sogenannte Halbmetall-Isolator-Quantenphasenübergänge [15, 16]. Solche Phasenübergän-
ge sind für den potentiellen Einsatz in Transistoren oder anderen elektronischen Schaltelementen
interessant [17].
Wie auch in den Quellen [18, 19, 15, 20, 21, 22] sollen in dieser Arbeit die elektronischen Anre-

gungen von Graphen mit Hilfe einer (2+1)-dimensionalen relativistischen Quantenfeldtheorie be-
schrieben werden. Die effektive Feinstrukturkonstante α für die Fermigeschwindigkeit vF = c

300
liegt in der Größenordnung von 1 [19], so dass es sich um ein stark gekoppeltes System handelt.
Damit ergibt sich die Möglichkeit, dass sich ein Kondensat aus Exzitonen bildet. Diese erzeugen
eine Bandlücke am Dirac-Punkt, wodurch man einen Mott-Isolator erhält [19, 15, 20].
Aus der Sichtweise der Quantenfeldtheorie formuliert man dieses Phänomen so: Durch die Bildung

eines chiralen Kondensats wird eine globale chirale Symmetrie spontan gebrochen, so dass man einen
Grundzustand erhält, der diese Symmetrie nicht mehr realisiert.
Dieses Phänomen wurde im Rahmen des (2+1)-dimensionalen Thirring-Modells [23] in der Ar-

beit [20] mit einer chiralen U(2Nf)-Symmetrie bereits ausführlich betrachtet. Dabei steht Nf für die
Anzahl der Fermionen und U(N) bezeichnet die unitäre Gruppe über einem Hilbertraum der Di-
mensionN . Der Artikel [24] nennt ebenfalls ein Modell für Graphen mit chiraler U(2Nf)-Symmetrie,
deren spontaner Bruch eine Bandlücke im Spektrum der Quasiteilchen erzeugt.
In dieser Arbeit soll nun der allgemeinere Fall einer U(Nf)⊗ U(Nf)-symmetrischen Theorie un-

tersucht werden, in der die U(2Nf)-Symmetrie als Spezialfall enthalten ist. Da diese Theorie aus
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dem Gross-Neveu-Modell [25] hergeleitet wird, soll sie als verallgemeinertes Gross-Neveu-Modell
bezeichnet werden.
Das Modell wird auf rein fermionischem Niveau betrachtet; detailliertere Untersuchungen mit

Hilfe der Methode der Bosonisierung wurden zeitgleich von meiner Kollegin Julia Borchardt für
einen Spezialfall dieses Modells durchgeführt, deren Arbeit „RG flows of 3d chiral fermion systems
with collective degrees of freedom“ in Kürze zur Verfügung stehen wird.
Die Vergrößerung der Symmetrie bietet einen besseren Überblick über den Theorieraum des

Modells und damit neue Einsichten in dessen kritisches Verhalten. So gelang es im Rahmen dieser
Arbeit, Veränderungen im Verhalten der Fixpunkte festzustellen, die erst in diesem Modell sichtbar
werden.
In Kapitel 2 werden zunächst die mathematischen Grundlagen diskutiert. Danach wird in Ab-

schnitt 3.1 das verallgemeinerte Gross-Neveu-Modell aus allgemeinen Symmetrieprinzipien abge-
leitet. Ausgehend davon werden dann in Abschnitt 3.3 die zugehörigen Flussgleichungen der Vier-
Fermi-Kopplungskonstanten aufgestellt. Die folgenden Abschnitte widmen sich der Untersuchung
des korrespondierenden Theorieraums, insbesondere dessen Fixpunkt-Struktur (Abschnitt 3.5). Da-
bei wird ein Schwerpunkt auf die Fixpunkte mit einer relevanten Richtung gelegt (Abschnitt 3.5.4).
In Kapitel 4 schließt die Arbeit mit einer verallgemeinerten Rechenvorschrift zum Aufstellen der
Flussgleichungen für beliebige Vier-Fermi-Terme.
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2. Grundlagen

Im Folgenden sollen ausschließlich fermionische Theorien im Rahmen der Funktionalintegralquan-
tisierung besprochen werden.
Des Weiteren wird die Diskussion auf euklidische Feldtheorien beschränkt1. Diese erhält man

aus den Theorien im Minkowski-Raum durch eine Wick-Rotation2. Wir wollen voraussetzen, dass
man anschließend die Minkowski-wertigen Korrelationsfunktionen durch analytische Fortsetzung
der euklidischen erhalten kann.
Die verwendeten Herleitungen beziehen sich, soweit nicht anders angegeben, auf die Quellen

[20, 27, 28, 29, 30, 31, 32, 33].

2.1. Funktionale Renormierungsgruppe
2.1.1. Effektive Wirkung
Alle physikalisch relevanten Informationen einer Quantenfeldtheorie erhält man aus den Korrelati-
onsfunktionen. Um diese in der Sprache der Funktionalintegralquantisierung berechnen zu können,
definiert man das erzeugende Funktional für rein fermionische Theorien

Z[η, η̄] :=
∫

Λ
DψDψ̄e−S[ψ,ψ̄]+

∫
ddx[η̄(x)ψ(x)−ψ̄(x)η(x)]. (2.1)

ψ̄ und ψ sind die fermionischen Spinor-Felder, die in der euklidischen Feldtheorie als unabhän-
gige Feldvariablen betrachtet werden, η bzw. η̄ sind die zugehörigen Quellen. Beide Felder sind
Grassmann-wertig, erhalten also ein negatives Vorzeichen bei Vertauschung.
Wir wollen annehmen, dass das Funktionalintegral

∫
DψDψ̄ durch einen UV-Cutoff Λ regulari-

siert ist, was durch den Index Λ am Integral gekennzeichnet wird.
Die Korrelationsfunktionen erhält man mittels folgender Vorschrift (nach [29]):

〈ψ̄(x1) . . . ψ̄(xn)ψ(y1) . . . ψ(yn)〉 = 1
Z[0]

n∏
i=1

−→
δ

δη(xi)

n∏
j=1

−→
δ

δη̄(yj)
Z[η, η̄]

∣∣∣∣
η=η̄=0

. (2.2)

Auf Grund der Grassmann-Eigenschaften der beteiligten Felder muss für eine Funktionalableitung
stets angegeben werden, ob sie von links oder rechts wirkt, was durch darübergestellte Pfeile ge-
kennzeichnet wird.
Das Schwingerfunktional, das erzeugende Funktional der zusammenhängenden Korrelationsfunk-

tionen, ist wie folgt definiert:
W [η, η̄] := lnZ[η, η̄]. (2.3)

Durch eine Legendre-Transformation erhält man die effektive Wirkung

Γ[Ψ̄,Ψ] := sup
η,η̄

(∫
ddx

[
η̄(x)Ψ(x)− Ψ̄(x)η(x)

]
−W [η, η̄]

)
. (2.4)

1s. Anhang A.2
2s. z. B. [26]
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2.1. Funktionale Renormierungsgruppe

Die effektive Wirkung (2.4) ist das erzeugende Funktional der vollen Vertizes bzw., was gleichbe-
deutend ist, der ein-Teilchen-irreduziblen (1PI) Korrelationsfunktionen [29]. Für gegebene Ψ̄ und
Ψ sind die Quellen η = ηsup bzw. η̄ = η̄sup, für die in Gleichung (2.4) das Supremum angenommen
wird, die zugehörigen konjugierten Variablen. Die Felder Ψ̄ und Ψ beschreiben somit die Felder-
wartungswerte in Anwesenheit der konjugierten Quellen η̄ und η:

Ψ(x) := 〈ψ(x)〉η,η̄ =
−→
δ W

δη̄(x) , Ψ̄(x) := 〈ψ̄(x)〉η,η̄ =
−→
δ W

δη(x) . (2.5)

Obige Formeln lassen sich etwas kompakter schreiben, indem man die Felder wie folgt zusammen-
fasst3 [32]:

θ(p) =
(
ψ(p)
ψ̄T(−p)

)
, J(p) =

(
η̄T(−p)
η(p)

)
, (2.6)

θT(−p) =
(
ψT(−p), ψ̄(p)

)
, JT(−p) =

(
η̄(p), ηT(−p)

)
. (2.7)

Führt man weiterhin das verallgemeinerte Skalarprodukt∫
JTθ :=

∫
ddx JT(x)θ(x) =

∫
ddx

[
η̄(x)ψ(x)− ψ̄(x)η(x)

]
(2.8)

ein, so schreibt sich die effektive Wirkung

Γ[φ] = sup
J

(∫
JTφ−W [J ]

)
mit φ(x) := 〈θ(x)〉J =

−→
δ W [J ]
δJT(x) . (2.9)

Bildet man die Ableitung der effektiven Wirkung bei der Quelle J = Jsup, für die das Supremum
angenommen wird, erhält man die Quantenbewegungsgleichung:

−→
δ Γ[φ]
δφT(x) =

∫
ddy


−→
δ JT(y)
δφT(x) φ(y)−

−→
δ JT(y)
δφT(x)

−→
δ W [J ]
δJT(y)︸       ︷︷       ︸

=φ(y)

−
−→
δ φT(y)
δφT(x) J(y)

 = −J(x). (2.10)

Auf Grund der Grassman-Natur der Felder erhält man ein zusätzliches Minuszeichen gegenüber
dem skalaren Fall (vgl. [27]). Damit kann man nun folgende wichtige Identität ableiten:

∫
ddz

[ −→
δ

δφT(x)Γ[φ]
←−
δ

δφ(z) ·
−→
δ

δJT(z)W [J ]
←−
δ

δJ(y)

]
(2.9, 2.10)=

∫
ddz

[
−δJ(x)
δφ(z) ·

δφ(z)
δJ(y)

]
= −δJ(x)

δJ(y) = −δ(d)(x− y).
(2.11)

2.1.2. Renormierungsgruppen-Flussgleichung
Die Renormierungsgruppe beschreibt Transformationen von einer Längenskala zu einer anderen.
Sie stellt eine konzeptionelle Verbindung zwischen der Quantenfeldtheorie und der statistischen
Physik dar. Im Folgenden soll der Wilsonsche Zugang zur Renormierungsgruppe dargestellt werden
[34, 35, 36].

3Hier kann man prinzipiell auch weitere Felder ergänzen, wie z. B. ein Skalarfeld ϕ oder Eichfelder.
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2. Grundlagen

In der Quantenfeldtheorie spielen Fluktuationen des Systems eine entscheidende Rolle. Um eine
Theorie zu lösen, integriert man üblicherweise über alle Fluktuationen. So erhält man ein Ergebnis,
das alle quantenfeldtheoretischen Effekte beinhaltet. Nun können diese Fluktuationen auf verschie-
denen Längenskalen bzw., was äquivalent ist, mit verschiedenen Impulsen auftreten.
Die Idee von Wilson basiert nun darauf, nicht alle Fluktuationen auf einmal auszuintegrieren, son-

dern stattdessen Impulsschale für Impulsschale. Dabei beginnt man mit der (klassischen) mikrosko-
pischen Wirkung S bei einer UV-Cutoff-Skala k = Λ. Ausgehend davon integriert man schrittweise
die Fluktuationen aus bis zum Impuls k = 0 und erreicht dort die volle effektive (Quanten-)Wirkung
Γ.
Jede Integration über eine Impulsschale der Dicke dk stellt einen infinitesimalen Renormierungs-

gruppenschritt dar. Dazwischen erhält man jeweils eine mittlere effektive Wirkung Γk, die von der
Impulsskala k abhängt und die kontinuierlich von S nach Γ interpoliert. Sie enthält alle Fluktua-
tionen mit Impulsen k . |p| ≤ Λ und soll folgenden Bedingungen genügen:

lim
k→Λ

Γk = S, lim
k→0

Γk = Γ. (2.12)

Die Entwicklung von Γk wird durch eine sogenannte Renormierungsgruppen-Flussgleichung be-
schrieben. Hier soll die Wetterich-Gleichung verwendet werden, die einen nicht-störungstheoreti-
schen Zugang zur funktionalen Renormierungsgruppe liefert [37]. Dazu soll zunächst ein k-abhän-
giges IR-reguliertes erzeugendes Funktional definiert werden:

Zk[J ] ≡ eWk[J ] :=
∫

Λ
Dθ e−S[θ]−∆Sk[θ]+

∫
JTθ. (2.13)

Den Erwartungswert eines beliebigen Operators A(θ) in Anwesenheit der Quelle J berechnet man
dann wie folgt:

〈A(θ)〉J = 1
Zk[J ]

∫
Λ
Dθ A(θ)e−S[θ]−∆Sk[θ]+

∫
JTθ. (2.14)

Die mittlere effektive Wirkung geht durch eine modifizierte Legendre-Transformation aus dem
Schwingerfunktional Wk hervor:

Γk[φ] = sup
J

(∫
JTφ−Wk[J ]

)
−∆Sk[φ] mit φ(x) := 〈θ(x)〉J =

−→
δ Wk[J ]
δJT(x) . (2.15)

Wir wollen annehmen, dass das Feld φ unabhängig von der Skala k ist, was auch im Weiteren der
Fall sein wird. Daraus folgt, dass die Quelle J im Allgemeinen k-abhängig sein wird.
Die Definitionen wurden jeweils um den Regulatorterm

∆Sk[φ] = 1
2

∫ ddp
(2π)dφ

T(−p)Rk(p)φ(p) (2.16)

ergänzt. Dieser enthält den Regulator Rk, der im fermionischen Fall folgende Matrixstruktur auf-
weist:

Rk(p) =
(

0 −RT
ψ,k(−p)

Rψ,k(p) 0

)
. (2.17)

Für den Regulator sollen folgende Bedingungen erfüllt sein:

lim
k2
p2→0

Rk(p) = 0, (2.18)

lim
k→Λ→∞

Rk(p)→∞, (2.19)

lim
p2
k2→0

Rk(p) > 0. (2.20)
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2.1. Funktionale Renormierungsgruppe

Die erste Bedingung (2.18) besagt, dass der Regulator im Infraroten verschwindet und man somit
für k → 0 die volle effektive Wirkung Γ erhält. Die zweite Bedingung (2.19) stellt sicher, dass
man im Ultravioletten (k → ∞) die mikroskopische Wirkung S erhält, wie sich mit Hilfe einer
Sattelpunktsanäherung zeigen lässt [30]. Die letzte Bedingung (2.20) sorgt dafür, dass der Regu-
latorterm tatsächlich im IR regularisiert. Er wirkt dort wie ein zusätzlicher effektiver Massenterm
und verhindert damit für masselose Theorien das Auftreten von Infrarotdivergenzen.
Mit Hilfe der Fouriertransformation4 lässt sich der Regulatorterm auch wie folgt schreiben:

∆Sk[φ] = 1
2

∫
ddx

∫
ddy φT(x)Rk(x, y)φ(y) (2.21)

mit R(x, y) := Rk(x− y) =
∫ ddp

(2π)dRk(p)e
ip(x−y). (2.22)

Zur Untersuchung des Verhaltens der mittleren effektiven Wirkung Γk in Abhängigkeit von der
Skala k betrachtet man üblicherweise deren Änderung mit der sogenannten Renormierungsgrup-
penzeit

t := ln k

Λ , ⇒ ∂t = k
d
dk (2.23)

und die zugehörige Skalenableitung ∂t. Betrachtet man zunächst deren Wirkung auf das Schwin-
gerfunktional Wk, so erhält man bei fester Quelle J :

∂tWk[J ]
∣∣∣
J

= ∂tZk[J ]
Zk[J ]

(2.13)= 1
Zk[J ]

∫
Λ
Dθ (−∂t∆Sk[θ])e−S[θ]−∆Sk[θ]+

∫
JTθ

(2.14)= −〈∂t∆Sk[θ]〉
(2.21)= −1

2

〈∫
ddx

∫
ddy θT(x)∂tRk(x, y)θ(y)

〉
= −1

2

∫
ddx

∫
ddy

[
(∂tRk(x, y))ij

〈
−θj(y)θT

i (x)
〉]
.

(2.24)

Die Indizes i und j der in der Gleichung enthaltenen Matrizen bezeichnen alle vorkommenden
Indizes, sowohl die der Feldtypen, wie in Gleichung (2.17), die Lorentzindizes der Dirac-Spinoren,
sowie ggf. auftretende Flavorindizes.
Der volle, verbundene Propagator zur Skala k ist wie folgt definiert [33]:

Gk(x, y) :=
−→
δ

δJT(x)Wk[J ]
←−
δ

δJ(y)

= 1
Zk[J ]

−→
δ

δJT(x)Zk[J ]
←−
δ

δJ(y) −
1

Zk[J ]

−→
δ

δJT(x)Zk[J ] · Zk[J ]
←−
δ

δJ(y)
1

Zk[J ]
(2.13, 2.14)=

〈
θ(x)

(
−θT(y)

)〉
− 〈θ(x)〉〈−θT(y)〉

(2.15)= −
〈
θ(x)θT(y)

〉
+ φ(x)φT(y).

(2.25)

Setzt man diese Beziehung in Gleichung (2.24) ein, so erhält man:

∂tWk[J ]
∣∣∣
J

= − 1
2

∫
ddx

∫
ddy

[
(∂tRk(x, y))ij (Gk(y, x))ji

]
+ 1

2

∫
ddx

∫
ddy (∂tRk(x, y))ij φj(y)φT

i (x)︸                                ︷︷                                ︸
=−φT(x)∂tRk(x,y)φ(y)

(2.21)= − 1
2

∫
ddx

∫
ddy Tr [∂tRk(x, y)Gk(y, x)]− ∂t∆Sk[φ].

(2.26)

4s. Anhang A.3

11



2. Grundlagen

Die Spur läuft über alle auftretenden Indizes, die die Feld-, Flavor- oder Lorentzstruktur bezeichnen.
Weiterhin gelte folgende Definition für den matrixwertigen Operator der (n+m)-Punkt-Funktion

[28]:

Γ(n,m)
k [φ] :=

n mal︷             ︸︸             ︷−→
δ

δφT · · ·
−→
δ

δφT Γk[φ]

m mal︷         ︸︸         ︷←−
δ

δφ
· · ·
←−
δ

δφ
. (2.27)

Damit erhält man insbesondere für die (1+1)-Punkt-Funktion im Ortsraum die folgende Beziehung,
wenn man sie für die Quelle J = Jsup auswertet5, ähnlich wie in Gleichung (2.10):

Γ(1,1)
k [φ](x, y) :=

−→
δ

δφT(x)Γ[φ]
←−
δ

δφ(y)
(2.15)= − δJ(x)

δφ(y) −
−→
δ

δφT(x)∆Sk[φ]
←−
δ

δφ(y) = −δJ(x)
δφ(y) −Rk(x, y).

(2.28)

Dabei wurde im letzten Schritt die Eigenschaft RT
k (x − y) = −Rk(y − x) ausgenutzt, die aus der

Definition (2.17) und Gleichung (2.22) folgt.
Analog zu Gleichung (2.11) kann man nun ableiten:

−δ(d)(x− y) = −δJ(x)
δJ(y) =

∫
ddz

[
−δJ(x)
δφ(z) ·

δφ(z)
δJ(y)

]
(2.15, 2.28)=

∫
ddz

[ −→
δ

δφT(x)Γ[φ]
←−
δ

δφ(z) +Rk(x, z)
] −→

δ

δJT(z)Wk[J ]
←−
δ

δJ(y)
(2.25)=

∫
ddz

[
Γ(1,1)
k [φ] +Rk

]
(x, z) ·Gk(z, y).

(2.29)

In Operatorschreibweise lautet diese Beziehung6:

−1 =
(
Γ(1,1)
k [φ] +Rk

)
Gk. (2.30)

D. h. der inverse Operator zum Propagator Gk ist die Summe −(Γ(1,1)
k [φ] +Rk). Damit erhält man

schließlich die Flussgleichung für Γk, die Wetterich-Gleichung [37], indem man die mittlere effektive
Wirkung (2.15) an der Stelle5 J = Jsup für festes φ nach der Renormierungsgruppenzeit t ableitet:

∂tΓk[φ] =
∫

(∂tJT)φ−
∫

ddx∂J
T(x)
∂t

−→
δ Wk[J ]
δJT(x)︸        ︷︷        ︸

=φ(x)

−∂tWk[J ]
∣∣∣
J
− ∂t∆Sk[φ]

= −∂tWk[J ]
∣∣∣
J
− ∂t∆Sk[φ]

(2.26)= 1
2

∫
p

Tr [∂tRk(p)Gk(p)]

(2.30)= 1
2 STr

[
∂tRk ·

(
Γ(1,1)
k [φ] +Rk

)−1
]
.

(2.31)

5Jsup bezeichnet die Quelle, für die in Gleichung (2.15) das Supremum angenommen wird.
6Das Minuszeichen ist der Grassmann-Natur der fermionischen Felder geschuldet und tritt für skalare Felder nicht
auf.
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2.2. Kritisches Verhalten und Fixpunkte

Im letzten Schritt wurde der Operator „STr“, die sogenannte „Super“-Spur, eingeführt [38]. Er
berücksichtigt ein zusätzliches Minuszeichen für die fermionischen Felder und steht für die Spurbil-
dung im Feld-, Flavor- und Impulsraum.
Der Regulator Rk erfüllt zwei Funktionen: Zum einen liefert er auf Grund der Eigenschaft (2.20)

für p2 � k2 einen zusätzlichen Massenterm im inversen Propagator −(Γ(1,1)
k [φ] + Rk)−1. Damit

schirmt er mögliche Infrarotdivergenzen masseloser Theorien ab, da in ihnen Γ(1,1)
k für verschwinden-

de Impulse p verschwinden kann und somit der inverse Propagator ohne den Regulator divergieren
würde.
Zum anderen wird die UV-Regularisierung durch den Ausdruck ∂tRk(p2) im Zähler erreicht.

Nach den Bedingungen (2.18, 2.19) liegt dessen überwiegender Träger auf einer ausgeschmierten
Impulsschale nahe p2 ' k2. Damit realisiert dieser Term die Wilsonsche Idee des Ausintegirerens
der Fluktuationen Impulsschale für Impulsschale. Beide Eigenschaften erkennt man in Abbildung
2.1.

Abbildung 2.1.: Qualitative Darstellung einer möglichen Regulatorfunktion Rk(p2) und dem ihrer Ska-
lenableitung ∂tRk(p2). Quelle: [27].

Die Lösung der Flussgleichung ergibt eine Renormierungsgruppen-Trajektorie im Raum aller
Theorien. Damit bezeichnet man den Raum aller Wirkungsfunktionale, der durch alle möglichen
Operatoren aufgespannt wird, die unter einer bestimmten Symmetrie invariant sind. Die beiden
Enden der Theorie sind durch die Randbedingungen (2.12) gegeben.

2.2. Kritisches Verhalten und Fixpunkte

Der dargestellte Formalismus der funktionellen Renormierungsgruppe eignet sich insbesondere zur
Betrachtung kritischer Phänomene, wie Phasenübergängen oder chiraler Symmetriebrechung. Die
Methoden zu deren Untersuchung sollen im Folgenden kurz beschrieben werden. Insbesondere ist
man häufig an den Fixpunkten der Flussgleichung interessiert. Diese stellen skaleninvariante Theo-
rien dar und bestimmen das kritische Verhalten.
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2. Grundlagen

2.2.1. Trunkierung der effektiven Wirkung

Die Wetterich-Gleichung lässt sich nur für sehr spezielle Fälle exakt lösen7. In allen anderen Fällen
bietet sie dennoch die Möglichkeit Näherungsverfahren jenseits der Störungstheorie anzuwenden,
indem man geeignete Trunkierungen für die effektive Wirkung verwendet.
Im Allgemeinen werden im Laufe des Renormierungsgruppenflusses all diejenigen Feldfunktio-

nen in der effektiven Wirkung erzeugt, die mit der Symmetrie der zu Grunde liegenden Theorie
verträglich sind. Typischerweise werden damit unendlich viele Terme in der effektiven Wirkung
auftreten. Um dennoch effektiv rechnen zu können, wählt man aus dieser Menge einige Terme aus
und vernachlässigt die anderen, was man als Trunkierung bezeichnet.
In dieser Arbeit soll die sogenannte Operatorentwicklung verwendet werden. Dabei konstruiert

man die effektive Wirkung aus Operatoren mit zunehmender Massendimension8. Beschränkt man
sich insbesondere auf Ableitungsoperatoren, spricht man von der Ableitungsentwicklung. Bei dieser
ergänzt man die effektive Wirkung schrittweise durch Terme, die höhere Ableitungen der Felder
enthalten. Auf dem Niveau der ersten Ordnung in den Ableitungen schreibt sich dieser Ansatz für
eine rein fermionische Theorie (nach [27]):

Γk[ψ̄, ψ] =
∫

ddx
[
Vk(ψ̄, ψ) + Zk(ψ̄, ψ) ψ̄iγµ∂µψ +O(∂2)

]
. (2.32)

Dabei bezeichnet Vk ein effektives Potential, Zk die sogenannte Wellenfunktionsrenormierung und
es wurde der kanonische kinetische Term für fermionische Theorien ψ̄iγµ∂µψ eingeführt9, der die
Gammamatrizen γµ enthält, die in Abschnitt 3.1.1 ausführlich diskutiert werden.
Entwickelt man zusätzlich das effektive Potential Vk nach Operatoren mit zunehmender Massen-

dimension, so entspricht das einer Entwicklung nach Feldfunktionen mit einer wachsenden Anzahl
an Feldern. Hier soll eine Trunkierung gewählt werden, die Terme berücksichtigt, die bis zu vier
fermionische Felder enthalten, sogenannte Vier-Fermi-Terme. Damit die Wirkung ein Skalar ist,
muss jeder Dirac-Spinor ψ mit dem dirac-konjugierten Spinor ψ̄ kontrahiert werden, so dass nur
Terme mit einer geraden Anzahl fermionischer Felder auftreten können.
Durch die Vernachlässigung höherer Terme in der effektiven Wirkung tritt zwangsläufig ein Fehler

auf. In Abbildung 2.2 ist dargestellt, dass die trunkierte Wirkung nicht mehr die korrekte effek-
tive Wirkung Γk=0 im Infraroten erreicht. Weiterhin ist sie anders als die volle effektive Wirkung
abhängig vom gewählten Regulator.
Es bleibt ein schwieriges Problem, diese Fehler zu bestimmen oder zu minimieren. Eine Mög-

lichkeit bietet das Studium der Ergebnisse beim Hinzunehmen höherer Terme in die Trunkierung.
Wenn die gewählte Trunkierung geeignet ist, sollte der Einfluss höherer Terme gering sein. Eine
geringfügige Änderung bei Hinzunahme bestimmter Terme bietet jedoch keine Garantie, dass es
nicht andere Terme mit starkem Einfluss geben kann.
Eine andere Möglichkeit die Verlässlichkeit einer Trunkierung zu überprüfen, bildet die Regu-

latorabhängigkeit. Während die volle effektive Wirkung bei k = 0 unabhängig vom gewählten
Regulator ist, gilt das im Allgemeinen nicht mehr für die trunkierte. Physikalische Messwerte soll-
ten jedoch unabhängig vom gewählten Regulator sein. Sollten die Ergebnisse sich stark mit der
Wahl des Regulators verändern, weist das auf eine ungeeignete Trunkierung hin. Die Stärke bei
einer Veränderung des Regulators kann als Maß für die Güte einer Trunkierung verwendet werden.
Ebenso lässt sich die Regulatorabhängigkeit ausnutzen, um den Renormierungsgruppenfluss einer

gegebenen Theorie zu optimieren. Der Fluss ist optimiert, wenn die Ergebnisse der physikalischen
7s. z. B. [39, 40].
8s. Anhang A.1.
9Es gelte die Einsteinsche Summenkonvention, dass über gleichnamige Indizes summiert wird.
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2.2. Kritisches Verhalten und Fixpunkte

Abbildung 2.2.: Schematische Darstellung der Renormierungsgruppentrajaktorie im Raum der beiden
Kopplungen g1 und g2. Schwarz ist der Fluss der vollen mittleren effektiven Wirkung, rot der der trunkierten
dargestellt. Die gestrichelten Linien entsprechen Flüssen mit anderen Regulatoren. Quelle: [32].

Messwerte möglichst nahe an den tatsächlichen Werten liegen. Die zugehörige Trajektorie im Raum
aller Theorien beschreibt den kürzesten Weg zwischen der UV-Theorie bei k = Λ und der vollen
Theorie bei k = 0 [41, 42].

2.2.2. Bestimmung der Betafunktionen

Für einen trunkierten Ansatz erhält man in der Wirkung vor jedem Term Kopplungskoeffizienten
gi, die in einem Vektor g zusammengefasst werden können. Wird der Theorieraum durch die Feld-
operatoren aufgespannt, so kann man die Kopplungskoeffizienten als die zugehörigen Koordinaten
betrachten.
Die Änderung der Kopplungskoeffizienten mit der Renormierungsgruppenzeit wird durch die

sogenannten Betafunktionen oder Gell-Mann-Low-Gleichungen beschrieben:

∂tg =: β(g). (2.33)

Bei der Untersuchung einer bestimmten Theorie ist man häufig an der konkreten Form der Be-
tafunktionen interessiert, aus denen man dann auch die Fixpunkte extrahieren kann. Zu deren
Bestimmung schreibt man die Wetterich-Gleichung (2.31) geeigneterweise in der folgenden Form:

∂tΓk[φ] = 1
2 STr

[
∂̃t ln

(
Γ(1,1)
k [φ] +Rk

)]
. (2.34)

Die Ableitung ∂̃t beschreibt eine Skalenableitung, die nur auf die k-Abhängigkeit der Regulator-
funktion wirkt. Formal lässt sie sich schreiben als

∂̃t :=
∫ ddp

(2π)d
∂Rk(p)
∂t

δ

δRk(p)
. (2.35)
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2. Grundlagen

Es erweist sich als technisch günstig den inversen, regularisierten Propagator
(
Γ(1,1)
k [φ] +Rk

)
in

die feldunabhängige Propagatormatrix Pk, die auch den Regulatorterm enthält, und die feldabhän-
gige Fluktuationsmatrix Fk zu zerlegen:

Γ(1,1)
k [φ] +Rk = Pk + Fk. (2.36)

Damit kann man die Wetterich-Gleichung in der Form (2.34) gemäß folgender Vorschrift nach
Potenzen des feldabhängigen Anteils entwickeln:

∂tΓk = 1
2 STr

[
∂̃t ln (Pk + Fk)

]
= 1

2 STr
[
∂̃t lnPk

]
− 1

2

∞∑
n=1

{(−1)n

n
STr

[
∂̃t
(
P−1
k Fk

)n]}
= 1

2 STr
[
∂̃t lnPk

]
+ 1

2 STr
[
∂̃t
(
P−1
k Fk

)]
− 1

4 STr
[
∂̃t
(
P−1
k Fk

)2
]
± . . .

(2.37)

Mit Hilfe dieser Entwicklung lässt sich die rechte Seite der Wetterich-Gleichung als Summe von
Potenzen der Feldoperatoren ausdrücken. Setzt man auf der linken Seite den Ansatz ein, so liefert
ein Koeffizientenvergleich die Betafunktionen (2.33). Alternativ kann man auch geeignete Projek-
tionsvorschriften verwenden (vgl. Abschnitt 4.2).

2.2.3. Fixpunkte

Die Fixpunkte einer Theorie sind dadurch definiert, dass sich die Theorie an diesem Punkt im
Theorieraum unter einer Renormierungsgruppentransformation nicht ändert. D. h. die zugehörige
Theorie ist skaleninvariant.
Im Rahmen einer gewählten Trunkierung kann ein Fixpunkt stets durch einen Vektor g∗ der

Kopplungskoeffizienten dargestellt werden. Ein Fixpunkt ist dadurch gekennzeichnet, dass dort die
Betafunktionen verschwinden:

β(g∗) = ∂tg
∣∣
g∗

= 0. (2.38)

Linearisiert man die Betafunktion in der Nähe des Fixpunkts, so erhält man die Stabilitätsmatrix
Bij :

βi := ∂tgi = Bij(gj − g∗j ) +O((gj − g∗j )2), mit Bij := ∂βi
∂gj

∣∣∣∣
g=g∗

. (2.39)

Diagonalisiert man die Stabilitätsmatrix, so ergeben die negativen Eigenwerte die sogenannten
kritischen Exponenten ΘI :

BijV
I
j = −ΘIV I

i . (2.40)

Die zugehörigen (Rechts-)Eigenvektoren V I kennzeichnen die Richtungen des Renormierungsgrup-
penflusses (RG-Richtungen) in der Nähe des Fixpunkts.
Die kritischen Exponenten erlauben nun eine Charakterisierung der physikalischen Parameter

der entsprechenden skaleninvarianten Theorie. Für die Kopplungen erhält man folgende Lösung
der Flussgleichungen im linearisierten Fixpunktgebiet [31]:

gi = g∗i +
∑
I

CIV I
i

(
k0
k

)ΘI

. (2.41)

Die Integrationskonstanten CI definieren die Anfangsbedingungen bei der Referenzskala k0. An-
hand des Vorzeichens des kritischen Exponenten klassifiziert man die zugehörige Richtung:
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2.2. Kritisches Verhalten und Fixpunkte

• irrelevante Richtungen, ΘI < 0: Die Richtung ist im Infraroten (k → 0) unterdrückt und
spielt damit für die makroskopische Physik keine Rolle10.

• relevante Richtungen, ΘI > 0: Die Richtung wächst zum Infraroten hin an und bestimmt
somit die makroskopische Physik.

• marginale Richtung, ΘI = 0: Das konkrete Verhalten dieser Richtung wird durch Terme
höherer Ordnung in der Entwicklung um den Fixpunkt bestimmt.

Die Anzahl der relevanten Richtungen legt die Anzahl der physikalischen Parameter fest, die be-
stimmt werden müssen, um eine makroskopische Theorie eindeutig zu beschreiben. Eine Theorie
hat Vorhersagekraft, wenn diese Anzahl endlich ist.
Die konkrete Lage der Fixpunkte hängt vom Renormierungsschema, also dem gewählten Cutoff

und dem Regulator, ab und kann somit keine physikalische Information enthalten. Die Existenz
eines Fixpunkts und seine kritischen Exponenten sind jedoch davon unabhängig.
Man unterscheidet drei Arten von Fixpunkten [32]:

• Stabile Fixpunkte: Es sind alle ΘI < 0. Theorien, die im Einzugsbereich dieses Fixpunkts
starten, nähern sich diesem in Richtung Infrarot immer mehr an, er ist IR-attraktiv. Dazu
gehört insbesondere der Gauß’sche Fixpunkt g∗ = 0, der mit O bezeichnet werden soll. Er
kennzeichnet die freie Theorie ohne Wechselwirkung.

• Instabile Fixpunkte: Es sind alle ΘI > 0. Theorien, die im Einzugsbereich dieses Fixpunkts
starten, entfernen sich in Richtung IR immer weiter von ihm, er ist IR-repulsiv.

• Generische Fixpunkte: Es gibt sowohl Richtungen mit ΘI > 0 als auch ΘI < 0. Besonders
interessant sind die Fixpunkte mit genau einer relevanten Richtung, da die zugehörigen Theo-
rien durch die Festlegung eines einzigen physikalischen Parmeters eindeutig charakterisiert
sind. Generische Fixpunkte bestimmen auch die Phasengrenzen zwischen den Bereichen mit
unterschiedlichem Infrarotverhalten.

Eine solche Grenze bezeichnet man als Separatrix, sie stellt im Allgemeinen eine Hyperfläche dar,
deren Dimension geringer ist als die des Theorieraums. Sie verläuft von einem generischen Fixpunkt
zu einem anderen oder ins Unendliche. Auf den beiden Seiten erhält man ein unterschiedliches
Attraktivitätsverhalten, der Fluss entfernt sich in unterschiedliche Richtungen von der Separatrix.

10Kleine Impulse k sind über die Fouriertransformation mit großen Längenskalen verknüpft.
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3. Das verallgemeinerte Gross-Neveu-Modell

Den Ausgangspunkt der Untersuchungen stellt das Gross-Neveu-Modell [25, 31] in d = 2+1 Raum-
zeitdimensionen dar. Es beschreibt die Quantenfeldtheorie von Nf Flavors relativistischer, mas-
seloser Femionen. Das Modell ist in drei Raumzeitdimensionen nicht eindeutig definiert. Es gibt
eine Darstellung mit zweikomponentigen Weyl-Spinoren [43, 44], sowie eine mit vierkomponenti-
gen Dirac-Spinoren [31], beide werden als „Gross-Neveu-Modell“ bezeichnet. In Anlehnung an [15]
sollen hier vierkomponentige Spinoren verwendet werden, die die Felder beschreiben, die zu den
elektronische Moden in der Nähe der beiden unterschiedlichen Dirac-Punkte gehören. Folglich soll
auf die Darstellung in [31] Bezug genommen werden. Die zugehörige euklidische Wirkung lautet:

S[ψ̄, ψ] =
∫

ddx
{ Nf∑
a=1

ψ̄ai/∂ψa + ḡ

2Nf

Nf∑
a,b=1

(ψ̄aψa)(ψ̄bψb)
}

=:
∫
x

{
ψ̄i/∂ψ + ḡ

2Nf
(ψ̄ψ)2

}
. (3.1)

Es ist /∂ := γµ∂µ mit den unten definierten Gammamatrizen, ḡ bezeichnet eine dimensionsbehaftete
Kopplungskonstante. Die oberen lateinischen Indizes a, b, c, . . . nummerieren den Flavor der Fer-
mionen von 1 bis Nf. Es wurde die Abkürzung

∫
x :=

∫
ddx für das Integral über die d-dimensionale

Euklidische Raumzeit verwendet. Im Folgenden soll die Einsteinsche Summenkonvention verwendet
werden, d. h., bei doppelt vorkommenden Indizes ist damit implizit die zugehörige Summe gemeint.

3.1. Herleitung aus Symmetrieprinzipien
Gesucht ist die maximale Erweiterung dieser Wirkung, die die gleichen Symmetrien erfüllt, wie die
Wirkung des Gross-Neveu-Modells. Alle Terme mit der gleichen Symmetrie können prinzipiell durch
den Renormierungsgruppenfluss erzeugt werden. Insbesondere wollen wir ein Modell konstruieren,
das eine UL(Nf)⊗UR(Nf)-Symmetrie erfüllt.

3.1.1. Klassifikation der Operatoren
Um die zugehörigen Operatoren zu klassifizieren, führen wir zunächst eine Darstellung der Dirac-
Algebra1

{γµ, γν} = 2δµν1dγ (3.2)

ein2. Dabei ist 1dγ die dγ×dγ Einheitsmatrix, wobei dγ die Dimension der Dirac-Algebra bezeichnet.
In unserem Fall mit vierkomponentigen Dirac-Spinoren ist dγ = 4 und wir wählen eine reduzible
4× 4 Darstellung für die Gammamatrizen, konkret die sog. chirale Darstellung:

γµ = σ2 ⊗ σµ =
(

0 −iσµ
iσµ 0

)
, µ = 1, 2, 3. (3.3)

{σµ}µ=1,2,3 bezeichnen die Paulimatrizen, die die Eigenschaft σµσν = δµνσ0+iεµντστ erfüllen, wobei
µ, ν, τ = 1, 2, 3 und σ0 = 12 die 2 × 2-Einheitsmatrix ist. Die unteren griechischen Lorenzindizes

1s. auch Anhang B
2Mit der geschweiften Klammer wird der Antikommutator bezeichnet {A,B} := AB +BA.
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3.1. Herleitung aus Symmetrieprinzipien

µ, ν, . . . bezeichnen die Raumzeitdimension, 1 und 2 stehen für die räumlichen, 3 für die zeitliche
Komponente.
Es gibt zwei weitere 4× 4 Matrizen, die mit allen γµ und untereinander antikommutieren:

γ4 = σ1 ⊗ σ0 =
(

0 12
12 0

)
und γ5 = γ1γ2γ3γ4 = σ3 ⊗ σ0 =

(
12 0
0 −12

)
. (3.4)

Zusammen mit3

14, γµν := i
2 [γµ, γν ] für µ < ν, iγµγ4, iγµγ5, γ45 := iγ4γ5 (3.5)

bilden diese 16 Matrizen eine vollständige Orthogonalbasis der 4× 4 Dirac-Algebra:

(γA)A=1,...,16 = (14, γµ, γ4, γµν , iγµγ4, iγµγ5, γ45, γ5). (3.6)

Denn mit den Spuridentitäten (B.5 . . . B.12) lässt sich leicht zeigen:

〈γA|γB〉 := Tr(γAγB) = 4δAB. (3.7)

d. h., die einzelnen Basiselemente sind paarweise orthogonal und damit linear unabhängig. Da die
Dimension der 4 × 4 Dirac-Algebra gerade 16 ist, bilden diese 16 linear unabhängigen Elemente
folglich eine vollständige Basis mit der Vollständigkeitsrelation

1
4

16∑
A=1

(γA)ab(γA)cd = δadδbc. (3.8)

Damit lassen sich alle Wechselwirkungensterme, die aus vierkomponentigen Dirac-Spinoren ψ und
ψ̄ aufgebaut werden, aus Bausteinen der Form ψ̄γAψ zusammensetzen. Ein solcher Baustein be-
schreibt die Wechselwirkung zwischen zwei Fermionen, Wechselwirkungsterme für vier Fermionen
erhält man aus dem Produkt zweier solcher Terme, Wechselwirkungen mit mehr Fermionen ent-
sprechend aus höheren Produkten.
Das Analogon zur Hermitezität im Minkowskiraum ist im Euklidischen die Osterwalder-Schrader-

Positivität [45]. Wir fordern, dass unsere Theorie diese erfülle und verlangen dazu, dass die Wir-
kung unter einer verallgemeinerten komplexen Konjugation invariant bleibt. Dabei ist der Dirac-
konjugierte Spinor wie folgt definiert: ψ̄ := −iψ†γ3. Gleichzeitig ist damit eine Vorzeichenumkehr
der Zeitkoordinate x3 verbunden (vgl. Anhang A.2).4
Zur Zerlegung der Spinoren in einen rechts- und einen linkshändigen Anteil definieren wir folgende

chirale Projektoren:
PL := 1

2(14 + γ45), PR := 1
2(14 − γ45). (3.9)

Diese Projektoren wurden gewählt, da die Matrix γ45 laut [15] für Graphen eine besondere Rolle
spielt, indem sie den Generator der Translationssymmetrie auf dem Honigwabengitter darstellt.
Die Projektoren erfüllen die Eigenschaften:

P 2
L = PL, P 2

R = PR, (3.10)
PLPR = PRPL = 0, (3.11)

PL + PR = 14, (3.12)

P †L = PL, P †R = PR. (3.13)
3Die eckige Klammer bezeichnet den Kommutator: [A,B] := AB −BA.
4Eine ausführliche Diskussion der Konventionen findet man in [46].
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3. Das verallgemeinerte Gross-Neveu-Modell

Mit diesen lassen sich die Dirac-Spinoren ψ in links- und rechtshändige Weyl-Spinoren ψL und ψR
zerlegen:

ψL = PLψ, ψ̄L = ψ̄PL, (3.14)
ψR = PRψ, ψ̄R = ψ̄PR. (3.15)

Wir forden eine chirale UL(Nf)⊗UR(Nf)-Symmetrie, die zugehörigen Feldtransformationen wir-
ken unabhängig auf den links- bzw. rechtshändigen Anteil:

UL(Nf) : ψaL 7→ ψaL
′ = UabL ψbL, ψ̄aL 7→ ψ̄aL

′ = ψ̄bL(U †L)ba, UL ∈ U(Nf), (3.16)

UR(Nf) : ψaR 7→ ψaR
′ = UabR ψbR, ψ̄aR 7→ ψ̄aR

′ = ψ̄bR(U †R)ba, UR ∈ U(Nf). (3.17)

Bei den Matrizen UL und UR handelt es sich um unitäre Matrizen, es gilt also:

(U †L)baUacL = (U †R)baUacR = δbc. (3.18)

Als Spezialfall erhält man die kontinuierliche chirale Symmetrie U45(1):

ψa 7→ ψa′ = eiαγ45ψa, (3.19)
ψ̄a 7→ ψ̄a′ = ψ̄ae−iαγ45 . (3.20)

Diese Vektortransformation erhält man für UabL = eiαδab und UabR = e−iαδab.
Die Basiselemente aus (3.6) sollen nun gemäß ihrer Vertauschbarkeit mit γ45 klassifiziert werden.

Zum einen gibt es Basiselemente, die mit γ45 kommutieren. Sie sollen in der Menge OK zusammen-
gefasst werden, so dass gilt: [OK, γ45] = 0. Diese Beziehung wird von folgenden Operatoren erfüllt:

OK = {14, γµ, γµν , γ45}. (3.21)

Zum anderen gibt es Basiselemente, die mit γ45 antikommutieren. Diese sollen unter der Menge
OAK zusammengefasst werden, {OAK, γ45} = 0, und sind wie folgt gegeben:

OAK = {γ4, iγµγ4, iγµγ5, γ5}. (3.22)

Da γ45 mit jeder einzelnen Gammamatrix entweder vertauscht oder antivertauscht, gilt das auch
für Produkte der Matrizen, so dass sich alle Basiselemente in genau eine dieser beiden Mengen
einordnen lassen.
Da sich die Projektoren PL und PR nur im Vorzeichen von γ45 unterscheiden gelten folgende

Identitäten:

OKPL/R = PL/ROK, (3.23)
OAKPL/R = PR/LOAK. (3.24)

Auf Grund der Orthogonalität der Projektoren (3.11) folgt:

ψ̄LOKψR = ψ̄LOKψR = 0, (3.25)
ψ̄LOAKψL = ψ̄ROAKψR = 0. (3.26)

Weiterhin gilt
γ45PL/R = ±PL/R. (3.27)
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3.1. Herleitung aus Symmetrieprinzipien

Das motiviert folgende Definition

sgn(Y ) :=
{

+1, für Y = L,
−1, für Y = R,

(3.28)

und impliziert

γ45ψY = sgn(Y )ψY , (3.29)
γ4ψY = i sgn(Y )γ5ψY , (3.30)
γ5ψY = −i sgn(Y )γ4ψY . (3.31)

Weiterhin gilt
γ45γµν = γµνγ45 = −εµναγα, (3.32)

wie man durch Fallunterscheidung zeigen kann. Das führt zur Identität

γµνψY = − sgn(Y )εµναγαψY . (3.33)

Aus den Gleichungen (3.25, 3.26) folgt mit (3.12):

ψ̄aOKψ
a = (ψ̄aL + ψ̄aR)OK(ψaL + ψaR)

= ψ̄aLOKψ
a
L + ψ̄aROKψ

a
R,

(3.34)

ψ̄aOAKψ
a = (ψ̄aL + ψ̄aR)OAK(ψaL + ψaR)

= ψ̄aLOAKψ
a
R + ψ̄aROAKψ

a
L.

(3.35)

3.1.2. Zwei-Fermi-Terme

Für das Verhalten der einzelnen Summanden aus den Gleichungen (3.34, 3.35) unter einer UL(Nf)⊗
UR(Nf)-Symmetrietransformation (3.16, 3.17) erhält man:

ψ̄aL
′OKψ

a
L
′ = ψ̄bL(U †L)baOKU

ac
L ψcL = ψ̄aLOKψ

a
L. (3.36)

Der Operator OK wirkt nur auf die Spinorindizes, jedoch nicht auf die Flavorindizes a, b, c, so
dass die komplexe Zahl UacL an ihm vorbeigezogen werden kann. Mit Gleichung (3.18) erhält
man dann obige Transformationseigenschaft. Diese besagt, dass der Term ψ̄aLOKψ

a
L invariant unter

UL(Nf) ⊗ UR(Nf)-Symmetrietransformationen ist. Analog gilt das für den Term ψ̄aROKψ
a
R. Damit

ist insbesondere auch der kinetische Term

ψ̄ai/∂ψa = ψ̄aLiγµ∂µψaL + ψ̄aRiγµ∂µψaR (3.37)

invariant, da es sich um eine globale Symmetrie mit konstanten Matrizen UL und UR handelt, die
folglich mit der Ableitung ∂µ vertauschen.
Die Terme, die einen der Operatoren OAK enthalten, transformieren wie folgt:

ψ̄aL
′OAKψ

a
R
′ = ψ̄bL(UL

†)baOAKUR
acψcR = ψ̄bL(UL

†)baUR
acOAKψ

c
R. (3.38)

Im Allgemeinen gilt (U †L)baUacR , δbc, da UL und UR voneinander unabhängige Transformations-
matrizen sind. Demzufolge sind die Terme ψ̄aLOAKψ

a
R und analog ψ̄aROAKψ

a
L nicht invariant unter

UL(Nf)⊗UR(Nf)-Symmetrietransformationen.
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3. Das verallgemeinerte Gross-Neveu-Modell

Auf dem Niveau der Weyl-Spinoren verbleiben also die Zwei-Fermi-Terme mit den Operatoren
OK als Invarianten der Transformation. Auf Grund der Gleichungen (3.29, 3.33) sind diese jedoch
nicht voneinander unabhängig, vielmehr stimmen die Terme mit OK = γ45 mit denen mit OK = 14,
sowie die mit OK = γµν mit denen mit OK = γµ bis auf einen Vorfaktor überein. Als unabhängige
Zwei-Fermi-Terme auf Weyl-Spinorniveau verbleiben die acht Terme: ψ̄aLψaL, ψ̄aLγµψaL, µ = 1 . . . 3
und die gleichen Terme mit der Struktur R-R.
Für die Terme auf Dirac-Spinorniveau gilt:

ψ̄a′OKψ
a′(3.34)= ψ̄aL

′OKψ
a
L
′ + ψ̄aR

′OKψ
a
R
′

(3.36)= ψ̄aLOKψ
a
L + ψ̄aROKψ

a
R

= ψ̄aOKψ
a.

(3.39)

Die Terme ψ̄aOKψ
a sind invariant unter UL(Nf)⊗ UR(Nf)-Symmetrietransformationen. Sie lassen

sich unter Benutzung der Gleichungen (3.29, 3.33) wie folgt in Weyl-Spinoren zerlegen:

ψ̄aψa = ψ̄aLψ
a
L + ψ̄aRψ

a
R, (3.40)

ψ̄aγ45ψ
a = ψ̄aLψ

a
L − ψ̄aRψaR, (3.41)

ψ̄aγµψ
a = ψ̄aLγµψ

a
L + ψ̄aRγµψ

a
R, (3.42)

ψ̄aγµνψ
a = −εµνα(ψ̄aLγαψaL − ψ̄aRγαψaR). (3.43)

Dabei ist jeweils jeder einzelne Summand invariant. Terme der Form ψ̄aOAKψ
a transformieren wie

folgt:

ψ̄a′OAKψ
a′(3.35)= ψ̄aL

′OAKψ
a
R
′ + ψ̄aR

′OAKψ
a
L
′

(3.38)= ψ̄bL(U †L)baUacR OAKψ
c
R + ψ̄bR(U †R)baUacL OAKψ

c
L.

(3.44)

Da im Allgemeinen (U †L)baUacR , δbc, (U †R)baUacL , δbc, sind die Terme ψ̄aOAKψ
a nicht invariant

unter UL(Nf)⊗UR(Nf)-Symmetrietransformationen.
Nun soll zusätzlich zur UL(Nf)⊗UR(Nf)-Symmetrie eine diskrete chirale Z2-Symmetrie sowie Pa-

ritätssymmetrie gefordert werden5, da diese ebenfalls vom Gross-Neveu-Modell (3.1) erfüllt werden.
Die diskrete chirale Z2-Symmetrie lautet:

Z5
2 : ψa 7→ ψa′ = γ5ψ

a, ψ̄a 7→ ψ̄a′ = −ψ̄aγ5. (3.45)

Die Paritätssymmetrie P ist gemäß [21] gegeben durch

P : ψa(x) 7→ ψa′(x) = Pζψ
a(x̂), ψ̄a(x) 7→ ψ̄a′(x) = ψ̄a(x̂)P †ζ . (3.46)

In zwei räumlichen Dimensionen wird bei der Paritätstransformation nur eine räumliche Korrdi-
nate invertiert, sonst wäre es eine Rotation [47]. Es gelte folgende Vorschrift: x = (x1, x2, x3) 7→
(−x1, x2, x3) =: x̂. Bei Pζ handelt es sich um eine unitäre Matrix P †P = 1, die durch

Pζ = 1
2 [(1 + ζ)γ1γ4 + i(1− ζ)γ1γ5] mit |ζ| = 1 (3.47)

gegeben ist. Das Verhalten der unter UL(Nf) ⊗ UR(Nf)-Symmetrie invarianten Zwei-Fermi-Dirac-
Termen ist in Tabelle 3.1 angegeben.

5Weitere Symmetrien wie die Ladungskonjugation C und die Zeitumkehr T , die das Gross-Neveu-Modell ebenfalls
erfüllt, werden hier aus Gründen der Zweckmäßigkeit nicht zusätzlich betrachtet. Die beiden oben geforderten
Symmetrien werden bereits von keinem der Zwei-Fermi-Terme erfüllt, so dass sie ausreichen, um alle Massenterme
auszuschließen.
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3.1. Herleitung aus Symmetrieprinzipien

Z5
2 P

ψ̄aψa −ψ̄aψa ψ̄aψa

ψ̄aγ45ψ
a ψ̄aγ45ψ

a −ψ̄aγ45ψ
a

ψ̄aγµψ
a ψ̄aγµψ

a ψ̄aγ̂µψ
a

ψ̄aγµνψ
a −ψ̄aγµνψa ψ̄aγ̂µνψ

a

Tabelle 3.1.: Eigenschaften von Zwei-Fermi-Termen unter diskreten Transformationen. Für die Paritäts-
transformation sind die Argumente der transformierten Felder x̂ = (−x1, x2, x3). Es gilt γ̂µ = (−γ1, γ2, γ3)
und γ̂µν = (−γ12,−γ13, γ23).

Man erkennt, dass es keinen Zwei-Fermi-Term gibt, der unter allen geforderten Symmetrietrans-
formationen invariant ist. Demzufolge können in der Wirkung, die diese Symmetrien erfüllt keine
Massenterme auftreten. Deshalb sollen sie im Folgenden nicht weiter diskutiert werden.
Wegen ∂̂µ = ∂

∂x̂µ
= (− ∂

∂x̂1
, ∂
∂x̂2

, ∂
∂x̂3

), gilt ∂̂µγ̂µ = ∂µγµ, so dass der kinetische Term ψ̄ai/∂ψa
invariant unter allen Transformationen ist.

3.1.3. Vier-Fermi-Terme

Zur Konstruktion von Vier-Fermi-Termen aus Zwei-Fermi-Termen gibt es zwei prinzipielle Mög-
lichkeiten: Terme mit Singulett-Flavorstruktur (ψ̄aOψa)(ψ̄bQψb) oder mit Dublett-Flavorstruktur6

(ψ̄aOψb)(ψ̄bQψa). Beide Schreibweisen der Wechselwirkungsterme sind über die Fierztransforma-
tion miteinander verknüpft (s. Anhang C.1).
Um durch Produktbildung invariante Terme zu erhalten, ist es sinnvoll entweder zwei bzgl. einer

bestimmten Symmetrie invariante Zwei-Fermi-Terme zu einem Vier-Fermi-Term zu verbinden, so
dass das Produkt ebenfalls invariant ist oder zwei invariante Terme miteinander zu multiplizieren
in der Hoffnung, dass das Produkt invariant wird. Nicht invariant ist in jedem Fall das Produkt
aus einem invarianten und einem nicht invarianten Term.

Terme mit Singulett-Flavorstruktur

Für die Terme mit Singulett-Flavorstruktur heißt das, dass die Operatoren O und Q entweder beide
aus OK oder beide aus OAK stammen müssen, da die zugehörigen Zwei-Fermi-Terme invariant bzw.
nicht invariant unter UL(Nf)⊗UR(Nf)-Symmetrietransformationen sind. Damit die Terme zusätz-
lich invariant unter Lorentztransformationen sind, muss stets über die Lorentzindizes summiert
werden.
Für die Terme mit Operatoren aus OK gibt es damit folgende Kombinationsmöglichkeiten:

(ψ̄aOKψ
a)(ψ̄bOKψ

b) =: (ψ̄aOKψ
a)2, (3.48)

(ψ̄aψa)(ψ̄bγ45ψ
b), εµαβ(ψ̄aγµψa)(ψ̄bγαβψb). (3.49)

Fordert man zusätzlich die diskrete chirale Z5
2- und die Paritätssymmetrie, so erkennt man anhand

von Tabelle 3.1, dass die letzten beiden Terme (3.49) unter diesen Transformationen nicht invariant
sind. Für die quadratischen Terme (3.48) gilt das hingegen schon. Da sich die transformierten Terme

6Die Bezeichnung „Dublett“ soll lediglich den Unterschied zur Singulett-Flavorstruktur deutlich machen. Dabei ist
nicht gemeint, dass die Terme als Dublett transformieren. Der Begriff ist stattdessen als „Nicht-Singulett“-Struktur
zu verstehen.
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3. Das verallgemeinerte Gross-Neveu-Modell

in Tabelle 3.1 nur durch das Vorzeichen von den ursprünglichen unterscheiden, ist ihr Quadrat7

unter den diskreten Symmetrien invariant8.
Für die Terme mit den Operatoren aus OAK gilt:

(ψ̄aOAKψ
a)(ψ̄bOAKψ

b) = (ψ̄aLOAKψ
a
R)2 + 2(ψ̄aLOAKψ

a
R)(ψ̄bROAKψ

b
L) + (ψ̄aROAKψ

a
L)2. (3.50)

Laut Gleichung (3.38) ist keiner der Summanden einzeln invariant, sondern sie enthalten stets das
Produkt der Transformationsmatrizen UL und UR, das sich auch in der Summe nicht heraushebt.
Folglich gibt es mit Singulett-Flavorstruktur keine Vier-Fermi-Terme mit Operatoren aus OAK, die
invariant unter UL(Nf)⊗UR(Nf)-Symmetrie sind.
Insgesamt verbleiben vier Vier-Fermi-Terme mit Singulett-Flavorstruktur, die unter allen gefor-

derten Symmetrietransformationen invariant sind und wie folgt gekennzeichnet werden sollen:

S := (ψ̄aψa)2, (3.51)
P := (ψ̄aγ45ψ

a)2, (3.52)
V := (ψ̄aγµψa)2, (3.53)

T := 1
2(ψ̄aγµνψa)2. (3.54)

Die Symbole S, P, T, V stehen für den Skalar-, Pseudoskalar-, Vektor- bzw. Tensorkanal9. Diese
Terme bilden die Singulett-Basis

BS := (S, P, V, T ) (3.55)

im, wie nun festgestellt, vierdimensionalen Theorieraum der Vier-Fermi-Wechselwirkungsterme.

Terme mit Dublett-Flavorstruktur

Hier sollen zunächst nur Terme mit O = Q betrachtet werden. Es wird sich zeigen, dass diese
Betrachtung ausreichend ist. Analog zu den Gleichungen (3.35, 3.34) gilt

ψ̄aOψb =
{
ψ̄aLOψ

b
L + ψ̄aROψ

b
R, für O ∈ OK,

ψ̄aLOψ
b
R + ψ̄aROψ

b
L, für O ∈ OAK.

(3.56)

und es folgt

(ψ̄aOKψ
b)(ψ̄bOKψ

a) =(ψ̄aLOKψ
b
L)(ψ̄bLOKψ

a
L) + 2(ψ̄aLOKψ

b
L)(ψ̄bROKψ

a
R)

+ (ψ̄aROKψ
b
R)(ψ̄bROKψ

a
R),

(3.57)

(ψ̄aOAKψ
b)(ψ̄bOAKψ

a) =(ψ̄aLOAKψ
b
R)(ψ̄bLOAKψ

a
R) + 2(ψ̄aLOAKψ

b
R)(ψ̄bROAKψ

a
L)

+ (ψ̄aROAKψ
b
L)(ψ̄bROAKψ

a
L).

(3.58)

7Für den Vektor- und Tensorterm ψ̄aγµψ
a bzw. ψ̄aγµνψa ist darunter gleichzeitig die Summe über die Lorenzindizes

µ, ν zu verstehen, so dass sich das Vorzeichen jedes einzelnen Summanden aufhebt.
8Gleiches gilt für die Ladungskonjugations C und die Zeitumkehrsymmetrie T da diese auch nur das Vorzeichen der
einzelnen Zwei-Fermi-Terme ändern. Denn dabei handelt es sich um die Multiplikation mit gewissen Produkten
aus Gammamatrizen, die mit den einzelnen Operatoren entweder vertauschen oder antivertauschen, so dass sich
ggf. nur das Vorzeichen ändert. Vgl. auch die Definitionen und Tabellen in [48, 22, 20].

9Der Ternsorterm T wurde mit dem Faktor 1
2 versehen um eine Doppelzählung zu vermeiden. Die Summe über die

Indizes µ und ν läuft laut Konvention für jeden Index von 1 bis 3. Es gilt allerdings γµν = −γνµ, quadriert sind
damit die Summanden unter Vertauschung von µ und ν identisch, unabhängige Elemente der Basis sind jedoch
nur γµν mit µ < ν.
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Es sind gerade diejenigen Terme unter UL(Nf) ⊗ UR(Nf)-Symmetrietransformationen invariant,
bei denen in der Summe über a bzw. b die Felder ψ und ψ̄ jeweils mit gleicher Händigkeit (L
bzw. R) auftreten. D. h., die beiden obigen Terme sind nicht invariant, da sie jeweils Summanden
mit Summen der Art ψbLψ̄bR , ψbL′ψ̄bR ′ enthalten. Allerdings gilt auf Grund der Gleichungen (3.29
. . . 3.33), dass Terme der Form (ψ̄XOψY )(ψ̄WOψV ) bis auf ein Vorzeichen äquivalent zu Termen
(ψ̄XO′ψY )(ψ̄WO′ψV ) sind, sofern die Operatoren wie in Tabelle 3.2 gewählt werden.

O O′ Vorzeichen
γ45 14 sgn(Y ) sgn(V )

}
OK1√

2γµν γµ sgn(Y ) sgn(V )
γ5 γ4 − sgn(Y ) sgn(V )

}
OAKiγµγ5 iγµγ4 − sgn(Y ) sgn(V )

Tabelle 3.2.: Äquivalenz von Termen der Form (ψ̄XOψY )(ψ̄WOψV ) und (ψ̄XO′ψY )(ψ̄WO′ψV ) mit dem
zugehörigen Vorzeichen.

Damit lässt sich der in Gleichung (3.57) nicht invariante Summand 2(ψ̄aLOKψ
b
L)(ψ̄bROKψ

a
R) kom-

pensieren, indem man eine geeignete Linearkombination mit äquivalenten Termen bildet, so dass
er sich in der Summe aufhebt. Es gilt

2(ψ̄aLO′KψbL)(ψ̄bRO′KψaR) = 2 sgn(L) sgn(R)(ψ̄aLOKψ
b
L)(ψ̄bROKψ

a
R)

= −2(ψ̄aLOKψ
b
L)(ψ̄bROKψ

a
R).

(3.59)

Demzufolge hebt sich dieser Term in der Summe (ψ̄aO′Kψb)(ψ̄bO′Kψa)+(ψ̄aOKψ
b)(ψ̄bOKψ

a) gerade
weg. Damit erhält man aus Tabelle 3.2 folgende invarianten Linearkombinationen.

SD :=(ψ̄aψb)(ψ̄bψa) + (ψ̄aγ45ψ
b)(ψ̄bγ45ψ

a)
=2(ψ̄aLψbL)(ψ̄bLψaL) + 2(ψ̄aRψbR)(ψ̄bRψaR),

(3.60)

V D :=(ψ̄aγµψb)(ψ̄bγµψa) + 1
2(ψ̄aγµνψb)(ψ̄bγµνψa)

=2(ψ̄aLγµψbL)(ψ̄bLγµψaL) + 2(ψ̄aRγµψbR)(ψ̄bRγµψaR).
(3.61)

Die Bezeichnung ist ähnlich wie für die Singulett-Flavorstruktur, S steht für Skalar- und V für
Vektorkanal, das hochgestellte D kennzeichnet die Dublett-Flavorstruktur. An der Zerlegung in
Weyl-Spinoren sieht man unmittelbar die Invarianz beider Terme unter UL(Nf)⊗UR(Nf)-Symme-
trietransformationen.
In Gleichung (3.58) sind die Summanden (ψ̄aLOAKψ

b
R)(ψ̄bLOAKψ

a
R) und (ψ̄aROAKψ

b
L)(ψ̄bROAKψ

a
L)

nicht invariant unter UL(Nf)⊗UR(Nf)-Symmetrietransformationen. Sie weisen die Vorzeichenstruk-
tur − sgn(R) sgn(R) = −1 bzw. − sgn(L) sgn(L) = −1 auf. Der invariante Summand
2(ψ̄aLOAKψ

b
R)(ψ̄bROAKψ

a
L) hingegen besitzt die Vorzeichenstruktur − sgn(R) sgn(L) = +1. Demzu-

folge kompensieren sich auch hier die invarianten Terme in der Summe (ψ̄aO′AKψ
b)(ψ̄bO′AKψ

a) +
(ψ̄aOAKψ

b)(ψ̄bOAKψ
a) und man erhält folgende invariante Linearkombinationen

PD :=(ψ̄aγ4ψ
b)(ψ̄bγ4ψ

a) + (ψ̄aγ5ψ
b)(ψ̄bγ5ψ

a)
=4(ψ̄aLγ4ψ

b
R)(ψ̄bRγ4ψ

a
L),

(3.62)

AD :=(ψ̄aiγµγ4ψ
b)(ψ̄biγµγ4ψ

a) + (ψ̄aiγµγ5ψ
b)(ψ̄biγµγ5ψ

a)
=4(ψ̄aLiγµγ4ψ

b
R)(ψ̄bRiγµγ4ψ

a
L).

(3.63)
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3. Das verallgemeinerte Gross-Neveu-Modell

Die Bezeichnungen P und A steht für den Pseudoskalar- bzw. Axialvektorkanal, der Index D für die
Dublett-Flavorstruktur. Die Invarianz unter UL(Nf) ⊗ UR(Nf)-Symmetrietransformationen ergibt
sich unmittelbar aus der Zerlegung in Weyl-Spinoren. Die Invarianz unter den diskreten Symmetrien
wird deutlich, indem man die Terme mit Hilfe der Fierztransformation (s. Anhang C.2) als Summe
von Singulett-Termen schreibt, von denen jeder für sich invariant ist.
Insgesamt erhält man also vier invariante Vier-Fermi-Terme auf Dirac-Spinorniveau mit Dub-

lett-Flavorstruktur. Diese korrespondieren mit den im vorigen Abschnitt gefundenen vier Termen
mit Singulett-Flavorstruktur. Da sich beide Formen mit Hilfe der Fierztransformation aus Anhang
C.2 ineinander umrechnen lassen, bilden auch die Dublett-Terme eine Basis im vierdimensionalen
Vier-Fermi-Theorieraum mit den geforderten Symmetrien. Folglich kann es nicht mehr als vier
voneinander unabhängige Vier-Fermi-Terme mit Dublett-Flavorstruktur geben, die o. g. bilden
bereits eine vollständige Basis. Das rechtfertigt die anfängliche Beschränkung auf Produktterme
mit identischen Operatoren O und Q. Die zugehörige Dublett-Basis, soll wie folgt gekennzeichnet
werden:

BD := (SD, PD, V D, TD). (3.64)

3.2. Ansatz für die mittlere effektive Wirkung

Als Ansatz für die mittlere effektive Wirkung Γk wählt man üblicherweise formal den gleichen An-
satz wie für die klassische Wirkung S, wobei diese alle mit der gewählten Symmetrie vertäglichen
Terme mit bis zu vier fermionischen Feldern enthalten soll. Zusätzlich lässt man skalenabhängige
Kopplungskonstanten g = g(k) zu. Der Skalenabhängigkeit trägt man auch für den kinetischen
Term Rechnung, indem man als Vorfaktor eine im Allgemeinen ebenfalls skalenabhängige Wel-
lenfunktionsrenormierung Zψ = Zψ(k) einführt. Damit im Grenzfall k → Λ wieder die klassiche
Wirkung entsteht (s. Gleichung (2.12)), muss gelten:

lim
k→Λ

Zψ(k) = 1. (3.65)

Als Wechselwirkungsterme sind alle Terme erlaubt, die die geforderten Symmetrien erfüllen.
Damit entfallen laut Abschnitt 3.1.2 alle Zwei-Fermi-Massenterme. Wir wählen als Trunkierung,
dass höchstens Vier-Fermi-Terme zugelassen werden. Demzufolge kommen die Terme (3.51 . . . 3.54)
mit Singulett-Flavorstruktur, bzw. die Terme (3.60 . . . 3.63) mit Dublett-Flavorstruktur in Betracht.
Beide stellen äquivalente Beschreibung des Theorieraums dar. Wir wählen als Standardbasis die
Singulett-Basis BS (3.55) und rechnen fortan bevorzugt in dieser. Als Ansatz für die effektive
Wirkung erhält man damit den folgenden Ausdruck:

Γk[ψ̄, ψ] =
∫

ddx
{
Zψψ̄

ai/∂ψa + ḡS
2Nf

(ψ̄aψa)(ψ̄bψb) + ḡP
2Nf

(ψ̄aγ45ψ
a)(ψ̄bγ45ψ

b)

+ ḡV
2Nf

(ψ̄aγµψa)(ψ̄bγµψb) + ḡT
2Nf

1
2(ψ̄aγµνψa)(ψ̄bγµνψb)

}
=
∫
x

{
Zψψ̄i/∂ψ + ḡS

2Nf
S + ḡP

2Nf
P + ḡV

2Nf
V + ḡT

2Nf
T

}
.

(3.66)

Dabei wird über die Indizes a und b von 1 bis Nf summiert, sowie über µ, ν von 1 bis 3. Der
Ausdruck

∫
x :=

∫
ddx steht für das Integral über die d-dimensionale Euklidische Raumzeit.

Alternativ zu obiger Formulierung der effektiven Wirkung mit Termen mit Singulett-Flavorstruk-
tur, kann man die effektive Wirkung auch aus Termen mit Dublett-Flavorstruktur aufbauen. Die
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3.3. Berechnung der Flussgleichungen

entsprechende effektive Wirkung lautet:

Γk[ψ̄, ψ] =
∫
x

{
Zψψ̄i/∂ψ + ḡD

S
2Nf

SD + ḡD
P

2Nf
PD + ḡD

V
2Nf

V D + ḡD
A

2Nf
AD
}
. (3.67)

Die Fierztransformationen zwischen den Wechselwirkungstermen ist in Anhang C.2 angegeben.
Beide Schreibweisen der Wechselwirkungsterme bilden jeweils eine Basis im Raum der Vier-

Fermi-Terme mit den geforderten Symmetrien. Folglich sind die Gleichungen (3.66) und (3.67)
äquivalente Beschreibungen der gleichen Theorie. Setzt man beide Ansätze gleich, so erhält man
unter Beachtung der Fierztransformationen der Wechelwirkungsterme die Fierztransformationen
der Kopplungskonstanten, die ebenfalls in Anhang C.2 angegeben sind.

3.3. Berechnung der Flussgleichungen

Ausgehend vom Ansatz Gleichung (3.66) lässt sich die Flussgleichung für die gegebene effektive
Wirkung aufstellen. Um diese zu berechnen, soll zunächst die effektive Wirkung (3.66) wie folgt
aufgeteilt werden:

Γk[ψ̄, ψ] := ZψΓZ + ḡS
2Nf

ΓS + ḡP
2Nf

ΓP + ḡV
2Nf

ΓV + ḡT
2Nf

ΓT := ZψΓZ +
4∑
i=1

ḡi
2Nf

Γi. (3.68)

Es gelte folgende Zuordnung:
(ḡi) := (ḡS, ḡP, ḡV, ḡT). (3.69)

Dabei ist
ΓZ =

∫
ddx ψ̄ai/∂ψa. (3.70)

Die Terme ΓS,ΓP,ΓV,ΓT sind dabei alle von der Form

Γi =
∫

ddxBS
i =

∫
ddx (ψ̄aOiψa)(ψ̄bOiψb) mit (Oi) =

(
14, γ45, γµ,

1√
2
γµν

)
. (3.71)

Führt man für alle enthaltenen fermionischen Felder eine Fouriertransformation10 durch, so lautet
dieser Term:

Γi =
∫ 3

pj=1

(
ψ̄a(p1)Oiψa(p2)

) (
ψ̄b(p3)Oiψb(p1 + p3 − p2)

)
. (3.72)

Dabei wurden die Konventionen
∫
p :=

∫ ddp
(2π)d und

∫ n
pj=1

:=
∏n
j=1

∫
pj

verwendet. Die vollständige
effektive Wirkung nach der Fouriertransformation schreibt sich also:

Γk[ψ̄, ψ] = −Zψ
∫
p
ψ̄a(p)/pψa(p) +

∑
i

ḡi
2Nf

Γi. (3.73)

Zur Berechnung der Flussgleichung (2.31) benötigt man nun die zweite funktionale Ableitung

Γ(1,1)
k [φ](p, q) =

−→
δ

δφT(−p)Γk[φ]
←−
δ

δφ(q) . (3.74)

10s. Anhang A.3
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3. Das verallgemeinerte Gross-Neveu-Modell

Dabei ist11

φ(p) :=
(

ψj(p)
ψ̄T
j (−p)

)
:=



ψ1(p)
...

ψNf(p)
ψ̄T

1 (−p)
...

ψ̄T
Nf

(−p)


(3.75)

und
φT(−p) := (ψT

j (−p), ψ̄j(p)) := (ψT
1 (−p), . . . , ψT

Nf(−p), ψ̄1(p), . . . , ψ̄Nf(p)). (3.76)

Man erhält also folgende Form für Γ(1,1)
k :

Γ(1,1)mn
k [ψ̄, ψ](p, q) =

 −→
δ

δψmT(−p)Γk
←−
δ

δψn(q)
−→
δ

δψmT(−p)Γk
←−
δ

δψ̄nT(−q)−→
δ

δψ̄m(p)Γk
←−
δ

δψn(q)
−→
δ

δψ̄m(p)Γk
←−
δ

δψ̄nT(−q)

 . (3.77)

Die enthaltenen Ableitungen sollen bei konstanten Feldern ausgewertet werden. Die Gleichungen
gelten für beliebige Arten der Felder, man kann also den für die Rechnung günstigsten Fall ver-
wenden. Da wir zunächst nur an den Flussgleichungen für die Kopplungskonstanten ḡi interessiert
sind, können wir konstante Felder annehmen, da die Wechselwirkungsterme (im Gegensatz zum
kinetischen Term) keine Ableitungen enthalten. Die Felder sollen im Ortsraum konstant sein, es
gilt also:

ψj(x) = Ψj = konst., ψ̄j(x) = Ψ̄j = konst., ∀j = 1, . . . , Nf, (3.78)
⇔ ψj(p) = Ψj(2π)dδ(d)(p), ψ̄j(p) = Ψ̄j(2π)dδ(d)(p), ∀j = 1, . . . , Nf. (3.79)

Der Regulator Rk wirkt als IR-Cutoff, indem er einen zusätzlichen Massenterm erzeugt. Wir
verlangen daher, dass der Regulator bezüglich der Felder eine Matrixstuktur aufweist, die ähnlich
den üblichen Massentermen zur Propagatormatrix Pk beiträgt (vgl. Gleichung (2.17)) [32, 49].
Außerdem soll er die chirale Symmetrie erhalten. Deshalb verwenden wir den sogenannten spektral
adjustierten Regulator, der diagonal im Impuls- und Flavorraum ist:

Rmnk (p, q) =
(

0 −Zψ/pTrψ
−Zψ/prψ 0

)
δmn(2π)dδ(d)(p− q), (3.80)

mit der dimensionslosen fermionischen Regulator-Formfunktion rψ. Mit den Rechenregeln (A.12,
A.13) ergeben sich dann die folgenden Ergebnisse für die Matrizen Pk und Fk aus Gleichung (2.36):
Γ(1,1)
k +Rk = Pk + Fk,

Pmnk (p, q) =
(

0 −Zψ/pT(1 + rψ)
−Zψ/p(1 + rψ) 0

)
δmn(2π)dδ(d)(p− q), (3.81)

Fmnk (p, q) =
(
Fmn11 Fmn12
Fmn21 Fmn22

)
(2π)dδ(d)(p− q), (3.82)

11Der Übersichtlichkeit halber sind hier die lateinischen Flavorindizes unten an den Feldern notiert.
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3.3. Berechnung der Flussgleichungen

mit

Fmn11 = −
∑
i

ḡi
Nf
OT
i Ψ̄mT Ψ̄nOi, (3.83)

Fmn12 =
∑
i

ḡi
Nf

[
OT
i Ψ̄mTΨnTOT

i − δmn(Ψ̄aOiΨa)OT
i

]
, (3.84)

Fmn21 =
∑
i

ḡi
Nf

[
OiΨmΨ̄nOi + δmn(Ψ̄aOiΨa)Oi

]
, (3.85)

Fmn22 = −
∑
i

ḡi
Nf
OiΨmΨ̄nTOT

i . (3.86)

Es gilt Fmn12 = −(Fmn21 )T. Man erhält weiterhin:

(P−1
k )mn(p, q) = δmn(2π)dδ(d)(p− q)

Zψ(1 + rψ)p2

(
0 −/p
−/pT 0

)
. (3.87)

Bildet man nun die Superspur von (P−1
k Fk)2 um das Ergebnis in die Wetterich-Gleichung in der

Form (2.37) einzusetzen, so ergibt sich:

STr[(P−1
k Fk)

2] =−
∫
p

2V
Z2
ψ(1 + rψ)2p4

∑
i,j

{
ḡiḡj
N2

f

[
(Ψ̄aOj/pOiΨa)2 − (Ψ̄aOi/pOjΨa)(Ψ̄bOj/pOiΨb)

− 2(Ψ̄aOiΨa)(Ψ̄bOj/pOi/pOjΨb) +Nf(Ψ̄aOiΨa)(Ψ̄bOjΨb) Tr(/pOi/pOj)
]}
.

(3.88)

Diese Beziehung gilt für jeden Ansatz der Form (3.68) mit quadratischen Vier-Fermi-Termen mit
allgemeinen Operatoren Oi. Dabei ist V =

∫
ddx das dreidimensionale Raumzeitvolumen. Zur

Auswertung verwendet man die folgende Identität:∫
p
pµpνf(p2) =

∫
p

p2

d
f(p2)δµν . (3.89)

Weiterhin führt man dimensionslose renormierte Kopplungskonstanten ein, gemäß:

gi = Z−2
ψ kd−2ḡi, i = 1, . . . , 4. (3.90)

Dabei gelte folgende Zuordnung:

g := (g1, g2, g3, g4) := (gS, gP, gV, gT). (3.91)

Die Flussgleichung für die Kopplungskonstanten erhält man aus Gleichung (2.37):

∂tΓk = −1
4 STr[∂̃t(P−1

k Fk)
2] + . . . = −1

4 ∂̃t STr[(P−1
k Fk)

2] + . . . (3.92)

Die Ableitung ∂̃t wirkt nur auf die k-Abhängigkeit der Regulatorfunktion Rk, respektive rψ (s.
Gleichung (2.35)) und sie vertauscht mit der Bildung der Superspur STr.
Zum Fluss der Kopplungskonstanten g trägt nur der Term STr[∂̃t(P−1

k Fk)2] bei. Aus der Struk-
tur der Fluktuationsmatrix Fk (3.82 . . . 3.86) wird deutlich, dass dies der einzige Summand in
(2.37) ist, der Terme der Form (ψ̄aOiψa)2 enthalten kann. Da sich die Flussgleichungen der Kopp-
lungskonstanten aus einem Koeffizientenvergleich vor diesen Termen ergeben, genügt es hier die
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3. Das verallgemeinerte Gross-Neveu-Modell

Wetterich-Gleichung in der in Gleichung (3.92) angegebenen Form zu betrachten und die weiteren
Terme aus Gleichung (2.37) zu vernachlässigen.
Weiter gilt:

∂̃t

∫
p

1
p2(1 + rψ)2 = −4vdkd−2`

(F)d
1 (0; ηψ). (3.93)

Dabei ist vd := [2d+1πd/2Γ(d/2)]−1, speziell v3 = (8π2)−1. Die Schwellwertfunktion für Ein-Loop-
Diagramme masseloser Fermionen wird mit `(F)d

1 (0; ηψ) bezeichnet (s. Anhang D), ηψ = −∂t lnZψ
heißt anomale Dimension.
Mit Hilfe der Beziehungen (3.88 . . . 3.93) erhält man durch Einsetzen in Gleichung (3.92) für die

rechte Seite der Flussgleichung den Ausdruck:

∂tΓk
∣∣∣
Ψ

=
2vdV Z2

ψ

N2
f k

d−2 `
(F)d
1 (0; ηψ)

4∑
i=1

BS
i

4∑
j,l=1

gjA
i
jlgl. (3.94)

Als Vier-Fermi-Terme treten nur die im Ansatz (3.66) vorkommenden Basiselemente (BS
i ) =

(S, P, V, T ) auf (ausgewertet bei konstanten Feldern (3.78)), wie die explizite Rechnung zeigt. Das
liegt daran, dass der Ansatz alle mit der Symmetrie verträglichen Singulett-Terme enthält. Die
Symmetrie bleibt unter Renormierungsgruppentransformationen erhalten, d. h., beim Fließen der
mittleren effektiven Wirkung besitzt diese stets nur Terme, die die gegebene Symmetrie erfül-
len. Eventuell auftretende Dublett-Terme können mittels Fierztransformationen12 in Terme mit
Singulett-Struktur transformiert werden. Somit kann man den Fluss auf dem Niveau der gewähl-
ten Trunkierung mit Vier-Fermi-Termen o. B. d. A. stets durch die Singulett-Terme ausdrücken,
da diese eine vollständige Basis im Theorieraum mit der zugehörigen Symmetrie bilden.
Theorien, die diese Eigenschaft erfüllen, bezeichnet man als fierz-vollständig. Für diese Theorien

schreibt sich der Fluss, wie in Gleichung (3.94), andernfalls kommen im Allgemeinen zusätzlicher
Terme hinzu, nämlich alle diejenigen die ebenfalls durch die Symmetrie erlaubt sind. Da im Ansatz
(3.66) alle mit den vorgegeben Symmetrien verträglichen Vier-Fermi-Terme berücksichtigt wurden,
handelt es sich bei der betrachteten Theorie um eine fierz-vollständige.
Für die symmetrischen Koeffizientenmatrizen Aijl erhält man

(A1
jl) =


−dγNf + 2 1 3 3

1 0 0 0
3 0 0 4
3 0 4 0

 , (A2
jl) =


0 1 0 0
1 −dγNf + 2 3 3
0 3 4 0
0 3 0 4

 , (3.95)

(A3
jl) = 1

3


0 0 −1 4
0 0 3 0
−1 3 dγNf + 2 1
4 0 1 0

 , (A4
jl) = 1

3


0 0 4 −1
0 0 0 3
4 0 0 1
−1 3 1 dγNf + 2

 . (3.96)

dγ = 4 ist die Anzahl der Komponenten der Dirac-Fermionen ψ, ψ̄.
Für die linke Seite der Flussgleichung ergibt sich aus dem Ansatz (3.68) für die Auswertung bei

konstanten Feldern (3.78) und dimensionslosen Kopplungen (3.90) folgender Ausdruck:

∂tΓk
∣∣∣
Ψ

=
Z2
ψV

2Nfkd−2

∑
i

[
(2− d− 2ηψ)giBS

i +BS
i ∂tgi

]
. (3.97)

12s. Anhang C
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Es bleibt die linke und die rechte Seite (3.94, 3.97) der Flussgleichung gleichzusetzen. Das Ergebnis
projiziert man auf das Basiselement BS

i , d. h., man führt einen Koeffizientenvergleich vor BS
i durch,

und erhält so die Flussgleichungen für die einzelnen Kopplungskonstanten gi in der Form

∂tgi = (2ηψ + d− 2)gi + 4vd
Nf

`
(F)d
1 (0; ηψ)

∑
j,l

gjA
i
jlgl. (3.98)

Wie in Anhang E gezeigt, gilt für die gewählte Trunkierung Zψ ≡ 1 = konst. und damit
ηψ = −∂t lnZψ ≡ 0. Durch eine erneute Umskalierung der Kopplungskonstanten gemäß

gi 7→ gi/(4vd`
(F)d
1 (0; 0)) (3.99)

entfällt die Regulatorabhängigkeit und die Flussgleichungen lauten nunmehr

∂tgi = (d− 2)gi + 1
Nf

∑
j,l

gjA
i
jlgl (3.100)

3.3.1. Allgemeine Flussgleichungen
Für d = 3 Raumzeitdimensionen ergeben sich aus den konkreten Koeffizientenmatrizen (3.95, 3.96)
mit dγ = 4 folgende Flussgleichungen:

βS = ∂tgS = gS + 1
Nf

[
(−4Nf + 2)g2

S + gS(2gP + 6gV + 6gT) + 8gVgT
]

(3.101)

βP = ∂tgP = gP + 1
Nf

[
(−4Nf + 2)g2

P + gP(2gS + 6gV + 6gT) + 4g2
V + 4g2

T

]
(3.102)

βV = ∂tgV = gV + 1
Nf

[4Nf + 2
3 g2

V + gV

(
−2

3gS + 2gP + 2
3gT

)
+ 8

3gSgT

]
(3.103)

βT = ∂tgT = gT + 1
Nf

[4Nf + 2
3 g2

T + gT

(
−2

3gS + 2gP + 2
3gV

)
+ 8

3gSgV

]
(3.104)

Die Flussgleichungen lassen sich ebenfalls für die Kopplungskonstanten

gD := (gD
1 , g

D
2 , g

D
3 , g

D
4 ) := (gD

S , g
D
P , g

D
V , g

D
A) (3.105)

der fierztransformierten effektiven Wirkung (3.67) aufstellen. Diese gehen aus den zugehörigen
überstrichenen Größen ḡD durch die gleichen Umskalierung wie die Singulett-Kopplungen mit den
Faktoren (3.90) und (3.99) hervor. Die Fierztransformation in Anhang C.2 gilt für gD ebenso
wie für ḡD, da sich dabei um eine lineare Transformation handelt und sich gD nur um skalare
Faktoren von ḡD unterscheidet. Damit erhält man die Flussgleichungen der Dublett-Kopplungen
durch Fierztransformation der obenstehenden. Weil diese etwas komplizierter und nicht besonders
anschaulich sind, soll hier auf ihre Angabe verzichtet werden.

3.3.2. Spezialfall Nf = 1

Für Nf = 1 gibt es keinen Unterschied zwischen den Termen mit Singulett- und Dublett-Flavor-
struktur. Es gilt:

SD = (ψ̄ψ)2 + (ψ̄γ45ψ)2 = S + P, (3.106)

V D = (ψ̄γµψ)2 + 1
2(ψ̄γµνψ)2 = V + T. (3.107)
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3. Das verallgemeinerte Gross-Neveu-Modell

Unter Verwendung der Fierztransformation aus Anhang C.2 erhält man damit für den Fall Nf = 1
folgende zusätzliche Fierzidentität:

T = −3S − 3P − V. (3.108)

Setzt man diese in den Ansatz ein, kann man den Tensorkanal entfernen, so dass der Ansatz nur
noch drei linear unabhängige Terme enthält:

Γk[ψ̄, ψ] =
∫
x

{
Zψψ̄i/∂ψ + ḡS

2Nf
S + ḡP

2Nf
P + ḡV

2Nf
V + ḡT

2Nf
T

}
(3.109)

=
∫
x

{
Zψψ̄i/∂ψ + ḡS − 3ḡT

2Nf
S + ḡP − 3ḡT

2Nf
P + ḡV − ḡT

2Nf
V

}
(3.110)

=:
∫
x

{
Zψψ̄i/∂ψ + ḡF

S
2Nf

S + ḡF
P

2Nf
P + ḡF

V
2Nf

V

}
. (3.111)

Das entspricht einer Transformation auf Kopplungskonstanten13 gF = (gF
S , g

F
P, g

F
V) unter Ausnut-

zung der Fierzidentität für Nf = 1 gemäß

gF
S := gS − 3gT, gF

P := gP − 3gT, gF
V := gV − gT. (3.112)

Für die zugehörigen Beta-Funktionen gilt:

βF
S := ∂tg

F
S = ∂tgS − 3∂tgT = βS − 3βT (3.113)

und analog für βF
P und βF

V. Berechnet man diese, so zeigt sich, dass das Ergebnis tatsächlich unab-
hängig von gT ist, also nur von den angesetzten Kopplungen gF

S , gF
P und gF

V abhängt. Ihre Fluss-
gleichungen lauten14:

βF
S = ∂tg

F
S = gF

S + 2gF
S (−gF

S + gF
P − gF

V), (3.114)
βF

P = ∂tg
F
P = gF

P + 2gF
P(−gF

P + gF
S + 3gF

V) + 4gF
V(gF

V − 2gF
S ), (3.115)

βF
V = ∂tg

F
V = gF

V + 2gF
V

(
gF

V −
5
3g

F
S + gF

P

)
. (3.116)

3.4. Invariante Unterräume
Als invarianten Unterraum des Theorieraums versteht man einen Unterraum, in dem man verbleibt,
wenn man die Kopplungen ausgehend von einem Anfangswert in diesem Unterraum fließen lässt. Es
lässt sich zeigen, dass jede Gerade durch den Ursprung und einen der Fixpunkte in der Trunkierung
mit Vier-Fermi-Termen stets einen invarianten Unterraum des Theorieraums darstellt (s. Abschnitt
3.5.1). Darüber hinaus können jedoch weitere invariante Unterräume existieren.
Bei näherer Betrachtung der Flussgleichungen stellt man fest, dass mindestens sechs offensicht-

liche invariante Unterräume existieren. Man erhält diese dadurch, dass man einige Kopplungen in
der Flussgleichung Null setzt. Werden sie von den anderen Kopplungen nicht erzeugt, d. h., ver-
schwindet die Betafunktion der entsprechenden Kopplungen identisch, so handelt es sich um einen
invarianten Unterraum.
Die hier auftretenden invarianten Unteräume sind:

13Dabei sollen wieder die Umskalierungen (3.90, 3.99) berücksichtigt werden.
14Die Flussgleichungen (3.114 . . . 3.116) sind völlig analog zu den Gleichungen (71 . . . 73) in [15, Kap. IV.C.], wenn

man die Transformationen gD2 = gF
P − 2gF

V, gC1 = gF
S − gF

V und gα = −gF
V verwendet und die unterschiedliche

Skalierung beachtet (zusätzlicher Faktor −3).
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3.4. Invariante Unterräume

1. g = (gS, 0, 0, 0): Der Raum der nur aus der Gross-Neveu-Wirkung gebildet wird. Die zugehö-
rige Theorie wird durch das Gross-Neveu-Modell beschrieben [31]. Er soll als Gross-Neveu-
Unterraum oder Unterraum gS bezeichnet werden.

2. g = (0, gP, 0, 0): Raum in dem nur die Pseudoskalar-Wechselwirkung auftritt. Bezeichung:
Unterraum gP

3. g = (gS, gP, 0, 0): invarianter Unterraum aus Skalar- und Pseudoskalarkopplung. Bezeichnung:
Raum gS-gP

4. g = (0, gP, gV, 0): invarianter Unterraum aus Pseudoskalar- und Vektorkopplung. Dieser ent-
spricht dem vervollständigten Modell, das die gleichen Symmetrien wie das Thirring-Modell
besitzt, wie es in [20, Kap. 4] beschrieben wird. Er soll im Folgenden als thirring-artiger Raum
bzw. Raum gP-gV bezeichnet werden.

5. g = (0, gP, 0, gT): invarianter Unterraum aus Pseudoskalar- und Tensorkopplung. Bezeich-
nung: Raum gP-gT.

6. gD = (gD
S , 0, gD

V , 0): Dieser invariante Unterraum zeigt sich in der vollständig fierztransfor-
mierten Basis BD. Setzt man in dieser die Kopplungen gD

P = gD
A = 0 so erhält man den

invarianten Unterraum gD
S -gD

V .

Die ersten beiden Fälle sind eindimensional und entsprechen dem Typ Unterraum, der durch die
Verbindungsgerade zwischen Ursprung und einem Fixpunkt gebildet wird. Da sie außerdem beide
im Raum gS-gP enthalten sind, sowie der Unterraum gP auch in den anderen beiden anderen
Unterräumen, sollen sie im Folgenden nicht gesondert betrachtet werden.
In den einzelnen Unterräumen vereinfachen sich die nichtverschwindenden Flussgleichungen in

folgender Weise:

• zu 3.: Raum gS-gP:-gv

βS = ∂tgS = gS + 1
Nf

[
(−4Nf + 2)g2

S + 2gSgP
]

(3.117)

βP = ∂tgP = gP + 1
Nf

[
(−4Nf + 2)g2

P + 2gPgS
]

(3.118)

• zu 4.: Raum gP-gV
15:

βP = ∂tgP = gP + 1
Nf

[
(−4Nf + 2)g2

P + 6gPgV + 4g2
V

]
(3.119)

βV = ∂tgV = gV + 1
Nf

[4Nf + 2
3 g2

V + 2gPgV

]
(3.120)

• zu 5.: Die Gleichungen für den Raum gP-gT sind exakt die gleichen, wie für den Raum gP-gV
(3.119, 3.120), wenn man überall gV durch gT ersetzt. Folglich sind auch die Fixpunkte und
alle anderen Ergebnisse völlig analog zum Raum gP-gV, so dass im Folgenden nur dieser
untersucht werden soll. Die Ergebnisse für den Raum gP-gT erhält man dann, indem man die
Werte für gV denen für gT zuordnet.

15Diese Flussgleichungen sind identisch mit den Gleichungen (4.36, 4.37) in [20, Kap. 4] unter Beachtung der um den
Faktor 4 unterschiedlichen Skalierung.
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3. Das verallgemeinerte Gross-Neveu-Modell

• zu 6.: Hier müssen sowohl die Kopplungskonstanten als auch die Beta-Funktionen in die
fierztransformierte Basis umgerechnet werden. Das Ergebnis lautet:

βD
S = ∂tg

D
S = gD

S + 1
−gvNf

[
−5(gD

S )2 + (4Nf − 6)gD
S g

D
V + (4Nf + 3)(gD

V)2
]

(3.121)

βD
V = ∂tg

D
V = gD

V + 1
3Nf

[
(2Nf − 7)(gD

S )2 + (8Nf − 10)gD
S g

D
V + (14Nf − 7)(gD

V)2
]

(3.122)

3.5. Untersuchung der Fixpunkte
Aus den Flussgleichungen erhält man die Fixpunkte durch Nullsetzen aller Betafunktionen

βi := ∂tgi = 0 ∀i. (3.123)

Jeder Fixpunkt beschreibt damit einen Punkt im Theorieraum, an dem die zugehörige Theorie
skaleninvariant ist. Der Fluss verändert die Theorie nicht, sie bleibt auf allen Skalen die gleiche.
Im Folgenden sollen die Lage und das Verhalten der Fixpunkte in Abhängigkeit der Flavorzahl Nf
untersucht werden.

3.5.1. Grundlegende Eigenschaften
Die berechneten Betafunktionen (3.101 . . . 3.104), und allgemeiner alle Betafunktionen für die Kopp-
lungen einer Theorie mit ausschließlich Vier-Fermi-Wechselwirkungstermen, sind von der folgenden
quadratischen Form16 in den Kopplungskonstanten17:

βi = (d− 2)gi + gkA
i
klgl (3.124)

Die Matrix Aikl ist symmetrisch in den unteren Indizes. Die zugehörige Stabilitätsmatrix Bij am
Fixpunkt g∗ mit βi(g∗) = 0, ∀i, lautet:

Bij := ∂βi
∂gi

∣∣∣∣
g∗

= (d− 2)δij + 2g∗kAikj (3.125)

Multipliziert man diese mit dem zugehörigen Fixpunktvektor g∗ , 0, ergibt sich unter Benutzung
der Fixpunktgleichung βi(g∗) = 0 und (3.124):

Bijg
∗
j = (d− 2)g∗i + 2g∗kAikjg∗j = −(d− 2)g∗i (3.126)

Daraus folgt, dass jeder Fixpunktvektor ein Eigenvektor der Stabilitätsmatrix mit dem kritischen
Exponent Θ = d − 2 ist18 [50]. Eine Ausnahme bildet der Gauß’sche Fixpunkt mit g∗ = 0. Für
d = 3 Raumzeitdimensionen besitzt folglich jeder wechselwirkende Fixpunkt mit g∗ , 0 mindestens
eine relevante Richtung mit dem kritischen Exponenten 1. Der zugehörige Eigenvektor ist der
Fixpunktvektor g∗ selbst. Die relevante Richtung zeigt also entlang der Verbindungsgerade zwischen
dem Ursprung und dem Fixpunkt.
Weiterhin lässt sich zeigen, dass diese Gerade stets einen invarianten Unterraum darstellt. Sie

lässt sich wie folgt parametrisierten:
g = λg∗ (3.127)

16Das folgt aus den Gleichungen (3.88) und (3.97).
17Vgl. Gleichung (3.100). Der für diese Ableitung unbedeutende Vorfaktor N−1

f , soll durch eine Umskalierung der
Matrix Aijl 7→ NfA

i
jl eliminiert werden.

18Das entspricht einem Eigenwert von λ = −(d− 2).
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3.5. Untersuchung der Fixpunkte

Wertet man die Betafunktionen entlang dieser Geraden aus so erhält man:

βi(λg∗) = (d− 2)λg∗i + λ2g∗kA
i
kjg
∗
j = (d− 2)(λ− λ2)g∗i (3.128)

d. h., die Ableitung auf der Geraden zeigt wiederrum entlang der Geraden: β(λg∗) ∝ g∗. Startet
man also mit dem Fluss auf dieser Geraden, so wird man stets auf dieser bleiben, folglich handelt
es sich um einen invarianten Unterraum.

3.5.2. Allgemeines Verhalten

Die Werte der Kopplungen gi an den Fixpunkten wurden in Abhängigkeit der Flavorzahl Nf aus
den Gleichungen (3.101, 3.104) numerisch berechnet. Es zeigen sich vier ausgezeichnete Werte von
Nf mit besonderen Eigenschaften, an denen sich das Verhalten der Fixpunkte verändert. Diese sind
Nf = 1, 4

3 , 6 und ein Wert etwa19 bei a ≈ 3.76237. Außerdem ergibt sich ein wechselhaftes Verhalten
für Nf < 1.
Die Bereiche mit unterschiedlichem Verhalten der Fixpunkte sind in Tabelle 3.3 angegeben. Darin

sind die Anzahl der Lösungen der Fixpunktgleichung angegeben, sowie der Anteil davon, der rein
reell ist und damit physikalisch eine Rolle spielt. Außerdem wurde die Anzahl der Fixpunkte mit
genau einer relevanten Richtung angegeben, da diese für mögliche Theorien in der Anwendung
am interessantesten sind. Im Allgemeinen erwartet man 24 = 16 Lösungen der vier quadratischen
Fixpunktgleichungen.

Nf Anzahl Fixpunkte davon reell Anzahl FP mit genau
einer relevanten Richung

<0.3 16 16 4
0.3 - 0.5 16 16 2
0.5 12 12 2
0.5 - 0.93 16 16 3
0.93 - 1 16 16 5
1 7 7 3
1 - 4

3 16 16 4
4
3 16 16 5
4
3 - a 16 12 3
a 16 16 5
a - 6 16 16 4
6 16 16 6
> 6 16 16 4
∞ 16 16 4

Tabelle 3.3.: Anzahl der Fixpunkte in Abhängigkeit von Nf

Abgesehen vom Verhalten für Nf < 1 fällt Folgendes auf:

1. Für Nf = 1 muss man wegen der Fierzidentität (3.108) Fixpunktgleichungen nur für die drei
Kopplungen gF lösen. Es ergeben sich 7 Fixpunkte, von denen 3 genau eine relevante Richtung
bseitzen. Aus den drei quadratischen Fixpunktgleichungen erwartet man 23 = 8 Lösungen,
von denen einer im Unendlichen liegt.

19Der exakte Wert lautet a = 1
9

(
−4 + 3

√
9872− 144

√
3345 + 2 3

√
2(617 + 9

√
3345)

)
≈ 3.76237203.
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3. Das verallgemeinerte Gross-Neveu-Modell

2. Zwischen 4
3 und a sind vier der Fixpunkte komplex und damit unphysikalisch, so dass sich die

Zahl der zu untersuchenden Fixpunkte auf 12 erniedrigt. Das betrifft insbesondere die Werte
Nf = 2 und 3.

3. Bei den Werten 4
3 , a und 6 gibt es Veränderungen in der Anzahl der relevanten Richtungen

bestimmter Fixpunkte (s. Abschnitt 3.5.4). An diesen Punkten tritt ein Übergang von einer
relevanten in eine irrelevante Richung oder umgekehrt auf. Exakt an dem Punkt ist die
Richtung gerade marginal. Da einige der Fixpunkte am Übergang zusammenfallen, ist die
Anzahl der Fixpunkte mit einer relevanten Richtung jeweils erhöht.

4. FürNf > 6 erhält man 16 reelle Fixpunkte, von denen 4 genau eine relevante Richung besitzen.
Die Berechungen für große Nf legen nahe, dass sich an diesem Verhalten für zunehmendes Nf
nichts mehr ändert.

5. Im Grenzfall Nf → ∞ bleibt dieses Verhalten bestehen. Hier entkoppeln die vier Flussglei-
chungen (3.101 . . . 3.104) vollständig. Die Flussgleichung jeder Kopplung hängt nur noch von
dieser Kopplung selbst ab. Die daraus erhaltenen Werte der Kopplungen mit verschwinden-
dem Fluss betragen 0 und 1

4 sowohl für gS als auch gP, sowie 0 und −3
4 jeweils für gV und gT.

Damit bilden die 16 Fixpunkte für Nf → ∞ die Ecken eines vierdimensionalen Hyperkubus
mit den „äußeren“ Ecken g = (0, 0, 0, 0) und g = (1

4 ,
1
4 ,−

3
4 ,−

3
4).

3.5.3. Fixpunkte in den invarianten Unterräumen

Unterraum gS-gP

Im Unterraum gS-gP erhält man vier Fixpunkte aus den Gleichungen (3.117, 3.118). Sie sind für
jedes reelle Nf > 0 definiert, außer für Nf = 1

2 , dort existieren die Fixpunkte S und P nicht, sowie
Nf = 1, wo SP nicht definiert ist. Die Fixpunkte sind stets reell und lauten:

O : (0, 0, 0, 0), (3.129)

S :
(

Nf
4Nf − 2 , 0, 0, 0

)
, (3.130)

P :
(

0, Nf
4Nf − 2 , 0, 0

)
, (3.131)

SP :
(

Nf
4(Nf − 1) ,

Nf
4(Nf − 1) , 0, 0

)
. (3.132)

O ist der Gauß’sche Fixpunkt, die anderen drei S, P, SP sind nicht-Gauß’sche Fixpunkte, die
danach benannt wurden, welche Kopplungen bei ihnen ungleich Null sind. Abbildung 3.1 zeigt die
Lage der Fixpunkte in der Ebene gS-gP für verschiedene Werte von Nf. Die zugehörigen kritischen
Exponenten und RG-Richtungen als (negative) Eigenwerte und Eigenvektoren der Stabilitätsmatrix
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Abbildung 3.1.: Lage der Fixpunkte in der Ebene gS-gP für 0 ≤ Nf ≤ 10. Es sind Fixpunkte bei bestimmten
Werten von Nf gekennzeichnet, um die Richtung der Entwicklung mit Nf deutlich zu machen. Für Nf →∞
liegen die Fixpunkte auf den Ecken eines Rechtecks mit den Eckpunkten (0, 0) und ( 1

4 ,
1
4 ) (gestrichelt).

für alle vier betrachteten Kopplungen lauten:

Fixpunkt kritische Exponenten zugehörige RG-Richtungen

O −1,−1,−1,−1


1
0
0
0

 ,


0
1
0
0

 ,


0
0
1
0

 ,


0
0
0
1



S 1, 2Nf
1−2Nf

, 2Nf
1−2Nf

, 8−6Nf
6Nf−3


1
0
0
0

 ,


6
4Nf−1

0
1
1

 ,


1
4Nf−1

1
0
0

 ,


0
0
−1
1



P 1, 2Nf
1−2Nf

, 2Nf
1−2Nf

, 2Nf
1−2Nf


0
1
0
0

 ,

−3
0
0
1

 ,

−3
0
1
0

 ,


4Nf − 1
1
0
0



SP 1, 1
3(Nf−1) − 1,− Nf

Nf−1 ,
Nf
Nf−1


1
1
0
0

 ,


0
0
−1
1

 ,


3
2Nf−1

3
2Nf−1

1
1

 ,

−1
1
0
0
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3. Das verallgemeinerte Gross-Neveu-Modell

Das Verhalten der kritischen Exponenten in Abhängigkeit von Nf ist in den Diagrammen 3.2 auf
Seite 38 und 3.3 auf Seite 39 dargestellt.

2 4 6 8
Nf

-4

-2

2

Q

Abbildung 3.2.: Kritische Exponenten Θ in Abhängigkeit von Nf für den Fixpunkt S. Die ockerfarbene
Linie ist zweifach entartet.

Die Abhängigkeit der kritischen Exponenten des Fixpunkts P ist ähnlich der des Fixpunkts S,
nur dass dort die grüne Linie in Abbildung 3.2 fehlt und dafür die ockerfarbene Linie dreifach statt
zweifach entartet ist. Es gibt also einen qualitativen Unterschied zwischen beiden Fixpunkten:
Im Rahmen des verallgemeinerten Gross-Neveu-Modells unterscheiden sie sich in einem der vier
kritischen Exponenten.
Besonders interessant sind die Nulldurchgänge der kritischen Exponenten. Solche beobachtet man

für den vierten kritischen Exponenten von S (grün in Abbildung 3.2), sowie für den zweiten von SP
(magenta in Abbildung 3.3). Beide treten für den Wert Nf = 4

3 auf. An diesem Punkt geht jeweils
einer der kritischen Exponenten vom Positiven ins Negative über, d. h., die zugehörige Richtung
ändert sich von relevant zu irrelevant.
Der Fixpunkt S besitzt für 0 ≤ Nf <

1
2 drei relevante Richtungen, da die ockerfarbene Linie

in Abbildung 3.2 zweifach entartet ist. Bei Nf = 1
2 divergieren die kritischen Exponenten, bis auf

die Konstante 1. Für 1
2 < Nf <

4
3 , besitzt der Fixpunkt zwei relevante Richtungen, oberhalb von

Nf = 4
3 nur noch eine. An der Stelle Nf = 4

3 ist eine Richtung marginal.
Der Fixpunkt P zeigt ebenfalls eine Divergenz der nichttivialen Fixpunkte bei Nf = 1

2 . Unterhalb
davon hat er vier relevante Richtungen, oberhalb davon nur noch eine.
Für den Fixpunkt SP gilt: Für 0 ≤ Nf < 1 gibt es zwei relevante Richtungen. Bei Nf = 1

divergieren die nichttrivialen kritischen Exponenten. Der Fixpunkt existiert für diesen Fall nicht
(bzw. liegt im Unendlichen). Für 1 < Nf <

4
3 hat der Fixpunkt drei relevante Richtungen, bei

Nf = 4
3 wird eine davon marginal, oberhalb davon irrelevant, so dass er für Nf >

4
3 nur noch zwei

relevante Richtungen beitzt.

Unterraum gP-gV (analog zum Unterraum gP-gT)

Wie in Abschnitt 3.4 erwähnt, zeigen die invarianten Unterräume gP-gV und gP-gT sowohl quali-
tativ als auch quantitativ das gleiche Verhalten bezüglich der Fixpunkte. Deshalb soll hier nur der

38



3.5. Untersuchung der Fixpunkte
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Q

Abbildung 3.3.: Kritische Exponenten Θ in Abhängigkeit von Nf für den Fixpunkt SP.

Unterraum gP-gV diskutiert werden. Die Ergebnisse für gP-gT erhält man völlig analog, indem man
überall gV durch gT ersetzt.
Durch Nullsetzen der Flussgleichungen (3.119, 3.120) erhält man vier Fixpunkte20. Sie sind für

jedes reelle Nf > 0 außer Nf = 1
2 definiert und lauten in Abhängigkeit von Nf:

O : (0, 0, 0, 0), (3.133)

P :
(

0, Nf
4Nf − 2 , 0, 0

)
, (3.134)

BV :
(

0, Nf(2N2
f −7Nf+(2Nf+1)

√
Nf(Nf+28)+16+14)

4(2Nf(2N2
f +Nf+4)−5) ,−3Nf(4N2

f +Nf+
√
Nf(Nf+28)+16+4)

4(2Nf(2N2
f +Nf+4)−5) , 0

)
, (3.135)

CV :
(

0, Nf(2N2
f −7Nf−(2Nf+1)

√
Nf(Nf+28)+16+14)

4(2Nf(2N2
f +Nf+4)−5) ,−3Nf(4N2

f +Nf−
√
Nf(Nf+28)+16+4)

4(2Nf(2N2
f +Nf+4)−5) , 0

)
. (3.136)

Der Gauß’sche Fixpunkt O, wie auch der Fixpunkt P liegen ebenso in diesem invarianten Un-
terraum. Zusätzlich treten die Fixpunkte BV und CV auf21, bei letzterem handelt es sich um den
sogenannten Thirring-Fixpunkt. Die Lage der Fixpunkte ist in Abbildung 3.4 auf Seite 40 dar-
gestellt. Die zugehörigen kritischen Exponenten und Richtungen lassen sich ebenfalls analytisch
berechnen, indem man die Stabilitätsmatrix für alle vier Kopplungen diagonalisiert, die erhaltenen
Ausdrücke sind jedoch recht umfangreich. Für die beiden Fixpunkte BV und CV ist die Abhängig-
keit der kritischen Exponenten von Nf in den Diagrammen 3.5 auf Seite 41 und 3.6 auf Seite 42
dargestellt. Der Fixpunkt P wurde bereits im vorherigen Abschnitt besprochen.
Man beobachtet jeweils einen Nulldurchgang eines kritischen Exponenten für Nf = 6. An dieser

Stelle erniedrigt sich die Anzahl der relevanten Richtungen bei beiden Fixpunkten jeweils um eins.
Die nichttrivialen kritischen Exponenten des Fixpunkts BV divergieren bei Nf = 1

2 , darunter
besitzt der Fixpunkt zwei relevante Richtungen. Zwischen Nf = 1

2 und Nf = 6 treten drei relevante
20Diese Fixpunkte stimmen mit denen aus [20, Kap. 4] überein. Dabei wurde jedoch eine leicht andere Skalierung

vorgenommen, so dass die dortigen Werte der Fixpunkte gegenüber obigen um den Faktor 4 größer sind. Die
Bezeichnung für B und C wurde übernommen (unter Ergänzung des Indexes V zur Unterscheidung der invarianten
Unterräume), der dort genannte Fixpunkt A ist mit P identisch.

21Die analogen Fixpunkte im Unterraum gP-gT sollen mit BT und CT bezeichnet werden.

39



3. Das verallgemeinerte Gross-Neveu-Modell

-0.4 -0.2 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8

-1.0

-0.5

0.0

0.5

gP

g
V

Nf =1

Nf =2

Nf =100 Nf =100

Nf =100 Nf =1Nf =0

Nf =0.3

Nf =0.2

Nf =0.3

CV

P

BV

O

Abbildung 3.4.: Lage der Fixpunkte in der Ebene gP-gV für 0 ≤ Nf ≤ 100. Es sind Fixpunkte bei
bestimmten Werten von Nf gekennzeichnet, um die Richtung der Entwicklung mit Nf deutlich zu machen.
Für Nf → ∞ liegen die Fixpunkte auf den Ecken eines Rechtecks mit den Eckpunkten (0, 0) und ( 1

4 ,−
3
4 )

(gestrichelt).

Richtungen auf, bei Nf = 6 wird eine davon marginal und für höhere Flavorzahlen irrelevant, so
dass für Nf > 6 nur noch zwei relevante Richtungen verbleiben.
Für den Fixpunkt CV sind die kritischen Exponenten für alle Nf > 0 regulär. Für 0 < Nf <

6 besitzt der Fixpunkt zwei relevante Richtungen, für Nf > 6 nur noch eine, die zum trivialen
kritischen Exponenten 1 gehört.

Unterraum gD
S -gD

V

Den Unterraum gD
S -gD

V erhält man in der vollständig fierztransformierten Basis BD durch Nullsetzen
von gD

P und gD
A . Die im Folgenden angegebenen Koordinaten beziehen sich deshalb auf den Raum

der Kopplungskonstanten gD = (gD
S , g

D
P , g

D
V , g

D
A).

Aus den Flussgleichungen (3.121, 3.122) erhält man vier Fixpunkte. Für Nf = 1 divergieren zwei
davon (SP und E), was auch der Grund dafür ist, dass es in diesem Fall nur 14 Fixpunkte im
vollen Theorieraum gibt. Für alle anderen positiven Werte von Nf sind diese Fixpunkte definiert
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Abbildung 3.5.: Kritische Exponenten Θ in Abhängigkeit von Nf für den Fixpunkt BV.

und reell. Sie lauten:

O : (0, 0, 0, 0), (3.137)

SP :
(

Nf
8(1−Nf)

, 0, Nf
8(1−Nf)

, 0
)
, (3.138)

D :
(
Nf
(
Nf
(
17Nf+

√
Nf(Nf+56)+64+16

)
−8
√
Nf(Nf+56)+64+44

)
16(Nf−1)(Nf(Nf+2)+10) , 0,

Nf
(
−7N2

f +4Nf+(Nf+4)
√
Nf(Nf+56)+64−52

)
16(Nf(N2

f +Nf+8)−10) , 0
)
,

(3.139)

E :
(
Nf
(
Nf
(
17Nf−

√
Nf(Nf+56)+64+16

)
+8
√
Nf(Nf+56)+64+44

)
16(Nf−1)(Nf(Nf+2)+10) , 0,

Nf
(
−7N2

f +4Nf−(Nf+4)
√
Nf(Nf+56)+64−52

)
16(Nf(N2

f +Nf+8)−10) , 0
)
.

(3.140)

Der Fixpunkt SP liegt ebenfalls in diesem Unterraum, da für gD
P = gD

A = 0 gilt, dass gS = gP =
1
2(−gD

S − 3gD
V). Die angegebenen Koordinaten unterscheiden sich von denen in Gleichung (3.132),

da sie sich auf die Kopplungskonstanten gD in der vollständig fierztransformierten Basis beziehen.
Außerdem gilt in diesem Unterraum gV = gT = 1

2(−gD
S + gD

V). Damit weisen alle Fixpunkte,
die in diesem Unterraum liegen, in der Singulett-Basis BS mit den Kopplungskonstanten g =
(gS, gP, gV, gT) die Struktur (a, a, b, b) auf. Dabei sind nur für D und E die Werte der Kopplungen
gV und gT ungleich Null.
Die Lage der Fixpunkte im Unterraum gD

S -gD
V ist in Abbildung 3.7 auf Seite 43 in Abhängigkeit

von Nf dargestellt. Man erkennt, dass es einen Wert Nf gibt, für den der Fixpunkt D auf der Achse
gD

S liegt, das ist gerade für Nf = 3.5 der Fall.
Die kritischen Exponenten und Richtungen lassen sich ebenfalls analytisch ermitteln, auf ihre An-

gabe soll der Übersichtlichkeit halber verzichtet werden. Das Verhalten der kritischen Exponenten
der Fixpunkte D und E ist in den Abbildungen 3.8 auf Seite 44 und 3.9 auf Seite 45 dargestellt. Das
entsprechende Diagramm für den Fixpunkt SP findet man im Abschnitt zum Unterraum gS-gP.
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Abbildung 3.6.: Kritische Exponenten Θ in Abhängigkeit von Nf für den Fixpunkt CV.

Beide Fixpunkte weisen jeweils einen entarteten kritischen Exponenten auf. Für den Fixpunkt
D ist das der Exponent, der für alle Nf negativ ist (ockerfarben in Abbildung 3.8) und für E der
größte kritische Exponent für Nf > 1 (grün in Abbildung 3.9).
Ein kritischer Exponent des Fixpunkts D besitzt einen Nulldurchgang bei Nf = a ≈ 3.8.22 Dort

ändert sich die Zahl der relevanten Richtungen von eins auf zwei, direkt bei a ist die zugehörige
Richtung marginal.
Die kritischen Exponenten (außer dem trivialen Exponenten 1) des Fixpunkts E divergieren

bei Nf = 1, dort ist der Fixpunkt nicht definiert. Unterhalb davon besitzt er eine, oberhalb vier
relevante Richtungen.

3.5.4. Untersuchung der Fixpunkte mit genau einer relevanten Richtung

Für die Anwendung besonders interessant sind Fixpunkte mit genau einer relevanten Richtung. Die
Anzahl der relevanten Richtungen ist gleich der Anzahl der physikalischen Parameter, die festgelegt
werden müssen, um eine Theorie vollständig zu bestimmen. Somit genügt für sie die Angabe eines
Parameters.
Wie in Abschnitt 3.5.1 gezeigt, besitzt jeder Fixpunkt außer dem Gauß’schen Fixpunkt stets

mindestens eine relevante Richtung. Diese gehört zum kritischen Exponenten 1 und zeigt in Rich-
tung des Fixpunkts. Die Fixpunkte mit genau einer relevanten Richtung besitzen also nur diesen
kritischen Exponenten größer als Null, alle anderen Richtungen sind irrelevant bzw. ggf. marginal.
Die Betrachtung soll in der Basis BS mit den Kopplungen g = (gS, gP, gV, gT) durchgeführt

werden. Des Weiteren beschränken wir uns hier und im Folgenden auf den Bereich Nf ≥ 1, da nur
dieser physikalisch sinnvoll ist:

• Für Nf = 1 gibt es 4 Fixpunkte mit genau einer relevanten Richtung für die Kopplungs-
konstanten g. Einer davon ist der Fixpunkt P =

(
0,−1

2 , 0, 0
)
mit den kritischen Exponen-

ten (−2,−2,−2, 1). Bei den drei anderen sind alle vier Kopplungen von Null verschieden.

22Für den exakten Wert von a s. Fußnote 19 auf Seite 35.
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Abbildung 3.7.: Lage der Fixpunkte in der Ebene gD
S -gD

V für 0 ≤ Nf ≤ 100. Es sind Fixpunkte bei
bestimmten Werten von Nf gekennzeichnet, um die Richtung der Entwicklung mit Nf deutlich zu machen.
Für Nf →∞ liegen die Fixpunkte auf den Ecken eines Parallelogramms (gestrichelt).

Ein weiterer ist der Fixpunkt D =
(
− 9

44 ,−
9
44 ,−

3
44 ,−

3
44

)
mit den kritischen Exponenten

(−1,−1,−1, 1).

Die anderen beiden Fixpunkte haben unregelmäßige Werte der Kopplungen, zeigen jedoch
im Verhältnis zueinander eine gewisse Übereinstimmung. Sie unterscheiden sich nur in der
Reihenfolge der Werte von gV und gT, haben also die Form (c, d, e, f) bzw. (c, d, f, e) mit
f > 0, e < 0, und besitzen beide die gleichen kritischen Exponenten. Sie sollen mit F bzw. G
bezeichnet werden. Für Nf = 1 lauten die Werte:

c = −15
44
(√

5− 3
)
, d = 1

22
(
28− 13

√
5
)
, e = − 3

22
(
3−
√

5
)
, f = 5

44
(
3−
√

5
)

(3.141)

und die kritischen Exponenten

5− 3
√

5, 5
3
(√

5− 3
)
, 1,
√

5− 3. (3.142)

Berücksichtigt man die Fierzidentität (3.108) für Nf = 1 und betrachtet die Fixpunkte in
den Kopplungen gF, so ergeben sich drei Fixpunkte mit genau einer relevanten Richtung. Sie
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Abbildung 3.8.: Kritische Exponenten Θ in Abhängigkeit von Nf für den Fixpunkt D. Die ockerfarbene
Linie ist zweifach entartet.

lauten

P : gF =
(

0, 1
2 , 0

)
(3.143)

F : gF =
(

0, 1
4
(
1−
√

5
)
,
1
4
(√

5− 3
))

(3.144)

G : gF =
(
−3

4
(√

5− 3
)
,
5
2 −
√

5, 1
4
(
3−
√

5
))

(3.145)

Mit den passenden Werten für gT sind sie identisch mit den oben genannten Fixpunkten in
den Kopplungen g.23

• Für 1 < Nf <
4
3 gibt es 4 Fixpunkte mit genau einer relevanten Richtung. Bei einem davon

handelt es sich um den Fixpunkt P. Ein weiterer ist der Fixpunkt D. Bei diesem sind jeweils
die Werte der Kopplungen gS und gP bzw. gV und gT gleich, er hat also die Form (a,a,b,b).
Die verbleibenden zwei Fixpunkte F bzw. G besitzen die Form wie oben angegeben.

• Für Nf = 4
3 treten 5 Fixpunkte mit einer relevanten Richtung auf. Einer ist P = (0, 0.4, 0, 0)

mit den kritischen Exponenten (−1.6,−1.6,−1.6, 1), ein anderer D von der Form (a, a, b, b).
Die verbleibenden drei Fixpunkte sind entartet bei g = (0.4, 0, 0, 0). Dabei handelt es sich
um die Fixpunkte S, F und G. Für sie ist eine Richtung marginal, die kritischen Exponenten
lauten (−1.6,−1.6, 1, 0). Wie in Abschnitt 3.5.3 erwähnt, geht der Fixpunkt S für Nf = 4

3
von zwei zu einer relevanten Richtung über, die anderen beiden von einer zu zwei.

• Für Nf zwischen 4
3 und a gibt es nur noch drei Fixpunkte mit einer relevanten Richtung.

Die beiden Fixpunkte F und G werden komplex und entwickeln zwei relevante Richtungen.
Der Fixpunkt S hingegen hat nun und im Weiteren nur noch eine relevante Richtung, wie in
Abschnitt 3.5.3 beschrieben. Die Fixpunkte P und D in der Form (a, a, b, b) verbleiben.

23Mit der Transformation wie in Fußnote 14 auf Seite 32 sind sie ebenfalls identisch zu den Fixpunkten aus [15,
Kap. IV.C.]. Dabei entsprechen sich A und P, C und F , sowie E und G. Der dort genannte Fixpunkt D mit zwei
relevanten Richtungen entspricht in unserer Nomenklatur dem Fixpunkt S.
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Abbildung 3.9.: Kritische Exponenten Θ in Abhängigkeit von Nf für den Fixpunkt E . Die grüne Linie ist
zweifach entartet.

• Für Nf = a ≈ 3.8 (s. Fußnote 19 auf Seite 35) gibt es fünf Fixpunkte mit einer relevanten
Richtung. Diese sind S, P und ein dreifach entarteter Fixpunkt, von denen einer der Fixpunkt
D ist. Diese drei weisen zusätzlich eine marginale Richtung auf. Der Fixpunkt D geht an
diesem Punkt von einer zu zwei relevanten Richtungen über. Die anderen beiden Fixpunkte
gehen von zwei zu einer relevanten Richtung über und stimmen für diesen Wert von Nf gerade
mit D überein.

• Für a < Nf < 6 gibt es wieder 4 Fixpunkte mit einer relevanten Richtung. Zwei vorher
komplexe Fixpunkte mit zwei relevanten Richtungen werden reell und haben nur noch eine
relevanten Richtung. Sie haben die Form (c, d, e, f) und (c, d, f, e) mit |e| > |f |, wobei e, f < 0,
und ihre kritischen Exponenten stimmen überein. Sie sollen mit H bzw. J bezeichnet werden.
Weiterhin haben S und P jeweils eine relevante Richtung. Der Fixpunkt D entwickelt zwei
relevante Richtungen und tritt im Folgenden in dieser Aufzählung nicht mehr auf.

• Für Nf = 6 gibt es 6 Fixpunkte mit einer relevanten Richtung. Zwei davon sind S und P.
Die anderen vier sind die jeweils zweifach entarteten Fixpunkte CV und CT. Diese stimmen
an diesem Punkt mit H bzw. J überein und liegen in den Unterräumen gP-gV bzw. gP-gT.
Jeweils eine Richtung von ihnen ist marginal.

• Für Nf > 6 gibt es 4 Fixpunkte mit einer relevanten Richtung. Diese sind S, P und die
Fixpunkte CV bzw. CT jeweils in den Ebenen gP-gV und gP-gT. D. h., für Nf > 6 liegen alle
Fixpunkte mit einer relevanten Richtung in invarianten Unterräumen. Die Fixpunkte H bzw.
J haben nun zwei relevante Richtungen, fallen also nicht mehr in diese Kategorie.

• Für Nf →∞ lauten die 4 Fixpunkte mit einer relevanten Richtung wie folgt: S = (1
4 , 0, 0, 0),

P = (0, 1
4 , 0, 0), CV = (0, 0,−3

4 , 0) und CT = (0, 0, 0,−3
4) mit jeweils gleichen kritischen

Exponenten (1,−1,−1,−1). D. h., die beiden Fixpunkte CV und CT gehen im Grenzfall großer
Nf über in den Fall verschwindender Kopplung gP und liegen auf den Achsen gV bzw. gT.
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3. Das verallgemeinerte Gross-Neveu-Modell

Für den Unterraums gP-gV bedeutet das, dass der Fixpunkt CV für Nf → ∞ zum reinen
Thirring-Modell [23] gehört24.

3.6. Untersuchung des Flusses

3.6.1. Untersuchung des Flusses mit Startwerten auf einer Achse

Zunächst sollen Theorien untersucht werden, die als Startwert nur eine einzige Kopplung besit-
zen, die drei anderen Kopplungen werden Null gesetzt. D. h., die UV-Wirkung besteht aus einem
einzigen Wechselwirkungskanal. Im Verlauf des Flusses in Richtung IR können die anderen Wech-
selwirkungen erzeugt werden, d. h., die anderen Kopplungen treten zusätzlich auf.
Startet man auf der Achse mit einer einzigen Kopplung, so findet der Fluss abhängig vom

Startwert in verschiedenen Phasen statt. Jede dieser Phasengrenzen wird durch einen Fixpunkt
bestimmt, die Separatrix zu diesem Fixpunkt stellt die Phasengrenze dar. Damit gibt es einen
kritischen Startwert, für den man entlang der Separatrix genau zu diesem Fixpunkt fließt. Abwei-
chungen von diesem kritischen Wert nach oben oder unten führen jeweils in unterschiedliche Phasen
des Theorieraums.

3.6.2. Singulettbasis

Es soll nun untersucht werden, welcher Fixpunkt das Verhalten des Flusses für welche Startkopplung
bestimmt. Zunächst soll die Singulettbasis BS betrachtet werden. D. h., startet man auf einer
bestimmten Achse des Theorieraums, so ist impliziert, dass die verbleibenden drei Kopplungen in
der Basis g = (gS, gP, gV, gT) Null gesetzt werden.

Start auf der Achse gS

Auf dieser Achse liegt stets der Fixpunkt S mit der Koordinate gC
S = Nf

4Nf−2 . Dies ist der kritische
Wert, der die Phasen voneinander trennt. Unterhalb von gC

S fließt man in den Gauß’schen Fixpunkt
O, oberhalb divergiert die Kopplung gS.
Einen weiteren kritischen Wert gibt es nicht, auch für negative Startwerte gS fließt man stets in

den Gauß’schen Fixpunkt O. Der Grund dafür ist, dass die Achse gS einen invarianten Unterraum
darstellt. Somit bleibt man für Startwerte auf dieser Achse auch stets auf dieser, es wird keine wei-
tere Kopplung erzeugt. Innerhalb des invarianten Unterraums existieren nur die beiden Fixpunkte
S und O, die folglich das gesamte Verhalten des Flusses bestimmen.
Der Fixpunkt S hat für Nf <

4
3 zwei und für Nf >

4
3 eine relevante Richtung. Diese eine relevante

Richtung ist stets vorhanden und zeigt entlang der Achse gS.
Der invariante Unterraum entspricht dem reinen Gross-Neveu-Modell in der Formulierung nach

[31] dessen kritisches Verhalten in diesem Artikel ausführlich diskutiert wird.

Start auf der Achse gP

Bei der Achse gP handelt es sich ebenso um einen invarianten Unterraum. Er besitzt zwei Fixpunkte,
den Gauß’schen Fixpunkt O und den Fixpunkt P mit gC

P = Nf
4Nf−2 . Dieser hat stets genau eine

relevante Richtung entlang der Achse gP. Das Verhalten ist analog zum Fall für gS: Für gP < gC
P

fließt man stets zum Gauß’schen Fixpunkt O, auch für negative Werte gP. Für gP > gC
P divergiert

die Kopplung gP.
24Vgl. auch [20, Kap. 4.4]
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3.6. Untersuchung des Flusses

Auch dieser Unterraum entspricht einem reinen Gross-Neveu-Modell, allerdings der Formulierung
in [43, 44], wo auch dessen kritisches Verhalten beschrieben wird.
In Abbildung 3.10a ist das Phasendiagramm des invarianten Unterraum gS-gP exemplarisch für

Nf = 2 angegeben. Daran kann man sowohl das Verhalten auf der Achse gS, als auch auf der Achse
gP ablesen.

Start auf der Achse gV

In diesem Fall ist die Achse gV kein invarianter Unterraum, wohl aber die Ebene gP-gV. Startet man
auf der Achse gV so bleibt die Trajektorie des Flusses stets in dieser Ebene. Es gibt einen kritischen
Wert gC

V der eine Phasengrenze markiert. Die zugehörigen Werte sind in Tabelle 3.4 angegeben.

Nf 1 2 3 4 5 6 7
gC

V -0.2751 -0.4554 -0.551 -0.604 -0.6377 -0.6594 -0.6746

Tabelle 3.4.: Kritische Startwerte gC
V, die die Phasengrenze auf der Achse gV markieren, für unterschiedliche

Werte von Nf.

Die Phasengrenze wird vom Fixpunkt CV bestimmt. Startet man exakt am kritischen Wert gC
V,

so fließt man zu diesem. Oberhalb dieses Wertes fließt man zum Gauß’schen Fixpunkt O, unterhalb
divergieren die Kopplungen gP und gV. Der Fixpunkt CV hat für Nf < 6 zwei und für Nf > 6 eine
relevante Richtung. Eine relevante und eine irrelevante Richtung davon liegen stets im invarianten
Unterraum gP-gV.
Für einen Startwert gV > 0 fließt man ebenfalls in den Gauß’schen Fixpunkt O. Denn alle

Fixpunkte im invarianten Unterraum gP-gV befinden sich in der unteren Halbebene gV ≤ 0. Damit
ist der Gauß’sche Fixpunkt mit ausschließlich irrelevanten Richtungen der bestimmende Fixpunkt
für die obere Halbebene gV > 0.
Abbildung 3.10b zeigt das Verhalten des Flusses im invarianten Unterraum gP-gV exemplarisch

für Nf = 2.

Start auf der Achse gT

Das Verhalten beim Start auf der Achse gT ist vollkommen analog zu dem bei Start auf der Achse
gV. Hier befindet sich die Trajektorie des Flusses im invarianten Unterraum gP-gT, der vollständig
äquivalent zu gP-gV ist.

3.6.3. Dublettbasis

Nun soll die vollständig fierztransformierte Basis BD betrachtet werden. D. h., für den Startwert
auf einer Achse werden die verbleibenden drei Kopplungen des Vektors gD = (gD

S , g
D
P , g

D
V , g

D
A) Null

gesetzt.

Start auf der Achse gD
S

Startet man auf der Achse gD
S , so befindet man sich im invarianten Unterraum gD

S -gD
V und da-

mit bleibt auch die Trajektorie des Flusses in diesem Unterraum. Zur Beschreibung des typischen
Verhaltens sind in Abbildung 3.11 zwei typische Phasendiagramme für verschiedene Werte Nf an-
gegeben. Für Nf = 3.5 liegt der Fixpunkt D gerade auf der Achse gD

S . Dadurch gibt es einen
qualitativen Unterschied zwischen Nf < 3.5 und Nf > 3.5.
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Abbildung 3.10.: Phasendiagramme des Flusses für Nf = 2. Die Pfeilrichtung kennzeichnet den Fluss in
Richtung IR.

FürNf < 3.5 gibt es nur eine kritische Kopplung gDC
S , diese wird durch den Fixpunkt D bestimmt.

Dieser hat für Nf < a ≈ 3.8 eine, darüber zwei relevante Richtungen. Unterhalb von gDC
S und

auch für negative Startwerte fließt man zum Gauß’schen Fixpunkt O. Oberhalb divergieren die
Kopplungen gD

S und gD
V .

Für Nf = 3.5 wird die Kopplung gD
V nicht angeregt, weil der Fixpunkt D auf der Achse gD

S liegt.
D. h., für diesen speziellen Wert von Nf bildet die Achse gD

S einen invarianten Unterraum.
Für Nf > 3.5 ist das Verhalten für positive gD

S analog zum Fall Nf < 3.5 mit einer kritischen
Kopplung gDC

S1 . Für negative Startwerte gD
S gibt es nun eine weitere kritische Kopplung gDC

S2 , die
vom Fixpunkt SP bestimmt wird. Er besitzt in diesem Bereich von Nf zwei relevante Richtungen.
Für gD

S > gDC
S2 fließt man zum Gauß’schen Fixpunkt O, für gD

S < gDC
S2 divergieren gD

S und gD
V .

Start auf der Achse gD
P

Startet man mit der Kopplung gD
P , so gibt es im Allgemeinen zwei kritische Werte gDC

P1/2, die eine
Phasengrenze festlegen. Liegt man zwischen diesen kritischen Werten, so fließt man zum Gauß’schen
Fixpunkt O; beginnt man betragsmäßig darüber, divergieren alle Kopplungen. Es gilt gDC

P1 < 0 und
gDC
P2 > 0.
Das Verhalten an den kritischen Kopplungen wird in Abhängigkeit von Nf von verschiedenen

Fixpunkten bestimmt. Für Nf = 1 fließt man für gDC
P1 ≈ −0.2703 zum Fixpunkt F mit genau

einer relevanten Richtung. Für gDC
P2 ≈ 0.8271 fließt man zum Fixpunkt G ebenfalls mit genau einer

relevanten Richtung. Für Nf ≥ 2 fließt man für gDC
P1 zum Fixpunkt S und für gDC

P2 zum Fixpunkt
P, die jeweils genau eine relevante Richtung besitzen.

Start auf der Achse gD
V

Beim Start auf der Achse gD
V befindet man sich ebenfalls im invarianten Unterraum gD

S -gD
V mit

Beispieldiagrammen in Abbildung 3.11. Im Allgemeinen gibt es eine kritische Kopplung gDC
V , die
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Abbildung 3.11.: Phasendiagramme des Flusses im invarianten Unterraum gD
S -gD

V . Die Pfeilrichtung kenn-
zeichnet den Fluss in Richtung IR.

eine Phasengrenze markiert. Direkt bei der kritischen Kopplung fließt man zum Fixpunkt SP. Für
Nf <

4
3 hat dieser drei relevante Richtungen, für höhere Flavorzahlen noch zwei. Da die verbleibende

irrelevante Richtung jedoch stets im invarianten Unterraum gD
S -gD

V liegt, zeigt der Fixpunkt in
diesem dennoch ein attraktives Verhalten. Für gD

V > gDC
V und für positive Werte von gD

V gelangt
man zum Gauß’schen Fixpunkt O, unterhalb der kritischen Kopplung divergieren gD

S und gD
V .

Eine Besonderheit weist der Fall Nf = 1 auf. Dort gibt es keine Phasengrenze, man strebt für
alle Anfangswerte gD

V gegen den Gauß’schen Fixpunkt O. Das liegt daran, dass in diesem Fall der
Fixpunkt SP nicht existiert (d. h., er liegt im Unendlichen).

Start auf der Achse gD
A

Startet man mit der Kopplung gD
A , so gibt es in Allgemeinen zwei kritische Werte gDC

A1/2, die eine
Phasengrenze festlegen. Liegt man zwischen diesen kritischen Werten, so fließt man zum Gauß’schen
Fixpunkt O; beginnt man betragsmäßig darüber, divergieren alle Kopplungen. Es gilt gDC

A1 < 0 und
gDC
A2 > 0.
Ähnlich wie beim Start auf der Achse gD

P ergibt sich auch hier ein abweichendes Verhalten für
Nf = 1. In diesem Fall fließt man für gDC

A1 ≈ −0.1632 zum Fixpunkt G. Für gDC
A2 ≈ 0.2724 gelangt

man zum Fixpunkt P.
Für Nf ≥ 2 fließt man für gDC

A1 zum Fixpunkt S und für gDC
A2 zum Fixpunkt P.

3.6.4. Untersuchung des Flusses beginnend vom Fixpunkt CV

Beginnt man mit einer Theorie, deren Anfangsparameter sich in einer Umgebung des Fixpunkts
CV befinden, so kann sich der Fluss der Kopplungskonstanten abhängig von den Anfangswerten in
verschiedene Bereiche des Theorieraums entwickeln.
Dieser Fixpunkt ist insbesondere deshalb interessant, weil er laut [20, 15] das kritische Verhalten

des U(2Nf)-symmetrischen Thirring-Modells bestimmt, wie auch in Abschnitt 3.6.2 für den Start
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3. Das verallgemeinerte Gross-Neveu-Modell

auf der Thirring-Achse gV dargestellt. Zudem ändert sich die Anzahl seiner relevanten Richtungen
mit Nf, was für die Interpretation von numerischen Simulationen, wie in [51], wichtig sein kann.

Vorgehensweise

Zur genaueren Untersuchung dieses Verhaltens wurde eine Störung in Richtung der beiden für
Nf < 6 relevanten Richtungen um den Fixpunkt CV herum angenommen und der daraus entstehende
Fluss betrachtet. Dazu wurde in der Ebene, die den Fixpunkt CV enthält und von den beiden
relevanten Richtungen aufgespannt wird, eine Störung um den Fixpunkt herum in Form eines
Kreises mit dem Radius ε = 10−3 vorgegeben, wie in Abbildung 3.12 auf Seite 50 dargestellt. Die

Abbildung 3.12.: Parametrisierung der Störung in a und b um den Fixpunkt CV

beiden relevanten Richtungen sollen mit s und t bezeichnet werden und sie lauten in Abhängigkeit
von Nf:

s =


3
3

2Nf−1
1

2Nf−1
1

 , t =


0

−Nf+
√

(Nf+28)Nf+16+4
6Nf
1
0

 . (3.146)

Die Richtung s ist nur für Nf < 6 relevant, bei Nf = 6 marginal und für Nf > 6 irrelevant. Die
Richtung t gehört zum kritischen Exponent 1 und zeigt in die gleiche Richtung wie der Ortsvektor
des Fixpunkts CV. Die Ebene um den Fixpunkt CV herum soll als Ebene CV-s-t bezeichnet werden
und wird wie folgt aufgespannt:

g = g∗CV + a ŝ + b t̂, a, b ∈ R, ŝ = s
|s| ,

t̂ = t
|t| . (3.147)

Dabei bezeichnet g∗CV
den Vektor der Kopplungen g am Fixpunkt CV. Die Koordinaten in Richtung

s bzw. t sind durch a bzw. b gegeben.
Die Störung um den Fixpunkt CV wurde wie folgt parametrisiert:

gStart = g∗CV + ε cosϕ ŝ + ε sinϕ t̂, ŝ = s
|s| , t̂ = t

|t| , (3.148)

ϕ ∈ [0, 2π), ε = 10−3. (3.149)
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Dabei ist zu beachten, dass der Theorieraum (vermutlich) keine Metrik besitzt. Da die Lage der
Fixpunkte im Theorieraum abhängig vom Regularisierungsschema und folglich nicht universell ist,
gilt das auch für Abstände und Winkel. Demzufolge ist den folgenden Ausführungen kein quan-
titativer Wert beizumessen, den qualitativen Aussagen zur Existenz bestimmter Winkelbereiche
hingegen schon.
Beginnend mit den Startwerten gStart für die Kopplungen wurden die Flussgleichungen (3.101

. . . 3.104) numerisch gelöst. Es genügt, die Störungen in den relevanten Richtungen zu betrachten.
Störungen in den irrelevanten Richtungen sind stabil, der Fluss kehrt stets zum Fixpunkt zurück.
Nimmt man eine Linearkombinationen aus Störungen in die relevanten und irrelevanten Richtungen
an, so werden die irrelevanten unterdrückt und asymptotisch bewegt sich der Fluss in die relevante
Richtung, so dass man auch von Beginn an nur diese betrachten kann.

Ergebnisse

In Abhängigkeit des Winkels ϕ ergeben sich getrennte Winkelbereiche, in denen der Fluss jeweils
von einem gewissen Fixpunkt bestimmt wird. In der Regel gibt es zwei kritische Werte ϕC

1/2 bei
denen der Fluss gerade entlang der Separatrix zwischen zwei Phasen verläuft. D. h., in exakt dieser
Richtung erreicht man einem Fixpunkt mit (mindestens) einer irrelevanten Richtung. Entfernt man
sich von dem kritischen Wert, so fließt man in der einen Richtung zum Gauß’schen Fixpunkt O, d.
h., alle Kopplungen werden Null. In der anderen Richtung divergiert mindestens eine Kopplung.
Die Werte der kritischen Winkel sind in Tabelle 3.5 angegeben. Die Entwicklung des Flusses soll

Nf ϕC
1 ϕC

2 ϕD
S ϕS

1 0.00000 1.77946 3
2π 5.44

2 0.85759 2.53108 3.57 2π - 0.14
3 0.13606 3.11380 3.45 2π - 0.04
4 0.00283 3.14000 3.33 2π - 0.01
5 0.00051 3.14109 3.22 2π - 0.005
6 0.00029 3.14131 - -
7 0.00020 3.14140 - -

Tabelle 3.5.: Kritische Winkel ϕC
1/2 der Störung um den Fixpunkt CV sowie Grenzwinkel ϕS und ϕD

S , bei
denen gS bzw. gD

S dominieren für unterschiedliche Werte von Nf.

hier für einige Werte von Nf diskutiert werden:

• Nf = 1: Beim kritischen Wert ϕC
1 fließt man zum Fixpunkt

g =
(
−15

44

(√
5− 3

)
, 1

22

(
28− 13

√
5
)
, 3

22

(√
5− 3

)
,− 5

44

(√
5− 3

))
(3.150)

≈ (0.2604,−0.0486,−0.1042, 0.0868). (3.151)

Das ist der Fixpunkt F und er besitzt genau eine relevante Richtung, die folglich in die gleiche
Richtung wie der Ortsvektor des Fixpunkts zeigt. Man erkennt, dass dabei die Kopplung gS
dominiert. Dieses Vehalten ist ausgeprägt für ϕS . ϕ < ϕC

1 . Bis etwa zum Winkel ϕS wird
die Kopplung gV im Laufe des Flusses zunächst betragsmäßig kleiner, bevor sie divergiert.
Für den kritischen Wert ϕC

2 erreicht man den Fixpunkt D : g = (− 9
44 ,−

9
44 ,−

3
44 ,−

3
44) ≈

(−0.2045,−0.2045,−0.0682,−0.0682) mit ebenfalls einer relevanten Richtung entlang des Fix-
punktverktors. In der Basis BD liegt der Fixpunkt D im invarianten Unterraum gD

S -gD
V , d.
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h., gD
P = gD

A = 0. Die zugehörige relevante Richtung liegt ebenfalls in diesem Unterraum und
zwar so, dass sie stärker in Richtung der Achse gD

S zeigt (s. Abbildung 3.7). Betrachtet man
den Fluss der Kopplungen gD und gelangt dabei in die Nähe des Fixpunkts D, so divergieren
zunächst nur gD

S und gD
V , wobei die Kopplung gD

S dominiert. Für ϕC
2 < ϕ < ϕD

S divergieren
gD

S und gD
V im Positiven und ihre Divergenz dominiert die von gD

P und gD
A . Oberhalb des

Grenzwinkels ϕD
S divergieren sie ins Negative und gD

P und gD
A dominieren die Divergenz.

Für ϕC
1 < ϕ < ϕC

2 fließt man zum Gauß’schen Fixpunkt O. Zwischen ϕD
S und ϕS divergieren

alle Kopplungen gleichzeitig, keine dominiert entscheidend.

• Nf = 2: Für eine Störung mit dem kritischen Winkel ϕC
1 erreicht man den Fixpunkt S, der

für Nf = 2 nur noch eine relevante Richtung hat. Für Nf = 1 besitzt er hingegen zwei und
bestimmt deshalb nicht den Fluss vom Fixpunkt CV.
Entlang der relevanten Richtung des Fixpunkts S divergiert allein die Kopplung gS. D. h.,
für ϕ . ϕC

1 divergiert zunächst nur gS. Die Störung in gV geht zunächst zurück, bevor die
Divergenz in gS auch die noch schwach vorhandene Störung in gV zum Divergieren bringt.
Die typische Entwicklung der Kopplungen nahe des Winkels ϕC

1 ist in Abbildung 3.13 darge-
stellt. In Tabelle 3.5 ist eine ungefähre untere Grenze ϕS für dieses Verhalten angegeben. Das
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(b) Entwicklung der Kopplungen gP und gV

Abbildung 3.13.: Lösung der Flussgleichung Richtung IR mit t = ln
(
k
Λ
)
, beginnend vom Fixpunkt CV mit

einer kleinen Störung, für Nf = 2 nahe des kritischen Winkels ϕC
1 .

Kriterium für diesen Wert ist, dass die Kopplung gV zunächst betragsmäßig absinkt, bevor
sie divergiert. D. h., der Fluss wird zunächst noch leicht vom Fixpunkt S angezogen, bevor
er ins Unendliche strebt.
Der zweite kritische Wert ϕC

2 führt zum Fixpunkt D. Zwischen ϕC
1 und ϕC

2 gelangt man
zum Gauß’schen Fixpunkt O, oberhalb von ϕ = ϕC

2 divergieren alle Kopplungen gleichzeitig.
Ebenso wie für Nf = 1 gilt, dass der Fixpunkt D im invarianten Unterraum gD

S -gD
V liegt,

ebenso die zugehörige relevante Richtung, die ebenfalls stärker in Richtung der Achse gD
S

zeigt. Nahe des kritischen Winkels ϕC
2 divergieren also zunächst nur gD

S und gD
V , wobei die

Kopplung gD
S dominiert. Die typische Entwicklung der Kopplungen in der Nähe des kritischen

Winkels ϕC
2 ist in Abbildung 3.14 abgebildet. Dieses Verhalten setzt sich bis etwa zu ϕD

S fort.
Die Grenze wird dadurch markiert, dass bis zu diesem Winkel der Betrag von gD

P zunächst
absinkt, bevor er divergiert.

• Nf = 3: Das Verhalten für Nf = 3 ähnelt dem für Nf = 2. Für ϕC
1 erreicht man den Fixpunkt
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Abbildung 3.14.: Lösung der Flussgleichung in Richtung IR mit t = ln
(
k
Λ
)
, beginnend vom Fixpunkt CV

mit einer kleinen Störung, für Nf = 2 nahe des kritischen Winkels ϕC
2 , für die Kopplungen gD in der Basis

BD.

S. Etwa im Bereich ϕS < ϕ < ϕC
1 dominiert gS die Divergenz der Kopplungen, |gV| nimmt

zunächst ab, analog zu Abbildung 3.13. Dieser Winkelbereich ist hier deutlich kleiner als für
Nf = 2. Für ϕC

1 < ϕ < ϕC
2 fließt man zum Gauß’schen Fixpunkt O. Die Grenze ϕC

2 wird
durch den Fixpunkt D bestimmt, oberhalb davon divergieren alle Kopplungen gleichzeitig. In
der Basis BD dominiert die Kopplung gD

S die Divergenz bis zum Winkel ϕS
D.

• Nf = 4, 5: Mit zunehmendem Nf wird der Bereich ϕS < ϕ < ϕC
1 , in dem gS dominiert, zuneh-

mend kleiner, bis er für Nf = 5 nur noch aus einem sehr schmalen Intervall ϕ . ϕC
1 besteht.

Dieser Bereich wird weiterhin vom Fixpunkt S bestimmt. Außerdem erhöht sich etwa bei
Nf = 3.76237 die Zahl der relevanten Richtungen des Fixpunkts D von eins auf zwei (s. Ab-
bildung 3.8) . Das hat zur Folge, dass man nun bei ϕC

2 nicht mehr von diesem angezogen wird.
Stattdessen fließt man zum Fixpunkt H, bei dem alle Kopplungen angeregt sind. Dessen eine
relevante Richtung zeigt in der Basis BD signifikant in Richtung gD

S , so dass diese Kopplung
nahe des kritischen Winkels am stärksten divergiert. Ihre Dominanz ist ausgeprägt bis etwa
zu ϕD

S , bis dort ändert Kopplung gD
P ihre Richtung im Laufe des Flusses.

• Nf = 6: Für diese Flavorzahl verringert sich die Anzahl der relevanten Richtungen des Fix-
punkts CV von zwei auf eins (s. Abbildung 3.6). Die verbleibende relevante Richtung t liegt
im invarianten Unterraum gP-gV. Die zweite Richtung s, die für kleinere Nf relevant war
und dadurch die Störung verstärkt hat, ist nun marginal. Dadurch bleibt die Störung für ϕC

1
etwa konstant. Man fließt zu keinem anderen Fixpunkt, sondern der Fluss verbleibt in der
Umgebung des Fixpunkts. Gleiches gilt analog für ϕC

2 .
Zwischen ϕC

1 und ϕC
2 fließt man wie gehabt zum Gauß’schen Fixpunkt O. Für ϕ < ϕC

1 oder
ϕ > ϕC

2 divergieren alle Kopplungen gleichzeitig. Es gibt keinen Bereich mehr, in dem die
Kopplungen gS oder gD

S zuerst divergieren würden.

• Nf ≥ 7: Nun besitzt der Fixpunkt CV nur noch eine relevante Richtung, diese liegt wie der
Fixpunkt im invarianten Unterraum gP-gV. D. h., Störungen, die in eine andere Richtung
zeigen, nehmen in Richtung IR ab. Dieses Verhalten beobachtet man insbesondere an den
kritischen Winkeln ϕC

1/2. In dem Bereich dazwischen fließt man zum Gauß’schen Fixpunkt O.
Darüber bzw. darunter divergieren alle Kopplungen, wobei die Störung in Richtung s zunächst
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abnimmt, bevor sie von der Divergenz von gV und gP ebenfalls ins Unendliche gezogen wird.
Es gibt keinen Bereich mehr, in dem die Kopplungen gS oder gD

S die Divergenz dominieren.

Phasendiagramme

In den Abbildungen 3.15 und 3.16 auf Seite 55 f. sind Phasendiagramme in der Ebene CV-s-t mit
dem Fluss der Kopplungen in Richtung IR für unterschiedliche Werte von Nf abgebildet25.
Die Phasendiagramme wurden erhalten unter der Annahme, dass die Basiselemente der Basis BS

senkrecht aufeinander stehen. Da der Theorieraum keine Metrik besitzt, lässt sich darüber keine
verlässliche Aussage treffen (s. auch die Diskussion in Abschnitt 3.7). Folglich lassen sich aus den
Diagrammen zumindest qualitative Aussagen ableiten, man kann jedoch nicht erwarten, dass sie
den Fluss quantitativ korrekt abbilden.
Sie stellen den Fluss ausgehend vom Fixpunkt CV parametrisiert durch die Koordinaten a und

b dar (vgl. Gl. (3.147)). Weiterhin sind die Punkte eingezeichnet, in denen der Fluss in der dar-
gestellten Ebene verschwindet. Das müssen nicht zwangsläufig echte Fixpunkte sein, da an ihnen
lediglich der Fluss in der Ebene CV-s-t verschwindet, es ist jedoch möglich, dass ein Fluss aus der
Ebene heraus stattfindet, der nicht dargestellt ist. Stets in der Ebene CV-s-t liegen der Fixpunkt CV
per Definition und der Gauß’sche Fixpunkt O. Denn die Richtung t zeigt entlang des Ortsvektors
des Fixpunkts CV, so dass der Fixpunkt O stets auf der b-Achse zu finden ist.
Für Nf = 1 liegen zusätzlich die Fixpunkte D und F , die auch den Fluss beginnend von CV

bestimmen, in der Ebene CV-s-t. Diese Ebene stellt für Nf = 1 einen invarianten Unterraum dar.
Der Fluss aus dieser Ebene heraus verschwindet in diesem Fall.
Weiterhin bildet für Nf = 1 die a-Achse, d. h., die Gerade g = g∗CV

+ a s, einen invarianten Un-
terraum. Die Darstellung der zugehörigen Richtung s in der Basis BD lautet: sD = (−3, 0,−1, 0)T.
Die Betafunktionen von gD

Pund gD
Averschwinden. Damit stellt diese Gerade einen invarianten Un-

terraum dar, in dem sich die beiden Fixpunkte CV und F befinden und der parallel zur ebenfalls
invarianten Ebene gD

S -gD
V verläuft, die die Fixpunkte O und D enthält.

Selbstverständlich stellt auch die b-Achse einen invarianten Unterraum dar. Das gilt für alle
Werte von Nf, denn dabei handelt es sich um die Verbindungsgerade des Fixpunkts CV mit dem
Gauß’schen Fixpunkt O.
Für Nf , 1 enthält die Ebene CV-s-t keine weiteren Fixpunkte, außer O und CV; die eingezeich-

neten Punkte sind lediglich die Stellen, an denen der auf die Ebene projizierte Fluss verschwindet
und sollen als Pseudo-Fixpunkte bezeichnet werden. An ihnen kann man gut die Änderung der
Anzahl der relevanten Richtungen des Fixpunkts CV für Nf = 6 erkennen:
Für Nf < 6 sieht man, dass der Fixpunkt CV sowohl in a- also auch in b-Richtung repulsiv ist, d.

h., beide Richtungen sind relevant. Strebt Nf gegen 6, so nähert sich einer der Pseudo-Fixpunkte
mit offensichtlich einer relevanten und einer irrelevanten Richtung dem Fixpunkt CV immer mehr
an.
Für Nf = 6 fallen beide Punkte zusammen, in Übereinstimmung mit der Tatsache, dass für diese

Flavorzahl der Fixpunkt CV mit einem anderen Fixpunkt übereinstimmt (s. Abschnitt 3.5.4). Das
Verhalten des Flusses in a-Richtung ist unbestimmt, diese Richtung ist marginal26.
Für Nf > 6 entfernt sich der Pseudo-Fixpunkt wieder vom Fixpunkt CV. Beide Punkte haben

nun ihre Eigenschaften geändert. Der Fixpunkt CV hat nunmehr nur noch eine statt zwei relevanten
Richtungen, der Pseudo-Fixpunkt besitzt nun deren zwei.

25Zum Vorgehen für die Erstellung der Phasendiagramme s. Anhang F.
26Genauere Betrachtung des Phasendiagramms bzw. des Flusses legen nahe, dass sie in positive a-Richtung marginal

relevant, in negative marginal irrelevant ist.
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Abbildung 3.15.: Phasendiagramme des Flusses in Richtung IR in der Ebene, die den Fixpunkt CV enthält
und von seinen relevanten Richtungen aufgespannt wird, für verschiedene Werte vonNf. Die Punkte, an denen
der Fluss in dieser Ebene verschwindet, sind schwarz markiert. Die kritischen Winkel ϕC

1/2 sind die Winkel
zwischen der a-Achse und den Separatrizes vom Fixpunkt CV zu den nichttrivialen Pseudo-Fixpunkten für
kleine Störungen. Fortsetzung s. Abb. 3.16.

Zusammenfassung

Die Größe der Winkelbereiche, in denen ein bestimmtes Verhalten in Richtung IR auftritt, sind in
Abbildung 3.17 auf Seite 56 dargestellt. Dabei wurde als Nullpunkt der Skala jeweils der Winkel
ϕC

1 gewählt. Die zugehörigen Winkelbereiche ergeben sich aus der Differenz der in Tabelle 3.5
angegeben Werte zu diesem.
Die kritischen Winkel ϕC

1 und ϕC
2 markieren jeweils eine Phasengrenze. ϕC

1 befindet sich in dem
Diagramm per Definition stets an der Nullinie, ϕC

2 findet man an der oberen Grenze des blauen
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Abbildung 3.16.: Fortsetzung von Abbildung 3.15
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Abbildung 3.17.: Winkelbereiche mit einem bestimmten Verhalten für eine Störung in den relevanten
Richtungen in einem Kreis um den Fixpunkt CV. Nullpunkt ist der kritische Winkel ϕC

1 . Der kritischen
Winkel ϕC

2 befindet sich an der Obergrenze des blauen Bereiches. Die Winkel ϕD
S bzw. ϕS findet man an den

Obergrenzen des grünen bzw. orangenen Bereichs (s. Tabelle 3.5).

Bereiches, für den man zum Gauß’schen Fixpunkt fließt. Oberhalb von ϕC
2 divergieren die Kopp-

lungskonstanten. Dabei gibt es Bereiche, in denen eine bestimmte Kopplung dominiert, da der Fluss
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3.7. Untersuchung der Massenterme

von einem gewissen Fixpunkt bestimmt wird. Diese sind entsprechend angegeben.
Wichtig ist hier noch zu betonen, dass es sich dabei mehr um eine qualitative als eine quan-

titative Aussage handelt. Zwar sind an Hand der Balkenhöhe quantitative Vergleiche zwischen
unterschiedlichen Nf möglich, die absoluten Werte der angegeben Winkel sind jedoch mit Vorsicht
zu betrachten:
Zum einen sind die Übergänge im Bereich der divergierenden Kopplungen fließend. Somit handelt

es sich bei den Grenzwinkeln ϕD
S und ϕS um ungefähre Werte. Sie wurden nach einem gewissen

Kriterium bestimmt, wie oben angegeben, sind jedoch nur als Näherungswerte für den Übergangs-
bereich anzusehen.
Zum anderen sind die angegebenen Winkelgrößen nur dann exakt, wenn die Richtungen s und t,

wie in Abbildung 3.12 dargestellt, senkrecht aufeinander stehen. Da sich keine allgemeine Aussage
über die Verhältnisse im Theorieraum treffen lässt, wurde unter dieser Annahme gerechnet. Ist sie
nicht oder nur bedingt gerechtfertigt, sind die Winkelbereiche des Kreises entsprechend verzerrt
oder gestaucht, so dass sich die Winkelgrößen ändern. Die qualitative Aussage zum Verhalten des
Flusses bleibt jedoch bestehen.
Diese besagt, dass es für Nf < 6 stets einen Bereich ϕS < ϕ < ϕC

1 gibt, in dem die Kopplung gS die
Divergenz dominiert. Das deutet auf die Erzeugung des Massentermes 〈ψ̄ψ〉 und damit den Bruch
der chiralen Z2-Symmetrie hin. Für Nf ≥ 2 ist dieses Verhalten durch den Fixpunkt S bestimmt,
der zur Universalitätsklasse des Gross-Neveu-Modells, wie es in [31] beschreiben wird, gehört.
Weiterhin gibt es für Nf < 6 stets einen Bereich ϕC

2 < ϕ < ϕD
S , in dem die Kopplung gD

S die
Divergenz dominiert. Die zugehörigen Fixpunkte sind D für Nf ≤ 3 und H für Nf ≥ 4.
Der Grund für das Auftreten dieser Winkelbereiche ist die Existenz zweier relevanter Richtungen

des Fixpunkts CV für Nf < 6. Deshalb fließt man bei Störungen in einer bestimmten Richtung
um diesen Fixpunkt herum zu anderen Fixpunkten, die das kritische Verhalten einer anderen Uni-
versalitätsklasse zeigen. D. h., befindet man sich zu Beginn nicht exakt im U(2Nf)-symmetrischen
thirring-artigen Unterraum gP-gV, so ist nicht garantiert, dass sich der Fluss zu diesem hin entwi-
ckelt. Im Gegenteil kann der Fluss für Nf < 6 in ganz andere Bereiche des Theorieraums führen.
Für Nf = 6 ist eine Richtung marginal. Für größere Nf besitzt der Fixpunkt CV nur noch ein
relevante Richtung, die sich im invarianten Unterraum gP-gV befindet. Störungen senkrecht zu die-
sem invarianten Unterraum sind dann irrelevant. D. h., für Nf > 6 ist der U(2Nf)-symmetrische
thirring-artige Unterraum gP-gV IR-attraktiv, so dass man asymptotisch ein kritisches Verhalten
erhält, wie es in [20] dargestellt ist.

3.7. Untersuchung der Massenterme
Für Phasenübergänge sind insbesondere die Fixpunkte mit einer relevanten Richtung entscheidend.
Diese zeigt stets entlang der Verbindungsgeraden zwischen dem Gauß’schen Fixpunkt O und dem
Fixpunkt. Startet man in der Nähe eines solchen Fixpunkts, so nähert man sich im Laufe des
Flusses dieser Geraden immer mehr an. Alle Trajektorien, die von einer Umgebung des Fixpunkts
ausgehen, zeigen in Richtung dieser Geraden. Divergieren eine oder mehrere Kopplungen entlang
dieser Geraden, kann das ein Anzeichen für Symmetriebrechung sein, bei der möglicherweise ein
Massenterm erzeugt wird.

3.7.1. Mögliche Massenterme
Prinzipiell gibt es vier mögliche Massenterme der Form ψ̄aταψ

a mit τα ∈ {1, γ4, γ5, γ45}. Dabei sind
jedoch die Terme mit γ4 und γ5 äquivalent: Betrachtet man den Term ψ̄a(mγ4+m′γ5)ψa so lässt sich
dieser mit Hilfe der kontinuierlichen chiralen Symmetrie U45(1) (3.19, 3.20), die einen Spezialfall
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3. Das verallgemeinerte Gross-Neveu-Modell

der UL(Nf) ⊗ UR(Nf)-Symmetrie darstellt, in einen Massenterm ∝ ψ̄aγ4ψ
a transformieren, wenn

man den Parameter α gemäß tan(2α) = m′

m wählt. Damit kann man diese beiden Massenterme
in der Form ψ̄a(γ4 cosϕ + γ5 sinϕ)ψa mit beliebigem Parameter ϕ zusammenfassen und als einen
einheitlichen Massenterm behandeln. Durch spontane Symmetriebrechung können folglich folgende
Massenterme dynamisch erzeugt werden [15]:

1. 〈ψ̄ψ〉, Semenoff-Massenterm [52], der die chirale Z2-Symmetrie bricht und entlang des Kanals
S erzeugt wird.

2. 〈ψ̄γ45ψ〉, Haldane-Massenterm [53], der die Paritäts- und die Zeitumkehrsymmetrie bricht.
Er wird entlang des Kanals P erzeugt.

3. 〈ψ̄(γ4 cosϕ + γ5 sinϕ)ψ〉, Kekulé-Massenterm [54]. Dieser bricht die UL(Nf) ⊗ UR(Nf)-Sym-
metrie.

3.7.2. Bestimmung der Winkel

Um herauszufinden, welche Achse der Verbingungsgerade zwischen dem Gauß’schen Fixpunkt O
und dem Fixpunkt am nächsten liegt, wurden die Winkel zwischen dieser Achse und der Gera-
den ermittelt. Die Achse mit dem kleinsten eingeschlossenen Winkel bestimmt mutmaßlich das
langreichweitige Verhalten des Flusses von diesem Fixpunkt. Es wurden sowohl die Achsen in der
Standardbasis BS, als auch die der fierztransformierten Basis BD berücksichtigt27.

Orthogonale Standardbasis

Zur Bestimmung der Winkel muss im Theorieraum zunächst ein Skalarprodukt definiert werden.
Dazu soll zunächst angenommen werden, dass die Kanäle in der Standardbasis BS senkrecht auf-
einander stehen und damit die zugehörigen Achsen durch die kanonischen Einheitsvektoren para-
metrisiert werden, wie in Gleichung (G.2). Dann soll für Vektoren a und b mit Komponenten in
der Standardbasis als Skalarprodukt das Standardskalarprodukt im R4 definiert werden:

a · b :=
4∑
i=1

aibi. (3.152)

Auf Grund der fehlenden Metrik im Theorieraum ist diese Definition nicht eindeutig. Die gewähl-
te Definition ist ausschließlich für Vektoren in der Standardbasis BS gültig. Sie gilt insbesondere
nicht für die fierztransformierte Basis BD. Da die Fierztransformation (C.15) keine orthogonale
Transformation ist, handelt es sich bei dem entstehenden Koordinatensystem nicht um ein ortho-
gonales, sondern ein schiefwinkliges Koordinatensystem, so dass Definition (3.152) in diesem keine
Gültigkeit hat.
Mit dieser Definition erhält man nun für den Winkel α zwischen einem Fixpunktvektor g∗ in der

Standardbasis BS und einem normierten Achsenvektor ĝBi
, |ĝBi

| = 1 folgenden Ausdruck:

α = arccos
ĝBi
· g∗

|g∗|
. (3.153)

27Zur Parametrisierung der Achsen s. Anhang G.
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3.7. Untersuchung der Massenterme

Orthogonale Fierzbasis

Da die Annahme, dass die Achsen in der Standardbasis BS senkrecht aufeinander stehen, nicht
zwingend ist, wurde alternativ der Fall untersucht, in dem die Achsen der fierztransformierten
Basis BD senkrecht aufeinander stehen. Zur zugehörigen Parametrisierung der Achsen s. Anhang
G.2. Demzufolge wird in diesem Fall das Skalarprodukt mit den Komponenten in der Basis BD

definiert, die durch einen hochgestellten Index D gekennzeichnet werden:

aD · bD :=
4∑
i=1

aD
i b

D
i . (3.154)

Diese Definition des Skalarprodukts ist nicht kompatibel mit der aus Gleichung (3.152). Beide ba-
sieren auf unterschiedlichen Annahmen über den Theorieraum und liefern somit unterschiedliche
Ergebnisse. Da a priori nicht klar ist, welche Annahme der Wirklichkeit entspricht (wenn über-
haupt), wurden beide Varianten untersucht und die Unterschiede dokumentiert. Somit erhält man
zumindest eine Ahnung über die Verhältnisse im Theorieraum.
Zur Berechnung des Winkels αD zwischen einem Fixpunktvektor gD∗ in der Basis BD und einem

normierten Achsenvektor ĝD
Bi
, |ĝD

Bi
| = 1 verwendet man nun folgende Gleichung:

αD = arccos
ĝD

Bi
· gD∗

|gD∗|
. (3.155)

3.7.3. Klassifikation der Fixpunkte mit genau einer relevanten Richtung

Im Folgenden sollen für alle Fixpunkte mit genau einer relevanten Richtung die am nächsten liegen-
den Achsen des Theorieraums angegeben werden, sowohl unter der Annahme einer orthogonalen
Standard-, als auch einer orthogonalen Fierzbasis. Die Achsen wurden an dieser Stelle mit der zuge-
hörigen Wechselwirkung benannt, da die Zuordnung zu den Wechselwirkungskanälen im Gegensatz
zu den Kopplungskonstanten unter Basistransformationen invariant ist. Weiterhin wird jeweils die
Größe des kleinsten und zweitkleinsten Winkels genannt, die zugehörigen Werte sind in Tabelle 3.6
zu finden.

Fixpunkt P

Der Fixpunkt P hat für alle Nf ≥ 1 genau eine relevante Richtung. Er liegt stets auf der Achse
P und schließt folglich mit ihr den kleinsten Winkel ein. Divergiert der Fluss ausgehend von einer
Umgebung um den Fixpunkt P, divergiert entlang der relevanten Richtung nur die Kopplung gP.
Folglich wird der Haldane-Massenterm 〈ψ̄γ45ψ〉 erzeugt, der die Paritätssymmetrie bricht.28

Fixpunkt S

Der Fixpunkt S besitzt für Nf ≥ 2 genau eine relevante Richtung. Er liegt stets auf der Achse S
und schließt folglich mit ihr den kleinsten Winkel ein. Divergiert der Fluss ausgehend von einer
Umgebung um den Fixpunkt S, divergiert entlang der relevanten Richtung nur die Kopplung gS.
Startet man oberhalb der kritischen Kopplung, so wird der chirale Massenterm 〈ψ̄ψ〉 erzeugt, der
die chirale Z2-Symmetrie bricht.29

28Für eine ausführliche Diskussion s. [43] für Nf ≥ 1 und [44] für Nf = 0.5.
29Für eine ausführliche Diskussion s. [31].
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3. Das verallgemeinerte Gross-Neveu-Modell

orthogonale Standardbasis orthogonale Fierzbasis
Fixpunkt Nf α Bα β Bβ αD BαD βD BβD

P ≥ 1 0◦ P 48◦ V D, AD 0◦ P 60◦ SD, PD, V D, AD

S ≥ 2 0◦ S 48◦ V D, AD 0◦ S 60◦ SD, PD, V D, AD

1 27◦ SD 37◦ V D 18◦ SD 51◦ S, P
D 2 13◦ SD 50◦ V D 7◦ SD 51◦ V , T

3 4◦ SD 58◦ S, P 2◦ SD 48◦ V , T
F 1 29◦ S 33◦ PD 19◦ PD 42◦ S

G 1 29◦ S 33◦ AD 38◦ AD 57◦ V

4 22◦ SD 41◦ V 23◦ SD 26◦ V
H 5 24◦ V 42◦ SD 11◦ V 41◦ SD

6 20◦ V 50◦ SD, PD 8◦ V 46◦ SD, PD

4 22◦ SD 41◦ T 22◦ SD 27◦ T
J 5 24◦ T 42◦ SD 13◦ T 37◦ SD

6 20◦ T 50◦ SD 9◦ T 42◦ SD

6 20◦ V 50◦ SD, PD 8◦ V 46◦ SD, PD

CV > 6 ↘ V ↗ SD, PD ↘ V ↗ SD, PD

∞ 0◦ V 60◦ SD, PD 0◦ V 48◦ SD, PD

6 20◦ T 50◦ SD 9◦ T 42◦ SD

CT > 6 ↘ T ↗ SD ↘ T ↗ SD

∞ 0◦ T 60◦ SD, PD 0◦ T 48◦ SD, PD

Tabelle 3.6.: Kleinster Winkel α und zweitkleinster Winkel β der Fixpunktvektoren mit den zugehörigen
Achsen Bi in orthogonaler Standard- bzw. Fierzbasis (Index D)).

Fixpunkt D

Der Fixpunkt D liegt im invarianten Unterraum gD
S -gD

V und besitzt für 1 ≤ Nf ≤ 3 genau ei-
ne relevante Richtung. Er schließt dabei stets mit der Achse SD den kleinsten Winkel ein. Der
eingeschlossene Winkel wird mit zunehmendem Nf ≤ 3 kleiner.

Fixpunkte F und G

Die Fixpunkte F und G besitzen ausschließlich für Nf = 1 jeweils genau eine relevante Richtung.
Hier gibt es einen Unterschied zwischen der orthogonalen Standard- und Fierzbasis. In der ortho-
gonalen Standardbasis liegen beide am nächsten an der Achse S. In der orthogonalen Fierzbasis
liegt der Fixpunkt F am nächsten an der Achse PD, der Fixpunkt G schließt mit der Achse AD den
kleinsten Winkel ein.

Fixpunkte H und J

Die Fixpunkte H und J besitzen genau eine relevante Richtung für 4 ≤ Nf ≤ 6. Für Nf = 4
schließen beide mit der Achse SD den kleinsten Winkel ein. Für Nf = 5, 6 liegt der Fixpunkt H
am nächsten an der Achse V , der Fixpunkt J nahe der Achse T . Der eingeschlossene Winkel
nimmt jeweils mit zunehmendem Nf ab. Der Unterschied im Vergleich der beiden Fixpunkte ist
unmittelbar klar, da H und J die Stuktur (c, d, e, f) bzw. (c, d, f, e) besitzen, wobei |e| > |f | gilt.
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Fixpunkte CV und CT

Die Fixpunkte CV und CT liegen in den invarianten Unterräumen gP-gV bzw. gP-gT und besitzen
für Nf ≥ 6 genau eine relevante Richtung. Für alle diese Flavorzahlen liegt der Fixpunkt CV am
nächsten an der Achse V . Der Fixpunkt CT schließt stets mit der Achse T den kleinsten Winkel
ein. In beiden Fällen wird der Winkel umso kleiner, je größer Nf ist. Für Nf → ∞ liegen beide
Fixpunkte schließlich auf der entsprechenden Achse.

Zusammenfassung

Wie aus Tabelle 3.6 ersichtlich wird, erhält man unterschiedliche Werte für die Winkel, je nachdem,
ob man von der Annnahme einer orthogonalen Standard- oder Fierzbasis ausgeht. Das hängt damit
zusammen, dass die Achsen der jeweils anderen Basis dann nicht mehr senkrecht aufeinander stehen.
Somit wird bei einem Wechsel der Annahme, der zugehörige Winkel gestreckt oder gestaucht.
Bis auf die Fixpunkte F und G stimmen jedoch für beide Fälle die qualitativen Aussagen hin-

sichtlich der Achse mit dem kleinsten Winkel überein. Somit erhält man mit diesem Verfahren
zumindest eine Vorstellung davon, wie der Theorieraum beschaffen ist. Wie oben erwähnt, handelt
es sich bei der Definition der Skalarprodukte in Gleichungen (3.152, 3.155) um Hilfskonstruktio-
nen. Vermutlich entspricht keine der beiden konträren Orthogonalitätsannahmen der Realität. Der
Theorieraum an sich ist jedoch zunächst ohne Skalarprodukt definiert, so dass es schwer ist, eine
allgemeine Aussage zu treffen. Die obigen Hilfsvorstellungen sollen dazu beitragen, eine Vermutung
über die tatsächlichen Verhältnisse zu bekommen. Auf Grund der weitgehenden Übereinstimmung
kann man annehmen, dass man damit zumindest qualitative Aussagen treffen kann.
Man stellt fest, dass die beiden Fixpunkte S und P ein unterschiedliches kritisches Verhalten

zeigen (s. auch Abschnitt 3.5.3). Auf Basis einer Untersuchung ausschließlich im invarianten Un-
terraum gS-gP wurde in der Literatur [15, Kap. IV] postuliert, dass beide Fixpunkte identisches
kritisches Verhalten zeigen. Diese Aussage scheint jedoch nur für den dort betrachteten Unterraum
mit möglicherweise höherer Symmetrie zuzutreffen, für unseren Fall ist sie widerlegt.
Beide Fixpunkte gehören zur Universalitätsklasse des „Gross-Neveu-Modells“. Dieses ist jedoch

in d = 3 Raumzeitdimensionen nicht eindeutig definiert. Zum einen gibt es die Darstellung mit
vierkomponentigen reduziblen Dirac-Spinoren, wie in [31]. Diese beschreibt das Verhalten des Fix-
punkts S. Zum anderen existiert eine irreduzible Darstellung auf der Basis von zweikomponentigen
Weyl-Spinoren [43, 44]. Diese entspricht dem Kanal P [20, Abs. 4.1.] und beschreibt folglich das
kritische Verhalten des Fixpunkts P.
Die obigen Untersuchungen liefern Vermutungen über das Symmetriebrechungsmuster des Flus-

ses, der von den Fixpunkten mit genau einer relevanten Richtung ausgeht. Möchte man eine exakte
Betrachtung mit verlässlichen Ergebnissen erhalten, ist die Untersuchung einer bosonisierten Theo-
rie des zugehörigen Kanals mit dynamischen Freiheitsgraden unerlässlich.
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4. Allgemeine Formel für die Flussgleichung einer
effektiven Wirkung mit Vier-Fermi-Termen

In diesem Kapitel soll ausgehend von einem allgemeinen Ansatz von der Form (3.68) mit beliebigen
Vier-Fermi-Termen mit Singulettstruktur eine allgemeine Formel zur Berechnung der zugehörigen
Flussgleichungen hergeleitet werden.

4.1. Ansatz für die mittlere effektive Wirkung
Für die mittlere effektive Wirkung soll folgender Ansatz gewählt werden:

Γk[ψ̄, ψ] =
∫

ddx
{
Zψψ̄

ai/∂ψa +
∑
i

ḡi
2Nf

(ψ̄aOiψa)(ψ̄bOiψb)
}
. (4.1)

D. h. es handelt sich bei dem gewählten Ansatz um eine effektive Wirkung mit rein fermionischen
Feldern. Die Trunkierung ist so gewählt, dass in Form einer Ableitungsentwicklung nur Terme in
der ersten Ableitung der fermionischen Felder zugelassen werden, so dass nur der übliche kinetische
Term auftritt, als Wechselwirkungsterme sollen nur punktförmige Vier-Fermi-Terme zugelassen
werden, Massenterme sollen keine auftreten.
Die Flavorstuktur der Vier-Fermi-Terme ist als Singulett gewählt. Dies stellt jedoch keine Ein-

schränkung dar, da man sowohl die effektive Wirkung, als auch die Flussgleichungen der Kopplungs-
konstanten mit Hilfe der Fierztransformationen, wie in Anhang C beschrieben, auf Dublettstruktur
umrechnen kann. Die fermionischen Felder ψ̄ und ψ treten in Nf verschiedenen Flavors auf, die
durch hochgestellte lateinische Indizes a, b, . . . gekennzeichnet sind und über die gemäß der Ein-
steinschen Summenkonvention von 1 bis Nf summiert wird1.
Für die Operatoren Oi können beliebige Elemente der Basis der Dirac-Algebra2 eingesetzt wer-

den. Die Anzahl d der Raumzeitdimensionen und die Anzahl der Komponenten ist in diesem Ansatz
beliebig, für d = 3 Raumzeitdimensionen erhält man in der reduziblen vierkomponentigen Darstel-
lung der Dirac-Algebra z. B. die Basis (3.6).
Soll die zugehörige Theorie lorentzinvariant sein, so muss man stets über die zugehörigen grie-

chischen Lorentzinizes µ, ν, . . . summieren. Dahingehend soll im Ansatz (4.1) das Produkt der
Operatoren Oi so verstanden werden, dass ggf. gleichzeitig über evtl. vorkommende Lorentzindizes
summiert wird. Wichtig dabei ist zu beachten, dass für die Oi stets Operatoren einzusetzen sind,
die tatsächlich auch Elemente der Basis der Dirac-Algebra sind. Dies ist insbesondere wichtig für
Operatoren mit mehreren Lorentzindizes, wie den Tensoroperator γµν . Summiert man hier über
beide Lorentzindizes, so tritt auf Grund der Eigenschaft γνµ = −γµν jeder Term doppelt auf, dabei
sind jedoch nur die Elemente mit µ < ν auch Elemente der Basis. Dieser Tatsache wird häufig durch
einen Faktor 1

2 vor dem Produkt Rechnung getragen, um so die Doppelzählung zu kompensieren3.
1Um Missverständnisse zu vermeiden gilt das für die Summe über die unterschiedlichen Wechselwirkungsterme mit
dem unteren lateinischen Index i, j, . . . nicht, hier wird die Summe explizit aufgeführt.

2s. Anhang B.
3Eine andere Möglichkeit ist die Verwendung von 1√

2γµν als Operator, dadurch geht jedoch die einheitliche Ortho-
gonalitätsbedingung (3.7) der Basiselemente verloren.
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Für unsere Rechnung ist es zweckmäßiger, diese Operatoren ebenfalls als einen Vektor aus allen
Basiselementen aufzufassen, also OT := (γµν)dµ,ν=1,µ<ν . D. h., für d = 3 z. B. ist OT = (γ12, γ13, γ23).
Man summiert über den zugehörigen (gedachten) Vektorindex, was selbstverständlich äquivalent
zu obigem Verfahren ist4.
Wie weiter unten ausgeführt, ergibt die folgende Berechnungsvorschrift nur dann exakte Resul-

tate, wenn man mit einer fierz-vollständigen Theorie rechnet. D. h., im Rahmen einer vorgegebenen
Symmetrie sollen alle Terme, die mit dieser verträglich sind, im Ansatz (4.1) enthalten sein. Soll
eine Theorie betrachtet werden, die dieser Eigenschaft nicht genügt, bietet es sich an, zunächst
trotzdem fierz-vollständig zu rechnen und im Anschluss die nicht benötigten Kopplungskonstanten
Null zu setzen um den gewünschten Ansatz zu erhalten.

4.2. Projektor auf einen Vier-Fermi-Term
Um die allgemeine Flussgleichung zu berechnen, soll zunächst ein Projektor definiert werden, der
in einer Gleichung die Koeffizienten vor einem bestimmten Vier-Fermi-Term liefert.
Damit man die unterschiedlichen Vier-Fermi-Terme voneinander unterscheiden kann, wird vier-

mal funktional nach den fermionischen Feldern abgeleitet und anschließend zweimal mit einem
Operator Oj multipiziert. Um die Operatoren und die Ableitungen vertauschen zu können, muss
man dabei die Dirac-Komponenten einzeln betrachten, weshalb die Dirac-Indizes α, β, ... mitge-
schrieben und anschließend darüber kontrahiert wurde.

P̂j [X] :=
−→
δ

δψ̄aα

−→
δ

δψ̄bβ
X

←−
δ

δψbγ

←−
δ

δψaδ
Oj,γβOj,δα

∣∣∣∣∣
ψ,ψ̄=0

. (4.2)

Die Funktionalableitungen sollen jeweils bei räumlich konstanten Feldern wie in Gleichung (3.78)
ausgeführt werden.
Wendet man diesen Projektor auf einen Vier-Fermi-Term mit zwei beliebigen Operatoren an, so

erhält man:

X := (ψ̄aOψa)(ψ̄bQψb) (4.3)
P̂jX = 2N2

f Tr(OOj) Tr(QOj)− 2Nf Tr(OOjQOj). (4.4)

Angewandt auf den Ansatz (4.1) der effektiven Wirkung ergibt sich:

P̂jΓ =
∑
i

gi[Nf Tr2(OiOj)− Tr(OiOjOiOj)] =:
∑
i

giMij (4.5)

mit Mij := Nf Tr2(OiOj)− Tr(OiOjOiOj). (4.6)

Dabei wurde die Koeffizientenmatrix Mij definiert.
Um nun tatsächlich einen Projektor P̂ (k) zu erhalten, der auf den quadratischen Term mit dem

Operator Ok projiziert, also gerade den Koeffizienten gk herausfiltert, muss man eine Linearkom-
bination obiger Projektoren bilden, so dass gilt:

P̂ (k) :=
∑
j

α
(k)
j P̂j (4.7)

mit P̂ (k)Γ =
∑
i,j

giMijα
(k)
j

!= gk (4.8)

⇒ α
(k)
j = M−1

jk . (4.9)
4Diese Vorgehensweise bietet sich insbesondere für die automatisierte Auswertung der Formeln an.
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4. Allgemeine Formel für die Flussgleichung einer effektiven Wirkung mit
Vier-Fermi-Termen

Wählt man also als Koeffizienten α
(k)
j der Linearkombination gerade die Elemente der inversen

Koeffizientenmatrix M−1, so erhält man einen Projektor P̂ (k), der für einen gegeben Ausdruck die
Koeffizienten (multipliziert mit 2Nf) vor dem quadratischen Vier-Fermi-Term mit dem Operator
Ok extrahiert.

4.3. Anwendung auf die Flussgleichung
Mit der Definition

BS
i := (ψ̄aOiψa)(ψ̄bOiψb) (4.10)

schreibt sich der Ansatz der effektiven Wirkung (4.1) wie folgt:

Γk[ψ̄, ψ] =
∫

ddx
{
Zψψ̄

ai/∂ψa +
∑
i

ḡi
2Nf

BS
i

}
(4.11)

Für die Ableitung nach der Renormierungsgruppenzeit t bei Auswertung für konstante Felder (s.
Gleichungen (3.78, 3.79)) ergibt sich nach der Einführung dimensionsloser Kopplungen gemäß

gi = Z−2
ψ kd−2ḡi (4.12)

wie in Gleichung (3.97)

∂tΓk
∣∣∣
ψ=konst.

=
Z2
ψV

2Nfkd−2

∑
i

[
(2− d− 2ηψ)giBS

i +BS
i ∂tgi

]
(4.13)

⇒ P̂ (k)∂tΓk|ψ
(4.8)=

Z2
ψV

kd−2 [(2− d− 2ηψ)gk + ∂tgk] . (4.14)

Andererseits erhält man, wie in Abschnitt 3.3 gezeigt wurde, auf der rechten Seite der Flussgleichung
eine quadratische Form in den Kopplungskonstanten wie folgt (vgl. Gleichung (3.94)). Wie dort
argumentiert wurde, gilt diese Gleichung in dieser Form nur für fierz-vollständige Theorien, d. h.
Theorien, in denen alle mit der Symmetrie verträglichen Terme im Ansatz für die mittlere effektive
Wirkung berücksichtigt sind. Damit treten im Laufe des Flusses keine zusätzlichen Terme auf, die
andernfalls dazu führen würden, dass die untenstehende Summe über i mehr Elemente enthält als
der Ansatz (4.1). Wir wollen deshalb im Folgenden annehmen, dass es sich um eine fierz-vollständige
Theorie handelt.

∂tΓk = C
∑
i

BS
i

∑
j,l

gjA
i
jlgl mit C :=

2vdV Z2
ψ

N2
f k

d−2 `
(F )d
1 (0; ηψ) (4.15)

⇒ P̂ (k)∂tΓk
(4.8)= 2NfC

∑
j,l

gjA
k
jlgl. (4.16)

Setzt man (4.14) und (4.16) gleich, so erhält man die Flussgleichung für die Kopplung gk wie in
Gleichung (3.98)5

∂tgk = (2ηψ + d− 2)gk + 4vd
Nf

`
(F )d
1 (0; ηψ)

∑
j,l

gjA
k
jlgl. (4.17)

5Wie in Anhang E gezeigt, ist die Flussgleichung für die Wellenfunktionsrenormierung Zψ trivial, so dass es genügt,
die der Kopplungskonstanten gk zu bestimmen.
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4.4. Allgemeine Formel für die Koeffizientenmatrizen

Es bleiben die Koeffizientenmatrizen Akjl zu berechnen. Wendet man auf Gleichung (3.88) die Iden-
tität (3.89) an, so erhält man folgenden allgemeinen Ausdruck:

STr[(P−1
k Fk)

2] =−
∫
p

2V
Z2
ψ(1 + rψ)2p2d

∑
i,j

{
ḡiḡj
N2

f

[
(ψ̄aOjγµOiψa)2

− (ψ̄aOiγµOjψa)(ψ̄bOjγµOiψb)− 2(ψ̄aOiψa)(ψ̄bOjγµOiγµOjψb).

+Nf(ψ̄aOiψa)(ψ̄bOjψb) Tr(γµOiγµOj)
]} (4.18)

Mit der für die Kopplungskonstanten der Vier-Fermi-Terme ausreichenden Beziehung (wie in Ab-
schnitt 3.3 argumentiert)

∂tΓk = −1
4 STr[∂̃t(P−1

k Fk)
2] (3.93)= −C

d

∑
i,j

gigj [. . . ]ij (4.19)

⇒ P̂ (k)∂tΓk = −C
d

∑
i,j

gigjP̂
(k)[. . . ]ij

(4.16)= 2NfC
∑
i,j

giA
k
ijgj (4.20)

⇒ Akij = − 1
2Nfd

P̂ (k)[. . . ]ij (4.21)

erhält man schließlich durch Koeffizientenvergleich eine Formel für die Matrix Akij , wobei unter dem
Klammerausdruck [. . . ]ij jeweils die eckige Klammer in Gleichung (4.18) gemeint ist.

4.4. Allgemeine Formel für die Koeffizientenmatrizen
Durch Anwenden des Projektors (4.7) auf diesen Ausdruck bestimmt man unter Verwendung der
Beziehung (4.4) und anschließender Symmetrisierung in den Indizes i und j eine allgemeine Formel
für die Koeffizientenmatrix Akij für einen Ansatz wie in Gleichung (4.1) mit beliebigen Operatoren
Oi aus der Basis der Dirac-Algebra:

Akij =1
d

(∑
l

α
(k)
l

{
Tr(OjγµOiOlOjγµOiOl)− Tr(OjγµOiOlOiγµOjOl)

− Tr(OiOlOjγµOiγµOjOl)− Tr(OjOlOiγµOjγµOiOl)
+Nf[−Tr2(OjγµOiOl) + Tr(OjγµOiOl) Tr(OiγµOjOl) + Tr(OiOlOjOl) Tr(γµOiγµOj)
+ Tr(OiOl) Tr(OjγµOiγµOjOl) + Tr(OjOl) Tr(OiγµOjγµOiOl).

−Nf Tr(OiOl) Tr(OjOl) Tr(γµOiγµOj)]
})

(4.22)

Die griechischen Indizes i, j, k, l bezeichnen die Operatoren im Ansatz (4.1) und ihre Summe läuft
über die Anzahl der zugehörigen Wechselwirkungsterme, wobei ggf. gleichzeitig über auftretende
Lorentzindizes summiert werden muss, wie in Abschnitt 4 dargestellt6.

6Behandelt man die Elemente der Dirac-Algebra voneinander unabhängig, d. h. ohne Summation über die Lorent-
zindizes und indiziert somit jedes Element einzeln mit i, j, . . . , so kann man Gleichung (4.22) mithilfe der Orthogo-
nalitätsbeziehung Tr(γAγB) = 4δAB geringfügig vereinfachen. In der Anwendung spielen jedoch lorentzinvariante
Theorien eine entscheidende Rolle, so dass obige allgemeine Gleichung angegeben wurde. Die Vereinfachung kann
dennoch für explizite Berechungen mit einem Computeralgebrasystem nützlich sein, in dem die einzelen Matrizen
unabhängig behandelt werden.
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4. Allgemeine Formel für die Flussgleichung einer effektiven Wirkung mit
Vier-Fermi-Termen

Mit Hilfe dieser Formel lassen sich nun die Flussgleichungen (4.17) einer beliebigen effektiven
Wirkung mit Vier-Fermi-Termen wie in Gleichung (4.1) auf direktem Weg berechnen.
Die Anwendung dieser Formel ist nur dann konsistent, wenn man eine fierz-vollständige Theorie

im Sinne einer bestimmten Symmetrie vorliegen hat. Nur in diesem Fall deckt der in Gleichung
(4.7) definierte Projektor alle Terme ab, die durch den Fluss erzeugt werden können. Dabei können
prinzipiell alle Terme auftreten, die durch die Symmetrie erlaubt sind.
Die Fierztransformationen erlauben es, jede Theorie in der Form (4.1) mit ausschließlich Singu-

lett-Termen darzustellen. Genügt die Theorie einer gewissen Symmetrie, existiert eine vollständige
Basis im Theorieraum, der zu dieser Symmetrie gehört. Der Fluss ist durch die Symmetrie geschützt,
d. h., entlang der Trajektorie im Theorieraum werden nur Terme erzeugt, die die gleiche Symmetrie
erfüllen. Hat man diese bereits alle im Ansatz erfasst, spricht man von einer fierz-vollständigen
Theorie. Jeder Term, der die Symmetrie erfüllt, lässt sich dann, ggf. nach einer Fierztransformation,
als Linearkombination der Basiselemente darstellen.
Für eine fierz-vollständige Theorie erhält man mit obiger Berechnungsvorschrift ein vollständiges

System der Flussgleichungen. Ist der Ansatz jedoch nicht fierz-vollständig, so treten im Fluss typi-
scherweise zusätzliche Terme auf. Die entstehenden Flussgleichungen sind dann unter Umständen
nicht eindeutig, sondern lassen sich durch Fierz-Mehrdeutigkeiten umformulieren. Zur Verwendeung
dieser Formel bietet es sich daher an, zunächst eine fierz-vollständige Theorie anzusetzen und im
Ergebnis der Flussgleichungen ggf. nicht benötigte Kopplungskonstanten Null zu setzen.
In Anhang H findet man eine funktionsfähige Umsetzung dieser Formel für Mathematica bzw.

eine elektronische Version unter
https://www.tpi.uni-jena.de/files/gehring/alg-4-fermi.nb.
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5. Zusammenfassung

In der vorliegenden Arbeit wurde das verallgemeinerte Gross-Neveu-Modell, namentlich ein Modell
mit UL(Nf)⊗UR(Nf)-Symmetrie, auf rein fermionischem Niveau betrachtet. Mit Hilfe der Metho-
den der funktionalen Renormierungsgruppe wurde die Fixpunkt-Struktur dieses Modells untersucht.
Dabei wurde eine Ableitungsentwicklung in führender Ordnung verwendet und Wechselwirkungs-
terme mit vier fermionischen Feldern einbezogen.
Es stellt sich heraus, dass es vier unabhängige Vier-Fermi-Terme gibt, die mit der UL(Nf) ⊗

UR(Nf)-Symmetrie, sowie mit der diskreten chiralen Z5
2- und der Paritätssymmetrie verträglich

sind. Die Flussgleichungen für die vier zugehörigen Kopplungskonstanten wurden mit Renormie-
rungsgruppen-Techniken ermittelt. Ausgehend davon wurde der Theorieraum und insbesondere
dessen Fixpunktstruktur untersucht.
Dazu wurden zum einen die invarianten Unterräume ermittelt. In den gewählten Formulierungen

des Modells konnten vier nichttriviale invariante Unterräume identifiziert werden.
Zum anderen wurde die Anzahl der Fixpunkte in Abhängigkeit der Flavorzahl Nf bestimmt und

die Fixpunkte, sowie deren kritische Exponenten und RG-Richtungen in den invarianten Unter-
räumen analysiert. Es zeigt sich, dass das kritische Verhalten abhängig von Nf ist und dass sich
bei bestimmten Flavorzahlen die Anzahl der relevanten Richtungen der Fixpunkte verändert. Des
Weiteren wurde ein wichtiges Augenmerk auf die physikalisch bedeutsamen Fixpunkte mit einer
relevanten Richtung gelegt, und deren Auftreten ebenfalls in Abhängigkeit von Nf betrachtet.
Um das Verhalten einer Theorie vorhersagen zu können, die nur aus einem der berücksichtig-

ten Wechselwirkungskanäle besteht, wurde das Verhalten des Flusses beim Start mit nur einer
Kopplung in verschiedenen Formulierungen des Modells untersucht. Von besonderem Interesse be-
züglich der physikalischen Bedeutung und der Verbindung zu anderen Arbeiten ist der Fixpunkt
CV. Deshalb wurde für diesen ebenfalls der von ihm ausgehende Fluss mit einer kleinen Störung
in Abhängigeit von Nf untersucht. Es ergibt sich eine kritische Flavorzahl N cr

f = 6, die die Berei-
che mit zwei und einer relevanten Richtung trennt, in denen sich ein qualitativ unterschiedliches
kritisches Verhalten zeigt.
Um die Symmetriebrechungsmuster der im Theorieraum enthaltenen Theorien aufzuklären, wur-

den das asymptotische Verhalten der Theorien, die von einem Fixpunkt mit genau einer relevanten
Richtung ausgehen, betrachtet. Das liefert Hinweise auf die vermutliche Art der spontanen Sym-
metriebrechung und die dabei ggf. auftretenden Massenterme. Für eine exakte Betrachtung ist es
erforderlich eine bosonisierte Theorie zu untersuchen.
Außerdem konnte ausgehend von den durchgeführten Berechnungen eine allgemeine Formel für

die Flussgleichung der Kopplungen beliebiger Vier-Fermi-Terme gefunden werden. Dieses Resultat
bietet die Möglichkeit weitgehenderer Untersuchungen für Theorien mit anderen Symmetrien.
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6. Verbindung zu anderen Arbeiten und Ausblick

In dieser Arbeit ging es darum, die Fixpunktstruktur des verallgemeinterten Gross-Neveu-Modells
zu untersuchen, das Systeme in d = 2 + 1 Raumzeitdimensionen beschreibt, wie z. B. das Material
Graphen. Den Ausgangspunkt dieser Untersuchungen stellt die Quelle [15] dar. In ihr wird die
Verbindung des Hubbard-Modells von Graphen zu seiner Formulierung mit Dirac-Spinoren und
deren Fixpunktstruktur hergestellt. Weiterhin wurde die darauf aufbauende Arbeit [20] zu Grunde
gelegt, die diese Analyse auf das Thirring-Modell mit veränderlicher Flavorzahl Nf verallgemeinert.
Dieses Modell besitzt eine U(2Nf)-Symmetrie. In [55, 56] wird angemerkt, dass man auf dem Gitter
statt dieser lediglich eine UL(Nf)⊗UR(Nf)-Symmetrie vorliegen hat. Deshalb scheint es angebracht,
das Modell mit dieser Symmetrie zu untersuchen und evtl. auftretende Veränderungen zum Fall der
U(2Nf)-Symmetrie aufzuzeigen. Dazu fordert der Artikel [56] auch auf, dem mit der vorliegenden
Arbeit Folge geleistet werden soll.
In [20] wird für Nf kleiner als eine kritische Flavorzahl N cr

f eine Diskrepanz zwischen den dort
gefundenen kritischen Exponenten des Thirring-Fixpunkts im Vergleich mit Gittersimulationen
festgestellt. Als mögliche Ursache wird vermutet, dass sich das Thirring-Modell auf dem Gitter
vom Kontinuumsmodell unterscheidet, so dass das kritische Verhalten der Gittersimulationen nicht
durch den Thirring-Fixpunkt, sondern einen anderen Fixpunkt bestimmt wird.
Die vorliegende Arbeit unterstützt diese Vermutung: Wie oben bemerkt, besitzt das Gittermo-

dell statt der U(2Nf)-Symmetrie des Thirring-Modells lediglich eine UL(Nf) ⊗ UR(Nf)-Symmetrie
[55, 56]. In Abschnitt 3.6.4 wurde gezeigt, dass man im Modell mit dieser Symmetrie, wenn man
für Nf < 6 mit einer Störung um den Fixpunkt CV startet, nicht notwendigerweise im invarian-
ten Unterraum gP-gV, dem thirring-artigem Unterraum bleibt. Folglich wird nicht zwangsläufig eine
effektive Wirkung mit dessen U(2Nf)-Symmetrie erreicht. Stattdessen kann der Fluss von einem an-
deren Fixpunkt bestimmt sein, der in einer anderen Universalitätsklasse als der Thirring-Fixpunkt
liegt, so dass man dessen kritisches Verhalten, statt das des Fixpunkts CV, beobachtet.
Dieses Argument wird auch durch [57] gestützt. Dort wird darauf verwiesen, dass für Nf = 2

vermutlich das Gross-Neveu- und das Thirring-Modell auf dem Gitter übereinstimmen. Das kor-
respondiert mit der hier getroffenen Beobachtung, dass für bestimmte Startwerte der Fluss vom
Fixpunkt CV für 2 ≤ Nf ≤ 5 durch den Fixpunkt S bestimmt wird. Dieser gehört zur Universali-
tätsklasse des Gross-Neveu-Modells in der Formulierung [31].
Möglicherweise lassen sich mit diesen Argumenten auch die Beobachtungen der numerischen

Simulationen aus [51] erklären. In diesem Artikel stellte man für Nf unterhalb der kritischen Fla-
vorzahl N cr

f die spontane Brechung der chiralen Symmetrie fest. Der kritische Wert wurde dort
zu N cr

f = 6.6 bestimmt, was eine gute Übereinstimmung zum Wert N cr
f = 6 darstellt, den die

hier durchgeführte Untersuchung liefert. In der Arbeit [20] wurde hingegen ein kritischer Wert von
N cr

f = 5.1 bestimmt. Das dort betrachtete Modell weist jedoch im Gegensatz zur vorliegenden
Arbeit und den Gittersimulationen eine U(2Nf)-Symmetrie auf.
Der Artikel [24] kommt mit numerischen Simultationen in einem etwas anderen Modell unter

Einbeziehung der Coulomb-Wechselwirkung auf eine kritische Flavorzahl N cr
f zwischen 4 und 6. Für

kleinere Flavorzahlen tritt ein spontaner Bruch der chiralen Symmetrie auf. Das ist gleichbedeutend
damit, dass das mit diesem Modell beschriebene Graphen einen Phasenübergang vom Halbleiter
zum Isolator durchläuft.
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Es muss betont werden, dass in der vorliegenden Arbeit eine rein fermionische Rechnung durchge-
führt wurde. Mit dieser sind nur qualitative Aussagen zum kritischen Verhalten möglich. Um eine
exakte quantitative Beschreibung und die thermodynamischen Exponenten zu erhalten, wäre es
lohnenswert eine bosonisierte Version dieses Modells bzw. eines speziellen Kanals oder Unterraums
zu untersuchen. Für den Kanal PD wurde das parallel zu meiner Arbeit von meiner Kollegin Julia
Borchardt durchgeführt und wird in Kürze in ihrer Masterarbeit mit dem Titel „RG flows of 3d
chiral fermion systems with collective degrees of freedom“ zur Verfügung stehen. Darin findet man
eine detaillierte Analyse der Fixpunktstruktur, den kritischen Exponenten und dem universellen
Verhalten an Phasenübergängen.
Die vorliegende Arbeit dient dem näheren Verständnis des Theorieraums des UL(Nf)⊗UR(Nf)-

symmetrischen verallgemeinerten Gross-Neveu-Modells. Der Autor hofft etwas Licht auf diesen
Untersuchungsgegenstand geworfen und Anstöße für weitere lohnenswerte Forschungen gegeben zu
haben.
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Anhang

71





A. Konventionen

A.1. Einheiten und Massendimension
In der vorliegenden Arbeit werden, sofern erforderlich, ausschließlich natürliche Einheiten verwen-
det. Für diese gilt

c ≡ 1 und ~ ≡ 1. (A.1)

Den Zusammenhang mit dem SI-Einheitensystem erhält man über die Identität

1 = ~c ≈ 0.197GeV · fm. (A.2)

Damit lassen sich nun alle Größen in Potenzen der Einheit der Masse GeV angeben. Die zugehörige
Potenz bezeichnet man als Massendimension und kennzeichnet sie durch eckige Klammern. Es gilt:

[E] = [pµ] = [m] = 1 (A.3)
[t] = [xµ] = [m−1] = −1. (A.4)

Damit die Wirkung ein Skalar mit Massendimension 0 ist, gilt für fermionische Felder in d Raum-
zeitdimensionen

[ψ] = [ψ̄] = d− 1
2 . (A.5)

A.2. Euklidische Raumzeit
Es wird eine 2+1-dimensionale euklidische Raumzeit verwendet, deren Koordinaten xµ wie folgt
mit den Koordinaten der üblichen Minkowski-Raumzeit xM,µ zusammenhängen. Dabei bezeichnen
1 und 2 für die räumlichen, 3 die zeitliche Komponente.

x3 = ixM,3, xi = xM,i, für i = 1, 2 (A.6)

Die Metrik in der Minkowski-Raumzeit ist durch gµνM = diag(−,−,+) gegeben. Unter der Forde-
rung, dass das Linienelement gleich bleibt, erhält man als Metrik der euklidischen Raumzeit das
Kroneckerdelta gµν = δµν :

x2
M = gµνM xM,µxM,ν = −x2

M + x2
M,3 = −x2 = −gµνxµxν (A.7)

A.3. Fouriertransformation, Deltafunktion und funktionale Ableitung
Die Fouriertransformation fermionischer Felder sei wie folgt definiert:

ψ(x) =
∫ ddp

(2π)dψ(p)eipx, (A.8)

ψ̄(x) =
∫ ddp

(2π)d ψ̄(p)e−ipx. (A.9)
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A. Konventionen

Dabei ist px := pµxµ. Für allgemeine Felder gilt:

θ(x) =
∫ ddp

(2π)d θ(p)e
ipx. (A.10)

Eine Zusammenstellung wie in Gleichung (2.6) garantiert, dass obige Definitionen für fermionische
Felder gewahrt bleiben. Es folgt: ∫

ddxe−ipx = (2π)dδ(d)(p). (A.11)

Für die funktionale Ableitung zweier fermionischer Felder gilt:

∂ψi(p)
∂ψj(q)

= δij(2π)dδ(d)(p− q) = ∂ψ̄i(p)
∂ψ̄j(q)

, (A.12)

∂ψi(p)
∂ψ̄j(q)

= 0 = ∂ψ̄i(p)
∂ψj(q)

. (A.13)
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B. Dirac-Algebra

Eine Dirac-Algebra in d = 3 Euklidischen Raumzeitdimensionen ist durch folgende Eigenschaften
definiert:

{γµ, γν} = γµγν + γνγµ = 2δµν1, µ, ν = 1, . . . , d, (B.1)
(γµ)† = γµ, (B.2)

γµγν = δµν1− iγµν mit γµν := i
2 [γµ, γν ], (B.3)

γ5 = γ1γ2γ3γ4. (B.4)

Für die Dirac-Matrizen γi, i = 1, . . . , 4 und γ5 = γ1γ2γ3γ4 gelten mit der Dimension der Dirac-
Algebra dγ = 4 folgende Spuridentitäten1:

Tr(14) = 4, (B.5)
Tr(γi) = 0, (B.6)

Tr(γiγj) = 4δij , (B.7)
Tr(γ5) = 0, (B.8)

Tr(ungerade Anzahl γi) = 0, (B.9)
Tr(γ5 · ungerade Anzahl γi) = 0, (B.10)

Tr(γiγjγ5) = 0, (B.11)
Tr(γiγjγkγl) = 4(δijδkl − δikδjl + δilδjk). (B.12)

1s. auch [26][Kap. 5.1, Anh. A.3].
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C. Fierztransformation

C.1. Vollständige Basis der Dirac-Algebra1

Wie in Abschnitt 3.1.1 angegeben, bilden die 16 Matrizen

(γA)A=1,...,16 = (14, γµ, γ4, γµν , iγµγ4, iγµγ5, γ45, γ5) (C.1)

eine vollständige Orthonormalbasis der 4× 4-Dirac-Algebra bezüglich des Skalarprodukts
〈γA|γB〉 = Tr(γAγB) mit den Eigenschaften:

〈γA|γB〉 = 4δAB, (C.2)

1
4

16∑
A=1

(γA)ml(γA)ik = δmkδil. (C.3)

Weiterhin gilt laut [58]
γAγB = konst. · γC , (C.4)

d. h. jedes Produkt der Basiselemente ist bis auf eine Konstante stets selbst wieder ein Basiselement
und keine Linearkombination dieser. Auf Grund dieser Tatsache, die auf der speziellen Wahl der
Basis beruht, lassen sich Beziehungen zwischen Vier-Fermi-Termen der Form (ψ̄aγAψb)(ψ̄cγAψd)
herstellen, die als Fierz-Identitäten bezeichnet werden.
Dazu multipliziert man die Vollständigkeitsrelation (C.3) mit jedem der Vier-Fermi-Terme

ψ̄am(γAψb)kψ̄ci (γAψd)l und schreibt die erhaltenen Produkte als Summe von Termen, die nur die
Basiselemente enthalten:

ψ̄am(γAψb)kψ̄ci (γAψd)lδmkδil = 1
4

16∑
C=1

(γC)ml(γC)ikψ̄am(γAψb)kψ̄ci (γAψd)l (C.5)

(ψ̄aγAψb)(ψ̄cγAψd) = −1
4

16∑
C=1

(ψ̄aγCγAψd)(ψ̄cγCγAψb) (C.6)

(ψ̄aγAψb)(ψ̄cγAψd) =
16∑
B=1

CAB(ψ̄aγBψd)(ψ̄cγBψb). (C.7)

Die Matrix CAB ergibt sich aus den Konstanten aus Gleichung (C.4). Zur expliziten Bestimmung
ihrer Einträge betrachtet man Gleichung (C.7) ohne die Spinoren ψ̄, ψ:

(γA)mk(γA)il =
16∑
B=1

CAB(γB)ml(γB)ik | · (γD)lm(γD)ki (C.8)

⇒ Tr(γDγAγDγA) =
16∑
B=1

CAB[Tr(γDγB)]2 (C.9)

⇒ CAD = 1
16 Tr(γDγAγDγA). (C.10)

1Quellen: [20, 32].
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C.2. Invariante Terme

Im letzten Schritt wurde von der Orthogonalitätsrelation (C.2) Gebrauch gemacht. Gruppiert man
Elemente der Dirac-Basis, wie z. B. die drei γν , so müssen die entsprechenden Matrixeinträge mit
der Anzahl NB der Gruppenelemente normiert werden, so dass man schließlich erhält:

CAB = 1
16NB

Tr(γAγBγAγB). (C.11)

Für die gewählte Basis (C.1) hat die Matrix CAB die folgende Form [20]:

(CAB) = 1
4



−1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 −1
−3 1 3 1 −1 −1 −3 3
−1 1 −1 −1 1 −1 1 1
−3 1 −3 1 1 1 −3 −3
−3 −1 3 1 1 −1 3 −3
−3 −1 −3 1 −1 1 3 3
−1 −1 1 −1 1 1 −1 1
−1 1 1 −1 −1 1 1 −1


. (C.12)

C.2. Transformation zwischen Termen, die die geforderte Symmetrie
erfüllen

Die Terme mit Singulett-Flavorstruktur (Gl. 3.51 . . . 3.54) und die mit Dublett-Flavorstruktur (Gl.
3.60 . . . 3.63) bilden jeweils eine Basis im Unterraum der 4-Fermi-Terme, die die in Abschnitt 3.1
geforderten Symmetrien erfüllen. Die Basen seien wie folgt angegeben:

(BS
i ) := (S, P, V, T ), (C.13)

(BD
i ) := (SD, PD, V D, AD). (C.14)

Die Fierztransformation zwischen beiden erhält man, indem man die allgemeine Fierztransformati-
on (C.7) auf die Terme (C.13) mit Singulett-Flavorstruktur anwendet und mit Hilfe der Identitäten
aus Tabelle 3.2 als Summe der Terme mit Dublett-Flavorstuktur schreibt. Die Transformation
zwischen den beiden Basen ergibt sich dann wie folgt:

BS
i = CijB

D
j , (C.15)

BD
i = C−1

ij B
S
j , (C.16)

mit der Transformationsmatrix C:

(Cij) = 1
4


−1 −1 −1 −1
−1 1 −1 1
−3 3 1 −1
−3 −3 1 1

 , (C.17)

(C−1
ij ) = 1

2


−1 −1 −1 −1
−1 1 1 −1
−3 −3 1 1
−3 3 −1 1

 . (C.18)

Daraus bestimmt man die Fierztransformation zwischen den zugehörigen Kopplungskonstanten:

(ḡi) = (ḡS, ḡP, ḡV, ḡT), (C.19)
(ḡD
i ) = (ḡD

S , ḡ
D
P , ḡ

D
V , ḡ

D
A). (C.20)
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C. Fierztransformation

Indem man die effektiven Wirkungen (3.66) und (3.67) gleichsetzt, erhält man unter Verwendung
obiger Fierztransformationen für die Basiselemente:

ḡD
i = CDSij ḡj , (C.21)

ḡi = CSDij ḡD
j = CDSij

−1
ḡD
j . (C.22)

Mit den Transformationsmatrizen CDS = CT und CSD = CDS
−1 = (C−1)T:

(CDSij ) = 1
4


−1 −1 −3 −3
−1 1 3 −3
−1 −1 1 1
−1 1 −1 1

 , (C.23)

(CSDij ) = (CDSij
−1) = = 1

2


−1 −1 −3 −3
−1 1 −3 3
−1 1 1 −1
−1 −1 1 1

 . (C.24)
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D. Schwellwertfunktionen1

Häufig schreibt man die fermionische Regulatorfunktion Rψ,k in Gleichung (2.17) mit Hilfe einer
dimensionslosen fermionischen Formfunktion rψ,k wie folgt:

Rψ,k(q) = −Zψ.k/qrψ,k(q2). (D.1)

Für die Wahl der Formfunktion gibt es mehrere Möglichkeiten. Der lineare Regulator ist durch

roptψ,k(q
2) =

√k2

q2 − 1

Θ(k2 − q2) (D.2)

gegeben. Er erfüllt ein Optimierungskriterium [41]. Für einen scharfen Cutoff verwendet man den
Grenzwert a→∞ der folgenden Funktion

rscψ,k(q2) =

√a(k2

q2 −
a− 1
a

)
− 1

Θ(k2 − q2), (D.3)

wobei der Grenzwert nach der Integration über die inneren Impulse durchgeführt werden soll.
Weiter definiert man für x = q2 den (inversen) regularisierten Propagator

Pψ(x) := x[1 + rψ(x)]2 (D.4)

wobei hier und im Folgenden der Index k für die Skalenabhängigkeit unterdrückt werden soll.
Auf Grund der Ein-Loop-Struktur der Wetterichgleichung (2.31) ist es stets möglich die Fluss-

gleichungen in Form von Integralen mit nur einer Impulsintegration, den Schwellwertfunktionen,
zu schreiben. Sie enthalten die Informationen über das Regularisierungsschema. Für fermionische
Theorien sind sie wie folgt definiert2:

`(F)d
n (ω; ηψ) = −1

2k
2n−d∂̃t

∫ ∞
0

dxx
d
2−1[Pψ(x) + ωk2]−n, n ∈ N. (D.5)

ω bezeichnet einen dimensionslosen Massenparameter, ist also gleich Null, für masselose Theorien.
Die Substitution x = q2 hat die Integration wie folgt verändert:

∫ ddq
(2π)d = 4vd

∫
dq qd−1 = 2vd

∫
dxxd/2−1. (D.6)

Dabei ist

vd := 1
4
Vol(Sd−1)

(2π)d = 1
2d+1πd/2Γ(d/2)

, (D.7)

1Quelle: [20].
2Hier sollen nur die für diese Arbeit benötigten Funktionen angegeben werden. Für allgemeine Definitionen s. [30].
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D. Schwellwertfunktionen

wobei Vol(Sd−1) das Volumen der (d−1)-dimensionalen Einheitsphäre bezeichnet. Die Ableitung ∂̃t
soll nur auf die k-Abhängigkeit des Regulators wirken und lässt sich daher auch wie folgt schreiben:

∂̃t :=
∫

dx′∂t[Zψrψ(x′)]
Zψ

δ

δrψ(x′) (D.8)

=
∫

dx′ 2x′[1 + rψ(x′)]∂t[Zψrψ(x′)]
Zψ

δ

δPψ(x′) . (D.9)

Für den optimierten linearen Regulator und den Regulator mit scharfen Cutoff lassen sich die
Schwellwertfunktionwen explizit berechnen, die Ergebnisse lauten [20]:

`(F)d
n (ω; ηψ) =


2
d

(
1− ηψ

d+1

)
n

(1+ω)n+1 , für den linearen Regulator,
1

(1+ω)n , für den scharfen Cutoff.
(D.10)
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E. Flussgleichung für die
Wellenfunktionsrenormierung

Hier soll die die Flussgleichung der Wellenfunktionsrenormierung Zψ,k für eine beliebige fermio-
nische Theorie auf dem Niveau der Tunkierung mit Vier-Fermi-Termen bestimmt werden. Dabei
geht man ähnlich vor, wie bei der Bestimmung der Flussgleichungen der Kopplungskonstanten in
Abschnitt 3.3. Ausgehend vom Ansatz

Γk[ψ̄, ψ] = −Zψ
∫
p
ψ̄a(p)/pψa(p) +

∑
i

ḡi
2Nf

Γi (E.1)

für eine allgemeine Theorie mit quadratischen Vier-Fermi-Wechselwirkungstermen (vgl. Gleichung
(3.73)), bestimmt man zuerst die zweite funktionale Ableitung Γ(1,1)

k gemäß Gleichung (3.74).
Um die Flussgleichung der Wellenfunktionsrenormierung zu bestimmen, kann man diese jedoch

nicht für konstante Hintergrundfelder auswerten. Denn dann verschwindet auf der linken Seite der
Flussgleichung der kinetische Term mit Zψ,k, da er einen Ableitungsoperator enthält. Stattdessen
wertet man die Flussgleichung für räumlich veränderliche Hintergrundfelder in folgender Form aus
[28]:

ψj(p) = Ψj(2π)dδ(d)(p+Q), (E.2)
ψ̄j(p) = Ψ̄j(2π)dδ(d)(p−Q). (E.3)

Im Ortsraum entsprechen diese Felder ebenen Wellen mit dem äußeren Impuls Q. Wie auch in
Abschnitt 3.3 kann man die zweite funktionale Ableitung Γ(1,1)

k in einen feldabhängigen und einen
feldunabhängigen Anteil zerlegen. Zusammen mit dem fermionischen Regulator Rk aus Gleichung
(3.80) erhält man die Matrizen Pk und Fk (s. Gleichung (2.36)). Die Matrix Pk ist unabhängig von
der Wahl der Felder und verbleibt somit wie in Gleichung (3.81). Die Fluktuationsmatrix Fk enthält
die feldabhängigen Anteile. Für die Felder wie in Gleichungen (E.2, E.3) ist sie im Impulsraum nicht
mehr diagonal, sondern schreibt sich in der folgenden Form:

Fk =
(
Fmn11 Fmn12
Fmn21 Fmn22

)
(2π)dδ(d)(p− q + 2Q). (E.4)

Die Matrixeinträge Fmn11 , . . . , Fmn22 stimmen mit denen in Gleichungen (3.83 . . . 3.86) überein, ins-
besondere bleibt auch die Eigenschaft

Fmn12 = −(Fmn21 )T (E.5)

erhalten. Die inverse Matrix P−1
k ist wie in Gleichung (3.87) gegeben und man erhält

(P−1
k Fk)

mn = −(2π)dδ(d)(p− q + 2Q)
Zψ(1 + rψ)p2

(
/pFmn21 /pFmn22
/pTFmn11 /pTFmn12

)
. (E.6)

Aus der Form der Fluktuationsmatrix Fk ist ersichtlich, dass nur dieser Beitrag auf der rechten Seite
der Flussgleichung (2.37) Zwei-Fermi-Terme erzeugt. Denn die Fluktuationsmatrix ist quadratisch
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E. Flussgleichung für die Wellenfunktionsrenormierung

in den Feldern, so dass nur der Summand, der linear in Fk ist, Zwei-Fermi-Terme enthält. Allein
diese tragen zum Fluss der Wellenfunktionsrenormierung bei. Bildet man von dem Summand die
Superspur, ergibt sich:

STr(P−1
k Fk) =

∫
p

(2π)dδ(d)(2Q)
zψ(1 + rψ)p2 Tr(/pFnn21 + pTFnn12 ), (E.7)

wobei Tr(/pFnn21 + pTFnn12 )(E.5)= Tr(/pFnn21 )− Tr(/pT(Fnn21 )T) = 0. (E.8)

Aus dem Ansatz (E.1) erhält man auf der linken Seite der Flussgleichung bei Auswertung für
Felder wie in Gleichungen (E.2, E.3) folgenden Ausdruck bis zur quadratischen Ordnung in den
Feldern:

∂tΓk = −∂tZψ(2π)dδ(d)(2Q)Ψ̄a /QΨa +O
(
(Ψ̄aΨa)2

) (2.37)= STr(P−1
k Fk) +O

(
(Ψ̄aΨa)2

)
. (E.9)

Der Koeffizientenvergleich der Zwei-Fermi-Terme unter Verwendung der Gleichungen (E.7, E.8)
ergibt:

∂tZψ = 0. (E.10)

D. h. die Wellenfunktionsrenormierung Zψ ist konstant. Damit im Grenzfall k → Λ die klassische
Wirkung S entsteht, muss sie gemäß Gleichung (3.65) gleich 1 gewählt werden: Zψ ≡ 1. Damit folgt
für die anomale Dimension ηψ = −∂t lnZψ ≡ 0.
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F. Berechnung des Phasendiagramms für eine
Ebene, die aus zwei beliebigen Richtungen
aufgespannt wird

Der vorliegende Theorieraum ist vierdimensional mit der Standardbasis BS (3.55) und den zuge-
hörigen Kopplungskonstanten g = (gS, gP, gV, gT). Demzufolge besitzt die Beta-Funktion ebenfalls
vier Komponenten, welche die Entwicklung jeder dieser Kopplungen beschreiben:

β(g) := (βS, βP, βV, βT) = ∂tg. (F.1)

Um diesen Fluss in einer zweidimensionalen Ebene darstellen zu können muss er auf diese proji-
ziert werden. Wählt man eine Ebene, für die in der Standardbasis zwei Kopplungen Null sind, so
ergibt sich der projizierte Fluss einfach aus den beiden Betafunktionen der nichtverschwindenden
Kopplungen.
Es soll nun beschrieben werden, wie man eine solche Projektion für eine Ebene E erhält, die

ausgehend von einem festen Punkt mit den Koordinaten g∗ von zwei beliebigen Richtungen s und
t aufgespannt wird, die nicht notwendigerweise orthogonal aufeinander stehen müssen.
Um eine Verbindung zum vollständigen Theorieraum herzustellen, benötigt man zwei weitere

Richtungen u und v, so dass das System (s, t,u,v) eine Basis im vierdimensionalen Theorieraum
darstellt. Weiterhin soll gefordert werden, dass die Richtungen u und v senkrecht auf der betrach-
teten Ebene stehen:

s · u = s · v = t · u = t · v = 0. (F.2)

Unter der Annahme, dass die Basisvektoren in der Standarsbasis gi = ei = (0, . . . , 1, . . . , 0), i =
1 . . . 4) senkrecht aufeinander stehen1, soll als Skalarprodukt das Standardskalarprodukt verwendet
werden: x · y :=

∑4
i=1 xiyi. Da man für die Wahl von u und v einige Freiheiten hat, lassen sich

die Orthogonalitätsforderungen (F.2) erfüllen. Damit lautet die vollständige Parametrisierung der
Kopplungskonstanten in der Basis (s, t,u,v):

g = a s + b t + cu + dv, a, b, c, d ∈ R. (F.3)

Anders ausgedrückt hat eine Transformation der Kopplungskonstanten von (gS, gP, gV, gT) zu
(a, b, c, d) stattgefunden.
Innerhalb des Theorieraums ist die Ebene E durch folgende Gleichung gegeben:

g = g∗ + a s + b t a, b ∈ R. (F.4)

Man erhält die Ebene E aus der Gleichung (F.3), indem man die Parameter c und d auf einen festen
Wert setzt und nur noch a und b variiert. Setzt man die Parametrisierung (F.4) als Argument in

1Diese Annahme ist im Allgemeinen nicht gerechtfertigt. Mangels präziser Aussagen über das korrekte Erscheinungs-
bild des Theorieraums und dessen Metrik soll sie dennoch als einfachste Möglichkeit angenommen werden. Das
hat zur Folge, dass die erhaltenen Phasendiagramme nur qualitative aber keine quantitativ exakten Darstellungen
liefern.
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F. Berechnung der Phasendiagramme

die Betafunktion (F.1) ein, so kann durchaus noch ein Fluss in den Kopplungen c und d erzeugt
werden:

β(g∗ + a s + b t) = ∂ta s + ∂tb t + ∂tcu + ∂tdv =: βa s + βb t + βc u + βd v. (F.5)

Um die gesuchten projizierten Betafunktionen βa und βb zu erhalten, multipliziert man skalar mit
s und t. Auf Grund der Orthogonalitätseigenschaften (F.2) verschwinden alle Terme mit u und v.2
Man erhält:

β · s = s2βa + (s · t)βb (F.6)
β · t = (s · t)βa + t2βb (F.7)

⇒ βa = t2(β · s)− (s · t)(β · t)
s2t2 − (s · t)2 (F.8)

βb = s2(β · t)− (s · t)(β · s)
s2t2 − (s · t)2 . (F.9)

Als Argument ist in die Betafunktionen jeweils die Parametrisierung (F.4) der Ebene E einzusetzen,
so dass diese letzlich von a und b abhängen. Mit Hilfe der so ermittelten Betafunktionen βa und βb
lässt sich nun der Fluss in a- und b-Richtung für die Ebene E darstellen.
Wählt man zusätzlich u und v orthogonal, u ·v = 0, so erhält man den Fluss βc und βd senkrecht

zur Ebene E in Richtung u bzw. v aus:

βc = β · u
u2 , βd = β · v

v2 (F.10)

Das kann hilfreich sein um invariante Unterräume zu finden. Verschwinden die Betafunktionen βc
und βd, wenn man die Parametrisierung (F.4) als Argument einsetzt, so handelt es sich bei der
Ebene E um einen invarianten Unterraum.

2Die exakte Form der Vektoren u und v ist für obiges Verfahren nicht wichtig. Entscheidend ist lediglich, dass diese
existieren und orthogonal zu s und t gewählt werden können.
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G. Parametrisierung der Achsen im Theorieraum

Die Achse zum Kanal BS
i ist dadurch gekennzeichnet, dass auf ihr alle Kopplungen außer gi gleich

Null sind gj,i = 0, j = 1 . . . 4. Analog gilt in der Basis BD für die Achse BD
i : gD

j,i = 0, j = 1 . . . 4.

G.1. Parametrisierung in der Standardbasis

Jede Achse lässt sich in Form einer Geradengleichung in der Standardbasis BS wie folgt parame-
trisieren:

gBi
= λĝBi

, λ ∈ R, |ĝBi
| = 1. (G.1)

Dabei ist ĝBi
der zur Achse gehörende Einheitsvektor. Für die Standardbasis BS sind die Achsen-

vektoren gerade die kanonischen Einheitsvektoren:

ĝS =


1
0
0
0

 , ĝP =


0
1
0
0

 , ĝV =


0
0
1
0

 , ĝT =


0
0
0
1

 . (G.2)

Die Achsen der Basis BD werden in der Standardbasis BS wie folgt parametrisiert: Setzt man in
der Fierztransformation (C.22) zwischen den Kopplungen gD und g auf der rechten Seite für die
Kopplungen gD jeweils den i-ten kanonischen Einheitsvektor in der Basis BD ein, so erkennt man,
dass der zugehörige Vektor in der Basis BS gerade durch die i-te Spalte der Matrix CSD (C.24)
gegeben ist. Normiert man diese noch erhält man die Parametrisierung der Achsen in der Basis BD

wie folgt:

ĝSD = 1
2


−1
−1
−1
−1

 , ĝPD = 1
2


−1
1
1
−1

 , ĝVD = 1
2
√

5


−3
−3
1
1

 , ĝAD = 1
2
√

5


−3
3
−1
1

 .
(G.3)

G.2. Parametrisierung in der Fierzbasis

Vollkommen analog lassen sich auch alle Achsen durch Einheitsvektoren in der Basis BD parame-
trisieren. Die Parametrisierung der Achsen der Basis BS erhält man dabei aus den Spalten der
Matrix CDS . Nach anschließender Normierung lauten die Vektoren:

ĝD
S = 1

2


−1
−1
−1
−1

 , ĝD
P = 1

2


−1
1
−1
1

 , ĝD
V = 1

2
√

5


−3
3
1
−1

 , ĝD
T = 1

2
√

5


−3
−3
1
1

 . (G.4)
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G. Parametrisierung der Achsen im Theorieraum

Die Einheitsvektoren, die zu den Achsen der Basis BD gehören, sind gerade die kanonischen Ein-
heitsvektoren:

ĝD
SD =


1
0
0
0

 , ĝD
PD =


0
1
0
0

 , ĝD
VD =


0
0
1
0

 , ĝD
AD =


0
0
0
1

 . (G.5)
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H. Umsetzung der Vier-Fermi-Formel mit
Mathematica

Der folgende Quellcode für Mathematica (umgesetzt unter Version 8.0.1.0) bietet eine Implemen-
tierung des Algorithmus zur Berechnung der Flussgleichungen einer effektiven Wirkung mit Vier-
Fermi-Termen (Abschnitt 4) unter Verwendung der Formel (4.22). Eine funktionsfähige elektroni-
sche Version der Mathematica-Befehle findet man unter https://www.tpi.uni-jena.de/files/
gehring/alg-4-fermi.nb.

H.1. Initialisierung
Die verwendeten Beziehungen gelten unabhängig von der Darstellung der Dirac-Algebra (s. An-
hang B), für die konkrete Berechung muss jedoch eine explizite Darstellung gewählt werden. Hier
wurde o. B. d. A. die chirale Darstellung, wie in Gleichungen (3.3, 3.4) angegeben, verwendet. Der
Algorithmus wurde auch mit anderen Darstellungen getestet, ohne dass sich dadurch das Ergebnis
verändert hat. Man kann hier also die Darstellung seines Beliebens einsetzen, entscheidend ist nur,
dass die Eigenschaften der Dirac-Algebra erfüllt werden.

Clear[e, \[Gamma]1, \[Gamma]2, \[Gamma]3, \[Gamma]4, \[Gamma]12, \
\[Gamma]13, \[Gamma]23, \[Gamma]14, \[Gamma]24, \[Gamma]34, \
\[Gamma]15, \[Gamma]25, \[Gamma]35, \[Gamma]45, \[Gamma]5, \
\[Gamma]A, \[Gamma], Oi, Nf, i, k, j,

d, \[Sigma]0, \[Sigma]1, \[Sigma]2, \[Sigma]3, komm, M, \[Alpha], A,
B, WW, rs, basis, anzb, anzi, s, t];

(*Pauli Spinmatrizen*) \[Sigma]1 = ({
{0, 1},
{1, 0}

}); \[Sigma]2 = ({
{0, -I},
{I, 0}

}); \[Sigma]3 = ({
{1, 0},
{0, -1}

}); \[Sigma]0 = ({
{1, 0},
{0, 1}

});
\[Gamma]1 = KroneckerProduct[\[Sigma]2, \[Sigma]1]; \[Gamma]2 =
KroneckerProduct[\[Sigma]2, \[Sigma]2]; \[Gamma]3 =
KroneckerProduct[\[Sigma]2, \[Sigma]3];

\[Gamma]4 = KroneckerProduct[\[Sigma]1, \[Sigma]0];
\[Gamma]5 = \[Gamma]1.\[Gamma]2.\[Gamma]3.\[Gamma]4;
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H. Umsetzung der Vier-Fermi-Formel mit Mathematica

e = IdentityMatrix[4];
komm[x_, y_] = x.y - y.x ;(*Kommutator fuer Matrizen*)
\[Gamma]12 =
I/2* komm[\[Gamma]1, \[Gamma]2] ; \[Gamma]13 =
I/2* komm[\[Gamma]1, \[Gamma]3]; \[Gamma]23 =
I/2* komm[\[Gamma]2, \[Gamma]3];

\[Gamma]45 = I \[Gamma]4.\[Gamma]5;
\[Gamma]14 = I *\[Gamma]1.\[Gamma]4; \[Gamma]24 =
I *\[Gamma]2.\[Gamma]4; \[Gamma]34 = I *\[Gamma]3.\[Gamma]4;

\[Gamma]15 = I *\[Gamma]1.\[Gamma]5; \[Gamma]25 =
I *\[Gamma]2.\[Gamma]5; \[Gamma]35 = I *\[Gamma]3.\[Gamma]5;

\[Gamma]A = {e, \[Gamma]1, \[Gamma]2, \[Gamma]3, \[Gamma]4, \
\[Gamma]12, \[Gamma]13, \[Gamma]23, \[Gamma]14, \[Gamma]24, \
\[Gamma]34, \[Gamma]15, \[Gamma]25, \[Gamma]35, \[Gamma]45, \
\[Gamma]5};

H.2. Festlegung des Ansatzes und Berechung der Projektionsmatrix
Jetzt kommt die einzige Stelle des Algorithmus, an der eine Benutzereingabe zwingend notwendig
ist, denn hier wird der gewählte Ansatz spezifiziert. Dazu müssen die im Ansatz (4.1) vorkommenden
Operatoren in die Variable „Oi“ eingeben werden. Es ist erforderlich alle verwendeten Basiselemente
anzugeben, auch wenn über diese mit einem Lorentzindex summiert wird. Um dem Rechnung zu
tragen, muss zusätzlich in der Variable „basis“ die Gruppierung der Basiselemente festgelegt werden.
Das geschieht, indem man jeweils die Position des ersten Elements einer Gruppe in der Variable
„Oi“ angibt. Im vorliegenden Quelltext ist als Beispiel die Eingabe des in dieser Arbeit betrachteten
verallgemeinerten Gross-Neveu-Modells in d = 3 Raumzeitdimensionen dargestellt. Ausgehend von
diesen Informationen wird die Projektionsmatrix Mij gemäß Gleichung (4.6) berechnet, wobei die
Gruppierung der Basiselemente berücksichtigt wird.

(*Ansatz*) Oi = {
e, \[Gamma]45, \[Gamma]1, \[Gamma]2, \[Gamma]3, \[Gamma]12, \

\[Gamma]13, \[Gamma]23};
basis = {1, 2, 3, 6};
anzi = Length[Oi];
anzb = Length[basis];
M = Table[

Table[Sum[
Sum[Nf (Tr[Oi[[s]].Oi[[t]]])^2 -

Tr[Oi[[s]].Oi[[t]].Oi[[s]].Oi[[t]]], {s, basis[[i]],
If[i == anzb, anzi, basis[[i + 1]] - 1]}], {t, basis[[j]],

If[j == anzb, anzi, basis[[j + 1]] - 1]}], {j, anzb}], {i,
anzb}];

\[Alpha] = FullSimplify[Transpose[Inverse[M]]];

H.3. Berechnung der Koeffizientenmatrizen
In diesem Programmteil werden die Koeffizientenmatrizen Akij berechnet und ausgegeben. Hier
wird die Formel (4.22) in angepasster Form verwendet. Möchte man wie in dieser Arbeit in d = 3
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Raumzeitdimensionen rechnen, muss man nichts verändern, ansonsten ist die Anzahl d der Raum-
zeitdimensionen einzugeben.

(*Dimension*) d = 3;
\[Gamma] = Table[\[Gamma]A[[i]], {i, 2, d + 1}];
A = Table[

Table[Table[
FullSimplify[
1/d*Sum[Sum[

Sum[Sum[\[Alpha][[m]][[
k]] Sum[(Tr[

Oi[[t]].\[Gamma][[\[Mu]]].Oi[[s]].Oi[[l]].Oi[[
t]].\[Gamma][[\[Mu]]].Oi[[s]].Oi[[l]]] -

Tr[Oi[[t]].\[Gamma][[\[Mu]]].Oi[[s]].Oi[[l]].Oi[[
s]].\[Gamma][[\[Mu]]].Oi[[t]].Oi[[l]]] -

Tr[Oi[[s]].Oi[[l]].Oi[[t]].\[Gamma][[\[Mu]]].Oi[[
s]].\[Gamma][[\[Mu]]].Oi[[t]].Oi[[l]]] -

Tr[Oi[[t]].Oi[[l]].Oi[[s]].\[Gamma][[\[Mu]]].Oi[[
t]].\[Gamma][[\[Mu]]].Oi[[s]].Oi[[l]]] +

Nf (-(Tr[
Oi[[t]].\[Gamma][[\[Mu]]].Oi[[s]].Oi[[l]]])^2 +

Tr[Oi[[t]].\[Gamma][[\[Mu]]].Oi[[s]].Oi[[l]]]*
Tr[Oi[[s]].\[Gamma][[\[Mu]]].Oi[[t]].Oi[[l]]] +

Tr[Oi[[s]].Oi[[l]].Oi[[t]].Oi[[l]]]*
Tr[\[Gamma][[\[Mu]]].Oi[[
s]].\[Gamma][[\[Mu]]].Oi[[t]]])), {l, basis[[m]],

If[m == anzb, anzi, basis[[m + 1]] - 1]}], {m,
anzb}] +

4 Nf \[Alpha][[j]][[k]] Tr[
Oi[[s]].\[Gamma][[\[Mu]]].Oi[[t]].\[Gamma][[\[Mu]]].Oi[[

s]].Oi[[t]]] +
4 Nf \[Alpha][[i]][[

k]] (Tr[
Oi[[t]].\[Gamma][[\[Mu]]].Oi[[

s]].\[Gamma][[\[Mu]]].Oi[[t]].Oi[[s]]] -
4 Nf KroneckerDelta[s, t]*
Tr[\[Gamma][[\[Mu]]].Oi[[s]].\[Gamma][[\[Mu]]].Oi[[

t]]]), {\[Mu], d}], {s, basis[[i]],
If[i == anzb, anzi, basis[[i + 1]] - 1]}], {t, basis[[j]],

If[j == anzb, anzi, basis[[j + 1]] - 1]}]], {j, anzb}], {i,
anzb}], {k, anzb}];

Do[Print["(", Subsuperscript["A", "ij", k], ")", ": ",
MatrixForm[A[[k]]]] ;, {k, anzb}];

H.4. Ausgabe der Flussgleichungen
Der letzte Programmteil dient der formatierten Ausgabe des Ergebnisses, so dass man die Fluss-
gleichungen direkt ablesen kann. Dazu wird zunächst der gewählte Ansatz der effektiven Wirkung
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ausgegeben und damit die Zuordnung der Kopplungskonstanten dargestellt. Hat man bei dessen
Eingabe in die Variable „Oi“ nicht korrekt über die Lorentzindizes summiert, wird ein Fehler ausge-
geben. Die durchgeführte Rechung ist dennoch korrekt aber vermutlich physikalisch nicht sinnvoll.
Ausgehend davon werden die Flussgleichungen zum einen für dimensionslose, renormierte Kopp-

lungen wie in Gleichung (3.90) angegeben. Zum anderen werden sie noch einmal nach der Umska-
lierung (3.99) dargestellt. Dabei werden noch explizit die Anzahl d der Raumzeitdimensionen und
ηψ ≡ 0 eingesetzt.

ansatz::fehler =
"Falsche Kontraktion über die Lorentzindizes. Bitte Ansatz in den \

Variablen \"Oi\" und \"basis\" überprüfen! Die Matrix ‘1‘ ist nicht \
der Beginn einer Gruppe.";
B = Table[

Switch[Oi[[i]], e,
"(\!\(\*SuperscriptBox[OverscriptBox[\(\[Psi]\), \(_\)], \(a\)]\)\

\!\(\*SuperscriptBox[\(\[Psi]\), \(a\)]\)\!\(\*SuperscriptBox[\()\), \
\(2\)]\)", \[Gamma]45,

"(\!\(\*SuperscriptBox[OverscriptBox[\(\[Psi]\), \(_\)], \(a\)]\)\
\!\(\*SubscriptBox[\(\[Gamma]\), \(45\)]\)\!\(\*SuperscriptBox[\(\
\[Psi]\), \(a\)]\)\!\(\*SuperscriptBox[\()\), \(2\)]\)", \[Gamma]5,

"(\!\(\*SuperscriptBox[OverscriptBox[\(\[Psi]\), \(_\)], \(a\)]\)\
\!\(\*SubscriptBox[\(\[Gamma]\), \
\(5\)]\)\!\(\*SuperscriptBox[\(\[Psi]\), \
\(a\)]\)\!\(\*SuperscriptBox[\()\), \(2\)]\)", \[Gamma]4,

"(\!\(\*SuperscriptBox[OverscriptBox[\(\[Psi]\), \(_\)], \(a\)]\)\
\!\(\*SubscriptBox[\(\[Gamma]\), \
\(4\)]\)\!\(\*SuperscriptBox[\(\[Psi]\), \
\(a\)]\)\!\(\*SuperscriptBox[\()\), \(2\)]\)", \[Gamma]1,

"(\!\(\*SuperscriptBox[OverscriptBox[\(\[Psi]\), \(_\)], \(a\)]\)\
\!\(\*SubscriptBox[\(\[Gamma]\), \(\[Mu]\)]\)\!\(\*SuperscriptBox[\(\
\[Psi]\), \(a\)]\)\!\(\*SuperscriptBox[\()\), \(2\)]\)", \[Gamma]12,

"\!\(\*FractionBox[\(1\), \
\(2\)]\)(\!\(\*SuperscriptBox[OverscriptBox[\(\[Psi]\), \(_\)], \
\(a\)]\)\!\(\*SubscriptBox[\(\[Gamma]\), \
\(\[Mu]\[Nu]\)]\)\!\(\*SuperscriptBox[\(\[Psi]\), \
\(a\)]\)\!\(\*SuperscriptBox[\()\), \(2\)]\)", \[Gamma]15,

"(\!\(\*SuperscriptBox[OverscriptBox[\(\[Psi]\), \(_\)], \(a\)]\)\
\!\(\*SubscriptBox[\(i\[Gamma]\), \(\[Mu]\)]\)\!\(\*SubscriptBox[\(\
\[Gamma]\), \(5\)]\)\!\(\*SuperscriptBox[\(\[Psi]\), \
\(a\)]\)\!\(\*SuperscriptBox[\()\), \(2\)]\)", \[Gamma]14,

"(\!\(\*SuperscriptBox[OverscriptBox[\(\[Psi]\), \(_\)], \(a\)]\)\
\!\(\*SubscriptBox[\(i\[Gamma]\), \(\[Mu]\)]\)\!\(\*SubscriptBox[\(\
\[Gamma]\), \(4\)]\)\!\(\*SuperscriptBox[\(\[Psi]\), \
\(a\)]\)\!\(\*SuperscriptBox[\()\), \(2\)]\)", _,

Message[ansatz::fehler, Oi[[i]]]], {i, basis}];
WW = Row[Table[

Row[{Subscript["\!\(\*OverscriptBox[\(g\), \(_\)]\)", i]/2/
"\!\(\*SubscriptBox[\(N\), \(f\)]\)", B[[i]]}], {i, anzb}],
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"+"];
Print["Ansatz: \!\(\*SubscriptBox[\(\[CapitalGamma]\), \(k\)]\) = \
\[Integral]\!\(\*SuperscriptBox[\(\[DifferentialD]\), \(d\)]\)x { \
\!\(\*SubscriptBox[\(Z\), \(\[Psi]\)]\) \
\!\(\*SuperscriptBox[OverscriptBox[\(\[Psi]\), \(_\)], \
\(a\)]\)i\!\(\*SubscriptBox[\(\[PartialD]\), \
\(\[Mu]\)]\)\!\(\*SubscriptBox[\(\[Gamma]\), \
\(\[Mu]\)]\)\!\(\*SuperscriptBox[\(\[Psi]\), \(a\)]\) + ", WW, "}"]; \
Print["dimensionslose, renormierte Kopplungen: \!\(\*SubscriptBox[\(g\
\), \(\(i\)\(\\\ \)\)]\)= \!\(\*FractionBox[SuperscriptBox[\(k\), \(d \
- 2\)], SubsuperscriptBox[\(Z\), \(\[Psi]\), \(2\)]]\) \
\!\(\*SubscriptBox[OverscriptBox[\(g\), \(_\)], \(i\)]\)"]; \
Print["Flussgleichungen:"];
For[k = 1, k <= anzb, k++,
rs = Sum[Sum[

If[i != j, A[[k]][[i]][[j]] + A[[k]][[j]][[i]],
A[[k]][[i]][[j]]] Subscript["g", i] Subscript["g", j], {j,

i}], {i, anzb}];
Print["\!\(\*SubscriptBox[\(\[PartialD]\), \(t\)]\)",
Subscript["g", k],
"=(2\!\(\*SubscriptBox[\(\[Eta]\), \(\[Psi]\)]\) + d - 2) ",
Subscript["g", k], " + ",
4 "\!\(\*SubscriptBox[\(v\), \(d\)]\)"/

"\!\(\*SubscriptBox[\(N\), \(\(f\)\(\\\ \)\)]\)",
"\!\(\*SubsuperscriptBox[\(l\), \(1\), \(\((F)\) \

d\)]\)(0;\!\(\*SubscriptBox[\(\[Eta]\), \(\[Psi]\)]\)) " , "[", rs,
"]"];]

Print["umskalierte Kopplungen: \!\(\*SubscriptBox[\(g\), \(i\)]\) \
\[RightTeeArrow] \!\(\*FractionBox[SubscriptBox[\(g\), \(i\)], \(4\\\ \
\*SubscriptBox[\(v\), \(\(d\)\(\\\ \)\)] \*SubsuperscriptBox[\(l\), \
\(1\), \(\((F)\) d\)] \((0; 0)\)\)]\), \!\(\*SubscriptBox[\(\[Eta]\), \
\(\[Psi]\)]\)\[Congruent]0, d=", d];
For[k = 1, k <= anzb, k++,
rs = Sum[Sum[

If[i != j, A[[k]][[i]][[j]] + A[[k]][[j]][[i]],
A[[k]][[i]][[j]]] Subscript["g", i] Subscript["g", j], {j,

i}], {i, anzb}];
Print["\!\(\*SubscriptBox[\(\[PartialD]\), \(t\)]\)",
Subscript["g", k], "=", ( d - 2) Subscript["g", k], " + ",
1/"\!\(\*SubscriptBox[\(N\), \(\(f\)\(\\\ \)\)]\)", "[", rs, "]"];]
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