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1 Einführung

Eines der gröÿten Ziele der theoretischen Physik - neben der Gewinnung brauchbarer Vorhersagen über
physikalische Systeme - ist es, ein möglichst fundamentales Verständnis all dessen zu erlangen, was durch
ihre ständig weiterentwickelten Werkzeuge untersuchbar erscheint. Im Bewusstsein der wohl schon Jahr-
tausende alten Diskussion, was �Verstehen� und �Erkenntnis� eigentlich bedeuten, sei hier gemeint, dass
experimentelle Beobachtungen durch einen möglichst minimalen Satz von Grundannahmen, den Axiomen,
und darauf aufbauenden Ableitungen, erfolgreich beschrieben werden können. Gerade die Quantentheorie
ist ein gutes Beispiel dafür, wie sich aber auch das, was unter einer �erfolgreichen Beschreibung� verstan-
den werden muss, im Laufe der Zeit ändert. War man zu Ende des 19. Jahrhunderts überzeugt, nur noch
einige kleinere Restprobleme angehen zu müssen, um letztlich alle beobachtbaren Phänomene der Physik
erklären zu können, lieÿen eben diese Beschäftigung mit z.B. der Schwarzkörperstrahlung oder dem licht-
elektrischen E�ekt und die daraus durch Max Planck [1] bzw. Albert Einstein [2] entwickelten Theorien
diese Überzeugung in sich zusammenfallen - die bis dahin höchstens aus philosophischen Überlegungen
bekannte Idee der Quantisierung wurde zu einem der Grundprinzipien moderner Physik. Nun waren die
bis dahin verwendeten Theorien deswegen keinesfalls alle falsch. Es wurden lediglich die Grenzen ihrer
Gültigkeit, ihre Natur als e�ektive Theorien in beschränkten Parameterbereichen aufgezeigt. Aber auch
die Quantenmechanik selbst ist nicht die Theorie, welche auf mikroskopischer Ebene alle Phänomene kor-
rekt beschreibt. So kann mit der Quantenelektrodynamik eine Quantenfeldtheorie erklären, warum z.B.
der Landésche g-Faktor nicht exakt dem quantenmechanischen Ergebnis g = 2 genügt, und auch die ent-
sprechenden Abweichungen mit hoher Präzision vorhersagen [3]. Spätestens aber bei der Betrachtung von
kernphysikalischen Prozessen und den immensen Schwierigkeiten, welche sich bei Rechnungen mit den
derzeit fundamentalsten bekannten Theorien der starken und schwachen Wechselwirkungen aufbauen,
gewinnen wiederum e�ektiven Theorien groÿe Bedeutung. Diese nun oft gezielt konstruierten Modell-
theorien erheben keinerlei Anspruch mehr darauf, fundamental gültig zu sein, sie sind von vornherein nur
für bestimmte Parameterbereiche gedacht, um dort durch ihre gegenüber den grundlegenderen Theorien
vereinfachte Handhabung Licht ins Dunkel des Unverständnisses bestimmter E�ekte zu bringen. Als ei-
ne solche Modelltheorie wird auch die Quantenelektrodynamik in zwei Raum- und einer Zeitdimension
(QED3) eingesetzt, da sie die Eigenschaft der asymptotischen Freiheit mit nichtabelschen Eichtheorien
gemeinsam hat und so gewissermaÿen Theoretikers �Labor� bildet, um diese schwierigen und doch so
zentralen Phänomene zu untersuchen [4].
Doch zurück zum oben erwähnten Verständnis auf minimaler Grundlage. Zu den fundamentalen Ei-
genschaften eines physikalischen Systems zählen neben seinen Konstituenten, im Rahmen der Quan-
tenfeldtheorie also dem Feldinhalt, und der Dimensionalität vor allem seine Symmetrien. Mittels des
Lagrange-Formalismus, basierend auf dem Prinzip der kleinsten Wirkung, lassen sich aus diesen weni-
gen Ingredienzen bereits enorm viele Vorhersagen extrahieren. Von besonderer Bedeutung ist dabei, dass
der tatsächlich realisierte Zustand des Systems nicht mehr die volle Symmetrie aufweisen muss, durch
die das System in seiner Wirkung charakterisiert ist. Dies wird als spontane Symmetriebrechung (SSB)
bezeichnet und spielt eine zentrale Rolle bei der Erklärung des Auftretens einer ganzen Reihe von Phäno-
menen, angefangen von der spontanen Magnetisierung eines Ferromagneten [5] über das Auftreten leichter
Mesonen im Rahmen des Standardmodells der Teilchenphysik [6, 7] bis hin zur Formierung von Quasiteil-
chenkondensaten in Festkörpern. Entsprechend ist die SSB kein ausschlieÿlich in der Quantenfeldtheorie
vorkommender E�ekt, sondern gerade auch in der statistischen Physik von groÿer Wichtigkeit. Bevor wei-
ter auf die Bedeutung der SSB für diese Arbeit eingegangen wird, sei bemerkt, dass diese Gemeinsamkeit
überhaupt nur ein erstes Anzeichen der engen Verwandtschaft von statistischer Physik und Feldtheorie
ist, welche im (in Kapitel 2.1 vorgestellten) Funktionalformalismus besonders deutlich zutage tritt. So
verwundert es auch nicht, dass Werkzeuge wie die Technik der Renormierungsgruppe (Kap. 2.2), welche
ursprünglich vor allem auch im Festkörperkontext angewendet und entwickelt wurde [8], ihren Weg zurück
in die Hochenergie-, Teilchen- und Kernphysik gefunden haben - gerade auch um die oben erwähnten e�ek-
tiven Feldtheorien zu konstruieren und zu untersuchen. Doch auf der anderen Seite sind es eben auch aus
der Hochenergiephysik stammende Theorien wie die QED3, welche unerwarteterweise zur Beschreibung
von Festkörpern eingesetzt werden können. Neu entdeckte Materialien wie Graphen [9], Hochtempera-
tursupraleiter [10] oder auch topologische Isolatoren [11] stellen althergebrachte Theorien elektronischen
Transports vor unlösbare Probleme. Die starke Korrelation der Ladungsträger, die ungewöhnliche Band-
struktur, die e�ektive Zweidimensionalität dieser Materialien - all dies führt zu so auÿergewöhnlichen
Eigenschaften wie zum Beispiel Supraleitung, dem Quanten-Hall-E�ekt [12] oder Klein-Tunneln [13],
welche mikroskopisch verstanden sein wollen. Die aus wenigen Grundprinzipien konstruierte Wirkung der
QED3 (siehe Kap. 2.3)

SQED3
=
ˆ

d3x [ψ̄ai /Dψa + 1

4
FµνF

µν] (1.1)
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verspricht, solche fundamentalen Erklärungen zu liefern (z.B. [14, 15]) - sofern man in der Lage ist, ihr
diese Geheimnisse zu entlocken.
Tatsächlich stellte sich in den bisherigen Untersuchungen heraus, dass dies mit erheblichen Schwierig-
keiten verbunden sein kann. Zentrale Frage der Untersuchung, gerade auch im Zusammenhang mit den
die genannten Eigenschaften auslösenden Phasenübergängen in Festkörpern, ist, ob die QED3 spontane
Brechung ihrer chiralen Symmetrie aufweist und unter welchen Bedingungen dies der Fall sein kann.
Besonderes Augenmerk liegt dabei auf der Anzahl Nf der verschiedenen Fermionsorten, genannt Fla-
vors. Zwar ist diese im Experiment in aller Regel eine fest vorgegebene Gröÿe, doch ist es nötig in
Erfahrung zu bringen, ob und wie das Auftreten spontaner Symmetriebrechung mit dieser Zahl zu-
sammenhängt. Zahlreiche Berechnungen mit den unterschiedlichsten Methoden, vor allem mithilfe von
Dyson-Schwinger-Gleichungen, aber auch numerischen Monte-Carlo-Simulationen, haben auch die unter-
schiedlichsten Ergebnisse erbracht. So wurden kritische Werte für die Flavorzahl, oberhalb derer keine
chirale Symmetriebrechung mehr statt�ndet, im Bereich von Nf,crit = 1.5 [16] bis hin zu Nf,crit = ∞ [17]
gefunden. Jede der genannten Methoden hat mit ihren eigenen Problemen und Näherungsfehlern zu
kämpfen. Warum also sollte, wie im Titel der Arbeit angekündigt, die Renormierungsgruppe, ebenfalls
nicht ohne Näherungen anwendbar, hier bessere oder auch nur vergleichbare Resultate erbringen können?
Fakt ist, dass diese Technik, gerade in der verwendeten Wilsonschen Formulierung, ursprünglich extra zur
Beschreibung solcher Phasenübergänge und der zugehörigen kritischen Phänomene entwickelt wurde [18].
Ihre Ergebnisse könnten damit, sozusagen komplementär zu anderen Techniken, weitere Hinweise auf das
tatsächliche Verhalten der QED3 liefern, den Bereich der wahrscheinlichen Nf,crit weiter einengen. Vor
allem aber kann sie zu einem gewissen Grad direkte Einblicke in den Übergang von der symmetrischen,
mikroskopischen Beschreibung wie (1.1) zum Symmetriebruch gewähren - und so zur weiteren Klärung
der dahinterstehenden Mechanismen beitragen, eine Verbindung zwischen den fundamentalen Axiomen
und der komplizierten Phänomenologie der symmetriebrechenden Phase herstellen.
Diese Arbeit ist nicht die erste, welche Renormierungsgruppentechniken auf das Problem der chiralen
Symmetriebrechung in der QED3 anwendet, dies wird im Detail in Abschnitt 5.3.1 diskutiert. Einige der
in ihr verwendeten Methoden sind aber, nach bestem Wissen des Autors, so vorher noch nicht eingesetzt
worden, woraus sich die Ho�nung auf verbesserte Resultate ableitet.
Grundlegende methodische Aspekte werden, wie bereits mehrfach angedeutet, vor allem in Kapitel 2
behandelt. Auf diesem Fundament kann in Kapitel 3 eine für die RG-Analyse maÿgeschneiderte mittlere
e�ektive Wirkung für die QED3 konstruiert werden, worauf einige generelle Überlegungen zur Untersu-
chung von spontaner Symmetriebrechung mithilfe der Renormierungsgruppe folgen. In Anwendung dieser
Grundlagen kann schlieÿlich in Kapitel 4 ein System von Flussgleichungen gewonnen werden, deren Ana-
lyse und Interpretation in Kapitel 5 einen Wert für Nf,crit liefern soll. Nach Vergleichen mit früheren
Rechnungen folgt in Kapitel 6 eine abschlieÿende Zusammenfassung.

2 Grundlagen und Methodik

Ziel dieser Arbeit ist es also, QED3 mit Hilfe der funktionalen Renormierungsgruppe bezüglich spontaner
Symmetriebrechung zu untersuchen. Um dies tun zu können, soll zunächst eine ganze Reihe dazu benö-
tigter feldtheoretischer Konzepte eingeführt werden. Als Voraussetzung für die Anwendung funktionaler
Methoden wird die Quantisierung mittels Pfadintegral im Allgemeinen und von (abelschen) Eichtheori-
en im Besonderen betrachtet. Mit diesen Werkzeugen und einer kurzen Einführung in die allgemeinere
Renormierungsgruppentheorie ist die Ableitung und Diskussion der Wetterich-Gleichung möglich, auf
welcher groÿe Teile der im Folgenden vorgenommenen Rechnungen beruhen. Die in diesem Kapitel vorge-
stellten Techniken und Verfahren haben zunächst noch keinen direkten Zusammenhang zum Phänomen
der spontanen Symmetriebrechung, dieser wird erst im folgenden Kapitel 3 hergestellt.
Ein groÿer Teil der in diesem Kapitel vorgestellten grundlegenden Erkenntnisse und Methoden erschlos-
sen sich dem Autor mehr durch die Gesamtheit von Ausbildung und Literatur zu diesem Themen, als
durch einzelne Werke. Wo nicht explizit gekennzeichnet beruhen daher die folgenden Ausführungen auf
den Quellen [19, 20, 21, 22, 23, 24, 25, 26] und [27].

2.1 Pfadintegralformalismus und erzeugende Funktionale

Nach jahrzehntelanger fruchtbarer Forschung steht heutzutage eine ganze Anzahl verschiedener Ver-
fahren bereit, Quantenfeldtheorien mathematisch zu formulieren. Ziel dieser Quantisierung und darauf
basierender Untersuchungen ist es letztlich immer, Vorhersagen über physikalische Sachverhalte tre�en
zu können. Es zeigt sich, dass einzelne Quantisierungstechniken zur Behandlung bestimmter Fragestel-
lungen besonders gut geeignet sind. Für die in dieser Arbeit angewandten funktionalen Methoden ist die
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Pfadintegralformulierung der Quantenfeldtheorie grundlegend. Es soll hier jedoch nicht versucht werden,
eine rigorose oder auch nur ausführliche Einführung in dieses Gebiet zu geben, dafür sei auf die o.g.
einschlägigen Lehrbücher und Vorlesungen verwiesen, an welche sich auch die folgenden De�nitionen und
Herleitungen anlehnen.
Ein besonders augenfälliges Merkmal des Pfadintegralformalismus ist seine enge Verwandtschaft mit der
klassischen statistischen Physik. So ist das erzeugende Funktional

Z[J] ≡
ˆ
Dϕ exp [−

ˆ
ddx [L − J(x)ϕ(x)]] (2.1)

(hier in euklidischer Form, siehe Anhang A.2) das Analogon zur Zustandssumme.
Bevor diese Verwandtschaft weiter ausgeführt wird, lohnt es sich, die obige Darstellung des erzeugenden
Funktionals einer näheren Betrachtung zu unterziehen. Der Kern des Pfadintegrals besteht im Wesentli-
chen aus dem Exponential der Wirkung und eines Quelltermsˆ

ddx [L − J(x)ϕ(x)] = S −
ˆ

ddxJ(x)ϕ(x). (2.2)

Die Wirkung S bzw. Lagrange-Dichte L der zu untersuchenden Theorie hänge vom Feld ϕ ab, welches
hier stellvertretend für alle in Frage kommenden Feldtypen (Skalar-, Spinor-, Vektorfelder, ...) eingeführt
wird. Das Integralmaÿ Dϕ schlieÿlich beschreibt die Summation über alle möglichen Feldkon�gurationen
ϕ an allen Raumzeitpunkten x.
Felderwartungswerte, bzw. n-Punkt-Korrelationsfunktionen als Komponenten physikalischer Messgröÿen
ergeben sich aus Z[J] durch funktionale Ableitung - auch dies in Analogie zur Gewinnung von observablen
Gröÿen in der statistischen Physik durch entsprechendes partielles Ableiten der Zustandssumme.

G(n)(x1, ..., xn) ≡
1

Z[0]
δn

δJ(x1) . . . δJ(xn)
Z[J]∣

J=0
= 1

Z[0]

ˆ
Dϕϕ(x1) . . . ϕ(xn)e−S[ϕ] ≡ ⟨ϕ(x1) . . . ϕ(xn)⟩

(2.3)
Allerdings enthält diese Konstruktion noch Anteile faktorisierter Erwartungswerte, wie zum Beispiel
⟨ϕ(x1)⟩⟨. . .⟩⟨ϕ(xn)⟩, in der Sprache der Feynmangraphen auch als nicht verbundene Diagramme be-
kannt. Solche Diagramme tragen nicht zu physikalisch messbaren Gröÿen bei, weshalb es wünschenswert
wäre, über ein erzeugendes Funktional ausschlieÿlich verbundener Korrelationsfunktionen zu verfügen.
Ein solches ist durch das Schwingerfunktional

W [J] ≡ lnZ[J] (2.4)

gegeben, wie hier am Beispiel der verbundenen Zweipunktfunktion gezeigt wird:

δ2W [J]
δJ(x1)δJ(x2)

RRRRRRRRRRRJ=0

= δ

δJ(x1)
{ 1

Z[J]

ˆ
Dϕϕ(x2) exp [−

ˆ
ddx[L − J(x)ϕ(x)]]}

RRRRRRRRRRRJ=0

= 1

Z[0]

ˆ
Dϕϕ(x1)ϕ(x2)e−S[ϕ] −

1

Z[0]2
ˆ
Dϕϕ(x1)e−S[ϕ] ⋅

ˆ
Dϕϕ(x2)e−S[ϕ]

= ⟨ϕ(x1)ϕ(x2)⟩ − ⟨ϕ(x1)⟩⟨ϕ(x2)⟩ =∶ ⟨ϕ(x1)ϕ(x2)⟩conn .

(2.5)

Genau wie in der statistischen Physik durch Legendre-Transformation neue thermodynamische Potentiale
konstruiert werden können, welche sich für die Behandlung bestimmter Probleme besser eignen mögen
als die Ausgangsgröÿe, kann in der funktionalen Sprache aus dem erzeugenden Funktional W [J] der
verbundenen, vollen Propagatoren eine andere nützliche Gröÿe gewonnen werden: die e�ektive Wirkung
Γ[φ] als erzeugendes Funktional der vollen Vertizes:

Γ[φ] = sup
J

[
ˆ

ddxJ(x)φ(x) −W [J]] . (2.6)

Durch die Abhängigkeit des Schwingerfunktionals W [J] von der äuÿeren Quelle J(x) wird die e�ektive
Wirkung zum Funktional des Felderwartungswertes φ = ⟨ϕ⟩Jsup , wobei

δW [J]
δJ(x) = ⟨ϕ⟩J ≡ φ. (2.7)

Nähere Untersuchungen zeigen, dass tatsächlich die vollen, 1-Teilchen-irreduziblen Vertizes aus Γ[φ]
gewonnen werden können:

Γ(n)[φ] = δnΓ

δφ(x1) . . . φ(xn)
= ⟨ϕ(x1) . . . ϕ(xn)⟩1PI . (2.8)
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Damit, bei Vorliegen dieser Gröÿen, kann die durch L[ϕ] angesetzte Theorie als gelöst betrachtet werden -
mit Hilfe der LSZ-Reduktionsformel lässt sich zeigen, dass Wechselwirkungsquerschnitte für beliebig viele
Teilchen aus den vollen 2-Punkt-Funktionen (dunkelgrau in Abb. 1) sowie den vollen Vertizes gewonnen
werden können (hellgrau in Abb. 1).

Abbildung 1: Diagrammatische Darstellung einer vollen i + j-Punkt-Funktion

Die Betrachtungen dieser Arbeit werden im Weiteren keine störungstheoretischen Berechnungen von
Streuquerschnitten erforderlich machen, doch bilden die vorgestellten Gröÿen die Basis für den wesentlich
über bisher angedeutete Verwendungen hinausgehenden Formalismus der funktionalen Renormierungs-
gruppe. Letzterer wird im folgenden Abschnitt vorgestellt und ist von essentieller Bedeutung für die
vorzunehmenden Untersuchungen.

2.2 Renormierungsgruppentheorie und Wetterich-Gleichung

2.2.1 Allgemeine Überlegungen zur Renormierungsgruppe

Bereits im vorangegangenen Abschnitt wurde der enge Zusammenhang bzw. die starke Analogie zwischen
statistischer Physik und der funktionalen Formulierung von Quantenfeldtheorien betont. Dass diese Be-
ziehungen weit mehr sind als nur bloÿer Zufall, tritt am Konzept der Renormierung noch deutlicher
zutage. Tatsächlich stammen viele der in Hochenergiephysik verwendeten feldtheoretischen Methoden ur-
sprünglich aus der Festkörperphysik. Umgekehrt kann die Betrachtung von Theorien der Teilchenphysik
tiefe Einblicke in Festkörpersysteme ermöglichen - eine schon vielfach Realität gewordene Ho�nung, auf
der letztlich auch diese Arbeit zumindest zum Teil gründet. Das Bindeglied zwischen diesen beiden auf
den ersten Blick so unterschiedlichen Forschungsgebieten ist oft die Idee der Renormierungsgruppe, ein
Konzept, welches über die Jahrzehnte seiner Erforschung und Anwendung hinweg so viele verschiedene
nützliche und bewährte Formen angenommen hat, dass eine auch nur überblicksartige Darstellung des
derzeitigen Standes der Wissenschaft weit über Rahmen und Ziele dieser Arbeit hinausreicht und daher
nicht unternommen werden soll. Stattdessen wird im Folgenden eine spezielle Ausprägung, derWilsonsche
Zugang zur Renormierungsgruppe, in ihren Grundzügen vorgestellt und mithilfe der zuvor eingeführten
funktionalen Werkzeuge bis hin zur Wetterich-Gleichung entwickelt, welche die physikalischen Ideen in
eine anwendbare mathematische Form gieÿt.
Eine charakteristische Eigenschaft von (quanten)statistischen Systemen ist, dass ihre makroskopischen
Eigenschaften stark durch mikroskopische Fluktuationen bestimmt sein können. In störungstheoretischen
Analysen zu Fragen der Teilchenphysik bedeutet dies, dass Feynmandiagramme mit sog. �loops�, d.h.
geschlossene Schleifen von Propagatoren, in die Rechnungen mit einbezogen werden müssen, für Festkör-
persysteme könnte man z.B. an ungeordnete thermische Zitterbewegungen von Atomen im Kristallgitter
denken. Diese Fluktuationen selbst sind in der Regel nicht von physikalischem Interesse im Sinne einer tat-
sächlichen Messung - in der Hochenergiephysik sind sie, da durch Wechselwirkung mit virtuellen Teilchen
im energetischen Rahmen der Heisenbergschen Unschärferelation erzeugt, sogar prinzipiell unbeobacht-
bar. Doch damit nicht genug: die Fluktuationen der Teilchenphysik, wie sie von der mikroskopischen
Wirkung S vorgegeben werden, können grundsätzlich auf beliebig kurzen Längenskalen und damit bei
beliebig hohen Impulsen statt�nden. Solche groÿen Impulse können naive Störungsrechnungen vor un-
lösbar scheinende Probleme stellen. Während in Festkörpersystemen durch die endliche Gitterkonstante
oder Teilchengröÿe ein natürlicher �cuto�� gegeben ist, muss für Rechnungen der Hochenergiephysik ein
solcher oft erst künstlich eingeführt, die Theorie also regularisiert, und mithilfe von Anfangs- oder Rand-
bedingungen aus physikalischen Vorhersagen wieder entfernt werden, was Renormierung genannt wird.
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Es ist in vielen Fällen wünschenswert, observable Gröÿen ohne den Umweg über die oft aufwändige ma-
nuelle Behandlung der Fluktuationen gewinnen zu können - deren Auswirkungen jedoch dürfen dabei
nicht einfach unterdrückt werden. Ein Werkzeug für diesen Zweck stellt die e�ektive Wirkung Γ (siehe
Gl. (2.6)) dar, welche die E�ekte sämtlicher Fluktuationen in die vollen Propagatoren und Vertizes inte-
griert. Nun ist es allerdings bei Weitem keine triviale Aufgabe, die e�ektive Wirkung einer vorgegebenen
Theorie S zu konstruieren. Auch muss es nicht immer von Vorteil sein, gleich alle Fluktuationen auf allen
Gröÿenskalen ausintegriert zu haben, wie es in Γ der Fall ist. Vonnöten wäre demnach ein Verfahren,
Fluktuationen kontrolliert auszuintegrieren und sich dabei, von der mikroskopischen Wirkung SΛ an der
(natürlichen oder künstlich eingeführten) cuto�-Skala Λ ausgehend, schrittweise über eine Art mittlere
e�ektive Wirkung Γk zu variabler Skala k der vollen e�ektiven Wirkung Γk=0 ≡ Γ anzunähern:

lim
k→Λ

Γk = S, lim
k→0

Γk = Γ (2.9)

Dies ist im Wesentlichen der Grundgedanke des Wilsonschen Zugangs zur Renormierungsgruppe: Fluk-
tuationen werden schrittweise, sozusagen Schale für Schale der Impulsraumkugel vom Anfangsradius Λ,
ausintegriert. Dies sei hier am Beispiel des erzeugenden Funktionals Z[J] verdeutlicht [27]:

Z[J] =
ˆ

Λ

Dϕe−S[ϕ]+
´
Jϕ =

ˆ
Λ
b

Dϕ̄
ˆ

Λ
b <∣p∣≤Λ

Dϕ̃e−S[ϕ̄,ϕ̃]+
´
J(ϕ̄+ϕ̃) =∶

ˆ
Λ
b

Dϕ̄e−SW [ϕ̄]+
´
JW ϕ̄. (2.10)

Hierbei sei b > 1 ein Parameter, welcher die �Breite� der integrierten Impulsschale angibt. Das Funktional
Z[J] hat sich durch diese Manipulationen nicht verändert und wird es als Integral auch unter einer Reska-
lierung der Felder ϕ̄ nicht tun. Diese Freiheit wird genutzt, um das Pfadintegral in seiner ursprünglichen
Form zurückzugewinnen, d.h.

p → bp; ϕ̄ → bdϕϕ′ (2.11)

wobei dϕ eine zunächst beliebige reelle Zahl ist, die aber praktischerweise so angesetzt wird, dass sich
eine frei wählbare Funktion der Feldvariablen, i.d.R. der kinetische Term (∂µϕ)2, unter der Gesamtheit
der Transformationen nicht ändert. Das erzeugende Funktional wird dann

Z[J] ≡ Zk[Jk] =
ˆ

Λ

Dϕ′e−Γk[ϕ′]+
´
Jkϕ (2.12)

genannt. Es hat seinen Wert nicht verändert, wird jedoch der Klarheit halber nun mit der Skala k in-
diziert, bis zu welcher die Impulsschalenintegration reichte. Damit ist der Renormierungsgruppenschritt
abgeschlossen. Γk wird durch die Integration im Allgemeinen eine komplizierte, von S abweichende Form
erhalten, sowohl was die beitragenden Funktionen der Felder betri�t als auch die zugehörigen Kopplungs-
parameter. Diese Impulsschalenintegration kontinuierlich auszuführen und die sich daraus ergebenden
Veränderung zu beschreiben ist, was die Wetterich-Gleichung [28] als exakte Renormierungsgruppenglei-
chung leistet. Ihre Ableitung ist Inhalt des nun folgenden Abschnitts.

2.2.2 Die Herleitung der Wetterich-Gleichung

Um eine für die Zwecke dieser Arbeit verwendbare Renormierungsgruppengleichung zu erhalten sind am
bisherigen Formalismus zwei Veränderungen vorzunehmen. Zunächst müssen sowohl bosonische als auch
fermionische Felder berücksichtigt werden, deren Behandlung aufgrund der Antikommutationseigenschaft
der grassmannwertigen Fermionfelder voneinander abweicht. Dafür werden der Vektor Ξ aller Felder sowie
die zugehörige, mehrkomponentige Quelle Q eingeführt [29],

Ξ(q) =
⎛
⎜
⎝

ϕ(q)
ψ(q)
ψ̄T (−q)

⎞
⎟
⎠
, ΞT (−q) = (ϕ(−q), ψT (−q), ψ̄(q)) , Q =

⎛
⎜
⎝

J
η̄T

η

⎞
⎟
⎠
, QT = (J, η̄, ηT ) (2.13)

wobei zusätzlich zum bereits vorher verwendeten bosonischen ϕ und der Quelle J nun die Dirac-Spinoren
ψ̄ und ψ sowie entsprechend grassmannwertige Quellterme η̄ und η auftreten. Die zweite Veränderung
besteht in der expliziten Implementierung der Skalenabhängigkeit in Form eines Extraterms ∆Sk[Ξ] in
das erzeugende bzw. Schwingerfunktional

Wk[Q] = lnZk[Q] ≡ ln{
ˆ

Λ

DΞ exp [−S[Ξ] −∆Sk[Ξ] +
ˆ
QTΞ]} (2.14)

sowie die mittlere e�ektive Wirkung

Γk[Φ] = sup
Q

(
ˆ
QTΦ −Wk[Q]) −∆Sk[Φ] wobei Φ = ⟨Ξ⟩J =

→
δWk[Q]
δQT

. (2.15)
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Der Zusatzterm ∆Sk weist dabei die folgende, an einen Massenterm erinnernde Struktur auf:

∆Sk[Φ] = 1

2

ˆ
q

ΦT (−q)Rk(q)Φ(q) = 1

2

ˆ
q

φ(−q)RB(q)φ(q) +
ˆ
q

ψ̄(q)RF (q)ψ(q) (2.16)

mit

Rk(q) =
⎛
⎜
⎝

RB(q) 0 0
0 0 −RTF (−q)
0 RF (q) 0

⎞
⎟
⎠
. (2.17)

Besondere Eigenschaften des Regulators Rk in seinen spezi�schen Ausprägungen für Boson- und Fermion-
felder sorgen für die Erfüllung der Zielbedingungen (2.9):

lim
k2/q2→0

Rk(q) = 0, (2.18a)

lim
k2→Λ→∞

Rk(q) → ∞, (2.18b)

lim
q2/k2→0

Rk(q) > 0. (2.18c)

Während die erste Bedingung im extremen Infrarot den Regulatorterm schlicht verschwinden lässt und
somit (2.15) in die volle e�ektive Wirkung (2.6) überführt, sorgt die zweite für ein Wiederentstehen
der ursprünglichen mikroskopischen Wirkung S im UV, was sich über eine in diesem Limes anwendbare
Sattelpunktapproximation des Pfadintegrals zeigen lässt [20]. Die letzte Bedingung ist nicht mehr zur
Erfüllung von (2.9) nötig, sondern sorgt im Falle masseloser Theorien dafür, dass weitere Rechnungen
nicht durch Infrarotdivergenzen frühzeitig verkompliziert werden. Dies, sowie die zusätzliche Ultravio-
lettregularisierungsfunktion der zweiten Bedingung, wird sich jedoch am Endergebnis dieser Herleitung
wesentlich besser ablesen lassen.
Ziel der Herleitung ist es, eine mathematische Beschreibung der Skalenänderung der mittleren e�ektiven
Wirkung zu erlangen, also eine Gleichung der Form ∂tΓk = . . ., wobei ∂t ≡ k d

dk
als Skalenableitung fun-

giert. Um diese Ableitung sinnvoll auf Gleichung (2.15) anwenden zu können, muss zunächst bestimmt
werden, wie sie auf deren Komponenten wirkt. Eine erste Erkenntnis bildet dabei das Verhalten des
Schwingerfunktionals:

∂tWk[Q] =∂tZk[Q]
Zk[Q] = − 1

Zk[Q]

ˆ
Λ

DΞ (∂tSk[Ξ]) e−S−∆Sk+
´
QTΞ +

ˆ
ddy

∂QT (y)
∂t

→
δWk[Q]
δQT (y)

= − 1

Zk[Q]
1

2

ˆ
Λ

DΞ

ˆ
q

ΞT (−q)(∂tRk)Ξ(q)e−S−∆Sk+
´
QTΞ +

ˆ
ddy(∂tQT )Φ

= − 1

2

ˆ
q

∂tRB [⟨ϕ(−q)ϕ(q)⟩ − ⟨ϕ(−q)⟩⟨ϕ(q)⟩] −
ˆ
q

∂tRF [⟨ψ̄(q)ψ(q)⟩ − ⟨ψ̄(q)⟩⟨ψ(q)⟩]

−1

2

ˆ
q

∂tRB⟨ϕ(−q)⟩⟨ϕ(q)⟩ −
ˆ
q

∂tRF ⟨ψ̄(q)⟩⟨ψ(q)⟩
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

=−∂t∆Sk[Φ]

+
ˆ

ddy(∂tQT )Φ

= − 1

2

ˆ
q

Tr [∂tRk(q)Gk(q)] − ∂t∆Sk[Φ] +
ˆ

ddy(∂tQT )Φ.

(2.19)

Hierbei ist Gk der volle, verbundene Propagator zur Skala k für alle Feldtypen. Letztere Eigenschaft be-
dingt, dass er matrixwertig ist, was ja ebenso für den Regulator Rk gilt. Bezüglich dieser Matrixstruktur
im Feldraum ist die Spurbildung im letzten Schritt daher zunächst anzusehen. Hier nicht explizit darge-
stellt, aber aufgrund des skalaren Charakters von Wk ebenso vonnöten, ist die Spurbildung über Dirac-
sowie weitere mögliche freie (z.B. Lorentz-, Flavor-, ...) Indizes.
Vor der Zusammensetzung des Endergebnisses sind nun lediglich noch einige Hilfsrelationen zusammen-
zutragen. So ist für Q = Qsup
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Γ
(2)
k [Φ] =

→
δ

δΦT (x)Γk

←
δ

δΦ(y)

=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ˆ
ddz

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

δQT (z)
δΦT (x)Φ(z) − δQ

T (z)
δΦT (x)

→
δWk[Q]
δQT (z)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

=Φ(z)

+(−1)ΨQ(z) δΦ(z)
δΦT (x)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

−
→
δ

δΦ(x)∆Sk[Φ]

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

←
δ

δΦ(y)

=(−1)Ψ
δQ(x)
δΦ(y) −Rk(x, y).

(2.20)
Der Ausdruck (−1)Ψ bezeichnet hier einen Faktor von −1, welcher sich aus der Vertauschung grassmann-
wertiger Gröÿen ergibt und entsprechend nur an die Fermionischen Anteile der nachstehenden Gröÿe
multipliziert wird.
Der bereits oben eingeführte volle, zusammenhängend Propagator Gk lässt sich auch über das Schwin-
gerfunktional beziehen,

Gk(y − x′) =
⎡⎢⎢⎢⎢⎣

→
δ

δQT (y)Wk[Q]
⎤⎥⎥⎥⎥⎦

←
δ

δQ(x′) = δΦ(y)
δQ(x′) , (2.21)

und daraus mithilfe von (2.20) wiederum die folgende, wichtige Relation ableiten

(−1)Ψδ(x − x′) =(−1)Ψ
δQ(x)
δQ(x′) = (−1)Ψ

ˆ
ddy

δQ(x)
δΦ(y)

δΦ(y)
δQ(x′)

=
ˆ

ddy
⎡⎢⎢⎢⎢⎣

→
δ

δΦT (x)Γk

←
δ

δΦ(y) +Rk(x, y)
⎤⎥⎥⎥⎥⎦
Gk(y − x′),

(2.22)

welche die Bezeichnung der (regularisierten) zweiten funktionalen Ableitung der mittleren e�ektiven Wir-
kung als inversen vollen Propagator rechtfertigt.
Damit sind alle benötigten Ingredienzen beisammen und die Wetterich-Gleichung kann ausgehend von (2.15)
zusammengesetzt werden:

∂tΓk =
ˆ

ddy(∂tQT )Φ − ∂tWk[Q] − ∂t∆Sk[Φ] (2.19)= 1

2

ˆ
q

Tr [∂tRk(q)Gk(q)]

(2.22)= (−1)ψ
2

ˆ
q

Tr

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
∂tRk

⎛
⎜
⎝

→
δ

δΦT
Γk

←
δ

δΦ
+Rk

⎞
⎟
⎠

−1⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦

≡ 1

2
STr

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

∂tRk

Γ
(2)
k [Φ] +Rk

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
.

(2.23)

Im letzten Schritt wurde die Summation bzw. Integration in die symbolische �Super-Spur� STr zusam-
mengefasst sowie die Kurzschreibweise Γ

(2)
k aus (2.20) für die zweite Ableitung der mittleren e�ektiven

Wirkung verwendet.

2.2.3 Anwendung der Wetterich-Gleichung

Wie oben angekündigt, lassen sich die Regularisierungseigenschaften von Rk an Gl. (2.23) besonders
gut ablesen. Für verschwindende Impulse q könnte der Propagator (Γ(2)

k +Rk)−1 für masselose Theorien
divergieren, da Γ(2) verschwindet. Bedingung (2.18c) verhindert dies jedoch. Während also Rk selbst für
die Infrarotregularisierung zuständig ist, sorgt ∂tRk dafür, dass das Ausintegrieren der Fluktuationen in
di�erentiellen Schritten sozusagen über ausgeschmierte Impulsschalen statt�ndet. Veranschaulichen lässt
sich dies am besten mit dem qualitativen Verhalten der abgeleiteten Regulatorfunktion, wie sie in Abb. 2
dargestellt ist.
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Abbildung 2: Qualitative Darstellung der Regula-
torfunktion und ihrer Skalenableitung (nach [19])

Abbildung 3: Diagrammatische Darstellung
der Wetterich-Gleichung [28]

Die Skalenableitung der mittleren e�ektiven Wirkung ∂tΓk hängt praktisch nur noch von Fluktuationen
mit Impulsen q ≤ k ab. Die gröÿte Änderung, welche Γk durch den di�erentiell kleinen Schritt zu Γk+δk
erfährt, stammt von Fluktuationen das Impulses k ≈ q her, da ∂tRk in diesem Bereich groÿ ist. Gleich-
zeitig sichert das Abfallen von Rk bzw. damit auch ∂tRk für groÿe q2 die UV-Regularisierung.
Um ein schnelleres, intuitiveres Verständnis von expliziten Rechnungen mit der Wetterich-Gleichung zu
fördern, wird in Abb. 3 eine diagrammatische Darstellung letzterer gezeigt. Diagramme mit Doppellinien,
wie sie in den späteren Kapiteln dieser Arbeit erscheinen werden, sind demnach nicht als die üblichen
störungstheoretischen Feynmandiagramme zu verstehen, sondern als gra�sche Anwendung von Gl. (2.23).
Bemerkenswert ist an dieser Stelle, dass die innere Struktur eines solchen Diagramms grundsätzlich ein
einzelner loop ist, was sich letztlich aus der speziellen, in den Feldvariablen quadratischen Form von ∆Sk
ergibt [19].
Wie lassen sich nun mithilfe der Wetterich-Gleichung physikalisch relevante Informationen gewinnen? Ziel
war es ursprünglich gewesen, eine e�ektive Wirkung bei beliebiger Skala k konstruieren zu können oder,
mit anderen Worten, zu berechnen, welchen Änderungen das ursprüngliche S in seiner Wandlung zur
e�ektiven Wirkung Γ unterliegt. Die Felder selbst sind nicht explizit skalenabhängig, da sie entsprechend
der Vorschrift (2.11) reskaliert werden. Durch die Integration der hochenergetischen Moden können zu-
nächst zusätzliche Kombinationen von Feldfunktionen generiert werden, und zwar prinzipiell alle, die mit
den Symmetrien der Theorie vereinbar sind. Diese unendlich vielen verschiedenen Operatoren sind i.A.
nicht handhabbar, weshalb für die Rechnungen dieser Arbeit als Ansatz für Γk jeweils eine bestimmte
Auswahl getro�en werden muss. Diese ist eines der Hauptthemen von Kapitel 3 und erfordert einige
Sorgfalt, denn die Trunkierung, d.h. das Weglassen der anderen Feldkombinationen bringt unweigerlich
einen Fehler mit sich. Es ist dabei keineswegs o�ensichtlich, wie dieser minimiert oder auch nur unter
Kontrolle gehalten werden kann.
Die zweite Änderung durch Skalenvariation betri�t die Kopplungsparameter. Sie wird durch die soge-
nannten Betafunktionen oder Gell-Mann-Low-Gleichungen beschrieben:

∂tg = βββ(g) = βββg (2.24)

wobei g hier für den Vektor aller in Γk vorkommenden Kopplungen steht. Diese Betafunktionen zu extra-
hieren und zu analysieren wird den Hauptteil dieser Arbeit ausmachen. Mit Analysemethoden beschäftigt
sich der nächstfolgende Abschnitt, zuvor wird aber noch kurz ein Extraktionsverfahren umrissen.
Bei bekannter bzw. angesetzter Struktur von Γk entspricht die linke Seite der Wetterich-Gleichung prak-
tisch der linken Seite von Gleichung (2.24), nur dass jeder abgeleiteten Kopplung noch die zugehörigen
Feldfunktionen beigestellt sind. Entsprechend können die Betafunktionen selbst gewonnen werden, indem
ein Koe�zientenvergleich mit der rechten Seite bezüglich dieser Feldfunktionen statt�ndet. Ein äuÿerst
nützliches Werkzeug ist hierbei die Entwicklung

Γ
(2)
k +Rk ≡ Pk +Fk ⇒ ∂tΓk =

1

2
STr [∂̃t lnPk] +

1

2
STr [∂̃t

∞
∑
n=1

(−1)n−1

n
(P−1

k Fk)n] (2.25)

der Wetterich-Gleichung, wobei Pk für den feldunabhängigen und Fk für den feldabhängigen Anteil
des regularisierten inversen Propagators steht. Die modi�zierte Skalenableitung lässt sich symbolisch
schreiben als ∂̃t = dRk

dt
d
dRk

. Durch die Abspaltung und Potenzreihenentwicklung im feldabhängigen Anteil
Fk lässt sich ein Koe�zientenvergleich in den Feldfunktionen oft über einfache Projektionsvorschriften
durchführen, was in Kapitel 4 auch ausgedehnte Anwendung �nden wird.
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2.2.4 Interpretation der Betafunktionen

So wie es für die verschiedensten physikalischen Fragestellungen speziell zugeschnittene Renormierungs-
gruppentechniken gibt, sind auch die Möglichkeiten, aus unterschiedlichen Typen von Betafunktionen
bzw. Flussgleichungen physikalisch relevante Daten zu gewinnen, recht vielfältig. Vorgestellt werden sol-
len hier vor allem Fixpunkte und Separatrizen als Elemente des Flusses, ihre Deutung hinsichtlich Pha-
senübergängen zweiter Ordnung sowie die zu den Fixpunkten gehörigen kritischen Exponenten Θ. Der
Anschaulichkeit halber und damit Ergebnissen aus Kapitel 5 etwas vorgreifend, wird dies am Beispiel von
Flussdiagramm 4 getan, welches sich aus den Betafunktionen zur QED3 gewinnen lässt.

Abbildung 4: Beispiel eines Flussdiagramms (Pfeilrichtung: Fluss ins IR) mit Fixpunkten und Separatrizen

Für Fixpunkte g∗ des Flusses gilt, dass ∂tg∣g∗ = 0. Das bedeutet, dass ein System, für welches die Kopp-
lungsparameter einen solchen Wert annahmen, unter Renormierungsgruppentransformationen invariant
bleibt, mithin skaleninvariant ist. Charakterisiert und klassi�ziert werden die Fixpunkte durch die zu

ihnen gehörigen kritischen Exponenten Θi
g∗ = −λ

i
g∗ , wobei λ

i
g∗ die Eigenwerte der Stabilitätsmatrix

∂βββ
∂g

∣
g∗

sind. Die jeweils dazu gehörenden Eigenvektoren de�nieren die Richtungen des RG-Flusses im Einzugs-
bereich des Fixpunktes:

� Stabile Fixpunkte (S): Es sind alle Θi
g∗ < 0, der Fixpunkt ist uneingeschränkt Infrarot-attraktiv.

Die zu diesen Eigenwerten λig∗ gehörenden Eigenvektoren weisen in irrelevante Richtungen. Das
bedeutet, dass alle Systeme, deren mikroskopische Wirkung einem Punkt im Einzugsbereich dieses
Fixpunktes entspricht (hellgrün) diesem im Infraroten immer näher kommen werden.

� Instabile Fixpunkte (I): Es gilt, dass alle Θi
g∗ > 0, wodurch der Fixpunkt IR-repulsiv und die

zugehörigen Richtung relevant werden. Er stellt somit das genaue Gegenteil zum obigen Typ dar.

� Generische Fixpunkte (A,B): Es gibt sowohl Richtungen mit Θi
g∗ < 0 als auch solche mit Θi

g∗ > 0.
Diese Fixpunkte sind für das Au�nden von Phasenübergängen besonders interessant, da sie eine
Grenze zwischen zwei Domänen der Attraktivität erzeugen können.

Diese Grenze, allgemein eine Hyper�äche niedrigerer Dimension als der Vektor g, verläuft entlang der
IR-attraktiven Richtungen generischer Fixpunkte ins Unendliche bzw. zu anderen Fixpunkten und wird
Separatrix genannt. Das zu beschreibende System zeigt beiderseits einer Separatrix ein sehr unterschiedli-
ches Infrarotverhalten, da es zu unterschiedlichen Fixpunkten läuft - in diesem Sinne stellen Separatrizen
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Phasengrenzen dar, ihr Überschreiten einen Phasenübergang zweiter Ordnung.
Bisher nicht behandelt wurde λig∗ = 0, in welchem Fall die entsprechende Richtung marginal genannt
wird. Tritt dies ein, entscheiden höhere Ableitungen, ob die Richtung marginal relevant oder marginal
irrelevant ist und somit letztlich repulsiv oder attraktiv.
Die Lage der Fixpunkte ist abhängig vom Renormierungsschema, d.h. z.B. dem gewählten Regulator im
Formalismus der Wetterich-Gleichung, ihre Existenz und die kritischen Exponenten jedoch nicht [27].
Demnach können Fixpunktkoordinaten keinen physikalischen Observablen entsprechen, wohingegen kri-
tische Exponenten, eingeschränkt natürlich im Einzelnen durch ihre experimentelle Zugänglichkeit, ge-
messen werden können. Seitens der Theorie werden dafür die Flussgleichungen in der Umgebung des
Fixpunktes linearisiert (hier am Beispiel eines Systems mit nur einer Kopplung),

∂tg ≈
∂βg

∂g

RRRRRRRRRRRg∗
(g − g∗) = −Θ(g − g∗) (2.26)

wodurch sich die Di�erentialgleichung dort leicht lösen lässt:

g = C ( k
Λ
)
−Θ

+ g∗ ⇔ k = C
− 1

Θ

Λ
(g − g∗)−

1
Θ , C = const. (2.27)

Eine experimentell zugängliche Observable O, von der bekannt ist, dass sie sich bei der Skala kO wie
kdOO verhält, zeigt dann folglich ein (2.27) entsprechendes Skalierungsverhalten, wodurch der kritische
Exponent bestimmt werden kann.
In diesem Sinne sind Renormierungsgruppentechniken, mit deren Hilfe sich Betafunktionen gewinnen
lassen, nützliche Werkzeuge zur Au�ndung und Charakterisierung von Quantenphasenübergängen. Wie
sich dies für die Frage nach chiraler Symmetriebrechung einsetzen lässt, wird in Abschnitt 3.2.2 behandelt
werden.

2.3 Eichtheorie

Eine enorm wichtige Klasse von Quantenfeldtheorien, zu welcher auch die Quantenelektrodynamik ge-
hört, wird durch die sog. Eichtheorien gebildet. Da diese einige sehr spezi�sche Eigenschaften aufweisen,
welche für die später angewendeten Verfahren von groÿer Bedeutung sind, lohnt es sich, einen Blick auf
ihre Konstruktion, Quantisierung und Handhabung zu werfen. Besonderes Gewicht wird dabei auf den
abelschen Spezialfall gelegt, da nur dieser für die Betrachtung der QED von Bedeutung ist.

2.3.1 Konstruktion abelscher Eichtheorien: Die QED

Es sei nun eine masselose, fermionische Feldtheorie durch die Lagrange-Dichte

L = ψ̄aiγµ∂µψa =
Nf

∑
a=1

ψ̄ai /∂ψa ≡ ψ̄i /∂ψ (2.28)

gegeben. Weder Masselosigkeit noch die Beschränkung auf fermionische Feldtheorien ist für die Kon-
struktion von Eichtheorien nötig, bietet sich hier jedoch mit Blick auf die zu erzielende Struktur der
Wirkung (1.1) an. Dafür werden von Anfang an Nf verschiedene Fermion�avors, d.h. Teilchenarten iden-
tischer Symmetrie, zugelassen und durch a indiziert.
Im nächsten Schritt werden Symmetrietransformationen der einzelnen Fermionfelder

ψa(x) → e−iε
cT cψa(x), ψ̄a(x) → ψ̄a(x)eiε

cT c (2.29a)

ψa(x) → e−iε
c(x)T cψa(x), ψ̄a(x) → ψ̄a(x)eiε

c(x)T c (2.29b)

betrachtet, wobei T c Generator einer Lie-Gruppe ist und εc ein jeweils dazu gehörender, verallgemeinerter
Rotationsparameter. Die Wahl dieser Lie-Gruppe ist von gröÿter Bedeutung für die letztendlich durch die
Theorie beschriebene Physik. So sei erwähnt, dass die in der Beschreibung von Phänomenen der starken
Wechselwirkung so erfolgreiche Quantenchromodynamik mit Hilfe der Gruppe SU(3) erzeugt wird, was
auf drei verschiedene Farbladungen für die Fermionen, d.h. Quarks, führt. Die Indizes c bezeichnen dann
die acht ebenfalls �farbgeladenen� Gluonen. Für die QED grundlegend und daher im Weiteren verwendet,
ist die abelsche U(1) mit ihrem Generator 1. Doch zurück zu den Transformationen selbst: O�enbar ist
die Lagrange-Dichte (2.28) unter der globalen Transformation (2.29a) invariant, unter der lokalen (2.29b)
aufgrund des Ableitungsoperators jedoch nicht. Invarianz unter einer solchen Eichtransformation lässt
sich jedoch durch die Einführung der kovarianten Ableitung

∂µ →Dµ = ∂µ − iēAµ (2.30)
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erreichen, wenn das Eichfeld wie folgt transformiert:

Aµ → e−iε(x)Aµe
iε(x) − 1

ē
[∂µe−iε(x)] eiε(x) = Aµ +

1

ē
∂µε(x). (2.31)

Diesen Vorschriften entsprechend lassen sich nun zusätzliche eichinvariante Terme konstruieren, welche
zur Wirkung hinzugefügt werden können. Besonders nötig ist dabei in erster Linie ein kinetischer Term
für das Eichfeld Aµ. Es lässt sich zeigen, dass der einfachste hierfür infrage kommende die folgende Form
hat:

LA,kin = 1

4
(∂µAν − ∂νAµ) (∂µAν − ∂νAµ) ≡

1

4
FµνF

µν . (2.32)

Damit ergibt sich schlieÿlich die eichinvariante mikroskopische Wirkung masseloser, d-dimensionaler
Quantenelektrodynamik mit Nf Fermion�avors zu

SQED =
ˆ

ddx [ψ̄ai /Dψa + 1

4
FµνF

µν] . (2.33)

Es sei bemerkt, dass die euklidische Formulierung es erlaubt, die Unterscheidung zwischen oberen und
unteren Lorentz-Indizes entfallen zu lassen - ihre Verwendung erfolgt hier und im Weiteren also aus-
schlieÿlich aus Gründen der Lesbarkeit.

2.3.2 Quantisierung und Eich�xierung

Die Konstruktion der Eichtheorie über eine Symmetrietransformation fordert allerdings bei der Quanti-
sierung ihren Preis. Kernstück der erzeugenden Funktionale aus Abschnitt 2.1 ist das Pfadintegral (hier
für die QED) ˆ

Dψ̄DψDAe−SQED[ψ̄,ψ,A]. (2.34)

Nun ist sowohl SQED als auch das Integrationsmaÿ insgesamt unter den oben beschriebenen Transforma-
tionen invariant, was nach Gleichung (2.31) insbesondere bedeutet, dass bezüglich der Pfadintegration
jedes Aµ = 1

ē
∂µε(x) äquivalent zu Aµ = 0 ist. Damit muss das Pfadintegral über A divergieren, da über

unendlich viele Feldkon�gurationen integriert wird, für welche FµνFµν = 0 ist, sodass der Integrand nicht
mehr unterdrückt wird.
Eine Lösung dieses Problems bietet ein zur Eich�xierung in der klassischen Elektrodynamik analoges Ver-
fahren nach L. Faddeev und V. Popov, welches aus den möglichen Eichfeldkon�gurationen weitestgehend
nur solche auswählt, die nicht durch Eichtransformation ineinander überführt werden können [30]. Eine

Eich�xierungsbedingung G(A) != 0 wird mithilfe der funktionalen Identität

1 =
ˆ
Dε(x)δ [G(Aε)]det [δG(Aε)

δε
] , (2.35)

ins Pfadintegral (2.34) eingeführt, wobei Aε das eichtransformierte Feld (2.31) bezeichnet. G(A) selbst
ist nicht eichinvariant und soll so gewählt werden, dass δG(Aε)

δε
nicht mehr von Aε abhängt. Dann wird

aus (2.34)
ˆ
Dψ̄DψDAe−SQED[ψ̄,ψ,A] = det [δG(Aε)

δε
]
ˆ
Dε(x)

ˆ
Dψ̄DψDAe−SQED[ψ̄,ψ,A]δ [G(Aε)]

= det [δG(Aε)
δε

]
ˆ
Dε(x)

ˆ
Dψ̄εDψεDAεe−SQED[ψ̄ε,ψε,Aε]δ [G(Aε)]

(2.36)

womit gesichert ist, dass die funktionale Deltadistribution tatsächlich von allen bezüglich Eichtransfor-
mation äquivalenten Aε jeweils eines auswählt.
Um am Ende bei einer Struktur ähnlich der Lorentz-Eichung anzukommen, wird nun ein spezielles G(A)
gewählt, welches die zuvor gestellten Bedingungen erfüllt:

GL(A) = ∂µAµ(x) − ω(x), det [δGL(Aε)
δε

] = det [∂
2

ē
] . (2.37)

Gleichung (2.36) ist für GL(A) mit beliebigem ω(x) erfüllt, also auch für entsprechend normierte (Nξ)
Linearkombinationen bzw. Integrale über selbige Gröÿe. Es gilt demzufolge

Nξ
ˆ
Dω exp [−

ˆ
ddx

ω2(x)
2ξ

]det [∂
2

ē
]
ˆ
Dε
ˆ
Dψ̄DψDAe−SQED[ψ̄,ψ,A]δ [∂µAµ − ω(x)]

=Nξ det [∂
2

ē
](
ˆ
Dε)
ˆ
Dψ̄DψDA exp [−SQED[ψ̄, ψ,A] −

ˆ
ddx

1

2ξ
(∂µAµ)2]

(2.38)
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was zeigt, dass die in (2.36) eingeführte Eich�xierungsmethode e�ektiv der Addition eines Eich�xierungs-
terms zur Wirkung entspricht.

S = SQED + SGF =
ˆ

ddx [ψ̄ai /Dψa + 1

4
FµνF

µν + 1

2ξ
(∂µAµ)2] (2.39)

Die divergierenden, jedoch konstanten Vorfaktoren stellen kein Problem mehr dar, da sie, wie in Gl. (2.3)
zu erkennen, bei der Bestimmung der physikalisch interessierenden Korrelationsfunktionen per de�nitio-
nem herausfallen. Der Eichparameter ξ ist frei wählbar und kann zur Vereinfachung konkreter Rechnungen
verwendet werden.

2.3.3 Ward-Takahashi-Identitäten und Ein�uss des Regulators

Physikalische Gröÿen, welche an diesem Punkt mit der Wirkung (2.39) berechnet würden, hingen i.A.
von ξ ab. Dies darf jedoch nicht sein, da die Eich�xierung keine physikalische Bedeutung trägt, sondern
lediglich ein mathematisches Hilfsmittel ist. Der Schlüssel zur Au�ösung dieser Problematik liegt in der
Erkenntnis, dass der Eich�xierungsterm die Eichinvarianz der Wirkung und damit letztlich der Ergebnisse
von Rechnungen bricht. Durch spezielle Bedingungen an die Lösungen der Feldtheorie, genannt Ward-
Takahashi-Identitäten (WTI) lässt sich dies ausgleichen. Um diese Identitäten funktional gewinnen zu
können, muss das Konzept der Generatoren G von Eichtransformationen eingeführt werden. Von diesen
wird verlangt, dass sie die Änderung δY eines Feldes Y unter in�nitesimalen Eichtransformationen (ET )
erzeugen: ˆ

ddxGY Y (x) = δY für Y
ETÐ→ Y + δY. (2.40)

Eichinvariante Gröÿen wie physikalische Wirkungen sind demnach durch GS = 0 charakterisiert. Die in�-
nitesimalen Transformationen, d.h. solche mit ε(x) ≪ 1, der hier verwendeten Feldtypen sind nach (2.29)
und (2.31) durch

ψ̄ → ψ̄ [1 + iε(x)] ; ψ → [1 − iε(x)]ψ; Aµ → Aµ +
1

ē
∂µε(x) (2.41)

gegeben. Daraus lassen sich die Generatoren ablesen:

Gψ̄ = iψ̄(y) δ

δψ̄(y)
, (2.42a)

Gψ = −iψ(y) δ

δψ(y) , (2.42b)

GA = 1

ē
∂µ

δ

δAµ
. (2.42c)

Auch wenn es verschiedene Möglichkeiten gibt, die WTI darzustellen, bietet sich für die funktionale Her-
angehensweise eine Relation der e�ektiven zur mikroskopischen Wirkung an. Aus der e�ektiven Wirkung
lassen sich dann, wie bereits oben besprochen, recht direkt physikalische Gröÿen extrahieren, welche
eichinvariant sein müssen. Aus dieser letzten Forderung ergibt sich die WTI [19]

(Gψ̄ + Gψ + GA)Γ − ⟨(Gψ̄ + Gψ + GA)S⟩ = (Gψ̄ + Gψ + GA)Γ − ⟨(Gψ̄ + Gψ + GA)SGF⟩ != 0 (2.43)

da GSQED = 0 nach Konstruktion.
Diese Identität besagt also zunächst, dass eine nach (2.6) gewonnene e�ektive Wirkung Γ eichinvariant
ist, insofern dies auch für die zugehörige mikroskopische Wirkung S gilt bzw. mit welchen Bedingungen
die Eichinvarianz physikalischer Ergebnisse im Nachhinein erzwungen werden kann. Nun wird die e�ek-
tive Wirkung im vorliegenden Fall aber durch die Wetterich-Gleichung konstruiert, auch Γk selbst ist
von Interesse. Da dessen De�nition (2.15) einen zusätzlichen, i.A. nicht eichinvarianten Term ∆Sk[Φ]
einbringt, sieht auch die Bedingung zur Erzwingung der Eichinvarianz für Γk anders aus [19]:

GΓk + G∆Sk − ⟨G(SGF +∆Sk)⟩ != 0, (2.44)

nun entsprechendmodi�zierte Ward-Takahashi-Identität (mWTI) genannt. Wegen der Eigenschaft (2.18a)
des Regulators verschwindet ∆Sk im Limes k → 0, wodurch sich die modi�zierte im tiefen Infrarot
wieder auf die Standard-WTI reduziert. Nun ist das gleichzeitige Lösen von aus der Wetterich-Gleichung
gewonnenen Flussgleichungen und der mWTI bei weitem keine triviale Aufgabe, auch unterliegen sie einem
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Trunkierungsfehler analog dem weiter unten in Abschnitt 3.1.2 diskutierten. Aus diesen Gründen wurde
und wird nach Wegen gesucht, die direkte Verwendung der mWTI zu umgehen. Eine solche Möglichkeit,
die auch mit Erfolg auf Yang-Mills-Theorien bzw. QCD angewendet wurde (siehe z.B. [31], [32] sowie [33])
ist die Hintergrundfeldmethode. Ohne an dieser Stelle näher darauf einzugehen, sei erwähnt, dass diese
für die QED3 leider keine guten Ergebnisse liefert - eine Begründung dafür folgt in Abschnitt 4.3.
Für die konkreten Rechnungen in Kapitel 4 wird stattdessen eine Näherung verwendet, deren Ein�uss im
Vergleich mit anderen Fehlerquellen unbedeutend sein sollte.

3 Symmetrien und Symmetriebrechung: Die mittlere e�ektive

Wirkung der QED3

Um all die Werkzeuge aus dem vorangegangenen Kapitel zur Anwendung bringen zu können, ist zunächst
vor allem eines nötig: ein Ansatz für die mittlere e�ektive Wirkung Γk, welcher die Eigenschaften des zu
untersuchenden Systems widerspiegelt. Und die wichtigsten Eigenschaften von (Quanten-)Feldtheorien
sind, neben der Auswahl der verwendeten Teilchensorten, die Symmetrien der Theorie. Es wird also im
ersten Teil dieses Kapitels um die Konstruktion eines Γ

QED3

k gehen, welches alle geforderten Symmetrien,
also neben allen anderen der mikroskopischen SQED3

insbesondere die chirale, aufweist und gleichzeitig
eine sinnvolle Trunkierung des unbekannten, vollen Γk der Theorie darstellt.
Dem Titel dieser Arbeit zufolge soll es jedoch nicht nur um Symmetrien an sich, sondern vor allem
um ihre spontane Brechung gehen. Doch was genau ist spontane Symmetriebrechung? Kann die chirale
Symmetrie der soeben konstruierten QED3 diesem Phänomen unterliegen? Und welche Möglichkeiten
bieten die funktionalen Methoden aus Kapitel 2 um das herauszu�nden? Die konzeptionelle Beantwortung
dieser Fragen soll Thema des zweiten Abschnitts in diesem Kapitel sein, bevor sie in weiteren Teilen der
Arbeit konkret rechnerisch weiterverfolgt werden.

3.1 Konstruktion von Γ
QED3

k

Ausgangspunkt aller weiteren Betrachtungen ist die Lagrange-Dichte bzw. mikroskopische Wirkung der
2+1-dimensionalen Quantenelektrodynamik für Nf Fermion�avors, wie sie (allgemein) in 2.3.1 und 2.3.2
konstruiert wurde:

SQED3
=
ˆ

d3x [ψ̄ai /∂ψa + ēψ̄a /Aψa + 1

4
FµνF

µν + 1

2ξ
(∂µAµ)2] . (3.1)

Zunächst sei noch einmal bemerkt, dass diese Wirkung, wie auch sämtliche anderen Rechnungen die-
ser Arbeit, mit euklidischer Signatur aufgeschrieben ist. Während der Schritt von der gebräuchlicheren
Minkowski-Signatur ins Euklidische für rein bosonische Theorien einfach durch Wick-Rotation zu voll-
ziehen ist, müssen bei Anwesenheit von Spinorfeldern zusätzliche Bedingungen beachtet werden. Dazu
zählt sowohl die Forderung, Hermitezität für minkowskische durch Osterwald-Schrader-Positivität für
euklidische Signatur zu ersetzen, als auch die korrekte De�nition von komplexer Konjugation und Sym-
metrietransformationen. Weiterhin erbt die euklidische Theorie auch ein Analogon der Lorentzinvarianz.
Eine ausführliche Behandlung dieser Themen �ndet sich in [34].

3.1.1 Darstellung und Symmetrien

Als nächstes stellt sich die Frage nach der Lorentz-Darstellung der Spinoren ψ̄ und ψ bzw. der Dimensio-
nalität der zugehörigen γ-Matrizen. Allgemein gilt, dass für eine d-dimensionale Theorie mit d ungerade
die 2(d−1)/2-dimensionale Darstellung irreduzibel ist [35]. Für d = 3 wäre das folglich zweidimensional und
die drei γµ-Matrizen lieÿen sich mit den Paulimatrizen

σ1 = (0 1
1 0

) , σ2 = (0 −i
i 0

) , σ3 = (1 0
0 −1

) (3.2)

identi�zieren. Allerdings hat diese Darstellung den entscheidenden Nachteil, dass sich keine chirale Sym-
metrie de�nieren lässt [36, 37]. Unter chiraler Symmetrie werden dabei U(1)-Transformationen verstan-
den, welche den kinetischen Term Lkin = ψ̄ /∂ψ invariant lassen, von einem Massenterm Lmass =mψ̄ψ aber
zumindest teilweise gebrochen werden. Aus diesem Grund werden derartige Betrachtungen zur QED3

jeweils in einer vierdimensionalen und somit reduziblen Darstellung vorgenommen. Da sich die weiteren
Symmetriebetrachtungen und Teile der späteren Rechnungen stark an [38] anlehnen werden, wird auch
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die dortige explizite Darstellung gewählt:

γµ = ( 0 −iσµ
iσµ 0

) , γ4 = (0 1

1 0
) , γ5 = γ1γ2γ3γ4 = (1 0

0 −1) , γ45 = iγ4γ5 = i(
0 −1
1 0

) (3.3)

wobei µ = 1,2,3. Während die γµ-Matrizen eine Cli�ord-Algebra mit

{γµ, γν} = 2δµν (3.4)

bilden, wurden die letzteren drei Matrizen γ4, γ5, γ45 ihrer Eigenschaften

{γµ, γ4} = {γµ, γ5} = {γ4, γ5} = {γ4, γ45} = {γ5, γ45} = 0, [γµ, γ45] = 0 (3.5)

wegen explizit aufgeschrieben.
Analog zur Implementierung der chiralen Symmetrie z.B. in der QCD [23] werden für jeden Fermion�a-
vor a axiale (Uγ4(1), Uγ5(1)) und Vektortransformationen (U1(1), Uγ45(1)) de�niert,

Uγ4(1) ∶ ψa ↦ eiαγ4ψa, ψ̄a ↦ ψ̄aeiαγ4 (3.6a)

Uγ5(1) ∶ ψa ↦ eiβγ5ψa, ψ̄a ↦ ψ̄aeiβγ5 (3.6b)

U1(1) ∶ ψa ↦ eiϑψa, ψ̄a ↦ ψ̄ae−iϑ (3.6c)

Uγ45(1) ∶ ψa ↦ eiϕγ45ψa, ψ̄a ↦ ψ̄ae−iϕγ45 (3.6d)

welche gemeinsam eine U(2)-Symmetrie darstellen. Deren 22 = 4 Generatoren τj , j = 1...4 sind demnach
1, γ4, γ5 und γ45. Eine weitere rein fermionische Symmetrie ist die verallgemeinerte Rotation im Flavor-
Raum, welche durch U(Nf)-Transformationen beschrieben wird. Die N2

f Generatoren dieser Gruppe sind
i = 1...N2

f − 1 sog. verallgemeinerte Gell-Mann-Matrizen λi der Dimension Nf und die Einheitsmatrix
1Nf

. Auf den gesamten Spinorraum bezogen lässt sich die auf links- und rechtshändige Weyl-Spinoren
ψ̄a = (ψ̄aL, ψ̄aR) wirkende U(2) mit der Flavor-Rotationsgruppe U(Nf) zur Gruppe der chiralen Symme-
trietransformationen U(2Nf) mit den Generatoren

U(2Nf) ∶ λi ⊗ τj , i = 1...Nf , j = 1...4 (3.7)

zusammenfassen. O�enbar ist die Wirkung (3.1) der QED3 invariant unter Transformationen dieser Grup-
pe, was folglich auch von der zu konstruierenden mittleren e�ektiven Wirkung gefordert werden muss.
Neben dieser globalen, kontinuierlichen Symmetrie weist die Wirkung (3.1) drei diskrete auf. Sie ist in-
variant unter: Ladungskonjugation (C), Raumspiegelung (P) und Zeitumkehr (T ). Die beiden letzteren
Transformationen gehen mit Änderungen des Koordinatensystems einher. Daher wird festgelegt, dass

x = (x1, x2, x3)
T↦ x̂ = (x1, x2,−x3) sowie x = (x1, x2, x3)

P↦ x̃ = (−x1, x2, x3). (3.8)

Das heiÿt, x3 wird als Zeitrichtung ausgewählt (siehe Anhang A.2) und die Raumspiegelung wird an der
x1-Achse vorgenommen. Anders als in d = 4 darf die Raumspiegelung nicht auf beide Achsen wirken, da
sie sonst lediglich einer Drehung des Koordinatensystems um 180° entspräche [37]. In Anlehnung an [38]
und [39] werden die diskreten Transformationen de�niert als

C ∶ ψa ↦ (ψ̄aCξ)T , ψ̄a ↦ −(C�

ξψ)
T , (A1,A2,A3)(x) ↦ −(A1,A2,A3)(x) (3.9a)

P ∶ ψa ↦ Pζψ
a, ψ̄a ↦ ψ̄aP �

ζ , (A1,A2,A3)(x) ↦ (−A1,A2,A3)(x̃) (3.9b)

T ∶ ψa ↦ Tηψ
a, ψ̄a ↦ ψ̄aT �

η , (A1,A2,A3)(x) ↦ (A1,A2,A3)(x̂). (3.9c)

Für die Zeitumkehroperation steht zu beachten, dass sie antiunitär ist, d.h. in zusammengesetzten Aus-
drücken konjugierend auf komplexe Zahlen wirkt. Bleibt noch, die unitären Operatoren Cξ, Pζ sowie Tη
zu de�nieren:

Cξ =
1

2
[(1 + ξ)γ2γ4 + i(1 − ξ)γ2γ5] , (3.10a)

Pζ =
1

2
[(1 + ζ)γ1γ4 + i(1 − ζ)γ1γ5] , (3.10b)

Tη =
1

2
[(1 + η)γ1 + i(1 − η)γ2γ3] , (3.10c)

wobei die komplexen Zahlen ξ, ζ und η vom Betrag 1 sein müssen, sonst aber frei wählbar sind. Unab-
hängig von diesen Parametern ist aber die Wirkung (3.1) unter den Transformationen (3.9) invariant.
Nicht vergessen werden sollte an dieser Stelle auch die Eichsymmetrie der QED allgemein sowie deren
explizite, kontrollierte Brechung durch speziell konstruierte Eich�xierungsterme. Damit sind die Sym-
metrieforderungen an Γ

QED3

k komplett und die Konstruktion dieser Gröÿe aus erlaubten Termen kann
beginnen.
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3.1.2 Ableitungsentwicklung, Trunkierung und Wechselwirkungsterme

Im Rahmen der Herleitung bzw. Diskussion der Wetterich-Gleichung wurde bereits kurz angesprochen,
dass für explizite Rechnungen trunkierte, d.h. nicht alle erlaubten Feldkombinationen enthaltende Ansätze
für Γk gewählt werden müssen. Inwiefern ist diese Näherung nun problematisch? Wie sich zum Beispiel
bereits aus der Entwicklung der Wetterich-Gleichung (2.25) erahnen lässt, können und werden Terme
im ursprünglichen S = Γk=Λ auf der linken Seite, die mehr als zwei Feldfunktionen enthalten, auf der
rechten Seite beliebig hohe Potenzen dieser Felder generieren. Dies ist zum einen expliziter Ausdruck der
Auswirkungen der Impulsschalenintegration, wie sie unter Gl. (2.12) erwähnt wurden, zum anderen zeigt
es, dass Rechnungen mit einem solchen Ansatz nicht selbstkonsistent sein können. So ist im Allgemeinen
zu erwarten, dass die neu generierten Feldkombinationen ihrerseits den Fluss der ursprünglich angesetzten
beein�ussen werden. Indem sie ignoriert, d.h. nicht in den Ansatz aufgenommen werden, geht auch dieser
Ein�uss verloren und eine Integration des Flusses bis k = 0 führt i.A. nicht mehr auf die korrekte e�ektive
Wirkung Γk=0. Schlimmer noch, während ursprünglich durch die Herleitung der Wetterich-Gleichung bzw.
die Eigenschaften (2.18) des Regulators garantiert ist, dass dessen Wahl auf Γk=0 keinen Ein�uss hat,
muss dies für einen trunkierten Ansatz für Γk nicht mehr gelten, was in Abb. 5 schematisch dargestellt
ist.

Abbildung 5: Schematische Darstellung des Flusses zweier Kopplungen a
(1)
k und a

(2)
k mit exaktem

(schwarz) und trunkiertem (rot) Γk=0. Die gestrichelten Linien entsprechen Flüssen mit anderen Re-
gulatoren.

Es ist also von groÿer Wichtigkeit, die Trunkierung so zu wählen, dass die enthaltenen Kopplungspara-
meter möglichst selbstkonsistent �ieÿen können. Hilfreich dabei können Optimierungsstrategien [40] sein,
wobei auch eine geeignete Wahl der Regulatorfunktion zur Stabilisierung des Flusses unter Trunkierungen
beitragen kann [41]. Eine Möglichkeit zu kontrollieren, wie gut die Forderung nach Selbstkonsistenz erfüllt
ist, wird von der zuletzt dargelegten Problematik erö�net: eine starke Regulatorabhängigkeit weist i.A.
auf eine unzureichende Trunkierung hin. Ebenso können schrittweise Terme höherer Ordnung zum An-
satz hinzugefügt werden um zu sehen, ob sich das Verhalten des Flusses dadurch stark ändert. Schwache
oder sogar verschwindende Veränderungen, bei welchem der beiden Kontrollverfahren auch immer, sind
allerdings keine Garantie dafür, dass es nicht doch noch andere Terme mit starkem Ein�uss geben kann.
Eine gewisse Restunsicherheit lässt sich also nie ganz vermeiden. Auÿerdem kann es durchaus auch von
der betrachteten Observablen abhängen, wie stark die Regulatorabhängigkeit ist, sodass die Trunkierung
unter Umständen der jeweiligen Fragestellung angepasst werden muss.
Doch zurück zum zweiten Kontrollverfahren, dem Hinzufügen neuer Terme. Der Begri� von �Termen
höherer Ordnung� macht natürlich nur Sinn, wenn eine Art Hierarchie de�niert ist. Eine solche ergibt
sich, wenn die Trunkierung systematisch angegangen wird. Auch hierfür gibt es mehrere Möglichkeiten,
in dieser Arbeit wird jedoch vor allem die Ableitungsentwicklung eine Rolle spielen. Wie bereits der Name
sagt, werden hierbei schrittweise Terme mit immer höheren Ableitungen der Felder hinzugezogen. Auch
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mit inbegri�en sei die Einbeziehung von Termen immer höherer Impuls- bzw. Massendimension, was beim
Fehlen zusätzlicher Ableitungsoperatoren durch mehr Feldfunktionen erreicht wird. Im Folgenden werden
daher zunächst bilineare Terme mit und ohne Ableitung in Fermion- und Eichfeld betrachtet, woraufhin
Wechselwirkungsterme höherer Ordnung folgen.

Fermionische Bilinearterme und Photonfelder Die Strategie wird im Folgenden sein, zunächst
anhand der chiralen und dann diskreten Symmetrien rein fermionische Terme zu konstruieren und aus
ihnen durch Forderung nach Eichsymmetrie bzw. -�xierung grundlegende Photonterme zu gewinnen.
Gesucht werden also zuerst Terme der Form

ψ̄aχiψ
b, χi beliebige 4 × 4-Dirac-Struktur, (3.11)

welche unter (3.6) invariant sind. Da diese Transformationen für jeden Fermion�avor unabhängig de�niert
sind, wird zunächst klar, dass für die angesetzte Form (3.11) a = b sein muss.
Der Raum aller möglichen 4 × 4-Matrizen χi wird aufgespannt durch die 16 Basiselemente

{γA}16

A=1
= {1, γ4, γ5, γ45, γµ, iγµγ4, iγµγ5, σµν} (3.12)

mit Tr(γAγB) = 4δAB . Hierbei ist σµν = i
2
[γµ, γν], für (3.12) werden allerdings nur die drei inäquivalenten

σµ<ν gezählt. Da χi nur eine Linearkombination dieser Matrizen sein kann, reduzieren sich die Symmetrie-
überprüfungen entsprechend auf diese 16 Strukturen. Unter Verwendung der Kommutatorrelationen (3.5)
ergibt sich, dass nur Terme ∼ ψ̄γ45ψ und ∼ ψ̄γµψ unter den vier U(1) Transformationen (3.6) und damit
dann auch unter U(2Nf) invariant sind. Insbesondere die drei anderen Generatoren der oben eingeführ-
ten U(1)-Transformationen können nicht beitragen: Terme der Form ψ̄(m4γ4 +m5γ5)ψ können durch
eine geeignete U(2Nf) Rotation stets in ψ̄(m +m45γ45)ψ überführt werden. Am Generator 1 lässt sich
nun auch ersehen, warum die oben konstruierte Symmetrie chiral genannt werden darf: Der kanonische
Massenterm mψ̄ψ bricht sowohl Uγ4(1) als auch Uγ5(1) und reduziert damit die Gesamtsymmetrie,

U(2Nf)
mψ̄ψÐ→ U1(1) ×Uγ45(1) × SU1+γ45(Nf) × SU1−γ45(Nf), (3.13)

die nun zwischen links- und rechtshändigen Weyl-Spinoren unterscheidet [36]. Entsprechend müssen nun
auch die Flavor-Rotation für links- und rechtshändige Spinoren als unterschiedliche Freiheitsgrade be-
trachtet werden, was durch die Indizes der SU(Nf), 1 ± γ45, den chiralen Projektoren, zum Ausdruck
gebracht wird.
Bezüglich der drei diskreten Symmetrien C, P und T sind aber auch die beiden U(2Nf)-invarianten Terme
nicht mehr zulässig: γ45 antikommutiert mit P , weshalb ψ̄γ45ψ paritätsbrechend ist und ψ̄γµψ verletzt
sowohl C als auch P. Damit ist gezeigt, dass zu niedrigster Ordnung in einer Ableitungsentwicklung keine
rein fermionischen Bilinearterme erlaubt sind. Nach Konstruktion der QED kann dies aber zumindest für
ψ̄γµψ in der ersten Ordnung Ableitungsentwicklung kompensiert werden:

ψ̄i /Dψ = ψ̄ (i /∂ + ē /A)ψ (3.14)

ist invariant. Für γ45 lässt sich das aufgrund der Lorentz-Struktur so nicht schreiben, weshalb (3.14)
der einzige Beitrag zur ersten Ordnung Ableitungsenwicklung mit maximal zwei Fermionfeldern bleibt.
Praktischerweise ist dieser erste Baustein der mittleren e�ektiven Wirkung auch gleich eichinvariant und
entsprechend (3.1) sind auch der kinetische Term des Photonfeldes 1

4
FµνF

µν sowie der Eich�xierungsterm
1
2ξ

(∂µAν)2 zugelassen.

Quartische Terme Tatsächlich lassen sich die bisher gefundenen Terme nutzen, um ohne weitere
Symmetrieuntersuchungen beliebig höhere Terme in der Ableitungsentwicklung aufzustellen: Beiträge
der Form [ψ̄i /Dψ]m und [ 1

4
FµνF

µν]n mit m,n ∈N sind grundsätzlich möglich. Sie stellen einen Weg dar,
die Ableitungsentwicklung systematisch zu höheren Ordnungen fortzusetzen und so die gewählte Trun-
kierung auf ihre Stabilität hin zu überprüfen. Im Rahmen des Hintergrundfeldformalismus lassen sich
solche Terme recht e�zient mit einbeziehen (siehe z.B. [21], [33] bzw. [42]). Wie bereits oben erwähnt
und in Abschnitt 4.3 näher ausgeführt, ist dies jedoch im Fall der QED3 keine geeignete Herangehens-
weise, sodass im Rahmen dieser Arbeit auf solche Untersuchungen verzichtet wird.
Doch auch von anderen Feldkombinationen wird ein signi�kanter Beitrag zum Fluss erwartet. Mecha-
nismen wie der in Abbildung 6 dargestellte erzeugen im Verlauf des RG-Flusses e�ektive 4-Fermion-
Wechselwirkungen. Welche Strukturen sind für diese erlaubt?
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Abbildung 6: Erzeugung einer e�ektiven 4-Fermion-Wechselwirkung durch das Photonfeld

Das Argument, mit dem die Flavorstruktur des Ansatzes (3.11) reduziert wurde, lässt sich in abgewan-
delter Form auch hier anbringen: wegen der separat de�nierten chiralen Transformationen kann anstatt
des allgemeinen (ψ̄aγAψb)(ψ̄cγBψd) nur (ψ̄aγAψb)(ψ̄bγBψa) oder (ψ̄aγAψa)(ψ̄bγBψb) auftreten, letzte-
res wird auch als Flavor-Singulett bezeichnet. Die möglichen 4-Fermionterme mit Singulettstruktur sind
besonders einfach zu identi�zieren. Während geschickte Linearkombinationen im Fall der Nicht-Singulett-
Terme die chirale Symmetrie erhalten können, auch wenn die einzelnen Summanden sie brechen würden,
ist dies für Flavor-Singuletts auf 4-Fermion-Niveau nicht möglich. U(2Nf)-invariant sind von den ein-
zelnen Termen wiederum nur (ψ̄γ45ψ)2, (ψ̄γµψ)2 sowie (ψ̄γµψ)(ψ̄γ45ψ), doch der letzte Term wäre nur
unter Hinzunahme zusätzlicher Felder bzw. Ableitungen ein Lorentz-Skalar und verletzte obendrein C
und P. Somit sind die einzigen erlaubten Wechselwirkungsterme dieser Klasse

S2 = (ψ̄γ45ψ)
2

und (3.15a)

S2
µ = (ψ̄γµψ)

2
. (3.15b)

Bei den nicht-Singulett-Termen wäre der direkte Nachweise des Symmetrieverhaltens aufwändiger, doch
lässt sich hier eine Eigenschaft der Diracstrukturen ausnutzen: Fierz-Äquivalenz. Es lässt sich zeigen, dass
Singulett- und Nicht-Singulett-Terme nicht unabhängig voneinander sind,

(ψ̄aγAψa) (ψ̄bγAψb) =
16

∑
B=1

CAB (ψ̄aγBψb) (ψ̄bγBψa) ≡
16

∑
B=1

CAB (ψ̄aγBψb)
2
, (3.16)

wobei C eine nicht-ausgeartete Matrix ist - siehe Anhang B für Herleitung und Details. Gleichung (3.16)
sagt aus, dass sich aus dem vollständigen Satz möglicher Flavor-Singuletts alle erlaubten Nicht-Singulett-
Terme gewinnen und linear in Beziehung setzen lassen. Explizit ergibt sich damit

V 2 = (ψ̄aψb)2 − (ψ̄aγ4ψ
b)2 − (ψ̄aγ5ψ

b)2 + (ψ̄aγ45ψ
b)2

(3.17a)

V 2
µ = (ψ̄aγµψb)

2 − (ψ̄aiγµγ4ψ
b)2 − (ψ̄aiγµγ5ψ

b)2 + (ψ̄aσµνψb)
2

(3.17b)

sowie die Umrechnungsvorschrift

V 2 = −S2
µ − S2, V 2

µ = S2
µ − 3S2. (3.18)

Damit sind alle möglichen 4-Fermion-Wechselwirkungsterme erfasst, für konkrete Rechnungen genügt
aber die Betrachtung jeweils zweier, was angesichts der doch recht komplizierten Struktur von V 2 und
V 2
µ von groÿem rechnerischen Vorteil ist.

Mittlere e�ektive Wirkung Unter Vernachlässigung von Termen noch höherer Ordnung in Feldern
und/oder Ableitungen lautet der volle Ansatz für die mittlere e�ektive Wirkung der QED3 im Orts- und
Impulsraum damit:

Γk[ψ̄, ψ,Aµ] =
ˆ

d3x{Zψψ̄i /∂ψ + ekψ̄ /Aψ + ZA
4
FµνF

µν + ZA
2ξ

(∂µAµ)2

+
˜̄gk

2Nf
(ψ̄γ45ψ)2 + ḡk

2Nf
(ψ̄γµψ)2} (3.19a)

= −
ˆ
p1

Zψψ̄p1 /p1
ψp1 +

ˆ
p1

ˆ
p2

ekψ̄p1γµA
µ
p1−p2

ψp2

+ ZA
2

ˆ
p1

[p2
1A

µ
p1
Aµ−p1

− (pµ1Aνp1
)(pν1Aµ−p1

) + 1

ξ
(pµ1Aµp1

)(pν1Aν−p1
)] (3.19b)

+
ˆ
p1

ˆ
p2

ˆ
p3

[
˜̄gk

2Nf
(ψ̄p1γ45ψp2)(ψ̄p3γ45ψp1+p3−p2) +

ḡk
2Nf

(ψ̄p1γµψp2)(ψ̄p3γµψp1+p3−p2)] .
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Die hier eingeführte Skalenabhängigkeit der Kopplungen ek, ˜̄gk und ḡk sowie die der Wellenfunktionsre-
normierungen Zψ und ZA wird Hauptgegenstand der Untersuchungen späterer Abschnitte sein.
Hinsichtlich möglicher Anwendungen der Theorie, wie sie auch bereits in der Einführung angedeutet
wurden, sei erwähnt, dass die Konstruktion einer Lagrange-Dichte zur Beschreibung von Graphen, basie-
rend auf den �naturgegebenen� Symmetrien des Systems sowie wenigen zusätzlichen, auf genau dieselben
fermionischen Wechselwirkungsterme führt [43].

3.2 Spontane Symmetriebrechung und Renormierungsgruppe

3.2.1 Grundlegendes

Es steht nun eine mittlere e�ektive Wirkung der QED3 zur Verfügung, welche alle gewünschten Symme-
trien aufweist. Terme hinzuzufügen, welche diese wieder brechen ist, wie an den obigen Überlegungen zu
ersehen, einfach - um diese Art der Symmetrieverletzung soll es demzufolge nicht gehen. Von spontaner
Symmetriebrechung (SSB) hingegen spricht man, wenn der Grund- bzw. Vakuumzustand der betrachteten
Theorie geringere Symmetrie aufweist als die zugehörige Wirkung. Spontane Symmetriebrechung ist bei
weitem kein Phänomen, welches nur in Quantenfeldtheorien auftreten kann. So werden in der statistischen
Physik Phasenübergänge zweiter Ordnung erfolgreich mit dem phänomenologischen Landau-Modell [5],
in Abb. 7 und 8 am Beispiel des Grundzustands eines Ferromagneten, beschrieben. In beiden Fällen
besitzt die freie Enthalpie G(M) eine Spiegelsymmetrie, doch unterhalb der kritischen Temperatur Tc
gilt dies nicht mehr für den Grundzustand des Systems - eine spontane Magnetisierung bildet sich heraus.

Abbildung 7: Symmetrische Phase: keine Magne-
tisierung

Abbildung 8: Gebrochene Phase: spontane Ma-
gnetisierung

Um in quantenfeldtheoretischen Betrachtungen von Nutzen zu sein, muss dieses Phänomen aber zunächst
in den dort gebräuchlichen Formalismus übersetzt werden. Dies �ndet sich in allen einschlägigen Lehrbü-
chern, die folgende kurze Darstellung lehnt sich vor allem an [24] an.
Jede kontinuierliche Transformation von Feldern, welche die Lagrange-Dichte der betrachteten Theorie
höchstens um eine totale Ableitung ändert,

ϕ(x) → ϕ(x) + εδϕ(x) ⇒ L → L+ ε∂µJ µ (3.20)

wobei (3.20) die in�nitesimale Anwendung dieser Transformation zeigt, bedingt nach dem Noether-
Theorem [44] einen erhaltenen Strom

∂µj
µ ≡ ∂µ [ ∂L

∂(∂µϕ)
δϕ − J µ] = 0 (3.21)

bzw. eine erhaltene Ladung

Q ≡
ˆ

d2xj3(x). (3.22)

In Anpassung an die schon oben verwendete Notation ist in Gl. (3.22) gemeint, dass der zeitliche Anteil
des Noetherstroms über den gesamten Raum integriert wird. So ergeben sich für jeden Flavor a die
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Noetherladungen, welche zu den U(1)-Transformationen (3.6) gehören, zu

Uγ4 ∶ Qa4 =
ˆ

d2xψ̄aγ3γ4ψ
a, Uγ5 ∶ Qa5 =

ˆ
d2xψ̄aγ3γ5ψ

a,

U1 ∶ Qa1 =
ˆ

d2xψ̄aγ3ψ
a, Uγ45 ∶ Qa45 =

ˆ
d2xψ̄aγ3γ45ψ

a,

(3.23)

wobei hier nicht über a zu summieren ist. Eine wichtige Eigenschaft der Noetherladung ist, dass sie die
zu ihr gehörende Symmetrietransformation erzeugt, d.h.

[iεQ,ϕ] = εδϕ. (3.24)

Im Folgenden sei nun angenommen, dass die Lagrange-Dichte der zu betrachtenden Theorie unter einer
Transformation mit Ladung Q invariant ist. Es lässt sich dann zeigen, dass Q verwendet werden kann,
um den Vakuumzustand ∣0⟩ der Theorie auf ein Vorliegen spontaner Symmetriebrechung zu untersuchen:

⟨0∣[iQ,Φ(x)]∣0⟩ = ⟨0∣δΦ(x)∣0⟩ ≠ 0 ⇔ spontane Symmetriebrechung liegt vor. (3.25)

Hierbei ist Φ(x) ein Feld oder eine Feldkombination, die nur in einem endlichen Gebiet um x von Null
verschieden ist. Der Vakuumerwartungswert spezieller Feldkombinationen gibt also die Antwort auf die
Frage nach spontaner Symmetriebrechung - für die chiralen Generatoren γ4 und γ5, welche für die Ziele
dieser Arbeit von besonderem Interesse sind, wäre demnach der Erwartungswert

⟨0∣[iQa4 , ψ̄γ4ψ]∣0⟩ ∼ ⟨0∣[iQa5 , ψ̄γ5ψ]∣0⟩ ∼ ⟨0∣ψ̄aψa∣0⟩ (3.26)

zu untersuchen.
Doch was ist nun die feldtheoretische Auswirkung der Symmetriebrechung? Die Antwort auf diese Frage
gibt das Nambu-Goldstone-Theorem [6, 7, 45]: in einer Poincaré-invarianten Theorie mit spontaner Sym-
metriebrechung treten genau so viele zusätzliche masselose Teilchen, sogenannte Goldstone-Bosonen auf,
wie es Generatoren der gebrochenen Symmetrien gibt. Diese Feststellung hat enorme Konsequenzen, sorgt
sie doch z.B. für das Verständnis des Auftretens leichter Mesonen in der Quantenchromodynamik [6, 7].
Noch ein weiterer Aspekt ist von Interesse: O�enbar sind diese zusätzlichen Teilchen nicht mehr notwen-
digerweise in der ursprünglichen Beschreibung der Theorie enthalten. Die einzige Möglichkeit sie dann
zu erzeugen, sind demnach Bindungszustände der Ausgangsteilchen. Angesichts z.B. der Bedeutung der
Cooper-Paare für die Beschreibung der Supraleitung im Rahmen der BCS-Theorie wird deutlich, dass
spontane Symmetriebrechung ein auch jenseits der Hochenergie- und Teilchenphysik hochinteressantes
und -aktuelles Thema ist.

3.2.2 Analyse von Flussgleichungen hinsichtlich spontaner Symmetriebrechung

Das Problem ist nun allerdings, dass der volle Grundzustand wechselwirkender Theorien nicht so einfach
zu gewinnen, der Erwartungswert (3.26) also kaum direkt analytisch auszurechnen ist. Erfreulicherweise
gibt es noch andere Wege, spontane Symmetriebrechung nachzuweisen und damit die volle Aussage-
kraft des Nambu-Goldstone-Theorems zur Verfügung zu haben. Einen solchen Weg bietet die funktionale
Renormierungsgruppe, was im folgenden näher beleuchtet werden soll. Bevor allerdings Theorien mit
Eichfreiheitsgraden untersucht werden können, ist es sinnvoll, zunächst rein fermionische Systeme zu be-
trachten. Diese haben, z.B. als Niederenergiemodelle von stark gekoppelten Eichtheorien mit asymptotisch
freiem Verhalten, durchaus ihre eigene praktische Relevanz, doch werden sie an dieser Stelle vor allem
der Anschaulichkeit halber vorangestellt, bevor die zusätzlichen Komplikationen durch den Eichsektor
behandelt werden.

Fermionische Systeme
Ohne auf Subtilitäten wie Fierz-Vollständigkeit und dergleichen einzugehen, wird im Folgenden beispiel-
haft die Wirkung einer Theorie mit nur einer fermionischen Kopplung, das Gross-Neveu-Modell in (2+1)
Dimensionen mit einem einzigen Fermion�avor betrachtet:

SGN =
ˆ

d3x [Zψψ̄i /∂ψ +
1

2
λ̄(ψ̄ψ)2] . (3.27)

Diese Wirkung ist invariant unter der diskreten Symmetrie [46]

ψ̄ ↦ −ψ̄γ5, ψ ↦ γ5ψ. (3.28)
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Das Noether- und somit auch das Goldstone-Theorem kommt damit nicht zur Anwendung. Doch kann
diese Symmetrie trotzdem explizit durch

mψ̄ψ ↦ m(−ψ̄γ5)(γ5ψ) = −mψ̄ψ (3.29)

gebrochen werden. Demnach sollte es also möglich sein, am symmetrischen Modell (3.27) die Mechanismen
spontaner Symmetriebrechung nachzuvollziehen.
Um die Existenz symmetriebrechender Phasen mit den in Abschnitt 2.2 vorgestellten Fixpunktstrukturen
in Verbindung bringen zu können, ist zunächst ein Umweg erforderlich, die Bosonisierung der Theorie. Bei
diesem Verfahren handelt es sich um die Anwendung einer Hubbard-Stratonovich-Transformation [47, 48]
des Pfadintegrals. Grundgedanke ist, dass das Einfügen von

1 = N
ˆ
Dφ exp [−

ˆ
d3x

1

2
m2
φφ

2] (3.30)

das erzeugende Funktional Z[ψ̄, ψ] nicht ändert, wenn die Normierungskonstante N geeignet gewählt
wird. Auch eine Verschiebung der Variablen

φ → φ + ih̄√
2m2

φ

(ψ̄ψ), h̄2

2m2
φ

!= λ̄ (3.31)

und passende Fixierung der freien Parameter h̄ und mφ lässt den Wert von Z[ψ̄, ψ] = Z[ψ̄, ψ, φ] unver-
ändert. Es ist also konkret

ZGN[ψ̄, ψ] = NZ
ˆ
Dψ̄Dψe−SGN[ψ̄,ψ] = N ′

Z

ˆ
Dψ̄DψDφe−SGN[ψ̄,ψ,φ] (3.32)

mit

SGN[ψ̄, ψ, φ] =
ˆ

d3x [Zψψ̄i /∂ψ +
1

2
m2
φφ

2 + i h̄√
2
ψ̄φψ] . (3.33)

Die rein fermionische Wirkung ist zu einer äquivalenten, um ein bosonisches Feld erweiterten mit Yukawa-
Wechselwirkung geworden. Damit ändert sich aber auch die Erscheinungsform der spontanen Symmetrie-
brechung: anstatt den Erwartungswert ⟨ψ̄ψ⟩ zu untersuchen, ist nun die Frage nach dem Nichtverschwin-
den von ⟨φ⟩ interessant. Es lässt sich relativ einfach zeigen (siehe z.B. [23]), dass dies wiederum äquivalent
zu einem Vorzeichenwechsel von m2

φ ist. Betrachtet man das e�ektive Potential, welches sich aus dem
bosonischen Teil der Wirkung ergibt, lässt sich der Wert von m2

φ mit der Krümmung dieses Potentials
im Ursprung in Verbindung bringen. Damit entscheidet das Vorzeichen von m2

φ sozusagen, welcher der
beiden Fälle aus Abb. 7 (m2

φ > 0) oder Abb. 8 (m2
φ < 0) zum Tragen kommt.

Nun stellt Gl. (3.27) bzw. (3.33) wieder eine mikroskopische Wirkung dar, welche als e�ektive Wirkung
die Physik bei sehr hohen Energien Λ beschreibt. Spontane Symmetriebrechung ist aber eine Eigenschaft,
welche dem Grundzustand zugeordnet wird, also dem Zustand niedrigster Energie, den das System ein-
nehmen kann. Es stellt sich also die Frage nach dem Infrarotverhalten der Theorie, was die Renormie-
rungsgruppenidee ins Spiel bringt: kann eine Symmetrie der mikroskopischen Wirkung im Verlauf des
Renormierungsgruppen�usses gebrochen werden? Kann sich also das Vorzeichen von m2

φ beim Fluss des
Systems ins Infrarote umkehren? Und vor allem: ist es notwendig, tatsächlich zu bosonisieren, um dies
herauszu�nden? Die Antwort auf die letzte Frage wird vom zweiten Teil der Gleichung (3.31) gegeben.
Wenn m2

φ einen Vorzeichenwechsel vollzieht, so muss es auch einen Nulldurchgang aufweisen. Demzufolge
wird die fermionische Kopplung λ divergieren.
Es lässt sich also bereits aus der rein fermionischen Theorie ersehen, ob spontane Symmetriebrechung
des Grundzustandes auftritt - mehr noch, anhand des Flussdiagramms kann man auch sagen, für wel-
che �Startwerte�, d.h. Kopplungen der mikroskopischen Theorie, dies passieren wird. Zur Erläuterung
ist in Abb. 9 schematisch der Verlauf der Betafunktion dargestellt, wie ihn die Kopplung λ̄ bzw. ihre
dimensionslose Version λ (siehe dazu Abschnitt 4.2.1) aufweist [46].
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Abbildung 9: Betafunktion einer einzelnen fermionischen Kopplung, Pfeile deuten in Richtung IR.

Zentrale Elemente dieses Flusses sind der IR-attraktive Fixpunkt λS sowie der repulsive Fixpunkt λI .
Startwerte für λ welche in den schwarz markierten Regionen des Flusses liegen, werden im Infraroten
in Richtung von λS laufen und für k → 0 dessen endlichem Wert beliebig nahekommen. Für Startwerte
λUV > λI jedoch, also im rot markierten Bereich, wird der Fluss durch keinen Fixpunkt mehr begrenzt -
für k → 0 muss ∣λ∣ also immer weiter wachsen und schlieÿlich bei der Skala kSB divergieren. Demnach stellt
der Fixpunkt λI eine Phasengrenze zwischen Gebieten mit (rot) und solchen ohne (schwarz) spontane
Symmetriebrechung dar und wird deshalb als kritische Kopplung bezeichnet.
Für höherdimensionale Probleme, d.h. solche mit mehreren Kopplungen, übernehmen Separatrizen die
Rollen der Phasengrenzen. So würde das grüne Gebiet um den Fixpunkt S in Abb. 4 dem symmetrischen
Regime entsprechen, wohingegen die beiden anderen Gebiete, in gelb und violett gehalten, Symmetriebre-
chung signalisieren. Allerdings lässt sich zumindest für den violetten Bereich auf dem rein fermionischen
Niveau nicht mehr zweifelsfrei sagen, welche der ursprünglichen Symmetrien gebrochen ist, da beide fer-
mionischen Kopplungen zu divergieren scheinen. Um hier Genaueres zu ermitteln, wäre tatsächlich eine
Betrachtung der bosonisierten Theorie angebracht. Überhaupt kann mit dieser noch wesentlich mehr er-
reicht werden als nur der Nachweis eines Zusammenhangs zwischen SSB und Kopplungsdivergenz. Wenn
also zum Beispiel durch Symmetriebrechung der Erwartungswert ⟨ψ̄ψ⟩ ≠ 0 wird, entspricht dies einem
dynamisch generierten Massenterm - diese Bindungszustände sorgen somit für das spontane Auftreten
einer endlichen Fermionmasse mψ, deren Wert in der bosonisierten Theorie bestimmt werden kann. Den
neu eingeführten Bosonen kann auch eine eigene Dynamik verliehen werden, worauf auch sie Fluktuatio-
nen entwickeln, welche wiederum zum Fluss der fermionischen Freiheitsgrade beitragen - auf diese Weise
lässt sich auch die Impulsabhängigkeit der fermionischen Kopplungen au�ösen, was in der fermionischen
Formulierung der Theorie schwer möglich ist, siehe z.B. [22]. Ganz allgemein macht Bosonisierung eine
Untersuchung des Regimes spontaner Symmetriebrechung erst möglich. Diese Dinge gehen jedoch weit
über die Ziele dieser Arbeit hinaus - es soll hier genügen, Existenz oder Nichtexistenz spontaner Sym-
metriebrechung in der QED3 für verschiedene Nf nachzuweisen, wofür die fermionische Formulierung
ausreicht. Für weitere Details zur Bosonisierung und vor allem auch quantitativere Behandlungen sei
daher auf [22] und weitere Referenzen darin verwiesen.

Besonderheiten der Eichtheorien
In der QED3 haben die quartischen Fermion-Wechselwirkungsterme einen etwas anderen Status als in
den zuvor beschriebenen, rein fermionischen Modellen. In der mikroskopischen Wirkung (2.33) nicht
vorhanden, werden sie ausschlieÿlich durch Fluktuationen erzeugt, wie auch in Abb. 6 dargestellt. Ihre
Anfangswerte sind damit auf Null festgelegt und wenn diese Startwerte im Attraktionsgebiet eines IR-
stabilen Fixpunktes liegen oder gar selbst einen darstellen, scheint die Frage nach dem Auftreten spontaner
Symmetriebrechung den obigen Überlegungen zufolge schnell mit �Nein� beantwortbar zu sein. Natürlich
besteht aber in der Eichkopplung und ihrem Fluss ein gewichtiger Grund, diese Argumente noch einmal
genauer unter die Lupe zu nehmen. Allgemein ist zu erwarten, dass die Betafunktionen die folgenden
Abhängigkeiten zeigen:

∂tg = βββg(g, e2), ∂te
2 = βe2(g, e2) ≈ βe2(e2). (3.34)
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Während der Fluss der fermionischen Kopplungen aufgrund seiner Herkunft notwendigerweise stark vom
Fluss der Eichkopplung abhängt, ist es für letztere oft und speziell im Fall der QED3 eine gute Näherung,
die Abhängigkeit von fermionischen Kopplungen ihrerseits zu vernachlässigen. Dies wird in Abschnitt 4.3
noch genauer untersucht werden. Jedenfalls steht zu erwarten, dass die Fixpunktstruktur des fermioni-
schen Sektors dadurch stark sowohl vom Anfangswert als auch vom Laufen der Eichkopplung abhängt.

Abbildung 10: Annihilation von Fixpunkten, getrieben durch e2

So könnte es zum Beispiel passieren, dass sich eine Betafunktion (hier wieder im einfachsten Fall mit
nur einer fermionischen Kopplung λ), die für sehr kleine e2 aussieht wie in Abb. 9, durch wachsendes
e2 verschoben wird, wie in Abb. 10 dargestellt. Bei einem bestimmten Wert e2

crit würden die beiden ur-
sprünglichen Fixpunkte verschmelzen und für e2 > e2

crit annihilieren. In diesem Fall würde auch ein Fluss
mit Anfangswert im ursprünglichen Attraktionsgebiet des stabilen Fixpunktes nicht mehr begrenzt sein,
einfach weil dieser beschränkende Wert aufhört zu existieren. Dies wiederum ist, den obigen Überlegungen
zufolge, ein klares Anzeichen für das Auftreten spontaner Symmetriebrechung.
Anders als in rein fermionischen Theorien kann spontane Symmetriebrechung nun also auch durch den
Fluss selbst induziert werden, wenn der Wert der Eichkopplung die Möglichkeit hat, e2

crit zu überschreiten.
Im Allgemeinen wird also zu untersuchen sein, wie sich der Fixpunkt, welcher das Verhalten des fermioni-
schen Anfangsvektors gΛ = 0 bestimmt, unter Veränderung der Eichkopplung verhält, insbesondere ob er
möglicherweise sein Attraktionsgebiet durch Annihilation sozusagen �freigibt�. Von besonderem Interesse
wird dabei auch sein, ob und, wenn ja, wie dies von der Anzahl Nf der Fermion�avors abhängt.
Die Besonderheiten von Renormierungs�üssen in Eichtheorien sind mit diesen Absätzen bei weitem noch
nicht erschöpfend diskutiert. Doch werden sich weitere interessante Fragen, wie z.B. die nach dem An-
näherungsverhalten an den Fixpunkt, am besten im Angesicht konkreterer Ergebnisse, d.h. in Kapitel 5
stellen und beantworten lassen.

4 Flussgleichungen zur QED3

In den Kapiteln 2 und 3 wurden die Werkzeuge bereitgestellt, um chirale Symmetriebrechung im Fall
der QED3 untersuchen zu können. In den nun folgenden Abschnitten wird die Wetterich-Gleichung auf
die konstruierte mittlere e�ektive Wirkung angewendet, um das zentrale Objekt der Untersuchungen im
folgenden Kapitel 5 berechnen zu können: einen Satz von Betafunktionen für die drei Vertexkopplun-
gen in ΓQED3

. Fermionischer und Eichsektor werden dabei nach einigen grundlegenden Betrachtungen
weitestgehend getrennt behandelt, da sich die Methodik bzw. zu überwindende Probleme doch stark
unterscheiden.

4.1 Propagator- und Fluktuationsmatrix

Die in Gl. (2.25) vorgestellte Zerlegung der Flussgleichung mittels Einführung feldabhängiger Fluktuations-
und feldunabhängiger Propagatormatrizen Fk und Pk bzw. P−1

k steht ganz am Anfang der expliziten

22



Rechnungen. Es ist dafür zunächst notwendig, die zweite funktionale Ableitung Γ
(2)
k der mittleren e�ek-

tiven Wirkung zu bestimmen. Genau wie auch der Regulator, ist diese Gröÿe matrixwertig und besitzt
konkret die folgende Form:

Γ
(2)
k (p, q) =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

→

δ
δAµ(−p)

→

δ

δψaT (−p)
→

δ
δψ̄a(p)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

Γk
⎛
⎜
⎝

←
δ

δAν(q)
,

←
δ

δψb(q) ,
←
δ

δψ̄bT (−q)
⎞
⎟
⎠

=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

→

δ
δAµ(−p)Γk

←

δ
δAν(q)

→

δ
δAµ(−p)Γk

←

δ
δψb(q)

→

δ
δAµ(−p)Γk

←

δ

δψ̄bT (−q)
→

δ
δψaT (−p)Γk

←

δ
δAν(q)

→

δ
δψaT (−p)Γk

←

δ
δψb(q)

→

δ
δψaT (−p)Γk

←

δ

δψ̄bT (−q)
→

δ
δψ̄a(p)Γk

←

δ
δAν(q)

→

δ
δψ̄a(p)Γk

←

δ
δψb(q)

→

δ
δψ̄a(p)Γk

←

δ

δψ̄bT (−q)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

.

(4.1)

Damit ergibt sich die Fluktuationsmatrix zu

Fk =
⎛
⎜⎜
⎝

0 Ψ̄b
µ(q − p) −ΨbT

µ (p − q)
−Ψ̄aT

ν (q − p) −Cab
ψ̄T ψ̄

(q − p) Cab
ψ̄TψT

(p − q) −DT
ab(p − q)

Ψa
ν(p − q) Cab

ψψ̄
(q − p) +Dab(p − q) −CabψψT (p − q)

⎞
⎟⎟
⎠

(4.2)

wobei (repräsentativ)

Ψa
µ(p) = ekγµψap , Ψ̄a

µ(p) = ekψ̄apγµ (4.3a)

Cabψ̄TψT (p − q) =
ˆ
p1

[
˜̄gk
Nf

(ψ̄ap1
γ45)

T (γ45ψ
b
p−q+p1

)T + ḡk
Nf

(ψ̄ap1
γµ)

T (γµψbp−q+p1
)T ] (4.3b)

Dab(p − q) = δabek /Ap−q + δab
ˆ
p1

[
˜̄gk
Nf

(ψ̄p1γ45ψp−q+p1
)γ45 +

ḡk
Nf

(ψ̄p1γµψp−q+p1
)γµ] . (4.3c)

Unter Hinzunahme des Regulators (2.17) kann nun auch die Propagatormatrix gewonnen werden. Da-
für bietet es sich an, eine erste nähere Spezi�zierung von Rk vorzunehmen: die Aufspaltung in einen
dimensionsbehafteten und einen dimensionslosen Anteil, letzterer genannt Shapefunktion rk [19]:

Rk(q) = rk (
q2

k2
) ⋅ Γ(2)

k [ψ̄ = 0, ψ = 0,Aµ = 0]. (4.4)

Damit ergibt sich die gesuchte Propagatormatrix schlieÿlich zu

P−1
k =(Rk + Γ

(2)
k [ψ̄ = 0, ψ = 0,Aµ = 0])

−1
= δ(3)(p − q)

⎛
⎜⎜
⎝

PµνA (q) 0 0
0 0 −P abψ (q)
0 −P abTψ (q) 0

⎞
⎟⎟
⎠

=δ
(3)(p − q)
q2

⎛
⎜⎜⎜⎜
⎝

δµνq2+(ξ−1)qµqν
Zaq2(1+rA) 0 0

0 0 −δab /q
Zψ(1+rψ)

0 −δab /qT

Zψ(1+rψ) 0

⎞
⎟⎟⎟⎟
⎠
.

(4.5)

Für die in den nachfolgenden Abschnitten vorgenommenen Projektionen zur Extraktion der Flussglei-
chungen ist es wichtig, die jeweils beitragenden Glieder der P−1

k Fk-Entwicklung (2.25) zu identi�zieren.
Aus diesem Grund wird der lineare Term dieser Reihe hier noch kurz angegeben:

[P−1
k Fk]

ab

µν
(p, q) =

⎛
⎜⎜⎜
⎝

0 PµνA (q)Ψ̄b
ν(p − q) −PµνA (q)ΨbT

ν (q − p)
−P acψ (q)Ψc

ν(q − p) −P acψ (q) (Ccb
ψψ̄

(p − q) +Dcb(q − p)) P acψ (q)CacψψT (q − p)
P ac

T

ψ (q)Ψ̄cT

ν (p − q) P ac
T

ψ (q)Ccb
ψ̄T ψ̄

(p − q) −P acTψ (q) (Ccb
ψ̄TψT

(q − p) −DT
cb(q − p))

⎞
⎟⎟⎟
⎠
(4.6)
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4.2 Anomale Dimension ηψ des Fermionfeldes und der Fluss von g̃ und g

4.2.1 Rede�nition der Kopplungen und ηψ

Zwei vorbereitende Arbeitsschritte sind noch nötig, um sicherzustellen, dass dem Fluss der Kopplungen
die gewünschten Informationen bequem entnommen werden können: die Reskalierung und die Renor-
mierung der Kopplungen. Reskaliert muss werden, da die in (3.19) ursprünglich de�nierten Kopplungen

Impulsdimension Variable
-1 ˜̄gk, ḡk
0 Γk, ZA, Zψ
1
2

Aµ, ek
1 ψ, ψ̄

dimensionsbehaftet sind, wie in der nebenstehenden Tabelle zusam-
mengefasst wird. Diese Massendimension wird bei Skalenänderung
natürlich einen eigenen, trivialen Fluss erzeugen, der bestenfalls
gleichgültig, für numerische Rechnungen zum Beispiel aber wirk-
lich unpraktisch ist. Also werden unter Zuhilfenahme entsprechen-
der Potenzen von k neue, dimensionslose Kopplungen de�niert.
Die Renormierung der Kopplungen geschieht, indem alle durch
Fluktuation erzeugten Veränderungen in sie absorbiert werden. In

den ursprünglichen ˜̄gk, ḡk und ek sind dabei bereits die jeweiligen Vertexrenormierungen Zg̃ und Zg
bzw. Ze enthalten. Die Wellenfunktionsrenormierungen ZA und Zψ werden eingebracht, indem man eine
Feldrede�nition

ψ̄a → ψ̄akZ
− 1

2

ψ , ψa → ψakZ
− 1

2

ψ , Aµ → AµkZ
− 1

2

A (4.7)

vornimmt und die dadurch in den Wechselwirkungstermen erzeugten ZA/ψ in die Kopplungsparameter
aufnimmt:

˜̄gk →
˜̄gkk

Z2
ψ

≡ g̃, ḡk →
ḡkk

Z2
ψ

≡ g, e2
k →

e2
k

Z2
ψZAk

≡ e2. (4.8)

Für die Eichkopplung ist dabei zu bedenken, dass noch (modi�zierte) Ward-Takahashi-Identitäten be-
achtet werden müssen, doch ist dies für den Fluss der fermionischen Kopplungen zunächst noch nicht von
Bedeutung und wird daher erst in Abschnitt 4.3 behandelt.
Anhand der De�nitionen (4.8) lassen sich nun die Flussgleichungen aufstellen:

∂t
(∼)

g = (∼)

g (1 + 2ηψ) +
k

Z2
ψ

∂t
(∼)

ḡ k (4.9)

wobei

ηψ ≡ −∂t lnZψ = (4.10)

als anomale Dimension des Fermionfeldes bezeichnet wird (analoge De�nition für das Photonfeld, siehe
unten). Die diagrammatische Darstellung in Gleichung (4.10) ergibt sich aus der vorgegebenen 1-loop-
Struktur der Wetterich-Gleichung, wie sie bereits in Abb. 3 dargestellt ist. Beim vorliegenden Trun-
kierungsniveau und den damit zur Verfügung stehenden Wechselwirkungen ist das Diagramm in Glei-
chung (4.10) die einzige Möglichkeit, eine volle Schleife in den fermionischen Propagator einzubauen
und bestimmt damit die anomale Dimension ηψ vollständig. Hierbei ist zu beachten, dass für Gl. (4.10)
eigentlich zwei verschiedene Diagramme in eines zusammengefasst wurden, da die Skalenableitung des
Regulators, wie sie noch in Abb. 3 durch das Kreuz dargestellt ist, sowohl auf den vollen Photon- als auch
den Fermionpropagator wirken kann. Entsprechend sind auch alle weiteren Diagramme dieses Kapitels
zu verstehen, für die ∂tRk jeweils aus Gründen der Übersichtlichkeit weggelassen wurde.
Das Diagramm zur Flussgleichung ist ein hilfreiches Werkzeug um heraus�nden zu können, welche Ord-
nungen der P−1

k Fk-Entwicklung jeweils beitragen. Am Beispiel von ηψ gelingt das wie folgt: das Diagramm
in Gleichung (4.10) besitzt als renormierter Fermionpropagator zwei äuÿere Linien. Demzufolge können
nur Terme in (P−1

k Fk)
n
beitragen, welche genau zwei Fermionfelder, genauer gesagt ψ̄ und ψ enthalten.

Gleichung (4.6) zufolge kommen also nur das lineare und das quadratische Glied in Frage - bei allen
höheren Ordnungen würden zwangsläu�g weitere Felder hinzukommen, welche hier aber nicht erwünscht
sind. Das lineare Glied wiederum kann ausgeschlossen werden, da die in den Fermionfeldern bilinearen
Strukturen Cab und Dab zu dieser Ordnung lediglich einen renormierten Fermionpropagator P abψ mit-

bringen - ein Photonpropagator PµνA kann, wenn überhaupt, nur im Term (P−1
k Fk)

2
auftreten. Dieses

Glied der Entwicklung ist es also, welches für die Gewinnung der anomalen Dimension des Fermionfeldes
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betrachtet werden muss.
Nun lässt sich aus der Skalenableitung der mittleren e�ektiven Wirkung ∂tΓk leicht ablesen, wie auf die
anomale Dimension ηψ projiziert werden kann:

ηψ = −∂tZψ
Zψ

= 1

24Zψ
Tr

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
γα

∂

∂p′α

ˆ
q′

→
δ

δψ̄1
p′
STr [∂̃t

(−1)
2

(P−1
k Fk)

2]
←
δ

δψ1
q′
∣
ψ=ψ̄=Aµ=0

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭p′=0

. (4.11)

Die explizite Rechnung kann hier aus Platzgründen nicht gezeigt werden, auch besteht sie ab diesem Punkt
nur noch aus strikter Abarbeitung der verschiedenen Projektionsschritte. Zusammengefasst mithilfe der
sog. Schwellwertfunktionen aus Anhang C, welche sämtliche Regulatorabhängigkeiten enthalten, und
unter Verwendung der renormierten Kopplungen (4.8) lautet das Ergebnis dann

ηψ = e2

3π2
[(2 − ξ)m2,1

A,ψ − (2 − 2ξ)m̃1,1
A,ψ] . (4.12)

Genau wie nach Gl. (4.10) wegen des Auftretens zweier Eichvertizes zu erwarten war, ist ηψ ∼ e2. Auch
scheint dieses Ergebnis bezüglich der zu wählenden Eichung in voller Allgemeinheit gehalten zu sein, doch
das ist tatsächlich nicht der Fall: auch der Eichparameter ξ = ξk muss eigentlich renormiert werden und
könnte einen nichttrivialen Fluss besitzen. Für den Fall der Landau-Eichung ξ = 0 ergibt sich jedoch [49],
dass dieser spezielle Wert des Eichparameters einen Fixpunkt des Renormierungs�usses darstellt. Wird
also von Beginn an ξk=Λ = 0 gewählt, so bleibt dieser Wert auch während des Flusses unverändert. Aus
diesem Grund werden alle folgenden Rechnungen grundsätzlich in Landau-Eichung durchgeführt, ein
freier Parameter ξ taucht nicht mehr auf.
Es gibt weitere allgemeine Argumente [49], [50], aus denen auch für Eichtheorien folgt, dass Zψ = 1 und
damit ηψ = 0 sein muss. Diese wurden allerdings für Theorien mit d = 4 entwickelt, weshalb es kein
Widerspruch ist, im hier behandelten Fall eine nichttriviale Renormierung der Fermionfelder zu erhalten.

4.2.2 Renormierung der 4-Fermion-Vertizes und der Fluss von g̃ und g

Nachdem der Fluss der anomalen Dimension ηψ nun bekannt ist, bleibt noch die eigentlich Vertexre-
normierung vorzunehmen, um die Flussgleichungen der 4-Fermion-Kopplungen aufschreiben zu können.
Wieder bietet es sich an, zunächst diagrammatisch zusammenzutragen, welche Beiträge unter Berück-
sichtigung der 1-loop-Struktur der Wetterich-Gleichung zu erwarten sind.

Abbildung 11: Diagrammatische Darstellung der Vertexrenormierung am Beispiel von ḡ. Doppelt bezeich-
nete Vertizes stehen für zwei Diagramme mit dem jeweiligen 4-Fermion-Vertex.

Analogen Argumenten wie oben folgend lässt sich ablesen, dass Diagramm (a) von (P−1
k Fk)

2
her stammt,

(b) durch (P−1
k Fk)

3
beigesteuert wird und (c) ein Erzeugnis des Terms (P−1

k Fk)
4
ist. Auch hier wäre es

wieder möglich, explizite Projektionsvorschriften analog zu (4.11) zu konstruieren, doch ist die tatsächliche
Ausführung selbiger technisch ziemlich anspruchsvoll. So wäre beispielsweise eine vollständige Berechnung
der höheren Ordnungen der P−1

k Fk-Entwicklung sehr aufwändig und zu groÿen Teilen nutzlos. Es ist daher
bedeutend einfacher, für jedes der Diagramme schon auf dem Niveau von (P−1

k Fk) selbst auszusortieren,
welche Einträge dieser Matrix überhaupt zu den gewünschten Strukturen beitragen können, nur mit diesen
weiterzurechnen und schlieÿlich Koe�zientenvergleiche bezüglich (ψ̄γ45ψ)2 und (ψ̄γµψ)2 anzustellen, um
zu ∂tg̃ bzw. ∂tg gehörende Beiträge zu identi�zieren. Hierbei ist es von Vorteil, im letzten Schritt alle
Felder als konstant anzusetzen, ψ̄ ≠ ψ̄(x), wobei in Fk von vornherein mit Aµ = 0 gearbeitet werden kann,
da das Photonfeld hier in äuÿeren Linien nicht auftritt.

(a): Fermionische Fluktuationen Die zu diesem Diagramm gehörenden Rechnungen sind bereits
in [38] diskutiert worden. Dort wird eine rein fermionische Theorie betrachtet, was für dieses Diagramm

25



auch in der QED3 e�ektiv der Fall ist. Folglich reicht es aus, die fermionische Submatrix von (4.6) zu
verwenden,

(P−1
k Fk)

2

→g2 =
⎛
⎜
⎝

0 0 0
0 −Pψ(Cψψ̄ +D) PψCψψT
0 PTψ Cψ̄T ψ̄ −PTψ (Cψ̄TψT −DT )

⎞
⎟
⎠

2

. (4.13)

Quadrieren und Spurbildung liefert schlieÿlich

(2Nf

Ω
) ⋅ 1

2
STr [(−1)

2
(P−1

k Fk)
2

→g2] =

l1ψ

Nfπ2
{[(1 − 2Nf)g̃2 + 3g̃g + 2g2] (ψ̄γ45ψ)

2 + [g̃g + 2Nf + 1

3
g2] (ψ̄γµψ)} .

(4.14)

Hier, wie auch bei den weiteren Diagrammen, kommt wieder eine Schwellwertfunktion l1ψ zum Einsatz,

deren De�nition in Anhang C gegeben ist. Der Faktor 2Nf

Ω
auf der linken Seite der Gleichung ist der

Ausgleich für Γk ∼
´
d3x ...

2Nf
(ψ̄...ψ)2, wobei das Raumintegral für konstante ψ̄, ψ zum Raumzeitvolumen

Ω wird:
´
d3x = Ω.

Es sei bemerkt, dass sich die Ergebnisse in [38] von den hiesigen um einen Faktor 2 unterscheiden. Auf
die Schlussfolgerungen in [38] hat das keinen Ein�uss, da dieser Faktor in der rein fermionischen Theorie
gekürzt werden kann. Bei Hinzunahme des Eichfeldes jedoch ist dies nicht mehr möglich, weshalb in
jedem Fall auf die korrekten Vorfaktoren der einzelnen Diagramme zu achten ist.

(b): Dreiecksdiagramme Das Auswerten des Dreiecksdiagramms ist der wohl aufwändigste Teil der
Vertexrenormierung. Sowohl bosonischer als auch fermionischer Sektor der Matrix (4.6) werden benötigt.
Schematisch:

(P−1
k Fk)

3

→e2g =
⎛
⎜
⎝

0 PAΨ̄ −PAΨT

−PψΨ 0 0
PTψ Ψ̄T 0 0

⎞
⎟
⎠

2

⋅
⎛
⎜
⎝

0 0 0
0 −Pψ(Cψψ̄ +D) PψCψψT
0 PTψ Cψ̄T ψ̄ −PTψ (Cψ̄TψT −DT )

⎞
⎟
⎠
. (4.15)

Einschlieÿlich der zusätzlichen Vorfaktoren ergeben sich dann folgende Beiträge:

(2Nf

Ω
) ⋅ 1

2
STr [1

3
(P−1

k Fk)
3

→e2g] = −
l1,1A,ψ

π2
{[2g̃e2 + 4ge2] (ψ̄γ45ψ)

2 + 1

3
[4g̃e2 − 2ge2] (ψ̄γµψ)

2} (4.16)

(c): Box-Diagramme Im Rückblick auf Abbildung 6 und die dazugehörigen Diskussionen um die In-
klusion quartischer Fermionterme kann das Diagramm (c) als Beispiel dafür dienen, warum Trunkierungen
sorgfältig gewählt sein wollen. Hätte man im Ansatz für Γk auf die quartischen Fermionterme verzichtet,
so würden sie durch Diagramm (c) während des Flusses trotzdem generiert werden - ein Trunkierungs-
fehler läge vor. Natürlich bedeutet seine Eliminierung nicht, dass das Flussgleichungssystem für g̃ und g
nun exakt wäre, doch trägt der Term (c) noch eine weitere, zentrale Bedeutung. Dadurch, dass er aus-
schlieÿlich von der Eichkopplung bestimmt wird, spielt er eine wichtige Rolle im in Abb. 10 dargestellten
Prozess der Fixpunktannihilation. Sein Vorzeichen kann also von auÿerordentlicher Bedeutung sein, wenn
es um die Beantwortung der Frage nach Existenz von spontaner Symmetriebrechung im System geht.
Zur Berechnung wird nun nur noch der Eichsektor von (4.6) benötigt:

(P−1
k Fk)

4

→e4 =
⎛
⎜
⎝

0 PAΨ̄ −PAΨT

−PψΨ 0 0
PTψ Ψ̄T 0 0

⎞
⎟
⎠

4

. (4.17)

Dieser dritte und letzte Beitrag zur Vertexrenormierung wird damit zu

(2Nf

Ω
) ⋅ 1

2
STr [(−1)

4
(P−1

k Fk)
4

→e4] =
l2,1A,ψ

π2
2Nfe

4 (ψ̄γ45ψ)
2
. (4.18)

4.3 Anomale Dimension ηA des Photonfeldes und der Fluss von e2

4.3.1 Ward-Takahashi-Identität und Struktur des Flusses

Wie bereits mehrfach erwähnt, ist für die Vertexrenormierung der Eichkopplung zusätzlich eine, eventu-
ell durch die Existenz des Regulators modi�zierte, Ward-Takahashi-Identität zu beachten. Dafür ist es
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zunächst praktisch, wie auch in störungstheoretischen Rechnungen üblich, eine eigene Gröÿe Ze für die
Vertexrenormierung einzuführen:

ek ≡ ZeeΛ Ô⇒ e2 = e2
k

Z2
ψZAk

= e2
ΛZ

2
e

Z2
ψZAk

. (4.19)

Störungstheoretische Bestimmungen der WTI, wie sie in praktisch jedem Lehrbuch zur Quantenfeld-
theorie gefunden werden können (siehe z.B. [23]) liefern Ze = Zψ. Auch wenn dort üblicherweise QED4

behandelt wird, gilt dieses Ergebnis ebenso für die QED3, wie sich durch Einsetzen von SQED3
bzw. der

entsprechenden Näherung für ΓQED3
in Gl. (2.43) schnell zeigen lässt. Die Einbeziehung des Regulators

hingegen und Auswertung der mWTI (2.44) mithilfe der P−1
k Fk-Entwicklung ist nicht so einfach und

wurde in [50] durchgeführt, wobei sich folgender Zusammenhang ergab:

Ze = Zψ (1 − F∑
i

Cigi) wobei gi ∈ {g̃, g}. (4.20)

F und Ci sind dabei Regulator- bzw. Nf -abhängige Konstanten. Einsetzen dieser Gleichung in (4.19) und
Ausführen der Skalenableitung liefert die gesuchte Struktur der Flussgleichung

∂te
2 = (ηA − 1)e2 − 2F

∑iCi∂tgi
1 − F ∑iCigi

e2. (4.21)

Der Fluss der Eichkopplung hängt damit also nichttrivial von dem der 4-Fermion-Kopplungen ab: deren
Betafunktionen müssen in (4.21) eingesetzt werden.
Es bleibt allerdings zu bezweifeln, ob dieser Aufwand, wozu auch noch die genaue Bestimmung der Kon-
stanten F und Ci gehören würde sowie eine nicht unerheblich verkomplizierte Auswertung, angesichts
der gestellten Fragen letztlich gerechtfertigt ist. Tatsächlich werden für die Untersuchung der Symme-
triebrechung nur die Fixpunkte der 4-Fermion-Kopplungen sowie deren Verschwinden untersucht. Nach
einem möglichen Verschmelzen der Fixpunkte ist, wie oben erklärt, die rein fermionische Theorie ohnehin
nicht mehr aussagekräftig. Für diese Fixpunkte gilt jedoch per de�nitionem ∂tgi∣g∗ = 0, was den Fluss
der Eichkopplung deutlich vereinfacht und auf die störungstheoretische Struktur

∂te
2∣g∗ = (ηA − 1)e2 (4.22)

zurückführt. Dieser Ansatz für die Struktur des Eich�usses sollte also für die Ziele dieser Arbeit in guter
Näherung ausreichen. Allerdings wird es dadurch nötig werden, in den konkreten Rechnungen Justierun-
gen vorzunehmen, die bei vollständiger Berücksichtigung der mWTI quasi �automatisch� erledigt würden.
Weitere Diskussionen zu diesem Aspekt werden im nächsten Abschnitt folgen, wo der entsprechende Fall
auch eintritt.

4.3.2 Vakuumpolarisation in der QED3: ηA

Zunächst wieder diagrammatisch betrachtet kann die Selbstenergie des Photonfeldes durch den aus der
Störungstheorie auch als Polarisationstensor bekannten Ausdruck dargestellt werden:

Πµν
k ∼ (4.23)

Dieser Term bedarf einer eingehenden Untersuchung, bevor er aus der Wetterich-Gleichung gewonnen und
mit ηA in Verbindung gebracht werden kann. Zunächst einmal impliziert die WTI, dass qµΠµν

k (q) = 0,
woraus sich folgern lässt, dass [23]

Πµν
k (q) = (q2δµν − qµqν)Πk(q) ≡ q2PµνT (q)Πk(q) (4.24)

wobei PµνT (q) als transversaler Projektor bezeichnet wird. Damit lässt sich ZA wie folgt identi�zieren:

→
δ

δAµ(−p)
Γk

←
δ

δAν(q)
= ZA [p2δµν − (1 − 1

ξ
)pµpν] δ(3)(p−q) = [1 +Πk(p)]

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
≡ZA(p)

p2 [PµνT (p) + 1

ξ
PµνL (p)] δ(3)(p−q).

(4.25)
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Das so de�nierte ZA(p) ist also zunächst einmal impulsabhängig - eine Eigenschaft, die sich den Über-
legungen in Abschnitt 3.2.2 zufolge nur in der bosonisierten Theorie adäquat, d.h. mit einigermaÿen
beherrschbarem Aufwand, behandeln lässt. Die volle Impulsabhängigkeit in die Flussgleichungen mitzu-
nehmen ist hier also nicht sinnvoll möglich, es stellt sich die Frage nach einer geeigneten Näherung.
Eine solche stellt z.B. die oben bereits mehrfach erwähnte Hintergrundfeldmethode dar. Ihre E�zienz im
Einbau höherer Potenzen des kinetischen Terms 1

4
FµνF

µν wird ihr allerdings im Fall der QED3 zum Ver-
hängnis, da sie wesentlich weniger gut geeignet ist, weitere Terme mit zusätzlichen Ableitungsoperatoren
in die Analyse zu integrieren, welche die Impulsabhängigkeit von ZA(p) besser abbilden helfen würden.
Eine Analyse zur Ordnung 1-loop zeigt aber bereits (siehe z.B. [36]), dass

Π(p) ∼ 1

p
(4.26)

ist. Die Anwendung der Hintergrundfeldmethode zeigt nun, dass die mit ihr in dieser Trunkierung erreich-
bare Implementierung der Impulsabhängigkeit nicht in der Lage ist, dieses Verhalten zu reproduzieren,
weshalb sie sich für diese spezielle Theorie nicht eignet. Schuld daran ist somit insbesondere die Dimen-
sionalität, welche für die spezi�sche Form von (4.26) sorgt.
Um eine besser Näherung zu �nden, muss zunächst geklärt werden, auf welche Art und Weise die Impul-
sabhängigkeit überhaupt Ein�uss auf die Flussgleichungen gewinnen kann. Der Propagator des Photon-
feldes, wie er aus Gl. (4.25) konstruiert werden kann, erscheint im Laufe des Flusses als innere Linie in
mehreren der fermionischen Diagramme in Abb. 11 sowie in der anomalen Dimension ηψ. Der Verlauf des
Flusses selbst entspricht, wie in den Grundlagen erläutert, einem Ausintegrieren der durch die inneren
Linien gegebenen Fluktuationen in kleinen Impulsschritten δk. Folglich ist in jedem Schritt des Flusses
von k nach k + δk vor allem der Impulsbereich unmittelbar um k derjenige, welcher die gröÿten Beiträge
liefert. Es sollte demnach eine gute Näherung sein, ZA(p) = ZA(k) zu identi�zieren, die allgemeine Impul-
sabhängigkeit also auf den für die Impulsschalenintegration jeweils entscheidenden Bereich zu reduzieren.
Streng genommen ist nach Konstruktion der Πk(q) mit dieser De�nition des ZA allerdings nur der trans-
versale Anteil des Photonpropagators korrekt renormiert. Da der Anteil proportional zum longitudinalen
Projektor PµνL (q) gerade vom Eich�xierungsterm her stammt, ist dies ein expliziter Ruf nach separater
Renormierung des Eichparameters ξ. Wie jedoch bereits unter 4.2.1 erläutert, löst sich diese Aufgabe für
den Spezialfall der Landau-Eichung ξ = 0 von selbst.
Gegen Ende des letzten Abschnittes wurde angedeutet, dass die Nichtverwendung der vollen mWTI
gewisse Probleme mit sich bringen kann. Störungstheoretische Berechnungen des Polarisationstensors
wie z.B. in [51] zeigen, dass das entsprechende Diagramm linear divergiert, wenn eine einfache Cuto�-
Regularisierung angewandt wird. Ein solcher Divergenzterm ist nicht eichinvariant, ebensowenig wie eine
entsprechende künstliche Photonmasse, welche sich durch Pauli-Villars-Regularisierung ergäbe [51]. Nun
lässt sich die Regulatorimplementierung der Wetterich-Gleichung nur schwierig direkt mit einem der ge-
nannten Verfahren vergleichen, insbesondere wenn Rk zunächst noch allgemein gehalten werden soll. Fakt
ist jedoch, dass der Regulatorterm ∆Sk von der Struktur her genau als Massenterm konzipiert war - ein
Photonmassenterm also, der die Eichinvarianz bricht und kein physikalisches Ergebnis beein�ussen darf,
was eben durch die mWTI sichergestellt werden sollte. Es muss demnach dafür gesorgt werden, dass
der Fehler, welcher durch das Nichtbeachten der Regulatormodi�kation der WTI gemacht worden ist,
zumindest insoweit behoben wird, dass im Grenzfall k → 0 wie gefordert die einfache WTI erfüllt wird,
mithin keine Kontaminationen des Regulators zurückbleiben. Zu diesem Zweck muss der die Eichinva-
rianz brechende Divergenz- bzw. Photonmassenterm �per Hand� entfernt werden, was durch Abziehen
des Zwischenergebnisses der ηA-Berechnung vor der transversalen Projektion, ausgewertet bei p = 0 von
selbigem mit p = k erreicht wird. Genau genommen wird eine vollständige Korrektur damit tatsächlich
auch nur bei k = 0 erreicht, doch sollte dieses Verfahren insgesamt trotzdem eine tragbare Annäherung
der vollen mWTI darstellen.
Schlieÿlich ergibt sich damit die folgende Berechnungs- bzw. Projektionsvorschrift für die anomale Di-
mension des Photonfeldes:

ηA = − 1

2ZA

PµνT

k2

⎛
⎜⎜
⎝

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

ˆ
q

→
δ

δAµ(−p′)
1

2
STr [∂̃t

(−1)
2

(P−1
k Fk)

2]
←
δ

δAν(q′)
∣
ψ̄=ψ=0

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭Aµ=0, p′=k

−
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

ˆ
q

→
δ

δAµ(−p′)
1

2
STr [∂̃t

(−1)
2

(P−1
k Fk)

2]
←
δ

δAν(q′)
∣
ψ̄=ψ=0

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭Aµ=0, p′=0

⎞
⎟⎟
⎠
.

(4.27)

Im Gegensatz zu den vorherigen Rechnungen für den fermionischen Sektor der Theorie gibt es hier
aufgrund der komplizierteren Impulsabhängigkeiten keinen einfachen Weg, das Ergebnis für ηA in eine
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Form zu bringen, welche die Nutzung der Schwellwertfunktionen erlaubt. Eine Neude�nition eigens für
diese Rechnung scheint ebenfalls ine�zient, sodass das Ergebnis schlieÿlich die etwas längliche Form

ηA = Nf
e2

π2

∞̂

y=0

dy {2

3

∂trψ(y) − ηψrψ(y)√
y[1 + rψ(y)]3

+ 1

2

1ˆ

x=−1

dx
√
yx2 − x

y − 2x
√
y + 1

[ [∂trψ](y) − ηψrψ(y)
[1 + rψ(y)]2[1 + rψ(y − 2x

√
y + 1)]

+
[∂trψ](y − 2x

√
y + 1) − ηψrψ(y − 2x

√
y + 1)

[1 + rψ(y)][1 + rψ(y − 2x
√
y + 1)]2 ]}

(4.28)

annimmt, wobei y = q2

k2 eingeführt wurde.
Von besonderer Bedeutung ist an dieser Stelle die Bemerkung, dass die anomale Dimension ηA nicht
von den fermionischen Kopplungen abhängen kann. Aufgrund seiner allgemeinen Struktur (4.22) gilt dies
damit auch für den Fluss der Eichkopplung selbst. Dies stellt eine der wesentlichen Vereinfachungen dar,
welche das Annähern der mWTI durch die übliche WTI und Zusatzbedingungen bietet. Bei der Analyse
der fermionischen Flussgleichungen kann so e wie ein externer Parameter betrachtet werden, sein Laufen
ist von dem ihren entkoppelt.

4.4 Zusammenfassung zum Flussgleichungssystem

Abschlieÿend zu diesem Kapitel bleibt nur noch, sämtliche bisher berechneten Einzelstücke zusammenzu-
tragen und zu einem System von Flussgleichungen zu vereinen. Dabei erweist sich eine kleine Reskalierung
der Kopplungen als praktisch,

e2 → e2π2, g̃ → g̃π2, g → gπ2. (4.29)

Damit ergeben sich schlieÿlich die Flussgleichungen zu

∂te
2 = (ηA − 1)e2 (4.30a)

∂tg̃ = g̃(1 + 2ηψ) − l1ψ (2Nf − 1

Nf
g̃2 − 3

Nf
g̃g − 2

Nf
g2) − l1,1A,ψ (2g̃e2 + 4ge2) + l2,1A,ψ2Nfe

4 (4.30b)

∂tg = g(1 + 2ηψ) + l1ψ ( 1

Nf
g̃g + 2Nf + 1

3Nf
g2) −

l1,1a,ψ

3
(4g̃e2 − 2ge2) (4.30c)

wobei

ηψ =e
2

3
[2m2,1

A,ψ − 2m̃1,1
A,ψ] (4.31a)

ηA =Nfe
2

∞̂

y=0

dy {2

3

∂trψ(y) − ηψrψ(y)√
y[1 + rψ(y)]3

+ 1

2

1ˆ

x=−1

dx
√
yx2 − x

y − 2x
√
y + 1

[ [∂trψ](y) − ηψrψ(y)
[1 + rψ(y)]2[1 + rψ(y − 2x

√
y + 1)]

+
[∂trψ](y − 2x

√
y + 1) − ηψrψ(y − 2x

√
y + 1)

[1 + rψ(y)][1 + rψ(y − 2x
√
y + 1)]2 ]} . (4.31b)

5 Analyse der Fixpunktstruktur - chirale Symmetriebrechung?

Inhalt des nun folgenden Kapitels ist eine ausführliche Analyse und Diskussion des Flussgleichungssys-
tems (4.30) der QED3. In erster Linie geht es dabei um die Untersuchung der Fixpunktstruktur, damit
entlang der in Abschnitt 3.2 vorgestellten Zusammenhänge Aussagen über symmetriebrechendes Verhal-
ten getro�en werden können. Dieses Verhalten ist dann, soweit sich dies mit den Mitteln fermionischer
Flussgleichungen ermöglichen lässt, genauer zu charakterisieren.
Einen weiteren Schwerpunkt wird der Vergleich mit früheren Ergebnissen und verwandten Modellen bil-
den, wobei insbesondere auch methodische Unterschiede beleuchtet werden sollen, die zu den bereits in
der Einleitung erwähnten Diskrepanzen beitragen könnten.

5.1 Fixpunktannihilation und kritische Flavorzahl Nf,crit

5.1.1 Allgemeines Vorgehen

Die 1-loop-Struktur der Wetterich-Gleichung darf nicht darüber hinwegtäuschen, dass im störungstheo-
retischen Sinne wesentlich mehr Diagramme zu den Flussgleichungen wie (4.30) beitragen. Grund hierfür
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ist einerseits die Verwendung von vollen, renormierten Vertizes, andererseits dass die inneren Linien durch
volle Propagatoren gebildet werden, was seinen Ausdruck in der Abhängigkeit der Schwellwertfunktionen
von den anomalen Dimensionen ηψ und ηA �ndet (siehe Anhang C). Nichtsdestotrotz soll die Analyse
dieser �vollen� Flussgleichungen hier zunächst zurückgestellt werden: durch das Nullsetzen der anomalen
Dimensionen innerhalb der Schwellwertfunktionen reduzieren sich inneren Linien auf perturbative Pro-
pagatoren. Abgesehen vom angenehmen Nebene�ekt einer Vereinfachung der Rechnungen, lassen sich
insbesondere direktere Vergleiche mit früheren Arbeiten wie [52] anstellen, die grundsätzlich nur bis zur
störungstheoretischen Ordnung 1-loop vorgingen.
Leider lässt sich selbst in dieser Näherung, anders als in [38], keine sinnvolle analytische Darstellung
für die Fixpunkte des Systems angeben. Auch wenn die Eichkopplung e - dank der Unabhängigkeit ihres
Flusses von den fermionischen Kopplungen in βg̃ und βg - für die Fixpunktbestimmung als externer Para-
meter betrachtet werden kann, verkompliziert ihre Anwesenheit die Struktur der Ergebnisse doch derart,
dass ihre Darstellung hier sowohl enorm raumgreifend als auch wenig erhellend wäre. Für die stattdessen
durchgeführte numerische Analyse sowohl hier als auch in allen anderen Fällen, wo es für das Erreichen
der Ziele dieser Arbeit vonnöten war, wurde die Software Wolfram Mathematica eingesetzt.
Als erster Schritt bietet sich die Betrachtung des Flusses der Eichkopplung an. In dieser Näherung re-
duziert sich die Struktur der anomalen Dimension des Eichfeldes auf ηA = Nfe

2ηA,n wobei ηA,n einen in
jedem Fall positiven, numerischen Faktor darstellt, welcher ansonsten jedoch von der Wahl des Regulators
abhängt. Daraus ergeben sich die Fixpunkte

e2
G = 0, e2

∗ =
1

NfηA,n
. (5.1)

Diese, sowie der zugehörige Fluss, sind in Abbildung 12 schematisch dargestellt.

Abbildung 12: Schematischer Fluss der Eichkopplung (Richtung: IR)

Ausgehend von einem kleinen UV-Startwert e2
Λ < e2

∗, wie er für eine QED-artige Theorie mit der be-
kannten Elementarladung angesetzt werden kann, läuft die Eichkopplung im Infraroten in den stabilen
Fixpunkt e2

∗. Dieser stellt somit zunächst den Maximalwert des �freien Parameters� e2 in βg̃ und βg dar.
Wie in [38] ausführlich diskutiert und vorgreifend auch für Nf = 1 in Abb. 4 dargestellt, besitzt das
Flussgleichungssystem (4.30) für e2 = 0 vier Fixpunkte. Hier ist besonders das Verhalten des gauÿschen
(S in der Abbildung) interessant, da er, bzw. seine Umgebung, der Situation in der QED3 entsprechen:
die fermionischen Wechselwirkungen sind nicht fundamental, sondern werden ausschlieÿlich durch Fluk-
tuationen des Eichfeldes erzeugt, weshalb ihre Anfangswerte auf Null zu setzen sind. Wird nun aber, bei
festem Nf , e2 endlich, ändert sich auch die Position der Fixpunkte, was in Abbildung 13 durch die Pfeile
angedeutet ist.
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Abbildung 13: Schematische Wanderung der Fixpunkte für wachsendes e2 (Nf = 3, optimierter Regulator)

Wichtig ist, dass ein endlicher Anfangswert e2
Λ > 0 bedeutet, dass der Fluss der fermionischen Kopplun-

gen nicht mehr direkt im gauÿschen Fixpunkt startet - beziehungsweise dem, was für e2 = 0 der gauÿsche
Fixpunkt gewesen war. O�enbar ist für endliche e2

Λ der Punkt (g̃Λ, gΛ) = (0,0) kein Fixpunkt des Re-
normierungsgruppen�usses mehr. Da er aber zunächst noch im Attraktionsgebiet des nun verschobenen,
ehemals gauÿschen Fixpunktes S liegt, ist es trotzdem dessen Verhalten, was untersucht werden muss.
Da e2 für k → 0 gegen e2

∗ > e2
Λ strebt, setzt sich die Verschiebung der Fixpunkte auch im Lauf des Flusses

fort. Das Aufeinanderzubewegen der Fixpunkte S und A entspricht dabei der in Abb. 10 dargestellten
Annäherung im simpleren Modell mit nur einer fermionischen Kopplung.
Die zentrale Frage ist nun: kommt es zur Annihilation der beiden Fixpunkte, mithin zur �Freigabe�
des Attraktionsbereichs von S und dadurch zur spontanen Symmetriebrechung? Die Antwort darauf lie-
fert die numerische Analyse des algebraischen Gleichungssystems βg̃ = 0, βg = 0. In Abbildung 14 sind
die Verschiebungen der Fixpunkte für den gesamten zunächst in Frage kommenden Bereich der Werte
0 ≤ e2 ≤ e2

∗(Nf) dargestellt.
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Abbildung 14: Verschiebung der Fixpunkte in Abhängigkeit von e2, Nf = 1

Für die Rechnungen, welche zu den Abbildungen 14 und 15 führen, wurde der sog. optimierte Regula-
tor [41] verwendet und Nf = 1 gesetzt. Regulatorabhängigkeiten werden weiter unten noch ausführlich
diskutiert, weshalb hier nicht näher darauf eingegangen werden soll.
Zunächst wird deutlich, dass der Ausgangspunkt (g̃Λ, gΛ) = (0,0) tatsächlich immer im Attraktionsge-
biet von S verbleibt, da der Fixpunkt B, welcher destabilisierend wirken könnte, nie über die Achse
g̃ = 0 hinweg bewegt wird. Die Konzentration der Analysen auf die Verschiebung von S und A ist damit
gerechtfertigt.

Abbildung 15: Annihilation der Fixpunkte S und A, Nf = 1
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Besonders in Abbildung 15 wird nun sichtbar, dass die Fixpunkte für diese Wahl von Nf tatsächlich
annihilieren. Rechnerisch drückt sich dies durch das Auftreten eines Imaginärteils in den Fixpunktko-
ordinaten aus, was sich auch gut zur numerischen Identi�kation des Annihilationspunktes ausnutzen
lässt. Damit sind nach den Ausführungen von Kapitel 3 alle Voraussetzungen für ein Auftreten spontaner
Symmetriebrechung gegeben!

5.1.2 Regulatorabhängigkeit und Ergebnisse mit perturbativen Propagatoren

Im Folgenden wird nun untersucht, für welche Zahlen Nf das symmetriebrechende Verhalten vorliegt.
Auch wenn Nf kein beliebig im Experiment einstellbarer Parameter ist, so will doch ermittelt sein, ob die
Theorie für ein bestimmtes System mit festem Nf spontane Symmetriebrechung vorhersagt oder nicht.
Eine kritische Anzahl Fermion�avors Nf,crit, oberhalb derer keine SSB mehr auftreten darf, kann als eine
Art Quantenphasenübergang charakterisierend angesehen werden [53]. In diesem Sinne ist die Kenntnis
von Nf,crit Voraussetzung für ein grundlegendes Verständnis der QED3. Und schlieÿlich ist dieser Wert
auch hinsichtlich eines Vergleichs mit anderen Ansätzen und Arbeiten von groÿer Bedeutung.
Bevor allerdings konkrete Werte für Nf,crit ausgerechnet werden können, muss ein Regulator gewählt wer-
den, um die Schwellwertfunktionen bestimmen zu können. Nun ist bereits in Abschnitt 3.1.2 diskutiert
worden, dass eine starke Abhängigkeit von der Wahl dieser Regulatorfunktion Anzeichen z.B. für eine un-
geeignete Trunkierung der möglichen Feldkombinationen sein kann. Doch die Notwendigkeit, zur Verbes-
serung der Rechnung neue Feldfunktionen einbeziehen zu müssen lässt sich zumindest teilweise umgehen.
Identi�kation spontaner Symmetriebrechung über annihilierende Fixpunkte bzw., grundlegender, diver-
gierende fermionische Kopplungen, leitet sich wie unter 3.2.2 behandelt eigentlich von der bosonisierten
Version der betrachteten Theorie her, welche wiederum auch eine explizite Au�ösung der Impulsabhängig-
keit dieser fermionischen Kopplungen ermöglichen würde. Wie auch bereits unter 4.3 im Zusammenhang
mit ZA(p) und der Hintergrundfeldmethode diskutiert, entspricht eine solche explizite Impulsabhängig-
keit einer Verwendung höherer Ordnungen der Ableitungsentwicklung in Γ

QED3

k . Unglücklicherweise lässt
sich eben diese Abhängigkeit in der fermionischen Formulierung nur sehr schwer behandeln - mithilfe von
Regulatoränderungen aber zumindest qualitativ untersuchen. Jeder Regulator besitzt eine eigene spezi�-
sche Form, insbesondere was die Ausprägung des in Abb. 2 angedeuteten Maximums betri�t, welches für
die Implementierung der �Impulsschalenintegration� zuständig ist. Solange dieses Maximum nicht gerade-
zu einer Deltafunktion entspricht, sind die Impulsschalen sozusagen ausgeschmiert - und unterschiedliche
Formen dieser Ausschmierung werden dazu führen, dass unterschiedliche Anteile gröÿerer und kleinerer
Impulse als das jeweilige k einbezogen werden. Ist die renormierte Kopplung nun impulsabhängig, muss
dieses Einbeziehen abseits liegender Gebiete Auswirkungen auf den Fluss haben. Da diese Auswirkungen
aber je nach Wahl des Regulators unterschiedlich ausfallen werden, kann eine Regulatorabhängigkeit von
Infrarot-Gröÿen wie Nf,crit somit auch als Hinweis auf eine nicht beachtete Impulsabhängigkeit der jewei-
ligen Kopplungen verstanden werden.
Insgesamt ist es demnach lohnend, und da die Rechnungen ohnehin groÿenteils numerisch ausgeführt
werden müssen auch nur von begrenztem Zusatzaufwand, verschiedene Regulatoren für die konkreten
Rechnungen heranzuziehen. Ausgewählt wurden ein Sharp-Cuto�, der bereits oben kurz erwähnte opti-
mierte Regulator [41], ein exponentieller [28] sowie der Callan-Symanzik-Regulator. Die De�nitionen der
jeweils zugehörigen bosonischen und fermionischen Shapefunktionen sind in Anhang C gegeben. Vom un-
endlich �steilen� Sharp-Cuto� bis hin zum sehr ��achen� Callan-Symanzik-Regulator sind dabei mehrere
Abstufungen der Impulsschalenausschmierung vertreten. Es sei bemerkt, dass RCS so �ach ist, dass die
Regulatorbedingung (2.18a) für endliche k nicht mehr erfüllt ist. Der Entfernung des Regulatorterms
∆Sk für k → 0 tut dies natürlich keinen Abbruch, aber die zweite Funktion dieser Bedingung, das Sichern
der UV-Regularisierung, gerät in Gefahr. Allerdings ist die QED3 eine superrenormierbare Theorie [4],
weshalb RCS trotzdem guten Gewissens verwendet werden kann.
Es gibt zwei Gründe anzunehmen, dass die Zahl der Nf , für welche SSB auftreten kann, nicht unbegrenzt
ist. Einerseits gilt e2

∗ ∼ N−1
f , was den Wertebereich der im Fluss erreichbaren Eichkopplungen zunehmend

einschränkt. Andererseits ist davon auszugehen, dass der kritische Wert e2
crit für das Verschmelzen der

Fixpunkte S und A ebenfalls von Nf abhängt. Dies ist tatsächlich der Fall, wie sich aus Abbildung 16
ersehen lässt.
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Abbildung 16: Kritischer Wert der Eichkopplung in Abhängigkeit von Nf für verschiedene Regulatoren

O�enbar wächst e2
critfür kleine Nf , während es für gröÿere nahezu konstant bleibt. Weil e2

∗ ∼ O(N−1
f )

schnell kleiner wird, kann ab einem bestimmten Nf,crit das e2
crit vom Fluss nicht mehr erreicht werden, da

es jenseits von e2
∗ liegen würde. Dieses Nf,crit markiert damit den Quantenphasenübergang, das Ende des

symmetriebrechenden Bereichs. Nun sind die De�nitionsbereiche der Graphen in Abb. 16 nicht zufällig
gewählt - die kritischen Flavorzahlen ergeben sich für die einzelnen Regulatoren numerisch zu:

RSC Ropt Rexp RCS

ηA,n 0.361616 0.466185 0.423780 0.355762
Nf,crit 11.00 10.92 9.57 9.75

Tabelle 1: Kritische Flavorzahlen und zugehörige numerische Werte für ηA bei Verwendung der pertur-
bativen Propagatoren

Insgesamt lässt sich demnach sagen, dass in dieser Näherung ein Nf,crit = 10 ± 1 am wahrscheinlichs-
ten ist. Die regulatorbedingte Unsicherheit scheint nicht so katastrophal groÿ zu sein, dass die gewählte
Trunkierung verworfen werden müsste, trotzdem ist sie nicht vernachlässigbar. Ein Einbeziehen der Im-
pulsabhängigkeit fermionischer Kopplungen könnte hier also tatsächlich Verbesserungen bringen.
Neben den Folgen der Variation des Regulators selbst lässt sich eine weitere Beobachtung machen, welche
die Annahme der nichttrivialen Impulsabhängigkeit stützt. Bei der Konstruktion der Projektionsvor-
schrift für ηA in Abschnitt 4.3 wurde argumentiert, dass ZA(p) = ZA(k) eine gute Näherung sei, da
der Bereich um k, letztlich wegen der Form des Regulators, den gröÿten Beitrag liefert. Eine Variation
ZA(p) ≡ ZA(ζk) mit ζ ∈ (0,∞) verschiebt also über den Zwischenschritt der Eichkopplung auch die
Impulsabhängigkeit der fermionischen Kopplungen, da deren Werte durch Fluktuationen des Eichfeldes
erzeugt werden. Es ergibt sich das folgende (schematische) Bild:
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Abbildung 17: Schematischer Verlauf der Abhängigkeit von N−1
f vom Parameter ζ

O�enbar wird Nf durch diese Verschiebung der Impulsabhängigkeit beein�usst. Es überrascht nicht, dass
die Form der Abhängigkeit an das Aussehen von ∂tRk selbst erinnert.

5.1.3 Ergebnisse für die vollen Schwellwertfunktionen

Mit diesen ersten Ergebnissen in der Hinterhand ist es nun an der Zeit, auch die vollen Schwellwert-
funktionen zur Anwendung zu bringen. Die Suche nach der kritischen Flavorzahl verläuft im Prinzip
wieder wie oben beschrieben, doch sind die Abhängigkeiten der fermionischen Betafunktionen von der
Eichkopplung nun noch wesentlich komplizierter. Zunächst nehmen die anomalen Dimensionen durch von
den Schwellwertfunktionen herrührende implizite und wechselseitige Abhängigkeit die Form

ηA/ψ = e2 Ae2 +B
1 −Ce2 −De4

(5.2)

an, wobei die einzelnen Koe�zienten z.T. von Nf abhängen. Damit werden auch die fermionischen Be-
tafunktionen gebrochenrational in e2, da auch die dort auftretenden Schwellwertfunktionen nun von den
ηA/ψ abhängen. An eine analytische Lösung des Fixpunktproblems ist erst recht nicht mehr zu denken.
Aus diesem Grund seien ohne weitere Zwischenergebnisse nur noch die kritischen Flavorzahlen angegeben:

Ropt Rexp RCS

Nf,crit 10.00 8.11 7.47

Tabelle 2: Kritische Flavorzahlen für volle innere Propagatoren

Zunächst sei bemerkt, dass es für den Sharp-Cuto�-Regulator keine weiteren Korrekturen einzubeziehen
gibt, da seine Schwellwertfunktionen nicht von den anomalen Dimensionen abhängen. Ansonsten fällt
auf, dass die Nf,crit gegenüber den Werten zu 1-loop sämtlich abgesenkt sind. Am geringsten fällt die-
ser Unterschied für den optimierten Regulator aus, was angesichts seines speziellen Konstruktionsziels,
möglichst unemp�ndlich gegenüber Näherungen zu sein [41] durchaus Sinn macht. Warum genau die bei-
den anderen Regulatoren stärker beein�usst werden und die Streuung der Ergebnisse so gegenüber der
vorherigen Näherung sogar erhöhen, lässt sich an dieser Stelle nicht sagen - möglicherweise ist auch dies
ein E�ekt der vernachlässigten Impulsabhängigkeit von g̃ und g. Festgestellt werden kann jedoch, dass
die zusätzlich einbezogenen Fluktuationen im Allgemeinen dazu neigen, spontane Symmetriebrechung zu
unterdrücken.

5.2 Charakterisierung der Symmetriebrechung

5.2.1 Skalierungsverhalten

Im Grundlagenabschnitt 2.2.4 wurde erklärt, inwiefern kritische Exponenten einen Fixpunkt charakte-
risieren und das Skalierungsverhalten von Observablen in seiner Nähe bestimmen. Für die nähere Be-
schreibung der Symmetriebrechung sind aber die kritischen Exponenten der fermionischen Fixpunkte gar
nicht von vorrangigem Interesse - es interessiert vielmehr der Annihilationsprozess bzw. dessen Ende bei
Erreichen der Phasengrenze Nf,crit. Bekanntermaÿen wird dieses Verhalten durch die in dieser Näherung
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von den fermionischen Kopplungen unabhängige Betafunktion der Eichkopplung gesteuert. Wenn in ei-
ner ersten Näherung davon ausgegangen wird, dass e2 ≠ e2(k) also konstant ist, was für Werte in der
Umgebung des Fixpunktes e2

∗ als einigermaÿen gut erfüllt angesehen werden kann, so ergibt sich kein
Skalieren gemäÿ eines Potenzgesetzes wie in (2.27) mehr. Stattdessen konnte gezeigt werden [54], dass
exponentielles, genannt Miransky-Skalieren vorliegt:

kSB ∼ Λθ(e2 − e2
crit) exp

⎛
⎝
− C√

e2 − e2
crit

⎞
⎠
, C = const., (5.3)

wobei kSB die Skala ist, bei der die betrachtete Symmetrie spontan bricht.
Geht man jedoch über diese Näherung hinaus, bezieht also das Flieÿen der Eichkopplungen mit ein,
sind durchaus Abweichungen vom Miransky-Skalieren zu erwarten. Dieser Fragestellung wurde in [55]
nachgegangen, eine ausführliche Darstellung �ndet sich auch in [22]. Zunächst ergibt sich, analog zu den
Überlegungen in Abschnitt 2.2.4 wieder ein Potenzgesetz für das Skalieren der Eichkopplung nahe e2

∗.
Der kritische Exponent Θe2 ist nun jedoch von Nf abhängig, der Gröÿe, welche in diesem System den
Quantenphasenübergang erzeugt:

Θe2(Nf) = Θ0 +Θ1(Nf −Nf,crit) +O ((Nf −Nf,crit)2) . (5.4)

Es lässt sich zeigen [55], dass das Skalierungsverhalten zu niedrigster Ordnung in (Nf−Nf,crit) die folgende
Form annimmt:

kSB ∼ Λθ(Nf,crit −Nf)∣Nf,crit −Nf ∣−
1

Θ0 exp
⎛
⎝
− C√

∣Nf,crit −Nf ∣
⎞
⎠
, C = const. (5.5)

Es hängt also vom Wert des kritischen Exponenten Θ ab, wie groÿ die Korrekturen zum Miransky-
Skalieren sind: für ∣Θ0∣ = ∣Θ(Nf,crit)∣ ≫ 1 wird der Term ∣Nf,crit−Nf ∣−

1
Θ0 stark unterdrückt, (5.5) reduziert

sich im Grenzfall wieder auf exponentielles Skalieren. Hingegen lässt ein ∣Θ0∣ ≪ 1 den besagten Term
deutlich an Gewicht gewinnen.
Im Fall der QED3 ergibt sich bei Annäherung der vollen Propagatoren durch die perturbativen zunächst
ein Nf -unabhängiger kritischer Exponent von Θe2 = Θ0 = −1:

∂β2
e

∂e2
∣
e2=e2

∗

= [2e2ηA,nNf − 1]
e2=e2

∗

= 1 = −Θe2 . (5.6)

Werden die vollen Schwellwertfunktionen verwendet, ergibt sich dagegen durchaus eine nichttriviale Nf -
Abhängigkeit des Exponenten, wie in Abbildung 18 zu sehen ist.

Abbildung 18: ∣Θe2 ∣(Nf) für den optimierten (grün), exponentiellen (blau) und Callan-Symanzik-
Regulator (rot)
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Die Werte von Θe2(Nf,crit) selbst sind:

Ropt Rexp RCS

Θ0 -1.01895 -1.02680 -1.03027

Tabelle 3: Kritische Exponenten der Eichkopplung bei Nf,crit

Das Einbeziehen der zusätzlichen Fluktuationen erhöht ∣Θ0∣ also kaum, auch die Nf -Abhängigkeit des vol-
len Θe2 ist o�enbar nicht sehr stark ausgeprägt. Das Skalierungsverhalten wird dem exponentiellen daher
nur marginal ähnlicher. Allerdings sind die Korrekturen zu selbigem insgesamt nicht vernachlässigbar, da
∣Θ0∣ in jedem Fall O(1) ist.

5.2.2 Chirale Symmetriebrechung und das NJL-Modell

Obwohl der Titel dieser Arbeit die Untersuchung der QED3 hinsichtlich chiraler Symmetriebrechung
verheiÿt, war in den bisherigen Analysen nur allgemein vom Auftreten oder Ausbleiben spontaner Sym-
metriebrechung die Rede. Tatsächlich ist es keine triviale Aufgabe herauszu�nden, welche der in Ab-
schnitt 3.1.1 vorgestellten Symmetrien der Γ

QED3

k tatsächlich bricht. Im Folgenden soll daher der Versuch
unternommen werden, genau diese Lücke zu schlieÿen und zu klären, inwieweit tatsächlich chirale Sym-
metriebrechung im Spiel ist.
In Abschnitt 3.2.2 wurde der Zusammenhang spontaner Brechung einer bestimmten Symmetrie mit dem
Endlichwerden eines zugehörigen Vakuumerwartungswertes und dieses wiederum mit der Divergenz der
entsprechenden fermionischen Kopplung in Verbindung gebracht. Betrachtet man das Fierz-vollständige
System der quartischen Fermionwechselwirkungsterme

ΓΨ
k =
ˆ

d3x [ g̃

2Nf
(ψ̄γ45ψ)2 + g

2Nf
(ψ̄γµψ)2] , (5.7)

so wird deutlich, dass ein Divergieren von g̃ mit Paritätsbrechung, ein solches von g mit Brechung der
Lorentz-Symmetrie in Zusammenhang gebracht werden muss. Doch was geschieht, wenn beide Kopplun-
gen divergieren?
Mithilfe der Fierz-Äquivalenz verschiedener quartischer Fermionwechselwirkungsterme lassen sich auch
andere Fierz-vollständige Systeme konstruieren, als das eben besprochene. Der RG-Fluss in einem sol-
chen System ist natürlich ebenfalls äquivalent zum in Kapitel 4 berechneten, doch die Divergenz der
zugehörigen Kopplungen, letztlich spezi�sche Linearkombinationen von g̃ und g, deuten nun auf andere
endlichwerdende Felderwartungswert hin - was mit dem Bruch dieser anderen Symmetrien zusammen-
hinge. Es ist also prinzipiell möglich, dass das gleichzeitige Divergieren von g̃ und g chirale anstatt von
Paritäts- oder Lorentz-Symmetriebrechung zur Folge haben kann.
Konkret bietet sich für eine solche Linearkombination der in Abschnitt 3.1.2 mit V 2 bezeichnete Wech-
selwirkungskanal an:

V 2 = −S2 − S2
µ = (ψ̄aψb)2 − (ψ̄aγ4ψ

b)2 − (ψ̄aγ5ψ
b)2 + (ψ̄aγ45ψ

b)2
. (5.8)

Nach [53] entspricht dieser einer Nambu-Jona-Lasinio-Wechselwirkung [6] (NJL) in d = 3 Dimensionen.
Diese Wechselwirkung, deren Untersuchung zur Formulierung des Goldstone-Theorems beitrug, war eine
der ersten, für welche ein spontanes Auftreten chiraler Symmetriebrechung nachgewiesen werden konn-
te [6]. Die Fierz-Äquivalente Umformulierung

ΓΨ
k =
ˆ

d3x [ −g̃
2Nf

V 2 + g − g̃
2Nf

S2
µ] , (5.9)

legt daher nahe, dass ein Divergieren des Flusses entlang der Geraden g̃ = g mit chiraler Symme-
triebrechung in Verbindung zu bringen ist. Der Vektorkanal S2

µ wird dann nicht angeregt, sodass aus-
schlieÿlich der NJL-Kanal �kondensieren� kann, was o�enbar mit einem endlichen Vakuumerwartungswert
∼ ⟨ψ̄aψb⟩ + ... einhergeht. Dieser enthält aber genau jenen massenartigen Erwartungswert (3.26), welcher
chirale Symmetriebrechung anzeigt.

5.2.3 Asymptotik des Flusses: Nf,χ

Bereits ein qualitativer Vergleich der beiden RG-Flussdiagramme in Abbildung 19 zeigt, dass die Richtung
des divergierenden Flusses direkt nach der Fixpunktannihilation stark von Nf abhängt.
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Abbildung 19: Flussdiagramme für e2 = e2
crit bei Nf = 1 (links) und Nf = 9 (rechts). Verwendet wurde der

optimierte Regulator. Die gestrichelte Linie entspricht einer ausschlieÿlichen Anregung des V 2-Kanals,
die roten Linien geben jeweils die asymptotische Richtung des Flusses an.

Die Frage ist nun zunächst, wie sich die Richtung des divergierenden Flusses rechnerisch bestimmen
lässt. In [53], wo das rein fermionische Pendant der QED3 betrachtet wird, konnte gezeigt werden, dass
die Verbindungslinie zwischen dem gauÿschen und einem wechselwirkenden Fixpunkt gleichzeitig auch
die Richtung eines eventuell divergierenden Flusses vorgibt. Das Hauptargument ist dabei, dass in einem
Fierz-System, dessen eine Kopplung genau auf dieser Verbindungslinie liegt, die jeweils andere nicht durch
Fluktuationen erzeugt werden kann, der Fluss also der Verbindungslinie folgen muss. Diese Überlegung
ist im Falle der QED3 jedoch nicht gültig, da grundsätzliche beide fermionischen Kopplungen durch Fluk-
tuationen des Eichfeldes erzeugt werden. Anschaulich bedeutet dies, dass sich die Fixpunkte, wie auch
in Abb. 14 zu sehen, von ihren Positionen bei e2 = 0 fortbewegen und damit auch ihre jeweiligen Verbin-
dungslinien nicht mehr festliegen, sondern sich im Laufe des Flusses verändern. Nach der Annihilation
der Fixpunkte kann es eine solche Verbindungslinie überhaupt nicht mehr geben, sodass ein anderer Weg
gefunden werden muss, die Flussrichtung zu ermitteln.
Zu diesem Zweck wird die Divergenz der Kopplungen selbst herangezogen und der Anstieg des Flusses
im Unendlichen betrachtet:

g = t ⋅ g̃, F (t) ≡ lim
g̃→−∞

βg

βg̃
= t2(2Nf + 1) + 3t

6t2 + 9t − 6Nf + 3
. (5.10)

Der Grad der Divergenz von g̃ und g ist also im Wesentlichen durch ihre Exponenten in βg̃ bzw. βg vorge-
geben. Der Ein�uss von e2 wird weiter unten noch ausführlicher diskutiert, es sei hier aber angenommen,
dass der Wert der Eichkopplung durch den Infrarot�xpunkt e2

∗ bestimmt und damit zunächst endlich ist.
Da somit die Terme ∼ e2 und ∼ e4 für das Verhältnis F (t) keine Rolle spielen, ergibt sich das gleiche
Ergebnis, welches auch im rein fermionischen System zustande käme - inklusive der dort bereits für die
Betafunktionen selbst vorhandenen Regulatorunabhängigkeit.
Die Steigung t der linearen Asymptote ergibt sich nun aus der folgenden Bestimmungsgleichung:

t ⋅ g̃ = F (t) ⋅ g̃ + a
lim
g̃→−∞

Ð→ t
!= F (t) für a < ∞. (5.11)

Die Lösungen dieser Gleichung sind

t1 = 0, t2 =
1

6
(Nf − 4 −

√
16 + 28Nf +N2

f ) , t3 =
1

6
(Nf − 4 +

√
16 + 28Nf +N2

f ). (5.12)

Dies entspricht genau den Anstiegen der Verbindungslinien zwischen dem gauÿschen Fixpunkt S und den
drei wechselwirkenden Fixpunkten A, B und I für e2 = 0 - ein Ergebnis, das nach den Überlegungen zu
Gl. (5.10) nicht anders zu erwarten war. Das unterstrichene Resultat gehört zum Fixpunkt A und ist
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damit das für die weiteren Untersuchungen Interessierende.
Ist Nf = 1.75, so stimmt die asymptotische Richtung genau mit der NJL-Linie überein, es dürfte also mit
einiger Sicherheit chirale Symmetriebrechung vorliegen. Doch was ist mit den anderen Nf? Eine in [53]
vorgeschlagene Abschätzung sieht vor, den �Einzugsbereich� der NJL-Achse, d.h. das Gebiet zwischen
den beiden durch die Koordinatenachsen und die NJL-Linie de�nierten Winkelhalbierenden mit Anstieg
t = 1

2
bzw. t = 2, als zu chiraler Symmetriebrechung führend anzusehen. Das entspricht einer möglichen

Fermion�avorzahl zwischen Nf = 1 und Nf,χ = 4. Letzteres würde damit zum �eigentlichen� Nf,crit für
chirale Symmetriebrechung.
Eine quantitativ genaue Aussage über diese Grenzen lässt sich schlieÿlich aber nur tre�en, wenn die
betrachtete Theorie dynamisch bosonisiert wird [56]. Dann können die Flussgleichungen der Bosonmas-
sen darüber Auskunft geben, welche der Symmetrien tatsächlich gebrochen wird. In [53] wurde dies für
das rein fermionische Modell unternommen. Das sich hieraus ergebende, wiederum regulatorabhängige
Nf,χ = 5.1(7) liegt tatsächlich einigermaÿen in der Nähe des zuvor abgeschätzten Wertes.
Es liegt nun angesichts der identischen Asymptotik nahe, diesen Wert auch als kritische Flavorzahl der
QED3 zu übernehmen. Eine gewisse Vorsicht scheint jedoch geboten. Das Verschmelzen der Fixpunkte,
welches im Kontext der Eichtheorien überhaupt erst zur Symmetriebrechung führt, �ndet im Allgemeinen
neben der durch die anschlieÿende Divergenz de�nierten Asymptote statt. Anders als im rein fermioni-
schen Modell können Kanäle anderer Symmetrien also durchaus mit angeregt werden und es ist nicht von
vornherein klar, ob diese Anregungen bei der Festlegung der gebrochenen Symmetrie eine Rolle spielen
oder ob diese ausschlieÿlich durch die Asymptotik bestimmt ist. Weitere Klarheit darüber könnte letztlich
nur eine dynamische Bosonisierung auch der QED3 bringen - und einfache diagrammatische Überlegun-
gen analog zu denen in Kapitel 4 zeigen sofort, dass die Abhängigkeiten auch der bosonischen Flüsse vom
Laufen der Eichkopplung keinesfalls trivial sein müssen.
Ein viel gröÿeres Problem ergibt sich jedoch aus dem Annihilieren der Fixpunkte selbst: dadurch, dass der
Fluss nun nicht mehr in der Nähe eines solchen gebunden ist, entfällt die Grundlage der Argumentation
aus Abschnitt 4.3 dafür, dass die einfache WTI anstatt der vollen mWTI verwendet werden kann. Ein
kurzer Blick auf Gl. (4.21) genügt, um zu sehen, dass der divergierende Fluss der fermionischen Kopp-
lungen nichttrivial den der Eichkopplung beein�usst. Potentiell kann dadurch der Infrarot�xpunkt e2

∗
destabilisiert werden [22]. Die Art und Weise dieser Destabilisierung, welche sich quantitativ nur durch
eine detaillierte Analyse der mWTI bestimmen lieÿe, entscheidet dabei, ob e2 nun bereits für k ≥ kSB

divergiert, oder zumindest bis k < kSB endlich bleibt. In ersterem Fall muss die obige Analyse zur Asymp-
totik nicht mehr zutre�en, da das Divergieren von e2 signi�kanten Ein�uss auf jenes von g̃ und g haben
kann. In letzterem bleibt die Asymptotik erhalten.
Letztlich muss die Frage nach Nf,χ also nach wie vor als o�en angesehen werden. Gröÿer als die Werte
in Tabelle 2 sollte die kritische Flavorzahl nicht sein. Ein kleineres Nf,χ ist aber durchaus möglich und
wäre genauer nur durch die Verwendung der vollen mWTI bzw. dann auch dynamischer Bosonisierung
zu bestimmen.

5.3 Diskussion alternativer Methoden und ihrer Ergebnisse

In der Einleitung dieser Arbeit wurde bereits angedeutet, dass bisherige Rechnungen zur chiralen Sym-
metriebrechung in der QED3 breit gestreute Ergebnisse geliefert haben. An welcher Stelle lassen sich nun
die hier mit der funktionalen Renormierungsgruppe gewonnenen einordnen? Gibt es erkennbare Gründe,
warum die bisherigen Ergebnisse so voneinander abweichen? Und kann die RG-Rechnung dazu beitra-
gen, diese Abweichungen zu verstehen und zu eliminieren? Mit solchen Fragen soll sich nun dieser letzte
Abschnitt des Analyseteils auseinandersetzen.

5.3.1 Andere Renormierungsgruppenuntersuchungen

Wie ebenfalls bereits eingangs erwähnt, ist die Frage der chiralen Symmetriebrechung schon zuvor mit
Renormierungsgruppenmethoden untersucht worden. Beispielhaft werden nun drei Arbeiten vorgestellt
und ihre Methoden mit den hier angewandten verglichen, um so eventuelle Abweichungen der Ergebnisse
für Nf,crit nachvollziehen zu können.

Quantenelektrodynamik für Graphen: J. Drut und D. Son (2008) [57]
Die Motivation für die Arbeit von Drut und Son leitet sich direkt aus der Frage nach der Entstehung
einer Bandlücke in Graphen her. Ein solches Phänomen ist zu erwarten, wenn die chirale Symmetrie des
dieses Material beschreibenden Modells spontan gebrochen wird. Aufgrund der räumlichen Zweidimen-
sionalität dieses bemerkenswerten Materials und dem quasi-relativistischen Verhalten seiner Elektronen
quali�ziert sich die QED3 als ein solches Modell. Allerdings ist diese Beschreibung nicht perfekt. Die
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Geschwindigkeit der Elektronen beträgt tatsächlich nur v ≃ c
300

, was zwar der relativistischen Struktur
der Dispersionsrelation keinen Abbruch tut, zusammen mit der nach wie vor lichtschnellen Coulombwech-
selwirkung aber zu einer expliziten Brechung der Lorentzinvarianz führt. Auÿerdem gilt die räumliche
Zweidimensionalität nur für den fermionischen Teil der Theorie: Photonen können durchaus nach wie vor
auch in der dritten Raumdimension propagieren und dort sogar mit Substratmaterialien wechselwirken,
deren Dielektrizitätseigenschaften dann wiederum die e�ektive Eichkopplung beein�ussen.
All diesen Besonderheiten Rechnung tragend, weicht die Wirkung, welche von Drut und Son konstruiert
wurde,

SE = −
ˆ

dt d2x (ψ̄aγ0∂0ψa + vψ̄aγi∂iψa + iA0ψ̄aγ
0ψa) +

1

2g2

ˆ
dt d3x (∂iA0)2 + SΨ, (5.13)

doch deutlich von der hier behandelten ab (SΨ steht für die fermionischen Wechselwirkungsterme). Wei-
terhin betrachten die Autoren ihr System im Limes groÿer Nf , was eine sog. �Random-Phase�-Näherung
bei der Behandlung des vollen Photonpropagators ermöglicht. Diese verwendet z.T. andere Klassen von
Diagrammen, als dies die Wetterich-Gleichung in der hier verwendeten Näherung implizit tut.
Als Kriterium für einen möglichen Symmetriebruch wird ebenfalls angesetzt, dass ein nichttrivialer, in-
frarotattraktiver Fixpunkt der fermionischen Kopplungen mit dem gauÿschen annihiliert. Der kritische
Wert für Nf , bis zu dem dieses Verhalten zu beobachten ist, liegt bei

Nf,crit =
40

π2
≈ 4.05 (5.14)

und damit deutlich unterhalb der Vorhersagen in der vorliegenden Arbeit. Wie auch hier können die Au-
toren anhand der durchgeführten Rechnungen nicht eindeutig feststellen, welche Symmetrie es letztlich
ist, deren Brechung angezeigt erscheint, sodass nicht dass hypothetische Nf,χ aus 5.2.3 zum Vergleich
herangezogen werden muss, sondern die Werte aus den Tabellen 1 bzw. 2.
Die Frage ist nun, worin die Abweichung der Resultate hauptsächlich begründet liegt: sind es die Mo-
di�kationen, welche der direkte Bezug zu Graphen erforderte, oder liegt es doch eher an der Näherung
groÿer Flavorzahlen Nf? Ein wenig Licht in diese Angelegenheit soll der nun folgende Vergleich bringen.

QED3 für groÿe Nf : K. Kaveh und I. Herbut (2005) [52]
Neben einigen Betrachtungen zu explizit die chirale Symmetrie brechenden fermionischen Termen beschäf-
tigen sich Kaveh und Herbut mit einer symmetrischen, verglichen mit der in dieser Arbeit verwendeten,
identischen Wirkung. Neben der Beschränkung auf perturbative Feynmandiagramme zur Ordnung 1-
loop für die Berechnung der Betafunktionen wird auch hier der Grenzfall groÿer Nf vorausgesetzt. Die
Flussgleichungen lauten, übertragen in die Notation der vorliegenden Arbeit:

∂te
2 = e2 −Nfe

4, (5.15a)

∂tg̃ = g̃ − g̃2 − 4e2g̃ − 18e2g + 9Nfe
4, (5.15b)

∂tg = g + g2 − 2

3
e2g̃, (5.15c)

und zeigen ein Annihilieren der (S) und (A) entsprechenden Fixpunkte für Nf ≤ Nf,crit = 4.83. Interessant
ist einerseits, dass dieser Wert nicht weit vom Ergebnis von Drut und Son entfernt liegt, andererseits
jedoch die Tatsache, das Kaveh und Herbut dieses Annhilieren nicht mit chiraler Symmetriebrechung in
Zusammenhang gebracht sehen wollen. Der Grund dafür ist, dass sie selbiges für ein Artefakt der Nähe-
rung groÿer Nf halten.
Im Vergleich mit den Flussgleichungen (4.30) zeigen sich jedoch groÿe Übereinstimmmungen. Werden
darin alle Terme ∼ 1

Nf
weggelassen, was durch die Annahme groÿer Nf zu rechtfertigen ist, sowie der

Sharp-Cuto� als Regulator gewählt, so stimmen die fermionischen Flussgleichungen mit denen von Her-
but und Kaveh überein - einzige weitere Voraussetzung ist die Annahme, dass m2,1

A,ψ = 1
2
anstatt von 2

3
ist,

wie es sich aus der De�nition des Sharp-Cuto�s in Anhang C ergibt. Wie auch an dieser Stelle vermerkt,
ist ein abweichender Wert für diese Schwellwertfunktion durchaus möglich, da Uneindeutigkeiten in der
De�nition gerade dort sehr leicht zu Unterschieden führen können. Die Betafunktion der Eichkopplung
stimmt ebenfalls nicht exakt überein, ein ηA,n = 2

3
bei Herbut und Kaveh steht einem ηA,n ≈ 0.36 in dieser

Arbeit gegenüber. Grund hierfür mögen erneut De�nitionsprobleme beim Sharp-Cuto�, aber auch eine
abweichende Behandlung der WTI sein.
Auch wenn die numerische Übereinstimmung zwischen Flussgleichungen nicht perfekt ist, so gilt das doch
für die strukturelle in jedem Fall. Das zeigt zum Einen, dass der Grenzfall groÿer Nf tatsächlich signi�-
kante Abweichungen gegenüber der allgemeineren Rechnung erzeugt, welche sich auch auf die errechnete
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kritische Flavorzahl niederschlagen. Eine Vergleichsrechnung mit dem Flussgleichungssystem (5.15), aber
den Werten dieser Arbeit für m2,1

A,ψ und ηA,n, ergibt ein Nf,crit ≈ 7.86 gegenüber Nf,crit = 11.00 hier.

Andererseits wird die Überlegung, dass es sich bei der Fixpunktannihilation um ein Artefakt der Groÿe-
Nf -Näherung handeln könnte widerlegt - die allgemeinere Rechnung dieser Arbeit führt letztlich auf
qualitativ dasselbe Verhalten.

Ein�uss des Eichsektors: K.-I. Kubota und H. Terao (2001) [58]
Auch wenn also ein Absinken der kritischen Flavorzahl aufgrund der Konstruktionsannahme groÿer Nf

beobachtet werden kann, sind damit noch nicht alle Abweichungen erklärt. Die Unterschiedlichen Werte
der Schwellwertfunktionen bzw. für ηA,n besitzen o�enbar durchaus signi�kanten Ein�uss. Um diesen
zu illustrieren, wird als letztes Beispiel für Renormierungsgruppenanalysen die Arbeit von Kubota und
Terao herangezogen. Es handelt sich bei den darin vorgestellten Flussgleichungen ebenfalls um Resultate
einer Anwendung der Wetterich-Gleichung auf die Wirkung der QED3 bei Verwendung des Sharp-Cuto�-
Regulators - zumindest was den fermionischen Sektor betri�t. Dort stimmen auch die Flussgleichungen
strukturell mit (4.30) überein, einziger Unterschied ist erneut das abweichende m2,1

A,ψ = 1
2
. Dass sich

trotzdem ein drastisch kleineres Nf,crit ≈ 3.1 ergibt, liegt vor allem am deutlich abweichenden ηA,n = 1
8
,

welches sowohl den Wert bei Kaveh und Herbut, als auch den in dieser Arbeit ermittelten unterschreitet.
Da dieser Wert genau mit dem übereinstimmt, welcher sich aus Überlegungen zum Polarisationstensor
des Photons z.B. in [36] ergibt, liegt der Gedanke nahe, dass er auf die gleiche Art und Weise errechnet
wurde. Dies würde jedoch eine Inkonsistenz im Renormierungsschema darstellen, da dort die dimensionelle
Regularisierung Anwendung fand.
Was auch immer letztlich die rechnerische Ursache für die so unterschiedlichen Werte der anomalen
Dimension des Eichfeldes sein mag, es ist o�ensichtlich, dass sie groÿen Ein�uss auf den extrahierbaren
Wert für Nf,crit haben. Es ist daher wichtig, den Eichsektor der Theorie mit besonderer Sorgfalt zu
untersuchen. In dieser Arbeit wurde versucht, dem über die Betrachtung der WTI und weitestgehenden
Annäherung der mWTI möglichst Rechnung zu tragen, doch sind die verwendeten Verfahren keineswegs
exakt zu nennen. Ein sinnvoller quantitativer Vergleich wäre aber nur möglich, falls Ergebnisse mit
anderen Regulatoren als gerade dem Sharp-Cuto� vorlägen, da dieser o�ensichtlich noch zusätzliche
Probleme mit sich bringt, welche von den durch die Eichproblematik erzeugten kaum zu trennen sind.

5.3.2 Dyson-Schwinger-Gleichungen

Einen anderen, ebenfalls nichtstörungstheoretischen sowie funktionalen Zugang zur Untersuchung spon-
taner Symmetriebrechung bietet die Betrachtung von Dyson-Schwinger-Gleichungen [59, 60]. Ohne auf
Details der Herleitung eingehen zu wollen (diese �nden sich z.B. in [61]) sei hier nur die Grundgleichung für
die Ein-Teilchen-irreduziblen Vertizes Γ(n)[φ] angegeben, aus der sich durch funktionale Ableitung nach
den Feldern (hier symbolisiert durch φ) die eigentlichen Dyson-Schwinger-Gleichungen (DSEs) gewinnen
lassen:

δΓ[φ]
δφ

− δS
δφ

[φ + δ2W

δJδJ

δ

δφ
] = 0. (5.16)

Es ergibt sich ein System von unendlich vielen, gekoppelten Funktionaldi�erentialgleichungen, d.h. jede
Bestimmungsgleichung eines Γ(n)[φ] hängt auch von mindestens einem Γ(m)[φ] mit m > n ab.
Da sich dieses Gleichungssystem für physikalisch interessante Theorien nicht analytisch lösen lässt, wer-
den Näherungsverfahren benötigt. Das Naheliegendste ist dabei, nur eine endliche Anzahl der DSEs zu
verwenden, also eine Trunkierung des Systems zur Ordnung n0 vorzunehmen. Um soweit wie möglich
den Fehler zu minimieren, welche aus dem Weglassen der Vertizes höherer Ordnung resultiert, kommen
nun spezielle Ansätze für die Γ[n≤n0] zu Anwendung, welche eine selbstkonsistente Lösung des verblei-
benden Systems ermöglichen. Im Fall von Eichtheorien ergeben sich zusätzliche Probleme dadurch, dass
die Eichinvarianz der Theorie berücksichtigt bzw. erhalten bleiben muss, was eine alles andere als triviale
Forderung darstellt [62].
Konkret sieht die DSE für den vollen Fermionpropagator S(p) der QED3, d.h. in obiger Notation Γ(ψ̄,ψ),
wie folgt aus [62]:

S−1(p) = S−1
0 (p) +Zeē2

ˆ
d3q

(2π)3
γµS(q)Γ(A,ψ̄,ψ)

ν (q, p)Dµν(q − p), (5.17)

wobei Dµν(p) für den vollen Photonpropagator steht, der durch eine analoge Gleichung bestimmt wird.
Diagrammatisch:
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Abbildung 20: Diagrammatische Darstellung von (5.17). Der graue Vertex steht für Γ
(A,ψ̄,ψ)
ν .

Ein groÿer Vorteil der Dyson-Schwinger-Methode besteht darin, dass spontane Symmetriebrechung nicht
an sekundären Merkmalen, wie im Fall der fermionischen Renormierungsgruppe, festgemacht werden
muss. Stattdessen kann z.B. für chirale Symmetriebrechung die dynamisch generierte Fermionmasse direkt
bestimmt werden, wie es auch bei RG-Flüssen bosonisierter Theorien der Fall ist. Wenn also der Ansatz
für den Fermionpropagator

S(p, ξ) =
i/pA(p2, ξ) +B(p2, ξ)
p2A2(p2, ξ) +B2(p2, ξ) (5.18)

lautet, wobei ξ der Eichparameter ist, so hängt die Funktion B(p2, ξ) direkt mit dem symmetriebrechen-
den Kondensat zusammen [62]:

B(p2 →∞) = 2 + ξ
4

⟨ψ̄ψ⟩
p2

bzw. ⟨ψ̄ψ⟩ = −Tr [S(0)] = −4

ˆ
d3q

(2π)3

B(q2)
q2A2(q2) +B2(q2) . (5.19)

Werden die DSEs nun gelöst, kann über das Verhalten von B(p2, ξ) direkt bestimmt werden, für welche
Kombinationen Nf und e2 spontane Symmetriebrechung vorliegt - eine direkte Bestimmung von Nf,χ ist
also möglich.
Jahrzehntelang ist die QED3 nun schon in verschiedensten Näherungen mithilfe der DSE-Methode un-
tersucht worden. Entsprechend umfangreich ist auch die Literatur zu diesem Thema, sodass es hier nicht
unternommen werden kann, einen auch nur ansatzweise vollständigen Überblick zu geben. Es können
lediglich einige bemerkenswerte Resultate aufgegri�en werden, eine gröÿere Anzahl weiterer Referenzen
�ndet sich in [62].
Das erste Ergebnis, gewonnen aus der rein fermionischen DSE und unter Verwendung der Annahme
groÿer Nf , wurde in [63] vorgestellt: Nf,χ = 32

π2 ≈ 3.2. Auch wurde der Eichvertex in seiner einfachsten

Form angesetzt, Γ
(A,ψ̄,ψ)
ν → γν . Doch bereits die Hinzunahme von Korrekturen der nächsten Ordnung

in 1
Nf

in [64] ergab ein höheres Nf,χ = 4
3
⋅ 32
π2 ≈ 4.3. Ein Versuch in [17], sich vom Grenzfall groÿer Nf

zu lösen und auch die Renormierung des Eichvertex mit einzubeziehen, führte sogar zu Nf,χ = ∞, also
dem Auftreten chiraler Symmetriebrechung für beliebige Flavorzahlen. Fairerweise sollte allerdings dazu-
gesagt werden, dass die Autoren diesbezüglich stark extrapolieren, tatsächliche Rechnungen wurden nur
bis Nf = 7.2 durchgeführt.
Eine weitere Verbesserung der Näherung stellt das Lösen der gekoppelten DSEs von Fermion- und Pho-
tonpropagator anstatt der alleinigen Betrachtung der fermionischen DSE dar. In [65] wurde dies unter
Verwendung unterschiedlicher Ansätze für den Eichvertex und Parameterbereiche für Nf unternommen,
das Ergebnise reduziert sich wieder auf Nf,χ ≈ 3.3. Die Autoren von [62] wiederum kritisieren eine man-
gelnde Beachtung der Fragen zur Eichinvarianz seitens ihrer Vorgänger und erhalten mit in dieser Hinsicht
optimierten Ansätzen ein Nf,χ ≈ 4.

Paritätsbrechung und Fierz-Unvollständigkeit
In Weiterverwendung der Ansätze aus [62] wird schlieÿlich in [66] eine Randbemerkung aus [37] aufge-
gri�en und näher untersucht: die Möglichkeit eines spontanen Brechens der Paritätssymmetrie. Neben
dem Massenterm ∼ mψ̄ψ könnte ein weiterer, ∼ m̃ψ̄γ45ψ, erzeugt werden. Dieser wäre, wie auch schon
in Abschnitt 3.1.2 diskutiert, invariant unter U(2Nf) und damit der chiralen Symmetrie, jedoch nicht
unter P, der Parität. In der Sprache der funktionalen Renormierungsgruppe würde dieses Endlichwerden
des Erwartungswertes ⟨ψ̄γ45ψ⟩ durch eine Divergenz der Kopplung g̃ angezeigt werden - ein Fall, der den
Untersuchungen dieser Arbeit zufolge für kleine Nf mit zumindest ebenso groÿer Wahrscheinlichkeit ein-
treten kann, wie eine Divergenz im NJL-Kanal. Interessanterweise �nden die Autoren von [66] tatsächlich
simultane Brechung von Paritäts- und chiraler Symmetrie, wobei ihr Nf,χ nicht eindeutig bestimmbar ist.
Sein Wert wird mit hoher Wahrscheinlichkeit etwas oberhalb der Nf,χ = 3.2 von [63] vermutet, aber auch
Nfχ = ∞ lieÿe sich realisieren. Die Paritätsbrechung wird dadurch ermöglicht, dass ein sog. �topologischer
Photonmassenterm� im Ansatz für den Photonpropagator zugelassen ist.
Aus Sicht der funktionalen Renormierungsgruppe ergibt sich jedoch noch eine weitere Möglichkeit, Pari-
tätsbrechung zu erhalten. Wenn sich der Term m̃ψ̄γ45ψ wie ein weiterer, spezieller Fermionmassenterm
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verhält, warum sollte es nicht möglich sein, ihn dem Ansatz für den Fermionpropagator selbst hinzuzu-
fügen?

S−1(p2, ξ) = −i/pA(p2, ξ)+B(p) Ð→ S−1
P (p2, ξ) ≡ −i/pA(p2, ξ)+B(p2, ξ)+C(p2, ξ)⋅γ45+iD(p2, ξ)/pγ45 (5.20)

Der letzte Term ∼ /pγ45 wird dabei benötigt, um die strukturelle Selbstkonsistenz beim Invertieren des
Propagators aufrecht zu erhalten.
Die zusätzlichen Terme sind aber nicht nur für die Untersuchung der Paritätsbrechung relevant. Auf-
grund der komplizierten Struktur der DSE ist zu erwarten, dass auch C(p2, ξ) und D(p2, ξ) Ein�uss auf
das Verhalten von A(p2, ξ) und B(p2, ξ) haben werden - mithin unter anderem auf die Eigenschaften
der chiralen Symmetriebrechung. Es ist also nicht auszuschlieÿen, dass dieser erweiterte Ansatz für den
Fermionpropagator substanziellen Ein�uss auf den Wert von Nf,χ hat.
Um mögliche Konsequenzen eines solchen Unterschieds im Ansatz zu illustrieren, wird kurz das (freilich
nicht ganz vergleichbare) Problem eines Fierz-unvollständigen Ansatzes im RG-Formalismus angerissen.
Würde zum Beispiel in der mittleren e�ektiven Wirkung (3.19) nur einer der beiden quartischen Fermi-
onterme angesetzt, wären die nachfolgenden Rechnungen nicht mehr selbstkonsistent durchführbar - der
vernachlässigte Term würde unweigerlich generiert. Ignoriert man dies aber, so ergibt sich ein völlig ande-
res Verhalten der Theorie. Dies lässt sich sogar kontinuierlich beschreiben, indem man eine Rede�nition
der Kopplungen und damit auch Betafunktionen vornimmt,

sϕ = g̃ cosϕ + g sinϕ, gϕ = −g̃ sinϕ + g cosϕ, (5.21a)

∂tsϕ = βg̃ cosϕ + βg sinϕ, ∂tgϕ = −βg̃ sinϕ + βg cosϕ. (5.21b)

Durch Erzwingen von ∂tgϕ = gϕ = 0 wird Fierz-Unvollständigkeit implementiert. Die verbleibende Beta-
funktion kann nun mit den bekannten Methoden hinsichtlich spontaner Symmetriebrechung in Abhän-
gigkeit von Nf und jetzt auch vom Winkel ϕ untersucht werden. Es ergibt sich folgendes Verhalten:

Abbildung 21: Nf,crit(ϕ) für verschiedene Regulatoren (grün - optimierter Reg., blau - exponentieller
Reg., rot - Callan-Symanzik-Reg.)

Wie aus Abb. 21 ersichtlich wird, sind die Folgen der Fierz-Unvollständigkeit dramatisch. Vom vollstän-
digen Verschwinden der gebrochenen Phase bis hin zu Werten leicht über denen aus Tabelle 2 lassen sich
alle möglichen Nf,crit erzeugen.
Auch wenn dieses Beispiel nur der Illustration dient, so wird doch deutlich, dass eine sorgfältige Wahl des
Ansatzes auch hinsichtlich möglicher Wechselwirkungen, bzw. Symmetriebrechungskanäle von entschei-
dender Bedeutung sein kann. Es wäre daher sehr interessant, Ergebnisse einer DSE-Rechnung mit dem
alternativen Ansatz aus Gl. (5.20) vorliegen zu haben. Bereits angesichts der invertierten Form

SP(p2, ξ) =
(B(A2p2 +B2 +D2p2 −C2) + 2ACDp2) ⋅ 1 − i (2ABC +D(−A2p2B2 +C2 +D2p2)) /pγ45

[(B +C)2 + (A −D)2p2] ⋅ [(B −C)2 + (A +D)2p2]

+
(C(A2p2 −B2 +C2 +D2p2) + 2ABDp2) ⋅ γ45 + i (2BCD +A(A2p2 +B2 +C2 −D2p2)) ⋅ /p

[(B +C)2 + (A −D)2p2] ⋅ [(B −C)2 + (A +D)2p2]
(5.22)
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ist allerdings zu erwarten, dass sich sowohl Verwendung als auch Auswertungen nach erfolgter Rechnung
nicht gerade einfach gestalten würden.

5.3.3 Monte-Carlo-Simulationen

Der Vollständigkeit halber sind an dieser Stelle noch einige Bemerkungen zu numerischen Simulationen
der QED3 angebracht. Parallel zu den DSE-Rechnungen hat es schon lange Zeit Versuche gegeben [67],
diese Theorie mit Monte-Carlo-Methoden auf dem Gitter zu untersuchen. Die Bestimmung eines kriti-
schen Wertes Nf,χ ist dabei allerdings nicht unproblematisch, da gleich in mehrerer Hinsicht extrapoliert
werden muss. Zunächst ist bei einer diskretisierten Theorie prinzipiell die Brechung einer kontinuierlichen
Symmetrie wie der interessierenden U(2Nf) nicht möglich [68]. Stattdessen wird QED3 mit verschiedenen
endlichen Fermionmassen m0 untersucht, der Erwartungswert m ∼ ⟨ψ̄ψ⟩ bestimmt und dann nach m0 → 0
extrapoliert. Bleibt der Erwartungswert endlich, liegt für das betrachtete Nf chirale Symmetriebrechung
vor. Bevor dies jedoch als sicheres Ergebnis angesehen werden kann, müssen auch die Gitterkonstante a
sowie das Gittervolumen L3 variiert werden, um einen Kontinuumslimes durchführen sowie Auswirkungen
des endlichen Volumens, die e�ektiv einem Infrarot-Cuto� entsprechen, ausschlieÿen zu können.
Unglücklicherweise sind es nicht nur die Extrapolationen selbst, welche die Bestimmung von Nf,χ verkom-
plizieren. Schon die Abschätzungen der dynamisch generierten Fermionmasse mittels Dyson-Schwinger-
Gleichungen (siehe z.B. [62]) zeigen, dass bereits für kleine Nf der Wert von m nur noch von der Ordnung
10−3 ist, in relativer Nähe zu Nf,χ aber exponentiell abfällt. Es ist mit den genannten numerischen Ver-
fahren schon an sich keine leichte Aufgabe, solche kleinen Gröÿen noch zuverlässig zu berechnen, doch
kommt noch erschwerend hinzu, dass mit sinkender dynamischer Masse die Auswirkungen des endlichen
Volumens zunehmen [69]. Insofern können bisher praktisch nur untere Grenzen für Nf,χ gewonnen werden.
In diesem Sinne kann mit einiger Sicherheit davon ausgegangen werden, dass Nf = 1 zu chiraler Symme-
triebrechung führt [68], eine echte Vorhersage für Nf,χ liegt aber derzeit auÿerhalb der Möglichkeiten von
Gittersimulationen.

6 Zusammenfassung

Ziel dieser Arbeit war es, die spontane Brechung der chiralen Symmetrien in (2+1)-dimensionaler Quan-
tenelektrodynamik mit Methoden der funktionalen Renormierungsgruppe zu untersuchen. Um diese, ins-
besondere in Form der Wetterich-Gleichung, zur Anwendung bringen zu können, musste zunächst eine
mittlere e�ektiven Wirkung Γ

QED3

k konstruiert werden, welche die geforderten Symmetrien, d.h. C, P und
T sowie U(2Nf) als Kombination der chiralen Transformationen und Flavorrotationen, und schlieÿlich
eine U(1)-Eichsymmetrie, aufwies. Besonderes Augenmerk wurde dabei auf die Fierz-Vollständigkeit der
�uktuationsinduzierten quartischen Fermionwechselwirkungen gelegt, da dies für eine adäquate Renor-
mierungsgruppenuntersuchung unerlässlich war.
Den Zusammenhang zwischen der Divergenz fermionischer Kopplungen und spontaner Symmetriebre-
chung ausnutzend, wurden die Flussgleichungen der fermionischen Kopplungen aufgestellt und hinsichtlich
ihrer Fixpunktstruktur untersucht. Weiterhin konnte der RG-Fluss der Eichkopplung, unter Umgehung
der modi�zierten Ward-Takahashi-Identität, näherungsweise bestimmt und in die Fixpunktanalyse mit-
einbezogen werden.
Das Ergebnis der letzteren ist tatsächlich, dass der für die QED3 maÿgebliche gauÿsche Fixpunkt durch
Annihilation mit einem der wechselwirkenden in Abhängigkeit vom Wert der Eichkopplung zum Ver-
schwinden gebracht werden kann, woraufhin es zum Divergieren fermionischer Kopplungen kommt. Auch
lieÿ sich zeigen, dass dies nur bis zu einer gewissen kritischen Flavorzahl Nf,crit = 7...11 geschieht, welche
von der Wahl des Regulators abhängt. Aller Wahrscheinlichkeit nach resultiert dabei diese Regulatorab-
hängigkeit aus einer nicht hinreichend einbezogenen Impulsabhängigkeit der fermionischen Kopplungen,
was in künftigen Arbeiten z.B. durch Erweiterung der Trunkierung um Terme höherer Ordnung in der
Ableitungsentwicklung oder eine expliziten Behandlung in der bosonisierten Theorie behoben werden
könnte.
Problematisch ist die nähere Charakterisierung der vermuteten Symmetriebrechung für Nf < Nf,crit. Es ist
notwendig, näher zu bestimmen, welche Art von Symmetriebruch tatsächlich durch das Divergieren der
fermionischen Kopplungen angezeigt wird, sodass möglicherweise Nf,crit ≩ Nf,χ ist, wobei letzterer Wert
für die kritische Flavorzahl chiraler Symmetriebrechung steht. Ein Vergleich mit der analogen fermioni-
schen Theorie in [53] ergibt zwar zunächst ein identisches Divergenzverhalten und damit eine kritische
Flavorzahl für chirale Symmetriebrechung von Nf,χ ≈ 5.1, doch gilt dies nur, wenn e2 endlich bleibt, bzw.
hinreichend langsam divergiert. Dies ist aber zweifelhaft, da die angenommene Näherung der mWTI nur
in der Nähe von Fixpunkten Gültigkeit besitzt - bei Annhilitation derselben bricht sie zusammen, wo-
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durch der bis dahin den Fluss der Eichkopplung begrenzende Fixpunkt e2
∗ destabilisiert werden könnte.

Um diese Frage aufzuklären, wäre in weiterführenden Arbeiten also sowohl eine geeignetere Behandlung
der mWTI auch im symmetriebrechenden Regime nützlich, als auch eine dynamische Bosonisierung der
QED3 selbst.
Der Vergleich mit früheren RG-Untersuchungen derselben oder ähnlicher Theorien zeigt einerseits eben-
falls eine gewisse Unsicherheit bezüglich der Art der Symmetriebrechung, andererseits ein oft deutlich
niedrigeres Nf,crit ≈ 4. Gründe hierfür können sowohl die näherungsweise Annahme groÿer Nf in der ent-
sprechenden Literatur als auch Abweichungen im Eichsektor der Theorie sein. Besonders letztere scheinen
einen groÿen Ein�uss zu besitzen, sodass es um so wichtiger erscheint, diesen Bereich der Theorie mög-
lichst genau und konsistent zu behandeln.
Wenn auch methodisch anders als die Renormierungsgruppenverfahren, haben doch Untersuchungen mit
Dyson-Schwinger-Gleichungen bisher ebenfalls kein einheitliches Bild der chiralen Symmetriebrechung in
der QED3 erbringen können. Je nach verwendetem Ansatz bzw. Näherungsverfahren ergaben sich Werte
Nf,χ = 3...∞, doch verdichten sich in letzter Zeit die Hinweise, dass zumindest Nf,χ ≈ 3...5 gelten sollte.
Interessant ist dabei, dass bisher noch kaum die Möglichkeit gleichzeitiger Paritätsbrechung untersucht
wurde, was in [66] erstmals geschah. Da dies durchaus mit den Renormierungsgruppenergebnissen ver-
einbar ist, wäre eine DSE-Analyse mit einem Ansatz, welcher Paritätsbrechung explizit zulässt, unter
Umständen erhellend, was die bestehenden Diskrepanzen zwischen den vorhergesagten Nf,χ angeht. Es
ist zumindest nicht auszuschlieÿen, dass diese weitere Symmetriebrechung indirekt Ein�uss auf den kri-
tischen Wert für chirale Symmetriebrechung hätte.
Abschlieÿend lässt sich feststellen, dass die Untersuchungen dieser Arbeit frühere Ergebnisse qualitativ
bestätigen konnten, insbesondere was die Existenz eines endlichen Nf,χ angeht. Um quantitative Diskre-
panzen näher aufzuklären bzw. zu beseitigen wären weitere Arbeiten am Eichsektor erforderlich, sowie
wahrscheinlich eine Bosonisierung der Theorie. Komplementär dazu könnten DSE-Ansätze mit erweiterten
Eigenschaften ebenfalls verbesserte Werte liefern. Und nicht zuletzt ist zu erwarten, dass auch numerische
Analysen mit der zunehmenden Verfügbarkeit von Rechenleistung immer genauere Ergebnisse generieren
werden. Bei aller bestehenden Diskrepanz ist also das Verständnis dieser im Detail so komplexen Theorie
im Wachsen begri�en. Der Autor ho�t, dass diese Arbeit einen Teil dazu beitragen kann.
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A Konventionen und Notationen

A.1 Einheiten und Fourier-Transformation

Einheiten Übereinstimmend mit den meisten Verö�entlichungen zur modernen Teilchenphysik wurden
Lichtgeschwindigkeit und Plancksches Wirkungsquantum auf

h̵ = 1 und c = 1 (A.1)

festgelegt. Damit lassen sich alle weiteren benötigten Gröÿen in Potenzen der Energieeinheit (z.B. GeV)
messen. Da sowohl Impuls bzw. wegen E = mc2 auch Masse in GeV ausgedrückt werden, lassen sich
insbesondere Felder und Kopplungsparameter anhand ihrer Impulsdimension klassi�zieren. Zum Beispiel
hätte ein Feld X mit [X] = GeV−1 die Impulsdimension −1.

Fourier-Transfomation, Deltafunktion und funktionale Ableitung Für die Fourier-Transformation
einer Funktion f(x) gelte:

f(x) =
ˆ

d3q

(2π)3
f̃(q)eiqx ≡

ˆ
q

f̃(q)eiqx, f̃(q) =
ˆ

d3xf(x)e−iqx. (A.2)

Für die De�nition und Anwendung der Deltafunktion ergibt sich damit
ˆ

d3xeiqx = δ(3)(q),
ˆ
q

δ(3)(q − p)f̃(q) =
ˆ

d3q

(2π)3
δ(3)(q − p)f̃(q) = f̃(p). (A.3)

Entsprechend gilt für die funktionale Ableitung eines Feldes im Impulsraum

δX(p)
δX(q) = δ(3)(p − q). (A.4)

In vielen Fällen ist es nicht nötig, extra zu kennzeichnen, dass im Impulsraum gerechnet wird, weshalb,
wie auch bereits in Gleichung (A.4), auf die Tilde verzichtet werden kann.

A.2 Euklidische Theorie

Relativistische Feldtheorien werden üblicherweise zunächst im Minkowski-Raum formuliert, d.h. in d =
2 + 1 Dimensionen �ndet die Metrik

gµν = gµν =
⎛
⎜
⎝

1 0 0
0 −1 0
0 0 −1

⎞
⎟
⎠
, (A.5)

oder eine zu ihr äquivalente, Anwendung. Diese Signatur führt dazu, dass das Skalarprodukt eines kova-
rianten Vektors mit seinem kontravarianten Partner kµkµ sehr klein sein oder sogar verschwinden kann,
auch wenn die einzelnen Einträge groÿ sind. Konkret bedeutet dies, dass das Quadrat pµpµ der Vierer-
impulse eines Systems kein Maÿ mehr für dessen Energiegehalt ist. Genau ein solches wird aber für die
Betrachtungen zur Renormierungsgruppe in Kapitel 2.2 zur De�nition eine �Impulsskala� k benötigt. Aus
diesem Grund muss ein Übergang zur euklidischen Feldtheorie mit Metrik

δµν = δµν =
⎛
⎜
⎝

1 0 0
0 1 0
0 0 1

⎞
⎟
⎠

(A.6)

vollzogen werden, in welcher das Skalarprodukt kµkµ ≥ 0 positiv de�nit ist. Geschehen kann dies durch
Wick-Rotation, siehe z.B. [23], wobei euklidische Koordinaten (xE) eingeführt werden:

x0 ≡ ix0
E , x1 = x0

E , x2 = x2
E . (A.7)

Ein Nebene�ekt ist, dass die Unterscheidung zwischen ko- und kontravarianten Vektoren für Anwen-
dungszwecke bedeutungslos wird, kµ = kµ. Wenn im Text trotzdem sowohl untere als auch obere Indizes
auftauchen, so geschieht dies ausschlieÿlich aus Gründen der Lesbarkeit.
Während die Signatur der Metrik im Minkowski-Raum festlegt, welche Richtung Zeitcharakter besitzt,
ist dies im euklidischen Fall zunächst nicht so o�ensichtlich. Insbesondere für Symmetrietransformationen
wie Parität oder Zeitumkehr ist es aber trotzdem wichtig, festzulegen, welche Variable die Zeit repräsen-
tieren soll. Im vorliegenden Fall wurde dafür in Übereinstimmung mit [38] x3 ≡ x2

E ausgewählt.
Für eine ausführliche Diskussion weiterer Folgen der Wick-Rotation, insbesondere für den fermionischen
Teil betrachteter Theorien, sei auf [34] verwiesen.
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B Fierz-Transformationen

Betrachtet wird der für diese Arbeit relevante Fall einer vierdimensionalen Darstellung der Lorentzgruppe.
Die zugehörigen 4×4-γ-Matrizen und daraus abgeleitete weitere bilden eine Basis im Raum aller möglichen
4 × 4-Matrizen:

{γA}16

A=1
= {1, γ4, γ5, γ45, γµ, iγµγ4, iγµγ5, σµν} . (B.1)

Als Basis ist diese Menge von Matrizen vollständig

1

4

16

∑
A=1

γAmlγ
A
ik = δmkδil (B.2)

und ihre Elemente sind zueinander orthogonal (TrD sei eine Spur über Dirac-Indizes)

TrD [γAγB] = 4δAB . (B.3)

Eine dritte Eigenschaft der γA, die Tatsache dass [70]

γAγB = γC ⋅ const, (B.4)

also das Matrixprodukt zweier Basiselemente nicht auf eine komplizierte Linearkombination anderer Ba-
siselemente, sondern direkt auf ein weiteres Basiselement mal eine Konstante führt, lässt sich dazu ver-
wenden, einfache Beziehungen zwischen allgemeinen Termen mit vier Fermionfeldern der Form

(ψ̄aγAψb) (ψ̄cγAψd) (B.5)

herzustellen. Weitere Verallgemeinerungen sind möglich [70], werden aber für die im Rahmen dieser Arbeit
durchgeführten Rechnung nicht benötigt.
In einem ersten Schritt wird Gleichung (B.2) mit dem Term (untere Indizes beziehen sich auf die Dirac-
Struktur) ψ̄am(γAψb)kψ̄ci (γAψd)l multipliziert:

ψ̄am (γAψb)
k
ψ̄ci (γAψd)l δmkδil =

1

4

16

∑
C=1

γCmlγ
C
ikψ̄

a
m (γAψb)

k
ψ̄ci (γAψd)l

(ψ̄aγAψb) (ψ̄cγAψd) = −1

4

16

∑
C=1

(ψ̄aγCγAψd) (ψ̄cγCγAψb)

(ψ̄aγAψb) (ψ̄cγAψd) =
16

∑
B=1

CAB (ψ̄aγBψd) (ψ̄cγBψb) ,

(B.6)

wobei die Matrix CAB die Konstanten aus Gl. (B.4) enthält.
Damit ist eine Beziehung zwischen den interessierenden 4-Fermi-Termen gefunden, doch um auch nutzbar
zu sein, müssen noch die Elemente von CAB bestimmt werden. Um dies zu erreichen, wird die eben
gefundene Beziehung ohne die Spinoren ψ̄, ψ betrachtet:

γAmkγ
A
il =

16

∑
B=1

CABγ
B
mlγ

B
ik ∣ ⋅ γDlmγDki

⇒ TrD [γDγAγDγA] =
16

∑
B=1

CABTrD [γDγB]2

⇔ 1

16
TrD [γDγAγDγA] = CAD,

(B.7)

wobei auf der rechten Seite von der Orthogonalitätsrelation (B.3) Gebrauch gemacht wurde. Werden
Elemente der Dirac-Basis zu Gruppen zusammengefasst, wie es sich zum Beispiel für die drei γµ anbietet,
so muss ihr Erscheinen auf der linken Seite von (B.7) entsprechend normiert werden. Wenn NB die Gröÿe
der jeweiligen Gruppe angibt, so muss das Endergebnis für die Berechnung der Koe�zientenmatrix

CAB = 1

16NB
TrD [γAγBγAγB] (B.8)
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lauten. Für die Basis in der Darstellung (B.1) ergibt sie sich explizit zu [38]

CAB = 1

4

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

−1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 −1
−3 1 3 1 −1 −1 −3 3
−1 1 −1 −1 1 −1 1 1
−3 1 −3 1 1 1 −3 −3
−3 −1 3 1 1 −1 3 −3
−3 −1 −3 1 −1 1 3 3
−1 −1 1 −1 1 1 −1 1
−1 1 1 −1 −1 1 1 −1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

. (B.9)

C Schwellwertfunktionen

C.1 De�nition und Allgemeines

Als praktisches Werkzeug zur kompakten Darstellung von Flussgleichungen sind die Schwellwertfunktio-
nen erstmals in Kapitel 4 eingeführt worden, im Folgenden sollen sie nun de�niert und für einige spezielle,
in der Arbeit verwendete Regulatoren auch ausgewertet werden. Dabei wird auf volle Allgemeinheit ver-
zichtet, da zum Beispiel die Masselosigkeit der QED3 die Darstellung der Schwellwertfunktionen erheblich
vereinfacht. Auch genügt es, den Spezialfall d = 3-dimensionaler Integrale zu betrachten. Als Quelle für
die im Folgenden angegebenen De�nitionen sowie für allgemeinere Versionen derselben sei auf Überblicks-
artikel wie [20] verwiesen.
Gerade im Hinblick auf die diagrammatische Darstellung der Flussgleichung lassen sich die Schwellwert-
funktionen als Integrale über die loop-Struktur au�assen. Gleich mit inbegri�en sind sowohl die Regu-
larisierung als auch Abhängigkeiten von den anomalen Dimensionen der beteiligten Felder, da es sich
innerhalb der Schleifen um volle Propagatoren handeln soll. Die regularisierten, inversen Propagatoren
für Eich- bzw. Fermionfeld sind gegeben durch

PrA(q2) = q2 [1 + rA(q2/k2)] , Prψ(q2) = q2 [1 + rψ(q2/k2)]2
. (C.1)

Damit lässt sich nun auch ein expliziter Ausdruck für die modi�zierte Skalenableitung angeben,

∂̃t =
q2

ZA

∂ (ZA ⋅ rA)
∂t

∂

∂PrA
+ 2

Zψ

Prψ
1 + rψ

∂ (Zψ ⋅ rψ)
∂t

∂

∂Prψ
(C.2)

wobei auch dieser mit einer gewissen Vorsicht zu genieÿen ist. Explizit sichtbar macht er nämlich nicht,
dass die ∂̃t-Ableitung grundsätzlich vor anderen Ableitungsoperatoren innerhalb der Schwellwertfunktio-
nen, wie z.B. ∂q2 ausgeführt werden muss. Aus diesem Grund wird für die nun folgenden De�nitionen
nicht nur die kompakte Schreibweise unter Verwendung der PrA und Prψ angegeben, sondern auch eine
ausführlichere, dafür aber eindeutigere.

ln>0
ψ = −k2n−3∂̃t

ˆ
dq

q2

Pnrψ
= 2n

Λ̂

0

dqk2n−3q4 ( 1

Zψ

∂(Zψ ⋅ rψ)
∂t

) 1 + rψ
Pn+1
rψ

= 2nk2n−3

Λ̂

0

dqq4 (∂trψ − ηψrψ)
1 + rψ
Pn+1
rψ

(C.3a)

l
nA,nψ
A,ψ = −k2nA+2nψ−3∂̃t

ˆ
dq

q2

PnArA P
nψ
rψ

= k2nA+2nψ−3

ˆ
dqq2 [nA

ZA

∂(ZA ⋅ rA)
∂t

1

PrA
+ 2nψ

Zψ

∂(Zψ ⋅ rψ)
∂t

1 + rψ
Prψ

]P −nA
rA

P
−nψ
ψ

= k2nA+2nψ−3

ˆ
dqq4 [nA

∂trA − ηArA
PrA

+ 2nψ
1 + rψ
Prψ

(∂trψ − ηψrψ)]P −nA
rA

P
−nψ
ψ (C.3b)
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m
na,nψ
A,ψ = −k2nA+2nψ−5

ˆ
dqq4∂̃t

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

1 + rψ(q)
P
nψ
rψ (q)

⋅
∂
∂q2PrA(q)
PnArA (q)

⎤⎥⎥⎥⎥⎦

= k2nA+2nψ−5

ˆ
dq

q4

q2nψ+2nA−2[1 + rψ]2nψ−1[1 + rA]nA

⋅ {∂trψ − ηψrψ[1 + rψ]
1 + rA + q2∂q2rA

q2
− ∂q2[∂trA] + ηA∂q2rA

+ nA
∂trA − ηArA

1 + rA
∂q2rA + (nA − 1)∂trA − ηArA

q2
} (C.3c)

m̃1,1
A,ψ = −k

ˆ
dqq2∂̃t [

1 + rψ
Prψ

1

PrA
] = k

ˆ
dq
q2

[∂trψ − ηψrψ
1 + rψ

+ ∂trA − ηArA
1 + rA

] 1

[1 + rψ][1 + rA]
(C.3d)

C.2 Auswertung für spezielle Regulatoren

Zunächst sind die De�nitionen aller in der Arbeit verwendeten Regulatoren bzw. deren Shapefunktionen
anzugeben. Dabei ist y ≡ q2

k2 .

Callan-Symanzik-Regulator RCS:

rψ =
√

y + 1

y
− 1 rA = 1

y
(C.4)

Exponentieller Regulator Rexp:

rψ = 1√
1 − e−y

− 1 rA = 1

ey − 1
(C.5)

Optimierter Regulator Ropt:

rψ = ( 1
√
y
− 1)Θ(1 − y) rA = (1

y
− 1)Θ(1 − y) (C.6)

Sharp-Cuto�-Regulator RSC:

rψ = lim
b→∞

√
1 + 1

yb
− 1 rA = lim

b→∞

1

yb
(C.7)

Für den Sharp-Cuto� gibt es auch andere De�nitionen, so zum Beispiel als Grenzfall des optimierten [53]
anstatt des Callan-Symanzik-Regulators wie hier angesetzt. Letztlich sollten diese aber äquivalent sein.
Die im Rahmen dieser Arbeit verwendeten Funktionen l1ψ, l

1,1
A,ψ, l

2,1
A,ψ, m

2,1
A,ψ sowie m̃1,1

A,ψ sind in der
folgenden Tabelle für die vier obigen Regulatoren aufgelistet. Dabei kann jede Schwellwertfunktion aus
bis zu drei Anteilen bestehen: einem rein numerischen Beitrag (N ), einem ∼ ηψ und einem ∼ ηA.

RCS Rexp Ropt RSC

l1ψ
N π

2

√
π

2
2
3

1
∼ ηψ -0.858407 -0.306377 − 1

6
�

l1,1A,ψ

N π
4

1.03828 4
3

1
∼ ηψ -0.237463 -0.208436 − 1

6
�

∼ ηA − π
16

-0.170823 − 2
15

�

l2,1A,ψ

N 3π
16

1.02494 2 1
∼ ηψ -0.126032 -0.153062 − 1

6
�

∼ ηA − π
16

-0.243833 − 4
15

�

m2,1
A,ψ

N 2
3

0.821746 1 2
3

∼ ηψ -0.077618 -0.043037 0 �
∼ ηA − 4

15
-0.26131 − 1

4
�

m̃1,1
A,ψ

N 1 1.23262 3
2

1
∼ ηψ -0.214602 -0.19434 − 1

6
�

∼ ηA - 1
3

-0.298558 − 1
4

�

Tabelle 4: Auswertung der Schwellwertfunktionen
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Es sei bemerkt, dass der Sharp-Cuto�-Regulator nicht ganz unproblematisch ist, da bei Vertauschung des
lim
b→∞

mit Ableitungsoperationen insbesondere für m2,1
A,ψ abweichende Ergebnisse generiert werden können.

Die mit den hier angegebenen Werten durchgeführten Rechnungen sind also streng genommen auch nur
für die hier angewandte Reihenfolge gültig.
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