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1 Einfiihrung

Eines der grofsten Ziele der theoretischen Physik - neben der Gewinnung brauchbarer Vorhersagen iiber
physikalische Systeme - ist es, ein moglichst fundamentales Verstédndnis all dessen zu erlangen, was durch
ihre stindig weiterentwickelten Werkzeuge untersuchbar erscheint. Im Bewusstsein der wohl schon Jahr-
tausende alten Diskussion, was ,Verstehen” und ,Erkenntnis” eigentlich bedeuten, sei hier gemeint, dass
experimentelle Beobachtungen durch einen mdéglichst minimalen Satz von Grundannahmen, den Axiomen,
und darauf aufbauenden Ableitungen, erfolgreich beschrieben werden kénnen. Gerade die Quantentheorie
ist ein gutes Beispiel dafiir, wie sich aber auch das, was unter einer ,erfolgreichen Beschreibung* verstan-
den werden muss, im Laufe der Zeit dndert. War man zu Ende des 19. Jahrhunderts iiberzeugt, nur noch
einige kleinere Restprobleme angehen zu miissen, um letztlich alle beobachtbaren Phinomene der Physik
erkldren zu konnen, liefsen eben diese Beschéftigung mit z.B. der Schwarzkdrperstrahlung oder dem licht-
elektrischen Effekt und die daraus durch Max Planck [1] bzw. Albert Einstein [2] entwickelten Theorien
diese Uberzeugung in sich zusammenfallen - die bis dahin hochstens aus philosophischen Uberlegungen
bekannte Idee der Quantisierung wurde zu einem der Grundprinzipien moderner Physik. Nun waren die
bis dahin verwendeten Theorien deswegen keinesfalls alle falsch. Es wurden lediglich die Grenzen ihrer
Giiltigkeit, ihre Natur als effektive Theorien in beschrankten Parameterbereichen aufgezeigt. Aber auch
die Quantenmechanik selbst ist nicht die Theorie, welche auf mikroskopischer Ebene alle Phinomene kor-
rekt beschreibt. So kann mit der Quantenelektrodynamik eine Quantenfeldtheorie erklidren, warum z.B.
der Landésche g-Faktor nicht exakt dem quantenmechanischen Ergebnis g = 2 geniigt, und auch die ent-
sprechenden Abweichungen mit hoher Prézision vorhersagen [3]. Spatestens aber bei der Betrachtung von
kernphysikalischen Prozessen und den immensen Schwierigkeiten, welche sich bei Rechnungen mit den
derzeit fundamentalsten bekannten Theorien der starken und schwachen Wechselwirkungen aufbauen,
gewinnen wiederum effektiven Theorien grofe Bedeutung. Diese nun oft gezielt konstruierten Modell-
theorien erheben keinerlei Anspruch mehr darauf, fundamental giiltig zu sein, sie sind von vornherein nur
fiir bestimmte Parameterbereiche gedacht, um dort durch ihre gegeniiber den grundlegenderen Theorien
vereinfachte Handhabung Licht ins Dunkel des Unversténdnisses bestimmter Effekte zu bringen. Als ei-
ne solche Modelltheorie wird auch die Quantenelektrodynamik in zwei Raum- und einer Zeitdimension
(QED3) eingesetzt, da sie die Eigenschaft der asymptotischen Freiheit mit nichtabelschen Eichtheorien
gemeinsam hat und so gewissermafsen Theoretikers ,Labor” bildet, um diese schwierigen und doch so
zentralen Phinomene zu untersuchen [4].

Doch zuriick zum oben erwdhnten Verstindnis auf minimaler Grundlage. Zu den fundamentalen Ei-
genschaften eines physikalischen Systems zdhlen neben seinen Konstituenten, im Rahmen der Quan-
tenfeldtheorie also dem Feldinhalt, und der Dimensionalitit vor allem seine Symmetrien. Mittels des
Lagrange-Formalismus, basierend auf dem Prinzip der kleinsten Wirkung, lassen sich aus diesen weni-
gen Ingredienzen bereits enorm viele Vorhersagen extrahieren. Von besonderer Bedeutung ist dabei, dass
der tatsdchlich realisierte Zustand des Systems nicht mehr die volle Symmetrie aufweisen muss, durch
die das System in seiner Wirkung charakterisiert ist. Dies wird als spontane Symmetriebrechung (SSB)
bezeichnet und spielt eine zentrale Rolle bei der Erklirung des Auftretens einer ganzen Reihe von Phéno-
menen, angefangen von der spontanen Magnetisierung eines Ferromagneten [5] iiber das Auftreten leichter
Mesonen im Rahmen des Standardmodells der Teilchenphysik [6, 7] bis hin zur Formierung von Quasiteil-
chenkondensaten in Festkorpern. Entsprechend ist die SSB kein ausschliefslich in der Quantenfeldtheorie
vorkommender Effekt, sondern gerade auch in der statistischen Physik von grofter Wichtigkeit. Bevor wei-
ter auf die Bedeutung der SSB fiir diese Arbeit eingegangen wird, sei bemerkt, dass diese Gemeinsamkeit
iiberhaupt nur ein erstes Anzeichen der engen Verwandtschaft von statistischer Physik und Feldtheorie
ist, welche im (in Kapitel 2.1 vorgestellten) Funktionalformalismus besonders deutlich zutage tritt. So
verwundert es auch nicht, dass Werkzeuge wie die Technik der Renormierungsgruppe (Kap. 2.2), welche
urspriinglich vor allem auch im Festkorperkontext angewendet und entwickelt wurde [8], ihren Weg zuriick
in die Hochenergie-, Teilchen- und Kernphysik gefunden haben - gerade auch um die oben erwéhnten effek-
tiven Feldtheorien zu konstruieren und zu untersuchen. Doch auf der anderen Seite sind es eben auch aus
der Hochenergiephysik stammende Theorien wie die QED3, welche unerwarteterweise zur Beschreibung
von Festkorpern eingesetzt werden kénnen. Neu entdeckte Materialien wie Graphen [9], Hochtempera-
tursupraleiter [10] oder auch topologische Isolatoren [11] stellen althergebrachte Theorien elektronischen
Transports vor unlésbare Probleme. Die starke Korrelation der Ladungstréger, die ungewohnliche Band-
struktur, die effektive Zweidimensionalitit dieser Materialien - all dies fithrt zu so aufergewShnlichen
Eigenschaften wie zum Beispiel Supraleitung, dem Quanten-Hall-Effekt [12] oder Klein-Tunneln [13],
welche mikroskopisch verstanden sein wollen. Die aus wenigen Grundprinzipien konstruierte Wirkung der
QEDj; (siehe Kap. 2.3)

SqED, = / d3z [&“upw + iFWF‘“’] (1.1)



verspricht, solche fundamentalen Erklérungen zu liefern (z.B. [14, 15]) - sofern man in der Lage ist, ihr
diese Geheimnisse zu entlocken.

Tatséchlich stellte sich in den bisherigen Untersuchungen heraus, dass dies mit erheblichen Schwierig-
keiten verbunden sein kann. Zentrale Frage der Untersuchung, gerade auch im Zusammenhang mit den
die genannten Eigenschaften auslésenden Phaseniibergéingen in Festkorpern, ist, ob die QEDj3 spontane
Brechung ihrer chiralen Symmetrie aufweist und unter welchen Bedingungen dies der Fall sein kann.
Besonderes Augenmerk liegt dabei auf der Anzahl N; der verschiedenen Fermionsorten, genannt Fla-
vors. Zwar ist diese im Experiment in aller Regel eine fest vorgegebene Grdfse, doch ist es nétig in
Erfahrung zu bringen, ob und wie das Auftreten spontaner Symmetriebrechung mit dieser Zahl zu-
sammenhingt. Zahlreiche Berechnungen mit den unterschiedlichsten Methoden, vor allem mithilfe von
Dyson-Schwinger-Gleichungen, aber auch numerischen Monte-Carlo-Simulationen, haben auch die unter-
schiedlichsten Ergebnisse erbracht. So wurden kritische Werte fiir die Flavorzahl, oberhalb derer keine
chirale Symmetriebrechung mehr stattfindet, im Bereich von N¢ ¢y = 1.5 [16] bis hin zu N¢ ¢yiy = oo [17]
gefunden. Jede der genannten Methoden hat mit ihren eigenen Problemen und N&herungsfehlern zu
kimpfen. Warum also sollte, wie im Titel der Arbeit angekiindigt, die Renormierungsgruppe, ebenfalls
nicht ohne Nidherungen anwendbar, hier bessere oder auch nur vergleichbare Resultate erbringen kénnen?
Fakt ist, dass diese Technik, gerade in der verwendeten Wilsonschen Formulierung, urspriinglich extra zur
Beschreibung solcher Phaseniibergénge und der zugehorigen kritischen Phdnomene entwickelt wurde [18].
Thre Ergebnisse kénnten damit, sozusagen komplementér zu anderen Techniken, weitere Hinweise auf das
tatséchliche Verhalten der QEDs3 liefern, den Bereich der wahrscheinlichen V¢ (¢ weiter einengen. Vor
allem aber kann sie zu einem gewissen Grad direkte Einblicke in den Ubergang von der symmetrischen,
mikroskopischen Beschreibung wie (1.1) zum Symmetriebruch gewéhren - und so zur weiteren Kliarung
der dahinterstehenden Mechanismen beitragen, eine Verbindung zwischen den fundamentalen Axiomen
und der komplizierten Phinomenologie der symmetriebrechenden Phase herstellen.

Diese Arbeit ist nicht die erste, welche Renormierungsgruppentechniken auf das Problem der chiralen
Symmetriebrechung in der QED3 anwendet, dies wird im Detail in Abschnitt 5.3.1 diskutiert. Einige der
in ihr verwendeten Methoden sind aber, nach bestem Wissen des Autors, so vorher noch nicht eingesetzt
worden, woraus sich die Hoffnung auf verbesserte Resultate ableitet.

Grundlegende methodische Aspekte werden, wie bereits mehrfach angedeutet, vor allem in Kapitel 2
behandelt. Auf diesem Fundament kann in Kapitel 3 eine fiir die RG-Analyse mafigeschneiderte mittlere
effektive Wirkung fiir die QED3 konstruiert werden, worauf einige generelle Uberlegungen zur Untersu-
chung von spontaner Symmetriebrechung mithilfe der Renormierungsgruppe folgen. In Anwendung dieser
Grundlagen kann schlieflich in Kapitel 4 ein System von Flussgleichungen gewonnen werden, deren Ana-
lyse und Interpretation in Kapitel 5 einen Wert fiir N¢ ¢ liefern soll. Nach Vergleichen mit fritheren
Rechnungen folgt in Kapitel 6 eine abschliefende Zusammenfassung.

2 Grundlagen und Methodik

Ziel dieser Arbeit ist es also, QED3 mit Hilfe der funktionalen Renormierungsgruppe beziiglich spontaner
Symmetriebrechung zu untersuchen. Um dies tun zu kdnnen, soll zunichst eine ganze Reihe dazu bend-
tigter feldtheoretischer Konzepte eingefiithrt werden. Als Voraussetzung fiir die Anwendung funktionaler
Methoden wird die Quantisierung mittels Pfadintegral im Allgemeinen und von (abelschen) Eichtheori-
en im Besonderen betrachtet. Mit diesen Werkzeugen und einer kurzen Einfiihrung in die allgemeinere
Renormierungsgruppentheorie ist die Ableitung und Diskussion der Wetterich-Gleichung moglich, auf
welcher grofse Teile der im Folgenden vorgenommenen Rechnungen beruhen. Die in diesem Kapitel vorge-
stellten Techniken und Verfahren haben zun&chst noch keinen direkten Zusammenhang zum Phinomen
der spontanen Symmetriebrechung, dieser wird erst im folgenden Kapitel 3 hergestellt.

Ein grofer Teil der in diesem Kapitel vorgestellten grundlegenden Erkenntnisse und Methoden erschlos-
sen sich dem Autor mehr durch die Gesamtheit von Ausbildung und Literatur zu diesem Themen, als
durch einzelne Werke. Wo nicht explizit gekennzeichnet beruhen daher die folgenden Ausfithrungen auf
den Quellen [19, 20, 21, 22, 23, 24, 25, 26] und [27].

2.1 Pfadintegralformalismus und erzeugende Funktionale

Nach jahrzehntelanger fruchtbarer Forschung steht heutzutage eine ganze Anzahl verschiedener Ver-
fahren bereit, Quantenfeldtheorien mathematisch zu formulieren. Ziel dieser Quantisierung und darauf
basierender Untersuchungen ist es letztlich immer, Vorhersagen iiber physikalische Sachverhalte treffen
zu konnen. Es zeigt sich, dass einzelne Quantisierungstechniken zur Behandlung bestimmter Fragestel-
lungen besonders gut geeignet sind. Fiir die in dieser Arbeit angewandten funktionalen Methoden ist die



Pfadintegralformulierung der Quantenfeldtheorie grundlegend. Es soll hier jedoch nicht versucht werden,
eine rigorose oder auch nur ausfiihrliche Einfiihrung in dieses Gebiet zu geben, dafiir sei auf die o.g.
einschlédgigen Lehrbiicher und Vorlesungen verwiesen, an welche sich auch die folgenden Definitionen und
Herleitungen anlehnen.

Ein besonders augenfilliges Merkmal des Pfadintegralformalismus ist seine enge Verwandtschaft mit der
klassischen statistischen Physik. So ist das erzeugende Funktional

Z[J] E/Dgoexp [—/ A%z [E—J(x)go(gc)]] (2.1)

(hier in euklidischer Form, siche Anhang A.2) das Analogon zur Zustandssumme.

Bevor diese Verwandtschaft weiter ausgefiihrt wird, lohnt es sich, die obige Darstellung des erzeugenden
Funktionals einer niheren Betrachtung zu unterziehen. Der Kern des Pfadintegrals besteht im Wesentli-
chen aus dem Exponential der Wirkung und eines Quellterms

/ddx[E—J(a:)gp(x)]=S—/ddaz,](sc)go(x). (2.2)

Die Wirkung S bzw. Lagrange-Dichte £ der zu untersuchenden Theorie hinge vom Feld ¢ ab, welches
hier stellvertretend fiir alle in Frage kommenden Feldtypen (Skalar-, Spinor-, Vektorfelder, ...) eingefiihrt
wird. Das Integralmafs Dy schlieflich beschreibt die Summation iiber alle méglichen Feldkonfigurationen
o an allen Raumzeitpunkten x.

Felderwartungswerte, bzw. n-Punkt-Korrelationsfunktionen als Komponenten physikalischer Messgrofen
ergeben sich aus Z[J] durch funktionale Ableitung - auch dies in Analogie zur Gewinnung von observablen
Grofsen in der statistischen Physik durch entsprechendes partielles Ableiten der Zustandssumme.

1 " 1 Sle] -
015757 M = Z[O]/D“’*D(“)”'“"(“)e = fela). - plan)
(2.3)

Allerdings enthilt diese Konstruktion noch Anteile faktorisierter Erwartungswerte, wie zum Beispiel
(p(z1)){.. N ¢(xn)), in der Sprache der Feynmangraphen auch als nicht verbundene Diagramme be-
kannt. Solche Diagramme tragen nicht zu physikalisch messbaren Grofen bei, weshalb es wiinschenswert
wire, iiber ein erzeugendes Funktional ausschlieflich verbundener Korrelationsfunktionen zu verfiigen.
Ein solches ist durch das Schwingerfunktional

W([J]=InZ[J] (2.4)

G (zy,...,2,) = 7

gegeben, wie hier am Beispiel der verbundenen Zweipunktfunktion gezeigt wird:

62W[J:| B ) 1
57 (210 (w2) |~ 6 (w) {Z[J] / Dw(wz)exp[— / ddx[E—J(x)go(x)]]} .
2.5
= Z|::[O]/D(P90(l'1)(p(l‘2)e_s[ﬁ"] _ Z[B]Q /D(p(p(ml)e—S[So] '/wa(xg)e_s[“’] ( )

= (p(z1)p(z2)) = {(p(x1) {p(22)) = (p(21)P(T2))conn -

Genau wie in der statistischen Physik durch Legendre-Transformation neue thermodynamische Potentiale
konstruiert werden kénnen, welche sich fiir die Behandlung bestimmter Probleme besser eignen mogen
als die Ausgangsgrofe, kann in der funktionalen Sprache aus dem erzeugenden Funktional W[J] der
verbundenen, vollen Propagatoren eine andere niitzliche Grofe gewonnen werden: die effektive Wirkung
I'[¢] als erzeugendes Funktional der vollen Vertizes:

(o) =sup | [ d'a@)ot) - wial]. (2.6)

Durch die Abhéngigkeit des Schwingerfunktionals W[J] von der dufieren Quelle J(z) wird die effektive

Wirkung zum Funktional des Felderwartungswertes ¢ = (¢),,,, wobei
OWI[J]
= = ¢. 2.7
o <ol (27)

Nahere Untersuchungen zeigen, dass tatséchlich die vollen, I-Teilchen-irreduziblen Vertizes aus T'[¢]
gewonnen werden kénnen:
T

I [¢] = o) o(mn) (p(x1) ... p(@n))1pPr1- (2.8)



Damit, bei Vorliegen dieser Grofen, kann die durch L[] angesetzte Theorie als gel6st betrachtet werden -
mit Hilfe der LSZ-Reduktionsformel ldsst sich zeigen, dass Wechselwirkungsquerschnitte fiir beliebig viele
Teilchen aus den vollen 2-Punkt-Funktionen (dunkelgrau in Abb. 1) sowie den vollen Vertizes gewonnen
werden konnen (hellgrau in Abb. 1).

P2
. Pi
4q;
51 .
q2 . .

Abbildung 1: Diagrammatische Darstellung einer vollen i + j-Punkt-Funktion

Die Betrachtungen dieser Arbeit werden im Weiteren keine storungstheoretischen Berechnungen von
Streuquerschnitten erforderlich machen, doch bilden die vorgestellten Gréfsen die Basis fiir den wesentlich
iber bisher angedeutete Verwendungen hinausgehenden Formalismus der funktionalen Renormierungs-
gruppe. Letzterer wird im folgenden Abschnitt vorgestellt und ist von essentieller Bedeutung fiir die
vorzunehmenden Untersuchungen.

2.2 Renormierungsgruppentheorie und Wetterich-Gleichung
2.2.1 Allgemeine Uberlegungen zur Renormierungsgruppe

Bereits im vorangegangenen Abschnitt wurde der enge Zusammenhang bzw. die starke Analogie zwischen
statistischer Physik und der funktionalen Formulierung von Quantenfeldtheorien betont. Dass diese Be-
ziehungen weit mehr sind als nur blofer Zufall, tritt am Konzept der Renormierung noch deutlicher
zutage. Tatsdchlich stammen viele der in Hochenergiephysik verwendeten feldtheoretischen Methoden ur-
spriinglich aus der Festkorperphysik. Umgekehrt kann die Betrachtung von Theorien der Teilchenphysik
tiefe Einblicke in Festkorpersysteme erméglichen - eine schon vielfach Realitdt gewordene Hoffnung, auf
der letztlich auch diese Arbeit zumindest zum Teil griindet. Das Bindeglied zwischen diesen beiden auf
den ersten Blick so unterschiedlichen Forschungsgebieten ist oft die Idee der Renormierungsgruppe, ein
Konzept, welches iiber die Jahrzehnte seiner Erforschung und Anwendung hinweg so viele verschiedene
niitzliche und bewdhrte Formen angenommen hat, dass eine auch nur iiberblicksartige Darstellung des
derzeitigen Standes der Wissenschaft weit iiber Rahmen und Ziele dieser Arbeit hinausreicht und daher
nicht unternommen werden soll. Stattdessen wird im Folgenden eine spezielle Auspragung, der Wilsonsche
Zugang zur Renormierungsgruppe, in ihren Grundziigen vorgestellt und mithilfe der zuvor eingefiihrten
funktionalen Werkzeuge bis hin zur Wetterich-Gleichung entwickelt, welche die physikalischen Ideen in
eine anwendbare mathematische Form giefst.

Eine charakteristische Eigenschaft von (quanten)statistischen Systemen ist, dass ihre makroskopischen
Eigenschaften stark durch mikroskopische Fluktuationen bestimmt sein kénnen. In stérungstheoretischen
Analysen zu Fragen der Teilchenphysik bedeutet dies, dass Feynmandiagramme mit sog. ,loops”, d.h.
geschlossene Schleifen von Propagatoren, in die Rechnungen mit einbezogen werden miissen, fiir Festkor-
persysteme koénnte man z.B. an ungeordnete thermische Zitterbewegungen von Atomen im Kristallgitter
denken. Diese Fluktuationen selbst sind in der Regel nicht von physikalischem Interesse im Sinne einer tat-
séchlichen Messung - in der Hochenergiephysik sind sie, da durch Wechselwirkung mit virtuellen Teilchen
im energetischen Rahmen der Heisenbergschen Unschérferelation erzeugt, sogar prinzipiell unbeobacht-
bar. Doch damit nicht genug: die Fluktuationen der Teilchenphysik, wie sie von der mikroskopischen
Wirkung S vorgegeben werden, kénnen grundsétzlich auf beliebig kurzen Lingenskalen und damit bei
beliebig hohen Impulsen stattfinden. Solche grofen Impulse kénnen naive Storungsrechnungen vor un-
16sbar scheinende Probleme stellen. Wahrend in Festkorpersystemen durch die endliche Gitterkonstante
oder Teilchengrofse ein natiirlicher ,cutoff” gegeben ist, muss fiir Rechnungen der Hochenergiephysik ein
solcher oft erst kiinstlich eingefiihrt, die Theorie also regularisiert, und mithilfe von Anfangs- oder Rand-
bedingungen aus physikalischen Vorhersagen wieder entfernt werden, was Renormierung genannt wird.



Es ist in vielen Fillen wiinschenswert, observable Grofen ohne den Umweg {iber die oft aufwindige ma-
nuelle Behandlung der Fluktuationen gewinnen zu koénnen - deren Auswirkungen jedoch diirfen dabei
nicht einfach unterdriickt werden. Ein Werkzeug fiir diesen Zweck stellt die effektive Wirkung T" (siehe
Gl. (2.6)) dar, welche die Effekte sdmtlicher Fluktuationen in die vollen Propagatoren und Vertizes inte-
griert. Nun ist es allerdings bei Weitem keine triviale Aufgabe, die effektive Wirkung einer vorgegebenen
Theorie S zu konstruieren. Auch muss es nicht immer von Vorteil sein, gleich alle Fluktuationen auf allen
Grofenskalen ausintegriert zu haben, wie es in I' der Fall ist. Vonndten wire demnach ein Verfahren,
Fluktuationen kontrolliert auszuintegrieren und sich dabei, von der mikroskopischen Wirkung S, an der
(natiirlichen oder kiinstlich eingefiihrten) cutoff-Skala A ausgehend, schrittweise iiber eine Art mittlere
effektive Wirkung 'y, zu variabler Skala &k der vollen effektiven Wirkung I'y-g =" anzundhern:

llliI/l\ Fk = S, }Clil(l) Fk =T (29)

Dies ist im Wesentlichen der Grundgedanke des Wilsonschen Zugangs zur Renormierungsgruppe: Fluk-
tuationen werden schrittweise, sozusagen Schale fiir Schale der Impulsraumkugel vom Anfangsradius A,
ausintegriert. Dies sei hier am Beispiel des erzeugenden Funktionals Z[J] verdeutlicht |27]:

- =S[el+[ Je _ = 505801+ J(e+) _. —,—Swpl+[ Jw @
Z[J] /ADgoe /;Dw/jb\<lplgADgoe /QDgoe . (2.10)

Hierbei sei b > 1 ein Parameter, welcher die ,,Breite” der integrierten Impulsschale angibt. Das Funktional
Z[J] hat sich durch diese Manipulationen nicht verdndert und wird es als Integral auch unter einer Reska-
lierung der Felder ¢ nicht tun. Diese Freiheit wird genutzt, um das Pfadintegral in seiner urspriinglichen
Form zuriickzugewinnen, d.h.

p=bp @by (2.11)
wobei d, eine zunéchst beliebige reelle Zahl ist, die aber praktischerweise so angesetzt wird, dass sich
eine frei wihlbare Funktion der Feldvariablen, i.d.R. der kinetische Term (9,)?, unter der Gesamtheit
der Transformationen nicht &ndert. Das erzeugende Funktional wird dann

Z[J) = Zi[ ] = / Dy’ e Tle1e] Tue (2.12)
A

genannt. Es hat seinen Wert nicht verdndert, wird jedoch der Klarheit halber nun mit der Skala k in-
diziert, bis zu welcher die Impulsschalenintegration reichte. Damit ist der Renormierungsgruppenschritt
abgeschlossen. I'y, wird durch die Integration im Allgemeinen eine komplizierte, von S abweichende Form
erhalten, sowohl was die beitragenden Funktionen der Felder betrifft als auch die zugehorigen Kopplungs-
parameter. Diese Impulsschalenintegration kontinuierlich auszufiihren und die sich daraus ergebenden
Verénderung zu beschreiben ist, was die Wetterich-Gleichung [28] als ezakte Renormierungsgruppenglei-
chung leistet. Thre Ableitung ist Inhalt des nun folgenden Abschnitts.

2.2.2 Die Herleitung der Wetterich-Gleichung

Um eine fiir die Zwecke dieser Arbeit verwendbare Renormierungsgruppengleichung zu erhalten sind am
bisherigen Formalismus zwei Verdnderungen vorzunehmen. Zunéchst miissen sowohl bosonische als auch
fermionische Felder beriicksichtigt werden, deren Behandlung aufgrund der Antikommutationseigenschaft
der grassmannwertigen Fermionfelder voneinander abweicht. Dafiir werden der Vektor = aller Felder sowie
die zugehorige, mehrkomponentige Quelle Q eingefiihrt [29],

¢(q) ) J
2= v(@ | ') =(e(-0), %" (-0),%(q)), Q=|7"|, Q" =(Lan") (2.13)
T (-q) "

wobei zusdtzlich zum bereits vorher verwendeten bosonischen ¢ und der Quelle J nun die Dirac-Spinoren
) und 1) sowie entsprechend grassmannwertige Quellterme 77 und 7 auftreten. Die zweite Verinderung
besteht in der expliziten Implementierung der Skalenabhiingigkeit in Form eines Extraterms ASy[Z] in
das erzeugende bzw. Schwingerfunktional

W[Q] = In Z[Q] = m{ /A D exp [—S[E] A8 [E]+ / QTE]} (2.14)
sowie die mittlere effektive Wirkung
oo SWA[Q
el@] = sup ( / QTP - Wk[Q]) _AS,[®] wobei ® = (), - M;[T]. (2.15)



Der Zusatzterm AS} weist dabei die folgende, an einen Massenterm erinnernde Struktur auf:

asi[e) = [ om0 =5 [oCoR@o) + [ @R (216)

Rp(q) 0 0 )
. (2.17)

Rk(Q):( 0 0  -Rp(-9)
0 Re(q) 0

Besondere Eigenschaften des Regulators Ry, in seinen spezifischen Ausprégungen fiir Boson- und Fermion-
felder sorgen fiir die Erfiillung der Zielbedingungen (2.9):

lim R = 2.18a
k2/1q2 0 k(q) =0, (2.18a)
lim R - 00 2.18b
52 1 k(q) ) ( )
lim R 0. 2.18
q2/}€2 0 k(q) > ( c)

Wihrend die erste Bedingung im extremen Infrarot den Regulatorterm schlicht verschwinden ldsst und
somit (2.15) in die volle effektive Wirkung (2.6) iiberfiihrt, sorgt die zweite fiir ein Wiederentstehen
der urspriinglichen mikroskopischen Wirkung S im UV, was sich iiber eine in diesem Limes anwendbare
Sattelpunktapproximation des Pfadintegrals zeigen l&sst [20]. Die letzte Bedingung ist nicht mehr zur
Erfiillung von (2.9) nétig, sondern sorgt im Falle masseloser Theorien dafiir, dass weitere Rechnungen
nicht durch Infrarotdivergenzen friihzeitig verkompliziert werden. Dies, sowie die zusitzliche Ultravio-
lettregularisierungsfunktion der zweiten Bedingung, wird sich jedoch am Endergebnis dieser Herleitung
wesentlich besser ablesen lassen.

Ziel der Herleitung ist es, eine mathematische Beschreibung der Skalendnderung der mittleren effektiven
Wirkung zu erlangen, also eine Gleichung der Form 0,y = ..., wobei 0; = k% als Skalenableitung fun-
giert. Um diese Ableitung sinnvoll auf Gleichung (2.15) anwenden zu kénnen, muss zunéchst bestimmt
werden, wie sie auf deren Komponenten wirkt. Eine erste Erkenntnis bildet dabei das Verhalten des
Schwingerfunktionals:

_atZk[Q]__ 1 = = e—S—ASk+fQTE d aQT(y) ng[Q]
OW Q=717 ~ zk[@]/AD“(atS’“[“D R 507 (3)

:_;1 = [ =T(_ = -S-AS+[QTE d T
Zia): ). P2 [ F conozre o [ atvoqe

:_;/qatRB [{e(=0)e(a)) = (e(=a)){w(9))] —/q@tRF[(1/7((1)11)((1))—(1/7(11))<¢(q))] (2.19)

3 [arateanean - [arei@iva s [ aoane

=—0; ASy[®]
-3 [ BRG] - a8 ]+ [ alyoQ)e.
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Hierbei ist G}, der volle, verbundene Propagator zur Skala £ fiir alle Feldtypen. Letztere Figenschaft be-
dingt, dass er matrixwertig ist, was ja ebenso fiir den Regulator Ry gilt. Beziiglich dieser Matrixstruktur
im Feldraum ist die Spurbildung im letzten Schritt daher zunichst anzusehen. Hier nicht explizit darge-
stellt, aber aufgrund des skalaren Charakters von Wy ebenso vonndéten, ist die Spurbildung iiber Dirac-
sowie weitere mogliche freie (z.B. Lorentz-, Flavor-, ...) Indizes.

Vor der Zusammensetzung des Endergebnisses sind nun lediglich noch einige Hilfsrelationen zusammen-
zutragen. So ist fiir Q = Qgup
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4] 4]

(g1
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i 5Q7 () 5Q (2) SWA[Q] 50(z) | 9 5
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=(2)
_ 6Q(x)
(Do) - Rue).

(2.20)
Der Ausdruck (-1)g bezeichnet hier einen Faktor von -1, welcher sich aus der Vertauschung grassmann-
wertiger Grofsen ergibt und entsprechend nur an die Fermionischen Anteile der nachstehenden Grofse
multipliziert wird.
Der bereits oben eingefiihrte volle, zusammenhingend Propagator Gy, ldsst sich auch iiber das Schwin-
gerfunktional beziehen,

— «—

N ) o 00(y)
Grly=e) = ltSQT(y)Wk[Q]l Q) Q) 220

und daraus mithilfe von (2.20) wiederum die folgende, wichtige Relation ableiten

Q) L 5Q(x) 50(y)
Q) Do [ d Y5(y) 5Q(")

(-Dwd(z-2a') =(-1)w

:/ ddyl(wg(:v)rké(l)iy) + Ri(z,y)

welche die Bezeichnung der (regularisierten) zweiten funktionalen Ableitung der mittleren effektiven Wir-
kung als inversen vollen Propagator rechtfertigt.

Damit sind alle benétigten Ingredienzen beisammen und die Wetterich-Gleichung kann ausgehend von (2.15)
zusammengesetzt werden:

(2.22)

Gk(y - 1',)3

.19)

ors = [ a'y(@QT)e - 0m(Q) - s8] “2 [ T ok (o))

q
N - -1
oDy [, atluik(érkémk)
q

2 50T "5 (2.23)

1 0: Ry,
—STr ) P—
2 L7 [®] + Ry,

Im letzten Schritt wurde die Summation bzw. Integration in die symbolische ,Super-Spur” STr zusam-

mengefasst sowie die Kurzschreibweise F](f) aus (2.20) fiir die zweite Ableitung der mittleren effektiven
Wirkung verwendet.

2.2.3 Anwendung der Wetterich-Gleichung

Wie oben angekiindigt, lassen sich die Regularisierungseigenschaften von Ry an Gl. (2.23) besonders
gut ablesen. Fiir verschwindende Impulse ¢ kénnte der Propagator (F,(f) + Ry,)~! fiir masselose Theorien
divergieren, da I'® verschwindet. Bedingung (2.18c) verhindert dies jedoch. Wihrend also Ry, selbst fiir
die Infrarotregularisierung zusténdig ist, sorgt 0; R dafiir, dass das Ausintegrieren der Fluktuationen in
differentiellen Schritten sozusagen iiber ausgeschmierte Impulsschalen stattfindet. Veranschaulichen l&sst
sich dies am besten mit dem qualitativen Verhalten der abgeleiteten Regulatorfunktion, wie sie in Abb. 2
dargestellt ist.
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Abbildung 3: Diagrammatische Darstellung

Abbildung 2: Qualitative Darstellung der Regula- der Wetterich-Gleichung [28)]

torfunktion und ihrer Skalenableitung (nach [19])

Die Skalenableitung der mittleren effektiven Wirkung 0,I'y, héngt praktisch nur noch von Fluktuationen
mit Impulsen ¢ < k ab. Die grofite Anderung, welche 'y, durch den differentiell kleinen Schritt zu s
erfihrt, stammt von Fluktuationen das Impulses k ~ ¢ her, da 0; Ry in diesem Bereich grof ist. Gleich-
zeitig sichert das Abfallen von Ry bzw. damit auch 9; Ry, fiir groRe ¢* die UV-Regularisierung,.

Um ein schnelleres, intuitiveres Verstiandnis von expliziten Rechnungen mit der Wetterich-Gleichung zu
férdern, wird in Abb. 3 eine diagrammatische Darstellung letzterer gezeigt. Diagramme mit Doppellinien,
wie sie in den spéateren Kapiteln dieser Arbeit erscheinen werden, sind demnach nicht als die iiblichen
storungstheoretischen Feynmandiagramme zu verstehen, sondern als grafische Anwendung von Gl. (2.23).
Bemerkenswert ist an dieser Stelle, dass die innere Struktur eines solchen Diagramms grundsétzlich ein
einzelner loop ist, was sich letztlich aus der speziellen, in den Feldvariablen quadratischen Form von ASy
ergibt [19].

Wie lassen sich nun mithilfe der Wetterich-Gleichung physikalisch relevante Informationen gewinnen? Ziel
war es urspriinglich gewesen, eine effektive Wirkung bei beliebiger Skala k konstruieren zu kénnen oder,
mit anderen Worten, zu berechnen, welchen Anderungen das urspriingliche S in seiner Wandlung zur
effektiven Wirkung I' unterliegt. Die Felder selbst sind nicht explizit skalenabhingig, da sie entsprechend
der Vorschrift (2.11) reskaliert werden. Durch die Integration der hochenergetischen Moden kénnen zu-
néchst zusatzliche Kombinationen von Feldfunktionen generiert werden, und zwar prinzipiell alle, die mit
den Symmetrien der Theorie vereinbar sind. Diese unendlich vielen verschiedenen Operatoren sind i.A.
nicht handhabbar, weshalb fiir die Rechnungen dieser Arbeit als Ansatz fiir T' jeweils eine bestimmte
Auswahl getroffen werden muss. Diese ist eines der Hauptthemen von Kapitel 3 und erfordert einige
Sorgfalt, denn die Trunkierung, d.-h. das Weglassen der anderen Feldkombinationen bringt unweigerlich
einen Fehler mit sich. Es ist dabei keineswegs offensichtlich, wie dieser minimiert oder auch nur unter
Kontrolle gehalten werden kann.

Die zweite Anderung durch Skalenvariation betrifft die Kopplungsparameter. Sie wird durch die soge-
nannten Betafunktionen oder Gell-Mann-Low-Gleichungen beschrieben:

dg=p(g) = Be (2.24)

wobei g hier fiir den Vektor aller in 'y, vorkommenden Kopplungen steht. Diese Betafunktionen zu extra-
hieren und zu analysieren wird den Hauptteil dieser Arbeit ausmachen. Mit Analysemethoden beschéftigt
sich der nichstfolgende Abschnitt, zuvor wird aber noch kurz ein Extraktionsverfahren umrissen.

Bei bekannter bzw. angesetzter Struktur von I'y, entspricht die linke Seite der Wetterich-Gleichung prak-
tisch der linken Seite von Gleichung (2.24), nur dass jeder abgeleiteten Kopplung noch die zugehérigen
Feldfunktionen beigestellt sind. Entsprechend kénnen die Betafunktionen selbst gewonnen werden, indem
ein Koeffizientenvergleich mit der rechten Seite beziiglich dieser Feldfunktionen stattfindet. Ein &uferst
niitzliches Werkzeug ist hierbei die Entwicklung

(-1

n

(P F)" (2.25)

1. = 1 L
I 4 Ry =P+ Fi = 0T = 5STr [0, nPy] + SSTe (0 Y
n=1

der Wetterich-Gleichung, wobei P fiir den feldunabhingigen und Fj fiir den feldabhingigen Anteil

des regularisierten inversen Propagators steht. Die modifizierte Skalenableitung lésst sich symbolisch
schreiben als 0; = %ﬁ. Durch die Abspaltung und Potenzreihenentwicklung im feldabhingigen Anteil

Fi. lasst sich ein Koeffizientenvergleich in den Feldfunktionen oft iiber einfache Projektionsvorschriften
durchfiithren, was in Kapitel 4 auch ausgedehnte Anwendung finden wird.



2.2.4 Interpretation der Betafunktionen

So wie es fiir die verschiedensten physikalischen Fragestellungen speziell zugeschnittene Renormierungs-
gruppentechniken gibt, sind auch die Moglichkeiten, aus unterschiedlichen Typen von Betafunktionen
bzw. Flussgleichungen physikalisch relevante Daten zu gewinnen, recht vielféltig. Vorgestellt werden sol-
len hier vor allem Fixpunkte und Separatrizen als Elemente des Flusses, ihre Deutung hinsichtlich Pha-
seniibergidngen zweiter Ordnung sowie die zu den Fixpunkten gehdrigen kritischen Exponenten ©. Der
Anschaulichkeit halber und damit Ergebnissen aus Kapitel 5 etwas vorgreifend, wird dies am Beispiel von
Flussdiagramm 4 getan, welches sich aus den Betafunktionen zur QEDj3 gewinnen l&sst.

Abbildung 4: Beispiel eines Flussdiagramms (Pfeilrichtung: Fluss ins IR) mit Fixpunkten und Separatrizen

Fiir Fizpunkte g. des Flusses gilt, dass 0;g|g, = 0. Das bedeutet, dass ein System, fiir welches die Kopp-
lungsparameter einen solchen Wert annahmen, unter Renormierungsgruppentransformationen invariant
bleibt, mithin skaleninvariant ist. Charakterisiert und klassifiziert werden die Fixpunkte durch die zu

ihnen gehérigen kritischen Exponenten O, = -X. , wobei X} die Eigenwerte der Stabilititsmatriz %

g
sind. Die jeweils dazu gehorenden Eigenvektoren definieren die Richtungen des RG-Flusses im Einzugs-

bereich des Fixpunktes:

e Stabile Fixpunkte (S): Es sind alle @g* < 0, der Fixpunkt ist uneingeschrankt Infrarot-attraktiv.
Die zu diesen Eigenwerten )\g* gehorenden Eigenvektoren weisen in irrelevante Richtungen. Das
bedeutet, dass alle Systeme, deren mikroskopische Wirkung einem Punkt im Einzugsbereich dieses
Fixpunktes entspricht (hellgriin) diesem im Infraroten immer niher kommen werden.

¢ Instabile Fixpunkte (I): Es gilt, dass alle @g* > 0, wodurch der Fixpunkt IR-repulsiv und die
zugehorigen Richtung relevant werden. Er stellt somit das genaue Gegenteil zum obigen Typ dar.

¢ Generische Fixpunkte (A,B): Es gibt sowohl Richtungen mit @é* < 0 als auch solche mit @é* > 0.
Diese Fixpunkte sind fiir das Auffinden von Phaseniibergéingen besonders interessant, da sie eine
Grenze zwischen zwel Doménen der Attraktivitdt erzeugen konnen.

Diese Grenze, allgemein eine Hyperfliche niedrigerer Dimension als der Vektor g, verlduft entlang der
IR-attraktiven Richtungen generischer Fixpunkte ins Unendliche bzw. zu anderen Fixpunkten und wird
Separatriz genannt. Das zu beschreibende System zeigt beiderseits einer Separatrix ein sehr unterschiedli-
ches Infrarotverhalten, da es zu unterschiedlichen Fixpunkten lduft - in diesem Sinne stellen Separatrizen



Phasengrenzen dar, ihr Uberschreiten einen Phaseniibergang zweiter Ordnung.

Bisher nicht behandelt wurde )\é* = 0, in welchem Fall die entsprechende Richtung marginal genannt
wird. Tritt dies ein, entscheiden hohere Ableitungen, ob die Richtung marginal relevant oder marginal
irrelevant ist und somit letztlich repulsiv oder attraktiv.

Die Lage der Fixpunkte ist abhéingig vom Renormierungsschema, d.h. z.B. dem gewihlten Regulator im
Formalismus der Wetterich-Gleichung, ihre Existenz und die kritischen Exponenten jedoch nicht [27].
Demnach kénnen Fixpunktkoordinaten keinen physikalischen Observablen entsprechen, wohingegen kri-
tische Exponenten, eingeschrinkt natiirlich im Einzelnen durch ihre experimentelle Zugénglichkeit, ge-
messen werden konnen. Seitens der Theorie werden dafiir die Flussgleichungen in der Umgebung des
Fixpunktes linearisiert (hier am Beispiel eines Systems mit nur einer Kopplung),

Oy 3ﬂg

v (9-9+)=-0(g9-9x) (2.26)
g

g*

wodurch sich die Differentialgleichung dort leicht 16sen lasst:

(9—9:)"8, C = const. (2.27)

k\ s
off) e
9==\a) 7Y A

Eine experimentell zugingliche Observable O, von der bekannt ist, dass sie sich bei der Skala ko wie
kéo verhilt, zeigt dann folglich ein (2.27) entsprechendes Skalierungsverhalten, wodurch der kritische
Exponent bestimmt werden kann.
In diesem Sinne sind Renormierungsgruppentechniken, mit deren Hilfe sich Betafunktionen gewinnen
lassen, niitzliche Werkzeuge zur Auffindung und Charakterisierung von Quantenphaseniibergingen. Wie
sich dies fiir die Frage nach chiraler Symmetriebrechung einsetzen lésst, wird in Abschnitt 3.2.2 behandelt
werden.

2.3 Eichtheorie

Eine enorm wichtige Klasse von Quantenfeldtheorien, zu welcher auch die Quantenelektrodynamik ge-
hort, wird durch die sog. Fichtheorien gebildet. Da diese einige sehr spezifische Eigenschaften aufweisen,
welche fiir die spiter angewendeten Verfahren von grofer Bedeutung sind, lohnt es sich, einen Blick auf
ihre Konstruktion, Quantisierung und Handhabung zu werfen. Besonderes Gewicht wird dabei auf den
abelschen Spezialfall gelegt, da nur dieser fiir die Betrachtung der QED von Bedeutung ist.

2.3.1 Konstruktion abelscher Eichtheorien: Die QED

Es sei nun eine masselose, fermionische Feldtheorie durch die Lagrange-Dichte
_ Ne _
L =i, 0,0 = Y Pridy® = pidp (2.28)
a=1

gegeben. Weder Masselosigkeit noch die Beschrankung auf fermionische Feldtheorien ist fiir die Kon-
struktion von Eichtheorien nétig, bietet sich hier jedoch mit Blick auf die zu erzielende Struktur der
Wirkung (1.1) an. Dafiir werden von Anfang an Ny verschiedene Fermionflavors, d.h. Teilchenarten iden-
tischer Symmetrie, zugelassen und durch a indiziert.

Im néchsten Schritt werden Symmetrietransformationen der einzelnen Fermionfelder

W () > T (), () - (@) T (2.299)
(@) > O (2), G (2) > P (@) DT (2.29b)

betrachtet, wobei T° Generator einer Lie-Gruppe ist und €° ein jeweils dazu gehdrender, verallgemeinerter
Rotationsparameter. Die Wahl dieser Lie-Gruppe ist von grofter Bedeutung fiir die letztendlich durch die
Theorie beschriebene Physik. So sei erwihnt, dass die in der Beschreibung von Phinomenen der starken
Wechselwirkung so erfolgreiche Quantenchromodynamik mit Hilfe der Gruppe SU(3) erzeugt wird, was
auf drei verschiedene Farbladungen fiir die Fermionen, d.h. Quarks, fithrt. Die Indizes ¢ bezeichnen dann
die acht ebenfalls ,farbgeladenen Gluonen. Fiir die QED grundlegend und daher im Weiteren verwendet,
ist die abelsche U(1) mit ihrem Generator 1. Doch zuriick zu den Transformationen selbst: Offenbar ist
die Lagrange-Dichte (2.28) unter der globalen Transformation (2.29a) invariant, unter der lokalen (2.29b)
aufgrund des Ableitungsoperators jedoch nicht. Invarianz unter einer solchen Fichtransformation 1asst
sich jedoch durch die Einfithrung der kovarianten Ableitung

8, » D, =0, —ieA, (2.30)
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erreichen, wenn das Fichfeld wie folgt transformiert:
, , 1 . , 1
A, — e’“(I)A#e“(I) -= [3#6715(30)] (@ = A+ —-0ue(x). (2.31)
€ €

Diesen Vorschriften entsprechend lassen sich nun zusétzliche eichinvariante Terme konstruieren, welche
zur Wirkung hinzugefiigt werden konnen. Besonders nétig ist dabei in erster Linie ein kinetischer Term
fiir das Eichfeld A,,. Es lésst sich zeigen, dass der einfachste hierfiir infrage kommende die folgende Form
hat:

LAk = i (0,4, — D, A,,) (9" A” — 0¥ AM) = fF W (2.32)

Damit ergibt sich schlieflich die eichinvariante mikroskopische erkung masseloser, d-dimensionaler
Quantenelektrodynamik mit Ny Fermionflavors zu

SqEp = / dz [&aupw + iFWF‘“’]. (2.33)

Es sei bemerkt, dass die euklidische Formulierung es erlaubt, die Unterscheidung zwischen oberen und
unteren Lorentz-Indizes entfallen zu lassen - ihre Verwendung erfolgt hier und im Weiteren also aus-
schlieflich aus Griinden der Lesbarkeit.

2.3.2 Quantisierung und Eichfixierung

Die Konstruktion der Eichtheorie {iber eine Symmetrietransformation fordert allerdings bei der Quanti-
sierung ihren Preis. Kernstiick der erzeugenden Funktionale aus Abschnitt 2.1 ist das Pfadintegral (hier
fiir die QED)

/ DYDYD AeSaenl¥:4:A] (2.34)

Nun ist sowohl Sqrp als auch das Integrationsmafi insgesamt unter den oben beschriebenen Transforma-
tionen invariant, was nach Gleichung (2.31) insbesondere bedeutet, dass beziiglich der Pfadintegration
jedes A, = %(’)ﬂe(x) dquivalent zu A, = 0 ist. Damit muss das Pfadintegral iiber A divergieren, da iiber
unendlich viele Feldkonfigurationen integriert wird, fiir welche F},, F*¥ = 0 ist, sodass der Integrand nicht
mehr unterdriickt wird.

Eine Losung dieses Problems bietet ein zur Eichfixierung in der klassischen Elektrodynamik analoges Ver-
fahren nach L. Faddeev und V. Popov, welches aus den moglichen Eichfeldkonfigurationen weitestgehend
nur solche auswahlt, die nicht durch Eichtransformation ineinander iiberfiihrt werden kénnen [30]. Eine

Eichfixierungsbedingung G(A) £ 0 wird mithilfe der funktionalen Identitiit
0G(A*)
de ’

= / De(x)6 [G(A)] det[ (2.35)

ins Pfadintegral (2.34) eingefiihrt, wobei A€ das eichtransformierte Feld (2.31) bezeichnet. G(A) selbst
ist nicht eichinvariant und soll so gew&hlt werden, dass % nicht mehr von A abhéngt. Dann wird

aus (2.34)
SG(A°)

/ DYDYDAe~Saen¥:4A] - det[

~ det [5G(A

]/D (z )/Dtz/JDAe Saen[::A]5 [G(A9)]
(2.36)

] / De(x) / DYDY DA Saen V4545 (G(A)]

womit gesichert ist, dass die funktionale Deltadistribution tatséchlich von allen beziiglich Eichtransfor-
mation dquivalenten A€ jeweils eines auswéhlt.

Um am Ende bei einer Struktur dhnlich der Lorentz-Eichung anzukommen, wird nun ein spezielles G(A)
gewdhlt, welches die zuvor gestellten Bedingungen erfiillt:

GL(A) = 9,4, (2) - w(a), det[(SGLé(Ae)] dt[82] (2.37)

€ (&

Gleichung (2.36) ist fiir G1,(A) mit beliebigem w(z) erfiillt, also auch fiir entsprechend normierte (N)
Linearkombinationen bzw. Integrale iiber selbige Grofe. Es gilt demzufolge

NE/Dwexp [—/ ddmwz(gx)]det[a;]/De/DiZleDAe_SQEDW’w’A]&[8HA#—w(x)]

=N det |:a<:] (/De)/’Di)Dﬁ)DAexp [—SQED[J),@/;,A] —/ ddz%(aﬂAu)z]

(2.38)
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was zeigt, dass die in (2.36) eingefiihrte Eichfixierungsmethode effektiv der Addition eines Eichfizierungs-
terms zur Wirkung entspricht.

S = Sqep + Sox = [ dla[eilpur + R P s ;Z@Au)?] (2.39)

Die divergierenden, jedoch konstanten Vorfaktoren stellen kein Problem mehr dar, da sie, wie in Gl. (2.3)
zu erkennen, bei der Bestimmung der physikalisch interessierenden Korrelationsfunktionen per definitio-
nem herausfallen. Der Fichparameter £ ist frei wihlbar und kann zur Vereinfachung konkreter Rechnungen
verwendet werden.

2.3.3 Ward-Takahashi-Identititen und Einfluss des Regulators

Physikalische Grofen, welche an diesem Punkt mit der Wirkung (2.39) berechnet wiirden, hingen i.A.
von £ ab. Dies darf jedoch nicht sein, da die Eichfixierung keine physikalische Bedeutung tragt, sondern
lediglich ein mathematisches Hilfsmittel ist. Der Schliissel zur Auflésung dieser Problematik liegt in der
Erkenntnis, dass der Eichfixierungsterm die Eichinvarianz der Wirkung und damit letztlich der Ergebnisse
von Rechnungen bricht. Durch spezielle Bedingungen an die Losungen der Feldtheorie, genannt Ward-
Takahashi-Identitdten (WTT) ldsst sich dies ausgleichen. Um diese Identititen funktional gewinnen zu
konnen, muss das Konzept der Generatoren G von Eichtransformationen eingefiihrt werden. Von diesen
wird verlangt, dass sie die Anderung 6 eines Feldes Y unter infinitesimalen Eichtransformationen (ET)
erzeugen:

/ A GyY (2) =Y fir Y 25V +6Y. (2.40)
Eichinvariante Grofen wie physikalische Wirkungen sind demnach durch GS = 0 charakterisiert. Die infi-

nitesimalen Transformationen, d.h. solche mit ¢(z) <« 1, der hier verwendeten Feldtypen sind nach (2.29)
und (2.31) durch

Do Glrie@)]; - [L-ie(x)]v; A, > A+ é@ue(x) (2.41)

gegeben. Daraus lassen sich die Generatoren ablesen:

lw(y)w( ) (2.42a)
—zw(y)(w( )’ (2.42Db)
1, 6

Ga= 2n5a, (2.42¢)

Auch wenn es verschiedene Moglichkeiten gibt, die WTT darzustellen, bietet sich fiir die funktionale Her-
angehensweise eine Relation der effektiven zur mikroskopischen Wirkung an. Aus der effektiven Wirkung
lassen sich dann, wie bereits oben besprochen, recht direkt physikalische Grofen extrahieren, welche
eichinvariant sein miissen. Aus dieser letzten Forderung ergibt sich die WTI [19]

(G + Gy + G ~((Gy+ Gy +Ga) S) = (Gy + Gy + Ga)T ~ (G + Gy + Ga) Sar) £ 0 (2.43)

da GSqEep = 0 nach Konstruktion.

Diese Identitéit besagt also zunichst, dass eine nach (2.6) gewonnene effektive Wirkung T" eichinvariant
ist, insofern dies auch fiir die zugehorige mikroskopische Wirkung S gilt bzw. mit welchen Bedingungen
die Eichinvarianz physikalischer Ergebnisse im Nachhinein erzwungen werden kann. Nun wird die effek-
tive Wirkung im vorliegenden Fall aber durch die Wetterich-Gleichung konstruiert, auch I'y selbst ist
von Interesse. Da dessen Definition (2.15) einen zusitzlichen, i.A. nicht eichinvarianten Term ASj[®P]
einbringt, sieht auch die Bedingung zur Erzwingung der Eichinvarianz fiir 'y, anders aus [19]:

Gy, + GAS, — (G(Sar + AS)) =0, (2.44)

nun entsprechend modifizierte Ward-Takahashi-Identitdt (mWTI) genannt. Wegen der Eigenschaft (2.18a)
des Regulators verschwindet AS) im Limes & — 0, wodurch sich die modifizierte im tiefen Infrarot
wieder auf die Standard-WTI reduziert. Nun ist das gleichzeitige Losen von aus der Wetterich-Gleichung
gewonnenen Flussgleichungen und der mWTT bei weitem keine triviale Aufgabe, auch unterliegen sie einem
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Trunkierungsfehler analog dem weiter unten in Abschnitt 3.1.2 diskutierten. Aus diesen Griinden wurde
und wird nach Wegen gesucht, die direkte Verwendung der mWTI zu umgehen. Eine solche Moglichkeit,
die auch mit Erfolg auf Yang-Mills-Theorien bzw. QCD angewendet wurde (siehe z.B. [31], [32] sowie [33])
ist die Hintergrundfeldmethode. Ohne an dieser Stelle ndher darauf einzugehen, sei erwdhnt, dass diese
fiir die QED3 leider keine guten Ergebnisse liefert - eine Begriindung dafiir folgt in Abschnitt 4.3.

Fiir die konkreten Rechnungen in Kapitel 4 wird stattdessen eine Ndherung verwendet, deren Einfluss im
Vergleich mit anderen Fehlerquellen unbedeutend sein sollte.

3 Symmetrien und Symmetriebrechung: Die mittlere effektive
Wirkung der QEDs;

Um all die Werkzeuge aus dem vorangegangenen Kapitel zur Anwendung bringen zu kdnnen, ist zunéchst
vor allem eines notig: ein Ansatz fiir die mittlere effektive Wirkung I'y, welcher die Eigenschaften des zu
untersuchenden Systems widerspiegelt. Und die wichtigsten Eigenschaften von (Quanten-)Feldtheorien
sind, neben der Auswahl der verwendeten Teilchensorten, die Symmetrien der Theorie. Es wird also im
ersten Teil dieses Kapitels um die Konstruktion eines FkQEDS gehen, welches alle geforderten Symmetrien,
also neben allen anderen der mikroskopischen Sqgep, insbesondere die chirale, aufweist und gleichzeitig
eine sinnvolle Trunkierung des unbekannten, vollen I';, der Theorie darstellt.

Dem Titel dieser Arbeit zufolge soll es jedoch nicht nur um Symmetrien an sich, sondern vor allem
um ihre spontane Brechung gehen. Doch was genau ist spontane Symmetriebrechung? Kann die chirale
Symmetrie der soeben konstruierten QEDg3 diesern Phinomen unterliegen? Und welche Moglichkeiten
bieten die funktionalen Methoden aus Kapitel 2 um das herauszufinden? Die konzeptionelle Beantwortung
dieser Fragen soll Thema des zweiten Abschnitts in diesem Kapitel sein, bevor sie in weiteren Teilen der
Arbeit konkret rechnerisch weiterverfolgt werden.

3.1 Konstruktion von FSED3

Ausgangspunkt aller weiteren Betrachtungen ist die Lagrange-Dichte bzw. mikroskopische Wirkung der
2+1-dimensionalen Quantenelektrodynamik fiir Ny Fermionflavors, wie sie (allgemein) in 2.3.1 und 2.3.2
konstruiert wurde:

SoED, = / e [&%(wa Ay + iFWF“” . %(GNAMF] . (3.1)

Zunichst sei noch einmal bemerkt, dass diese Wirkung, wie auch sdmtliche anderen Rechnungen die-
ser Arbeit, mit euklidischer Signatur aufgeschrieben ist. Wahrend der Schritt von der gebraduchlicheren
Minkowski-Signatur ins Euklidische fiir rein bosonische Theorien einfach durch Wick-Rotation zu voll-
ziehen ist, miissen bei Anwesenheit von Spinorfeldern zusitzliche Bedingungen beachtet werden. Dazu
z&hlt sowohl die Forderung, Hermitezitdt fiir minkowskische durch Osterwald-Schrader-Positivitét fiir
euklidische Signatur zu ersetzen, als auch die korrekte Definition von komplexer Konjugation und Sym-
metrietransformationen. Weiterhin erbt die euklidische Theorie auch ein Analogon der Lorentzinvarianz.
Eine ausfiihrliche Behandlung dieser Themen findet sich in [34].

3.1.1 Darstellung und Symmetrien

Als nichstes stellt sich die Frage nach der Lorentz-Darstellung der Spinoren v und 1 bzw. der Dimensio-
nalitét der zugehorigen y-Matrizen. Allgemein gilt, dass fiir eine d-dimensionale Theorie mit d ungerade
die 2(~D/2_dimensionale Darstellung irreduzibel ist [35]. Fiir d = 3 wire das folglich zweidimensional und
die drei 7,-Matrizen liefien sich mit den Paulimatrizen

g1 = ((1) (1))7 g9 = (? _OZ), o3 = (é _01) (32)

identifizieren. Allerdings hat diese Darstellung den entscheidenden Nachteil, dass sich keine chirale Sym-
metrie definieren l4sst [36, 37]. Unter chiraler Symmetrie werden dabei U(1)-Transformationen verstan-
den, welche den kinetischen Term Ly, = ¢@ invariant lassen, von einem Massenterm L. = ma1) aber
zumindest teilweise gebrochen werden. Aus diesem Grund werden derartige Betrachtungen zur QEDj;
jeweils in einer vierdimensionalen und somit reduziblen Darstellung vorgenommen. Da sich die weiteren
Symmetriebetrachtungen und Teile der spéteren Rechnungen stark an [38] anlehnen werden, wird auch

13



die dortige explizite Darstellung gewé&hlt:

0 -io, 0 1 1 0 . (0 -1
Yu = io, ' V4 = 1 ol V5 = V1727374 = o -1]° Y45 = VY45 =1 1 0 (3.3)

wobei p =1,2,3. Wéhrend die v,-Matrizen eine Clifford-Algebra mit
{7u7 ’YV} = 25;w (34)

bilden, wurden die letzteren drei Matrizen 4, 75, V45 ihrer Eigenschaften

{vovat = {5} = {45} = {4,745} = {75,745} = 0, (Y, va5] =0 (3.5)

wegen explizit aufgeschrieben.
Analog zur Implementierung der chiralen Symmetrie z.B. in der QCD [23] werden fiir jeden Fermionfla-
vor a aziale (U,,(1), U, (1)) und Vektortransformationen (Uy (1), U,,, (1)) definiert,

Uy (1): g% o e g% o gelon (3.6a)
Uy (1) g% = P59 % o et (3.6b)
Up(1): 9%~ ey, e (3.6¢)
Up (1) % b 1897 g% 1 010 (3.6d)

welche gemeinsam eine U(2)-Symmetrie darstellen. Deren 22 = 4 Generatoren 7;, j = 1...4 sind demnach
1, 4, 75 und v45. Eine weitere rein fermionische Symmetrie ist die verallgemeinerte Rotation im Flavor-
Raum, welche durch U(N¢)-Transformationen beschrieben wird. Die Nf2 Generatoren dieser Gruppe sind
i = 1..N? -1 sog. verallgemeinerte Gell-Mann-Matrizen )\; der Dimension N; und die Einheitsmatrix
1n,- Auf den gesamten Spinorraum bezogen lisst sich die auf links- und rechtshindige Weyl-Spinoren
Y = (¢%,9%) wirkende U(2) mit der Flavor-Rotationsgruppe U(N;) zur Gruppe der chiralen Symme-
trietransformationen U(2N¢) mit den Generatoren

U(2Nf) DoN® Tjs 1=1.Ny, j7=1.4 (37)

zusammenfassen. Offenbar ist die Wirkung (3.1) der QEDj5 invariant unter Transformationen dieser Grup-
pe, was folglich auch von der zu konstruierenden mittleren effektiven Wirkung gefordert werden muss.
Neben dieser globalen, kontinuierlichen Symmetrie weist die Wirkung (3.1) drei diskrete auf. Sie ist in-
variant unter: Ladungskonjugation (C), Raumspiegelung (P) und Zeitumkehr (7). Die beiden letzteren
Transformationen gehen mit Anderungen des Koordinatensystems einher. Daher wird festgelegt, dass

T . . P .
x = (x1,22,23) = & =(x1,22,-x3) sowie x=(x1,22,23) > T=(-21,%2,T3). (3.8)

Das heifst, x3 wird als Zeitrichtung ausgewéhlt (siche Anhang A.2) und die Raumspiegelung wird an der
x1-Achse vorgenommen. Anders als in d = 4 darf die Raumspiegelung nicht auf beide Achsen wirken, da
sie sonst lediglich einer Drehung des Koordinatensystems um 180" entspréche [37]. In Anlehnung an [38]
und [39] werden die diskreten Transformationen definiert als

Cigp = (°Ce)", 0% = —(CI)", (A1, As, A3)(2) > —(A1, A, A3)(2) (3.92)
P > Py, 0 e 9OPL (Ay Ag, Ag)(x) = (<A, Ag, Ag) (%) (3.9D)
Tog® > Tt % e OO (A Ag, Ag)(2) = (Ar, Az, As)(8). (3.9¢)

Fiir die Zeitumkehroperation steht zu beachten, dass sie antiunitér ist, d.h. in zusammengesetzten Aus-
driicken konjugierend auf komplexe Zahlen wirkt. Bleibt noch, die unitéren Operatoren C¢, P; sowie T},
zu definieren:

Ce = % [(1+E)r2ya +i(1 - E)r25] s (3.10a)
P =%[(1%)%74”(1—()71%], (3.10b)
T, = % (L +m)y +i(1=n)res], (3.10c)

wobei die komplexen Zahlen &, ¢ und n vom Betrag 1 sein miissen, sonst aber frei wahlbar sind. Unab-
hingig von diesen Parametern ist aber die Wirkung (3.1) unter den Transformationen (3.9) invariant.
Nicht vergessen werden sollte an dieser Stelle auch die Eichsymmetrie der QED allgemein sowie deren
explizite, kontrollierte Brechung durch speziell konstruierte Eichfixierungsterme. Damit sind die Sym-
metrieforderungen an I‘SED3 komplett und die Konstruktion dieser Grofse aus erlaubten Termen kann
beginnen.

14



3.1.2 Ableitungsentwicklung, Trunkierung und Wechselwirkungsterme

Im Rahmen der Herleitung bzw. Diskussion der Wetterich-Gleichung wurde bereits kurz angesprochen,
dass fiir explizite Rechnungen trunkierte, d.h. nicht alle erlaubten Feldkombinationen enthaltende Ansétze
fiir 'y, gewéhlt werden miissen. Inwiefern ist diese Ndherung nun problematisch? Wie sich zum Beispiel
bereits aus der Entwicklung der Wetterich-Gleichung (2.25) erahnen lésst, kénnen und werden Terme
im urspriinglichen S = I'y-p auf der linken Seite, die mehr als zwei Feldfunktionen enthalten, auf der
rechten Seite beliebig hohe Potenzen dieser Felder generieren. Dies ist zum einen expliziter Ausdruck der
Auswirkungen der Impulsschalenintegration, wie sie unter Gl. (2.12) erwéihnt wurden, zum anderen zeigt
es, dass Rechnungen mit einem solchen Ansatz nicht selbstkonsistent sein kénnen. So ist im Allgemeinen
zu erwarten, dass die neu generierten Feldkombinationen ihrerseits den Fluss der urspriinglich angesetzten
beeinflussen werden. Indem sie ignoriert, d.h. nicht in den Ansatz aufgenommen werden, geht auch dieser
Einfluss verloren und eine Integration des Flusses bis k = 0 fiihrt i.A. nicht mehr auf die korrekte effektive
Wirkung I'y-g. Schlimmer noch, wihrend urspriinglich durch die Herleitung der Wetterich-Gleichung bzw.
die Eigenschaften (2.18) des Regulators garantiert ist, dass dessen Wahl auf T'y_o keinen Einfluss hat,
muss dies fiir einen trunkierten Ansatz fiir I'y, nicht mehr gelten, was in Abb. 5 schematisch dargestellt
ist.

(2)
akA

> ()

Q.

Abbildung 5: Schematische Darstellung des Flusses zweier Kopplungen a,(cl) und a,(f) mit exaktem
(schwarz) und trunkiertem (rot) I'p—o. Die gestrichelten Linien entsprechen Fliissen mit anderen Re-
gulatoren.

Es ist also von grofer Wichtigkeit, die Trunkierung so zu wéhlen, dass die enthaltenen Kopplungspara-
meter moglichst selbstkonsistent fliefsen konnen. Hilfreich dabei kénnen Optimierungsstrategien [40] sein,
wobei auch eine geeignete Wahl der Regulatorfunktion zur Stabilisierung des Flusses unter Trunkierungen
beitragen kann [41]. Eine Moglichkeit zu kontrollieren, wie gut die Forderung nach Selbstkonsistenz erfiillt
ist, wird von der zuletzt dargelegten Problematik erdffnet: eine starke Regulatorabhingigkeit weist i.A.
auf eine unzureichende Trunkierung hin. Ebenso kénnen schrittweise Terme hoherer Ordnung zum An-
satz hinzugefiigt werden um zu sehen, ob sich das Verhalten des Flusses dadurch stark &ndert. Schwache
oder sogar verschwindende Verinderungen, bei welchem der beiden Kontrollverfahren auch immer, sind
allerdings keine Garantie dafiir, dass es nicht doch noch andere Terme mit starkem Einfluss geben kann.
Eine gewisse Restunsicherheit l4sst sich also nie ganz vermeiden. Aufserdem kann es durchaus auch von
der betrachteten Observablen abhingen, wie stark die Regulatorabhéngigkeit ist, sodass die Trunkierung
unter Umstinden der jeweiligen Fragestellung angepasst werden muss.

Doch zuriick zum zweiten Kontrollverfahren, dem Hinzufiigen neuer Terme. Der Begriff von ,,Termen
hoherer Ordnung” macht natiirlich nur Sinn, wenn eine Art Hierarchie definiert ist. Eine solche ergibt
sich, wenn die Trunkierung systematisch angegangen wird. Auch hierfiir gibt es mehrere Moglichkeiten,
in dieser Arbeit wird jedoch vor allem die Ableitungsentwicklung eine Rolle spielen. Wie bereits der Name
sagt, werden hierbei schrittweise Terme mit immer héheren Ableitungen der Felder hinzugezogen. Auch
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mit inbegriffen sei die Einbeziehung von Termen immer héherer Impuls- bzw. Massendimension, was beim
Fehlen zusétzlicher Ableitungsoperatoren durch mehr Feldfunktionen erreicht wird. Im Folgenden werden
daher zunéchst bilineare Terme mit und ohne Ableitung in Fermion- und Eichfeld betrachtet, worauthin
Wechselwirkungsterme héherer Ordnung folgen.

Fermionische Bilinearterme und Photonfelder Die Strategie wird im Folgenden sein, zunéchst
anhand der chiralen und dann diskreten Symmetrien rein fermionische Terme zu konstruieren und aus
ihnen durch Forderung nach Eichsymmetrie bzw. -fixierung grundlegende Photonterme zu gewinnen.
Gesucht werden also zuerst Terme der Form

P xa?, x; beliebige 4 x 4-Dirac-Struktur, (3.11)

welche unter (3.6) invariant sind. Da diese Transformationen fiir jeden Fermionflavor unabhéngig definiert
sind, wird zunéchst klar, dass fiir die angesetzte Form (3.11) a = b sein muss.
Der Raum aller moglichen 4 x 4-Matrizen x; wird aufgespannt durch die 16 Basiselemente

16 . .
{’VA}Azl = {Il7’747 V5,5 7V45, ’Y,uv 7’7/./747 Z'Yu757 U,uu} (312)

mit Tr(y4y?) = 4645 Hierbei ist 0, = [V ], fiir (3.12) werden allerdings nur die drei indiquivalenten
0<v gezdhlt. Da x; nur eine Linearkombination dieser Matrizen sein kann, reduzieren sich die Symmetrie-
iiberpriifungen entsprechend auf diese 16 Strukturen. Unter Verwendung der Kommutatorrelationen (3.5)
ergibt sich, dass nur Terme ~ 1459 und ~ y,1 unter den vier U(1) Transformationen (3.6) und damit
dann auch unter U(2Nt) invariant sind. Insbesondere die drei anderen Generatoren der oben eingefiihr-
ten U(1)-Transformationen kénnen nicht beitragen: Terme der Form ) (myys + ms7ys)t konnen durch
eine geeignete U(2N;) Rotation stets in ¢ (m + mys745)% iiberfiihrt werden. Am Generator 1 lisst sich
nun auch ersehen, warum die oben konstruierte Symmetrie chiral genannt werden darf: Der kanonische
Massenterm map bricht sowohl U, (1) als auch U, (1) und reduziert damit die Gesamtsymmetrie,
U(2N)) ™ U4 (1) % Uy (1) % SUs ey (N) x SUs o, (N7), (3.13)
die nun zwischen links- und rechtshindigen Weyl-Spinoren unterscheidet [36]. Entsprechend miissen nun
auch die Flavor-Rotation fiir links- und rechtshéndige Spinoren als unterschiedliche Freiheitsgrade be-
trachtet werden, was durch die Indizes der SU(N¢), 1 + 45, den chiralen Projektoren, zum Ausdruck
gebracht wird.
Beziiglich der drei diskreten Symmetrien C, P und 7 sind aber auch die beiden U (2N¢)-invarianten Terme
nicht mehr zulissig: v45 antikommutiert mit P, weshalb 1)y45¢ paritéitsbrechend ist und ’z,Z_J'yMw verletzt
sowohl C als auch P. Damit ist gezeigt, dass zu niedrigster Ordnung in einer Ableitungsentwicklung keine
rein fermionischen Bilinearterme erlaubt sind. Nach Konstruktion der QED kann dies aber zumindest fiir
¥y,% in der ersten Ordnung Ableitungsentwicklung kompensiert werden:

Pilp =) (i +ed) ) (3.14)

ist invariant. Fiir 45 ldsst sich das aufgrund der Lorentz-Struktur so nicht schreiben, weshalb (3.14)
der einzige Beitrag zur ersten Ordnung Ableitungsenwicklung mit maximal zwei Fermionfeldern bleibt.
Praktischerweise ist dieser erste Baustein der mittleren effektiven Wirkung auch gleich eichinvariant und
entsprechend (3.1) sind auch der kinetische Term des Photonfeldes 1 F},, " sowie der Eichfixierungsterm

i (8#14,,)2 zugelassen.

Quartische Terme Tatsdchlich lassen sich die bisher gefundenen Terme nutzen, um ohne weitere
Symmetrieuntersuchungen beliebig hohere Terme in der Ableitungsentwicklung aufzustellen: Beitréige
der Form [¢ipy]™ und [%FWF‘“’]n mit m,n € N sind grunds#itzlich mdglich. Sie stellen einen Weg dar,
die Ableitungsentwicklung systematisch zu héheren Ordnungen fortzusetzen und so die gewéhlte Trun-
kierung auf ihre Stabilitdt hin zu iiberpriifen. Im Rahmen des Hintergrundfeldformalismus lassen sich
solche Terme recht effizient mit einbeziehen (siehe z.B. [21], [33] bzw. [42]). Wie bereits oben erwihnt
und in Abschnitt 4.3 naher ausgefiihrt, ist dies jedoch im Fall der QEDj3 keine geeignete Herangehens-
weise, sodass im Rahmen dieser Arbeit auf solche Untersuchungen verzichtet wird.

Doch auch von anderen Feldkombinationen wird ein signifikanter Beitrag zum Fluss erwartet. Mecha-
nismen wie der in Abbildung 6 dargestellte erzeugen im Verlauf des RG-Flusses effektive 4-Fermion-
Wechselwirkungen. Welche Strukturen sind fiir diese erlaubt?
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Abbildung 6: Erzeugung einer effektiven 4-Fermion-Wechselwirkung durch das Photonfeld

Das Argument, mit dem die Flavorstruktur des Ansatzes (3.11) reduziert wurde, ldsst sich in abgewan-
delter Form auch hier anbringen: wegen der separat definierten chiralen Transformationen kann anstatt
des allgemeinen (19741") (F°75%7) nur (F9y46") (Prp1) oder (F9y4%°) (6Pyp") auftreten, letzte-
res wird auch als Flavor-Singulett bezeichnet. Die moglichen 4-Fermionterme mit Singulettstruktur sind
besonders einfach zu identifizieren. Wihrend geschickte Linearkombinationen im Fall der Nicht-Singulett-
Terme die chirale Symmetrie erhalten kénnen, auch wenn die einzelnen Summanden sie brechen wiirden,
ist dies fiir Flavor-Singuletts auf 4-Fermion-Niveau nicht moglich. U(2Ny)-invariant sind von den ein-
zelnen Termen wiederum nur (Vy451)2, (¥y,0)? sowie (¥7,%)(¥ya51), doch der letzte Term wiéire nur
unter Hinzunahme zusitzlicher Felder bzw. Ableitungen ein Lorentz-Skalar und verletzte obendrein C
und P. Somit sind die einzigen erlaubten Wechselwirkungsterme dieser Klasse

5% = (1;7451&)2 und (3.15a)
2= ()" (3.15D)

Bei den nicht-Singulett-Termen wére der direkte Nachweise des Symmetrieverhaltens aufwéndiger, doch
ldsst sich hier eine Eigenschaft der Diracstrukturen ausnutzen: Fierz- Aquivalenz. Es ldsst sich zeigen, dass
Singulett- und Nicht-Singulett-Terme nicht unabhéngig voneinander sind,

16 16
(040" (8P740%) = 3 Cap (0% 90°) ($P59°) = Y. Cap (6 0, (3.16)
B=1 B=1

wobei C' eine nicht-ausgeartete Matrix ist - siche Anhang B fiir Herleitung und Details. Gleichung (3.16)
sagt aus, dass sich aus dem vollstdndigen Satz mdoglicher Flavor-Singuletts alle erlaubten Nicht-Singulett-
Terme gewinnen und linear in Beziehung setzen lassen. Explizit ergibt sich damit

vi= (ﬁaq/’bf - (1;(1741/}17)2 - (Qza%lﬁb)Z + (1/;@745¢b)2 (3.17a)
V2 = (6%9,0")" = ($mma0?)” = (§m759°) " + (9 00") (3.17b)
sowie die Umrechnungsvorschrift

2 2 o2 2 _ @2 2
Vi=-5,-5%, V, =5, -35% (3.18)
Damit sind alle moglichen 4-Fermion-Wechselwirkungsterme erfasst, fiir konkrete Rechnungen geniigt
aber die Betrachtung jeweils zweier, was angesichts der doch recht komplizierten Struktur von V? und

Vi von grofsem rechnerischen Vorteil ist.

Mittlere effektive Wirkung Unter Vernachlissigung von Termen noch héherer Ordnung in Feldern
und/oder Ableitungen lautet der volle Ansatz fiir die mittlere effektive Wirkung der QED3 im Orts- und
Impulsraum damit:

Culv, 4] = [ @ (2,00 + enido+ ZERL P+ 22(0,4,)

gk = 2 9k 7 2
+2Nf (Yyasp)” + ON; (Yyuv) } (3.19a)
:_/ Zilﬂﬁplzblwm +/ / ekz/zplfyﬂAgrmwpz
P1 P1 v/ p2
c 24 AR AR (AT (AR, ) + (AR ) (A 3.19b
2 P1 Ay, A-p, (pl p1)(p1 —p1)+f(p1 pl)(pl —pl) ( )
p1

+/p:1 /p2 /p3 |:2g]]\€[f(1/}?1’745’(/}102)(wp3745wpl+173—:02) + 297]%(151717#«¢P2)(&P37M¢P1+P3—p2) .
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Die hier eingefiihrte Skalenabhingigkeit der Kopplungen ey, g und g sowie die der Wellenfunktionsre-
normierungen Z; und Z4 wird Hauptgegenstand der Untersuchungen spéterer Abschnitte sein.
Hinsichtlich moglicher Anwendungen der Theorie, wie sie auch bereits in der Einfiithrung angedeutet
wurden, sei erwdhnt, dass die Konstruktion einer Lagrange-Dichte zur Beschreibung von Graphen, basie-
rend auf den ,naturgegebenen” Symmetrien des Systems sowie wenigen zusétzlichen, auf genau dieselben
fermionischen Wechselwirkungsterme fiihrt [43].

3.2 Spontane Symmetriebrechung und Renormierungsgruppe
3.2.1 Grundlegendes

Es steht nun eine mittlere effektive Wirkung der QED3 zur Verfiigung, welche alle gewiinschten Symme-
trien aufweist. Terme hinzuzufiigen, welche diese wieder brechen ist, wie an den obigen Uberlegungen zu
ersehen, einfach - um diese Art der Symmetrieverletzung soll es demzufolge nicht gehen. Von spontaner
Symmetriebrechung (SSB) hingegen spricht man, wenn der Grund- bzw. Vakuumzustand der betrachteten
Theorie geringere Symmetrie aufweist als die zugehorige Wirkung. Spontane Symmetriebrechung ist bei
weitem kein Phanomen, welches nur in Quantenfeldtheorien auftreten kann. So werden in der statistischen
Physik Phaseniiberginge zweiter Ordnung erfolgreich mit dem phinomenologischen Landau-Modell [5],
in Abb. 7 und 8 am Beispiel des Grundzustands eines Ferromagneten, beschrieben. In beiden Fillen
besitzt die freie Enthalpie G(M) eine Spiegelsymmetrie, doch unterhalb der kritischen Temperatur T,
gilt dies nicht mehr fiir den Grundzustand des Systems - eine spontane Magnetisierung bildet sich heraus.

A GO A GO

T>T. T <T.

N4

Abbildung 7: Symmetrische Phase: keine Magne- Abbildung 8: Gebrochene Phase: spontane Ma-
tisierung gnetisierung

» M

Um in quantenfeldtheoretischen Betrachtungen von Nutzen zu sein, muss dieses Phinomen aber zunichst
in den dort gebriuchlichen Formalismus iibersetzt werden. Dies findet sich in allen einschlégigen Lehrbii-
chern, die folgende kurze Darstellung lehnt sich vor allem an [24] an.

Jede kontinuierliche Transformation von Feldern, welche die Lagrange-Dichte der betrachteten Theorie
hochstens um eine totale Ableitung dndert,

p(z) = p(x) +edp(x) = L > L+€d, T" (3.20)

wobei (3.20) die infinitesimale Anwendung dieser Transformation zeigt, bedingt nach dem Noether-
Theorem [44] einen erhaltenen Strom

0,.5" sa#[a(gij)&p—ﬂ] -0 (3.21)
o

bzw. eine erhaltene Ladung

Qz/d2xj3(x). (3.22)

In Anpassung an die schon oben verwendete Notation ist in Gl. (3.22) gemeint, dass der zeitliche Anteil
des Noetherstroms {iber den gesamten Raum integriert wird. So ergeben sich fiir jeden Flavor a die
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Noetherladungen, welche zu den U(1)-Transformationen (3.6) gehdren, zu

U, Q2 = / Cadoyyn®, Uy Q= / i g5,
(3.23)
Uy Qo = / Cofong®, Uyt Qs = / L

wobei hier nicht iiber a zu summieren ist. Eine wichtige Eigenschaft der Noetherladung ist, dass sie die
zu ihr gehdrende Symmetrietransformation erzeugt, d.h.

[ieQ, ¢] = edep. (3.24)

Im Folgenden sei nun angenommen, dass die Lagrange-Dichte der zu betrachtenden Theorie unter einer
Transformation mit Ladung @ invariant ist. Es ldsst sich dann zeigen, dass @) verwendet werden kann,
um den Vakuumzustand |0) der Theorie auf ein Vorliegen spontaner Symmetriebrechung zu untersuchen:

(0|[iQ, ®(x)]|0) = (0]6®(2)|0) # 0 <> spontane Symmetriebrechung liegt vor. (3.25)

Hierbei ist ®(x) ein Feld oder eine Feldkombination, die nur in einem endlichen Gebiet um x von Null
verschieden ist. Der Vakuumerwartungswert spezieller Feldkombinationen gibt also die Antwort auf die
Frage nach spontaner Symmetriebrechung - fiir die chiralen Generatoren 4 und -5, welche fiir die Ziele
dieser Arbeit von besonderem Interesse sind, wire demnach der Erwartungswert

(0[[1Q, Y74 ]|0) ~ (0|[i @5, ¥y5¢]]0) ~ (O]9 0) (3.26)

zu untersuchen.

Doch was ist nun die feldtheoretische Auswirkung der Symmetriebrechung? Die Antwort auf diese Frage
gibt das Nambu-Goldstone-Theorem [6, 7, 45]: in einer Poincaré-invarianten Theorie mit spontaner Sym-
metriebrechung treten genau so viele zusétzliche masselose Teilchen, sogenannte Goldstone-Bosonen auf,
wie es Generatoren der gebrochenen Symmetrien gibt. Diese Feststellung hat enorme Konsequenzen, sorgt
sie doch z.B. fiir das Verstandnis des Auftretens leichter Mesonen in der Quantenchromodynamik [6, 7].
Noch ein weiterer Aspekt ist von Interesse: Offenbar sind diese zusétzlichen Teilchen nicht mehr notwen-
digerweise in der urspriinglichen Beschreibung der Theorie enthalten. Die einzige Moglichkeit sie dann
zu erzeugen, sind demnach Bindungszustiande der Ausgangsteilchen. Angesichts z.B. der Bedeutung der
Cooper-Paare fiir die Beschreibung der Supraleitung im Rahmen der BCS-Theorie wird deutlich, dass
spontane Symmetriebrechung ein auch jenseits der Hochenergie- und Teilchenphysik hochinteressantes
und -aktuelles Thema ist.

3.2.2 Analyse von Flussgleichungen hinsichtlich spontaner Symmetriebrechung

Das Problem ist nun allerdings, dass der volle Grundzustand wechselwirkender Theorien nicht so einfach
zu gewinnen, der Erwartungswert (3.26) also kaum direkt analytisch auszurechnen ist. Erfreulicherweise
gibt es noch andere Wege, spontane Symmetriebrechung nachzuweisen und damit die volle Aussage-
kraft des Nambu-Goldstone-Theorems zur Verfiigung zu haben. Einen solchen Weg bietet die funktionale
Renormierungsgruppe, was im folgenden néher beleuchtet werden soll. Bevor allerdings Theorien mit
Eichfreiheitsgraden untersucht werden kénnen, ist es sinnvoll, zunéchst rein fermionische Systeme zu be-
trachten. Diese haben, z.B. als Niederenergiemodelle von stark gekoppelten Eichtheorien mit asymptotisch
freiem Verhalten, durchaus ihre eigene praktische Relevanz, doch werden sie an dieser Stelle vor allem
der Anschaulichkeit halber vorangestellt, bevor die zusétzlichen Komplikationen durch den Eichsektor
behandelt werden.

Fermionische Systeme

Ohne auf Subtilitdten wie Fierz-Vollstandigkeit und dergleichen einzugehen, wird im Folgenden beispiel-
haft die Wirkung einer Theorie mit nur einer fermionischen Kopplung, das Gross-Neveu-Modell in (2+1)
Dimensionen mit einem einzigen Fermionflavor betrachtet:

_ 1- -
San = / &’z [Zwuw + 5A(¢¢)2] : (3.27)
Diese Wirkung ist invariant unter der diskreten Symmetrie [46]

P = —ys, Y e 5. (3.28)
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Das Noether- und somit auch das Goldstone-Theorem kommt damit nicht zur Anwendung. Doch kann
diese Symmetrie trotzdem explizit durch

mpp > m(=ys) (y51p) = —mapy (3:29)

gebrochen werden. Demnach sollte es also mdoglich sein, am symmetrischen Modell (3.27) die Mechanismen
spontaner Symmetriebrechung nachzuvollziehen.

Um die Existenz symmetriebrechender Phasen mit den in Abschnitt 2.2 vorgestellten Fixpunktstrukturen
in Verbindung bringen zu konnen, ist zunéchst ein Umweg erforderlich, die Bosonisierung der Theorie. Bei
diesem Verfahren handelt es sich um die Anwendung einer Hubbard-Stratonovich- Transformation [47, 48]
des Pfadintegrals. Grundgedanke ist, dass das Einfiigen von

1 :N/D¢exp[—/ d%%m;(z)?] (3.30)

das erzeugende Funktional Z[i,1)] nicht &ndert, wenn die Normierungskonstante N geeignet gewihlt
wird. Auch eine Verschiebung der Variablen

"),

i
¢%¢+ﬁmi

) (3.31)
M

und passende Fixierung der freien Parameter h und m, lisst den Wert von Z[v, 4] = Z[¢),1, ¢] unver-
adndert. Es ist also konkret

Zan[, 9] = Nz / DyDype Sx 0¥ - \77 / DYDyDpeSeNP:4:9] (3.32)
mit _
Son[6.61 = [ | ZuGid s jm3et + i bou (3.33)
GN y ¥y - P 2 @ \/§ . .

Die rein fermionische Wirkung ist zu einer dquivalenten, um ein bosonisches Feld erweiterten mit Yukawa-
Wechselwirkung geworden. Damit dndert sich aber auch die Erscheinungsform der spontanen Symmetrie-
brechung: anstatt den Erwartungswert (1)) zu untersuchen, ist nun die Frage nach dem Nichtverschwin-
den von (¢) interessant. Es ldsst sich relativ einfach zeigen (siehe z.B. [23]), dass dies wiederum Aquivalent
zu einem Vorzeichenwechsel von mi ist. Betrachtet man das effektive Potential, welches sich aus dem
bosonischen Teil der Wirkung ergibt, lisst sich der Wert von mi mit der Kriimmung dieses Potentials
im Ursprung in Verbindung bringen. Damit entscheidet das Vorzeichen von mi sozusagen, welcher der
beiden Fille aus Abb. 7 (m7 > 0) oder Abb. 8 (m} <0) zum Tragen kommt.

Nun stellt Gl. (3.27) bzw. (3.33) wieder eine mikroskopische Wirkung dar, welche als effektive Wirkung
die Physik bei sehr hohen Energien A beschreibt. Spontane Symmetriebrechung ist aber eine Eigenschaft,
welche dem Grundzustand zugeordnet wird, also dem Zustand niedrigster Energie, den das System ein-
nehmen kann. Es stellt sich also die Frage nach dem Infrarotverhalten der Theorie, was die Renormie-
rungsgruppenidee ins Spiel bringt: kann eine Symmetrie der mikroskopischen Wirkung im Verlauf des
Renormierungsgruppenflusses gebrochen werden? Kann sich also das Vorzeichen von mi beim Fluss des
Systems ins Infrarote umkehren? Und vor allem: ist es notwendig, tatsichlich zu bosonisieren, um dies
herauszufinden? Die Antwort auf die letzte Frage wird vom zweiten Teil der Gleichung (3.31) gegeben.
Wenn m? einen Vorzeichenwechsel vollzieht, so muss es auch einen Nulldurchgang aufweisen. Demzufolge
wird die fermionische Kopplung A divergieren.

Es lasst sich also bereits aus der rein fermionischen Theorie ersehen, ob spontane Symmetriebrechung
des Grundzustandes auftritt - mehr noch, anhand des Flussdiagramms kann man auch sagen, fiir wel-
che ,Startwerte, d.h. Kopplungen der mikroskopischen Theorie, dies passieren wird. Zur Erlduterung
ist in Abb. 9 schematisch der Verlauf der Betafunktion dargestellt, wie ihn die Kopplung A bzw. ihre
dimensionslose Version A (siche dazu Abschnitt 4.2.1) aufweist [46].
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Abbildung 9: Betafunktion einer einzelnen fermionischen Kopplung, Pfeile deuten in Richtung IR.

Zentrale Elemente dieses Flusses sind der IR-attraktive Fixpunkt Ag sowie der repulsive Fixpunkt A;.
Startwerte fiir A welche in den schwarz markierten Regionen des Flusses liegen, werden im Infraroten
in Richtung von Ag laufen und fiir £ — 0 dessen endlichem Wert beliebig nahekommen. Fiir Startwerte
Auv > Ar jedoch, also im rot markierten Bereich, wird der Fluss durch keinen Fixpunkt mehr begrenzt -
fiir k — 0 muss |\| also immer weiter wachsen und schlieflich bei der Skala ksp divergieren. Demnach stellt
der Fixpunkt A; eine Phasengrenze zwischen Gebieten mit (rot) und solchen ohne (schwarz) spontane
Symmetriebrechung dar und wird deshalb als kritische Kopplung bezeichnet.

Fiir hoherdimensionale Probleme, d.h. solche mit mehreren Kopplungen, iibernehmen Separatrizen die
Rollen der Phasengrenzen. So wiirde das griine Gebiet um den Fixpunkt S in Abb. 4 dem symmetrischen
Regime entsprechen, wohingegen die beiden anderen Gebiete, in gelb und violett gehalten, Symmetriebre-
chung signalisieren. Allerdings l4sst sich zumindest fiir den violetten Bereich auf dem rein fermionischen
Niveau nicht mehr zweifelsfrei sagen, welche der urspriinglichen Symmetrien gebrochen ist, da beide fer-
mionischen Kopplungen zu divergieren scheinen. Um hier Genaueres zu ermitteln, wére tatséchlich eine
Betrachtung der bosonisierten Theorie angebracht. Uberhaupt kann mit dieser noch wesentlich mehr er-
reicht werden als nur der Nachweis eines Zusammenhangs zwischen SSB und Kopplungsdivergenz. Wenn
also zum Beispiel durch Symmetriebrechung der Erwartungswert (¢1)) # 0 wird, entspricht dies einem
dynamisch generierten Massenterm - diese Bindungszustinde sorgen somit fiir das spontane Auftreten
einer endlichen Fermionmasse m.;, deren Wert in der bosonisierten Theorie bestimmt werden kann. Den
neu eingefithrten Bosonen kann auch eine eigene Dynamik verliehen werden, worauf auch sie Fluktuatio-
nen entwickeln, welche wiederum zum Fluss der fermionischen Freiheitsgrade beitragen - auf diese Weise
ldsst sich auch die Impulsabhéngigkeit der fermionischen Kopplungen auflésen, was in der fermionischen
Formulierung der Theorie schwer moglich ist, siehe z.B. [22]. Ganz allgemein macht Bosonisierung eine
Untersuchung des Regimes spontaner Symmetriebrechung erst moglich. Diese Dinge gehen jedoch weit
iiber die Ziele dieser Arbeit hinaus - es soll hier geniigen, Existenz oder Nichtexistenz spontaner Sym-
metriebrechung in der QEDj fiir verschiedene Ny nachzuweisen, wofiir die fermionische Formulierung
ausreicht. Fiir weitere Details zur Bosonisierung und vor allem auch quantitativere Behandlungen sei
daher auf [22] und weitere Referenzen darin verwiesen.

Besonderheiten der Eichtheorien
In der QED3 haben die quartischen Fermion-Wechselwirkungsterme einen etwas anderen Status als in
den zuvor beschriebenen, rein fermionischen Modellen. In der mikroskopischen Wirkung (2.33) nicht
vorhanden, werden sie ausschlieflich durch Fluktuationen erzeugt, wie auch in Abb. 6 dargestellt. Ihre
Anfangswerte sind damit auf Null festgelegt und wenn diese Startwerte im Attraktionsgebiet eines IR-
stabilen Fixpunktes liegen oder gar selbst einen darstellen, scheint die Frage nach dem Auftreten spontaner
Symmetriebrechung den obigen Uberlegungen zufolge schnell mit , Nein“ beantwortbar zu sein. Natiirlich
besteht aber in der Eichkopplung und ihrem Fluss ein gewichtiger Grund, diese Argumente noch einmal
genauer unter die Lupe zu nehmen. Allgemein ist zu erwarten, dass die Betafunktionen die folgenden
Abhingigkeiten zeigen:

org = ﬂg(gv 62)7 atez = Bez (g7 62) ~ Bez (62)' (334)
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Wihrend der Fluss der fermionischen Kopplungen aufgrund seiner Herkunft notwendigerweise stark vom
Fluss der Eichkopplung abhingt, ist es fiir letztere oft und speziell im Fall der QED3 eine gute Niherung,
die Abhéngigkeit von fermionischen Kopplungen ihrerseits zu vernachléssigen. Dies wird in Abschnitt 4.3
noch genauer untersucht werden. Jedenfalls steht zu erwarten, dass die Fixpunktstruktur des fermioni-
schen Sektors dadurch stark sowohl vom Anfangswert als auch vom Laufen der Eichkopplung abhéngt.

A ﬁ,\()\, 62)

)\5 \ )\I

2 2 |
e” < Cerit

2
crit

e’ >e
Abbildung 10: Annihilation von Fixpunkten, getrieben durch e?

So kénnte es zum Beispiel passieren, dass sich eine Betafunktion (hier wieder im einfachsten Fall mit
nur einer fermionischen Kopplung )), die fiir sehr kleine e? aussieht wie in Abb. 9, durch wachsendes
e? verschoben wird, wie in Abb. 10 dargestellt. Bei einem bestimmten Wert €2, wiirden die beiden ur-
spriinglichen Fixpunkte verschmelzen und fiir e? > egrit annihilieren. In diesem Fall wiirde auch ein Fluss
mit Anfangswert im urspriinglichen Attraktionsgebiet des stabilen Fixpunktes nicht mehr begrenzt sein,
einfach weil dieser beschréinkende Wert aufhort zu existieren. Dies wiederum ist, den obigen Uberlegungen
zufolge, ein klares Anzeichen fiir das Auftreten spontaner Symmetriebrechung.

Anders als in rein fermionischen Theorien kann spontane Symmetriebrechung nun also auch durch den
Fluss selbst induziert werden, wenn der Wert der Eichkopplung die Moglichkeit hat, e?;, zu iiberschreiten.
Im Allgemeinen wird also zu untersuchen sein, wie sich der Fixpunkt, welcher das Verhalten des fermioni-
schen Anfangsvektors ga =0 bestimmt, unter Verdnderung der Eichkopplung verhélt, insbesondere ob er
moglicherweise sein Attraktionsgebiet durch Annihilation sozusagen ,freigibt“. Von besonderem Interesse
wird dabei auch sein, ob und, wenn ja, wie dies von der Anzahl N; der Fermionflavors abhingt.

Die Besonderheiten von Renormierungsfliissen in Eichtheorien sind mit diesen Absétzen bei weitem noch
nicht erschopfend diskutiert. Doch werden sich weitere interessante Fragen, wie z.B. die nach dem An-
niherungsverhalten an den Fixpunkt, am besten im Angesicht konkreterer Ergebnisse, d.h. in Kapitel 5
stellen und beantworten lassen.

4 Flussgleichungen zur QEDs;

In den Kapiteln 2 und 3 wurden die Werkzeuge bereitgestellt, um chirale Symmetriebrechung im Fall
der QED3 untersuchen zu koénnen. In den nun folgenden Abschnitten wird die Wetterich-Gleichung auf
die konstruierte mittlere effektive Wirkung angewendet, um das zentrale Objekt der Untersuchungen im
folgenden Kapitel 5 berechnen zu konnen: einen Satz von Betafunktionen fiir die drei Vertexkopplun-
gen in I'qep,. Fermionischer und Eichsektor werden dabei nach einigen grundlegenden Betrachtungen
weitestgehend getrennt behandelt, da sich die Methodik bzw. zu {iberwindende Probleme doch stark
unterscheiden.

4.1 Propagator- und Fluktuationsmatrix

Die in Gl. (2.25) vorgestellte Zerlegung der Flussgleichung mittels Einfiihrung feldabhéngiger Fluktuations-
und feldunabhiingiger Propagatormatrizen Fj, und Pj, bzw. P! steht ganz am Anfang der expliziten
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Rechnungen. Es ist dafiir zunachst notwendig, die zweite funktionale Ableitung I‘l(f) der mittleren effek-
tiven Wirkung zu bestimmen. Genau wie auch der Regulator, ist diese Grofie matrixwertig und besitzt
konkret die folgende Form:

—

)

w5
(2) — s
r = Ty -
R renl B Py s s e My
_5
69 (p) (4.1)
5 5 5 3 5 5 )
TP T A ARG aACH L R
_ 5 5 5 5 5
e e i s e e
ey ks ey Ui oy iyt
dpa(p)” ¥ oAL(q) dya(p) ™ ¥ oyb(q) 5y (p) ¥ sypbT (=q)
Damit ergibt sich die Fluktuationsmatrix zu
— T
0 Uy (a-p) ~v (p-q)
Fi=|-0 (a-p) ~C3% 5(a-p) Ciryr(0=a) = Dgy(p—q) (42)
Ui(p-q)  Cyula-p)+Davlp-q) ~C§hr(p=-q)
wobei (représentativ)
Ua(p) = exvutby,  Wi(p) = exthpyu (4.3a)
ab ék Ta T b T 9k 7a T b T
C@TwT (p-a)= [M (wp1745) (745wp—q+p1) t (wm'yu) (’YMz/)p—q+p1) ] (4.3b)
pP1
Dap(p-q) = 6abek‘Ap—q + 5ab/ [Nf (1/)171’7451/’1) q+p1)’Y45 + 5 (¢p1'yﬂwp q+p1)'Vu:| (4.3¢)
P1

Unter Hinzunahme des Regulators (2.17) kann nun auch die Propagatormatrix gewonnen werden. Da-
fiir bietet es sich an, eine erste ndhere Spezifizierung von Ry vorzunehmen: die Aufspaltung in einen
dimensionsbehafteten und einen dimensionslosen Anteil, letzterer genannt Shapefunktion ry [19]:

2
(q)—rk( kz) P[0 =0.4=0,4,=0]. (4.4)
Damit ergibt sich die gesuchte Propagatormatrix schliefslich zu
_ L (w0
Pit=(Ri+ TP =0,9=0,4,=0]) =6@p-g)f 0 0 P
0 -Pg (q) 0
8" H(g=1)q"q" 0 0 (4.5)
6O (p-q)| T b4
= 2 0 0 —6 Zy (1+7y)
q T
0 —gob 4 0

Zw (1+'r‘,¢, )

Fiir die in den nachfolgenden Abschnitten vorgenommenen Projektionen zur Extraktion der Flussglei-
chungen ist es wichtig, die jeweils beitragenden Glieder der P;*Fj-Entwicklung (2.25) zu identifizieren.
Aus diesem Grund wird der lineare Term dieser Reihe hier noch kurz angegeben:

[Pklfk] (,q) =

0 P (q) ¥} (p - q) -Pi ()% (¢-p)
“PE@ia-p) Py (C5(p =)+ Dala=) Pi(q)C5%, (a0~ p)
Pe ()0 (p-q) P (9)C% 1 (p - q) P (q) (C% 2 (g~ 1) - DI (a-p))

(4.6)
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4.2 Anomale Dimension 7, des Fermionfeldes und der Fluss von g und g
4.2.1 Redefinition der Kopplungen und 7,

Zwei vorbereitende Arbeitsschritte sind noch nétig, um sicherzustellen, dass dem Fluss der Kopplungen
die gewiinschten Informationen bequem entnommen werden koénnen: die Reskalierung und die Renor-
mierung der Kopplungen. Reskaliert muss werden, da die in (3.19) urspriinglich definierten Kopplungen

dimensionsbehaftet sind, wie in der nebenstehenden Tabelle zusam-

Impulsdimension | Variable mengefasst wird. Diese Massendimension wird bei Skalenénderung
1 T Or natiirlich einen eigenen, trivialen Fluss erzeugen, der bestenfalls
0 Tk, Za, Zy gleichgiiltig, fiir numerische Rechnungen zum Beispiel aber wirk-
% Ay, e lich unpraktisch ist. Also werden unter Zuhilfenahme entsprechen-
1 W, b der Potenzen von k neue, dimensionslose Kopplungen definiert.

Die Renormierung der Kopplungen geschieht, indem alle durch
Fluktuation erzeugten Verdnderungen in sie absorbiert werden. In
den urspriinglichen gx, g und ey sind dabei bereits die jeweiligen Vertezrenormierungen Z; und Z,
bzw. Z. enthalten. Die Wellenfunktionsrenormierungen Z4 und Z, werden eingebracht, indem man eine
Feldredefinition

PO PRZE, g s Rz, AP s ALZE (4.7)

vornimmt und die dadurch in den Wechselwirkungstermen erzeugten Z,,, in die Kopplungsparameter
aufnimmt:

= gk grk 2 e 2
— =g, —- =g, =e”. 4.8
gk — 7z g, Gr — 7 g € ~ Y e (4.8)

Fiir die Eichkopplung ist dabei zu bedenken, dass noch (modifizierte) Ward-Takahashi-Identititen be-
achtet werden miissen, doch ist dies fiir den Fluss der fermionischen Kopplungen zunichst noch nicht von
Bedeutung und wird daher erst in Abschnitt 4.3 behandelt.

Anhand der Definitionen (4.8) lassen sich nun die Flussgleichungen aufstellen:
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wobei
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als anomale Dimension des Fermionfeldes bezeichnet wird (analoge Definition fiir das Photonfeld, siehe
unten). Die diagrammatische Darstellung in Gleichung (4.10) ergibt sich aus der vorgegebenen 1-loop-
Struktur der Wetterich-Gleichung, wie sie bereits in Abb. 3 dargestellt ist. Beim vorliegenden Trun-
kierungsniveau und den damit zur Verfiigung stehenden Wechselwirkungen ist das Diagramm in Glei-
chung (4.10) die einzige Moglichkeit, eine volle Schleife in den fermionischen Propagator einzubauen
und bestimmt damit die anomale Dimension 7, vollstindig. Hierbei ist zu beachten, dass fir Gl. (4.10)
eigentlich zwei verschiedene Diagramme in eines zusammengefasst wurden, da die Skalenableitung des
Regulators, wie sie noch in Abb. 3 durch das Kreuz dargestellt ist, sowohl auf den vollen Photon- als auch
den Fermionpropagator wirken kann. Entsprechend sind auch alle weiteren Diagramme dieses Kapitels
zu verstehen, fiir die 9; Ry, jeweils aus Griinden der Ubersichtlichkeit weggelassen wurde.

Das Diagramm zur Flussgleichung ist ein hilfreiches Werkzeug um herausfinden zu kénnen, welche Ord-
nungen der P; ! Fi-Entwicklung jeweils beitragen. Am Beispiel von 7,, gelingt das wie folgt: das Diagramm
in Gleichung (4.10) besitzt als renormierter Fermionpropagator zwei dufsere Linien. Demzufolge kénnen
nur Terme in (P,; 1}"k)n beitragen, welche genau zwei Fermionfelder, genauer gesagt 1) und 1) enthalten.
Gleichung (4.6) zufolge kommen also nur das lineare und das quadratische Glied in Frage - bei allen
hoheren Ordnungen wiirden zwangsléufig weitere Felder hinzukommen, welche hier aber nicht erwiinscht
sind. Das lineare Glied wiederum kann ausgeschlossen werden, da die in den Fermionfeldern bilinearen
Strukturen C® und D, zu dieser Ordnung lediglich einen renormierten Fermionpropagator P;Zb mit-

2
bringen - ein Photonpropagator P}" kann, wenn iiberhaupt, nur im Term (Pk‘, 1.7-'k) auftreten. Dieses
Glied der Entwicklung ist es also, welches fiir die Gewinnung der anomalen Dimension des Fermionfeldes

24



betrachtet werden muss.
Nun ldsst sich aus der Skalenableitung der mittleren effektiven Wirkung 0,I'j; leicht ablesen, wie auf die
anomale Dimension 7, projiziert werden kann:
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Die explizite Rechnung kann hier aus Platzgriinden nicht gezeigt werden, auch besteht sie ab diesem Punkt
nur noch aus strikter Abarbeitung der verschiedenen Projektionsschritte. Zusammengefasst mithilfe der
sog. Schwellwertfunktionen aus Anhang C, welche simtliche Regulatorabhingigkeiten enthalten, und
unter Verwendung der renormierten Kopplungen (4.8) lautet das Ergebnis dann

62 2,1 ~ 1,1
=5 [(2—§)mA’¢ —(2—2£)mA}w]. (4.12)

Genau wie nach Gl. (4.10) wegen des Auftretens zweier Eichvertizes zu erwarten war, ist 7, ~ e. Auch
scheint dieses Ergebnis beziiglich der zu wihlenden Eichung in voller Allgemeinheit gehalten zu sein, doch
das ist tatséchlich nicht der Fall: auch der Eichparameter £ = £, muss eigentlich renormiert werden und
konnte einen nichttrivialen Fluss besitzen. Fiir den Fall der Landau-Fichung & = 0 ergibt sich jedoch [49],
dass dieser spezielle Wert des Eichparameters einen Fixpunkt des Renormierungsflusses darstellt. Wird
also von Beginn an &5 = 0 gewdhlt, so bleibt dieser Wert auch wihrend des Flusses unverdndert. Aus
diesem Grund werden alle folgenden Rechnungen grundsétzlich in Landau-Eichung durchgefiihrt, ein
freier Parameter ¢ taucht nicht mehr auf.

Es gibt weitere allgemeine Argumente [49], [50], aus denen auch fiir Eichtheorien folgt, dass Z, = 1 und
damit 7, = 0 sein muss. Diese wurden allerdings fiir Theorien mit d = 4 entwickelt, weshalb es kein
Widerspruch ist, im hier behandelten Fall eine nichttriviale Renormierung der Fermionfelder zu erhalten.

4.2.2 Renormierung der 4-Fermion-Vertizes und der Fluss von § und g

Nachdem der Fluss der anomalen Dimension 1, nun bekannt ist, bleibt noch die eigentlich Vertexre-
normierung vorzunehmen, um die Flussgleichungen der 4-Fermion-Kopplungen aufschreiben zu kénnen.
Wieder bietet es sich an, zunéchst diagrammatisch zusammenzutragen, welche Beitrige unter Beriick-
sichtigung der 1-loop-Struktur der Wetterich-Gleichung zu erwarten sind.

e

o
o

(b) (c)

Abbildung 11: Diagrammatische Darstellung der Vertexrenormierung am Beispiel von g. Doppelt bezeich-
nete Vertizes stehen fiir zwei Diagramme mit dem jeweiligen 4-Fermion-Vertex.

Analogen Argumenten wie oben folgend ldsst sich ablesen, dass Diagramm (a) von (77,; 1]:k)2 her stammt,

(b) durch (73,;1.7:16)3 beigesteuert wird und (c) ein Erzeugnis des Terms (P,;lfk)4 ist. Auch hier wére es
wieder moglich, explizite Projektionsvorschriften analog zu (4.11) zu konstruieren, doch ist die tatséchliche
Ausfiihrung selbiger technisch ziemlich anspruchsvoll. So wire beispielsweise eine vollstdndige Berechnung
der hoheren Ordnungen der P; ' F-Entwicklung sehr aufwindig und zu grofen Teilen nutzlos. Es ist daher
bedeutend einfacher, fiir jedes der Diagramme schon auf dem Niveau von (’P,; 1fk) selbst auszusortieren,
welche Eintrige dieser Matrix iiberhaupt zu den gewiinschten Strukturen beitragen kénnen, nur mit diesen
weiterzurechnen und schlieflich Koeffizientenvergleiche beziiglich (y451)? und (&vuw)z anzustellen, um
zu 0rg bzw. 0;g gehorende Beitrige zu identifizieren. Hierbei ist es von Vorteil, im letzten Schritt alle
Felder als konstant anzusetzen, ¢ # 1(z), wobei in Fj, von vornherein mit A4, = 0 gearbeitet werden kann,
da das Photonfeld hier in &uferen Linien nicht auftritt.

(a): Fermionische Fluktuationen Die zu diesem Diagramm gehorenden Rechnungen sind bereits
in [38] diskutiert worden. Dort wird eine rein fermionische Theorie betrachtet, was fiir dieses Diagramm
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auch in der QEDj effektiv der Fall ist. Folglich reicht es aus, die fermionische Submatrix von (4.6) zu

verwenden,
2

0 0 0
(pglfk)ig2 -lo -Py,(C,;+D) PyCyyr : (4.13)
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Quadrieren und Spurbildung liefert schliefslich
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{[(1 2N + 349 + 29°] (Pryastp)” + [gg y 2t 192] (@%ﬂ/})}.

Nir? 3

Hier, wie auch bei den weiteren Diagrammen, kommt wieder eine Schwellwertfunktion l}p zum Einsatz,

deren Definition in Anhang C gegeben ist. Der Faktor Q—Nf auf der linken Seite der Gleichung ist der

Ausgleich fiir T'y, ~ [ d3x (1/) )%, wobei das Raumlntegral fiir konstante 1,1 zum Raumzeitvolumen

Q wird: [ d®z = Q.

Es sei bemerkt, dass sich die Ergebnisse in [38] von den hiesigen um einen Faktor 2 unterscheiden. Auf
die Schlussfolgerungen in [38] hat das keinen Einfluss, da dieser Faktor in der rein fermionischen Theorie
gekiirzt werden kann. Bei Hinzunahme des Eichfeldes jedoch ist dies nicht mehr moglich, weshalb in
jedem Fall auf die korrekten Vorfaktoren der einzelnen Diagramme zu achten ist.

(b): Dreiecksdiagramme Das Auswerten des Dreiecksdiagramms ist der wohl aufwéndigste Teil der
Vertexrenormierung. Sowohl bosonischer als auch fermionischer Sektor der Matrix (4.6) werden benétigt.
Schematisch:

, 0 PuU —PauT\* (0 0 0
(P];lfk:)_)ng — _‘Eleg 0 0 10 —Pw(fw,lz} + D) . chdjdjT . . (415)
P,V 0 0 0 P, Cyry -P, (C&TwT -D")

Einschlieflich der zusédtzlichen Vorfaktoren ergeben sich dann folgende Beitrige:

2Ng\ 1 W

(?)EST [ (Pe' 7). g]— iw {[296 +4g¢] (Prasv))” +*[4ge - 2ge ](15%1/))2} (4.16)

(c): Box-Diagramme Im Riickblick auf Abbildung 6 und die dazugehorigen Diskussionen um die In-
klusion quartischer Fermionterme kann das Diagramm (c) als Beispiel dafiir dienen, warum Trunkierungen
sorgfiltig gewidhlt sein wollen. Hitte man im Ansatz fiir I'y, auf die quartischen Fermionterme verzichtet,
so wiirden sie durch Diagramm (c) wéahrend des Flusses trotzdem generiert werden - ein Trunkierungs-
fehler ldge vor. Natiirlich bedeutet seine Eliminierung nicht, dass das Flussgleichungssystem fiir g und g
nun exakt wire, doch trigt der Term (c) noch eine weitere, zentrale Bedeutung. Dadurch, dass er aus-
schlieflich von der Eichkopplung bestimmt wird, spielt er eine wichtige Rolle im in Abb. 10 dargestellten
Prozess der Fixpunktannihilation. Sein Vorzeichen kann also von auferordentlicher Bedeutung sein, wenn
es um die Beantwortung der Frage nach Existenz von spontaner Symmetriebrechung im System geht.
Zur Berechnung wird nun nur noch der Eichsektor von (4.6) benotigt:

\ 0 P.b —pyuT\*
(Pe'Fe) .= -Pp¥ 0 0 : (4.17)
PIwT 0 0

Dieser dritte und letzte Beitrag zur Vertexrenormierung wird damit zu

121 .
(%Nf) 1 [( D (fpklfk)_@; = %2]\&64 (¢'Y451/))2- (4.18)

4.3 Anomale Dimension 7, des Photonfeldes und der Fluss von ¢?

4.3.1 Ward-Takahashi-Identitidt und Struktur des Flusses

Wie bereits mehrfach erwéhnt, ist fiir die Vertexrenormierung der Eichkopplung zusétzlich eine, eventu-
ell durch die Existenz des Regulators modifizierte, Ward-Takahashi-Identitdt zu beachten. Dafiir ist es
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zunéchst praktisch, wie auch in storungstheoretischen Rechnungen {iblich, eine eigene Grofe Z, fiir die
Vertexrenormierung einzufiihren:

2 2 r72

e ex 7
=27, — e?=_—k _ _Ae 4.19
Ch = ZeCh © T 7222k 2Zak (4.19)

Storungstheoretische Bestimmungen der WTI, wie sie in praktisch jedem Lehrbuch zur Quantenfeld-
theorie gefunden werden kénnen (siehe z.B. [23]) liefern Z. = Z,,. Auch wenn dort iiblicherweise QED,4
behandelt wird, gilt dieses Ergebnis ebenso fiir die QED3, wie sich durch Einsetzen von Sqep, bzw. der
entsprechenden Néherung fiir I'qep, in Gl. (2.43) schnell zeigen ldsst. Die Einbeziehung des Regulators
hingegen und Auswertung der mWTI (2.44) mithilfe der P, 'F-Entwicklung ist nicht so einfach und
wurde in [50] durchgefiihrt, wobei sich folgender Zusammenhang ergab:

Ze = Zil’ (1 - FZCigi) wobei gi € {g,g}. (420)

F und C; sind dabei Regulator- bzw. Ni-abhingige Konstanten. Einsetzen dieser Gleichung in (4.19) und
Ausfiihren der Skalenableitung liefert die gesuchte Struktur der Flussgleichung

> CiOgi o
e .

Ohe? = (na - 1)e® -2 —=L 1Tt
e = (na=1)e 1-FY,Cig;

(4.21)
Der Fluss der Eichkopplung hingt damit also nichttrivial von dem der 4-Fermion-Kopplungen ab: deren
Betafunktionen miissen in (4.21) eingesetzt werden.

Es bleibt allerdings zu bezweifeln, ob dieser Aufwand, wozu auch noch die genaue Bestimmung der Kon-
stanten F' und C; gehoren wiirde sowie eine nicht unerheblich verkomplizierte Auswertung, angesichts
der gestellten Fragen letztlich gerechtfertigt ist. Tatséichlich werden fiir die Untersuchung der Symme-
triebrechung nur die Fixpunkte der 4-Fermion-Kopplungen sowie deren Verschwinden untersucht. Nach
einem moglichen Verschmelzen der Fixpunkte ist, wie oben erklért, die rein fermionische Theorie ohnehin
nicht mehr aussagekraftig. Fiir diese Fixpunkte gilt jedoch per definitionem 0,g;|g, = 0, was den Fluss
der Eichkopplung deutlich vereinfacht und auf die stérungstheoretische Struktur

Qie’lg, = (114 - 1)€’ (4.22)

zuriickfithrt. Dieser Ansatz fiir die Struktur des Eichflusses sollte also fiir die Ziele dieser Arbeit in guter
Naherung ausreichen. Allerdings wird es dadurch nétig werden, in den konkreten Rechnungen Justierun-
gen vorzunehmen, die bei vollstindiger Berticksichtigung der mWTT quasi ,,automatisch® erledigt wiirden.
Weitere Diskussionen zu diesem Aspekt werden im néchsten Abschnitt folgen, wo der entsprechende Fall
auch eintritt.

4.3.2 Vakuumpolarisation in der QEDj3: 74

Zunichst wieder diagrammatisch betrachtet kann die Selbstenergie des Photonfeldes durch den aus der
Storungstheorie auch als Polarisationstensor bekannten Ausdruck dargestellt werden:

(4.23)

Dieser Term bedarf einer eingehenden Untersuchung, bevor er aus der Wetterich-Gleichung gewonnen und
mit 774 in Verbindung gebracht werden kann. Zunéchst einmal impliziert die WTI, dass q#Hﬁ”(q) =0,
woraus sich folgern lésst, dass [23]

127 (q) = (¢*6" - ¢"¢”) 1 (q) = * P2 (q)111(q) (4.24)

wobei Pr”(q) als transversaler Projektor bezeichnet wird. Damit ldsst sich Z4 wie folgt identifizieren:

— «—

o b
5A,(-p) "4, (q)

=Za [p25“” - (1 - %)p“p”] 5® (p—q) = [1+Tk(p)]p° [P%”’(p) + %Pﬁ“’(p)] 5% (p-q).
=Za(p)
’ (4.25)
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Das so definierte Z4(p) ist also zuniichst einmal impulsabhiingig - eine Eigenschaft, die sich den Uber-
legungen in Abschnitt 3.2.2 zufolge nur in der bosonisierten Theorie adiquat, d.h. mit einigermafsen
beherrschbarem Aufwand, behandeln ldsst. Die volle Impulsabhéngigkeit in die Flussgleichungen mitzu-
nehmen ist hier also nicht sinnvoll moglich, es stellt sich die Frage nach einer geeigneten Nidherung.
Eine solche stellt z.B. die oben bereits mehrfach erwihnte Hintergrundfeldmethode dar. Thre Effizienz im
Einbau hoherer Potenzen des kinetischen Terms iF w M wird ihr allerdings im Fall der QED3 zum Ver-
héngnis, da sie wesentlich weniger gut geeignet ist, weitere Terme mit zuséitzlichen Ableitungsoperatoren
in die Analyse zu integrieren, welche die Impulsabhéingigkeit von Z4(p) besser abbilden helfen wiirden.
Eine Analyse zur Ordnung 1-loop zeigt aber bereits (siehe z.B. [36]), dass

II(p) ~ % (4.26)

ist. Die Anwendung der Hintergrundfeldmethode zeigt nun, dass die mit ihr in dieser Trunkierung erreich-
bare Implementierung der Impulsabhéngigkeit nicht in der Lage ist, dieses Verhalten zu reproduzieren,
weshalb sie sich fiir diese spezielle Theorie nicht eignet. Schuld daran ist somit insbesondere die Dimen-
sionalitét, welche fiir die spezifische Form von (4.26) sorgt.

Um eine besser Naherung zu finden, muss zunéchst geklart werden, auf welche Art und Weise die Impul-
sabhingigkeit iiberhaupt Einfluss auf die Flussgleichungen gewinnen kann. Der Propagator des Photon-
feldes, wie er aus Gl. (4.25) konstruiert werden kann, erscheint im Laufe des Flusses als innere Linie in
mehreren der fermionischen Diagramme in Abb. 11 sowie in der anomalen Dimension 7. Der Verlauf des
Flusses selbst entspricht, wie in den Grundlagen erldutert, einem Ausintegrieren der durch die inneren
Linien gegebenen Fluktuationen in kleinen Impulsschritten dk. Folglich ist in jedem Schritt des Flusses
von k nach k + 6k vor allem der Impulsbereich unmittelbar um % derjenige, welcher die grofsten Beitrage
liefert. Es sollte demnach eine gute Naherung sein, Z 4 (p) = Z4 (k) zu identifizieren, die allgemeine Impul-
sabhéngigkeit also auf den fiir die Impulsschalenintegration jeweils entscheidenden Bereich zu reduzieren.
Streng genommen ist nach Konstruktion der II;(¢) mit dieser Definition des Z,4 allerdings nur der trans-
versale Anteil des Photonpropagators korrekt renormiert. Da der Anteil proportional zum longitudinalen
Projektor P['(q) gerade vom Eichfixierungsterm her stammt, ist dies ein expliziter Ruf nach separater
Renormierung des Eichparameters £. Wie jedoch bereits unter 4.2.1 erlautert, 16st sich diese Aufgabe fiir
den Spezialfall der Landau-Eichung £ = 0 von selbst.

Gegen Ende des letzten Abschnittes wurde angedeutet, dass die Nichtverwendung der vollen mWTI
gewisse Probleme mit sich bringen kann. Storungstheoretische Berechnungen des Polarisationstensors
wie z.B. in [51] zeigen, dass das entsprechende Diagramm linear divergiert, wenn eine einfache Cutoff-
Regularisierung angewandt wird. Ein solcher Divergenzterm ist nicht eichinvariant, ebensowenig wie eine
entsprechende kiinstliche Photonmasse, welche sich durch Pauli-Villars-Regularisierung ergébe [51]. Nun
lasst sich die Regulatorimplementierung der Wetterich-Gleichung nur schwierig direkt mit einem der ge-
nannten Verfahren vergleichen, insbesondere wenn Ry, zunéchst noch allgemein gehalten werden soll. Fakt
ist jedoch, dass der Regulatorterm ASy von der Struktur her genau als Massenterm konzipiert war - ein
Photonmassenterm also, der die Eichinvarianz bricht und kein physikalisches Ergebnis beeinflussen darf,
was eben durch die mWTTI sichergestellt werden sollte. Es muss demnach dafiir gesorgt werden, dass
der Fehler, welcher durch das Nichtbeachten der Regulatormodifikation der WTI gemacht worden ist,
zumindest insoweit behoben wird, dass im Grenzfall £ — 0 wie gefordert die einfache WTT erfiillt wird,
mithin keine Kontaminationen des Regulators zuriickbleiben. Zu diesem Zweck muss der die Eichinva-
rianz brechende Divergenz- bzw. Photonmassenterm ,per Hand“ entfernt werden, was durch Abziehen
des Zwischenergebnisses der n4-Berechnung vor der transversalen Projektion, ausgewertet bei p = 0 von
selbigem mit p = k erreicht wird. Genau genommen wird eine vollstindige Korrektur damit tatséchlich
auch nur bei k = 0 erreicht, doch sollte dieses Verfahren insgesamt trotzdem eine tragbare Anndherung
der vollen mWTT darstellen.

Schlieflich ergibt sich damit die folgende Berechnungs- bzw. Projektionsvorschrift fiir die anomale Di-
mension des Photonfeldes:

1 P 6 1 [=(-1), 1. 2] o
-t — SSTr|0 2 (P A | ———
Gy /qéAA—p')z [ 2 P P) |52 e
An=0.p'=k (4.27)
5§ 1 <~ (1), 2] )
— oSTr|d L (P ) | ———
/qéAﬂ(—p')z [ > (P 5 oo
A,=0,p'=0

Im Gegensatz zu den vorherigen Rechnungen fiir den fermionischen Sektor der Theorie gibt es hier
aufgrund der komplizierteren Impulsabhingigkeiten keinen einfachen Weg, das Ergebnis fiir n4 in eine
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Form zu bringen, welche die Nutzung der Schwellwertfunktionen erlaubt. Eine Neudefinition eigens fiir
diese Rechnung scheint ebenfalls ineffizient, sodass das Ergebnis schlieflich die etwas léngliche Form

N i 20y (y) —myry(y) | 1 1 . Nt [0y ](y) = nyry (y)
nA—NfWQ/dy{ " /d y—2x/y+ 1 [T+ry () P[L+ry(y—22/y+1)]

3 Vyll+ry(y)]? 21_:_
. [0y )(y =22 /y + 1) = nyry(y —22/y + 1) ]}
[L+ry (][ +ry(y - 22y +1)]?

(4.28)

annimmt, wobei y = Z—z eingefiihrt wurde.

Von besonderer Bedeutung ist an dieser Stelle die Bemerkung, dass die anomale Dimension 74 nicht
von den fermionischen Kopplungen abhingen kann. Aufgrund seiner allgemeinen Struktur (4.22) gilt dies
damit auch fiir den Fluss der Eichkopplung selbst. Dies stellt eine der wesentlichen Vereinfachungen dar,
welche das Anndhern der mWTT durch die iibliche WTT und Zusatzbedingungen bietet. Bei der Analyse
der fermionischen Flussgleichungen kann so e wie ein externer Parameter betrachtet werden, sein Laufen
ist von dem ihren entkoppelt.

4.4 Zusammenfassung zum Flussgleichungssystem

Abschliefsend zu diesem Kapitel bleibt nur noch, simtliche bisher berechneten Einzelstiicke zusammenzu-
tragen und zu einem System von Flussgleichungen zu vereinen. Dabei erweist sich eine kleine Reskalierung
der Kopplungen als praktisch,

e? » e*n?, G- gr?, g-gri. (4.29)

Damit ergeben sich schliefslich die Flussgleichungen zu

e = (na —1)é? (4.30a)
0 =g(1+2ny) -1, (QN];; 1§2 - N%gg - N%gQ) — 1t (256 + 4ge”) + 1% 2Npe (4.30b)
Org =g(1+2ny) + l}p (Nifgg + 2];[‘?\;— L 2) - li;/) (4@62 - 2g62) (4.30c)
wobei
2 :é |2m3), — 2, | (4.31a)

o 1
N2 20y (y) —nyry(y) 1 . N [ [0ery](y) = myry(y)
na =Np =/ dy{3 VYL +ry(y)]? " 2x=[ d y=2xy+ 1| [L+ry(y)]2[1+ry(y-22/y+1)]

. [0y ) (y — 22 /Y + 1) = nyry(y — 22\/y + 1)]}
[L+ry (][ +7y(y - 22/y+ 1) ]2 '

(4.31b)

5 Analyse der Fixpunktstruktur - chirale Symmetriebrechung?

Inhalt des nun folgenden Kapitels ist eine ausfiihrliche Analyse und Diskussion des Flussgleichungssys-
tems (4.30) der QEDs. In erster Linie geht es dabei um die Untersuchung der Fixpunktstruktur, damit
entlang der in Abschnitt 3.2 vorgestellten Zusammenhénge Aussagen iiber symmetriebrechendes Verhal-
ten getroffen werden konnen. Dieses Verhalten ist dann, soweit sich dies mit den Mitteln fermionischer
Flussgleichungen ermdoglichen lasst, genauer zu charakterisieren.

Einen weiteren Schwerpunkt wird der Vergleich mit fritheren Ergebnissen und verwandten Modellen bil-
den, wobei insbesondere auch methodische Unterschiede beleuchtet werden sollen, die zu den bereits in
der Einleitung erwéhnten Diskrepanzen beitragen kénnten.

5.1 Fixpunktannihilation und kritische Flavorzahl N
5.1.1 Allgemeines Vorgehen

Die 1-loop-Struktur der Wetterich-Gleichung darf nicht dariiber hinwegtduschen, dass im stérungstheo-
retischen Sinne wesentlich mehr Diagramme zu den Flussgleichungen wie (4.30) beitragen. Grund hierfiir
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ist einerseits die Verwendung von vollen, renormierten Vertizes, andererseits dass die inneren Linien durch
volle Propagatoren gebildet werden, was seinen Ausdruck in der Abhingigkeit der Schwellwertfunktionen
von den anomalen Dimensionen 7, und 714 findet (siche Anhang C). Nichtsdestotrotz soll die Analyse
dieser ,yollen“ Flussgleichungen hier zunichst zuriickgestellt werden: durch das Nullsetzen der anomalen
Dimensionen innerhalb der Schwellwertfunktionen reduzieren sich inneren Linien auf perturbative Pro-
pagatoren. Abgesehen vom angenehmen Nebeneffekt einer Vereinfachung der Rechnungen, lassen sich
insbesondere direktere Vergleiche mit fritheren Arbeiten wie [52] anstellen, die grundsétzlich nur bis zur
storungstheoretischen Ordnung 1-loop vorgingen.

Leider ldsst sich selbst in dieser Ndherung, anders als in [38], keine sinnvolle analytische Darstellung
fiir die Fixpunkte des Systems angeben. Auch wenn die Eichkopplung e - dank der Unabhéngigkeit ihres
Flusses von den fermionischen Kopplungen in 85 und f, - fiir die Fixpunktbestimmung als externer Para-
meter betrachtet werden kann, verkompliziert ihre Anwesenheit die Struktur der Ergebnisse doch derart,
dass ihre Darstellung hier sowohl enorm raumgreifend als auch wenig erhellend wére. Fiir die stattdessen
durchgefiihrte numerische Analyse sowohl hier als auch in allen anderen Féllen, wo es fiir das Erreichen
der Ziele dieser Arbeit vonntten war, wurde die Software Wolfram Mathematica eingesetzt.

Als erster Schritt bietet sich die Betrachtung des Flusses der Eichkopplung an. In dieser Ndherung re-
duziert sich die Struktur der anomalen Dimension des Eichfeldes auf n4 = NfeQn A,n Wobel 14 ,, einen in
jedem Fall positiven, numerischen Faktor darstellt, welcher ansonsten jedoch von der Wahl des Regulators
abhingt. Daraus ergeben sich die Fixpunkte

1

2 2

e =0, e, = . 5.1
“ Nenan 61

Diese, sowie der zugehorige Fluss, sind in Abbildung 12 schematisch dargestellt.

0f,€2

Abbildung 12: Schematischer Fluss der Eichkopplung (Richtung: IR)

Ausgehend von einem kleinen UV-Startwert e < e?, wie er fiir eine QED-artige Theorie mit der be-

kannten Elementarladung angesetzt werden kann, lduft die Eichkopplung im Infraroten in den stabilen
Fixpunkt e2. Dieser stellt somit zunichst den Maximalwert des ,freien Parameters” e? in B und B, dar.
Wie in [38] ausfiihrlich diskutiert und vorgreifend auch fiir Ny = 1 in Abb. 4 dargestellt, besitzt das
Flussgleichungssystem (4.30) fiir e? = 0 vier Fixpunkte. Hier ist besonders das Verhalten des gaufschen
(S in der Abbildung) interessant, da er, bzw. seine Umgebung, der Situation in der QED3 entsprechen:
die fermionischen Wechselwirkungen sind nicht fundamental, sondern werden ausschlieflich durch Fluk-
tuationen des Eichfeldes erzeugt, weshalb ihre Anfangswerte auf Null zu setzen sind. Wird nun aber, bei
festem N, e? endlich, Andert sich auch die Position der Fixpunkte, was in Abbildung 13 durch die Pfeile
angedeutet ist.
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Abbildung 13: Schematische Wanderung der Fixpunkte fiir wachsendes e? (N = 3, optimierter Regulator)

Wichtig ist, dass ein endlicher Anfangswert e3 > 0 bedeutet, dass der Fluss der fermionischen Kopplun-
gen nicht mehr direkt im gaufischen Fixpunkt startet - beziehungsweise dem, was fiir e? = 0 der gaufische
Fixpunkt gewesen war. Offenbar ist fiir endliche % der Punkt (ga,ga) = (0,0) kein Fixpunkt des Re-
normierungsgruppenflusses mehr. Da er aber zunéchst noch im Attraktionsgebiet des nun verschobenen,
ehemals gaufsschen Fixpunktes S liegt, ist es trotzdem dessen Verhalten, was untersucht werden muss.
Da e? fiir k — 0 gegen €2 > e strebt, setzt sich die Verschiebung der Fixpunkte auch im Lauf des Flusses
fort. Das Aufeinanderzubewegen der Fixpunkte S und A entspricht dabei der in Abb. 10 dargestellten
Anndherung im simpleren Modell mit nur einer fermionischen Kopplung.

Die zentrale Frage ist nun: kommt es zur Annihilation der beiden Fixpunkte, mithin zur ,Freigabe®
des Attraktionsbereichs von S und dadurch zur spontanen Symmetriebrechung? Die Antwort darauf lie-
fert die numerische Analyse des algebraischen Gleichungssystems 85 = 0, 8, = 0. In Abbildung 14 sind
die Verschiebungen der Fixpunkte fiir den gesamten zunichst in Frage kommenden Bereich der Werte
0 < e? < e?(Ny) dargestellt.
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Abbildung 14: Verschiebung der Fixpunkte in Abhingigkeit von e?, N = 1

Fiir die Rechnungen, welche zu den Abbildungen 14 und 15 fiihren, wurde der sog. optimierte Regula-
tor [41] verwendet und Ny = 1 gesetzt. Regulatorabhéngigkeiten werden weiter unten noch ausfiihrlich
diskutiert, weshalb hier nicht ndher darauf eingegangen werden soll.

Zunichst wird deutlich, dass der Ausgangspunkt (ga,ga) = (0,0) tatséchlich immer im Attraktionsge-
biet von S verbleibt, da der Fixpunkt B, welcher destabilisierend wirken konnte, nie iiber die Achse
g = 0 hinweg bewegt wird. Die Konzentration der Analysen auf die Verschiebung von S und A ist damit
gerechtfertigt.

-14 -12 -1.0 -0.8 —-0.6 -0.4

NaYE

g —].0:

Abbildung 15: Annihilation der Fixpunkte S und A, N¢ =1
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Besonders in Abbildung 15 wird nun sichtbar, dass die Fixpunkte fiir diese Wahl von N; tatséchlich
annihilieren. Rechnerisch driickt sich dies durch das Auftreten eines Imaginérteils in den Fixpunktko-
ordinaten aus, was sich auch gut zur numerischen Identifikation des Annihilationspunktes ausnutzen
lasst. Damit sind nach den Ausfihrungen von Kapitel 3 alle Voraussetzungen fir ein Auftreten spontaner
Symmetriebrechung gegeben!

5.1.2 Regulatorabhingigkeit und Ergebnisse mit perturbativen Propagatoren

Im Folgenden wird nun untersucht, fiir welche Zahlen Ny das symmetriebrechende Verhalten vorliegt.
Auch wenn N; kein beliebig im Experiment einstellbarer Parameter ist, so will doch ermittelt sein, ob die
Theorie fiir ein bestimmtes System mit festem Ny spontane Symmetriebrechung vorhersagt oder nicht.
Eine kritische Anzahl Fermionflavors Nt cyi¢, oberhalb derer keine SSB mehr auftreten darf, kann als eine
Art Quantenphaseniibergang charakterisierend angesehen werden [53]. In diesem Sinne ist die Kenntnis
von Nt it Voraussetzung fiir ein grundlegendes Verstéindnis der QED3. Und schlieflich ist dieser Wert
auch hinsichtlich eines Vergleichs mit anderen Ansétzen und Arbeiten von grofser Bedeutung.

Bevor allerdings konkrete Werte fiir V¢ it ausgerechnet werden kénnen, muss ein Regulator gewéahlt wer-
den, um die Schwellwertfunktionen bestimmen zu kénnen. Nun ist bereits in Abschnitt 3.1.2 diskutiert
worden, dass eine starke Abhingigkeit von der Wahl dieser Regulatorfunktion Anzeichen z.B. fiir eine un-
geeignete Trunkierung der moglichen Feldkombinationen sein kann. Doch die Notwendigkeit, zur Verbes-
serung der Rechnung neue Feldfunktionen einbeziehen zu miissen lasst sich zumindest teilweise umgehen.
Identifikation spontaner Symmetriebrechung iiber annihilierende Fixpunkte bzw., grundlegender, diver-
gierende fermionische Kopplungen, leitet sich wie unter 3.2.2 behandelt eigentlich von der bosonisierten
Version der betrachteten Theorie her, welche wiederum auch eine explizite Auflésung der Impulsabhéingig-
keit dieser fermionischen Kopplungen ermdglichen wiirde. Wie auch bereits unter 4.3 im Zusammenhang
mit Z4(p) und der Hintergrundfeldmethode diskutiert, entspricht eine solche explizite Impulsabhingig-
keit einer Verwendung hoherer Ordnungen der Ableitungsentwicklung in FgED“. Ungliicklicherweise lasst
sich eben diese Abhéngigkeit in der fermionischen Formulierung nur sehr schwer behandeln - mithilfe von
Regulatordnderungen aber zumindest qualitativ untersuchen. Jeder Regulator besitzt eine eigene spezifi-
sche Form, insbesondere was die Auspragung des in Abb. 2 angedeuteten Maximums betrifft, welches fiir
die Implementierung der ,Impulsschalenintegration” zusténdig ist. Solange dieses Maximum nicht gerade-
zu einer Deltafunktion entspricht, sind die Impulsschalen sozusagen ausgeschmiert - und unterschiedliche
Formen dieser Ausschmierung werden dazu fiithren, dass unterschiedliche Anteile groferer und kleinerer
Impulse als das jeweilige k einbezogen werden. Ist die renormierte Kopplung nun impulsabhéngig, muss
dieses Einbeziehen abseits liegender Gebiete Auswirkungen auf den Fluss haben. Da diese Auswirkungen
aber je nach Wahl des Regulators unterschiedlich ausfallen werden, kann eine Regulatorabhéingigkeit von
Infrarot-Grofen wie Nt ¢ somit auch als Hinweis auf eine nicht beachtete Impulsabhéngigkeit der jewei-
ligen Kopplungen verstanden werden.

Insgesamt ist es demnach lohnend, und da die Rechnungen ohnehin grofienteils numerisch ausgefiihrt
werden miissen auch nur von begrenztem Zusatzaufwand, verschiedene Regulatoren fiir die konkreten
Rechnungen heranzuziehen. Ausgewihlt wurden ein Sharp-Cutoff, der bereits oben kurz erwihnte opti-
mierte Regulator [41], ein exponentieller [28] sowie der Callan-Symanzik-Regulator. Die Definitionen der
jeweils zugehorigen bosonischen und fermionischen Shapefunktionen sind in Anhang C gegeben. Vom un-
endlich ,steilen” Sharp-Cutoff bis hin zum sehr ,flachen* Callan-Symanzik-Regulator sind dabei mehrere
Abstufungen der Impulsschalenausschmierung vertreten. Es sei bemerkt, dass Rcg so flach ist, dass die
Regulatorbedingung (2.18a) fiir endliche & nicht mehr erfiillt ist. Der Entfernung des Regulatorterms
AS}y fiir k — 0 tut dies natiirlich keinen Abbruch, aber die zweite Funktion dieser Bedingung, das Sichern
der UV-Regularisierung, gerét in Gefahr. Allerdings ist die QEDg3 eine superrenormierbare Theorie [4],
weshalb Rgg trotzdem guten Gewissens verwendet werden kann.

Es gibt zwei Griinde anzunehmen, dass die Zahl der Ng, fiir welche SSB auftreten kann, nicht unbegrenzt
ist. Einerseits gilt e? ~ N, was den Wertebereich der im Fluss erreichbaren Eichkopplungen zunehmend
einschriinkt. Andererseits ist davon auszugehen, dass der kritische Wert €2, fiir das Verschmelzen der
Fixpunkte S und A ebenfalls von Ny abhéngt. Dies ist tatséchlich der Fall, wie sich aus Abbildung 16
ersehen lasst.
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Abbildung 16: Kritischer Wert der Eichkopplung in Abhéngigkeit von NV fiir verschiedene Regulatoren

Offenbar wiichst 2 fiir kleine N, withrend es fiir groflere nahezu konstant bleibt. Weil 2 ~ O(N; 1)
schnell kleiner wird, kann ab einem bestimmten Np i das e, vom Fluss nicht mehr erreicht werden, da
es jenseits von ez liegen wiirde. Dieses Vi o,i; markiert damit den Quantenphaseniibergang, das Ende des
symmetriebrechenden Bereichs. Nun sind die Definitionsbereiche der Graphen in Abb. 16 nicht zufillig

gewdhlt - die kritischen Flavorzahlen ergeben sich fiir die einzelnen Regulatoren numerisch zu:

Rsc Ropt Rexp Rcs
Nan || 0.361616 | 0.466185 | 0.423780 | 0.355762
Nt crit 11.00 10.92 9.57 9.75

Tabelle 1: Kritische Flavorzahlen und zugehorige numerische Werte fiir 4 bei Verwendung der pertur-
bativen Propagatoren

Insgesamt lésst sich demnach sagen, dass in dieser Ndherung ein N iy = 10 +£ 1 am wahrscheinlichs-
ten ist. Die regulatorbedingte Unsicherheit scheint nicht so katastrophal grofs zu sein, dass die gewihlte
Trunkierung verworfen werden miisste, trotzdem ist sie nicht vernachléssigbar. Ein Einbeziehen der Im-
pulsabhéngigkeit fermionischer Kopplungen kénnte hier also tatsédchlich Verbesserungen bringen.

Neben den Folgen der Variation des Regulators selbst ldsst sich eine weitere Beobachtung machen, welche
die Annahme der nichttrivialen Impulsabhéngigkeit stiitzt. Bei der Konstruktion der Projektionsvor-
schrift fiir n4 in Abschnitt 4.3 wurde argumentiert, dass Z4(p) = Za(k) eine gute Niherung sei, da
der Bereich um k, letztlich wegen der Form des Regulators, den grofsten Beitrag liefert. Eine Variation
ZA(p) = Za(Ck) mit ¢ € (0,00) verschiebt also iiber den Zwischenschritt der Eichkopplung auch die
Impulsabhiingigkeit der fermionischen Kopplungen, da deren Werte durch Fluktuationen des Eichfeldes
erzeugt werden. Es ergibt sich das folgende (schematische) Bild:
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Abbildung 17: Schematischer Verlauf der Abhéingigkeit von N;' vom Parameter ¢

Offenbar wird N; durch diese Verschiebung der Impulsabhéngigkeit beeinflusst. Es {iberrascht nicht, dass
die Form der Abhéngigkeit an das Aussehen von 0, Ry selbst erinnert.

5.1.3 Ergebnisse fiir die vollen Schwellwertfunktionen

Mit diesen ersten Ergebnissen in der Hinterhand ist es nun an der Zeit, auch die vollen Schwellwert-
funktionen zur Anwendung zu bringen. Die Suche nach der kritischen Flavorzahl verlauft im Prinzip
wieder wie oben beschrieben, doch sind die Abhéngigkeiten der fermionischen Betafunktionen von der
Eichkopplung nun noch wesentlich komplizierter. Zunéchst nehmen die anomalen Dimensionen durch von
den Schwellwertfunktionen herriihrende implizite und wechselseitige Abhingigkeit die Form

, Ae’+B

NAjp =€ 1-Ce?_ Det (52)

an, wobei die einzelnen Koeffizienten z.T. von Ny abhiingen. Damit werden auch die fermionischen Be-
tafunktionen gebrochenrational in €2, da auch die dort auftretenden Schwellwertfunktionen nun von den
na/y abhéingen. An eine analytische Losung des Fixpunktproblems ist erst recht nicht mehr zu denken.
Aus diesem Grund seien ohne weitere Zwischenergebnisse nur noch die kritischen Flavorzahlen angegeben:

Ropt Rexp RCS
Nient || 10.00 | 811 | 7.47

Tabelle 2: Kritische Flavorzahlen fiir volle innere Propagatoren

Zunichst sei bemerkt, dass es fiir den Sharp-Cutoff-Regulator keine weiteren Korrekturen einzubeziehen
gibt, da seine Schwellwertfunktionen nicht von den anomalen Dimensionen abhingen. Ansonsten fallt
auf, dass die Nt ¢ gegeniiber den Werten zu 1-loop sidmtlich abgesenkt sind. Am geringsten féllt die-
ser Unterschied fiir den optimierten Regulator aus, was angesichts seines speziellen Konstruktionsziels,
moglichst unempfindlich gegeniiber Ndherungen zu sein [41] durchaus Sinn macht. Warum genau die bei-
den anderen Regulatoren stirker beeinflusst werden und die Streuung der Ergebnisse so gegeniiber der
vorherigen Naherung sogar erhohen, lisst sich an dieser Stelle nicht sagen - moglicherweise ist auch dies
ein Effekt der vernachlissigten Impulsabhéngigkeit von g und g. Festgestellt werden kann jedoch, dass
die zusétzlich einbezogenen Fluktuationen im Allgemeinen dazu neigen, spontane Symmetriebrechung zu
unterdriicken.

5.2 Charakterisierung der Symmetriebrechung
5.2.1 Skalierungsverhalten

Im Grundlagenabschnitt 2.2.4 wurde erklart, inwiefern kritische Exponenten einen Fixpunkt charakte-
risieren und das Skalierungsverhalten von Observablen in seiner Ndhe bestimmen. Fiir die nihere Be-
schreibung der Symmetriebrechung sind aber die kritischen Exponenten der fermionischen Fixpunkte gar
nicht von vorrangigem Interesse - es interessiert vielmehr der Annihilationsprozess bzw. dessen Ende bei
Erreichen der Phasengrenze Nt .i;. Bekanntermafien wird dieses Verhalten durch die in dieser N&herung
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von den fermionischen Kopplungen unabhéngige Betafunktion der Eichkopplung gesteuert. Wenn in ei-
ner ersten Niherung davon ausgegangen wird, dass e # (k) also konstant ist, was fiir Werte in der
Umgebung des Fixpunktes e? als einigermafien gut erfiillt angesehen werden kann, so ergibt sich kein
Skalieren gemif eines Potenzgesetzes wie in (2.27) mehr. Stattdessen konnte gezeigt werden [54], dass
exponentielles, genannt Miransky-Skalieren vorliegt:

C

2 2

~ Cerit

ksp ~ A0(62 - egrit) exp (—
e

) ,  C =const., (5.3)

wobei kgp die Skala ist, bei der die betrachtete Symmetrie spontan bricht.

Geht man jedoch iiber diese Ndherung hinaus, bezieht also das Fliefen der Eichkopplungen mit ein,
sind durchaus Abweichungen vom Miransky-Skalieren zu erwarten. Dieser Fragestellung wurde in [55]
nachgegangen, eine ausfiihrliche Darstellung findet sich auch in [22]. Zunéchst ergibt sich, analog zu den
Uberlegungen in Abschnitt 2.2.4 wieder ein Potenzgesetz fiir das Skalieren der Eichkopplung nahe e2.
Der kritische Exponent ©.2 ist nun jedoch von Ny abhingig, der Grofe, welche in diesem System den
Quantenphaseniibergang erzeugt:

Oc2(N¢) = O + O1 (Nt = Neerit) + O ((Ng = Nyerit)?) - (5.4)

Es lésst sich zeigen [55], dass das Skalierungsverhalten zu niedrigster Ordnung in (Ng—N¢ qrit) die folgende
Form annimmt:

C

ksp ~ AO( Nt crit = Nt )| Nt erie = Ne| 0 exp | -————=
|Nf,crit - Nf|

) , C =const. (5.5)
Es hingt also vom Wert des kritischen Exponenten © ab, wie grofs die Korrekturen zum Miransky-
Skalieren sind: fiir [O¢| = |© (Nt it )| > 1 wird der Term |N¢ ¢rit — Nf|” ®0 stark unterdriickt, (5.5) reduziert
sich im Grenzfall wieder auf exponentielles Skalieren. Hingegen lésst ein |©g| <« 1 den besagten Term
deutlich an Gewicht gewinnen.

Im Fall der QED3 ergibt sich bei Anndherung der vollen Propagatoren durch die perturbativen zunéichst
ein Ng-unabhingiger kritischer Exponent von ©.2 = Qg = -1:

0p?
Oe?

Werden die vollen Schwellwertfunktionen verwendet, ergibt sich dagegen durchaus eine nichttriviale Ng-
Abhéangigkeit des Exponenten, wie in Abbildung 18 zu sehen ist.

= [26277,4’an - 1] =1= —962. (5.6)
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Abbildung 18: |0.2|(N¢) fiir den optimierten (griin), exponentiellen (blau) und Callan-Symanzik-
Regulator (rot)
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Die Werte von Oz (N ¢rit,) selbst sind:

Ropt Rexp RCS
Q¢ || -1.01895 | -1.02680 | -1.03027

Tabelle 3: Kritische Exponenten der Eichkopplung bei N¢ ¢ri¢

Das Einbeziehen der zusétzlichen Fluktuationen erhoht |©g| also kaum, auch die Ni-Abhéngigkeit des vol-
len ©.2 ist offenbar nicht sehr stark ausgeprégt. Das Skalierungsverhalten wird dem exponentiellen daher
nur marginal dhnlicher. Allerdings sind die Korrekturen zu selbigem insgesamt nicht vernachléssigbar, da
|©¢| in jedem Fall O(1) ist.

5.2.2 Chirale Symmetriebrechung und das NJL-Modell

Obwohl der Titel dieser Arbeit die Untersuchung der QED3 hinsichtlich chiraler Symmetriebrechung
verheifst, war in den bisherigen Analysen nur allgemein vom Auftreten oder Ausbleiben spontaner Sym-
metriebrechung die Rede. Tatsdchlich ist es keine triviale Aufgabe herauszufinden, welche der in Ab-
schnitt 3.1.1 vorgestellten Symmetrien der FSEDS tatsdchlich bricht. Im Folgenden soll daher der Versuch
unternommen werden, genau diese Liicke zu schlieffen und zu kléren, inwieweit tatséchlich chirale Sym-
metriebrechung im Spiel ist.

In Abschnitt 3.2.2 wurde der Zusammenhang spontaner Brechung einer bestimmten Symmetrie mit dem
Endlichwerden eines zugehorigen Vakuumerwartungswertes und dieses wiederum mit der Divergenz der
entsprechenden fermionischen Kopplung in Verbindung gebracht. Betrachtet man das Fierz-vollstédndige
System der quartischen Fermionwechselwirkungsterme

v 3 i - 2, 9 .7 2
o} = [ @R )+ 5 @], (.7

so wird deutlich, dass ein Divergieren von ¢ mit Paritdtsbrechung, ein solches von g mit Brechung der
Lorentz-Symmetrie in Zusammenhang gebracht werden muss. Doch was geschieht, wenn beide Kopplun-
gen divergieren?

Mithilfe der Fierz-Aquivalenz verschiedener quartischer Fermionwechselwirkungsterme lassen sich auch
andere Fierz-vollstindige Systeme konstruieren, als das eben besprochene. Der RG-Fluss in einem sol-
chen System ist natiirlich ebenfalls dquivalent zum in Kapitel 4 berechneten, doch die Divergenz der
zugehorigen Kopplungen, letztlich spezifische Linearkombinationen von g und g, deuten nun auf andere
endlichwerdende Felderwartungswert hin - was mit dem Bruch dieser anderen Symmetrien zusammen-
hinge. Es ist also prinzipiell méglich, dass das gleichzeitige Divergieren von g und g chirale anstatt von
Paritéts- oder Lorentz-Symmetriebrechung zur Folge haben kann.

Konkret bietet sich fiir eine solche Linearkombination der in Abschnitt 3.1.2 mit V? bezeichnete Wech-
selwirkungskanal an:

V2= -82 - 82 = (§°90)” = (5o quu?)’ = (30950 + (D as0?)” (5.8)

Nach [53] entspricht dieser einer Nambu-Jona-Lasinio-Wechselwirkung [6] (NJL) in d = 3 Dimensionen.
Diese Wechselwirkung, deren Untersuchung zur Formulierung des Goldstone-Theorems beitrug, war eine
der ersten, fiir welche ein spontanes Auftreten chiraler Symmetriebrechung nachgewiesen werden konn-
te [6]. Die Fierz-Aquivalente Umformulierung

rv_ [ g [_—sz 9‘@52] ‘
g / B AT A K (5.9)

legt daher nahe, dass ein Divergieren des Flusses entlang der Geraden § = g mit chiraler Symme-
triebrechung in Verbindung zu bringen ist. Der Vektorkanal Sﬁ wird dann nicht angeregt, sodass aus-
schliefilich der NJL-Kanal , kondensieren kann, was offenbar mit einem endlichen Vakuumerwartungswert
~ (p*1p®) + ... einhergeht. Dieser enthilt aber genau jenen massenartigen Erwartungswert (3.26), welcher
chirale Symmetriebrechung anzeigt.

5.2.3 Asymptotik des Flusses: Ny,

Bereits ein qualitativer Vergleich der beiden RG-Flussdiagramme in Abbildung 19 zeigt, dass die Richtung
des divergierenden Flusses direkt nach der Fixpunktannihilation stark von Ny abhingt.
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Abbildung 19: Flussdiagramme fiir e? = €2,;, bei Nf =1 (links) und N; =9 (rechts). Verwendet wurde der
optimierte Regulator. Die gestrichelte Linie entspricht einer ausschlieflichen Anregung des V?2-Kanals,

die roten Linien geben jeweils die asymptotische Richtung des Flusses an.

Die Frage ist nun zunéchst, wie sich die Richtung des divergierenden Flusses rechnerisch bestimmen
lasst. In [53], wo das rein fermionische Pendant der QEDj3 betrachtet wird, konnte gezeigt werden, dass
die Verbindungslinie zwischen dem gaufischen und einem wechselwirkenden Fixpunkt gleichzeitig auch
die Richtung eines eventuell divergierenden Flusses vorgibt. Das Hauptargument ist dabei, dass in einem
Fierz-System, dessen eine Kopplung genau auf dieser Verbindungslinie liegt, die jeweils andere nicht durch
Fluktuationen erzeugt werden kann, der Fluss also der Verbindungslinie folgen muss. Diese Uberlegung
ist im Falle der QEDj3 jedoch nicht giiltig, da grundsétzliche beide fermionischen Kopplungen durch Fluk-
tuationen des FEichfeldes erzeugt werden. Anschaulich bedeutet dies, dass sich die Fixpunkte, wie auch
in Abb. 14 zu sehen, von ihren Positionen bei e? = 0 fortbewegen und damit auch ihre jeweiligen Verbin-
dungslinien nicht mehr festliegen, sondern sich im Laufe des Flusses verdndern. Nach der Annihilation
der Fixpunkte kann es eine solche Verbindungslinie iiberhaupt nicht mehr geben, sodass ein anderer Weg
gefunden werden muss, die Flussrichtung zu ermitteln.

Zu diesem Zweck wird die Divergenz der Kopplungen selbst herangezogen und der Anstieg des Flusses
im Unendlichen betrachtet:

2
g=t-g, F(t) = lim By  t°(2Np+1)+3t

= . 5.10
go-o0 B 612 +9t - 6N +3 ( )

Der Grad der Divergenz von § und g ist also im Wesentlichen durch ihre Exponenten in 35 bzw. 8, vorge-
geben. Der Einfluss von e? wird weiter unten noch ausfiihrlicher diskutiert, es sei hier aber angenommen,
dass der Wert der Eichkopplung durch den Infrarotfixpunkt e? bestimmt und damit zunichst endlich ist.
Da somit die Terme ~ ¢ und ~ e* fiir das Verhéltnis F(t) keine Rolle spielen, ergibt sich das gleiche
Ergebnis, welches auch im rein fermionischen System zustande kiime - inklusive der dort bereits fiir die
Betafunktionen selbst vorhandenen Regulatorunabhingigkeit.

Die Steigung t der linearen Asymptote ergibt sich nun aus der folgenden Bestimmungsgleichung;:

lim

Gg——

t-g=F(t)-§g+a —> t=F(t) fiir a < oco. (5.11)

Die Losungen dieser Gleichung sind

1 1
t1 =0, tQ:E(Nf—4—\/16+28Nf+N§), tgzg(Nf—4+\/16+28Nf+Nf2). (5.12)

Dies entspricht genau den Anstiegen der Verbindungslinien zwischen dem gaufschen Fixpunkt S und den
drei wechselwirkenden Fixpunkten A, B und I fiir ? = 0 - ein Ergebnis, das nach den Uberlegungen zu
Gl. (5.10) nicht anders zu erwarten war. Das unterstrichene Resultat gehort zum Fixpunkt A und ist
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damit das fiir die weiteren Untersuchungen Interessierende.

Ist Nt =1.75, so stimmt die asymptotische Richtung genau mit der NJL-Linie {iberein, es diirfte also mit
einiger Sicherheit chirale Symmetriebrechung vorliegen. Doch was ist mit den anderen N¢? Eine in [53]
vorgeschlagene Abschétzung sieht vor, den ,Einzugsbereich® der NJL-Achse, d.h. das Gebiet zwischen
den beiden durch die Koordinatenachsen und die NJL-Linie definierten Winkelhalbierenden mit Anstieg
t= % bzw. t = 2, als zu chiraler Symmetriebrechung fiihrend anzusehen. Das entspricht einer méglichen
Fermionflavorzahl zwischen Ny = 1 und Ny, = 4. Letzteres wiirde damit zum ,eigentlichen” Ng iy fiir
chirale Symmetriebrechung.

Eine quantitativ genaue Aussage iiber diese Grenzen lasst sich schlieflich aber nur treffen, wenn die
betrachtete Theorie dynamisch bosonisiert wird [56]. Dann konnen die Flussgleichungen der Bosonmas-
sen dariiber Auskunft geben, welche der Symmetrien tatséchlich gebrochen wird. In [53] wurde dies fiir
das rein fermionische Modell unternommen. Das sich hieraus ergebende, wiederum regulatorabhéngige
Ny =5.1(7) liegt tatséchlich einigermafen in der Nihe des zuvor abgeschétzten Wertes.

Es liegt nun angesichts der identischen Asymptotik nahe, diesen Wert auch als kritische Flavorzahl der
QED3 zu iibernehmen. Eine gewisse Vorsicht scheint jedoch geboten. Das Verschmelzen der Fixpunkte,
welches im Kontext der Eichtheorien iiberhaupt erst zur Symmetriebrechung fiihrt, findet im Allgemeinen
neben der durch die anschlieffende Divergenz definierten Asymptote statt. Anders als im rein fermioni-
schen Modell kénnen Kanéle anderer Symmetrien also durchaus mit angeregt werden und es ist nicht von
vornherein klar, ob diese Anregungen bei der Festlegung der gebrochenen Symmetrie eine Rolle spielen
oder ob diese ausschlieilich durch die Asymptotik bestimmt ist. Weitere Klarheit dariiber kénnte letztlich
nur eine dynamische Bosonisierung auch der QED3 bringen - und einfache diagrammatische Uberlegun-
gen analog zu denen in Kapitel 4 zeigen sofort, dass die Abhéngigkeiten auch der bosonischen Fliisse vom
Laufen der Eichkopplung keinesfalls trivial sein miissen.

Ein viel groferes Problem ergibt sich jedoch aus dem Annihilieren der Fixpunkte selbst: dadurch, dass der
Fluss nun nicht mehr in der Nahe eines solchen gebunden ist, entféllt die Grundlage der Argumentation
aus Abschnitt 4.3 dafiir, dass die einfache WTI anstatt der vollen mWTI verwendet werden kann. Ein
kurzer Blick auf Gl. (4.21) geniigt, um zu sehen, dass der divergierende Fluss der fermionischen Kopp-
lungen nichttrivial den der Eichkopplung beeinflusst. Potentiell kann dadurch der Infrarotfixpunkt e?
destabilisiert werden [22]. Die Art und Weise dieser Destabilisierung, welche sich quantitativ nur durch
eine detaillierte Analyse der mWTI bestimmen liee, entscheidet dabei, ob e? nun bereits fiir k > kgp
divergiert, oder zumindest bis k < ksp endlich bleibt. In ersterem Fall muss die obige Analyse zur Asymp-
totik nicht mehr zutreffen, da das Divergieren von e? signifikanten Einfluss auf jenes von § und g haben
kann. In letzterem bleibt die Asymptotik erhalten.

Letztlich muss die Frage nach N¢, also nach wie vor als offen angesehen werden. Grofer als die Werte
in Tabelle 2 sollte die kritische Flavorzahl nicht sein. Ein kleineres Ny, ist aber durchaus moglich und
wire genauer nur durch die Verwendung der vollen mWTI bzw. dann auch dynamischer Bosonisierung
zu bestimmen.

5.3 Diskussion alternativer Methoden und ihrer Ergebnisse

In der Einleitung dieser Arbeit wurde bereits angedeutet, dass bisherige Rechnungen zur chiralen Sym-
metriebrechung in der QED3 breit gestreute Ergebnisse geliefert haben. An welcher Stelle lassen sich nun
die hier mit der funktionalen Renormierungsgruppe gewonnenen einordnen? Gibt es erkennbare Griinde,
warum die bisherigen Ergebnisse so voneinander abweichen? Und kann die RG-Rechnung dazu beitra-
gen, diese Abweichungen zu verstehen und zu eliminieren? Mit solchen Fragen soll sich nun dieser letzte
Abschnitt des Analyseteils auseinandersetzen.

5.3.1 Andere Renormierungsgruppenuntersuchungen

Wie ebenfalls bereits eingangs erwahnt, ist die Frage der chiralen Symmetriebrechung schon zuvor mit
Renormierungsgruppenmethoden untersucht worden. Beispielhaft werden nun drei Arbeiten vorgestellt
und ihre Methoden mit den hier angewandten verglichen, um so eventuelle Abweichungen der Ergebnisse
fiir NVt ori¢ nachvollziehen zu kénnen.

Quantenelektrodynamik fiir Graphen: J. Drut und D. Son (2008) [57]

Die Motivation fiir die Arbeit von Drut und Son leitet sich direkt aus der Frage nach der Entstehung
einer Bandliicke in Graphen her. Ein solches Phinomen ist zu erwarten, wenn die chirale Symmetrie des
dieses Material beschreibenden Modells spontan gebrochen wird. Aufgrund der radumlichen Zweidimen-
sionalitit dieses bemerkenswerten Materials und dem quasi-relativistischen Verhalten seiner Elektronen
qualifiziert sich die QEDg als ein solches Modell. Allerdings ist diese Beschreibung nicht perfekt. Die
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Geschwindigkeit der Elektronen betrégt tatséchlich nur v ~ 555, was zwar der relativistischen Struktur

der Dispersionsrelation keinen Abbruch tut, zusammen mit der nach wie vor lichtschnellen Coulombwech-
selwirkung aber zu einer expliziten Brechung der Lorentzinvarianz fiihrt. Auierdem gilt die rdumliche
Zweidimensionalitét nur fiir den fermionischen Teil der Theorie: Photonen konnen durchaus nach wie vor
auch in der dritten Raumdimension propagieren und dort sogar mit Substratmaterialien wechselwirken,
deren Dielektrizitéitseigenschaften dann wiederum die effektive Eichkopplung beeinflussen.

All diesen Besonderheiten Rechnung tragend, weicht die Wirkung, welche von Drut und Son konstruiert
wurde,

SE = _/ dit d2x (7/_%170501!1(1 + Ud_}aq/i iwa + Z'Aolza’Yoﬂia) + % / dt ddx (alAO)Z + S‘I]’ (5]‘3)
g

doch deutlich von der hier behandelten ab (SY steht fiir die fermionischen Wechselwirkungsterme). Wei-
terhin betrachten die Autoren ihr System im Limes grofler N, was eine sog. ,Random-Phase-Niherung
bei der Behandlung des vollen Photonpropagators ermoglicht. Diese verwendet z.T. andere Klassen von
Diagrammen, als dies die Wetterich-Gleichung in der hier verwendeten Nidherung implizit tut.

Als Kriterium fiir einen moglichen Symmetriebruch wird ebenfalls angesetzt, dass ein nichttrivialer, in-
frarotattraktiver Fixpunkt der fermionischen Kopplungen mit dem gaufischen annihiliert. Der kritische
Wert fiir N¢, bis zu dem dieses Verhalten zu beobachten ist, liegt bei

40
Niorit = — »4.05 (5.14)

und damit deutlich unterhalb der Vorhersagen in der vorliegenden Arbeit. Wie auch hier kénnen die Au-
toren anhand der durchgefiihrten Rechnungen nicht eindeutig feststellen, welche Symmetrie es letztlich
ist, deren Brechung angezeigt erscheint, sodass nicht dass hypothetische N¢, aus 5.2.3 zum Vergleich
herangezogen werden muss, sondern die Werte aus den Tabellen 1 bzw. 2.

Die Frage ist nun, worin die Abweichung der Resultate hauptsichlich begriindet liegt: sind es die Mo-
difikationen, welche der direkte Bezug zu Graphen erforderte, oder liegt es doch eher an der Ndherung
grofer Flavorzahlen N;? Ein wenig Licht in diese Angelegenheit soll der nun folgende Vergleich bringen.

QED; fiir grofte N¢: K. Kaveh und I. Herbut (2005) [52]

Neben einigen Betrachtungen zu explizit die chirale Symmetrie brechenden fermionischen Termen beschéf-
tigen sich Kaveh und Herbut mit einer symmetrischen, verglichen mit der in dieser Arbeit verwendeten,
identischen Wirkung. Neben der Beschrinkung auf perturbative Feynmandiagramme zur Ordnung 1-
loop fiir die Berechnung der Betafunktionen wird auch hier der Grenzfall grofer N; vorausgesetzt. Die
Flussgleichungen lauten, iibertragen in die Notation der vorliegenden Arbeit:

ope? = €% — Nge?, (5.15a)

01 =G - g% —4e’§ — 18¢%g + 9Nge?, (5.15b)
2

Ohg=g+9° -3¢, (5.15¢)

und zeigen ein Annihilieren der (S) und (A) entsprechenden Fixpunkte fiir Ny < Ni o5 = 4.83. Interessant
ist einerseits, dass dieser Wert nicht weit vom Ergebnis von Drut und Son entfernt liegt, andererseits
jedoch die Tatsache, das Kaveh und Herbut dieses Annhilieren nicht mit chiraler Symmetriebrechung in
Zusammenhang gebracht sehen wollen. Der Grund dafiir ist, dass sie selbiges fiir ein Artefakt der N&he-
rung grofer N halten.

Im Vergleich mit den Flussgleichungen (4.30) zeigen sich jedoch grofe Ubereinstimmmungen. Werden
darin alle Terme ~ N% weggelassen, was durch die Annahme grofer N; zu rechtfertigen ist, sowie der

Sharp-Cutoff als Regulator gewihlt, so stimmen die fermionischen Flussgleichungen mit denen von Her-
2

but und Kaveh {iberein - einzige weitere Voraussetzung ist die Annahme, dass mi’} v = % anstatt von % ist,
wie es sich aus der Definition des Sharp-Cutoffs in Anhang C ergibt. Wie auch an dieser Stelle vermerkt,
ist ein abweichender Wert fiir diese Schwellwertfunktion durchaus moglich, da Uneindeutigkeiten in der
Definition gerade dort sehr leicht zu Unterschieden fithren kénnen. Die Betafunktion der Eichkopplung
stimmt ebenfalls nicht exakt iiberein, ein 74 , = % bei Herbut und Kaveh steht einem 74 ,, ~ 0.36 in dieser
Arbeit gegeniiber. Grund hierfiir mégen erneut Definitionsprobleme beim Sharp-Cutoff, aber auch eine
abweichende Behandlung der WTT sein.

Auch wenn die numerische Ubereinstimmung zwischen Flussgleichungen nicht perfekt ist, so gilt das doch
fiir die strukturelle in jedem Fall. Das zeigt zum Einen, dass der Grenzfall grofter Ny tatsichlich signifi-

kante Abweichungen gegeniiber der allgemeineren Rechnung erzeugt, welche sich auch auf die errechnete
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kritische Flavorzahl niederschlagen. Eine Vergleichsrechnung mit dem Flussgleichungssystem (5.15), aber
den Werten dieser Arbeit fiir mi’lw und 74, ergibt ein Ni ¢ » 7.86 gegeniliber N ¢ = 11.00 hier.

Andererseits wird die Uberlegung, dass es sich bei der Fixpunktannihilation um ein Artefakt der Grofe-
Ni-Néherung handeln konnte widerlegt - die allgemeinere Rechnung dieser Arbeit fiihrt letztlich auf
qualitativ dasselbe Verhalten.

Einfluss des Eichsektors: K.-I. Kubota und H. Terao (2001) [58]

Auch wenn also ein Absinken der kritischen Flavorzahl aufgrund der Konstruktionsannahme grofer N¢
beobachtet werden kann, sind damit noch nicht alle Abweichungen erklirt. Die Unterschiedlichen Werte
der Schwellwertfunktionen bzw. fiir 14 , besitzen offenbar durchaus signifikanten Einfluss. Um diesen
zu illustrieren, wird als letztes Beispiel fiir Renormierungsgruppenanalysen die Arbeit von Kubota und
Terao herangezogen. Es handelt sich bei den darin vorgestellten Flussgleichungen ebenfalls um Resultate
einer Anwendung der Wetterich-Gleichung auf die Wirkung der QED3 bei Verwendung des Sharp-Cutoff-
Regulators - zumindest was den fermionischen Sektor betrifft. Dort stimmen auch die Flussgleichungen

strukturell mit (4.30) iiberein, einziger Unterschied ist erneut das abweichende mi’lw = % Dass sich

trotzdem ein drastisch kleineres Nt crix ~ 3.1 ergibt, liegt vor allem am deutlich abweichenden 74, = é,
welches sowohl den Wert bei Kaveh und Herbut, als auch den in dieser Arbeit ermittelten unterschreitet.
Da dieser Wert genau mit dem iibereinstimmt, welcher sich aus Uberlegungen zum Polarisationstensor
des Photons z.B. in [36] ergibt, liegt der Gedanke nahe, dass er auf die gleiche Art und Weise errechnet
wurde. Dies wiirde jedoch eine Inkonsistenz im Renormierungsschema darstellen, da dort die dimensionelle
Regularisierung Anwendung fand.

Was auch immer letztlich die rechnerische Ursache fiir die so unterschiedlichen Werte der anomalen
Dimension des Eichfeldes sein mag, es ist offensichtlich, dass sie grofen Einfluss auf den extrahierbaren
Wert fiir N¢ ¢ haben. Es ist daher wichtig, den Eichsektor der Theorie mit besonderer Sorgfalt zu
untersuchen. In dieser Arbeit wurde versucht, dem iiber die Betrachtung der WTI und weitestgehenden
Ann&herung der mWTI mdglichst Rechnung zu tragen, doch sind die verwendeten Verfahren keineswegs
exakt zu nennen. Ein sinnvoller quantitativer Vergleich wire aber nur moglich, falls Ergebnisse mit
anderen Regulatoren als gerade dem Sharp-Cutoff vorldgen, da dieser offensichtlich noch zusétzliche
Probleme mit sich bringt, welche von den durch die Eichproblematik erzeugten kaum zu trennen sind.

5.3.2 Dyson-Schwinger-Gleichungen

Einen anderen, ebenfalls nichtstérungstheoretischen sowie funktionalen Zugang zur Untersuchung spon-
taner Symmetriebrechung bietet die Betrachtung von Dyson-Schwinger-Gleichungen [59, 60]. Ohne auf
Details der Herleitung eingehen zu wollen (diese finden sich z.B. in [61]) sei hier nur die Grundgleichung fiir
die Ein-Teilchen-irreduziblen Vertizes I'("™[¢] angegeben, aus der sich durch funktionale Ableitung nach
den Feldern (hier symbolisiert durch ¢) die eigentlichen Dyson-Schwinger-Gleichungen (DSEs) gewinnen

lassen: )
ST[¢] 5S[¢+ § Wd]

56 6o 5167 66

Es ergibt sich ein System von unendlich vielen, gekoppelten Funktionaldifferentialgleichungen, d.h. jede
Bestimmungsgleichung eines T'™[¢] hiingt auch von mindestens einem I'™[¢] mit m > n ab.

Da sich dieses Gleichungssystem fiir physikalisch interessante Theorien nicht analytisch 16sen lasst, wer-
den Naherungsverfahren bendtigt. Das Naheliegendste ist dabei, nur eine endliche Anzahl der DSEs zu
verwenden, also eine Trunkierung des Systems zur Ordnung ng vorzunehmen. Um soweit wie moglich
den Fehler zu minimieren, welche aus dem Weglassen der Vertizes hoherer Ordnung resultiert, kommen
nun spezielle Ansitze fiir die ['["<"0] 7y Anwendung, welche eine selbstkonsistente Losung des verblei-
benden Systems ermdglichen. Im Fall von Eichtheorien ergeben sich zusétzliche Probleme dadurch, dass
die Eichinvarianz der Theorie beriicksichtigt bzw. erhalten bleiben muss, was eine alles andere als triviale
Forderung darstellt [62].

Konkret sieht die DSE fiir den vollen Fermionpropagator S(p) der QED3, d.h. in obiger Notation I'(¥¥)
wie folgt aus [62]:

= 0. (5.16)

3 _
5 0) = 55 (1) + 226 [ G S@E (0. Dy a-p), (.17)

wobei D, (p) fiir den vollen Photonpropagator steht, der durch eine analoge Gleichung bestimmt wird.
Diagrammatisch:
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Abbildung 20: Diagrammatische Darstellung von (5.17). Der graue Vertex steht fiir FﬁA"J”w.

Ein grofler Vorteil der Dyson-Schwinger-Methode besteht darin, dass spontane Symmetriebrechung nicht
an sekundiren Merkmalen, wie im Fall der fermionischen Renormierungsgruppe, festgemacht werden
muss. Stattdessen kann z.B. fiir chirale Symmetriebrechung die dynamisch generierte Fermionmasse direkt
bestimmt werden, wie es auch bei RG-Fliissen bosonisierter Theorien der Fall ist. Wenn also der Ansatz
fiir den Fermionpropagator
ipA@*, ) + B(p*,€)

p*A*(p*,€) + B*(p*,€)
lautet, wobei ¢ der Eichparameter ist, so hiingt die Funktion B(p?,¢) direkt mit dem symmetriebrechen-
den Kondensat zusammen [62]:

_2+E (YY) T _
"L bzw. (Yy) =-Tr[S(0)] = —4/

S(p,€) =

(5.18)

d’q B(q?)
(2m)3 2A%(¢?) + B2(¢?)

B(p? - ) (5.19)

Werden die DSEs nun geldst, kann iiber das Verhalten von B(p?, &) direkt bestimmt werden, fiir welche
Kombinationen Ny und e? spontane Symmetriebrechung vorliegt - eine direkte Bestimmung von N, ist
also moglich.

Jahrzehntelang ist die QED3 nun schon in verschiedensten Ndherungen mithilfe der DSE-Methode un-
tersucht worden. Entsprechend umfangreich ist auch die Literatur zu diesem Thema, sodass es hier nicht
unternommen werden kann, einen auch nur ansatzweise vollstindigen Uberblick zu geben. Es kénnen
lediglich einige bemerkenswerte Resultate aufgegriffen werden, eine grofsere Anzahl weiterer Referenzen
findet sich in [62].

Das erste Ergebnis, gewonnen aus der rein fermionischen DSE und unter Verwendung der Annahme
grofer N¢, wurde in [63] vorgestellt: N¢, = % ~ 3.2. Auch wurde der Eichvertex in seiner einfachsten

Form angesetzt, I‘iA’w’w) - 7,. Doch bereits die Hinzunahme von Korrekturen der nichsten Ordnung
in N% in [64] ergab ein hoheres Ny, = 3 - 25 ~ 4.3. Ein Versuch in [17], sich vom Grenzfall grofer N¢
zu losen und auch die Renormierung des Eichvertex mit einzubeziehen, fiihrte sogar zu Nt , = oo, also
dem Auftreten chiraler Symmetriebrechung fiir beliebige Flavorzahlen. Fairerweise sollte allerdings dazu-
gesagt werden, dass die Autoren diesbeziiglich stark extrapolieren, tatséchliche Rechnungen wurden nur
bis N¢ = 7.2 durchgefiihrt.

Eine weitere Verbesserung der Ndherung stellt das Losen der gekoppelten DSEs von Fermion- und Pho-
tonpropagator anstatt der alleinigen Betrachtung der fermionischen DSE dar. In [65] wurde dies unter
Verwendung unterschiedlicher Ansétze fiir den Eichvertex und Parameterbereiche fiir Ny unternommen,
das Ergebnise reduziert sich wieder auf Nt , ~ 3.3. Die Autoren von [62] wiederum kritisieren eine man-
gelnde Beachtung der Fragen zur Eichinvarianz seitens ihrer Vorgénger und erhalten mit in dieser Hinsicht
optimierten Ansétzen ein Nt w~ 4.

Paritdtsbrechung und Fierz-Unvollstindigkeit

In Weiterverwendung der Ansétze aus [62] wird schlieflich in [66] eine Randbemerkung aus [37] aufge-
griffen und ndher untersucht: die Moglichkeit eines spontanen Brechens der Paritdtssymmetrie. Neben
dem Massenterm ~ ma) konnte ein weiterer, ~ miy451), erzeugt werden. Dieser wire, wie auch schon
in Abschnitt 3.1.2 diskutiert, invariant unter U(2N;) und damit der chiralen Symmetrie, jedoch nicht
unter P, der Paritét. In der Sprache der funktionalen Renormierungsgruppe wiirde dieses Endlichwerden
des Erwartungswertes (¢y45¢) durch eine Divergenz der Kopplung § angezeigt werden - ein Fall, der den
Untersuchungen dieser Arbeit zufolge fiir kleine N mit zumindest ebenso grofer Wahrscheinlichkeit ein-
treten kann, wie eine Divergenz im NJL-Kanal. Interessanterweise finden die Autoren von [66] tatsichlich
simultane Brechung von Paritéts- und chiraler Symmetrie, wobei ihr Nt , nicht eindeutig bestimmbar ist.
Sein Wert wird mit hoher Wahrscheinlichkeit etwas oberhalb der Nt = 3.2 von [63] vermutet, aber auch
Nty = oo liefse sich realisieren. Die Paritétsbrechung wird dadurch ermoglicht, dass ein sog. ,topologischer
Photonmassenterm* im Ansatz fiir den Photonpropagator zugelassen ist.

Aus Sicht der funktionalen Renormierungsgruppe ergibt sich jedoch noch eine weitere Moglichkeit, Pari-
titsbrechung zu erhalten. Wenn sich der Term 1m1)y451 wie ein weiterer, spezieller Fermionmassenterm
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verhélt, warum sollte es nicht mdoglich sein, ihn dem Ansatz fiir den Fermionpropagator selbst hinzuzu-
fiigen?

S7Hp%,€) = —ipA(p*,£)+B(p) — Sp' (p%,€) = —ipA(p*, §)+B(p*,)+C(p*,§)-vas+iD(p*, &)pras (5.20)
Der letzte Term ~ py45 wird dabei bendtigt, um die strukturelle Selbstkonsistenz beim Invertieren des
Propagators aufrecht zu erhalten.

Die zuséatzlichen Terme sind aber nicht nur fiir die Untersuchung der Paritatsbrechung relevant. Auf-
grund der komplizierten Struktur der DSE ist zu erwarten, dass auch C(p?,¢) und D(p?,€) Einfluss auf
das Verhalten von A(p?,¢) und B(p?,&) haben werden - mithin unter anderem auf die Eigenschaften
der chiralen Symmetriebrechung. Es ist also nicht auszuschliefsen, dass dieser erweiterte Ansatz fiir den
Fermionpropagator substanziellen Einfluss auf den Wert von NNt ,, hat.

Um mogliche Konsequenzen eines solchen Unterschieds im Ansatz zu illustrieren, wird kurz das (freilich
nicht ganz vergleichbare) Problem eines Fierz-unvollstindigen Ansatzes im RG-Formalismus angerissen.
Wiirde zum Beispiel in der mittleren effektiven Wirkung (3.19) nur einer der beiden quartischen Fermi-
onterme angesetzt, wiren die nachfolgenden Rechnungen nicht mehr selbstkonsistent durchfiihrbar - der
vernachlissigte Term wiirde unweigerlich generiert. Ignoriert man dies aber, so ergibt sich ein vollig ande-
res Verhalten der Theorie. Dies ldsst sich sogar kontinuierlich beschreiben, indem man eine Redefinition
der Kopplungen und damit auch Betafunktionen vornimmt,

S, =gcosp+gsing, g, =-gsing +gcoso, (5.21a)
05y = Bz cosp + Bysing,  0ig, = —B5sin e + B4 cos . (5.21b)
Durch Erzwingen von 0;g, = g, = 0 wird Fierz-Unvollsténdigkeit implementiert. Die verbleibende Beta-

funktion kann nun mit den bekannten Methoden hinsichtlich spontaner Symmetriebrechung in Abhén-
gigkeit von N; und jetzt auch vom Winkel ¢ untersucht werden. Es ergibt sich folgendes Verhalten:

Nf,crit
10+

0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

Abbildung 21: N¢¢it(p) fiir verschiedene Regulatoren (griin - optimierter Reg., blau - exponentieller
Reg., rot - Callan-Symanzik-Reg.)

Wie aus Abb. 21 ersichtlich wird, sind die Folgen der Fierz-Unvollstindigkeit dramatisch. Vom vollstén-
digen Verschwinden der gebrochenen Phase bis hin zu Werten leicht iiber denen aus Tabelle 2 lassen sich
alle moglichen N¢ i, erzeugen.

Auch wenn dieses Beispiel nur der Ilustration dient, so wird doch deutlich, dass eine sorgfiltige Wahl des
Ansatzes auch hinsichtlich moglicher Wechselwirkungen, bzw. Symmetriebrechungskanile von entschei-
dender Bedeutung sein kann. Es wire daher sehr interessant, Ergebnisse einer DSE-Rechnung mit dem
alternativen Ansatz aus Gl. (5.20) vorliegen zu haben. Bereits angesichts der invertierten Form

(B(A2p? + B? + D*p* - C?) + 2ACDp?) - 1 - i (2ABC + D(-A%*p? B* + C* + D*p?)) pyas
[(B+C)?+(A-D)?*p?]-[(B-C)>+(A+D)>p?]
(C(A%p? - B*+ C? + D?p?) + 2ABDp?) - 45 +i (2BCD + A(A%p? + B? + C* - D*p?)) - p
[(B+C)*+(A-D)*p*]-[(B-C)*+(A+D)*p?]

Sp(p*,€) =

+

(5.22)
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ist allerdings zu erwarten, dass sich sowohl Verwendung als auch Auswertungen nach erfolgter Rechnung
nicht gerade einfach gestalten wiirden.

5.3.3 Monte-Carlo-Simulationen

Der Vollsténdigkeit halber sind an dieser Stelle noch einige Bemerkungen zu numerischen Simulationen
der QED3 angebracht. Parallel zu den DSE-Rechnungen hat es schon lange Zeit Versuche gegeben [67],
diese Theorie mit Monte-Carlo-Methoden auf dem Gitter zu untersuchen. Die Bestimmung eines kriti-
schen Wertes IV , ist dabei allerdings nicht unproblematisch, da gleich in mehrerer Hinsicht extrapoliert
werden muss. Zunéchst ist bei einer diskretisierten Theorie prinzipiell die Brechung einer kontinuierlichen
Symmetrie wie der interessierenden U (2N¢) nicht moglich [68]. Stattdessen wird QED3 mit verschiedenen
endlichen Fermionmassen m untersucht, der Erwartungswert, m ~ (1)) bestimmt und dann nach mg — 0
extrapoliert. Bleibt der Erwartungswert endlich, liegt fiir das betrachtete N¢ chirale Symmetriebrechung
vor. Bevor dies jedoch als sicheres Ergebnis angesehen werden kann, miissen auch die Gitterkonstante a
sowie das Gittervolumen L? variiert werden, um einen Kontinuumslimes durchfiihren sowie Auswirkungen
des endlichen Volumens, die effektiv einem Infrarot-Cutoff entsprechen, ausschliefsen zu kénnen.
Ungliicklicherweise sind es nicht nur die Extrapolationen selbst, welche die Bestimmung von Nt , verkom-
plizieren. Schon die Abschéitzungen der dynamisch generierten Fermionmasse mittels Dyson-Schwinger-
Gleichungen (siehe z.B. [62]) zeigen, dass bereits fiir kleine Ny der Wert von m nur noch von der Ordnung
1072 ist, in relativer Nihe zu N rx aber exponentiell abféllt. Es ist mit den genannten numerischen Ver-
fahren schon an sich keine leichte Aufgabe, solche kleinen Gréfsen noch zuverldssig zu berechnen, doch
kommt noch erschwerend hinzu, dass mit sinkender dynamischer Masse die Auswirkungen des endlichen
Volumens zunehmen [69]. Insofern kénnen bisher praktisch nur untere Grenzen fiir Ny ,, gewonnen werden.
In diesem Sinne kann mit einiger Sicherheit davon ausgegangen werden, dass N; =1 zu chiraler Symme-
triebrechung fiithrt [68], eine echte Vorhersage fiir Nt liegt aber derzeit aufierhalb der Moglichkeiten von
Gittersimulationen.

6 Zusammenfassung

Ziel dieser Arbeit war es, die spontane Brechung der chiralen Symmetrien in (2+41)-dimensionaler Quan-
tenelektrodynamik mit Methoden der funktionalen Renormierungsgruppe zu untersuchen. Um diese, ins-
besondere in Form der Wetterich-Gleichung, zur Anwendung bringen zu kénnen, musste zunéchst eine
mittlere effektiven Wirkung FSED:“ konstruiert werden, welche die geforderten Symmetrien, d.h. C, P und
T sowie U(2Ny) als Kombination der chiralen Transformationen und Flavorrotationen, und schlieflich
eine U(1)-Eichsymmetrie, aufwies. Besonderes Augenmerk wurde dabei auf die Fierz-Vollsténdigkeit der
fluktuationsinduzierten quartischen Fermionwechselwirkungen gelegt, da dies fiir eine adiquate Renor-
mierungsgruppenuntersuchung unerldsslich war.

Den Zusammenhang zwischen der Divergenz fermionischer Kopplungen und spontaner Symmetriebre-
chung ausnutzend, wurden die Flussgleichungen der fermionischen Kopplungen aufgestellt und hinsichtlich
ihrer Fixpunktstruktur untersucht. Weiterhin konnte der RG-Fluss der Eichkopplung, unter Umgehung
der modifizierten Ward-Takahashi-Identitét, ndherungsweise bestimmt und in die Fixpunktanalyse mit-
einbezogen werden.

Das Ergebnis der letzteren ist tatsichlich, dass der fiir die QED3 mafigebliche gaufische Fixpunkt durch
Annihilation mit einem der wechselwirkenden in Abhangigkeit vom Wert der Eichkopplung zum Ver-
schwinden gebracht werden kann, worauthin es zum Divergieren fermionischer Kopplungen kommt. Auch
lief sich zeigen, dass dies nur bis zu einer gewissen kritischen Flavorzahl N¢ . = 7...11 geschieht, welche
von der Wahl des Regulators abhingt. Aller Wahrscheinlichkeit nach resultiert dabei diese Regulatorab-
hangigkeit aus einer nicht hinreichend einbezogenen Impulsabhingigkeit der fermionischen Kopplungen,
was in kiinftigen Arbeiten z.B. durch Erweiterung der Trunkierung um Terme hoherer Ordnung in der
Ableitungsentwicklung oder eine expliziten Behandlung in der bosonisierten Theorie behoben werden
konnte.

Problematisch ist die ndhere Charakterisierung der vermuteten Symmetriebrechung fiir Ny < N¢ ci¢. Es ist
notwendig, naher zu bestimmen, welche Art von Symmetriebruch tatséchlich durch das Divergieren der
fermionischen Kopplungen angezeigt wird, sodass moglicherweise Ny cri¢ 2 Nty ist, wobei letzterer Wert
fiir die kritische Flavorzahl chiraler Symmetriebrechung steht. Ein Vergleich mit der analogen fermioni-
schen Theorie in [53] ergibt zwar zunéchst ein identisches Divergenzverhalten und damit eine kritische
Flavorzahl fiir chirale Symmetriebrechung von Nt ~ 5.1, doch gilt dies nur, wenn e? endlich bleibt, bzw.
hinreichend langsam divergiert. Dies ist aber zweifelhaft, da die angenommene Niherung der mWTT nur
in der N&he von Fixpunkten Giiltigkeit besitzt - bei Annhilitation derselben bricht sie zusammen, wo-
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durch der bis dahin den Fluss der Eichkopplung begrenzende Fixpunkt e? destabilisiert werden kénnte.
Um diese Frage aufzukliren, wire in weiterfilhrenden Arbeiten also sowohl eine geeignetere Behandlung
der mWTTI auch im symmetriebrechenden Regime niitzlich, als auch eine dynamische Bosonisierung der
QEDj3 selbst.

Der Vergleich mit fritheren RG-Untersuchungen derselben oder dhnlicher Theorien zeigt einerseits eben-
falls eine gewisse Unsicherheit beziiglich der Art der Symmetriebrechung, andererseits ein oft deutlich
niedrigeres Nt ot ~ 4. Griinde hierfiir kénnen sowohl die ndherungsweise Annahme grofer Vi in der ent-
sprechenden Literatur als auch Abweichungen im Eichsektor der Theorie sein. Besonders letztere scheinen
einen grofsen Einfluss zu besitzen, sodass es um so wichtiger erscheint, diesen Bereich der Theorie mdg-
lichst genau und konsistent zu behandeln.

Wenn auch methodisch anders als die Renormierungsgruppenverfahren, haben doch Untersuchungen mit
Dyson-Schwinger-Gleichungen bisher ebenfalls kein einheitliches Bild der chiralen Symmetriebrechung in
der QED3 erbringen kénnen. Je nach verwendetem Ansatz bzw. Niherungsverfahren ergaben sich Werte
Ngy = 3...00, doch verdichten sich in letzter Zeit die Hinweise, dass zumindest Ny, =~ 3...5 gelten sollte.
Interessant ist dabei, dass bisher noch kaum die Moglichkeit gleichzeitiger Paritdtsbrechung untersucht
wurde, was in [66] erstmals geschah. Da dies durchaus mit den Renormierungsgruppenergebnissen ver-
einbar ist, wire eine DSE-Analyse mit einem Ansatz, welcher Paritéitsbrechung explizit zulisst, unter
Umsténden erhellend, was die bestehenden Diskrepanzen zwischen den vorhergesagten N, angeht. Es
ist zumindest nicht auszuschliefsen, dass diese weitere Symmetriebrechung indirekt Einfluss auf den kri-
tischen Wert fiir chirale Symmetriebrechung hétte.

Abschliefsend l&sst sich feststellen, dass die Untersuchungen dieser Arbeit frithere Ergebnisse qualitativ
bestétigen konnten, insbesondere was die Existenz eines endlichen N, angeht. Um quantitative Diskre-
panzen ndher aufzukliren bzw. zu beseitigen wiren weitere Arbeiten am Eichsektor erforderlich, sowie
wahrscheinlich eine Bosonisierung der Theorie. Komplementar dazu kénnten DSE-Ansétze mit erweiterten
Eigenschaften ebenfalls verbesserte Werte liefern. Und nicht zuletzt ist zu erwarten, dass auch numerische
Analysen mit der zunehmenden Verfiigbarkeit von Rechenleistung immer genauere Ergebnisse generieren
werden. Bei aller bestehenden Diskrepanz ist also das Versténdnis dieser im Detail so komplexen Theorie
im Wachsen begriffen. Der Autor hofft, dass diese Arbeit einen Teil dazu beitragen kann.
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A Konventionen und Notationen

A.1 Einheiten und Fourier-Transformation

Einheiten Ubereinstimmend mit den meisten Versffentlichungen zur modernen Teilchenphysik wurden
Lichtgeschwindigkeit und Plancksches Wirkungsquantum auf

h=1 und c=1 (A1)

festgelegt. Damit lassen sich alle weiteren benotigten Grofen in Potenzen der Energieeinheit (z.B. GeV)
messen. Da sowohl Impuls bzw. wegen E = mc? auch Masse in GeV ausgedriickt werden, lassen sich
insbesondere Felder und Kopplungsparameter anhand ihrer Impulsdimension klassifizieren. Zum Beispiel
hiitte ein Feld X mit [X] = GeV~! die Impulsdimension 1.

Fourier-Transfomation, Deltafunktion und funktionale Ableitung Fiir die Fourier-Transformation
einer Funktion f(z) gelte:

3
1@ [ gosf@en = [ er. )= [ dap@e (42)

Fiir die Definition und Anwendung der Deltafunktion ergibt sich damit

s ; @ o
[ a5, [$O6-niw - [ 55 a-ni - ). (A3)
q
Entsprechend gilt fiir die funktionale Ableitung eines Feldes im Impulsraum

0X(p)
O - 5@ (p-q). (A.4)

In vielen Féllen ist es nicht notig, extra zu kennzeichnen, dass im Impulsraum gerechnet wird, weshalb,
wie auch bereits in Gleichung (A.4), auf die Tilde verzichtet werden kann.

A.2 Euklidische Theorie

Relativistische Feldtheorien werden iiblicherweise zunéchst im Minkowski-Raum formuliert, d.h. in d =
2 + 1 Dimensionen findet die Metrik

1 0 0
guw=¢""=10 -1 0], (A.5)
0 0 -1

oder eine zu ihr dquivalente, Anwendung. Diese Signatur fiihrt dazu, dass das Skalarprodukt eines kova-
rianten Vektors mit seinem kontravarianten Partner k,k" sehr klein sein oder sogar verschwinden kann,
auch wenn die einzelnen Eintrége groff sind. Konkret bedeutet dies, dass das Quadrat p,p" der Vierer-
impulse eines Systems kein Maff mehr fiir dessen Energiegehalt ist. Genau ein solches wird aber fiir die
Betrachtungen zur Renormierungsgruppe in Kapitel 2.2 zur Definition eine ,Impulsskala” k benétigt. Aus
diesem Grund muss ein Ubergang zur euklidischen Feldtheorie mit Metrik

100
Su=06"=10 1 0 (A.6)
00 1

vollzogen werden, in welcher das Skalarprodukt k, k" > 0 positiv definit ist. Geschehen kann dies durch
Wick-Rotation, siehe z.B. [23], wobei euklidische Koordinaten (zg) eingefiihrt werden:

¥ =zaal, 2t =2%, 2?=27%. (A.7)
Ein Nebeneffekt ist, dass die Unterscheidung zwischen ko- und kontravarianten Vektoren fiir Anwen-
dungszwecke bedeutungslos wird, £k, = k#. Wenn im Text trotzdem sowohl untere als auch obere Indizes
auftauchen, so geschieht dies ausschlieflich aus Griinden der Lesbarkeit.

Wihrend die Signatur der Metrik im Minkowski-Raum festlegt, welche Richtung Zeitcharakter besitazt,
ist dies im euklidischen Fall zunéchst nicht so offensichtlich. Insbesondere fiir Symmetrietransformationen
wie Paritdt oder Zeitumkehr ist es aber trotzdem wichtig, festzulegen, welche Variable die Zeit représen-
tieren soll. Im vorliegenden Fall wurde dafiir in Ubereinstimmung mit [38] x3 = 2%, ausgewihlt.

Fiir eine ausfiihrliche Diskussion weiterer Folgen der Wick-Rotation, insbesondere fiir den fermionischen

Teil betrachteter Theorien, sei auf [34] verwiesen.
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B Fierz-Transformationen

Betrachtet wird der fiir diese Arbeit relevante Fall einer vierdimensionalen Darstellung der Lorentzgruppe.
Die zugehdrigen 4x4-y-Matrizen und daraus abgeleitete weitere bilden eine Basis im Raum aller moglichen
4 x 4-Matrizen:

16 . .
{rYA}A=1 = {]]'7 Vs V55 VA5 Vs VY V4 VY Y55 Uuu} . (B]‘)
Als Basis ist diese Menge von Matrizen vollstindig
1 16 A A
= 22 Yt Yik = Omrdia (B.2)
4 40

und ihre Elemente sind zueinander orthogonal (Trp sei eine Spur iiber Dirac-Indizes)

Trp ['yA'yB] = 4648, (B.3)
Eine dritte Eigenschaft der v*, die Tatsache dass [70]

A48 =4 const, (B.4)

also das Matrixprodukt zweier Basiselemente nicht auf eine komplizierte Linearkombination anderer Ba-
siselemente, sondern direkt auf ein weiteres Basiselement mal eine Konstante fiihrt, 1dsst sich dazu ver-
wenden, einfache Beziehungen zwischen allgemeinen Termen mit vier Fermionfeldern der Form

(P ") (verty?) (B.5)

herzustellen. Weitere Verallgemeinerungen sind méglich [70], werden aber fiir die im Rahmen dieser Arbeit
durchgefiihrten Rechnung nicht benotigt.

In einem ersten Schritt wird Gleichung (B.2) mit dem Term (untere Indizes beziehen sich auf die Dirac-
Struktur) ¢ (yA9?) k¢ (yarp?); multipliziert:

_ _ 1 16 _ _
U (Y1) 05 (v497), Ok = C; Yorvsbm (Y4, 0F (vav?),
16

('l/_Ja’YAwb) ('(/;C'VAwd) _ _} Z (d_}a,yC,YA,wd) (u_)c,yC,yAwb) (BG)

4 C=1
16
(B0 (559 0) = 55 Cas (5%970) (5976),
B=1

wobei die Matrix Cyp die Konstanten aus Gl. (B.4) enthélt.

Damit ist eine Beziehung zwischen den interessierenden 4-Fermi-Termen gefunden, doch um auch nutzbar
zu sein, miissen noch die Elemente von C4p bestimmt werden. Um dies zu erreichen, wird die eben
gefundene Beziehung ohne die Spinoren 1, ¢ betrachtet:

16
T = 3 Capvind | bk
B=1
16
= Trp [v?7*P7?] = Y CapTrp [’YD’YB]Q (B.7)
B=1
1
< —Trp [y7y*vPy*] = Cap,

16

wobei auf der rechten Seite von der Orthogonalitétsrelation (B.3) Gebrauch gemacht wurde. Werden
Elemente der Dirac-Basis zu Gruppen zusammengefasst, wie es sich zum Beispiel fiir die drei v* anbietet,
so muss ihr Erscheinen auf der linken Seite von (B.7) entsprechend normiert werden. Wenn Np die Grofe
der jeweiligen Gruppe angibt, so muss das Endergebnis fiir die Berechnung der Koeffizientenmatrix

Trp [v*4" 7] (B.8)

1
C =
AB T 16N,
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lauten. Fiir die Basis in der Darstellung (B.1) ergibt sie sich explizit zu [38]

-1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1
-3 1 3 1 -1 -1 -3 3
1 1 -1 -1 1 -1 1 1
1l-3 1 -3 1 1 1 -3 -3

CAB:Z -3 -1 3 1 1 -1 3 -=3| - (B-9)
-3 -1 -3 1 -1 1 3 3
-1 -1 1 -1 1 1 -1 1
1 1 1 -1 -1 1

C Schwellwertfunktionen

C.1 Definition und Allgemeines

Als praktisches Werkzeug zur kompakten Darstellung von Flussgleichungen sind die Schwellwertfunktio-
nen erstmals in Kapitel 4 eingefiihrt worden, im Folgenden sollen sie nun definiert und fiir einige spezielle,
in der Arbeit verwendete Regulatoren auch ausgewertet werden. Dabei wird auf volle Allgemeinheit ver-
zichtet, da zum Beispiel die Masselosigkeit der QED3 die Darstellung der Schwellwertfunktionen erheblich
vereinfacht. Auch geniigt es, den Spezialfall d = 3-dimensionaler Integrale zu betrachten. Als Quelle fiir
die im Folgenden angegebenen Definitionen sowie fiir allgemeinere Versionen derselben sei auf Uberblicks-
artikel wie [20] verwiesen.

Gerade im Hinblick auf die diagrammatische Darstellung der Flussgleichung lassen sich die Schwellwert-
funktionen als Integrale {iber die loop-Struktur auffassen. Gleich mit inbegriffen sind sowohl die Regu-
larisierung als auch Abhéngigkeiten von den anomalen Dimensionen der beteiligten Felder, da es sich
innerhalb der Schleifen um volle Propagatoren handeln soll. Die regularisierten, inversen Propagatoren
fiir Eich- bzw. Fermionfeld sind gegeben durch

Po(@®) =P [1+ra(P/KD)],  Pr(d®) = [1+ (D)) (C.1)

Damit lasst sich nun auch ein expliziter Ausdruck fiir die modifizierte Skalenableitung angeben,

5_q728(ZA-rA) 5, +l P, 0(Zy-ry) 0O
‘" Zs Ot  OP., Zyl+r, Ot 0P

T

(C.2)

wobei auch dieser mit einer gewissen Vorsicht zu geniefsen ist. Explizit sichtbar macht er namlich nicht,
dass die ;-Ableitung grundsitzlich vor anderen Ableitungsoperatoren innerhalb der Schwellwertfunktio-
nen, wie z.B. J,2 ausgefiihrt werden muss. Aus diesem Grund wird fiir die nun folgenden Definitionen
nicht nur die kompakte Schreibweise unter Verwendung der P., und P, angegeben, sondern auch eine
ausfiihrlichere, dafiir aber eindeutigere.

A
~ 2 1 0(Zy - 1
ZZ>O=—k2n_33t/dq;7n:2n/ quQn—3q4( (Zy Tw)) Ty

n+1
3 / Zy Ot P+
i 1
_ +r
= 2nk*" 3/ dqq* (8tr¢—77¢r¢)PT+f) (C.3a)
Ty
ZTLA,TMJ) _ k2nA+2nw 36/ —
P"AP e
:k2n,A+2n,¢—3/ dqqz[nAa(ZA.TA)l+2711/13(Z¢.7“w) 1+r¢]Pr:AP ny
Zy ot P., Z, ot P,
Ora - 1+ n
= fnarng 3 /dqq [ tTAP TATA | oy Iz ™ Oy - Wﬂ“w)] T (C.3b)
TA Ty
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Mgy 1 P, (q)
mAC,L{p v :_k_2nA+2n,¢,—5/ dqq 8 [ +n7;,/,((q(1)) ajjwzq)

= f2nat2ny=5 dq q*
q2nw+2nA—2[1 + rw]QndJ—l[l + TA]nA
. {@w —Nyry L+71a+ q28qzr,4

- aqz [815TA:| + 77A8q27’A

[1+7y] q?
s QAT AT g s (g - 1) 2TAZTIATA ‘Q"A”‘} (C.3¢)
147y q
1 Oy — -
——k/dqq [ ) 1 :|:k/d2q|: tTep — T +at7“A 77A7°A:| 1 (C3d)
P., P, q 1+7y 1+7y [1+7y][1+74]

C.2 Auswertung fiir spezielle Regulatoren
Zunichst sind die Definitionen aller in der Arbeit verwendeten Regulatoren bzw. deren Shapefunktionen

2
anzugeben. Dabei ist y = 5.

Callan-Symanzik-Regulator Rcs:

1 1
Tw: y; -1 TA:§ (04)
Exponentieller Regulator R.,:
1 1
- -1 - C.5
e e (€5
Optimierter Regulator Rqp:
1 1
rp=(—-1)e(1-1) m:(f—1)@(1-y) (C.6)
v (\/ﬂ ) y

Sharp-Cutoff-Regulator Rgc:

1 1
r¢—lgg\/1+ﬁ—1 TA_IE&; (C.7)

Fiir den Sharp-Cutoff gibt es auch andere Definitionen, so zum Beispiel als Grenzfall des optimierten [53]
anstatt des Callan-Symanzik-Regulators wie hier angesetzt. Letztlich sollten diese aber dquivalent sein.
Die im Rahmen dieser Arbeit verwendeten Funktionen l lzlw, 112411/) milw sowie mAlw sind in der
folgenden Tabelle fiir die vier obigen Regulatoren aufgehstet Dabei kann jede Schwellwertfunktion aus

bis zu drei Anteilen bestehen: einem rein numerischen Beitrag (N), einem ~ 1y, und einem ~ 14.

| | [ Res [ Rexp | Rop | Rsc]
s ﬁ 2
| N 2 5 3 1
v | ~ny || -0.858407 | -0.306377 | -+ | -
N T 103828 | 3 1
I3 | ~my | -0.237463 | -0.208436 —é -
~nA - -0.170823 | - | -
N 5 1.02494 | 2 1
2,1
Liw | ~mw -0.122032 -0.153062 —%
~ A -z -0.243833 | - | -
N 3 0.821746 | 1 2
m4, | ~my | -0.077618 | -0.043037 | 0 -
’ 4 1
~ N4 -4 026131 | -1 | -
N 1 123262 | 3
My | ~my | -0.214602 | -0.19434 —% -
~1a -4 -0.298558 | -3 | -

Tabelle 4: Auswertung der Schwellwertfunktionen
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Es sei bemerkt, dass der Sharp-Cutoff-Regulator nicht ganz unproblematisch ist, da bei Vertauschung des
lim mit Ableitungsoperationen insbesondere fiir m,24’1¢ abweichende Ergebnisse generiert werden kénnen.

b—oo0

Die mit den hier angegebenen Werten durchgefilhrten Rechnungen sind also streng genommen auch nur
fiir die hier angewandte Reihenfolge giiltig.
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