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Notation

Vorab soll an dieser Stelle auf die verwendete Notation und einige Konventionen hingewiesen
werden.

Â Operatoren werden durch einen Hut gekennzeichnet, einzige Ausnahme bilden die
Operatoren des Dirac-Feldes wie Ψ, Ψ und seine Erzeugungs- und Vernichtungs-
operatoren as und bs, die auch ohne Hut als Operator zu verstehen sind.

x⃗ Vektoren im euklidischen Raum und auch andere Zahlentripel werden durch einen
Vektorpfeil oder lateinische Indizes (i, j, k, . . . ) gekennzeichnet.

x, xµ Vektoren im Minkowskiraum werden durch Fettschrift oder griechische Indizes(µ, ν, ρ, . . . ) gekennzeichnet.

Ψa Die Komponenten des Dirac-Feldes werden mit lateinischen Indizes (a, b) gekenn-
zeichnet.

Ψ Überstreichung eines Dirac-Operators zeigt Dirac-Konjugation Ψ = Ψ†γ0 an.

w Überstreichung einer anderen Variable kennzeichnet Zahlentupel.

f̃ Die Tilde bedeutet, dass die Funktion entlang einer Trajektorie gemäß f̃(t, q⃗) =
f(t, π⃗q⃗(t)) auszuwerten ist.

˙̃f Der Punkt steht für die Zeitableitung d
dt einer Funktion auf einer Trajektorie.

Dabei gilt ˙̃f = d
dt f̃(t, q⃗) = d

dtf(t, π⃗q⃗(t)) = ( ∂
∂t + dπ⃗q⃗

dt ∇⃗p⃗ )f(t, p⃗) .
Konventionen

ηµν Für die Metrik des flachen Raums wird die Signatur (+,−,−,−) verwendet. Ein
Vierervektor wird gemäß x = (x0, x⃗) in zeitliche und räumliche Anteile zerlegt. Für
den räumlichen Anteil gilt also x⃗ = (x1, x2, x3). Rein räumliche (also lateinische)
Indizes werden auch summiert, wenn sie auf gleicher Höhe stehen, daher gilt für
Skalarprodukte x⋅y = xµyµ = x0y

0+xiyi mit x0y
0 = x0y0 und xiyi = −x⃗⋅y⃗ = −xiyi =−xiyi. Die Schreibweise (x⃗)i bezieht sich auf die i-te Komponente des räumlichen

Vektors x⃗. Falls dieser der räumliche Teil eines Vierervektors x = (x0, x⃗) ist,
gilt (x⃗)i = xi für i = 1,2,3. Für das Levi-Civita-Symbol wird die Konvention
ε0123 = ε123 = 1 verwendet.

{γµ, γν} Die Clifford-Algebra wird in der Form {γµ, γν} = +2ηµν verwendet.

σµν Der Kommutator der γ-Matrizen wird mit σµν ∶= i
2[γµ, γν] abgekürzt.

A⃗(t) Für die Potentiale des elektromagnetischen Feldes wird die temporale Eichung
oder auch Weyl-Eichung verwendet, so dass gilt E⃗(x⃗, t) = −∂tA⃗(x⃗, t) und B⃗(x⃗, t) =∇⃗x⃗ × A⃗(x⃗, t).

~ = c = 1 In dieser Arbeit werden natürliche Einheiten verwendet.
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1 Einleitung

1 Einleitung

Als eine der Grundkräfte der Physik wirken die elektromagnetischen Kräfte auf geladene
Teilchen und damit insbesondere auf diejenigen elementaren Fermionen, die wir Elektronen
und Positronen nennen. Die quantisierte Feldtheorie dieser Wechselwirkung ist die soge-
nannte Quantenelektrodynamik und wird dann verwendet, wenn die klassische Betrachtung
der Elektrodynamik[1] nicht ausreicht. Die ihr zu Grunde liegende Feldgleichung ist die
Diracgleichung, in die das elektromagnetische Eichfeld mittels der kovarianten Ableitung
(minimale Substitution) eingekoppelt wird.

Die Quantenelektrodynamik wurde in der ersten Hälfte des 20. Jahrhunderts entwickelt
und hat J. S. Schwinger,[2] R. P. Feynman[3] und S. Tomonaga im Jahr 1965 einen Nobel-
preis eingebracht. Eine der wichtigsten bahnbrechenden Vorhersagen war die Existenz des
Positrons.[4] Die Theorie wurde in vielen Beschleunigerexperimenten mit einer sehr hohen
Genauigkeit experimentell überprüft. Ein markantes Beispiel hierfür ist das anomale ma-
gnetische Moment des Elektrons.[5,6] Experimente am Teilchenbeschleuniger verwenden eine
hohe Anregungsenergie, erreichen aber nur geringe Intensitäten. In diesem Regime können
durch Störungstheorie Vorhersagen gemacht werden.

In Zukunft wird auch das gegensätzliche Regime mit geringen Energien bei hohen Intensitä-
ten experimentell relevant. Hochintensitätslaser erreichen durch Chirped Pulse Amplifica-
tion[7] immer größere Leistungen und es wird auch schon an Verfahren zur Verstärkung von
Laserpulsen über die natürlichen Grenzen der CPA hinaus gedacht, z. B. die Verstärkung
von Laserpulsen durch nichtlineare Effekte in einem Plasma.[8,9] Auch freie Elektronenla-
ser könnten einen Zugang zu diesem Regime darstellen.[10,11] Der Paarbildungsprozess lässt
sich nicht in der elektromagnetischen Kopplung entwickeln und so ist Störungstheorie nicht
geeignet, um Vorhersagen zu erhalten.

Das Vakuum kann nicht als vollständig leer betrachtet werden, da die Quantentheorie
die spontane Entstehung und Vernichtung von virtuellen Elektron-Positron-Paaren zulässt.
Photonen können aufgrund der U(1)-Symmetrie zwar nicht direkt miteinander wechsel-
wirken, diese virtuellen Teilchen führen jedoch zu einer indirekten Wechselwirkung. Einen
aktuellen Überblick über verschiedene Experimente in diesem Feld geben [10, 11]. Rele-
vant werden die Vakuumfluktuationen dann, wenn die Feldstärke E multipliziert mit der
Elementarladung e und einer charakteristischen Längenskala, typischerweise der Compton-
Wellenlänge l = 1/m, in die Nähe der Ruhemasse m des Elektrons gelangt. Als Skala für die
Feldstärke wird daher oft die kritische Feldstärke Ecr. = m2/e genannt. Bei steigender Feld-
stärke zeigt das Vakuum aufgrund virtueller Teilchen Eigenschaften eines polarisierbaren
Mediums mit Brechungs- und Absorptionsindex. Steigt die Feldstärke noch weiter an, kann
das Vakuum schlussendlich zerfallen und Mehrteilchenzustände bilden. Dies bedeutet, dass
aufgrund starker Felder spontan Paare von Elektronen und Positronen entstehen können.

Rechnungen dazu sind bereits in den 1930er Jahren durchgeführt worden.[12,13] Später wur-
den diese Rechnungen von J. S. Schwinger mit dem in der Zwischenzeit hinzugekommenen
Wissen über die QED neu aufgerollt,[14] weshalb der Effekt der Paarproduktion heute oft
als Schwinger-Effekt bezeichnet wird. Es handelt sich bei dem Schwinger-Effekt also um
eine schon lange bekannte Vorhersage, die aufgrund der notwendigen extremen Feldstärken
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noch in keinem Experiment direkt nachweisbar war. Aufgrund der nichtperturbativen Ei-
genschaft dieses Effekts und der Tatsache, dass es sich um einen Nichtgleichgewichtsprozess
handelt, ist die theoretische Behandlung sehr anspruchsvoll.

Die detaillierte Behandlung des Schwinger-Effekts kann interessante Einblicke in ähnli-
che Phänomene wie die Bildung und Thermalisierung eines Quark-Gluon-Plasmas geben.
Auch für die Suche nach einem versteckten Teilchensektor spielen solche Phänomene eine
Rolle.[15–17]

Im Laufe der Zeit wurden viele Verschiedene Zugänge entwickelt, alle haben jedoch Schwach-
stellen. Man möchte aus der Konfiguration des elektrischen Feldes auf die erzeugten Elek-
tron-Positron-Paare schließen. Dabei konnten bisher nur sehr eingeschränkte Feldkonfigura-
tionen betrachtet werden. Es sind also einige mögliche Konfiguration noch nicht betrachtet
worden, so zum Beispiel Felder, die sowohl zeit- als auch ortsabhängig sind oder nichttriviale
Kombinationen von elektrischen mit magnetischen Feldern.

Das Ziel dieser Arbeit ist die Untersuchung der Paarproduktion bei rotierenden elektrischen
Feldern. Dabei soll die Gesamtteilchenproduktion ermittelt werden und mit anderen Feld-
konfigurationen verglichen werden. Die Phasenraumverteilung der entstehenden Teilchen
soll ebenfalls untersucht werden.

Im nächsten Abschnitt wird es einen kurzen Überblick über bisher verwendete Methoden
und ihren Zusammenhang geben. Diese Arbeit konzentriert sich auf einen Zugang, der zwar
schon 1991 von Bialynicki-Birula, Górnicki und Rafelski[18] erstmals veröffentlicht, aber
zunächst nicht weiter verfolgt wurde. Erst kürzlich (2010) wurden die Arbeiten durch He-
benstreit, Alkofer und Gies[19] wieder aufgenommen und sollen hier fortgesetzt werden. Im
dritten Abschnitt werden die theoretischen Grundlagen dieses Zugangs im Kontext die-
ser Arbeit dargelegt. Mittels dieser Methoden soll dann die Paarproduktion in rotierenden
Elektrischen Feldern untersucht werden. Daher beschreibt Abschnitt vier, wie auf numeri-
schem Wege Lösungen für solche Felder gefunden werden können. Darauf folgt im fünften
Abschnitt eine Darstellung der durch diese Methoden erhaltene Ergebnisse. Zum Abschluss
soll es im Abschnitt sechs eine Zusammenfassung der Erkenntnisse geben und auf mögliche
zukünftige Forschungsthemen hingewiesen werden. Der Anhang stellt einige Berechnungen
und verwendete Gleichungen im einzelnen dar, welche zur Verbesserung der Lesbarkeit aus
dem Haupttext entfernt wurden.
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2 Überblick

2 Überblick

Es wurden schon einige Methoden entwickelt um sich der Paarerzeugung theoretisch zu nä-
hern, wie Eigenzeitmethoden,[14] WKB-Techniken,[20,21] Instanton-Techniken,[22–24] Weltli-
nien-Monte-Carlo-Methoden[25] und verschiedene quantenkinetische Ansätze.

Oft wird euklidische Quantenfeldtheorie betrachtet, wobei der Imaginärteil einer effekti-
ven Wirkung auf die Zerfallsrate des Vakuums schließen lässt. Diese kann dann wiederum
mit der Paarproduktionsrate in Verbindung gebracht werden. Aufgrund der Imaginärzeit-
betrachtung erhält man keinerlei Informationen über die Dynamik des Prozesses und kann
somit nur auf den asymptotischen Zustand schließen.

Die Realzeitmethoden wie die Vlasov-Gleichung der Quantum Kinetic Theory[26,27] oder
der Wignerformalismus[18,19] beschreiben nicht nur die Entstehung der Teilchen, sondern
auch ihren kinetischen Transport im Anschluss an die Entstehung. Dadurch haben diese
Methoden den Vorteil, dass sie zusätzlich zur Gesamtteilchenzahl Auskunft über die Pha-
senraumverteilung der entstandenen Teilchen geben.

2.1 Tunnelprozess und effektive Wirkung

Abbildung 1: Darstellung[13] der ver-
scherten Bandlücke

Man kann sich den Schwingereffekt, z.B. für ein sta-
tisches elektrisches Feld, als einen Tunnelprozess vor-
stellen. Das Feld verschert die Bandgrenzen (Abbil-
dung 1), und Elektronen aus dem Dirac-See (Bereich
III) können tunnelnd die Bandlücke (II) überwinden
und ein Positron als Loch zurücklassen. Im Bereich
(I) ist dann ein Elektron frei geworden. Bereits in
den 1930er Jahren wurde die Paarproduktionsrate
für statische, homogene elektrische Felder berechnet. Dazu wurde die gerade erst entdeckte
1-Loop-Effektive Wirkung nach Heisenberg und Euler[12,13] herangezogen. Interessante Ein-
blicke in die geschichtliche Entwicklung dieser Erkenntnisse findet man in [28]. Anhand der
Persistenzrate des Vakuums Pvak. = ∣⟨0∣Û(t, t0)∣0⟩∣2 kann man sich überlegen, dass die Lokale
Paarproduktionsrate in erster Näherung durch r = 2ImL(1) gegeben ist. Dabei steht Û für
den Zeitentwicklungsoperator und L(1) für den effektiven Lagrangian zur 1-Loop-Ordnung.
Hieraus lässt sich die Paarproduktionsrate für diesen Fall berechnen und man erhält[14]

r = (eE)2

4π3

∞∑
n=1

1
n2 e

−nm
2π
eE ≈ (eE)2

4π3 e−
m2π
eE . (2.1)

Man erkennt die für einen Tunnelprozess typische exponentielle Unterdrückung. Außerdem
wird an diesem Ergebnis der nicht-störungstheoretische Charakter dieses Effektes sichtbar,
da sich e−m

2π/eE nicht als Reihe in eE entwickeln lässt.

Es gibt eine Verbindung zwischen diesem Effekt und der Ionisation von Atomen durch
elektrische Felder. Betrachtet man z. B. sinusförmige Felder E(t) = E0 sin(Ωt), gibt es hier
zwei zu betrachtende Zeitskalen: Die Frequenz des Feldes Ω und die Tunnelfrequenz ΩT, die
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2.2 Quantum Kinetic Theory

mit einer charakteristischen Zeit des Tunnelvorgangs verbunden ist. Hier gibt der Keldysh-
Parameter

γ = Ω
ΩT

= Ω
√

2mEb
eE0

an, welche Skala dominant ist. Hierbei bezeichnet Eb die Bindungsenergie. Im Fall γ ≫ 1
ist die Variation des Feldes so schnell, dass kein Tunneln stattfinden kann. Es liegt also
Mehrphotonenionisation vor. Ist jedoch γ ≪ 1, kommt es zum Tunnelprozess und man
spricht von nicht-perturbativer oder instantaner Ionisation.

Es lohnt sich, diesen Parameter für den Schwingereffekt zu übertragen. Hier ergibt sich mit
einer Tunnelfrequenz ΩT = eE0

m das Verhältnis der Frequenzen

γ = Ω
ΩT

= mΩ
eE0

. (2.2)

2.2 Quantum Kinetic Theory

Die Quantum Kinetic Theory, kurz QKT, steht in enger Beziehung zu der in dieser Arbeit
verwendeten Methode. Um dies zeigen zu können, wird sie im Rahmen dieser Einführung
an dieser Stelle kurz vorgestellt. Die QKT orientiert sich an der Boltzmanngleichung der
kinetischen Gastheorie. Die Boltzmanngleichung lautet

ḟ(t, x⃗, p⃗) = [ ∂
∂t

+ ˙⃗x ⋅ ∇⃗x⃗ + ˙⃗p ⋅ ∇⃗p⃗ ]f(t, x⃗, p⃗) = C[f] + S[f] ,
wobei C[f] als Stoßterm und S[f] als Quellterm bezeichet wird. Zur Beschreibung der
Paarproduktion wird der Stoßterm vernachlässigt, was der Betrachtung auf 1-Loop-Niveau
geschuldet ist. Durch die Schwingerformel (2.1) lässt sich für den Quellterm der Ansatz

S[f] = −2eE(t) log[1 − exp(−πm2 + p⃗2
⊥

eE(t) )]δ(p∥)
motivieren.[27]

Später hat sich gezeigt, dass man mittels Molekularfeldnäherung (Mean Field Approxi-
mation) im Rahmen zunächst der sQED (skalare QED) und später auch der QED einen
korrekteren Quellterm herleiten kann. In der QED ergibt sich[29,30]

S[f] = Q(t, p⃗)∫ t

−∞
dt′ Q(t′, p⃗)[1 − f(t′, p⃗)] cos(2Θ(t, t′, p⃗)) (2.3)

mit Θ(t, t′, p⃗) = ∫ t

t′
dτ ω(τ, p⃗) (2.4)

und Q(t, p⃗) = eE(t)ε⊥
ω2(t, p⃗) , ε2⊥ =m2 + p⃗2

⊥, ω
2 = ε2⊥ + p2

∥ . (2.5)

Es sollte erwähnt werden, dass bei der Herleitung dieser Form ein Basiswechsel, nämlich ei-
ne sogenannte Bogoliubov-Transformation, gemacht wird, der nur zu asymptotischen Zeiten
die Interpretation der Funktion f als Teilchendichte im Phasenraum einwandfrei zulässt.
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2 Überblick

Die Bogoliubov-Transformation stellt eine Drehung im linearen Raum der Erzeugungs- und
Vernichtungs-Operatoren der Elektronen und Positronen dar. Es handelt sich hierbei um
einen nicht unitär äquivalenten Basiswechsel. Die entstehenden Operatoren sind dann Er-
zeuger und Vernichter von nicht realen Quasiteilchen. Eine kurze Darstellung findet sich
hierzu in Anhang A von [19].

Die Paarproduktionsrate hängt nach (2.3) also von der gesamten Vorgeschichte ab. Daher
hat die Zeitentwicklung der Dichtefunktion f keinen Markov-artigen Charakter. Die Inte-
gro-Differentialgleichung lässt sich in ein gewöhnliches Differentialgleichungssystem erster
Ordnung umschreiben, indem man die Hilfsgrößen g und h einführt. Dann ergibt sich

ḟ(t, p⃗) = Q(t, p⃗) g(t, p⃗)
ġ(t, p⃗) = Q(t, p⃗) [1 − f(t, p⃗)] − 2ω(t, p⃗)h(t, p⃗)
ḣ(t, p⃗) = 2ω(t, p⃗) g(t, p⃗) .

(2.6)

Es muss gesagt werden, dass diese Gleichungen nun zwar Phasenrauminformationen liefern
und zeitabhängige Felder zulassen, aber immer noch räumlich homogene Felder mit einer
festen Richtung vorraussetzen.

Um diese Vorraussetzungen aufzuheben bedarf es eines anderen Zugangs zur Quantentheorie
im Phasenraum.
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3 Der Wigner-Formalismus

3 Der Wigner-Formalismus

Einen im Vergleich zur zuvor vorgestellten Quantum Kinetic Theory allgemeineren Zugang
findet man z. B. in der Wignerfunktion. Neben der Wignerfunktion gibt es auch andere Funk-
tionen (Husimi-Funktion,[31] Glauber-Sudarshan-Funktion[32,33]), die die Quantenmechanik
im Phasenraum formulieren. Die Wignerfunktion jedoch stellt eine adäquate Verallgemei-
nerung der QKT dar und wird im Feld der Nichtgleichgewichtsquantenphysik weitläufig
verwendet.

Die Wignerfunktion ist eine Quasi-Wahrscheinlichkeitsverteilung und erlaubt die Berech-
nung von Erwartungswerten von Observablen. Die Bewegungsgleichung der Wignerfunktion
ist aufgrund des Operatorcharakters des Vektorpotentials ein unendlicher Turm gekoppelter
Gleichungen.[18] Dieser wird nach N. Bogoljubov, M. Born, H. Green, G. Kirkwood und J.
Yvon als BBGKY-Hierarchie bezeichnet. Behandelt man das elektromagnetische Feld klas-
sisch, ersetzt also Feldoperatoren durch klassische Feldstärken, bricht dieser Turm nach der
ersten Gleichung ab. Im Rahmen dieser Mean Field Approximation oder auch Hartree-Nähe-
rung hat man es also nur mit einer einzelnen Gleichung zu tun. Durch diese Näherung wird
die Rückwirkung der erzeugten Elektron-Positron-Paare auf das elektromagnetische Feld
vernachlässigt, was wiederum gleichbedeutend mit der Vernachlässigung des Stoßterms in
den quantenkinetischen Theorien ist.

Im Folgenden werden die Schreibweisen verwendet, wie sie auf der Seite vor dem Inhaltsver-
zeichnis erklärt werden. Die Wignerfunktion kann kovariant als W(4)

ab (x,p) oder zu einem
bestimmten Zeitpunkt alsW(3)

ab (t, x⃗, p⃗) beschrieben werden. In dieser Arbeit wird die equal-
time oder one-time Variante der WignerfunktionW =W(3) verwendet, die zwar nicht mani-
fest Lorentz-Invariant ist, sich aber leichter interpretieren lässt.[34,35] Außerdem hat dies den
Vorteil, dass sich ihre Bewegungsgleichung als Anfangswertproblem formulieren lässt.[18,36]
Ebenfalls lohnt es sich, gleich eine bestimmte Eichung für das elektromagnetische Feld zu
wählen, in diesem Fall die temporale Eichung oder auch Weyl-Eichung (A0 = ϕ = 0).

Die Wignerfunktion ist im Allgemeinen als Fouriertransformierte der Dichtematrix definiert,
wobei sich die Dichtematrix aus dem Ensemblemittel des Dichteoperators ergibt. Da es hier
um einen Vakuumeffekt geht, wird statt eines Ensemblemittels ein Vakuumerwartungswert
berechnet, das Ensemble besteht also nur aus dem Grundzustand. Um dies zu verstehen,
betrachten wir den Dichteoperator des Dirac-Feldes zu gleichen ZeitenĈab(t, x⃗+, x⃗−) = e−ie ∫ x⃗−x⃗+ ⃗̂

A(t,x⃗′)⋅dx⃗′´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
Φ̂(t,x⃗,s⃗)

[Ψa(t, x⃗+), Ψb(t, x⃗−)] .
Hierbei wird der Kommutator des Dirac-Feldes mit sich selbst an zwei verschiedenen Orten
gebildet. Der Exponentialterm Φ̂ (Wilson-Linienintegral) ist notwendig, um Eichinvarianz
zu gewährleisten.[4] Es werden hierbei Relativkoordinaten x⃗ = 1/2 (x⃗+ + x⃗−) und s⃗ = x⃗+ − x⃗−
eingeführt. Hält man x⃗ fest und wählt s⃗ = s n⃗ werden also Dirac-Operatoren entlang einer
Linie betrachtet, die jeweils symmetrisch um den Punkt x⃗ angeordnet sind. Korrelationen
von Feldoperatoren mit einer bestimmten Frequenz k entlang dieser Linie entsprechen Feld-
anregungen im Phasenraum mit Impuls p⃗ = ~kn⃗ am Ort x⃗. Daher wird der Wigneroperator
als Fouriertransformation des Dichteoperators in Relativkoordinaten definiert als

Ŵab(t, x⃗, p⃗) ≡ −1
2

∫
ds⃗ e−

i
~ p⃗⋅s⃗ Ĉab(t, x⃗, s⃗) . (3.1)
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3.1 Erhaltungsgrößen

Die Wignerfunktion W ist nun der Erwartungswert des Wigneroperators. Man kann also
die Funktion Cab einerseits als Erwartungswert des Dichteoperators Ĉab, andererseits als
Fouriertransformierte der Wignerfunktion auffassen. Die Wignerfunktion transformiert wie
eine Dirac-Matrix.[19] Daher kann sie zweckmäßig in der chiralen Basis (1, γ5, γ

µ, γµγ5, σ
µν)

gemäß

W = 1
4
(1s + iγ5 p + γµ vµ + γµγ5 aµ + σµν tµν) (3.2)

aufgespannt werden, was als Fierz-Zerlegung bezeichnet wird. Dabei transformieren s und
p als Skalar bzw. Pseudoskalar, v und a als Vektor bzw. Axialvektor und tµν als Tensor.
Außerdem kann der symmetrische Teil des Tensors tµν o. B. d.A. gleich Null gesetzt werden,
da dieser wegen der Antisymmetrie von σµν nicht zu W beiträgt. Im Folgenden gelte also
tµν = −tνµ.
3.1 Erhaltungsgrößen

Es lassen sich einige Erhaltungsgesetze aus den Symmetrien der Wignerfunktion herleiten.
Die Erhaltungsgrößen sind die Ladung Q, die Energie E , der Impuls P⃗ und der DrehimpulsS⃗ und ergeben sich nach [18] zu

Q = e∫ dΓ v0(t, x⃗, p⃗) ,
E = ∫

dΓ (p⃗ ⋅ v⃗(t, x⃗, p⃗) +ms(t, x⃗, p⃗)´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
ε(t,x⃗,p⃗)

) + 1
2

∫
d3x (∣E⃗(t, x⃗)∣2 + ∣B⃗(t, x⃗)∣2) ,

P⃗ = ∫
dΓ p⃗ v0(t, x⃗, p⃗) + ∫

d3x E⃗(t, x⃗) × B⃗(t, x⃗) ,
S⃗ = ∫

dΓ(x⃗ × p⃗ v0(t, x⃗, p⃗) − 1
2
a⃗(t, x⃗, p⃗)) + ∫

d3x x⃗ × (E⃗(t, x⃗) × B⃗(t, x⃗)) .
Hierbei ist dΓ = d3x⃗ d3p⃗

(2π)3 das Volumenelement im Phasenraum. Die Integranden lassen sich
demnach als die zugehörigen Phasenraumdichten auffassen, genauer kann s mit der Mas-
sendichte, v⃗ mit der Stromdichte, v0 mit der Ladungsdichte und a⃗ mit einer Spindichte
assoziiert werden.[18,19] Der hier mit ε bezeichnete Term steht im Zusammenhang zur Ein-
Teilchen-Verteilungsfunktion der Quantum Kinetic Theory, darauf wird im Abschnitt 3.5
näher eingegangen.

3.2 Das Vakuum als Anfangswert

Ausgehend von ihrer Definition, der Diracgleichung und in einer bestimmten Eichung kann
man nun die Berechnung der Wignerfunktion als Anfangswertproblem formulieren. Dazu ist
sowohl die Entwicklungsgleichung, als auch ein Anfangswert zu bestimmen. Der Anfangs-
wert wird durch eine Vakuumlösung gegeben, die sich aus einem verschwindenden elektro-
magnetischen Feld ergibt. Grundlage für die Berechnung der Wignerfunktion des Vakuums

8



3 Der Wigner-Formalismus

ist die Lösung der freien Diracgleichung durch Darstellung des Diracoperators durch seine
Eigenmoden

Ψ(x⃗, t) = ∫
d3q⃗(2π)3 Ψ̃(q⃗, t) eiq⃗⋅x⃗

Ψ̃(q⃗, t) =∑
s

(ũs(q⃗, t)as(q⃗ ) + ṽs(−q⃗, t) b†
s(−q⃗ )) .

Die Eigenmoden Ψ̃ des Dirac-Feldes werden aufgespannt durch Basisvektoren us und vs,
welche gewisse Vollständigkeitsrelationen∑

s

ũs(q⃗, t)ũs(q⃗, t) = 1
2ω(q⃗ )(γ0ω(q⃗ ) − γ⃗ ⋅ q⃗ +m)

∑
s

ṽs(−q⃗, t)ṽs(−q⃗, t) = 1
2ω(q⃗ )(γ0ω(q⃗ ) + γ⃗ ⋅ q⃗ −m) (3.3)

mit ω2(q⃗ ) =m2 + q⃗2

erfüllen. Für die Erzeuger und Vernichter gilt die übliche Leiteroperatoralgebra

{ar(q⃗), a†
s(q⃗′)} = {br(q⃗), b†

s(q⃗′)} = (2π)3δrsδ(q⃗ − q⃗′) (3.4)

und für die Vakuumerwartungswerte ihrer Kommutatoren gilt, dass sie durch Antikommu-
tatoren ersetzt werden können, da

⟨0∣[as(q⃗ ), a†
s′(q⃗ ′)]∣0⟩ = ⟨0∣as(q⃗ )a†

s′(q⃗ ′)∣0⟩ − ⟨0∣a†
s′(q⃗ ′)as(q⃗ )∣0⟩´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

0= ⟨0∣as(q⃗ )a†
s′(q⃗ ′)∣0⟩ + ⟨0∣a†

s′(q⃗ ′)as(q⃗ )∣0⟩= ⟨0∣{as(q⃗ ), a†
s′(q⃗ ′)}∣0⟩ .

Mit diesen Grundlagen kann die Wignerfunktion direkt berechnet werden, indem die Funk-
tion C berechnet wird. Dabei bedeuten die Indizes + und − die Einsetzung von x⃗+ bzw.
x⃗−.

Cab = ⟨0∣Ĉab∣0⟩ Φ̂=0= ⟨0∣[Ψ+
a , Ψ−

b ]´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶∣0⟩

= [∫ d3q⃗(2π)3 Ψ̃a(q⃗, t) eiq⃗⋅x⃗+ , ∫ d3q⃗ ′(2π)3 Ψ̃b(q⃗ ′, t) e−iq⃗ ′⋅x⃗−]
= ∫∫

d3q⃗(2π)3
d3q⃗ ′(2π)3 e

i(q⃗⋅x⃗+−q⃗ ′⋅x⃗−)[Ψ̃a(q⃗, t), Ψ̃b(q⃗ ′, t)]´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
= [∑

s

(ũsa(q⃗, t)as(q⃗ ) + ṽsa(−q⃗, t) b†
s(−q⃗ )),

∑
s′

(ũs′b(q⃗ ′, t)a†
s′(q⃗ ′) + ṽs′b(−q⃗ ′, t) bs′(−q⃗ ′))]
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3.2 Das Vakuum als Anfangswert

= ∑
ss′

([ũsa(q⃗, t)as(q⃗ ), ũs′b(q⃗ ′, t)a†
s′(q⃗ ′)]+[ũsa(q⃗, t)as(q⃗ ), ṽs′b(−q⃗ ′, t) bs′(−q⃗ ′)]

+[ṽsa(−q⃗, t) b†
s(−q⃗ ), ũs′b(q⃗ ′, t)a†

s′(q⃗ ′)]+[ṽsa(−q⃗, t) b†
s(−q⃗ ), ṽs′b(−q⃗ ′, t) bs′(−q⃗ ′)])

= ∑
ss′

(ũsa(q⃗, t)ũs′b(q⃗ ′, t)[as(q⃗ ), a†
s′(q⃗ ′)]

+ ũsa(q⃗, t)ṽs′b(−q⃗ ′, t)[as(q⃗ ), bs′(−q⃗ ′)]
+ ṽsa(−q⃗, t)ũs′b(q⃗ ′, t)[b†

s(−q⃗ ), a†
s′(q⃗ ′)]

+ ṽsa(−q⃗, t)ṽs′b(−q⃗ ′, t)[b†
s(−q⃗ ), bs′(−q⃗ ′)])

Durch Ausführen einer Integration und Einsetzen erhalten wir einen Ausdruck für C.∫
d3q⃗ ′(2π)3 ⟨0∣[Ψ̃a(q⃗, t), Ψ̃b(q⃗ ′, t)]∣0⟩

= ∫
d3q⃗ ′(2π)3

∑
ss′

(ũsa(q⃗, t)ũs′b(q⃗ ′, t)⟨0∣[as(q⃗ ), a†
s′(q⃗ ′)]∣0⟩

+ ṽsa(−q⃗, t)ṽs′b(−q⃗ ′, t)⟨0∣[b†
s(−q⃗ ), bs′(−q⃗ ′)]∣0⟩)

= ∫
d3q⃗ ′(2π)3

∑
ss′

(ũsa(q⃗, t)ũs′b(q⃗ ′, t)⟨0∣{as(q⃗ ), a†
s′(q⃗ ′)}∣0⟩

− ṽsa(−q⃗, t)ṽs′b(−q⃗ ′, t)⟨0∣{b†
s(−q⃗ ), bs′(−q⃗ ′)}∣0⟩)

=
(3.4) ∫

d3q⃗ ′
∑
ss′

(ũsa(q⃗, t)ũs′b(q⃗ ′, t) δss′δ(q⃗ − q⃗ ′)− ṽsa(−q⃗, t)ṽs′b(−q⃗ ′, t) δss′δ(q⃗ − q⃗ ′))
= ∑

s

(ũsa(q⃗, t)ũsb(q⃗, t) − ṽsa(−q⃗, t)ṽsb(−q⃗, t))
=(3.3)

1
2ω(q⃗ )(γ0ω(q⃗ ) − γ⃗ ⋅ q⃗ +m) − 1

2ω(q⃗ )(γ0ω(q⃗ ) + γ⃗ ⋅ q⃗ −m)
= 1
ω(q⃗ )(−γ⃗ ⋅ q⃗ +m)

C = ∫
d3q(2π)3 e

iq⃗⋅(x⃗+−x⃗−) 1
ω(q⃗ )(−γ⃗ ⋅ q⃗ +m)

= ∫
d3q(2π)3 e

iq⃗⋅s⃗ 1
ω(q⃗ )(γiqi +m)

Vergleicht man dies mit der Fourier-Rücktransformation zu (3.1), kann man die Wigner-
funktion W = −1

2ω(p⃗ )(γipi +m)
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3 Der Wigner-Formalismus

hier ablesen. Die Zerlegung der Wignerfunktion nach (3.2) lässt sich an diesem Ergebnis
auch sehr leicht ablesen und ergibt sich zu

s = −2m
ω(p⃗ ) , v⃗ = −2p⃗

ω(p⃗ ) ,
wobei die restlichen Komponenten verschwinden.

3.3 Entwicklungsgleichung

Um Lösungen für andere Fälle zu finden, wird eine Entwicklungsgleichung für die Wig-
nerfunktion benötigt. Damit kann dann die Berechnung der Wignerfunktion durch Lösen
eines Anfangswertproblemes geschehen. Eine Bewegungsgleichung für die equal-Time Wi-
gnerfunktion lässt sich aus derjenigen für die kovariante Wignerfunktion gewinnen, indem
eine Energie-Mittelung durchgeführt wird. Dabei muss erneut von der Mean Field Ap-
proximation Gebrauch gemacht werden. Außerdem geht ein gewisser Teil der dynamische
Information verloren,[37] was dem Umstand Rechnung trägt, dass dabei eine unabhängige
Variable wegfällt.

Hier soll das Ergebnis angegeben werden, dann aber auf direktem Wege unter Betrachtung
des elektrischen Feldes als ein klassisches Feld verifiziert werden. Die Bewegungsgleichung
lautet

DtW = −1
2
D⃗x⃗ [γ0γ⃗,W] − im[γ0,W] − iP⃗{γ0γ⃗,W} (3.5)

mit den Pseudo-Differentialoperatoren

Dt = ∂t + e∫ 1/2

−1/2
dλ E⃗(t, x⃗ + iλ∇⃗p⃗ ) ⋅ ∇⃗p⃗ ,

D⃗x⃗ = ∇⃗x⃗ + e∫ 1/2

−1/2
dλ B⃗(t, x⃗ + iλ∇⃗p⃗ ) × ∇⃗p⃗ ,

P⃗ = p⃗ − ie∫ 1/2

−1/2
dλλB⃗(t, x⃗ + iλ∇⃗p⃗ ) × ∇⃗p⃗ .

Um diese zu verifizieren, wird die Fouriertransformation in (3.1) umgekehrt, damit ergibt
sich die Bewegungsgleichung für die Funktion C. Dabei gelten die Übergangsregeln p⃗ →−i∇⃗s⃗ und ∇⃗p⃗ → −is⃗ und es ergibt sich in Abhängigkeit von der Relativkoordinate s⃗ die
Gleichung

Dt C = −1
2
D⃗x⃗ [γ0γ⃗, C] − D⃗s⃗ {γ0γ⃗, C} − im[γ0, C] (3.6)

mit

Dt = ∂t − ie∫ 1/2

−1/2
dλ E⃗(t, x⃗ + λs⃗) ⋅ s⃗ ,

D⃗x⃗ = ∇⃗x⃗ − ie∫ 1/2

−1/2
dλ B⃗(t, x⃗ + λs⃗) × s⃗ ,

11



3.3 Entwicklungsgleichung

D⃗s⃗ ∶= ∇⃗s⃗ − ie∫ 1/2

−1/2
dλλB⃗(t, x⃗ + λs⃗) × s⃗ .

Es wird nun zunächst eine analoge Gleichung

D̂t Ĉ = −1
2

ˆ⃗Dx⃗ [γ0γ⃗, Ĉ ] − ˆ⃗Ds⃗ {γ0γ⃗, Ĉ } − im[γ0, Ĉ ] (3.7)

auf Operatorniveau mit

D̂t = ∂t − ie∫ 1/2

−1/2
dλ ˆ⃗E(t, x⃗ + λs⃗) ⋅ s⃗ ,

ˆ⃗Dx⃗ = ∇⃗x⃗ − ie∫ 1/2

−1/2
dλ ˆ⃗B(t, x⃗ + λs⃗) × s⃗ ,

ˆ⃗Ds⃗ ∶= ∇⃗s⃗ − ie∫ 1/2

−1/2
dλλ ˆ⃗B(t, x⃗ + λs⃗) × s⃗

gezeigt, welche ohne Näherung gültig ist. Diese wird dann durch Erwartungswertbildung in
(3.6) überführt.

Nun werden die linke und rechte Seite von Gleichung (3.7) ausgerechnet, um ihre Überein-
stimmung zu zeigen. Wie in Anhang A.1.1 gezeigt, gilt D̂t Ĉab = Φ̂∂t[Ψ+

a , Ψ−
b ]. Dies soll nun

weiter ausgerechnet werden.

D̂t Ĉab = Φ̂∂t[Ψ+
a , Ψ−

b ]= Φ̂([Ψ̇+
a , Ψ−

b ] + [Ψ+
a , Ψ̇−

b ])

=

Einsetzen der Diracgleichung und ihrer konjugierten Form:

∂tΨ̂(x⃗, t) = −γ0γ⃗[∇⃗x⃗ − ie ˆ⃗A(x⃗, t)]Ψ̂(x⃗, t) − imγ0Ψ̂(x⃗, t)

∂tΨ̂(x⃗, t) = −[∇x⃗Ψ̂(x⃗, t) + ieΨ̂(x⃗, t) ˆ⃗A(x⃗, t)] ⋅ γ⃗γ0 + imΨ̂(x⃗, t)γ0

Φ̂([−(γ0γ⃗)
ac
[∇⃗x⃗ − ie ˆ⃗A+]Ψ+

c − imγ0
acΨ+

c , Ψ−
b ]

+[Ψ+
a , −[∇⃗x⃗Ψ−

c + ieΨ−
c

ˆ⃗A−](γ⃗γ0)
cb
+ imΨ−

c γ
0
cb])

= Φ̂([−(γ0γ⃗)
ac
[∇⃗x⃗ − ie ˆ⃗A+]Ψ+

c , Ψ−
b ] + [Ψ+

a , −[∇⃗x⃗Ψ−
c + ieΨ−

c
ˆ⃗A−](γ⃗γ0)

cb
])

−imΦ̂([γ0
acΨ+

c , Ψ−
b ] − [Ψ+

a , Ψ−
c γ

0
cb])

=
Siehe Nebenrechnung in Anhang A.1.3

Φ̂(−(γ0γi)
ac

Ψ+
c,iΨ−

b +ie(γ0γi)
ac
Â+
i Ψ+

cΨ−
b +Ψ−

b (γ0γi)
ac

Ψ+
c,i −ieΨ−

b (γ0γi)
ac
Â+
i Ψ+

c−Ψ+
aΨ−

c,i(γiγ0)
cb
−ieΨ+

aΨ−
c Â

−
i (γiγ0)

cb
+Ψ−

c,i(γiγ0)
cb

Ψ+
a +ieΨ−

c Â
−
i (γiγ0)

cb
Ψ+
a)

−imΦ̂(γ0
acΨ+

cΨ−
b −Ψ−

b γ
0
acΨ+

c −Ψ+
aΨ−

c γ
0
cb +Ψ−

c γ
0
cbΨ+

a)
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3 Der Wigner-Formalismus

Dieses Ergebnis lässt sich auch von der rechten Seite erhalten. Dabei sind die Integrale∫ 1/2

−1/2
((s⃗ ⋅ ∇⃗x⃗) ˆ⃗A(x⃗ + λs⃗, t))dλ = ˆ⃗A+ − ˆ⃗A− (3.8)∫ 1/2

−1/2
λ((s⃗ ⋅ ∇⃗x⃗) ˆ⃗A(x⃗ + λs⃗, t))dλ = 1

2
ˆ⃗A+ + 1

2
ˆ⃗A− − ∫ 1

2

−1/2

ˆ⃗A(x⃗ + λs⃗, t)dλ (3.9)

nützlich, deren Berechnung in Anhang A.1.2 gezeigt wird. Ihr Nutzen zeigt sich bei der
Betrachtung der auftretenden Ableitungen

ˆ⃗Dx⃗ Ĉ = ∇⃗x⃗Ĉ − ie∫ 1/2

−1/2
(∇⃗x⃗ × ˆ⃗A(x⃗ + λs⃗, t)) × s⃗dλ Ĉ

=
Graßman-Identität

∇⃗x⃗Ĉ±− ie∫ 1/2

−1/2
((s⃗ ⋅ ∇⃗x⃗) ˆ⃗A(x⃗ + λs⃗, t) − ∇⃗x⃗(s⃗ ⋅ ˆ⃗A(x⃗ + λs⃗, t)))dλ Ĉ

= (∇⃗x⃗Φ̂)´¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¶[Ψ
+, Ψ−] + Φ̂∇⃗x⃗[Ψ+, Ψ−]

= − ie(∇⃗x⃗ ∫ 1/2

−1/2

ˆ⃗A(x⃗ + λs⃗, t)) ⋅ s⃗dλ)Φ̂

= − ie∫ 1/2

−1/2
∇⃗x⃗(s⃗ ⋅ ˆ⃗A(x⃗ + λs⃗, t))dλ Φ̂

= Φ̂∇⃗x⃗[Ψ+, Ψ−] − ie∫ 1/2

−1/2
((s⃗ ⋅ ∇⃗x⃗) ˆ⃗A(x⃗ + λs⃗, t))dλ Ĉ

=(3.8)

Φ̂∇⃗x⃗[Ψ+, Ψ−] − ie( ˆ⃗A+ − ˆ⃗A−)Ĉ
und

ˆ⃗Ds⃗ Ĉ = ∇⃗s⃗ Ĉ − ie∫ 1/2

−1/2
λ(∇⃗x⃗ × ˆ⃗A(x⃗ + λs⃗, t)) × s⃗dλ Ĉ

=
Graßman-Identität

∇⃗s⃗ Ĉ±− ie∫ 1/2

−1/2
λ((s⃗ ⋅ ∇⃗x⃗) ˆ⃗A(x⃗ + λs⃗, t) − ∇⃗x⃗(s⃗ ⋅ ˆ⃗A(x⃗ + λs⃗, t)))dλ Ĉ

= (∇⃗s⃗ Φ̂)´¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¶[Ψ
+, Ψ−] + Φ̂∇⃗s⃗ [Ψ+, Ψ−]

= − ie(∇⃗s⃗ ∫ 1/2

−1/2

ˆ⃗A(x⃗ + λs⃗, t) ⋅ s⃗dλ)Φ̂

= − ie∫ 1/2

−1/2
(λ∇⃗x⃗(s⃗ ⋅ ˆ⃗A(x⃗ + λs⃗, t)) + ˆ⃗A(x⃗ + λs⃗, t))dλ Φ̂

= Φ̂∇⃗s⃗ [Ψ+, Ψ−] − ie∫ 1/2

−1/2
(λ(s⃗ ⋅ ∇⃗x⃗) ˆ⃗A(x⃗ + λs⃗, t) + ˆ⃗A(x⃗ + λs⃗, t))dλ Ĉ

=(3.9)

Φ̂∇⃗s⃗ [Ψ+, Ψ−] − ie(1
2

ˆ⃗A+ + 1
2

ˆ⃗A−)Ĉ .
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Dies führt auf

−1
2

ˆ⃗Dx⃗ [γ0γ⃗, Ĉ] − ˆ⃗Ds⃗ {γ0γ⃗, Ĉ}
= −1

2
[γ0γ⃗, ˆ⃗Dx⃗ Ĉ] − {γ0γ⃗, ˆ⃗Ds⃗ Ĉ}

= − 1
2
[γ0γ⃗, (Φ̂∇⃗x⃗[Ψ+, Ψ−] − ie( ˆ⃗A+ − ˆ⃗A−)Ĉ)]

−{γ0γ⃗, (Φ̂∇⃗s⃗ [Ψ+, Ψ−] − ie(1
2

ˆ⃗A+ + 1
2

ˆ⃗A−)Ĉ)}
= − 1

2
[γ0γ⃗, Φ̂∇⃗x⃗[Ψ+, Ψ−]] − {γ0γ⃗, Φ̂∇⃗s⃗ [Ψ+, Ψ−]}

+1
2
ie[γ0γ⃗, ( ˆ⃗A+ − ˆ⃗A−)Ĉ] + ie{γ0γ⃗, (1

2
ˆ⃗A+ + 1

2
ˆ⃗A−)Ĉ} .

Nun können alle Terme explizit aufgeschrieben werden (Anhang A.1.4) und es ergibt sich

−1
2

ˆ⃗Dx⃗ [γ0γ⃗, Ĉ] − ˆ⃗Ds⃗ {γ0γ⃗, Ĉ} − im[γ0, Ĉ]
= −(γ0γi)

ac
Φ̂(Ψ+

c,iΨ−
b −Ψ−

bΨ+
c,i) + Φ̂(Ψ+

aΨ−
c,i −Ψ−

c,iΨ+
a)(γ0γi)

cb

+ie(γ0γ⃗)
ac

ˆ⃗A+Φ̂(Ψ+
cΨ−

b
:::::

−Ψ−
bΨ+

c
:::::

) + ie ˆ⃗A−Φ̂(Ψ+
aΨ−

c
:::::

−Ψ−
cΨ+

a
:::::

)(γ0γ⃗)
cb

−imΦ̂(γ0
acΨ+

cΨ−
b − γ0

acΨ−
bΨ+

c −Ψ+
aΨ−

c γ
0
cb +Ψ−

cΨ+
aγ

0
cb) .

(3.10)

Das Ergebnis der linken Seite lautete

D̂t Ĉab = Φ̂(−(γ0γi)
ac

Ψ+
c,iΨ−

b +ie(γ0γi)
ac
Â+
i Ψ+

cΨ−
b

::::::::::::::::::

+Ψ−
b (γ0γi)

ac
Ψ+
c,i −ieΨ−

b (γ0γi)
ac
Â+
i Ψ+

c
::::::::::::::::::−Ψ+

aΨ−
c,i(γiγ0)

cb
−ieΨ+

aΨ−
c Â

−
i (γiγ0)

cb
:::::::::::::::::

+Ψ−
c,i(γiγ0)

cb
Ψ+
a +ieΨ−

c Â
−
i (γiγ0)

cb
Ψ+
a

:::::::::::::::::

)
−imΦ̂(γ0

acΨ+
cΨ−

b −Ψ−
b γ

0
acΨ+

c −Ψ+
aΨ−

c γ
0
cb +Ψ−

c γ
0
cbΨ+

a) .
(3.11)

Durch den Vergleich von (3.11) mit (3.10) ist also (3.7) gezeigt. Nun wird der Erwartungs-
wert dieser Gleichung gebildet. Dabei wird die einzige Näherung in dieser Herleitung verwen-
det, es handelt sich um eine Hartree-Näherung, bei der das elektromagnetische Feld klassisch
betrachtet wird. Dies ist gleichbedeutend mit der Vernachlässigung innerer Photon-Linien,
welche ohnehin durch die kleine elektromagnetische Kopplung unterdrückt sind, analog zur
Störungstheorie. Effektiv werden dadurch die Rückwirkungen durch die Vakuumpolarisation
oder die Paarproduktion auf das elektromagnetische Feld vernachlässigt.

⟨0∣ ˆ⃗Dx⃗ [γ0γ⃗, Ĉ]∣0⟩
= ⟨0∣[γ0γ⃗, ˆ⃗Dx⃗ Ĉ]∣0⟩ = [γ0γ⃗, ⟨0∣ ˆ⃗Dx⃗ Ĉ∣0⟩]
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3 Der Wigner-Formalismus

= [γ0γ⃗, ⟨0∣(∂t − ie∫ 1/2

−1/2
dλ ˆ⃗B(t, x⃗ + λs⃗) × s⃗)Ĉ∣0⟩]

= [γ0γ⃗, ⟨0∣∂tĈ∣0⟩] − ie∫ 1/2

−1/2
dλ [γ0γ⃗, ⟨0∣( ˆ⃗B(t, x⃗ + λs⃗) × s⃗)Ĉ∣0⟩]

≈ [γ0γ⃗, ⟨0∣∂tĈ∣0⟩] − ie∫ 1/2

−1/2
dλ [γ0γ⃗, (B⃗(t, x⃗ + λs⃗) × s⃗)⟨0∣Ĉ∣0⟩]

= [γ0γ⃗, D⃗x⃗ ⟨0∣Ĉ∣0⟩] = D⃗x⃗ [γ0γ⃗, ⟨0∣Ĉ∣0⟩]
Dies gilt analog auch für ˆ⃗Ds⃗ und D̂t , es lässt sich also schlussfolgern, dass mit (3.7) im
Rahmen der genannten Näherung auch (3.6) gilt. Durch Fouriertransformation erhält man
nun (3.5).

3.3.1 Fierz-Zerlegung

Die Bewegungsgleichung (3.5) lässt sich nun gemäß der chiralen Basis wie in (3.2) zerlegen.
Diese Zerlegung ergibt ein System gekoppelter Differentialgleichungen für alle Basiskom-
ponenten. Die Vierer-Basiskomponenten werden jeweils in eine skalare und eine Dreier-
Basiskomponente zerlegt (vµ = (v0, v⃗)). Da σµν antisymmetrisch ist, spielt auch nur der
antisymmetrische Teil von tµν eine Rolle. Dieser wird in zwei Dreiervektoren gemäß

(t⃗1)
i
= t0i − ti0 (t⃗2)

i
= εijktjk

zerlegt. Hiermit ergibt sich (siehe Anhang A.2 für die Rechnungen im Einzelnen) die Bewe-
gungsgleichung als Gleichungssystem zu

1 ∶ Dt s = +2P⃗ ⋅ t⃗1

iγ5 ∶ Dt p = −2P⃗ ⋅ t⃗2 −2ma0

γ0 ∶ Dt v
0 = −D⃗x⃗ v⃗

γ0γ5 ∶ Dt a
0 = −D⃗x⃗ a⃗ +2mp

γi ∶ Dt v⃗ = −D⃗x⃗ v0 −2P⃗ × a⃗ −2mt⃗1

γiγ5 ∶ Dt a⃗ = −D⃗x⃗ a0 −2P⃗ × v⃗
σ0i ∶ Dt t⃗

1 = −D⃗x⃗ × t⃗2 −2P⃗ s +2mv⃗
1
2σc ∶ Dt t⃗

2 = +D⃗x⃗ × t⃗1 +2P⃗ p .

Es handelt sich um ein partielles Differentialgleichungssystem für 16 Größen in Abhängigkeit
von 7 Variablen (t, x⃗, p⃗), wobei es sich bei den auftretenden Operatoren immer noch um
Pseudodifferentialoperatoren handelt. Eine direkte numerische Integration erscheint nicht
praktikabel.

3.4 Spezialisierung auf homogene Felder

Die Betrachtung räumlich homogener, rein elektrischer (aber nach wie vor zeitabhängiger)
Felder bringt einige Vereinfachungen mit sich. Aus

B⃗ = 0 und E⃗ = E⃗(t)
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3.4 Spezialisierung auf homogene Felder

folgen

D⃗x⃗ = ∇⃗x⃗ , P⃗ = p⃗ und Dt = ∂t + eE⃗(t) ⋅ ∇⃗p⃗ .
Außerdem sind die Felder in x⃗ homogen und daher sollte das auch für die gesuchten Funk-
tionen gelten, daher können Terme mit ∇⃗x⃗ gleich null gesetzt werden. Damit vereinfacht
sich das System der Bewegungsgleichung zu

(∂t + eE⃗(t) ⋅ ∇⃗p⃗) s = +2p⃗ ⋅ t⃗1

(∂t + eE⃗(t) ⋅ ∇⃗p⃗)p = −2p⃗ ⋅ t⃗2 +2ma0(∂t + eE⃗(t) ⋅ ∇⃗p⃗) v0 = 0(∂t + eE⃗(t) ⋅ ∇⃗p⃗)a0 = +2mp(∂t + eE⃗(t) ⋅ ∇⃗p⃗) v⃗ = −2p⃗ × a⃗ −2mt⃗1

(∂t + eE⃗(t) ⋅ ∇⃗p⃗) a⃗ = −2p⃗ × v⃗(∂t + eE⃗(t) ⋅ ∇⃗p⃗) t⃗1 = −2p⃗ s +2mv⃗(∂t + eE⃗(t) ⋅ ∇⃗p⃗) t⃗2 = +2p⃗ p .

Es stellt sich heraus, dass dies zwei voneinander unabhängige Gleichungssysteme sind, näm-
lich eines für die Funktionen s, v⃗, a⃗ und t⃗1 und ein zweites für die restlichen Funktionen
p, v0, a0 und t⃗2. In der Vakuumlösung sind nur s und v⃗ von Null verschieden, das zweite
System lässt sich also im Einklang mit dieser durch p = v0 = a0 = 0 und t⃗2 = 0⃗ für alle
Zeiten lösen. Die Eindeutigkeit dieser Lösung lässt sich im Hinblick auf die Methode der
Charakteristiken auf die Eindeutigkeit der Lösung einer gewöhnlichen Differentialgleichung
zurückführen. Die restlichen Gleichungen lassen sich dann in Matrixschreibweise als

(∂t + eE⃗(t) ⋅ ∇⃗p⃗ )
⎛⎜⎜⎜⎝
s
v⃗
a⃗
t⃗

⎞⎟⎟⎟⎠ = ⎛⎜⎜⎜⎝
0 0 0 2p⃗⊺
0 0 −2p⃗× −2m
0 −2p⃗× 0 0−2p⃗ 2m 0 0

⎞⎟⎟⎟⎠ ⋅
⎛⎜⎜⎜⎝
s
v⃗
a⃗
t⃗

⎞⎟⎟⎟⎠
⇔ (∂t + eE⃗(t) ⋅ ∇⃗p⃗ )w =M ⋅w (3.12)

schreiben, wobei nun t⃗ statt t⃗1 geschrieben wird. Der Querstrich kennzeichnet jetzt 10-
Tupel, die sich aus den Komponenten s, v⃗, a⃗ und t⃗ zusammensetzen. Für diese werden die
übliche Matrizenmultiplikation und das übliche Standardskalarprodukt im Sinne von

w1 ⋅w2 =
⎛⎜⎜⎜⎝
s1
v⃗1
a⃗1
t⃗1

⎞⎟⎟⎟⎠ ⋅
⎛⎜⎜⎜⎝
s2
v⃗2
a⃗2
t⃗2

⎞⎟⎟⎟⎠ = s1 s2 + v⃗1 ⋅ v⃗2 + a⃗1 ⋅ a⃗2 + t⃗1 ⋅ t⃗2
verwendet, um einige Gleichungen eleganter schreiben zu können. Die Matrix M ist an-
tisymmetrisch. Schreibt man die Vakuumlösung als wvak. = −2 e1, erkennt man, dass es
sich bei e1 = 1/ω(p⃗)(m p⃗ 0⃗ 0⃗) um einen im Sinne dieses Skalarprodukts normierten
(e1 ⋅ e1 = 1) Vektor handelt. Dieses gekoppelte, partielle Differentialgleichungssystem be-
schreibt nur noch 10 Größen, in Abhängigkeit von nurmehr 4 Variablen. Für die Erhal-
tungsgrößen (Abschnitt 3.1) ergibt sich, dass Ladung und Impuls verschwinden. Lediglich
die Spin-Dichte und die Energiedichte sind von Null verschieden.

16



3 Der Wigner-Formalismus

3.5 Zusammenhang zur Quantum Kinetic Theory

Die Quantum Kinetic Theory beschreibt die Paarproduktion mittels der Gleichungen (2.6),
wobei aber nur räumlich homogene und einkomponentige elektrische Felder zugelassen sind.
Diese lassen sich wie in [19] gezeigt aus dem Gleichungssystem für die Wignerfunktion
gewinnen, also sind der Wigner-Formalismus und die Quantum Kinetic Theory in diesem
Fall äquivalent. Dabei gilt insbesondere die Identität

f(t, p⃗) [37]= m(s(t, p⃗) − svak.(t, p⃗)) + p⃗ ⋅ (v⃗(t, p⃗) − v⃗vak.(t, p⃗))
2ω(p⃗) , (3.13)

welche die Ein-Teilchen-Verteilungsfunktion f der QKT mit den Komponenten s und v⃗ der
Wignerfunktion verbindet. Hierbei spielt auch die Vakuumlösung eine entscheidende Rolle.
Unter Verwendung von e1 lässt sich die Verteilungsfunktion f auch als

f = 1
2ω(p⃗)

⎛⎜⎜⎜⎝
m
p⃗
0⃗
0⃗

⎞⎟⎟⎟⎠ ⋅
⎛⎜⎜⎜⎝
s − svak.
v⃗ − v⃗vak.

a⃗
t⃗

⎞⎟⎟⎟⎠ = 1
2
e1 ⋅ (w −wvak.) (3.14)

schreiben. Alternativ gilt mit der in Abschnitt 3.1 identifizierten Energiedichte ε =ms+ p⃗ ⋅ v⃗
und der Energiedichte des Vakuums εvak. =msvak. + p⃗ ⋅ v⃗vak. auch

f(t, p⃗) = 1
2ω(p⃗)(ε(t, p⃗) − εvak.(t, p⃗)) . (3.15)

Die Ein-Teilchen-Verteilungsfunktion ergibt sich also aus der Energiedichte ε dadurch, dass
die Energiedichte des Vakuums abgezogen wird und das Verbleibende auf die Energie eines
Elektron-Positron-Paares normiert wird.

3.6 Teilchendichte

Aus der Quantum Kinetic Theory weiß man, dass die oben diskutierte Funktion f zu asymp-
totischen Zeiten die Dichte der realen Elektron-Positron-Paare im Phasenraum angibt. Diese
ist in natürlichen Einheiten, genau wie das Phasenraumvolumen, dimensionslos. Beobacht-
bar ist nur die asymptotische Phasenraumverteilung

flim(p⃗) ∶= lim
t→∞

f(t, p⃗) .
Wenn die Impulsabhängigkeit abintegriert wird, ergibt sich die Teilchendichte pro Raum-
volumen

fint ∶= ∫
d3p(2π)3 flim(p⃗)

inklusive einer passenden Einheit. Zu intermediären Zeiten ist die Funktion f nicht unein-
geschränkt als Teilchendichte zu interpretieren. In der Quantum Kinetic Theory ist dies of-
fensichtlich, da man die Vlasov-Gleichung durch eine Bogoliubov-Transformation[19] erhält,
die nur für die asymptotischen Zustände einwandfrei eine Teilcheninterpretation erlaubt.
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3.7 Feld vom Sauter-Typ

Bei der Betrachtung der Wignerfunktion findet weder bei ihrer Definition noch bei der
Ableitung der Bewegungsgleichung ein solcher Basiswechsel statt. Aus den Erhaltungssät-
zen wurde allerdings lediglich eine Energiedichte und keine Teilchendichte abgelesen. Da
beide Theorien jedoch für einkomponentige elektrische Felder äquivalent sind kann man
also schließen, dass die Beiträge der Quasiteilchen-Operatoren, wie sie in der QKT auftau-
chen, zur Energiedichte beitragen, auch wenn sie keinen realen Teilchen entsprechen. Der
Einfachheit halber wird im Folgenden in diesem Zusammenhang von virtuellen Teilchen
gesprochen.

3.7 Feld vom Sauter-Typ

Das elektrische Feld vom Sauter-Typ verhält sich gemäß

E⃗(t) = E0

cosh2(t/τ) e⃗x,
wobei mit τ die Pulsdauer angegeben wird. Für solche Felder lässt sich die Wignerfunktion
analytisch angeben,[19] da sich die bekannte Lösung aus der QKT für diesen Fall in den
Wignerformalismus übertragen lässt. Dabei können alle Komponenten der Wignerfunktion
für die gesamte Zeitentwicklung angegeben werden. An dieser Stelle ist aber zunächst nur
die asymptotische Verteilung relevant. Bezüglich dieser Lösung werden die Abkürzungen

p∥ = q∥ + 2u − 1
γm

und ω2(q∥, u) =m2 + p⃗2
⊥ + p2

∥ =m2ω̂2(q∥, u)
verwendet. Dabei ist p∥ die zum elektrischen Feld parallele Komponente von p⃗ und p⃗⊥ der
dazu senkrechte Anteil. Die Zeit t wird durch die kompaktifizierte Zeitvariable

u = 1/2(1 + tanh(t/τ))
ersetzt. Eine besondere Rolle spielt der Keldysh-Parameter γ, welcher das Schwinger-Regime
vom Multiphoton-Regime trennt. Er ergibt sich entsprechend (2.2) mit ω = 1/τ zu γ = 1/ετm,
wobei ε das Verhältnis der elektrischen Feldstärke E zur kritischen Feldstärke Ecr. = m2/e
angibt (eE = ε eEcr. = εm2). Im Fall γ ≪ 1 ⇔ ετm ≫ 1 ist also das Feld sehr stark bzw.
statisch, was die Merkmale des Schwinger-Regimes sind, wogegen sich das Feld bei γ ≫ 1
eher durch Photonen beschreiben lässt und die Paarerzeugung ein Mehrphotonenprozess
ist.

Für Pulse dieses Typs ergibt sich die asymptotische Impulsverteilungsfunktion nach [19]
zu

f(t→∞, p∥)
= 2

sinh( π
2γε[ 2

γ + ω̂(q∥,1) − ω̂(q∥,0)]) sinh( π
2γε[ 2

γ − ω̂(q∥,1) + ω̂(q∥,0)])
sinh( π

γε ω̂(q∥,1)) sinh( π
γε ω̂(q∥,0))

RRRRRRRRRRRRRRq∥=p∥− 1
γm

.
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Abbildung 2: Gesamtteilchenproduktion für einen Impuls vom Sauter-typ

Berechnet man nun die Gesamtteilchenzahl durch Integration über Parallel- und Transver-
salimpuls (Abbildung 2), zeigt sich in den Bereichen γ ≫ 1 und γ ≪ 1 qualitativ unter-
schiedliches Verhalten. Hier wurde die Feldstärke ε = 0.1 gewählt.
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Abbildung 3: Halbwertsbreiten der Impulsverteilung

Das Maximum der Impulsverteilung liegt immer bei q⃗⊥ = 0⃗ und p∥ = τεm2. Die Halbwerts-
breiten der Impulsverteilung in p∥ und p⊥ variieren wie in Abbildung 3 gezeigt. Auch hier
lassen sich qualitative Unterschiede zwischen den verschiedenen Regimen erkennen.
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4 Berechnung der Wignerfunktion

4 Berechnung der Wignerfunktion

Die im Abschnitt 3.3 gefundene Bewegungsgleichung kann in ihrer speziellen Form (3.12)
durch die Methode der Charakteristiken in eine gewöhnliche Differentialgleichung umge-
formt werden. Diese lässt sich prinzipiell numerisch integrieren, es lohnt sich aber, noch die
eine oder andere Umformung vorzunehmen, um die numerische Integrierbarkeit weiter zu
Verbessern.

4.1 Methode der Charakteristiken

Ein partielles Differentialgleichungssystem der Form

(∂t + bi(t)∂pi)gj(t, p⃗) = hjk(t, p⃗)gk(t, p⃗)
kann durch die Einschränkung auf eine Trajektorie p⃗ = π⃗(t) in ein gewöhnliches Differen-
tialgleichungssystem überführt werden. Betrachtet man d

dtgj(t, π⃗(t)) , ergibt sich durch die
Kettenregel zur Ableitung von Funktionen mit mehreren Eingängen

d

dt
gj(t, π⃗(t)) = [(∂t + (∂tπi)∂pi)gj(t, p⃗)]p⃗=π⃗(t) .

Andererseits ergibt sich durch Einschränkung der ursprünglichen Gleichung

[(∂t + bi(t)∂pi)gj(t, p⃗)]p⃗=π⃗(t) = hjk(t, p⃗)gk(t, p⃗)∣p⃗=π⃗(t) .
Setzt man nun bi(t) = ∂tπi, gewinnt man hieraus die Gleichung

d

dt
gj(t, π⃗(t)) = hjk(t, π⃗(t))gk(t, π⃗(t)) . (4.1)

Dies ist eine gewöhnliche Differentialgleichung, mittels welcher sich die ursprünglich gesuchte
Funktion zumindest entlang der Trajektorie berechnen lässt. Die Bestimmungsgleichung
bi(t) = ∂tπi für die Trajektorien hat selbstverständlich eine ganze Schar von Lösungen

π⃗q⃗(t) = ∫ t

0
b⃗(t′)dt′ + q⃗ ,

welche durch eine Integrationskonstante q⃗ durchnummeriert werden.

Zur Kennzeichnung der Einschränkung einer Funktion auf die Trajektorien wird die Tilde
verwendet. Dies bedeutet g̃j(t, q⃗) = gj(t, π⃗q⃗(t)) und es folgt

d

dt
g̃j(t, q⃗) = h̃jk(t, q⃗)g̃k(t, q⃗) .

Im Falle der Bewegungsgleichung (3.12) ist bi = eEi(t) und damit

π⃗(t) = e∫ t

0
E⃗(t′)dt′ + q⃗ . (4.2)

In diesem Fall ist also q⃗ gleich dem kanonischen Impuls q⃗ = p⃗ + eA⃗.
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4.2 Umformungen des Gleichungssystems

Durch Anwendung der Charakteristikenmethode ergibt sich aus (3.12) die gewöhnliche Dif-
ferentialgleichung

d

dt
w̃ = ⎛⎜⎜⎜⎝

0 0 0 2p⃗⊺
0 0 −2p⃗× −2m
0 −2p⃗× 0 0−2p⃗ 2m 0 0

⎞⎟⎟⎟⎠
RRRRRRRRRRRRRRRRRRRp⃗=π⃗q⃗(t)

⋅ w̃ = M̃ ⋅ w̃ . (4.3)

Dabei deutet die Tilde wieder die Abhängigkeit der Funktion im Sinne von w̃(t, q⃗) = w̃q(t) =
w(t, πq⃗(t)) an. Als Anfangswert wird w̃(t → −∞, q⃗) = w̃vak.(t → −∞, q⃗) verwendet. Damit
lässt sich die Bewegungsgleichung dann numerisch integrieren, wozu die Funktion NDSolve
von Wolfram Mathematica verwendet wird. Es wird ein Gitter von Trajektorien, also ein
Gitter im Raum der Startimpulse q⃗, angelegt und für jede Trajektorie NDSolve angewandt
um w̃ entlang dieser Trajektorien zu berechnen. Dies lässt sich leicht parallelisieren, da
alle Trajektorien unabhängig voneinander berechnet werden können. Sollen anschließend
Funktionswerte berechnet werden, die nicht genau auf einer Trajektorie liegen, muss geeignet
zwischen benachbarten Trajektorien interpoliert werden. Wird der Paarerzeugungseffekt
schwächer, stellt die Subtraktion w̃ − w̃vak. in (3.14) ein zunehmendes Problem dar, da eine
sehr kleine Größe aus der Differenz zweier nicht sehr kleiner Größen berechnet werden soll.
Diesem lässt sich zwar durch den Einsatz von Arithmetik mit höherer Genauigkeit begegnen,
was aber den Zeitaufwand und Speicherplatzbedarf stark ansteigen lässt. Dadurch lassen
sich interessante Fälle so kaum lösen. Daher muss das Gleichungssystem weiter umgeformt
werden, um für die Numerik zugänglicher zu sein.

4.2.1 Extraktion des Vakuumanteils

Es ist vorteilhaft nicht die Funktion w̃, sondern nur ihre Abweichung von w̃vak. zu berechnen.
Diese Differenz sei als w̃1 bezeichnet, so dass gilt w̃ = w̃1 + w̃vak.. Dieser Ansatz ergibt
eingesetzt in Gleichung (4.3)

d

dt
w̃1 = M̃ ⋅ w̃1 − d

dt
w̃vak. = M̃ ⋅ w̃1 + 2 d

dt
ẽ1 , (4.4)

da M̃ ⋅ w̃vak. = 0. Der Anfangswert ergibt sich zu w̃1(t→ −∞, q⃗) = w̃(t→ −∞, q⃗) − w̃vak.(t→−∞, q⃗) = 0. Die numerische Integration dieser Gleichung ermöglicht es bereits um einige
Größenordnungen kleinere Paarproduktionsraten zu berechnen, bevor numerische Probleme
eintreten. Es hat sich jedoch gezeigt, dass auch jetzt noch nicht alle Probleme behoben
sind. In der Berechnungsvorschrift der Funktion f̃ , welche jetzt die Form f̃ = 1/2 ẽ1 ⋅ w̃1
hat, werden wieder Subtraktionen sehr ähnlicher Zahlen durchgeführt, das alte Problem
tritt also an anderer Stelle erneut auf. Schöner wäre es, die Funktion f̃ direkt aus der
Lösung der Differentialgleichung zu erhalten, ohne im Nachgang eine Projektion ausführen
zu müssen.
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4 Berechnung der Wignerfunktion

4.2.2 Projektion der Differentialgleichung

Dies gelingt durch eine weitere Umformung von (4.4). Es ist der Anteil von w̃1 interessant,
der Parallel zu ẽ1 ist, also g̃ = ẽ1 ⋅ w̃1 = 2f̃ . Es sei also

w̃1 = g̃ẽ1 + w̃2 mit ẽ1 ⋅ w̃2 = 0 .

Setzt man dies in (4.4) ein, ergibt sich

d

dt
(g̃ẽ1 + w̃2) = M̃ ⋅ (g̃ẽ1 + w̃2) + 2 d

dt
ẽ1

⇒ ˙̃gẽ1 + g̃ ˙̃e1 + ˙̃w2 = g̃���*0M̃ẽ1 + M̃w̃2 + 2˙̃e1 . (4.5)

Diese Gleichung kann nun auf die beiden Unterräume parallel bzw. senkrecht zu ẽ1 projiziert
werden. Zunächst wird (4.5) mit ẽ⊺1 multipliziert. Dies liefert eine skalare Differentialglei-
chung erster Ordnung für g̃, in die wiederum w̃2 eingeht. Es ist

ẽ
⊺
1( ˙̃gẽ1 + g̃ ˙̃e1 + ˙̃w2) = ẽ⊺1(M̃w̃2 + 2˙̃e1)

⇒ ˙̃gẽ1 + g̃���>
0

ẽ
⊺
1

˙̃e1 + ẽ⊺1 ˙̃w2 =���*0
ẽ
⊺
1M̃w̃2 + 2��

�>
0

ẽ
⊺
1

˙̃e1

⇒ ˙̃g = −ẽ⊺1 ˙̃w2 = ˙̃e⊺1w̃2 , (4.6)

wobei das letzte Gleichheitszeichen auf 0 = ẽ⊺1w̃2 ⇒ 0 = d/dt(ẽ⊺1w̃2) = ẽ⊺1 ˙̃w2 + ˙̃e⊺1w̃2 zurückzu-
führen ist. Um eine Gleichung für w̃2 zu erhalten wird noch der Projektor

P9 = 1 − P1 = 1 − ẽ1 ẽ
⊺
1

benötigt. Man stellt dann fest, dass

˙̃w2 = ẽ1ẽ
⊺
1

˙̃w2 + P9
˙̃w2 = −ẽ1

˙̃e⊺1w̃2 + P9
˙̃w2 (4.7)

gilt und P9
˙̃w2 berechnet werden kann, indem P9 auf Gleichung (4.5) angewendet wird. Dies

ergibt

P9( ˙̃gẽ1 + g̃ ˙̃e1 + ˙̃w2) = P9(M̃w̃2 + 2˙̃e1)
˙̃g��
�*0

P9ẽ1 + g̃P9
˙̃e1 + P9

˙̃w2 = P9M̃w̃2 + 2P9
˙̃e1

P9
˙̃w2 = M̃w̃2 + (2 − g̃) ˙̃e1 , (4.8)

da P9M̃ = M̃ und P9
˙̃e1 = ˙̃e1. Insgesamt erhalten wir also das Gleichungssystem

˙̃g = ˙̃e⊺1w̃2
˙̃w2 = (M̃ − ẽ1

˙̃e⊺1)´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
M̃2

w̃2 + (2 − g̃) ˙̃e1 . (4.9)
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4.2 Umformungen des Gleichungssystems

Es muss angemerkt werden, dass dies nun eine Entwicklungsgleichung für 11 Funktionen ist,
obwohl wegen der Nebenbedingung 0 = ẽ⊺1w̃2 nach wie vor nur 10 Freiheitsgrade vorhanden
sind. Es ergibt sich

M̃2 =
⎛⎜⎜⎜⎝

K̃ 0 2p⃗⊺−2p⃗× −2m
0 −2p⃗× 0 0−2p⃗ 2m 0 0

⎞⎟⎟⎟⎠
RRRRRRRRRRRRRRRRRRRp⃗=π⃗q⃗(t)

mit der 4 × 4-Matrix

K̃ = −ẽ1 ⋅ ˙̃e⊺1

= e

ω4

⎛⎜⎜⎜⎝
m
px
py
pz

⎞⎟⎟⎟⎠ ⋅
(mE⃗ ⋅ p⃗ Ex(p2

x − ω2) +Eypxpy Expxpy +Ey(p2
y − ω2) pzE⃗ ⋅ p⃗)

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRp⃗=π⃗q⃗(t) .
Als Anfangswert gilt nun g̃(t→ −∞, q⃗) = 0 und w̃2(t→ −∞, q⃗) = 0.

4.2.3 Einsetzen der Nebenbedingung

Es zeigt sich, dass die Nebenbedingung zwar im Rahmen der numerischen Genauigkeit
erhalten bleibt, sich in diesem unechten Freiheitsgrad aber dennoch numerische Fehler an-
sammeln, wodurch das Endergebnis ungenau wird. Es ist also empfehlenswert, eine der 11
Funktionen zu eliminieren, indem die Nebenbedingung explizit eingesetzt wird. Die erste
Komponente des Vektors w̃ bietet sich hierzu an, sie lässt sich explizit durch Umstellen der
Nebenbedingung ausdrücken. Die Einschränkung von 10-Tupeln auf 9-Tupel durch Entfer-
nen der ersten Komponente wird nun mit ∗ bezeichnet. Es gilt

0 = ẽ⊺1w̃2 = 10∑
i=1

(ẽ1)i(w̃2)i = (ẽ1)1(w̃2)1 +
10∑
i=2

(ẽ1)i(w̃2)i
= (ẽ1)1(w̃2)1 + ẽ∗⊺1 w̃

∗
2

⇒ (w̃2)1 = − 1(ẽ1)1
ẽ
∗⊺
1 w̃

∗
2 .

Damit lässt sich die erste Komponente von w̃2 durchweg ersetzen und ein Gleichungssystem
für g und w̃∗

2 aufstellen. Es gilt also

(M̃2w̃2)∗i =
10∑
j=1

(M̃2)(i+1)j(w̃2)j
= 10∑
j=2

(M̃2)(i+1)j(w̃2)j + (M̃2)(i+1)1(w̃2)1

= (M̃∗
2w̃

∗
2)i − (M̃2)(i+1)1

1(ẽ1)1
ẽ
∗⊺
1 w̃

∗
2
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4 Berechnung der Wignerfunktion

=∶ (M̃3w̃
∗
2)i

mit

(M̃3)ij = (M̃2)(i+1)(j+1) − (M̃2)(i+1)1

(ẽ∗1)j(ẽ1)1

= (M̃∗
2)ij − (M̃2)(i+1)1

(ẽ∗1)j(ẽ1)1
.

Eine kurze Rechnung ergibt

M̃3 = ⎛⎜⎝
R −p⃗× −2m−p⃗× 0 0S 0 0

⎞⎟⎠
RRRRRRRRRRRRRRp⃗=π⃗q⃗(t)

mit
R = −e

m2 + p⃗2 p⃗ ⋅ E⃗⊺ und

S = 2
m

(m2
1 + p⃗ ⋅ p⃗⊺) .

Analog folgt

˙̃e⊺1w̃2 = ⎛⎜⎝ ˙̃e∗1 − ( ˙̃e1)1(ẽ1)1
ẽ
∗
1

⎞⎟⎠
⊺

w̃
∗
2

=∶ ˙̃er⊺
1 w̃

∗
2 ,

so dass das zu lösende Gleichungssystem nun

˙̃g = ˙̃er⊺
1 w̃

∗
2

˙̃w∗
2 = M̃3w̃

∗
2 + (2 − g̃) ˙̃e∗1 ,

(4.10)

mit den Anfangswerten g̃(t→ −∞, q⃗) = 0 und w̃∗
2(t→ −∞, q⃗) = 0∗ lautet.

4.3 Numerisches Lösen des Anfangswertproblems

Nun ist immer noch das Anfangswertproblem numerisch zu lösen. Eine Schwierigkeit besteht
darin, dass sich die Werte der Funktion f̃ bzw. g̃ wie in Abbildung 4 gezeigt über viele
Größenordnungen erstrecken, aber die interessante Information, nämlich die asymptotische
Teilchendichte, in dem sehr kleinen Wert am Ende der Zeitentwicklung steckt. Dies erfordert
bei der Berechnung eine hohe Anzahl signifikanter Stellen zu verwenden und eine hohe
Genauigkeit in jedem Zeitschritt zu fordern, was zu einer sehr kleinen Schrittweite führt.
Zusätzlich oszilliert die Funktion f̃ zwischenzeitlich stark, was auch nur mit einer kleinen
Schrittweite in den Griff zu bekommen ist. Die Berechnung für zeitlich lange Pulse mit
τ > 100/m wird daher äußerst rechenintensiv. Während für τ = 10/m auf jeder Trajektorie
ein paar tausend Schritte ausreichen, sind für τ = 100/m bereits einige zehntausend Schritte
notwendig.

Um die Rechengenauigkeit zu steuern bietet der numerische Löser von Mathematica eini-
ge Parameter. Die Parameter AccuracyGoal und PrecisionGoal geben eine Schranke für
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ε = 0.1, τ = 10/m, γ = 1/ετm, σ = 0

Einschwingen nach unstetigem Einschalten des Feldes

Einschwingen vor Erreichen des asympto-
tischen Zustands nach Abklingen des Feldes

Abbildung 4: Beispielhafte Darstellung der Funktion f entlang einer Trajektorie. Es ist
q⃗ = (3/5,0,0)⊺. Die restlichen Parameter sind in der Grafik angegeben.

den geschätzten Fehler in jedem Schritt vor, dabei ergibt sich der größte erlaubte Feh-
ler zu 10−AccuracyGoal + ∣f ∣10−PrecisionGoal. Es entsprechen also AccuracyGoal dem maximal
zugelassenen absoluten und PrecisionGoal dem maximal zugelassenen relativen Fehler.
Einen relativen Fehler zuzulassen würde während der Zeitschritte, bei denen der Funkti-
onswert groß ist, die Information zerstören, die in den hinteren Stellen enthalten ist. Daher
wird PrecisionGoal auf Infinity gesetzt und somit nur eine Schranke für den absoluten
Fehler angegeben. Es ist nun so, dass die nach Gleichung (4.10) zu berechnenden Funk-
tionen w̃2 und g̃ nicht die gleiche Präzision erfordern. Da von w̃2 nur die aufintegrierte
Version g̃ interessant ist, sind hier 1-2 Stellen weniger ausreichend. Skaliert man eine der
Funktionen um einen konstanten Faktor, z. B. w̃2 → bw̃2 lässt sich erreichen, dass die Feh-
lerbehandlung für beide Funktionen mit unterschiedlichen Grenzen arbeitet. In der Regel
wurde AccuracyGoal = 19 gesetzt und die Funktion w̃2 um 1/10 skaliert, so dass sich hierfür
eine effektive Fehlerschranke von 10−18 ergibt. Um diese geforderten Fehlergrenzen über-
haupt einhalten zu können, ist es erforderlich auch Arithmetik mit ausreichender Anzahl
signifikanter Stellen zu verwenden. Diese Anzahl wird durch die Option WorkingPrecision
festgelegt, die also etwas größer als AccuracyGoal gewählt werden sollte. Um die Vorgabe
AccuracyGoal = 19 einzuhalten, wurde WorkingPrecision = 28 gewählt.

Wichtig zu erwähnen ist noch, dass natürlich nicht bei t0 = −∞ mit der Berechnung der
Lösung begonnen werden kann. Es reicht in der Praxis aus, bei t0 = −10τ zu beginnen. Die
Feldstärke beträgt zu diesem Zeitpunkt weniger als 10−8E0 und somit kann an dieser Stelle
die Vakuumlösung als Anfangswert verwendet werden. Dies bedeutet, dass das elektrische
Feld zu diesem Zeitpunkt unstetig eingeschaltet wird. Vergleichsrechnungen mit früheren
Startzeitpunkten (z. B. t0 = −14τ) zeigen, dass die Information über das sprunghafte Ein-
schalten des Feldes bereits nach Ablauf von etwa 2τ bis 3τ verloren geht.

Um die Gesamtteilchenzahl pro Volumen zu bestimmen muss die Impulsabhängigkeit ab-
integriert werden. Es ist also nötig die asymptotische Teilchendichte, also den Endwert der
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4 Berechnung der Wignerfunktion

Funktion f̃ , für verschiedene Startimpulse q⃗ zu berechnen und dann über q⃗ zu integrieren.
Dies ist gleichbedeutend einem Integral über p⃗, da p⃗ gegenüber q⃗ zu jedem festen Zeitpunkt
t nur verschoben ist. Es hat sich gezeigt, dass wenigstens 93, besser aber 113, Gitterpunkte
nötig sind, um verlässliche Ergebnisse zu erhalten. Bei sehr filigranen Verteilungen reicht na-
türlich auch das irgendwann nicht mehr aus. Die Integration der auf dem Gitter gegebenen
Grenzverteilung wird dabei mit Hilfe einer Interpolation durch Hermite-Polynome durch-
geführt. Die Gitterabstände und Gittergrenzen in den 3 Raumrichtungen werden abhängig
von Pulsdauer, Feldstärke und (im Falle rotierender Pulse, wie sie im folgenden Abschnitt
beschrieben werden) Rotationsfrequenz angepasst, um die auslaufende Impulsverteilung der
Teilchenpaare gut abzubilden.

4.3.1 Verifikation der Lösungsmethode anhand bekannter Lösungen

Dieses numerische Verfahren ist in der Lage, die Ergebnisse aus der bekannten analytischen
Lösung für Sauter-Pulse mit hoher Genauigkeit zu reproduzieren, so lange die Pulsdau-
er nicht zu groß ist. Abbildung 5 vergleicht die analytische Lösung mit den numerischen
Ergebnissen für einen Puls vom Sauter-Typ der Dauer τ = 10/m und Amplitude ε = 1 bei
py = pz = 0.
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Abbildung 5: Zeitentwicklung der Teilchendichte im Impulsraum. Die durchgezeichnete Flä-
che ergibt sich aus der analytischen Lösung für den Sauter-Puls, die farbigen
Linien zeigen die numerischen Ergebnisse entlang einiger Trajektorien. Alle
gewählten Parameter sind im Text angegeben.
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5 Rotierende Felder

5 Rotierende Felder
t

Ex(t)

Ey(t)

Abbildung 6: Rotierendes elektri-
sches Feld

Im folgenden geht es um rotierende Feldpulse in der
Form

E⃗(t) = E0

cosh2(t/τ)
⎛⎜⎝

cos(Ωt)
sin(Ωt)

0

⎞⎟⎠ . (5.1)

Der Vorfaktor ist der gleiche wie bereits beim Sauter-
Typ-Puls, hinzugekommen ist nur die Änderung der
Richtung in Form der Rotation. Der Verlauf ist in Ab-
bildung 6 skizziert. Die Trajektorien π⃗q⃗(t) gemäß Glei-
chung (4.2) können analytisch bestimmt und in Form
von hypergeometrischen Funktionen angegeben werden
(Anhang A.3).

Die Frequenz Ω wird durch den dimensionslosen Parameter σ = Ωτ angegeben, welcher in
etwa die Anzahl der Drehungen unter der Einhüllenden angibt. Für σ = 0 ist dieser rotierende
Puls identisch zum analytisch gelösten Sauter-Typ-Puls und daher ist zu erwarten, dass sich
die Lösungen für σ → 0 stetig der analytischen Lösung annähern.

Zeigt das elektrische Feld im nicht rotierenden Fall in die x-Richtung, so hängt die asymp-
totische Teilchendichte nur vom Parallelimpuls p⃗∥ = px e⃗x und vom Betrag des Transversal-
impulses ∣p⃗⊥∣ ab. Im Fall des rotierenden Feldes hängt diese jedoch von den drei Impuls-
komponenten einzeln ab. Die Rolle eines unbedeutenden Transversalimpulses kann nun nur
noch der z-Komponente zugesprochen werden und sowohl die x-, als auch die y-Kompo-
nente tragen nichttriviale Abhängigkeiten, die auch nicht miteinander zu vereinheitlichen
sind. Daher wird nachfolgend mit den Bezeichnungen x, y und z für die unterschiedlichen
Richtung gearbeitet.

Insbesondere ist nun also die Impulsverteilung der erzeugten Paare interessant, die jetzt zu-
sätzlich vom Parameter σ abhängt. Diese Abhängigkeit überträgt sich auch auf die über den
Impuls integrierte Gesamtteilchendichte. Im Folgenden sind die Ergebnisse der numerischen
Berechnungen der Wignerfunktion für viele verschiedene rotierende Pulse dargestellt. Um
einen Überblick über die Auswirkungen der Rotation zu bekommen, wurde als Feldstärke
zunächst ε = 1/10 gewählt.

Als erstes folgt eine Betrachtung der Auswirkungen der Rotation auf die Gesamtteilchen-
produktion.

5.1 Gesamtteilchendichte

Abbildung 7 zeigt die Erhöhung der Teilchenproduktion bei der Erhöhung der Rotations-
frequenz, beispielhaft für einen Puls mit Feldstärke ε = 1/10 und Pulsdauer τ = 10/m. Die
Teilchenproduktion wird durch die Rotation also stark angetrieben bei gleichbleibender
elektrischer Feldenergie. Ein ähnliches Bild ergibt sich auch bei anderen Pulsdauern und
Feldstärken.
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Abbildung 7: Abhängigkeit der Gesamtteilchendichte von der Rotationsfrequenz σ

Man sollte sich nun einen Überblick über das Verhalten bei verschiedenen Pulsdauern ver-
schaffen. Grafik 8 zeigt den Effekt der Rotation bei verschiedenen Pulsdauern. Gezeigt ist
einerseits, als durchgezogene Kurve, die Gesamtteilchenproduktion der nicht rotierenden
Sauter-Pulse, die sich aus der in Abschnitt 3.7 diskutierten analytischen Lösung berechnen
lässt. Andererseits ist für verschiedene Werte von σ, also für verschiedene Rotationsfre-
quenzen, die Gesamtteilchenproduktion in Form von einzelnen Datenpunkten dargestellt.
Diese liegen zunehmend deutlich oberhalb der durchgezogenen Linie, es zeigt sich also, dass
rotierende Pulse deutlich mehr Teilchen bei ansonsten gleichen Parametern erzeugen.
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Abbildung 8: Vergleich der Gesamtteilchenproduktion von rotierenden und nicht-rotieren-
den Pulsen
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5 Rotierende Felder

Eine mögliche Interpretation könnte sein, dass sich durch die kürzere Zeitskala der Rotati-
on im Vergleich zur Pulsdauer der effektive Keldysh-Parameter vergrößert und der Effekt
ein wenig in Richtung Mehrphotonenprozess verschoben wird. Für den nicht rotierenden
Puls hängt die Gesamtteilchenproduktion fint von ε und γ ab, für rotierende Pulse kommt
eine Abhängigkeit von σ hinzu, wie in Abbildung 8 sichtbar. Im Gegenzug ist der bisher
verwendete Parameter γ nicht mehr geeignet, die dominante Skala zu benennen. Es gibt
nun eine weitere Zeitskala, die betrachtet werden muss. Es ist zu erwarten, dass die Skala
τ für σ ≫ 1 eine gegenüber der Skala 1/Ω untergeordnete Rolle spielt. Es sollte demnach
für σ ≫ 1, also im Multiphoton-Regime (mp), die Gesamtteilchenproduktion hauptsächlich
von ε und γmp = Ω/mε abhängen, also fmp

int = fmp
int (ε, γmp).

Es wäre nun wünschenswert, beide Welten unter einen Hut zu bekommen. Dazu benötigt
man einen kombinierten Parameter γ∗, der von beiden Zeitskalen τ und 1/Ω = τ/σ abhängt. Es
sollte dabei für σ → 0 gelten, dass γ∗ → γ = 1/τεm und für σ ≫ 1 sollte γ∗ in γmp über gehen.
Es erscheint außerdem sinnvoll, dass γ∗ bezüglich σ monoton wächst. Diese Anforderungen
erfüllt z. B. γ∗ = 1/ετ(1+σ+σ2

1+σ ), wenngleich sicher auch andere Formeln denkbar sind. Mit
diesem Parameter lassen sich nicht-rotierende und langsam sowie schnell rotierende Pulse
verschiedener Pulsdauern in ein gemeinsames Diagramm eintragen. In Abbildung 9 sind
die schon in Abbildung 8 dargestellten Resultate nun bezüglich dieses neuen Parameters
dargestellt.
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Abbildung 9: Vergleich der Gesamtteilchenproduktion von rotierenden und nicht-rotieren-
den Pulsen unter Verwendung des modifizierten Keldysh-Parameters γ∗

Die Gesamtteilchenproduktion f∗int = f∗int(ε, γ∗, σ) hängt nun nur im Bereich 0 < σ ≲ 1
schwach von σ ab und geht für σ → 0 in fint und für σ ≫ 1 in fmp

int über. Nach [20,
38] gilt bei einem oszillierenden elektrischen Feld E(t) = E0 cos(Ωt) mit γ ≫ 1 für die
Vakuumzerfallsrate

r ∝ ( eE0
2mΩ

)4m/Ω = ( 1
2γmp)

4/εγmp

.
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5.2 Impulsverteilung

Es zeigt sich ein ähnliches Verhalten für rotierende elektrische Felder im Multiphoton-Re-
gime.

Es gibt nun also grundsätzlich zwei asymptotische Kurven, eine für σ = 0 und eine für σ ≫ 1.
Impulse mit σ innerhalb dieses Intervalls liegen bei der Verwendung von γ∗ dann zwischen
diesen Kurven.

5.2 Impulsverteilung

Nachdem die Impulsverteilung im nichtrotierenden Fall sehr einer Normalverteilung äh-
nelt, also von einem gewissen Maximum bei p⃗ = ετ m2 e⃗x in alle Richtungen abfällt, entwi-
ckelt diese im Fall rotierender Felder eine andere Gestalt. Es werden im Folgenden die
Eigenschaften der Impulsverteilungen diskutiert, wie sie von Pulsen verschiedener Län-
ge hervorgerufen werden. Es wird zunächst ausschließlich die asymptotische Verteilung
flim(p⃗) = limt→∞ f(t, p⃗) betrachtet.

Die Verteilungsfunktionen für nichtrotierende Pulse haben eine ellipsoide Form, dabei ist,
wie bereits bei der Diskussion der analytischen Lösung erwähnt, die Halbwertsbreite in pz
und py gleich, aber unterscheidet sich von derjenigen in px-Richtung.
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Abbildung 10: Impulsverteilung der auslaufenden Paare zweier Pulse bei Amplitude ε = 1/10,
die roten Punkte zeigen das verwendete Gitter und damit die tatsächlich
berechneten Stützstellen auf. Die Interpolation erfolgt mittels einer RBF-
Methode1mit einem Gaußschen Kern.

Ein sehr kurzer (τ = 3/m) Puls ist in Abbildung 10 links dargestellt, ein längerer Puls
(τ = 30/m) rechts. Die Funktionswerte der Verteilungsfunktion flim werden durch die Zahlen
auf den Konturlinien und die in der Titelzeile über jeder Grafik angegebene Einheit, z. B.[10−7] in Abbildung 10 links, angegeben. Die Achsenbereiche werden in jeder Abbildung so

1Radial Basis Function mit Gauß-Form
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5 Rotierende Felder

gewählt, dass das Hauptfeature etwa in der Mitte der Abbildung liegt. Außerdem ist die
Skalierung der px und py-Achse gleich gewählt, so dass eine Linie r2 = p2

x + p2
y tatsächlich

durch einen Kreis dargestellt werden würde. Man kann erkennen, dass die Halbwertsbreite
in Transversalrichtung abnimmt, in Longitudinaler Richtung aber anwächst, wie es auch in
Abbildung 3 zu sehen ist.

Hier zeigt sich, dass sich das Maximum der asymptotischen Verteilung immer auf derjenigen
Trajektorie π⃗q⃗(t) sitzt, für die π⃗q⃗(t = 0) = 0⃗ gilt. Das sind nach (4.2) genau diejenigen mit
q⃗ = 0. Anschaulich lässt sich das durch die Annahme erklären, dass dies genau denjenigen
Elektron-Positron-Paaren entspricht, die zum Zeitpunkt maximaler Feldstärke entstehen
und zunächst in Ruhe sind (π⃗0⃗(t = 0) = 0⃗). Dann beginnen sie, für den Rest der Zeit dem Feld
folgen, es gilt dann also p⃗ = ∫∞

0 eE⃗(t)dt. Dieser Punkt ist in den folgenden Konturgraphen
als kleines schwarzes Kreuz gekennzeichnet.
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Abbildung 11: Impulsverteilung der auslaufenden Paare zweier Pulse der Amplitude ε = 1/10

Wenn die Rotation des Feldes eingeschaltet wird, spüren die erzeugten Paare kein Feld mit
zeitlich konstanter Richtung, sondern eines, dessen Richtung sich laufend ändert. Die Stelle
q⃗ = 0 ist nun nicht mehr identisch mit dem Maximum der Verteilung, aber die Verteilung
bleibt in allen Fällen in ihrer Umgebung lokalisiert. Das Maximum liegt in allen Fällen in
der qz = pz = 0-Ebene. Betrachtet man nicht den Schnitt pz = 0, sondern wählt ein anderes
pz ≠ 0, zeigt sich ein gleiches Bild bei geringeren Zahlenwerten.

Die anfängliche Verformung bei Erhöhung der Rotationsfrequenz ergibt eine Sichelform
(Abbildung 11), die bei sehr kurzen Pulsen (links in Abbildung) nur über einen sehr kleinen
σ-Bereich ausgeprägt ist.

Man kann nun nicht mehr uneingeschränkt von einer Halbwertsbreite in alle drei Rich-
tungen sprechen. Nachdem dies für die z-Komponente nach wie vor uneingeschränkt mög-
lich ist, wird es für die x-Achse deutlich schwieriger. Eine interessante Feststellung ist,
dass die asymptotischen Verteilungen immer eine Spiegelsymmetrie bezüglich der Ebene
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5.2 Impulsverteilung
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Abbildung 12: Impulsverteilung der auslaufenden Paare zweier Pulse der Amplitude ε = 1/10

qx = 0 aufweisen. Für einkomponentige Felder ist dies bereits bekannt und lässt sich im
Rahmen semiklassischer Rechnungen auf die Zeitumkehrsymmetrie des elektrischen Feldes
zurückführen.[39] Nun ist es im Falle rotierender Felder so, dass die x-Komponente des Feldes
nach wie vor zeitumkehrsymmetisch ist, die nun nicht mehr verschwindende y-Komponente
jedoch nicht. Dennoch bleibt die Spiegelsymmetrie bezüglich der qx = 0-Ebene erhalten.

Erhöht man nun die Rotationsfrequenz weiter, schließt sich diese Sichel zu einem Ring.
Bei genauerer Betrachtung zeigt sich in Abbildung 12 rechts bei py ∈ (−0.8,−0.6) sogar
ein zweiter Ring. Diese Doppelringstruktur lässt sich möglicherweise durch Interferenzen
zwischen verschiedenen Teilchen erklären, die zu verschiedenen Zeitpunkten entstanden sind
und ist bei sehr kurzen Pulsen nicht anzutreffen.
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Abbildung 13: Impulsverteilung der auslaufenden Paare zweier Pulse der Amplitude ε = 1/10

34
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Abbildung 14: Impulsverteilung der auslaufenden Paare zweier Pulse der Amplitude ε = 1/10

Bei weiterer Erhöhung der Rotationsfrequenz kehrt die Impulsverteilung bei sehr kurzen
Pulsen wieder zu ihrer ursprünglichen Form (Abbildung 13 links) zurück.

Im Falle einer Doppelringstruktur schieben sich die Ringe immer weiter heraus und im
Inneren entstehen neue Ringe (Abbildung 13 rechts). In Abbildung 14 ist sichtbar, das bei
weiterer Erhöhung der Rotationsfrequenz die mehrfachen Ringe wieder verschwinden und
ein einzelner Ring übrig bleibt.

Für Pulse noch größerer Dauer τ = 30 setzt die Ringbildung erst bei größeren σ ein (Ab-
bildung 15). Der Impuls mit σ = 5 links im Bild zeigt zwar bereits eine stark gekrümmte
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Abbildung 15: Impulsverteilung der auslaufenden Paare zweier Pulse der Amplitude ε = 1/10
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5.3 Halbwertsbreite

-1

-0.5

0

0.5

1

1.5

-2.5 -2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2 2.5
px[m]

flim(px, py,0) [10−13], τ = 100/m, σ = 10
p
y
[m]

2
2222

4 68

Abbildung 16: Impulsverteilung der auslaufenden Paare zweier Pulse der Amplitude ε = 1/10

Sichelform, aber noch keinen geschlossenen Ring. Erst bei σ = 7 (rechts) bilden sich deutliche
Ringe.

Bei der Betrachtung extrem langer Pulse (τ = 100/m) zeigt sich, dass die Impulsverteilung
noch kompliziertere Gestalt (Abbildung 16, unterer Bereich) annehmen kann. Diese Be-
rechnung ist mit unterschiedlichen Fehlerschranken reproduziert worden. Dennoch besteht
dadurch keine absolute Sicherheit, dass es sich hierbei nicht um ein numerisches Artefakt
handelt. Es wird also möglicherweise zunehmend schwieriger, die Impulsverteilung durch
ein a priori festgelegtes Impulsgitter abzubilden. Dies muss mit mehr Daten weiter unter-
sucht werden, eventuell sollte man die Verwendung eines adaptiven Gitters in Erwägung
ziehen.

5.3 Halbwertsbreite

Wenngleich die Impulsverteilung bei rotierenden Pulsen in der pxpy-Ebene ein komplizierte-
res Verhalten als im Sauter-Fall aufweist, so fällt die Verteilung in der pz-Richtung nach wie
vor ab ohne ihre Form stark zu verändern. Hier lässt sich also am Maximum in der pz = 0-
Ebene eine Halbwertsbreite in pz-Richtung angeben. Es zeigt sich (Abbildung 17), dass die
Impulsverteilung der Elektron-Positron-Paare bei rotierenden Pulsen im Allgemeinen in der
pz-Richtung weniger ausgeschmiert ist.

Möglicherweise gibt es auch hier wieder ein allgemeingültiges Verhalten im Multiphoton-
Regime, dass nur von ε und γmp = Ω/εm abhängt. Dies muss in der Zukunft mit mehr Daten
erneut untersucht werden.
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0.25

0.5

0.75

1
1.25
1.5

1.75
2

0.1 1 10 100

F
W

H
M

[m]

γ∗

Halbwertsbreite, ε = 0.1, γ∗ = 1/ετ 1+σ+σ2

1+σ
Analytisch, σ = 0, FWHMy/z
Numerisch, σ = 0, FWHMy/z
Numerisch, σ = 1, FWHMz
Numerisch, σ = 2, FWHMz
Numerisch, σ = 4, FWHMz
Numerisch, σ = 5, FWHMz

Abbildung 17: Vergleich der Halbwertsbreiten (FWHM) der Impulsverteilungen der auslau-
fenden Paare von rotierenden Pulsen bei Feldstärke ε = 1/10 in Abhängigkeit
von γ∗.

5.4 Zeitentwicklung

Wie in Abschnitt 3.5 dargestellt, lässt sich die Funktion f zumindest als Gesamtdichte „vir-
tueller“ und realer Teilchen interpretieren. Möchte man also die Dynamik des Tunnelpro-
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Abbildung 18: Teilchendichte während ihrer Entwicklung bei einem Puls mit ε = 1 und
τ = 10/m bei σ = 0.
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5.4 Zeitentwicklung

zesses verstehen, kann es sich lohnen, die Zeitentwicklung der Funktion f zu untersuchen.

In Abbildung 18 sind einige Zeitpunkte aus der Zeitentwicklung eines Pulses mit Pulsdauer
τ = 10/m dargestellt. Natürlich lässt sich dies in Form eines Videos deutlich besser verdeut-
lichen, daher befindet sich eine Auswahl gerenderter Videos im digitalen Anhang, siehe
Anhang B. Beim Ansteigen des Feldes entsteht bei p⃗ = 0 ein Peak in der Teilchendichte,
welcher nach Abschalten des Feldes wieder verschwindet. In der Zwischenzeit werden von
diesen „virtuellen“ Paaren einige reell und spüren dann das Feld, welches sie beschleunigt.
Die Beiträge zur Impulsdichte, die sich also vom Peak bei p⃗ = 0 gelöst haben, bewegen
sich also nun mit den Trajektorien mit. Der Rest der virtuellen Paare rekombiniert schließ-
lich wieder und es bleibt die asymptotische Verteilung reeller Paare zurück. Dieser Prozess
kann also als instantanes Tunneln verstanden werden, welches zu einem gewissen Zeitpunkt
geschieht und nicht weiter zeitlich aufgelöst wird.
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Abbildung 19: Teilchendichte während ihrer Entwicklung bei einem Puls mit ε = 1 und
τ = 10/m bei σ = 1/2.

Schaltet man eine langsame Rotation des Feldes hinzu, verformt sich die Endverteilung
(Abbildung 19). Dabei bleiben die Abläufe gleich und können auf die gleiche Weise erklärt
werden wie im vorherigen Fall. Die Verteilung ergibt sich durch die ständige Richtungsän-
derung des Feldes, welches die entstandenen Teilchen beschleunigt.
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Abbildung 20: Teilchendichte während ihrer Entwicklung bei einem langsam rotierenden
Puls mit ε = 1/10, τ = 10/m und σ = 1/10.

Bei geringeren Feldstärken vermag diese Interpretation das Verhalten nicht mehr schlüs-
sig zu erklären. Zunächst hält sich bei langsam rotierenden Pulsen wie in Abbildung 20
der ursprüngliche Peak länger und der Übergang zur Endverteilung beginnt erst deutlich
nach Überstreichen des Amplitudenmaximums. Die Teilchen scheinen nun in Wellen den
ursprünglichen Peak zu verlassen und Richtung Endverteilung zu laufen, dort aber zum
Teil auch wieder zu verschwinden. Zum Schluss verschwinden die virtuellen Teilchen bei
p⃗ = 0 und gleichzeitig entstehen die Teilchen dort, wo die Endverteilung zuletzt lokalisiert
ist. Unter Umständen ist dies als ein länger dauernder Tunnelprozesses zu verstehen, wäh-
renddessen Interferenzeffekte zu beobachten sind.
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Abbildung 21: Teilchendichte während der Entwicklung der in Abbildung 13 rechts darge-
stellten Verteilung zugehörig zu einem Puls mit ε = 1/10, τ = 10/m und σ = 6.

In Abbildung 21 ist die Funktion f eines Impulses mit τ = 10/m und σ = 6 zu verschiedenen
Zeitpunkten dargestellt. Die asymptotische Verteilung ist bereits in Abbildung 13 rechts
dargestellt. Während der ansteigenden Flanke des Pulses bildet sich ein elliptisch geform-
ter Peak, der sich gemeinsam mit dem rotierenden Feld dreht. Sobald das Maximum der
Amplitude zum Zeitpunkt t = 0 erreicht ist, beginnt dieser Peak spiralförmige Ausläufer zu
bilden, während sich weiterhin die ganze Verteilung gemeinsam mit dem äußeren elektri-
schen Feld mitdreht. Im Verlauf der abfallenden Flanke verschwindet der Hauptpeak und
die Verteilung geht komplett in die Wirbelstruktur über. Sobald der Puls nahezu abgeklun-
gen ist, bildet sich aus der rotierenden Wirbelstruktur die asymptotische Verteilung aus,
welche sich nicht mehr dreht.
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6 Zusammenfassung und Ausblick

Es wurde in dieser Arbeit gezeigt, dass die Wignerfunktion für rotierende elektrische Felder
bei nicht zu großer Pulsdauer numerisch berechnet werden kann. Dazu wurde ihre Entwick-
lungsgleichung in eine geeignete Form gebracht, um die Berechnung der Teilchendichte zu
erleichtern. Eine wichtige Rolle spielte hier die Methode der Charakteristiken, neben einigen
Substitutionen, welche sich aus den ersten Erfahrungen numerischer Berechnungen ergeben
haben. Es wurden Erkenntnisse gewonnen, wie die numerische Berechnung optimiert werden
kann. Dabei wurde ebenfalls die parallele Ausführung auf mehreren Prozessorkernen ange-
wendet. Die numerische Berechnungsmethode wurde anhand einer analytisch bekannten
Lösung überprüft.

Es wurden in einem gewissen Parameterbereich numerische Rechnungen durchgeführt und
ihre Ergebnisse analysiert, um einen Einblick in die Paarproduktion bei rotierenden elek-
trischen Feldern zu erhalten. Bei der Untersuchung der Gesamtteilchenproduktion hat sich
herausgestellt, dass die Rotation des Feldes dem Prozess der Paarproduktion ausgehend
vom Schwinger-Fall zunehmend einen Multiphoton-Charakter verleiht. Es wurde ein kom-
binierter Keldysh-Parameter eingeführt, der stetig zwischen den gegensätzlichen Regimen
vermittelt. Dabei wurde insbesondere festgestellt, dass die Paarproduktion im Multipho-
ton-Regime auch bei rotierenden Feldern dem von linear polarisierten Pulsen bekannten
Potenzgesetz gehorcht.

Die Auswirkungen der Rotation auf die Impulsverteilung der entstehenden Elektron-Po-
sitron-Paare wurden betrachtet. Hierbei wurden verschiedene Effekte beobachtet und be-
schrieben. Es wurden anschauliche Interpretationen für verschiedene Effekte motiviert. Ana-
log zur Quantum Kinetic Theory wurden Symmetrien in der Endverteilung festgestellt, die
zu intermediären Zeiten nicht vorhanden sind.

Die Untersuchung der Zeitentwicklung der Paarproduktion hat gezeigt, dass es sich hierbei
um einen sehr komplexen Vorgang handelt. Es wurden Versuche gemacht, die auftretenden
Bestandteile der Verteilungsfunktion zu verstehen und in den Prozess der Paarproduktion
einzuordnen. Dabei kann für große Feldstärken eine Abgrenzung zwischen Quasiteilchen-
Anregungen, Tunnelprozess und der Dichte realer Teilchen gemacht werden. Bei geringeren
Feldstärken geht dies in einem deutlich komplexeren Verhalten unter.

In der Zukunft sollten all diese Aspekte in einem größeren Parameterraum untersucht wer-
den. Dies wird helfen, verschiedene Interpretationen zu verfeinern. Es sollten weitere Ver-
suche gemacht werden, die Berechnung deutlich längerer Pulse zu ermöglichen, um in den
experimentell relevanten Bereich vorzustoßen. Dabei müssen sicherlich neue Verfahren ent-
wickelt werden, wie z. B. ein adaptives Gitter und eine automatische Steuerung der Fehler-
schranken.

Bisher wurde nur eine bestimmte Form des elektrischen Feldes betrachtet, wohingegen die
hier verwendeten Methoden für beliebige räumlich homogene Vektorpotentiale A⃗(t) geeignet
sind. Dies eröffnet die Möglichkeit, bezüglich einer gewissen Eigenschaft der Impulsvertei-
lung der entstehenden Teilchen optimale elektrische Feldkonfigurationen zu finden, was in
zukünftigen Arbeiten geschehen soll.

41



42



A Nebenrechnungen

A Nebenrechnungen

A.1 Herleitung der Bewegungsgleichung

Bei der Herleitung der Bewegungsgleichung im Haupttext wird auf einige Nebenrechnungen
verwiesen. Diese werden hier vorgestellt und erläutert.

A.1.1 Differentialoperator D̂t

Die Zeitableitung des Dichteoperators

∂tĈ = Φ̂∂t[Ψ+, Ψ−] + (∂tΦ̂)²[Ψ+, Ψ−]

= − ie(∂t ∫ 1/2

−1/2

ˆ⃗A(x⃗ + λs⃗, t) ⋅ s⃗dλ)Φ̂

=
Temporale Eichung: E⃗ = −∂tA⃗

(ie∫ 1/2

−1/2

ˆ⃗E(x⃗ + λs⃗, t) ⋅ s⃗dλ)Φ̂

= Φ̂∂t[Ψ+, Ψ−] + (ie∫ 1/2

−1/2

ˆ⃗E(x⃗ + λs⃗, t) ⋅ s⃗dλ) Φ̂[Ψ+, Ψ−]´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
Ĉ

erzeugt durch den Wilson-Term automatisch den nötigen Zusatzterm im Ableitungsopera-
tor D̂t , der sich nun durch Herüberbringen des letzten Terms auf die linke Seite ergibt.
Hierbei geht die verwendete Eichung ein, d. h. dass die vorliegende Gleichung nicht mehr
eichinvariant ist.

A.1.2 Integrale

Die auftretenden Intergralausdrücke mit dem Vektorpotential ⃗̂
A lassen sich aufgrund dieser

Rechnungen vereinfachen. Mit dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung ergibt
sich

ˆ⃗A+ − ˆ⃗A− = ∫ 1/2

−1/2

d
dλ

ˆ⃗A( x⃗ + λs⃗´¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¶
=∶ξ⃗

, t)dλ

= ∫ 1/2

−1/2

∂ξi
∂λ°
si

∂

∂ξi

ˆ⃗A(x⃗ + λs⃗, t)dλ

= ∫ 1/2

−1/2
((s⃗ ⋅ ∇⃗x⃗) ˆ⃗A(x⃗ + λs⃗, t))dλ mit ∇⃗x⃗ = ∇⃗ξ⃗
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A.1 Herleitung der Bewegungsgleichung

und ∫ 1/2

−1/2
λ((s⃗ ⋅ ∇⃗x⃗) ˆ⃗A(x⃗ + λs⃗, t))dλ = ∫ 1/2

−1/2
λ

d
dλ

ˆ⃗A(x⃗ + λs⃗, t)dλ

= λ ˆ⃗A(x⃗ + λs⃗, t)∣1/2
−1/2

− ∫ 1/2

−1/2

ˆ⃗A(x⃗ + λs⃗, t)dλ

= 1
2

ˆ⃗A+ + 1
2

ˆ⃗A− − ∫ 1/2

−1/2

ˆ⃗A(x⃗ + λs⃗, t)dλ .

A.1.3 Berechnung der linken Seite

Um die linke mit der rechten Seite zu vergleichen, sollen nun beide Seiten in ihre einzelnen
Terme zerlegt werden. Die Zerlegung der linken Seite wird im Haupttext begonnen und an
dieser Stelle fortgesetzt. Es ergibt sich also

Φ̂([−(γ0γ⃗)
ac
[∇⃗x⃗ − ie ˆ⃗A+]Ψ+

c , Ψ−
b ] + [Ψ+

a , −[∇⃗x⃗Ψ−
c + ieΨ−

c
ˆ⃗A−](γ⃗γ0)

cb
])

= Φ̂([−(γ0γi)
ac
[Ψ+

c,i − ie ˆ⃗A+Ψ+
c ], Ψ−

b ] + [Ψ+
a , −[Ψ−

c,i + ieΨ−
c

ˆ⃗A−](γiγ0)
cb
]))

= Φ̂(−(γ0γi)
ac
[Ψ+

c,i − ieÂ+
i Ψ+

c ]Ψ−
b +Ψ−

b (γ0γi)
ac
[Ψ+

c,i − ieÂ+
i Ψ+

c ]
−Ψ+

a[Ψ−
c,i + ieΨ−

c Â
−
i ](γiγ0)

cb
+ [Ψ−

c,i + ieΨ−
c Â

−
i ](γiγ0)

cb
Ψ+
a)

= Φ̂(−(γ0γi)
ac

Ψ+
c,iΨ−

b + ie(γ0γi)
ac
Â+
i Ψ+

cΨ−
b +Ψ−

b (γ0γi)
ac

Ψ+
c,i − ieΨ−

b (γ0γi)
ac
Â+
i Ψ+

c

−Ψ+
aΨ−

c,i(γiγ0)
cb
− ieΨ+

aΨ−
c Â

−
i (γiγ0)

cb
+Ψ−

c,i(γiγ0)
cb

Ψ+
a + ieΨ−

c Â
−
i (γiγ0)

cb
Ψ+
a) .

A.1.4 Rechte Seite

Die Berechnung der Terme der rechten Seite geschieht hier gestaffelt nach den verschiedenen
Arten von auftretenden Termen. Zunächst werden die Ableitungsterme behandelt. Wegen
der besonderen Art und Weise, wie x⃗ und s⃗ in die Feldoperatoren eingesetzt werden gilt

∇⃗s⃗Ψ+ = 1
2
∇⃗x⃗Ψ+

∇⃗s⃗Ψ− = −1
2
∇⃗x⃗Ψ−

∇⃗s⃗ [Ψ+, Ψ−] = [(∇⃗s⃗Ψ+), Ψ−] + [Ψ+, (∇⃗s⃗Ψ−)]
= 1

2
([(∇⃗x⃗Ψ+), Ψ−] − [Ψ+, (∇⃗x⃗Ψ−)]) .
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A Nebenrechnungen

Damit können die auftretenden Ableitungen von Kommutatoren und Antikommutatoren
berechnet werden, für die sich

− 1
2
[γ0γ⃗, Φ̂∇⃗x⃗[Ψ+, Ψ−]] − {γ0γ⃗, Φ̂∇⃗s⃗ [Ψ+, Ψ−]}

= −1
2
[γ0γ⃗, Φ̂([(∇⃗x⃗Ψ+), Ψ−] + [Ψ+, (∇⃗x⃗Ψ−)])]

−1
2
{γ0γ⃗, Φ̂([(∇⃗x⃗Ψ+), Ψ−] − [Ψ+, (∇⃗x⃗Ψ−)])}

= − γ0γ⃗Φ̂1
2
([(∇⃗x⃗Ψ+), Ψ−] + [Ψ+, (∇⃗x⃗Ψ−)]) + Φ̂1

2
([(∇⃗x⃗Ψ+), Ψ−] + [Ψ+, (∇⃗x⃗Ψ−)])γ0γ⃗

− γ0γ⃗Φ̂1
2
([(∇⃗x⃗Ψ+), Ψ−] − [Ψ+, (∇⃗x⃗Ψ−)]) − Φ̂1

2
([(∇⃗x⃗Ψ+), Ψ−] − [Ψ+, (∇⃗x⃗Ψ−)])γ0γ⃗

= −γ0γ⃗Φ̂[(∇⃗x⃗Ψ+), Ψ−] + Φ̂[Ψ+, (∇⃗x⃗Ψ−)]γ0γ⃗

= −γ0γiΦ̂(Ψ+
,iΨ− −Ψ−Ψ+

,i) + Φ̂(Ψ+Ψ−
,i −Ψ−

,iΨ+)γ0γi

= −(γ0γi)
ac

Φ̂(Ψ+
c,iΨ−

b −Ψ−
bΨ+

c,i) + Φ̂(Ψ+
aΨ−

c,i −Ψ−
c,iΨ+

a)(γ0γi)
cb

ergibt. Für die Terme mit ˆ⃗A folgt

1
2
ie[γ0γ⃗, ( ˆ⃗A+ − ˆ⃗A−)Ĉ] + ie{γ0γ⃗, (1

2
ˆ⃗A+ + 1

2
ˆ⃗A−)Ĉ}

= ie(1
2

ˆ⃗A+ − 1
2

ˆ⃗A−)(γ0γ⃗Φ̂[Ψ+, Ψ−] − Φ̂[Ψ+, Ψ−]γ0γ⃗)
+ie(1

2
ˆ⃗A+ + 1

2
ˆ⃗A−)(γ0γ⃗Φ̂[Ψ+, Ψ−] + Φ̂[Ψ+, Ψ−]γ0γ⃗)

= ie(γ0γ⃗)
ac

ˆ⃗A+Φ̂(Ψ+
cΨ−

b −Ψ−
bΨ+

c ) + ie ˆ⃗A−Φ̂(Ψ+
aΨ−

c −Ψ−
cΨ+

a)(γ0γ⃗)
cb

und die Massenterme ergeben sich zu

−im[γ0, Ĉ]
ab
= −im[γ0, Φ̂[Ψ+, Ψ−]]

ab= −imΦ̂(γ0
ac[Ψ+

c , Ψ−
b ] − [Ψ+

a , Ψ−
c ]γ0

cb)
= −imΦ̂(γ0

acΨ+
cΨ−

b − γ0
acΨ−

bΨ+
c −Ψ+

aΨ−
c γ

0
cb +Ψ−

cΨ+
aγ

0
cb) .

Im Haupttext werden diese Ergebnisse zusammengenommen und mit dem Ergebnis der
linken Seite zusammengeführt.

A.2 Fierz-Zerlegung

Die Fierz-Zerlegung der Bewegungsgleichung führt auf die Reduktion der Freiheitsgerade
im homogenen Fall.
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A.2 Fierz-Zerlegung

A.2.1 Ansatz

Die Zerlegung beruht dabei auf der chiralen Basis und auf den Konventionen

DtW = −1
2
D⃗x⃗ [γ0γ⃗,W] − im[γ0,W] − iP⃗{γ0γ⃗,W} ,

W = 1
4
(1s + iγ5 p + γµ vµ + γµγ5 aµ + σµν tµν) ,

t1i ∶= t0i − ti0 , t2i ∶= εijktjk , und σc ∶= σab εabc . (A.1)

Daraus folgen

t0i = 1
2
t1i , tij = 1

2
εijkt

2
k (A.2)

und

σµν tµν = 2σ0i t0i + σij tij (A.2)= 1
2
(2σ0i t1i + σij εijk t2k)

(A.1)= σ0i t1i + 1
2
σk t

2
k .

A.2.2 Gamma-Matrizen

Zu ihrer Berechnung ist die Kenntnis der Gamma-Bilineare2 nötig. Die Inhalte von Tabelle 1
sind hinlänglich bekannt.

{γµ, ⋅} [γµ, ⋅]
1 2γµ 0
γ5 0 2γµγ5
γν 2ηµν 1 −2iσµν
γνγ5 εµναβσαβ 2ηµνγ5
σνρ −2εµνραγαγ5 2i(ηµνγρ − ηµργν)

(A.3)

Tabelle 1: Übersicht über die einfachen Gamma-Bilineare

Leider werden in dieser Rechnung Terme von einer anderen Art auftauchen. Zunächst sollen
Terme der Form [γ0γi, ⋅ ] berechnet werden. Man findet

[γ0γi, 1] = 0 = [γ0γi, γ5]
[γ0γi, γµ] = γ0{γi, γµ} − {γ0, γµ}γi (A.3)= 2γ0ηiµ − 2η0µγi

= −2δiµγ0 − 2δ0µγi

2Mit der Konvention ε0123
= 1.
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A Nebenrechnungen

[γ0γi, γµγ5] = γ0[γi, γµγ5] + [γ0, γµγ5]γi (A.3)= 2γ0ηiµγ5 + 2η0µγ5γ
i

= −2δiµγ0γ5 − 2δ0µγiγ5[γ0γi, σ00] = 0
[γ0γi, σµk] = γ0[γi, σµk] + [γ0, σµk]γi

(A.3)= 2i(γ0(ηiµγk − ηikγµ) + (η0µγk − η0kγµ)γi)
= ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

2i(δik + γkγi) µ = 0
2i(−δijγ0γk + δikγ0γj) µ = j (A.4)

= ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
2i(−γiγk − δik) µ = 0
2i(δijγkγ0 − δikγjγ0) µ = j (A.5)

⇒ [γ0γi, σ0k] = 1
2
(2i(δik + γkγi) + 2i(−γiγk − δik))

= 2σki = (σki − σik)
= σab(δakδbi − δaiδbk) = σab εabc εcki

(A.1)= −σc εcik
⇒ [γ0γi, σjk] = 1

2
(2i(−δijγ0γk + δikγ0γj) + 2i(δijγkγ0 − δikγjγ0))

= 2δikσ0j − 2δijσ0k

= 2σ0l(δikδjl − δijδkl) .
Außerdem müssen Terme der Form {γ0γi, ⋅ } ausgerechnet werden. Hier ergibt sich

{γ0γi, 1} = 2γ0γi

{γ0γi, 1} = −{γiγ0, 1} = −2γiγ0

⇒ {γ0γi, 1} = [γ0, γi] = −2iσ0i

{γ0γi, γ5} = γ0γiγ5 + γ5γ
0γi = γ0γiγ5 + γiγ5γ

0

= {γ0, γiγ5} = ε0iαβσαβ = εijkσjk= σi
{γ0γi, γµ} = 1

2
{[γ0, γi], γµ} = −i{σ0i, γµ} = −i{γµ, σ0i}

= 2iεµ0iαγαγ5 = ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
0 µ = 0−2iγaγ5εaij µ = j

{γ0γi, γµγ5} = {γ0γi, γµ}γ5 − γµ[γ0γi, γ5]´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
0

= −2iε0αiµγ
α

= ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
0 µ = 0−2iγaεaij µ = j

{γ0γi, σ0k} = γ0[γi, σ0k] + {γ0, σ0k}γi
= 2iγ0(ηi0γk − ηikγ0) − 2ε00kαγαγ5γ

i
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A.2 Fierz-Zerlegung

= 2iδik1
{γ0γi, σjk} = γ0{γi, σjk} − [γ0, σjk]γi

= −2γ0εijkαγαγ5 − 2i(η0jγk − η0kγj)γi
= −2εijk0γ0γ0γ5 = 2εijkγ5 .

Diese Ergebnisse sind in Tabelle 2 zusammengefasst.

[γ0γi, ⋅] {γ0γi, ⋅}
1 0 −2iσ0i

γ5 0 σi
γµ −2δiµγ0 − 2δ0µγi −2iγαγ5εαiµ
γµγ5 −2δiµγ0γ5 − 2δ0µγiγ5 −2iγαεαiµ
σ00 0 0
σ0k −σc εcik 2i1δik
σjk 2σ0l(δikδjl − δijδkl) 2γ5εijk

(A.6)

Tabelle 2: Übersicht über die neuen Gamma-Bilineare

A.2.3 Zerlegung der Bewegungsgleichung

Mit Hilfe dieser Tabelle kann nun die Bewegungsgleichung zerlegt werden. Zunächst werden
die Terme mit räumlichen Ableitungen (−1

2D⃗x⃗ [γ0γ⃗,W]) behandelt. Für den Kommutator
gilt

[γ0γi,W] = 1
4
(

0³¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹·¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹µ[γ0γi, 1]s +
0³¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹·¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹µ[γ0γi, γ5]ip + [γ0γi, γµ]vµ

+ [γ0γi, γµγ5]aµ + [γ0γi, σµν]tµν)
und für die Ableitungsterme ergibt sich damit

−1
2
D⃗x⃗ [γ0γ⃗, γµ]vµ = −1

2
Dxi[γ0γi, γµ]vµ (A.6)= Dxi(δiµγ0 + 2δ0µγi)vµ

= −γ0D⃗x⃗ v⃗ − γiDxiv0

−1
2
D⃗x⃗ [γ0γ⃗, γµγ5]aµ = −1

2
Dxi[γ0γi, γµγ5]aµ (A.6)= −γ0γ5D⃗x⃗ a⃗ − γiγ5Dxia0

−1
2
D⃗x⃗ [γ0γ⃗, σµν]tµν = −1

2
Dxi[γ0γi, σµν]tµν

= −Dxi[γ0γi, σ0k]t0k − 1
2
Dxi[γ0γi, σik]tik

−Dxi[γ0γi, σ0k]t0k (A.2)= −Dxi[γ0γi, σ0k]1
2
t1k
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(A.6)= 1
2
σc εcikDxit

1
k = 1

2
σc(D⃗x⃗ × t⃗1)

c

−1
2
Dxi[γ0γi, σjk]tjk (A.2)=

(A.6)

1
2
Dxi(δijδkl − δikδjl)σ0lεjkm t

2
m

= 1
2
σ0lDxi(δijδklεjkm − δikδjlεjkm) t2m

= 1
2
σ0lDxi(εilm − εlim) t2m

= −σ0lDxiεlimt
2
m = −σ0l(D⃗x⃗ × t⃗2)

l
.

Bezüglich des Massenterms (−im[γ0,W]) gilt
[γ0,W] = 1

4
(

0³¹¹¹¹¹¹¹·¹¹¹¹¹¹¹¹µ[γ0, 1]s + [γ0, γ5]ip + [γ0, γµ]vµ
+ [γ0, γµγ5]aµ + [γ0, σµν]tµν)

und im Einzelnen findet man

−im[γ0, γ5]ip = 2mγ0γ5p
::::::::

−im[γ0, γµ]vµ = −im(−2i)σ0µvµ = −2mσ0kvk = 2mσ0kvk
::::::::

−im[γ0, γµγ5]aµ = −im{γ0, γµ}γ5aµ= −2imη0µγ5aµ = −2imγ5 a0
:::::::::

−im[γ0, σµν]tµν = −2im[γ0, σ0k]t0k − im[γ0, σik]tik´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
0= −2m(η00γk − η0kγ0)t1k= −2mγkt1k

::::::::
.

Zum Schluss folgen die Terme mit dem Impulsoperator (−iP⃗{γ0γi,W}). In dem Antikom-
mutator

{γ0γi,W} = 1
4
({γ0γi, 1}s + {γ0γi, γ5}ip + {γ0γi, γµ}vµ
+ {γ0γi, γµγ5}aµ + {γ0γi, σµν}tµν)

fällt kein Term sofort weg, im Einzelnen erhält man

−iPi {γ0γi, 1}s = −2σ0iPi s

−iPi {γ0γi, γ5}ip = σiPi p
−iPi {γ0γi, γj}vj = 2iγaγ5εaijiPi vj= −2γaγ5(P⃗ × v⃗)

a
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−iPi {γ0γi, γjγ5}aj = 2iγaεaijiPi aj= −2γa(P⃗ × a⃗)
a

−iPi {γ0γi, σµν}tµν = −2iPi {γ0γi, σ0k}t0k − iPi {γ0γi, σjk}tjk−2iPi {γ0γi, σ0k}t0k = −4i1δikiPi t0k = 21Pi t1i= −21 P⃗ t⃗1

−iPi {γ0γi, σjk}tjk = −2γ5iPi εijktjk = −2iγ5Pi t
2
i= −2iγ5 P⃗ t⃗2 .

Ein Koeffizientenvergleich führt auf die einzelnen Gleichungen

1 ∶ Dt s = +2P⃗ ⋅ t⃗1

iγ5 ∶ Dt p = −2P⃗ ⋅ t⃗2 −2ma0
:::::

γ0 ∶ Dt v
0 = −D⃗x⃗ v⃗

γ0γ5 ∶ Dt a
0 = −D⃗x⃗ a⃗ +2mp

::::

γi ∶ Dt v⃗ = −D⃗x⃗ v0 −2P⃗ × a⃗ −2mt⃗1
:::::

γiγ5 ∶ Dt a⃗ = −D⃗x⃗ a0 −2P⃗ × v⃗
σ0i ∶ Dt t⃗

1 = −D⃗x⃗ × t⃗2 −2P⃗ s +2mv⃗
::::

1
2σc ∶ Dt t⃗

2 = +D⃗x⃗ × t⃗1 +2P⃗ p .

Damit ergibt sich das gekoppelte Differentialgleichungssystem zur Berechnung der Wigner-
funktion.

A.3 Trajektorien

Die Trajektorien des rotierenden Elektrischen Feldes

E⃗(t) = E0

cosh2( t
τ
)
⎛⎜⎝

cos Ωt
sin Ωt

0

⎞⎟⎠
sind durch

π⃗q⃗(t) = q⃗ + e∫ ∞

0
E⃗(t)dt

= q⃗ + E0τ

2
⋅

⋅
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
⎛⎜⎜⎝
e−it

′ΩH1 + eit′ΩH2 − e t′τ (2−iτΩ) τΩ
2i+τΩH3 + e t′τ (2+iτΩ) τΩ

2i−τΩH4 + 2 cos(t′Ω) tanh( t′τ )
ie−it

′ΩH1 − ieit′ΩH2 + e t′τ (2−iτΩ) τΩ
−2+iτΩH3 − e t′τ (2+iτΩ) τΩ

2+τΩH4 + 2 sin(t′Ω) tanh( t′τ )
0

⎞⎟⎟⎠
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

t

t′=0
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B Digitaler Anhang

gegeben mit
H1 = 2F1(1, − i2τΩ, 1 − i

2τΩ, −e 2t
τ )

H2 = 2F1(1, i
2τΩ, 1 + i

2τΩ, −e 2t
τ )

H3 = 2F1(1, 1 − i
2τΩ, 2 − i

2τΩ, −e 2t
τ )

H4 = 2F1(1, 1 + i
2τΩ, 2 + i

2τΩ, −e 2t
τ ) .

Dabei wird mit 2F1 die Gaußsche hypergeometrische Funktion bezeichnet.

B Digitaler Anhang

Auf der beigelegten CD befinden sich einige Videos. Jedes Video gibt es in verschiedenen
Auflösungen (540p, 720p, 1080p), die sich in je einem Verzeichnis auf der CD befinden.

Verzeichnisname Feldst. ε Pulsd. τ [1/m] Rotationsf. σ Bilderserie

f-eps=1-10-0 1 10 0 Abbildung 18
f-eps=1-10-0.5 1 10 1/2 Abbildung 19
f-10-0.1 1/10 10 1/10 Abbildung 20
f-10-6 1/10 10 6 Abbildung 21

Tabelle 3: Liste der Videos im digitalen Anhang
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