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Notation

Vorab soll an dieser Stelle auf die verwendete Notation und einige Konventionen hingewiesen
werden.

A Operatoren werden durch einen Hut gekennzeichnet, einzige Ausnahme bilden die
Operatoren des Dirac-Feldes wie ¥, ¥ und seine Erzeugungs- und Vernichtungs-
operatoren as und bg, die auch ohne Hut als Operator zu verstehen sind.

x Vektoren im euklidischen Raum und auch andere Zahlentripel werden durch einen
Vektorpfeil oder lateinische Indizes (i, j, k, ... ) gekennzeichnet.

x, ¥ Vektoren im Minkowskiraum werden durch Fettschrift oder griechische Indizes
(p, v, p,...) gekennzeichnet.

v, Die Komponenten des Dirac-Feldes werden mit lateinischen Indizes (a,b) gekenn-
zeichnet.

k7 Uberstreichung eines Dirac-Operators zeigt Dirac-Konjugation ¥ = W40 an.

w Uberstreichung einer anderen Variable kennzeichnet Zahlentupel.

f Die Tilde bedeutet, dass die Funktion entlang einer Trajektorie geméaB f (t,q) =
f(t,7m4(t)) auszuwerten ist.

f Der Punkt steht fiir die Zeitableitung % einer Funktion auf einer Trajektorie.
Dabei gilt f = 4 f(t,4) = 4 f(t, (1)) = (& + 525, ) £(1.5) -

Konventionen

ntv Fiir die Metrik des flachen Raums wird die Signatur (+,—,—,—) verwendet. Ein

Vierervektor wird gemif = (2, 2) in zeitliche und rdumliche Anteile zerlegt. Fiir
den raumlichen Anteil gilt also Z = (2!, 22, 2%). Rein rdumliche (also lateinische)
Indizes werden auch summiert, wenn sie auf gleicher Hohe stehen, daher gilt fiir
Skalarprodukte z-y = x,y" = 2oy’ +z;y' mit zoy® = 2%° und z;y’ = -z = -2y’ =
—z;y;. Die Schreibweise (2),; bezieht sich auf die i-te Komponente des rdumlichen
Vektors Z. Falls dieser der rdumliche Teil eines Vierervektors x = (2°,%) ist,
gilt (2);, = o fiir i = 1,2,3. Fiir das Levi-Civita-Symbol wird die Konvention

{+*, v} Die Clifford-Algebra wird in der Form {v*, 4"} = +2n*" verwendet.
Der Kommutator der y-Matrizen wird mit o#” := %[7“, ~"] abgekiirzt.

Zl(t) Fiir die Potentiale des elektromagnetischen Feldes wird die temporale Eichung
oder auch Weyl-Eichung verwendet, so dass gilt E(%,t) = -0;A(Z,t) und B(Z,t) =
Vi x A(,1).

h=c=1 In dieser Arbeit werden naturliche Einheiten verwendet.
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1 Einleitung

1 Einleitung

Als eine der Grundkrifte der Physik wirken die elektromagnetischen Kréafte auf geladene
Teilchen und damit insbesondere auf diejenigen elementaren Fermionen, die wir Elektronen
und Positronen nennen. Die quantisierte Feldtheorie dieser Wechselwirkung ist die soge-
nannte Quantenelektrodynamik und wird dann verwendet, wenn die klassische Betrachtung
der ElektrodynamikIll nicht ausreicht. Die ihr zu Grunde liegende Feldgleichung ist die
Diracgleichung, in die das elektromagnetische Eichfeld mittels der kovarianten Ableitung
(minimale Substitution) eingekoppelt wird.

Die Quantenelektrodynamik wurde in der ersten Hélfte des 20. Jahrhunderts entwickelt
und hat J. S. Schwinger,?l R. P. Feynman¥l und S. Tomonaga im Jahr 1965 einen Nobel-
preis eingebracht. Eine der wichtigsten bahnbrechenden Vorhersagen war die Existenz des
Positrons.® Die Theorie wurde in vielen Beschleunigerexperimenten mit einer sehr hohen
Genauigkeit experimentell tiberpriift. Ein markantes Beispiel hierfiir ist das anomale ma-
gnetische Moment des Elektrons.®% Experimente am Teilchenbeschleuniger verwenden eine
hohe Anregungsenergie, erreichen aber nur geringe Intensitédten. In diesem Regime kénnen
durch Stoérungstheorie Vorhersagen gemacht werden.

In Zukunft wird auch das gegensétzliche Regime mit geringen Energien bei hohen Intensita-
ten experimentell relevant. Hochintensitéitslaser erreichen durch Chirped Pulse Amplifica-
tionl immer groflere Leistungen und es wird auch schon an Verfahren zur Verstarkung von
Laserpulsen iiber die natiirlichen Grenzen der CPA hinaus gedacht, z. B. die Verstdrkung
von Laserpulsen durch nichtlineare Effekte in einem Plasma.® Auch freie Elektronenla-
ser konnten einen Zugang zu diesem Regime darstellen.'%Y Der Paarbildungsprozess lasst
sich nicht in der elektromagnetischen Kopplung entwickeln und so ist Stérungstheorie nicht
geeignet, um Vorhersagen zu erhalten.

Das Vakuum kann nicht als vollstdndig leer betrachtet werden, da die Quantentheorie
die spontane Entstehung und Vernichtung von virtuellen Elektron-Positron-Paaren zulésst.
Photonen koénnen aufgrund der U(1)-Symmetrie zwar nicht direkt miteinander wechsel-
wirken, diese virtuellen Teilchen fithren jedoch zu einer indirekten Wechselwirkung. Einen
aktuellen Uberblick iiber verschiedene Experimente in diesem Feld geben [10, [11]. Rele-
vant werden die Vakuumfluktuationen dann, wenn die Feldstirke E multipliziert mit der
Elementarladung e und einer charakteristischen Léngenskala, typischerweise der Compton-
Wellenlénge [ = 1/m, in die Nahe der Ruhemasse m des Elektrons gelangt. Als Skala fiir die
Feldstérke wird daher oft die kritische Feldstérke F.;. = m*/e genannt. Bei steigender Feld-
starke zeigt das Vakuum aufgrund virtueller Teilchen Eigenschaften eines polarisierbaren
Mediums mit Brechungs- und Absorptionsindex. Steigt die Feldstédrke noch weiter an, kann
das Vakuum schlussendlich zerfallen und Mehrteilchenzusténde bilden. Dies bedeutet, dass
aufgrund starker Felder spontan Paare von Elektronen und Positronen entstehen kénnen.

Rechnungen dazu sind bereits in den 1930er Jahren durchgefiihrt worden. 1213 Spéter wur-
den diese Rechnungen von J. S. Schwinger mit dem in der Zwischenzeit hinzugekommenen
Wissen iiber die QED neu aufgerollt,lM] weshalb der Effekt der Paarproduktion heute oft
als Schwinger-Effekt bezeichnet wird. Es handelt sich bei dem Schwinger-Effekt also um
eine schon lange bekannte Vorhersage, die aufgrund der notwendigen extremen Feldstirken



noch in keinem Experiment direkt nachweisbar war. Aufgrund der nichtperturbativen Ei-
genschaft dieses Effekts und der Tatsache, dass es sich um einen Nichtgleichgewichtsprozess
handelt, ist die theoretische Behandlung sehr anspruchsvoll.

Die detaillierte Behandlung des Schwinger-Effekts kann interessante Einblicke in &dhnli-
che Phédnomene wie die Bildung und Thermalisierung eines Quark-Gluon-Plasmas geben.
Auch fiir die Suche nach einem versteckten Teilchensektor spielen solche Phinomene eine
Rolle. L2117

Im Laufe der Zeit wurden viele Verschiedene Zugénge entwickelt, alle haben jedoch Schwach-
stellen. Man mo6chte aus der Konfiguration des elektrischen Feldes auf die erzeugten Elek-
tron-Positron-Paare schliefen. Dabei konnten bisher nur sehr eingeschrénkte Feldkonfigura-
tionen betrachtet werden. Es sind also einige mogliche Konfiguration noch nicht betrachtet
worden, so zum Beispiel Felder, die sowohl zeit- als auch ortsabhingig sind oder nichttriviale
Kombinationen von elektrischen mit magnetischen Feldern.

Das Ziel dieser Arbeit ist die Untersuchung der Paarproduktion bei rotierenden elektrischen
Feldern. Dabei soll die Gesamtteilchenproduktion ermittelt werden und mit anderen Feld-
konfigurationen verglichen werden. Die Phasenraumverteilung der entstehenden Teilchen
soll ebenfalls untersucht werden.

Im niichsten Abschnitt wird es einen kurzen Uberblick {iber bisher verwendete Methoden
und ihren Zusammenhang geben. Diese Arbeit konzentriert sich auf einen Zugang, der zwar
schon 1991 von Bialynicki-Birula, Gérnicki und Rafelskil'® erstmals veréffentlicht, aber
zundchst nicht weiter verfolgt wurde. Erst kiirzlich (2010) wurden die Arbeiten durch He-
benstreit, Alkofer und Gies!™® wieder aufgenommen und sollen hier fortgesetzt werden. Im
dritten Abschnitt werden die theoretischen Grundlagen dieses Zugangs im Kontext die-
ser Arbeit dargelegt. Mittels dieser Methoden soll dann die Paarproduktion in rotierenden
Elektrischen Feldern untersucht werden. Daher beschreibt Abschnitt vier, wie auf numeri-
schem Wege Losungen fiir solche Felder gefunden werden kénnen. Darauf folgt im fiinften
Abschnitt eine Darstellung der durch diese Methoden erhaltene Ergebnisse. Zum Abschluss
soll es im Abschnitt sechs eine Zusammenfassung der Erkenntnisse geben und auf moégliche
zukiinftige Forschungsthemen hingewiesen werden. Der Anhang stellt einige Berechnungen
und verwendete Gleichungen im einzelnen dar, welche zur Verbesserung der Lesbarkeit aus
dem Haupttext entfernt wurden.



2 Uberblick

2 Uberblick

Es wurden schon einige Methoden entwickelt um sich der Paarerzeugung theoretisch zu né-
hern, wie Eigenzeitmethoden,|14| WKB—Techniken,[20=21| Instanton—Techniken,[22’241 Weltli-
nien-Monte-Carlo-Methoden?® und verschiedene quantenkinetische Ansétze.

Oft wird euklidische Quantenfeldtheorie betrachtet, wobei der Imaginérteil einer effekti-
ven Wirkung auf die Zerfallsrate des Vakuums schlielen lasst. Diese kann dann wiederum
mit der Paarproduktionsrate in Verbindung gebracht werden. Aufgrund der Imaginérzeit-
betrachtung erhalt man keinerlei Informationen iiber die Dynamik des Prozesses und kann
somit nur auf den asymptotischen Zustand schlieflen.

Die Realzeitmethoden wie die Vlasov-Gleichung der Quantum Kinetic Theoryl%’m oder
der Wignerformalismus[l&lgl beschreiben nicht nur die Entstehung der Teilchen, sondern
auch ihren kinetischen Transport im Anschluss an die Entstehung. Dadurch haben diese
Methoden den Vorteil, dass sie zusétzlich zur Gesamtteilchenzahl Auskunft tiber die Pha-
senraumverteilung der entstandenen Teilchen geben.

2.1 Tunnelprozess und effektive Wirkung , Vjtme?  Wx)  Vz)-me?

Man kann sich den Schwingereffekt, z.B. fiir ein sta- ;= I T

tisches elektrisches Feld, als einen Tunnelprozess vor- g/f
stellen. Das Feld verschert die Bandgrenzen (Abbil- :
dung , und Elektronen aus dem Dirac-See (Bereich {
IIT) k6nnen tunnelnd die Bandliicke (IT) iiberwinden % z
und‘ ein Positr.on als Loch zu?ﬁcklassen. Im Bejreic'h Abbildung 1: Darstellung|13| der ver-
(I) ist dann ein Elektron frei geworden. Bereits in ..

i . scherten Bandlicke
den 1930er Jahren wurde die Paarproduktionsrate
fiir statische, homogene elektrische Felder berechnet. Dazu wurde die gerade erst entdeckte
1-Loop-Effektive Wirkung nach Heisenberg und Euler/12:13] herangezogen. Interessante Ein-
blicke in die geschichtliche Entwicklung dieser Erkenntnisse findet man in [28]. Anhand der
Persistenzrate des Vakuums Py, = |(0[U (£, £0)|0)|? kann man sich iiberlegen, dass die Lokale
Paarproduktionsrate in erster Niherung durch r = 2Jm £(1) gegeben ist. Dabei steht U fiir
den Zeitentwicklungsoperator und £ fiir den effektiven Lagrangian zur 1-Loop-Ordnung.
Hieraus lisst sich die Paarproduktionsrate fiir diesen Fall berechnen und man erhalt!4

<n

(eE) = 1 _pm2x  (eE)? _m?s
r= o Zﬁe B w o e B (2.1)
n=1

Man erkennt die fiir einen Tunnelprozess typische exponentielle Unterdriickung. Auflerdem
wird an diesem Ergebnis der nicht-stérungstheoretische Charakter dieses Effektes sichtbar,

m27r/eE

da sich e~ nicht als Reihe in eF entwickeln lasst.

Es gibt eine Verbindung zwischen diesem Effekt und der Ionisation von Atomen durch
elektrische Felder. Betrachtet man z. B. sinusférmige Felder E(t) = Eysin(§2t), gibt es hier
zwei zu betrachtende Zeitskalen: Die Frequenz des Feldes €2 und die Tunnelfrequenz Qr, die



2.2 Quantum Kinetic Theory

mit einer charakteristischen Zeit des Tunnelvorgangs verbunden ist. Hier gibt der Keldysh-

Parameter

Q  QVImE,
T QT - eE(]
an, welche Skala dominant ist. Hierbei bezeichnet Ej, die Bindungsenergie. Im Fall v > 1
ist die Variation des Feldes so schnell, dass kein Tunneln stattfinden kann. Es liegt also
Mehrphotonenionisation vor. Ist jedoch v « 1, kommt es zum Tunnelprozess und man

spricht von nicht-perturbativer oder instantaner Ionisation.

Es lohnt sich, diesen Parameter fiir den Schwingereffekt zu iibertragen. Hier ergibt sich mit
einer Tunnelfrequenz Q1 = % das Verhéltnis der Frequenzen

Q_mQ

= — =, 2.2
QT eEO ( )

Y

2.2 Quantum Kinetic Theory

Die Quantum Kinetic Theory, kurz QKT, steht in enger Beziehung zu der in dieser Arbeit
verwendeten Methode. Um dies zeigen zu kénnen, wird sie im Rahmen dieser Einfithrung
an dieser Stelle kurz vorgestellt. Die QKT orientiert sich an der Boltzmanngleichung der
kinetischen Gastheorie. Die Boltzmanngleichung lautet

- P 8 - S =2 R
f(twrvp) = I:a +x'Vj; +pVﬁ:|f(t7x,p) = Cl:f] +S[f]7
wobei C[f] als Stofiterm und S[f] als Quellterm bezeichet wird. Zur Beschreibung der

Paarproduktion wird der Stofiterm vernachléssigt, was der Betrachtung auf 1-Loop-Niveau
geschuldet ist. Durch die Schwingerformel ([2.1)) lasst sich fiir den Quellterm der Ansatz

m? + 2
S[f]=-2eE(t) log[l - exp(—ﬂ' eE(t)L )]5(}7)

motivieren. 27

Spéater hat sich gezeigt, dass man mittels Molekularfeldndherung (Mean Field Approxi-
mation) im Rahmen zunéchst der sQED (skalare QED) und spéter auch der QED einen
korrekteren Quellterm herleiten kann. In der QED ergibt sich[29:30)

S[f1= Q(t,ﬁ)/_ dt' Q(t',p)[1 - f(t'.p)] cos(20(t,t', ) (2.3)

t
mit G(t,t',ﬁ)z/ dr w(T,p) (2.4)
t’
L _eBE(t)e 2,2 2 _ 2 2
und Q(t,p) = — . €l =m +pT, wi =€l +pj. 2.5
wQ(t,p) 1 L 1 I ( )

Es sollte erwdhnt werden, dass bei der Herleitung dieser Form ein Basiswechsel, ndmlich ei-
ne sogenannte Bogoliubov-Transformation, gemacht wird, der nur zu asymptotischen Zeiten
die Interpretation der Funktion f als Teilchendichte im Phasenraum einwandfrei zulésst.



2 Uberblick

Die Bogoliubov-Transformation stellt eine Drehung im linearen Raum der Erzeugungs- und
Vernichtungs-Operatoren der Elektronen und Positronen dar. Es handelt sich hierbei um
einen nicht unitar dquivalenten Basiswechsel. Die entstehenden Operatoren sind dann Er-
zeuger und Vernichter von nicht realen Quasiteilchen. Eine kurze Darstellung findet sich
hierzu in Anhang A von [19).

Die Paarproduktionsrate hingt nach also von der gesamten Vorgeschichte ab. Daher
hat die Zeitentwicklung der Dichtefunktion f keinen Markov-artigen Charakter. Die Inte-
gro-Differentialgleichung l&sst sich in ein gewohnliches Differentialgleichungssystem erster
Ordnung umschreiben, indem man die HilfsgroBen g und h einfithrt. Dann ergibt sich

f(t,5) = Q(t,p) g(t,5)
h(t,p) = 2w(t,p) g(¢,p) .
Es muss gesagt werden, dass diese Gleichungen nun zwar Phasenrauminformationen liefern

und zeitabhéngige Felder zulassen, aber immer noch rdumlich homogene Felder mit einer
festen Richtung vorraussetzen.

Um diese Vorraussetzungen aufzuheben bedarf es eines anderen Zugangs zur Quantentheorie
im Phasenraum.
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3 Der Wigner-Formalismus

Einen im Vergleich zur zuvor vorgestellten Quantum Kinetic Theory allgemeineren Zugang
findet man z. B. in der Wignerfunktion. Neben der Wignerfunktion gibt es auch andere Funk-
tionen (Husimi—Funktion,|31| Glauber—Sudarshan—Funktion[32’33]), die die Quantenmechanik
im Phasenraum formulieren. Die Wignerfunktion jedoch stellt eine addquate Verallgemei-
nerung der QKT dar und wird im Feld der Nichtgleichgewichtsquantenphysik weitlaufig
verwendet.

Die Wignerfunktion ist eine Quasi-Wahrscheinlichkeitsverteilung und erlaubt die Berech-
nung von Erwartungswerten von Observablen. Die Bewegungsgleichung der Wignerfunktion
ist aufgrund des Operatorcharakters des Vektorpotentials ein unendlicher Turm gekoppelter
Gleichungen.|18| Dieser wird nach N. Bogoljubov, M. Born, H. Green, G. Kirkwood und J.
Yvon als BBGKY-Hierarchie bezeichnet. Behandelt man das elektromagnetische Feld klas-
sisch, ersetzt also Feldoperatoren durch klassische Feldstédrken, bricht dieser Turm nach der
ersten Gleichung ab. Im Rahmen dieser Mean Field Approximation oder auch Hartree-Nahe-
rung hat man es also nur mit einer einzelnen Gleichung zu tun. Durch diese Naherung wird
die Riickwirkung der erzeugten Elektron-Positron-Paare auf das elektromagnetische Feld
vernachléssigt, was wiederum gleichbedeutend mit der Vernachléssigung des Stofiterms in
den quantenkinetischen Theorien ist.

Im Folgenden werden die Schreibweisen verwendet, wie sie auf der Seite vor dem Inhaltsver-
zeichnis erklart werden. Die Wignerfunktion kann kovariant als Wég)(a:,p) oder zu einem

bestimmten Zeitpunkt als Wég) (t,%,p) beschrieben werden. In dieser Arbeit wird die equal-
time oder one-time Variante der Wignerfunktion W = W) verwendet, die zwar nicht mani-
fest Lorentz-Invariant ist, sich aber leichter interpretieren lisst. 3435 AuBerdem hat dies den
Vorteil, dass sich ihre Bewegungsgleichung als Anfangswertproblem formulieren lasst. 18436
Ebenfalls lohnt es sich, gleich eine bestimmte Eichung fiir das elektromagnetische Feld zu
wihlen, in diesem Fall die temporale Eichung oder auch Weyl-Eichung (A° = ¢ = 0).

Die Wignerfunktion ist im Allgemeinen als Fouriertransformierte der Dichtematrix definiert,
wobei sich die Dichtematrix aus dem Ensemblemittel des Dichteoperators ergibt. Da es hier
um einen Vakuumeffekt geht, wird statt eines Ensemblemittels ein Vakuumerwartungswert
berechnet, das Ensemble besteht also nur aus dem Grundzustand. Um dies zu verstehen,
betrachten wir den Dichteoperator des Dirac-Feldes zu gleichen Zeiten
Cop(t, iy, 3_) = e Jo A [y 4 3y Ty (t,2.)].
B(t,,3)

Hierbei wird der Kommutator des Dirac-Feldes mit sich selbst an zwei verschiedenen Orten
gebildet. Der Exponentialterm ) (Wilson-Linienintegral) ist notwendig, um Eichinvarianz
zu gewéhrleisten.¥ Es werden hierbei Relativkoordinaten Z = 12 (Z, +Z_) und § = &, — &_
eingefithrt. Halt man Z fest und wéahlt § = s7 werden also Dirac-Operatoren entlang einer
Linie betrachtet, die jeweils symmetrisch um den Punkt # angeordnet sind. Korrelationen
von Feldoperatoren mit einer bestimmten Frequenz k entlang dieser Linie entsprechen Feld-
anregungen im Phasenraum mit Impuls p = Ak am Ort Z. Daher wird der Wigneroperator
als Fouriertransformation des Dichteoperators in Relativkoordinaten definiert als

—— 1 [P
Wi (t,7,5) = —§/d§eh7"scab(t,§:,§). (3.1)



3.1 Erhaltungsgréfien

Die Wignerfunktion W ist nun der Erwartungswert des Wigneroperators. Man kann also
die Funktion Cg,, einerseits als Erwartungswert des Dichteoperators (?;b, andererseits als
Fouriertransformierte der Wignerfunktion auffassen. Die Wignerfunktion transformiert wie
eine Dirac-Matrix.!'”) Daher kann sie zweckméfig in der chiralen Basis (L, 5, v*, y*v5, o)
geméf

1 .
W = A—l(]ls+1’y5p+*y“vu+'y“'y5 a, +0"t,,) (3.2)

aufgespannt werden, was als Fierz-Zerlegung bezeichnet wird. Dabei transformieren s und
p als Skalar bzw. Pseudoskalar, v und a als Vektor bzw. Axialvektor und t*¥ als Tensor.
Aulerdem kann der symmetrische Teil des Tensors t* 0. B. d. A. gleich Null gesetzt werden,

da dieser wegen der Antisymmetrie von ¥ nicht zu W beitrigt. Im Folgenden gelte also
thY = b,

3.1 Erhaltungsgrofien

Es lassen sich einige Erhaltungsgesetze aus den Symmetrien der Wignerfunktion herleiten.
Die Erhaltungsgrofien sind die Ladung Q, die Energie £, der Impuls P und der Drehimpuls
S und ergeben sich nach [18] zu

QZG dFUO(tajvﬁ)a

€= [ dU(p-5(t,3,p) + ms(t,,p)) + %/d% ([E@a) «|B.a)f).
e(t,Z,p)

75=/dfﬁvo(t,f,ﬁ)+/d3xﬁ(t,f) x B(t, &),

S

dr (:z x puo(t, &, p) - %Ez(t,i,ﬁ)) + /d%:z x (E(t,7) x B(t,7)).

Hierbei ist dI' = % das Volumenelement im Phasenraum. Die Integranden lassen sich
demnach als die zugehorigen Phasenraumdichten auffassen, genauer kann s mit der Mas-
sendichte, ¥ mit der Stromdichte, vy mit der Ladungsdichte und d mit einer Spindichte
assoziiert werden.™19 Der hier mit e bezeichnete Term steht im Zusammenhang zur Ein-
Teilchen-Verteilungsfunktion der Quantum Kinetic Theory, darauf wird im Abschnitt

naher eingegangen.

3.2 Das Vakuum als Anfangswert

Ausgehend von ihrer Definition, der Diracgleichung und in einer bestimmten Eichung kann
man nun die Berechnung der Wignerfunktion als Anfangswertproblem formulieren. Dazu ist
sowohl die Entwicklungsgleichung, als auch ein Anfangswert zu bestimmen. Der Anfangs-
wert wird durch eine Vakuumlésung gegeben, die sich aus einem verschwindenden elektro-
magnetischen Feld ergibt. Grundlage fiir die Berechnung der Wignerfunktion des Vakuums
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ist die Losung der freien Diracgleichung durch Darstellung des Diracoperators durch seine
Eigenmoden

U (Z,t) = /(2 q \Il(q,t)e"ﬁ
U(g,t) =Y (W(q.t) as(q) + V(-G t) bl (7))

Die Eigenmoden U des Dirac-Feldes werden aufgespannt durch Basisvektoren ugs und vs,
welche gewisse Vollstandigkeitsrelationen

(+'w(@) =7+ G+m)

Zas(q:t)is(q,t) =

1
((f)
Z'Us( Q7t)v8( q7t) 2% ( )( (Ej)+7y§—m)

mit  w?(§) =m?*+ ¢

erfiillen. Fiir die Erzeuger und Vernichter gilt die iibliche Leiteroperatoralgebra

{ar(@), al(@)} = {b:(d), bI(7)} = (2m)%6,56(G - §) (3.4)

und fir die Vakuumerwartungswerte ihrer Kommutatoren gilt, dass sie durch Antikommu-
tatoren ersetzt werden konnen, da

(0l[ax(@). a!,(@")]10) = (Olay(@)al, ()10} - (0la,(7")as(@)I0)

0
(Olas(q)al,(G")[0) + (0lal, (G )as(7)]0)
(0l{as(@). al,(a")}10).

Mit diesen Grundlagen kann die Wignerfunktion direkt berechnet werden, indem die Funk-
tion C berechnet wird. Dabei bedeuten die Indizes + und — die Einsetzung von 2, bzw.
Z_.

ab = {01Casl0) “=° (0] W2, 5 ][0)

—_—

43 e, [ L8 T g
:[/@ o @0 [l Ta e ]

e . o]
y

! [Z(asa(q,t) 05(@) + Tua(-4,1) Bl (-)),

s

S (@on(@t) ali (@) + Ton(-a"1) bsr<—a’))]

8’




3.2 Das Vakuum als Anfangswert

DY (RN IR M RACH]

4 [Ta(@,8) 6(@), T (-3 1) b (<3)]
+|Ta(=6. 1) BL(=4), W@ 1) al (3]
+[Tsa(=4,1) bl (=), Tyn(~4"t) bsf(—é')])

- Z(ma(d,t)ﬁs/b(a’,t)[as(d), al,(d")]

(@) (-0 x(@). b (-]

+ T (=, )T (d 1) [DL(4), al, (3]

T3, )T (-7 D)L (-2), bsf(—@’)])

SS

Durch Ausfiihren einer Integration und Einsetzen erhalten wir einen Ausdruck fiir C.

d3q>l
(2m)?

(0l[Ta(d.1), Ty(d", ) ]I0)
3=/
- [i55 S(mat@ Tt o0t k@) o)
0T 0D, b o)
S (a1 (0@, ol (@) 0
(27‘1’)3 . Usa(‘]a )us’b q, aS(Q)v a \q )

D = Taa (=, )T (-7, ) O] (-2, bs/(—q'>}|o>)

= / d%’Z(ﬂsa(d,t)ﬁs/b(q’,t) 85s8(G - ")
ss' _ﬁsa(_@ t)%s’b(_‘jlv t) 558’5(6 - gl))

Z(ﬂsa((ja t)ﬁsb(dv t) - ’Usa(_@ t);b_vsb(_@ t))

(3-3) 81 1
=W(vow(é)—?-%m)—m(vow(c‘i)w-(i—m)
L (-7q+m)
w(q)
K e S S

(:/(%)3 eI )
1 dgq iG-3 1 i
A LA

Vergleicht man dies mit der Fourier-Riicktransformation zu (3.1]), kann man die Wigner-
funktion

W s )
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3 Der Wigner-Formalismus

hier ablesen. Die Zerlegung der Wignerfunktion nach (3.2]) lasst sich an diesem Ergebnis
auch sehr leicht ablesen und ergibt sich zu

2m . -2
S§=—=, V="
w(p) w(p)

wobei die restlichen Komponenten verschwinden.

3.3 Entwicklungsgleichung

Um Losungen fiir andere Félle zu finden, wird eine Entwicklungsgleichung fiir die Wig-
nerfunktion benétigt. Damit kann dann die Berechnung der Wignerfunktion durch Losen
eines Anfangswertproblemes geschehen. Eine Bewegungsgleichung fiir die equal-Time Wi-
gnerfunktion lasst sich aus derjenigen fiir die kovariante Wignerfunktion gewinnen, indem
eine Energie-Mittelung durchgefiihrt wird. Dabei muss erneut von der Mean Field Ap-
proximation Gebrauch gemacht werden. Auflerdem geht ein gewisser Teil der dynamische
Information verloren,®” was dem Umstand Rechnung tragt, dass dabei eine unabhingige
Variable wegfallt.

Hier soll das Ergebnis angegeben werden, dann aber auf direktem Wege unter Betrachtung
des elektrischen Feldes als ein klassisches Feld verifiziert werden. Die Bewegungsgleichung
lautet

DO = - Du[5, W] - im[+0, W] - iP{°, W) (5.5)

mit den Pseudo-Differentialoperatoren

1/2
Dt=8t+e/ dAE(t,f-l-ZA@p’)ﬁﬁ,
_1/2
L V2o . .
D; =V;z +e/ dAB(t,Z +i\Vp ) x Vp ,
_1/2
R 12 . . .
P:ﬁ—ie/ AAAB(t,Z +iAVp) x Vj .
_1/2
Um diese zu verifizieren, wird die Fouriertransformation in (3.1) umgekehrt, damit ergibt
sich die Bewegungsgleichung fiir die Funktion C. Dabei gelten die Ubergangsregeln p —

-iVs und V; — —is und es ergibt sich in Abhéngigkeit von der Relativkoordinate § die

Gleichung

1= -
DiC =3 D:[1°7. €] - Ds {34, €} - im[+°, ] (3.6)

mit
1/2 _
Dt:Bt—ie/ dAE(t,Ii+A§)§,
,1/2

L. Y2
Dj:vf—z'e/ dNB(t,7 + \3) x 3,
_1/2

11



3.3 Entwicklungsgleichung

B, 2 B,
Dy = s —ie/ AMB(t,7 + \3) x 3.
_1/2

Es wird nun zunéchst eine analoge Gleichung
PN 1:= L o= 5 L o= . ~
D.C=-2D:[1"5,C] = Ds {19, C} = im[+", C]
auf Operatorniveau mit
A 12 A
Dt:c?t—ie/ d)\E(t,fJ-l‘)\g)g,
_1/2

N . 12 N
Dy = f—ie/ d\B(t,Z+ A\S) x 8,
_1/2

N 12 N
Dg = Qg—ie/\ d)\)\B(t,:i‘-‘r)\g)Xg
_1/2

(3.7)

gezeigt, welche ohne Naherung giiltig ist. Diese wird dann durch Erwartungswertbildung in

(3.6) tberfiihrt.

Nun werden die linke und rechte Seite von Gleichung (3.7)) ausgerechnet, _um ihre Uberein-
stimmung zu zeigen. Wie in Anhang gezeigt, gilt D, Cyp = P 6,5[\11;, \I/I;]. Dies soll nun

weiter ausgerechnet werden.

A — s =
D, Cyp T Qo [V, U]
CER(rat T + T
~B([0y, U]+ w5, 9;])
Einsetzen der Diracgleichung und ihrer konjugierten Form:

8,9 (3,1) = —7%[} - ieﬁ(az,t)]ﬁ(i,t) —imy°T (2, 1)

008 (2,¢) = —[vﬁ(a:«,t) + ieﬁ(z,t)j(z,t)] 70+ imT (3, )"
9 ([—(Woﬁ)ac[% - i€j+]‘1’3 —imyg Ve, Uy ]

+[\Ir;, —[%ﬁ; +iel, A—](WO)& + im@;fygb])

B 0+ T + T-~0
—im®([10.97, Uy ] - [W5, UorG))
Siehe Nebenrechnung in Anhang [A-T.3]

| :ﬁ([_(y%)ac[% e o g ) [, [ e A

ac Gt ac”~ G

—UW, (vA0),, —ieWi U AT (v10) , + T, (1), W +ie

_Zm$(72cq/:al: - El;fygcq/;r - \Ilgﬁg’hb + ngygb\llg)

! 2}5(—(7071') Wi, vie(y0y'), ATWiT, 40, (10y7), Wi, -ieT; (10y) . Arwy
U '



3 Der Wigner-Formalismus

Dieses Ergebnis lasst sich auch von der rechten Seite erhalten. Dabei sind die Integrale

12 A A N
/ ((§-%)A(:ﬁ+)\§,t))d)\ _ Ao A (3.8)
_1/2
/2 .3 12, 13 3 -
/ A((g-vj)A(mAg,t))dA: Ly Ly A(Z +28,0) d) (3.9)
,1/2 2 2 ,1/2

niitzlich, deren Berechnung in Anhang gezeigt wird. Thr Nutzen zeigt sich bei der
Betrachtung der auftretenden Ableitungen

A —~ V2, PN —
D;:C = fc—ie/ (V@XA(i’+/\§,t))><§d)\C

1/2
GrafBman-Identitat
—~ 12 A A .
= Vil —z’e/ ((§-%)A(:i+)\§,t)—%(§-A(:E+)\§,t)))d>\c
= (@j(’ﬁ)[\lﬁ, E_] + 6@1[\I’+, @_]
—
H R 1/2 N N
a —ie(vf/ A(92+)\§,t))-§d)\)<1>
~1/2
1/2 o
. —ie/ i (5- A(Z + 2\5,1)) A\ D
_1/2
_ _ if2 R
LB, T —ze/ ((g-% YA(E+ A8 t))d)\C
B3) -

und

A~ L o= 1/2 N

D;C=v;C—ie )\(} A(Z + N\ t))xsd)\C
Graflman-Identitat

-~ 12 N . N -~
Vs C —ie/ )\((§-%)A(§:+)\§,t)—V£(§-A(£+)\§,t)))d)\c
N—— _1/2

T (5, B) [, T+ B9 [, T

.J{
|
~
&
—_—
cﬁx
\\
5
0>
—~
&I
+
>
oy
~
N—’
VY
o,
>
N —
HH)

d\®

I
|
S
o)
—
S
—_—
>~
!
IS
~—~
w
IJ:-»
~
Kl
+
>
o
~
N—’
N—
+
N
~
8
+
>
o
~
N—’
N —
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3.3 Entwicklungsgleichung

Dies fiithrt auf

2
= - %[70'?, (5@*[\I/+, U] - ze(jﬁ - fil)é\)]
i el L0

k7
1. 0- 3, 3\ =~ . 0- 1z+ 13\
+—ie[~v'7, (A -A )C +ie3 v 7, (—A +-A )C .
2 2 2
Nun kénnen alle Terme explizit aufgeschrieben werden (Anhang[A.1.4) und es ergibt sich
12 . 2 - )
-5 Ds [v%, C] - Ds {17, C} - im[+°, C]

00, B s - Ty )« (T ) 01,

A 3.10
+ie(707)acA+<I>(\IIZ\I/b U, Ut )+zeA <I>(\I/+\IJ -, qﬁ)( °3) . (3.10)

—im®(1 U Ty ~ 0Ty UE - WG + W WA,

Das Ergebnis der linken Seite lautete

D.Cyy = Zﬁ(—(’yofy ) vt \Ilb +ze(’yovi)acflzflﬂgﬁg +@g(’yofy ) Ut —ie@g(’yofyi)acfl;ﬁ/;’

ac Gl ac Gy
—imE(%ﬂc‘I’ﬁE S Tt DA DA A R 4 ) :

(3.11)

Durch den Vergleich von (3.11]) mit (3.10) ist also gezeigt. Nun wird der Erwartungs-
wert dieser Gleichung gebildet. Dabei wird die einzige Ndherung in dieser Herleitung verwen-
det, es handelt sich um eine Hartree-Néherung, bei der das elektromagnetische Feld klassisch
betrachtet wird. Dies ist gleichbedeutend mit der Vernachlassigung innerer Photon-Linien,
welche ohnehin durch die kleine elektromagnetische Kopplung unterdriickt sind, analog zur
Storungstheorie. Effektiv werden dadurch die Riickwirkungen durch die Vakuumpolarisation
oder die Paarproduktion auf das elektromagnetische Feld vernachléssigt.

(0[: [+°3. €]lo)

- (01, Do) = [+"3. (0}Dx 2l

14



3 Der Wigner-Formalismus

1/2 o
[,yo% (o|(at - ie/ d\B(t, 7 + \3) x g)ﬂo)]
_1/2

[7%7, (0[6:C0)] - ie /_zz dX [70’?, (0\(§(t, i+ \3) x §)(7|0)]

1/2

207, {ololo)] =ie [ an[+"5, (B +25) x 5){ofch)]

_1/2

[+"3, s (0[Clo)] = Dx [+"5, (0[Clo)]

Dies gilt analog auch fiir D; und Dt, es lasst sich also schlussfolgern, dass mit im
Rahmen der genannten Naherung auch (3.6)) gilt. Durch Fouriertransformation erhélt man

nun (33).

R

3.3.1 Fierz-Zerlegung

Die Bewegungsgleichung lasst sich nun gemé&f der chiralen Basis wie in zerlegen.
Diese Zerlegung ergibt ein System gekoppelter Differentialgleichungen fiir alle Basiskom-
ponenten. Die Vierer-Basiskomponenten werden jeweils in eine skalare und eine Dreier-
Basiskomponente zerlegt (v* = (v°,9)). Da o# antisymmetrisch ist, spielt auch nur der
antisymmetrische Teil von ¢, eine Rolle. Dieser wird in zwei Dreiervektoren gemafl

(fl)i =to; — tio (EQ)Z- = €Ktk

zerlegt. Hiermit ergibt sich (siche Anhang fiir die Rechnungen im Einzelnen) die Bewe-
gungsgleichung als Gleichungssystem zu

1: Ds= +2P {1
s Dip= —2P 1% —2ma°
A0 D0 =-D; %
7075 : D, a® = _Dj; a +2mp
N Do=-Ds® -2Pxd-2mt?
iy ¢ Dii=-Dya® -2Px®

g% thlz—Df,xfz —2Ps  +2m#
30¢: Dit?=+Dyxt' +2Pp.

Es handelt sich um ein partielles Differentialgleichungssystem fiir 16 Gréflen in Abhéngigkeit
von 7 Variablen (¢, Z, p), wobei es sich bei den auftretenden Operatoren immer noch um
Pseudodifferentialoperatoren handelt. Eine direkte numerische Integration erscheint nicht
praktikabel.

3.4 Spezialisierung auf homogene Felder

Die Betrachtung rdaumlich homogener, rein elektrischer (aber nach wie vor zeitabhéngiger)
Felder bringt einige Vereinfachungen mit sich. Aus

B=0und E = E(t)
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3.4 Spezialisierung auf homogene Felder

folgen
Ds =V, P=pund D, =0 +eE(t) - Vy .

Auflerdem sind die Felder in Z homogen und daher sollte das auch fir die gesuchten Funk-
tionen gelten, daher kénnen Terme mit V; gleich null gesetzt werden. Damit vereinfacht
sich das System der Bewegungsgleichung zu

(8t+eE'(t) Vp)s =+2p-t

(0, + eE(t) V)P =-2P-t% +2mag
(0 +eE(t) Vp)v? =0

(0, + eE(t) Vp)a’ = +2mp

(Or+eE(t)- V) o =-2pxad -2mi!
(Or+eE(t)-V5)d =-2px v

(0, + eE(t) ﬁﬁ) tl=-2ps +2mo

(0 +eE(t) - V)% = +2pp.

Es stellt sich heraus, dass dies zwei voneinander unabhéngige Gleichungssysteme sind, ndm-
lich eines fiir die Funktionen s, ¥, @ und £! und ein zweites fiir die restlichen Funktionen
p, v°, a® und t2 In der Vakuumlésung sind nur s und © von Null verschieden, das zweite
System lisst sich also im Einklang mit dieser durch p = v = a® = 0 und 2 = 0 fiir alle
Zeiten 16sen. Die Eindeutigkeit dieser Losung ldsst sich im Hinblick auf die Methode der
Charakteristiken auf die Eindeutigkeit der Losung einer gewdhnlichen Differentialgleichung
zuriickfithren. Die restlichen Gleichungen lassen sich dann in Matrixschreibweise als

s 0 0 0 257\ (s
= SN K 0 0 -2px  -2m U
@+ eEO-Y) 1= 0 o« 0 o ||a
t -2 2m 0 0 t
< (O+eBE(t)-Vz)w=M-w (3.12)

schreiben, wobei nun ¢ statt ¢! geschrieben wird. Der Querstrich kennzeichnet jetzt 10-
Tupel, die sich aus den Komponenten s, 9, @ und £ zusammensetzen. Fiir diese werden die
iibliche Matrizenmultiplikation und das iibliche Standardskalarprodukt im Sinne von

S1 S9
_ V1 v Gt
wi-we =1\ . (N N =8189+ V1 -V +ay-a2+1t1- 1o
ai a2
1 to

verwendet, um einige Gleichungen eleganter schreiben zu koénnen. Die Matrix M ist an-
tisymmetrisch. Schreibt man die Vakuumlésung als Wy, = —2€1, erkennt man, dass es
sich bei e = 1/w(p’)(m p 0 6) um einen im Sinne dieses Skalarprodukts normierten
(1 -e1 = 1) Vektor handelt. Dieses gekoppelte, partielle Differentialgleichungssystem be-
schreibt nur noch 10 Gréflen, in Abhéngigkeit von nurmehr 4 Variablen. Fiir die Erhal-
tungsgrofen (Abschnitt ergibt sich, dass Ladung und Impuls verschwinden. Lediglich
die Spin-Dichte und die Energiedichte sind von Null verschieden.
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3 Der Wigner-Formalismus

3.5 Zusammenhang zur Quantum Kinetic Theory

Die Quantum Kinetic Theory beschreibt die Paarproduktion mittels der Gleichungen ,
wobei aber nur raumlich homogene und einkomponentige elektrische Felder zugelassen sind.
Diese lassen sich wie in [19] gezeigt aus dem Gleichungssystem fiir die Wignerfunktion
gewinnen, also sind der Wigner-Formalismus und die Quantum Kinetic Theory in diesem
Fall dquivalent. Dabei gilt insbesondere die Identitat

37 m(s(t,P) = svak.(t,5)) + P - (6(£, P) = Vvak.(t, P))

f(t,p) = 20 (5) , (3.13)

welche die Ein-Teilchen-Verteilungsfunktion f der QKT mit den Komponenten s und ¥ der
Wignerfunktion verbindet. Hierbei spielt auch die Vakuumlésung eine entscheidende Rolle.
Unter Verwendung von €; ldsst sich die Verteilungsfunktion f auch als

m S — Svak.

_ 1 }_j U= Evak. _ 1 — R —

- 20() 5 3 = 261 (W — Wyak.) (3.14)
0 t

schreiben. Alternativ gilt mit der in Abschnitt [3.1] identifizierten Energiedichte € = m s+p- 0
und der Energiedichte des Vakuums €y,x. = M Syak. + D * Uvak. auch

1
t,9) = ——(e(t,B) — evar. (£, ) ) - 3.15
f(t,p) 2w(ﬁ)(f( P) - €vak. (t, 7)) (3.15)
Die Ein-Teilchen-Verteilungsfunktion ergibt sich also aus der Energiedichte ¢ dadurch, dass
die Energiedichte des Vakuums abgezogen wird und das Verbleibende auf die Energie eines
Elektron-Positron-Paares normiert wird.

3.6 Teilchendichte

Aus der Quantum Kinetic Theory weifs man, dass die oben diskutierte Funktion f zu asymp-
totischen Zeiten die Dichte der realen Elektron-Positron-Paare im Phasenraum angibt. Diese
ist in natiirlichen Einheiten, genau wie das Phasenraumvolumen, dimensionslos. Beobacht-
bar ist nur die asymptotische Phasenraumverteilung

flim(ﬁ) = tliIglo f(taﬁ) .

Wenn die Impulsabhéngigkeit abintegriert wird, ergibt sich die Teilchendichte pro Raum-
volumen .
d°p .
fint = [ ——— fiim(D)
(27)

inklusive einer passenden Einheit. Zu intermedidren Zeiten ist die Funktion f nicht unein-
geschriankt als Teilchendichte zu interpretieren. In der Quantum Kinetic Theory ist dies of-
fensichtlich, da man die Vlasov-Gleichung durch eine Bogoliubov—Tlransformzaution|19| erhélt,
die nur fiir die asymptotischen Zusténde einwandfrei eine Teilcheninterpretation erlaubt.
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3.7 Feld vom Sauter-Typ

Bei der Betrachtung der Wignerfunktion findet weder bei ihrer Definition noch bei der
Ableitung der Bewegungsgleichung ein solcher Basiswechsel statt. Aus den Erhaltungssét-
zen wurde allerdings lediglich eine Energiedichte und keine Teilchendichte abgelesen. Da
beide Theorien jedoch fiir einkomponentige elektrische Felder dquivalent sind kann man
also schlieflen, dass die Beitrdage der Quasiteilchen-Operatoren, wie sie in der QKT auftau-
chen, zur Energiedichte beitragen, auch wenn sie keinen realen Teilchen entsprechen. Der
Einfachheit halber wird im Folgenden in diesem Zusammenhang von virtuellen Teilchen
gesprochen.

3.7 Feld vom Sauter-Typ

Das elektrische Feld vom Sauter-Typ verhéalt sich gemaf
~ E
E(t) = — 5 éa,
cosh”(t/r)
wobei mit 7 die Pulsdauer angegeben wird. Fiir solche Felder lasst sich die Wignerfunktion
analytisch angeben,l19| da sich die bekannte Losung aus der QKT fiir diesen Fall in den
Wignerformalismus iibertragen ldsst. Dabei kénnen alle Komponenten der Wignerfunktion

fiir die gesamte Zeitentwicklung angegeben werden. An dieser Stelle ist aber zunéchst nur
die asymptotische Verteilung relevant. Beziiglich dieser Losung werden die Abkiirzungen

2u-1
ym

P =q+ und  w?(qp,u) =m® + 5, +pf = m*&*(q), )
verwendet. Dabei ist p| die zum elektrischen Feld parallele Komponente von p und p, der
dazu senkrechte Anteil. Die Zeit t wird durch die kompaktifizierte Zeitvariable

u = 1/2(1 + tanh(i/r))

ersetzt. Kine besondere Rolle spielt der Keldysh-Parameter v, welcher das Schwinger-Regime
vom Multiphoton-Regime trennt. Er ergibt sich entsprechend mit w =1/7 zu v = Yerm,
wobei £ das Verhéltnis der elektrischen Feldstarke E zur kritischen Feldstirke E. = m2/e
angibt (eF = ceFEq = 6m2). Im Fall v <« 1 < erm > 1 ist also das Feld sehr stark bzw.
statisch, was die Merkmale des Schwinger-Regimes sind, wogegen sich das Feld bei v > 1
eher durch Photonen beschreiben liasst und die Paarerzeugung ein Mehrphotonenprozess
ist.

Fiir Pulse dieses Typs ergibt sich die asymptotische Impulsverteilungsfunktion nach [19]
zZu

f(t = o0,py)
sinh(ﬁ[% +@(qp, 1) —dJ(qH,O)]) sinh(ﬁ[% ~&(qp, 1) +d1(q||,0)])

=2
Sinh(%(z}(q”, 1)) sinh(%(b(qu y 0))

_ 1
UN=P|~ 5m
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3 Der Wigner-Formalismus

1074
1076
1078

fint [m3]

10—10
10—12
10—14
10—16
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fint(7,€), £=0.1, v = 1er
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Abbildung 2: Gesamtteilchenproduktion fiir einen Impuls vom Sauter-typ

Berechnet man nun die Gesamtteilchenzahl durch Integration iiber Parallel- und Transver-
salimpuls (Abbildung , zeigt sich in den Bereichen v > 1 und v « 1 qualitativ unter-
schiedliches Verhalten. Hier wurde die Feldstéirke € = 0.1 gewahlt.

Halbwertsbreite, € = 0.1, v = 1/er

102 T T T T T T T

" -~ FWHM,

E _— FWHMH

a

= 10! 5

o2 ]
10° 5
10—1 " 1 1 | " " | " " "

0.01 0.1 1 10 100 10

7 [m]

Abbildung 3: Halbwertsbreiten der Impulsverteilung

Das Maximum der Impulsverteilung liegt immer bei ¢, = 0 und p|=T¢E m?. Die Halbwerts-
breiten der Impulsverteilung in p und p, variieren wie in Abbildung |§| gezeigt. Auch hier
lassen sich qualitative Unterschiede zwischen den verschiedenen Regimen erkennen.
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4 Berechnung der Wignerfunktion

4 Berechnung der Wignerfunktion

Die im Abschnitt gefundene Bewegungsgleichung kann in ihrer speziellen Form
durch die Methode der Charakteristiken in eine gewthnliche Differentialgleichung umge-
formt werden. Diese ldsst sich prinzipiell numerisch integrieren, es lohnt sich aber, noch die
eine oder andere Umformung vorzunehmen, um die numerische Integrierbarkeit weiter zu
Verbessern.

4.1 Methode der Charakteristiken

Ein partielles Differentialgleichungssystem der Form

(00 +bi(t)Dp, ) g; (t,8) = hjk(t, ) gr(t, D)

kann durch die Einschriankung auf eine Trajektorie p = 7(¢) in ein gewohnliches Differen-
tialgleichungssystem tiberfiihrt werden. Betrachtet man % gj(t,7(t)) , ergibt sich durch die
Kettenregel zur Ableitung von Funktionen mit mehreren Eingdngen

d ~ _
205 (7)) = [0+ (0m) 0.5 (4. 5) ] ey
Andererseits ergibt sich durch Einschrankung der urspriinglichen Gleichung
[(3t +b;()0, i)gj(t’ﬁ)]ﬁ:ﬁ'(t) - hjk(t’ﬁ)gk(t’ﬁ)|ﬁ=fr(t) '

Setzt man nun b;(t) = 9;7;, gewinnt man hieraus die Gleichung

(LR (0) = (L7 ()gn (0 7(0) (4.1

Dies ist eine gewohnliche Differentialgleichung, mittels welcher sich die urspriinglich gesuchte
Funktion zumindest entlang der Trajektorie berechnen lisst. Die Bestimmungsgleichung
bi(t) = Oym; fiir die Trajektorien hat selbstversténdlich eine ganze Schar von Lésungen

t
74(t) = / Bty + g,
0
welche durch eine Integrationskonstante § durchnummeriert werden.

Zur Kennzeichnung der Einschrinkung einer Funktion auf die Trajektorien wird die Tilde
verwendet. Dies bedeutet g;(t,q) = g;(t,74(t)) und es folgt

d_ 5 e
Eggj(t7Q) = hjr(t, @) ar(t, 4) -

Im Falle der Bewegungsgleichung (3.12)) ist b; = eE;(t) und damit
t
ﬁ@)=e/‘E@@dﬂ+q. (4.2)
0

In diesem Fall ist also ¢ gleich dem kanonischen Impuls ¢ = p + eA.
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4.2 Umformungen des Gleichungssystems

Durch Anwendung der Charakteristikenmethode ergibt sich aus (3.12)) die gewohnliche Dif-
ferentialgleichung

0 0 0 2p7

0 0 -2px -2m

dt 0 -2px 0 0
=20 2m 0 0

w=M-w. (4.3)
p=74(t)

Dabei deutet die Tilde wieder die Abhingigkeit der Funktion im Sinne von w(t, §) = w,(t) =
w(t,m5(t)) an. Als Anfangswert wird w(t - —00,§) = Wyax. (t - —00,q) verwendet. Damit
lasst sich die Bewegungsgleichung dann numerisch integrieren, wozu die Funktion NDSolve
von Wolfram Mathematica verwendet wird. Es wird ein Gitter von Trajektorien, also ein
Gitter im Raum der Startimpulse ¢, angelegt und fiir jede Trajektorie NDSolve angewandt
um w entlang dieser Trajektorien zu berechnen. Dies ldsst sich leicht parallelisieren, da
alle Trajektorien unabhéngig voneinander berechnet werden koénnen. Sollen anschliefend
Funktionswerte berechnet werden, die nicht genau auf einer Trajektorie liegen, muss geeignet
zwischen benachbarten Trajektorien interpoliert werden. Wird der Paarerzeugungseffekt
schwiéicher, stellt die Subtraktion W — W,y in ein zunehmendes Problem dar, da eine
sehr kleine Grofle aus der Differenz zweier nicht sehr kleiner Gréflien berechnet werden soll.
Diesem lésst sich zwar durch den Einsatz von Arithmetik mit hoherer Genauigkeit begegnen,
was aber den Zeitaufwand und Speicherplatzbedarf stark ansteigen ldsst. Dadurch lassen
sich interessante Fille so kaum l6sen. Daher muss das Gleichungssystem weiter umgeformt
werden, um fir die Numerik zugénglicher zu sein.

4.2.1 Extraktion des Vakuumanteils

Es ist vorteilhaft nicht die Funktion w, sondern nur ihre Abweichung von Wy, zu berechnen.
Diese Differenz sei als w; bezeichnet, so dass gilt W = Wy + Wya.. Dieser Ansatz ergibt
eingesetzt in Gleichung (4.3)

) = N~ Sk = M+ 251 (4.4)
da M - Wy, = 0. Der Anfangswert ergibt sich zu w1 (t - —o0,§) = W(t = —00, §) — Wyak. (t -
—00,q) = 0. Die numerische Integration dieser Gleichung ermdglicht es bereits um einige
Grofenordnungen kleinere Paarproduktionsraten zu berechnen, bevor numerische Probleme
eintreten. Es hat sich jedoch gezeigt, dass auch jetzt noch nicht alle Probleme behoben
sind. In der Berechnungsvorschrift der Funktion f, welche jetzt die Form f = /2y - wy
hat, werden wieder Subtraktionen sehr dhnlicher Zahlen durchgefiihrt, das alte Problem
tritt also an anderer Stelle erneut auf. Schéner wére es, die Funktion f direkt aus der
Losung der Differentialgleichung zu erhalten, ohne im Nachgang eine Projektion ausfithren
zu mdussen.
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4 Berechnung der Wignerfunktion

4.2.2 Projektion der Differentialgleichung

Dies gelingt durch eine weitere Umformung von . Es ist der Anteil von w; interessant,
der Parallel zu ¢ ist, also § = ¢, -w; = 2f. Es sei also

w1 :gél + Wo mit 51-@220.

Setzt man dies in (4.4 ein, ergibt sich

d ~= = ~ ~= = d:
7 (gel + wg) =M- (gel + wg) + 2a61
~ P pa ~ o~ 0
= f]él + gél +Wo = g er + MQUQ + 261 (45)

Diese Gleichung kann nun auf die beiden Unterrdume parallel bzw. senkrecht zu e; projiziert
werden. Zunéchst wird (4.5) mit éI multipliziert. Dies liefert eine skalare Differentialglei-
chung erster Ordnung fiir g, in die wiederum ws eingeht. Es ist

A7) (2
0

~T A

= gej+ge €1+€1w2—9ﬁ%ﬂ2+2
= §g= —elwg—eIwg, (4.6)

. . . . =T~ =T~ =T o .
wobei das letzte Gleichheitszeichen auf 0 =e;wy = 0 = d/dt(elwz) =€, Wy + e wy zuriickzu-

fithren ist. Um eine Gleichung fiir ws zu erhalten wird noch der Projektor
Py=1-P =1-¢1¢,
bendétigt. Man stellt dann fest, dass
Wy = élé-{ﬁg + Pyt = —éé{@g + Pyity (4.7)
gilt und Pgﬁg berechnet werden kann, indem Py auf Gleichung angewendet wird. Dies
ergibt
Pg(ﬁl + gél +ﬁg) = Pg(/\;lﬁg + 2%1)

. ~ O ~ ~ ~ o~ ~
gPge1 + gPoe; + Powg = PoyMws + 2Pye;

Pyt = Miia + (2 - §)é1 . (4.8)

da PyM = M und ngl = %1. Insgesamt erhalten wir also das Gleichungssystem

g =€ ws
Wy = (M~%e] ) W2+ (2- §)er. (4.9)
—
Mo
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4.2 Umformungen des Gleichungssystems

Es muss angemerkt werden, dass dies nun eine Entwicklungsgleichung fiir 11 Funktionen ist,
obwohl wegen der Nebenbedingung 0 = EIEQ nach wie vor nur 10 Freiheitsgrade vorhanden
sind. Es ergibt sich

~ T

I Oﬁ 2p

N = -2px  —2m
271 o -25x 0 0
25 2m 0 0

mit der 4 x 4-Matrix

K=-2 ¢
m
elp S L
- wt px ) (mE P E;,;(p?c - w2) + Eypapy  Eypapy + Ey(p?/ - w2) p. E 'p)
Y
" prq (1)

Als Anfangswert gilt nun §(t - —co,§) = 0 und wa(t - —o0,§) = 0.

4.2.3 Einsetzen der Nebenbedingung

Es zeigt sich, dass die Nebenbedingung zwar im Rahmen der numerischen Genauigkeit
erhalten bleibt, sich in diesem unechten Freiheitsgrad aber dennoch numerische Fehler an-
sammeln, wodurch das Endergebnis ungenau wird. Es ist also empfehlenswert, eine der 11
Funktionen zu eliminieren, indem die Nebenbedingung explizit eingesetzt wird. Die erste
Komponente des Vektors w bietet sich hierzu an, sie lisst sich explizit durch Umstellen der
Nebenbedingung ausdriicken. Die Einschrankung von 10-Tupeln auf 9-Tupel durch Entfer-
nen der ersten Komponente wird nun mit * bezeichnet. Es gilt

0= aﬁ2 - i(él)i(@ﬂi - (51)1(ﬁ2)1 + 2(51)i(ﬁ2)i
= (21),(w2), + &1 W,
= (ﬁ2)1 = _LEIT@; .

(@),
Damit lisst sich die erste Komponente von wy durchweg ersetzen und ein Gleichungssystem
fiir g und w, aufstellen. Es gilt also

10
(W), = (1) .y, (),
o
- Z(MZ)(Z'H)J'(@?)]' + (MQ)(1+1)1(@2)1
"~ RS o

- (M;@;)Z - (MQ)(z‘+1)1—61 Wy

(é1)1
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4 Berechnung der Wignerfunktion

mit

Eine kurze Rechnung ergibt

R —ﬁX -2m R = ﬁﬁ . ET und
Ms=|-px 0 0 mit ”2"‘ p
A 20 s T
S 0 0 eta(t) S—m(m 1+p p).

Analog folgt

|

o
—
|

e wy =

I
Q]
-
e
(V)

so dass das zu losende Gleichungssystem nun
s érT@*
g L (4.10)
wy = Msw, +(2-g)er,
mit den Anfangswerten §(t - —co,G) = 0 und W, (t > —00,§) =0 lautet.

4.3 Numerisches Losen des Anfangswertproblems

Nun ist immer noch das Anfangswertproblem numerisch zu 16sen. Eine Schwierigkeit besteht
darin, dass sich die Werte der Funktion f bzw. § wie in Abbildung 4| gezeigt iiber viele
Groflenordnungen erstrecken, aber die interessante Information, ndmlich die asymptotische
Teilchendichte, in dem sehr kleinen Wert am Ende der Zeitentwicklung steckt. Dies erfordert
bei der Berechnung eine hohe Anzahl signifikanter Stellen zu verwenden und eine hohe
Genauigkeit in jedem Zeitschritt zu fordern, was zu einer sehr kleinen Schrittweite fiihrt.
Zusétzlich oszilliert die Funktion f zwischenzeitlich stark, was auch nur mit einer kleinen
Schrittweite in den Griff zu bekommen ist. Die Berechnung fiir zeitlich lange Pulse mit
T > 100/m wird daher &duflerst rechenintensiv. Wahrend fiir 7 = 10/m auf jeder Trajektorie
ein paar tausend Schritte ausreichen, sind fiir 7 = 100/m bereits einige zehntausend Schritte
notwendig.

Um die Rechengenauigkeit zu steuern bietet der numerische Loser von Mathematica eini-
ge Parameter. Die Parameter AccuracyGoal und PrecisionGoal geben eine Schranke fiir
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4.3 Numerisches Lésen des Anfangswertproblems

£=0.1,7=10/m, vy =1erm, 0 =0

107° .
Q‘S
10—10 B i
J{\'MU/‘W :
1071 | / ( §
Einschwingen vor Erreichen des asympto- |
10720 [ tischen Zustands nach Abklingen des Feldes]
T\[JW— Einschwingen nach unstetigem Einschalten des Feldes
-100 -50 0 50 100
t[Ym]

Abbildung 4: Beispielhafte Darstellung der Funktion f entlang einer Trajektorie. Es ist
G = (3/5,0,0)7. Die restlichen Parameter sind in der Grafik angegeben.

den geschétzten Fehler in jedem Schritt vor, dabei ergibt sich der grofite erlaubte Feh-
ler zu 1Q-AccuracyGoal 4| | j()~PrecisionCoal Fg entsprechen also AccuracyGoal dem maximal
zugelassenen absoluten und PrecisionGoal dem maximal zugelassenen relativen Fehler.
Einen relativen Fehler zuzulassen wiirde wahrend der Zeitschritte, bei denen der Funkti-
onswert grof} ist, die Information zerstoren, die in den hinteren Stellen enthalten ist. Daher
wird PrecisionGoal auf Infinity gesetzt und somit nur eine Schranke fiir den absoluten
Fehler angegeben. Es ist nun so, dass die nach Gleichung zu berechnenden Funk-
tionen we und § nicht die gleiche Prézision erfordern. Da von we nur die aufintegrierte
Version § interessant ist, sind hier 1-2 Stellen weniger ausreichend. Skaliert man eine der
Funktionen um einen konstanten Faktor, z. B. w9 — b9 lésst sich erreichen, dass die Feh-
lerbehandlung fiir beide Funktionen mit unterschiedlichen Grenzen arbeitet. In der Regel
wurde AccuracyGoal = 19 gesetzt und die Funktion @ws um 1/10 skaliert, so dass sich hierfiir
eine effektive Fehlerschranke von 107'® ergibt. Um diese geforderten Fehlergrenzen iiber-
haupt einhalten zu kénnen, ist es erforderlich auch Arithmetik mit ausreichender Anzahl
signifikanter Stellen zu verwenden. Diese Anzahl wird durch die Option WorkingPrecision
festgelegt, die also etwas grofler als AccuracyGoal gewéahlt werden sollte. Um die Vorgabe
AccuracyGoal = 19 einzuhalten, wurde WorkingPrecision = 28 gewahlt.

Wichtig zu erwédhnen ist noch, dass natiirlich nicht bei ¢y = —o0 mit der Berechnung der
Losung begonnen werden kann. Es reicht in der Praxis aus, bei tg = —107 zu beginnen. Die
Feldstérke betrigt zu diesem Zeitpunkt weniger als 1078 Ey und somit kann an dieser Stelle
die Vakuumlosung als Anfangswert verwendet werden. Dies bedeutet, dass das elektrische
Feld zu diesem Zeitpunkt unstetig eingeschaltet wird. Vergleichsrechnungen mit fritheren
Startzeitpunkten (z.B. to = —147) zeigen, dass die Information iiber das sprunghafte Ein-
schalten des Feldes bereits nach Ablauf von etwa 27 bis 37 verloren geht.

Um die Gesamtteilchenzahl pro Volumen zu bestimmen muss die Impulsabhéngigkeit ab-
integriert werden. Es ist also notig die asymptotische Teilchendichte, also den Endwert der
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4 Berechnung der Wignerfunktion

Funktion f, fiir verschiedene Startimpulse ¢ zu berechnen und dann tiber ¢ zu integrieren.
Dies ist gleichbedeutend einem Integral iiber p, da p gegeniiber ¢ zu jedem festen Zeitpunkt
t nur verschoben ist. Es hat sich gezeigt, dass wenigstens 92, besser aber 113, Gitterpunkte
noétig sind, um verléssliche Ergebnisse zu erhalten. Bei sehr filigranen Verteilungen reicht na-
tiirlich auch das irgendwann nicht mehr aus. Die Integration der auf dem Gitter gegebenen
Grenzverteilung wird dabei mit Hilfe einer Interpolation durch Hermite-Polynome durch-
gefiihrt. Die Gitterabstdnde und Gittergrenzen in den 3 Raumrichtungen werden abhéngig
von Pulsdauer, Feldstirke und (im Falle rotierender Pulse, wie sie im folgenden Abschnitt
beschrieben werden) Rotationsfrequenz angepasst, um die auslaufende Impulsverteilung der
Teilchenpaare gut abzubilden.

4.3.1 Verifikation der Losungsmethode anhand bekannter L6sungen

Dieses numerische Verfahren ist in der Lage, die Ergebnisse aus der bekannten analytischen
Losung fiir Sauter-Pulse mit hoher Genauigkeit zu reproduzieren, so lange die Pulsdau-
er nicht zu grof ist. Abbildung [5] vergleicht die analytische Loésung mit den numerischen
Ergebnissen fiir einen Puls vom Sauter-Typ der Dauer 7 = 10/m und Amplitude € = 1 bei

Py =p.=0.

-40

20

Abbildung 5: Zeitentwicklung der Teilchendichte im Impulsraum. Die durchgezeichnete Fl1a-
che ergibt sich aus der analytischen Losung fiir den Sauter-Puls, die farbigen
Linien zeigen die numerischen Ergebnisse entlang einiger Trajektorien. Alle
gewahlten Parameter sind im Text angegeben.
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5 Rotierende Felder

5 Rotierende Felder

t
. . Ey(t)
Im folgenden geht es um rotierende Feldpulse in der
Form
cos ()
= Ey )
E(t) = ———| sin(2) |. (5.1)
cosh”(t/r) 0 (
Der Vorfaktor ist der gleiche wie bereits beim Sauter- \
Typ-Puls, hinzugekommen ist nur die Anderung der
Richtung in Form der Rotation. Der Verlauf ist in Ab- (1)
x

bildung [6] skizziert. Die Trajektorien 74(t) gemiff Glei-
chung (4.2) konnen analytisch bestimmt und in Form
von hypergeometrischen Funktionen angegeben werden

(Anhang[A.3).

Die Frequenz €2 wird durch den dimensionslosen Parameter o = (7 angegeben, welcher in
etwa die Anzahl der Drehungen unter der Einhiillenden angibt. Fiir o = 0 ist dieser rotierende
Puls identisch zum analytisch gelosten Sauter-Typ-Puls und daher ist zu erwarten, dass sich
die Losungen fiir ¢ — 0 stetig der analytischen Losung anndhern.

Abbildung 6: Rotierendes elektri-
sches Feld

Zeigt das elektrische Feld im nicht rotierenden Fall in die z-Richtung, so héngt die asymp-
totische Teilchendichte nur vom Parallelimpuls p| = p; €; und vom Betrag des Transversal-
impulses |p,| ab. Im Fall des rotierenden Feldes hingt diese jedoch von den drei Impuls-
komponenten einzeln ab. Die Rolle eines unbedeutenden Transversalimpulses kann nun nur
noch der z-Komponente zugesprochen werden und sowohl die z-, als auch die y-Kompo-
nente tragen nichttriviale Abhéngigkeiten, die auch nicht miteinander zu vereinheitlichen
sind. Daher wird nachfolgend mit den Bezeichnungen x,y und z fiir die unterschiedlichen
Richtung gearbeitet.

Insbesondere ist nun also die Impulsverteilung der erzeugten Paare interessant, die jetzt zu-
sdtzlich vom Parameter o abhéngt. Diese Abhéngigkeit tibertréagt sich auch auf die iber den
Impuls integrierte Gesamtteilchendichte. Im Folgenden sind die Ergebnisse der numerischen
Berechnungen der Wignerfunktion fiir viele verschiedene rotierende Pulse dargestellt. Um
einen Uberblick iiber die Auswirkungen der Rotation zu bekommen, wurde als Feldstérke
zunéchst e = 1/10 gewéhlt.

Als erstes folgt eine Betrachtung der Auswirkungen der Rotation auf die Gesamtteilchen-
produktion.

5.1 Gesamtteilchendichte

Abbildung [7] zeigt die Erhohung der Teilchenproduktion bei der Erhohung der Rotations-
frequenz, beispielhaft fiir einen Puls mit Feldstidrke ¢ = 1/10 und Pulsdauer 7 = 10/m. Die
Teilchenproduktion wird durch die Rotation also stark angetrieben bei gleichbleibender
elektrischer Feldenergie. Ein dhnliches Bild ergibt sich auch bei anderen Pulsdauern und
Feldstarken.
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5.1 Gesamtteilchendichte

fint(7,6,0), e=0.1, 7 =10
10_6 I T T T T T

1078 | _— ]

fint [m

10719 | /// ]
10—11 B // ]

02 E -

10—13 1 1 1 1 1 1

Abbildung 7: Abhédngigkeit der Gesamtteilchendichte von der Rotationsfrequenz o

Man sollte sich nun einen Uberblick iiber das Verhalten bei verschiedenen Pulsdauern ver-
schaffen. Grafik |§| zeigt den Effekt der Rotation bei verschiedenen Pulsdauern. Gezeigt ist
einerseits, als durchgezogene Kurve, die Gesamtteilchenproduktion der nicht rotierenden
Sauter-Pulse, die sich aus der in Abschnitt [3.7] diskutierten analytischen Lésung berechnen
lasst. Andererseits ist fiir verschiedene Werte von o, also fiir verschiedene Rotationsfre-
quenzen, die Gesamtteilchenproduktion in Form von einzelnen Datenpunkten dargestellt.
Diese liegen zunehmend deutlich oberhalb der durchgezogenen Linie, es zeigt sich also, dass
rotierende Pulse deutlich mehr Teilchen bei ansonsten gleichen Parametern erzeugen.

fint(’rvgvo—)a €= 1/10

_ 1074 o a Analytisch, 0 =0 1
”S . . Numerisch, o =0
= 1070 Numerisch, ¢ = 0.5 x 7
E " Numerisch, o =1 x
= 1078 L Numerisch, 0 =1.5 b
\ a Numerisch, o =2 ]
10710 L \ . Numerisch, 0 =3  © .
\ Numerisch, 0 =4  «
10712 L \ . Numerisch, o =5 a .
10714 | \X . I
10716 | \\\7;777 /,,.,/——f/"’////// |
1 10 100 1000 10000

7 [Yfm]

Abbildung 8: Vergleich der Gesamtteilchenproduktion von rotierenden und nicht-rotieren-
den Pulsen
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5 Rotierende Felder

Eine mogliche Interpretation kénnte sein, dass sich durch die kiirzere Zeitskala der Rotati-
on im Vergleich zur Pulsdauer der effektive Keldysh-Parameter vergrofiert und der Effekt
ein wenig in Richtung Mehrphotonenprozess verschoben wird. Fiir den nicht rotierenden
Puls hiangt die Gesamtteilchenproduktion fiys von € und  ab, fiir rotierende Pulse kommt
eine Abhéngigkeit von ¢ hinzu, wie in Abbildung [§] sichtbar. Im Gegenzug ist der bisher
verwendete Parameter ~ nicht mehr geeignet, die dominante Skala zu benennen. Es gibt
nun eine weitere Zeitskala, die betrachtet werden muss. Es ist zu erwarten, dass die Skala
7 fiir 0 > 1 eine gegeniiber der Skala /o untergeordnete Rolle spielt. Es sollte demnach
fiir o > 1, also im Multiphoton-Regime (mp), die Gesamtteilchenproduktion hauptséchlich

von € und 7P = /me abhingen, also fi'Y = fiP (e,7™P).

Es wire nun wiinschenswert, beide Welten unter einen Hut zu bekommen. Dazu benétigt
man einen kombinierten Parameter v*, der von beiden Zeitskalen 7 und 1/ = 7/o abhéngt. Es
sollte dabei fir o — 0 gelten, dass v* — v = I/rem und fiir o > 1 sollte v* in 4™ tber gehen.
Es erscheint aulerdem sinnvoll, dass v* beziiglich ¢ monoton wéchst. Diese Anforderungen
erfiillt z.B. v* = 1/57(%), wenngleich sicher auch andere Formeln denkbar sind. Mit
diesem Parameter lassen sich nicht-rotierende und langsam sowie schnell rotierende Pulse
verschiedener Pulsdauern in ein gemeinsames Diagramm eintragen. In Abbildung [9] sind
die schon in Abbildung [§] dargestellten Resultate nun beziiglich dieses neuen Parameters
dargestellt.

2
Fus (7", 2.0), & = 10, 7* = 1for (2227

. otk Analytisch, o =0
"QS 6 Numerisch, 0 =0
S 1070 1 x  Numerisch, o = 0.5
E s * Numerisch, o =1
= 107 Numerisch, o =1.5
10 . Numerisch, o =2
10 - o Numerisch, o =3
1o e Numerisch, 0 =4
10 i a Numerisc}l,*a =5
1014 | oc (297) 7
10716 b— . o —
0.1 1 10

Abbildung 9: Vergleich der Gesamtteilchenproduktion von rotierenden und nicht-rotieren-
den Pulsen unter Verwendung des modifizierten Keldysh-Parameters v*

Die Gesamtteilchenproduktion f;r, = fii(€,7",0) hingt nun nur im Bereich 0 < ¢ $ 1
schwach von o ab und geht fir 0 - 0 in finy und fir o > 1 in f) tber. Nach [20]
38| gilt bei einem oszillierenden elektrischen Feld E(t) = Egcos(Qt) mit v > 1 fiir die

Vakuumzerfallsrate
€E0 4m/Q 1 4/5,Ym13
o = .
( 2mS2 ) ( 2~mp )
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5.2 Impulsverteilung

Es zeigt sich ein dhnliches Verhalten fiir rotierende elektrische Felder im Multiphoton-Re-
gime.

Es gibt nun also grundsétzlich zwei asymptotische Kurven, eine fiir 0 = 0 und eine fiir o > 1.
Impulse mit ¢ innerhalb dieses Intervalls liegen bei der Verwendung von v* dann zwischen
diesen Kurven.

5.2 Impulsverteilung

Nachdem die Impulsverteilung im nichtrotierenden Fall sehr einer Normalverteilung &h-
nelt, also von einem gewissen Maximum bei § = e7 m? €, in alle Richtungen abfillt, entwi-
ckelt diese im Fall rotierender Felder eine andere Gestalt. Es werden im Folgenden die
Figenschaften der Impulsverteilungen diskutiert, wie sie von Pulsen verschiedener Lén-
ge hervorgerufen werden. Es wird zunéchst ausschlieflich die asymptotische Verteilung
fiim(P) = limyo f(t,p) betrachtet.

Die Verteilungsfunktionen fiir nichtrotierende Pulse haben eine ellipsoide Form, dabei ist,
wie bereits bei der Diskussion der analytischen Losung erwahnt, die Halbwertsbreite in p,
und p, gleich, aber unterscheidet sich von derjenigen in p,-Richtung.

flim(panpyao) [10_7]’ T= 3/m, c=0 flim(pazapyvo) [10_14]7 T= 30/m, o=0

-04 -02 0 02 04 06 08 1 2 2.5 3 3.5 4
Pe[m] pa[m]

Abbildung 10: Impulsverteilung der auslaufenden Paare zweier Pulse bei Amplitude ¢ = 1/10,
die roten Punkte zeigen das verwendete Gitter und damit die tatséchlich
berechneten Stiitzstellen auf. Die Interpolation erfolgt mittels einer RBF-
Methodeﬂmit einem Gaufischen Kern.

Ein sehr kurzer (7 = 3/m) Puls ist in Abbildung links dargestellt, ein langerer Puls
(7 =30/m) rechts. Die Funktionswerte der Verteilungsfunktion fj,, werden durch die Zahlen
auf den Konturlinien und die in der Titelzeile iiber jeder Grafik angegebene Einheit, z. B.
[1077] in Abbildung links, angegeben. Die Achsenbereiche werden in jeder Abbildung so

'Radial Basis Function mit Gau-Form
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5 Rotierende Felder

gewahlt, dass das Hauptfeature etwa in der Mitte der Abbildung liegt. Auflerdem ist die
Skalierung der p, und p,-Achse gleich gewéhlt, so dass eine Linie r? = pi + p?l tatsédchlich
durch einen Kreis dargestellt werden wiirde. Man kann erkennen, dass die Halbwertsbreite
in Transversalrichtung abnimmt, in Longitudinaler Richtung aber anwéchst, wie es auch in
Abbildung [3] zu sehen ist.

Hier zeigt sich, dass sich das Maximum der asymptotischen Verteilung immer auf derjenigen
Trajektorie 75(t) sitzt, fiir die 7#7(t = 0) = 0 gilt. Das sind nach genau diejenigen mit
G = 0. Anschaulich lasst sich das durch die Annahme erkldren, dass dies genau denjenigen
Elektron-Positron-Paaren entspricht, die zum Zeitpunkt maximaler Feldstédrke entstehen
und zunéchst in Ruhe sind (75(¢ = 0) = 0). Dann beginnen sie, fiir den Rest der Zeit dem Feld
folgen, es gilt dann also p = fooo eE(t) dt. Dieser Punkt ist in den folgenden Konturgraphen
als kleines schwarzes Kreuz gekennzeichnet.

flim(pampyao) [10_5]7 T= S/m’ o=2 flim(pazypyao) [10_9]a T= IO/m’ o=3

0.5 0 0.5 0.5 0 0.5 1
pz[m] pa[m]

Abbildung 11: Impulsverteilung der auslaufenden Paare zweier Pulse der Amplitude ¢ = 1/10

Wenn die Rotation des Feldes eingeschaltet wird, spiiren die erzeugten Paare kein Feld mit
zeitlich konstanter Richtung, sondern eines, dessen Richtung sich laufend dndert. Die Stelle
¢ = 0 ist nun nicht mehr identisch mit dem Maximum der Verteilung, aber die Verteilung
bleibt in allen Fallen in ihrer Umgebung lokalisiert. Das Maximum liegt in allen Fallen in
der ¢, = p, = 0-Ebene. Betrachtet man nicht den Schnitt p, = 0, sondern wahlt ein anderes
P, # 0, zeigt sich ein gleiches Bild bei geringeren Zahlenwerten.

Die anféngliche Verformung bei Erhéhung der Rotationsfrequenz ergibt eine Sichelform
(Abbildung, die bei sehr kurzen Pulsen (links in Abbildung) nur iiber einen sehr kleinen
o-Bereich ausgepragt ist.

Man kann nun nicht mehr uneingeschrénkt von einer Halbwertsbreite in alle drei Rich-
tungen sprechen. Nachdem dies fiir die z-Komponente nach wie vor uneingeschrinkt mog-
lich ist, wird es fiir die x-Achse deutlich schwieriger. Eine interessante Feststellung ist,
dass die asymptotischen Verteilungen immer eine Spiegelsymmetrie beziiglich der Ebene
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5.2 Impulsverteilung

flim(pz)pyao) [10_4]7 T = 3/"”’ c=3 flim(pzapyao) [10_715 T= 10/m’ oc=5

-0.5 0 0.5 1
pz[m] pz[m]

Abbildung 12: Impulsverteilung der auslaufenden Paare zweier Pulse der Amplitude ¢ = 1/10

q: = 0 aufweisen. Fir einkomponentige Felder ist dies bereits bekannt und ldsst sich im
Rahmen semiklassischer Rechnungen auf die Zeitumkehrsymmetrie des elektrischen Feldes
zuriickfiihren.BY Nun ist es im Falle rotierender Felder so, dass die z-Komponente des Feldes
nach wie vor zeitumkehrsymmetisch ist, die nun nicht mehr verschwindende y-Komponente
jedoch nicht. Dennoch bleibt die Spiegelsymmetrie beziiglich der ¢, = 0-Ebene erhalten.

Erhoht man nun die Rotationsfrequenz weiter, schliefit sich diese Sichel zu einem Ring.
Bei genauerer Betrachtung zeigt sich in Abbildung rechts bei p, € (-0.8,-0.6) sogar
ein zweiter Ring. Diese Doppelringstruktur lésst sich moglicherweise durch Interferenzen
zwischen verschiedenen Teilchen erklaren, die zu verschiedenen Zeitpunkten entstanden sind
und ist bei sehr kurzen Pulsen nicht anzutreffen.

flim(szpyﬁ) [10_3]7 T= 3/m, o=4 flim(pzvpyao) [10_7]7 T= 10/"% oc=6

-0.5 0 0.5 -1 -0.5 0 0.5 1
Pe[m] pz[m]

Abbildung 13: Impulsverteilung der auslaufenden Paare zweier Pulse der Amplitude ¢ = 1/10
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5 Rotierende Felder

flim(pmapyao) [10_6]7 T= 10/””7 o=17 flim(pmapyvo) [10_4]7 T= 10/7”7 o=10

-0.5 0 0.5 -06 -04 -02 0 02 04 0.6
Pe[m] pz[m]

Abbildung 14: Impulsverteilung der auslaufenden Paare zweier Pulse der Amplitude ¢ = 1/10

Bei weiterer Erhéhung der Rotationsfrequenz kehrt die Impulsverteilung bei sehr kurzen
Pulsen wieder zu ihrer urspriinglichen Form (Abbildung [13|links) zurtick.

Im Falle einer Doppelringstruktur schieben sich die Ringe immer weiter heraus und im
Inneren entstehen neue Ringe (Abbildung [13] rechts). In Abbildung [14] ist sichtbar, das bei
weiterer Erh6hung der Rotationsfrequenz die mehrfachen Ringe wieder verschwinden und
ein einzelner Ring iibrig bleibt.

Fiir Pulse noch grofierer Dauer 7 = 30 setzt die Ringbildung erst bei gréferen o ein (Ab-
bildung [15]). Der Impuls mit o = 5 links im Bild zeigt zwar bereits eine stark gekriimmte

flim(pxapyao) [10_12]7 T= 30/m, 0=5 flim(pxapyao) [10_1015 T= 30/""'7 o="7

1.5 4

-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 -1 -0.5 0 0.5 1
pe[m] pz[m]

Abbildung 15: Impulsverteilung der auslaufenden Paare zweier Pulse der Amplitude ¢ = 1/10
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5.3 Halbwertsbreite

flim(pmvpy)o) [10_13]7 T= 100/m, c=10

Abbildung 16: Impulsverteilung der auslaufenden Paare zweier Pulse der Amplitude ¢ = 1/10

Sichelform, aber noch keinen geschlossenen Ring. Erst bei o = 7 (rechts) bilden sich deutliche
Ringe.

Bei der Betrachtung extrem langer Pulse (7 = 100/m) zeigt sich, dass die Impulsverteilung
noch kompliziertere Gestalt (Abbildung unterer Bereich) annehmen kann. Diese Be-
rechnung ist mit unterschiedlichen Fehlerschranken reproduziert worden. Dennoch besteht
dadurch keine absolute Sicherheit, dass es sich hierbei nicht um ein numerisches Artefakt
handelt. Es wird also moglicherweise zunehmend schwieriger, die Impulsverteilung durch
ein a priori festgelegtes Impulsgitter abzubilden. Dies muss mit mehr Daten weiter unter-
sucht werden, eventuell sollte man die Verwendung eines adaptiven Gitters in Erwéigung
ziehen.

5.3 Halbwertsbreite

Wenngleich die Impulsverteilung bei rotierenden Pulsen in der p,p,-Ebene ein komplizierte-
res Verhalten als im Sauter-Fall aufweist, so fillt die Verteilung in der p,-Richtung nach wie
vor ab ohne ihre Form stark zu verdndern. Hier ldsst sich also am Maximum in der p, = 0-
Ebene eine Halbwertsbreite in p,-Richtung angeben. Es zeigt sich (Abbildung , dass die
Impulsverteilung der Elektron-Positron-Paare bei rotierenden Pulsen im Allgemeinen in der
p.-Richtung weniger ausgeschmiert ist.

Moglicherweise gibt es auch hier wieder ein allgemeingiiltiges Verhalten im Multiphoton-
Regime, dass nur von € und y™P = @/em abhéngt. Dies muss in der Zukunft mit mehr Daten
erneut untersucht werden.
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. 2
Halbwertsbreite, e = 0.1, v* = 1/57“1“%
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Abbildung 17: Vergleich der Halbwertsbreiten (FWHM) der Impulsverteilungen der auslau-
fenden Paare von rotierenden Pulsen bei Feldstéirke e = 1/10 in Abhéngigkeit
von y*.

5.4 Zeitentwicklung

Wie in Abschnitt dargestellt, ldsst sich die Funktion f zumindest als Gesamtdichte ,vir-
tueller und realer Teilchen interpretieren. Mochte man also die Dynamik des Tunnelpro-

f(tapx)pya 0) [10_3]a t= _11'46/m f(t7pxap’y70) [10_2]7 t= 3'63/m

pa[m] pa[m]
f(tapxypya 0) [10_2]3 t= 9'29/m f(tap:bapya O) [10_2]a t= 79'69/""
2
£
>
Q
-2
0 2 4 6 8 10 12 14 4 6 8 10 12 14 16
pa[m] pz[m]

Abbildung 18: Teilchendichte wéhrend ihrer Entwicklung bei einem Puls mit € = 1 und
7 =10/;m bei o = 0.
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5.4 Zeitentwicklung

zesses verstehen, kann es sich lohnen, die Zeitentwicklung der Funktion f zu untersuchen.

In Abbildung [I§]sind einige Zeitpunkte aus der Zeitentwicklung eines Pulses mit Pulsdauer
7 = 10/m dargestellt. Natiirlich lasst sich dies in Form eines Videos deutlich besser verdeut-
lichen, daher befindet sich eine Auswahl gerenderter Videos im digitalen Anhang, siche
Anhang [Bl Beim Ansteigen des Feldes entsteht bei p = 0 ein Peak in der Teilchendichte,
welcher nach Abschalten des Feldes wieder verschwindet. In der Zwischenzeit werden von
diesen ,yvirtuellen“ Paaren einige reell und spiiren dann das Feld, welches sie beschleunigt.
Die Beitrdage zur Impulsdichte, die sich also vom Peak bei p = 0 gelost haben, bewegen
sich also nun mit den Trajektorien mit. Der Rest der virtuellen Paare rekombiniert schlief3-
lich wieder und es bleibt die asymptotische Verteilung reeller Paare zuriick. Dieser Prozess
kann also als instantanes Tunneln verstanden werden, welches zu einem gewissen Zeitpunkt
geschieht und nicht weiter zeitlich aufgelost wird.

f(t)pxapyyo) [10_2]7 t= _8‘94/”‘ f(tap:mpya O) [10_213 t= _0'14/m
2
1
£ 0

)
S ]
-2
-4 -2 0 2 4 -2 0 2 4 6
pa[m] pa[m]
f(tap:bapya O) [10_213 t= 4'57/m f(tvpxapyvo) [10_2]» t= 79'06/m

=N W ks Ot

2 4 6 8 10 12 14 16
pz[m]

Abbildung 19: Teilchendichte wéhrend ihrer Entwicklung bei einem Puls mit € = 1 und
7 =10/m bei o = 1/2.

Schaltet man eine langsame Rotation des Feldes hinzu, verformt sich die Endverteilung
(Abbildung . Dabei bleiben die Abldufe gleich und kénnen auf die gleiche Weise erklért
werden wie im vorherigen Fall. Die Verteilung ergibt sich durch die stdndige Richtungsin-
derung des Feldes, welches die entstandenen Teilchen beschleunigt.
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5 Rotierende Felder

f(tapmapyao) [10_9]7 t= 36'94/7" f(tvpm’pyv 0) [10_12]’ t= 51'09/m

f(t,px,py,()) [10_1217 t= 52'03/7" f(tapmypya 0) [10_12]7 t= 79'37/m

—_
[S21
1

e
ot
1

1
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ot
1

1

—_

[S28
1

-1 0 1 2 0.6 0.8 1 1.2 1.4
pz[m] pa[m]

Abbildung 20: Teilchendichte wéhrend ihrer Entwicklung bei einem langsam rotierenden
Puls mit € = 1/10, 7 = 10/m und o = 1/10.

Bei geringeren Feldstarken vermag diese Interpretation das Verhalten nicht mehr schliis-
sig zu erkldren. Zunichst halt sich bei langsam rotierenden Pulsen wie in Abbildung [20]
der urspriingliche Peak linger und der Ubergang zur Endverteilung beginnt erst deutlich
nach Uberstreichen des Amplitudenmaximums. Die Teilchen scheinen nun in Wellen den
urspriinglichen Peak zu verlassen und Richtung Endverteilung zu laufen, dort aber zum
Teil auch wieder zu verschwinden. Zum Schluss verschwinden die virtuellen Teilchen bei
P =0 und gleichzeitig entstehen die Teilchen dort, wo die Endverteilung zuletzt lokalisiert
ist. Unter Umsténden ist dies als ein ldnger dauernder Tunnelprozesses zu verstehen, wah-
renddessen Interferenzeffekte zu beobachten sind.
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5.4 Zeitentwicklung

f(t’pl‘vpy’o) [10_6]’ t= _22'08/”” f(t,pz,py,O) [10_5], t= 13-76/m
)

f(t,pzypy,0) [1076], t = 2368/,

-1 -0.5 0 0.5 1
pz[m] pa[m]

Abbildung 21: Teilchendichte wahrend der Entwicklung der in Abbildung [13| rechts darge-
stellten Verteilung zugehorig zu einem Puls mit e = /10, 7 = 10/m und o = 6.

In Abbildung [21}ist die Funktion f eines Impulses mit 7 = 10/m und o = 6 zu verschiedenen
Zeitpunkten dargestellt. Die asymptotische Verteilung ist bereits in Abbildung [I3] rechts
dargestellt. Wahrend der ansteigenden Flanke des Pulses bildet sich ein elliptisch geform-
ter Peak, der sich gemeinsam mit dem rotierenden Feld dreht. Sobald das Maximum der
Amplitude zum Zeitpunkt ¢ = 0 erreicht ist, beginnt dieser Peak spiralformige Ausldufer zu
bilden, wihrend sich weiterhin die ganze Verteilung gemeinsam mit dem &dufleren elektri-
schen Feld mitdreht. Im Verlauf der abfallenden Flanke verschwindet der Hauptpeak und
die Verteilung geht komplett in die Wirbelstruktur tiber. Sobald der Puls nahezu abgeklun-
gen ist, bildet sich aus der rotierenden Wirbelstruktur die asymptotische Verteilung aus,
welche sich nicht mehr dreht.
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6 Zusammenfassung und Ausblick

Es wurde in dieser Arbeit gezeigt, dass die Wignerfunktion fiir rotierende elektrische Felder
bei nicht zu grofler Pulsdauer numerisch berechnet werden kann. Dazu wurde ihre Entwick-
lungsgleichung in eine geeignete Form gebracht, um die Berechnung der Teilchendichte zu
erleichtern. Eine wichtige Rolle spielte hier die Methode der Charakteristiken, neben einigen
Substitutionen, welche sich aus den ersten Erfahrungen numerischer Berechnungen ergeben
haben. Es wurden Erkenntnisse gewonnen, wie die numerische Berechnung optimiert werden
kann. Dabei wurde ebenfalls die parallele Ausfithrung auf mehreren Prozessorkernen ange-
wendet. Die numerische Berechnungsmethode wurde anhand einer analytisch bekannten
Losung uberpriift.

Es wurden in einem gewissen Parameterbereich numerische Rechnungen durchgefiihrt und
ihre Ergebnisse analysiert, um einen Einblick in die Paarproduktion bei rotierenden elek-
trischen Feldern zu erhalten. Bei der Untersuchung der Gesamtteilchenproduktion hat sich
herausgestellt, dass die Rotation des Feldes dem Prozess der Paarproduktion ausgehend
vom Schwinger-Fall zunehmend einen Multiphoton-Charakter verleiht. Es wurde ein kom-
binierter Keldysh-Parameter eingefiihrt, der stetig zwischen den gegensitzlichen Regimen
vermittelt. Dabei wurde insbesondere festgestellt, dass die Paarproduktion im Multipho-
ton-Regime auch bei rotierenden Feldern dem von linear polarisierten Pulsen bekannten
Potenzgesetz gehorcht.

Die Auswirkungen der Rotation auf die Impulsverteilung der entstehenden Elektron-Po-
sitron-Paare wurden betrachtet. Hierbei wurden verschiedene Effekte beobachtet und be-
schrieben. Es wurden anschauliche Interpretationen fiir verschiedene Effekte motiviert. Ana-
log zur Quantum Kinetic Theory wurden Symmetrien in der Endverteilung festgestellt, die
zu intermedidren Zeiten nicht vorhanden sind.

Die Untersuchung der Zeitentwicklung der Paarproduktion hat gezeigt, dass es sich hierbei
um einen sehr komplexen Vorgang handelt. Es wurden Versuche gemacht, die auftretenden
Bestandteile der Verteilungsfunktion zu verstehen und in den Prozess der Paarproduktion
einzuordnen. Dabei kann fiir grofle Feldstidrken eine Abgrenzung zwischen Quasiteilchen-
Anregungen, Tunnelprozess und der Dichte realer Teilchen gemacht werden. Bei geringeren
Feldstarken geht dies in einem deutlich komplexeren Verhalten unter.

In der Zukunft sollten all diese Aspekte in einem gréfleren Parameterraum untersucht wer-
den. Dies wird helfen, verschiedene Interpretationen zu verfeinern. Es sollten weitere Ver-
suche gemacht werden, die Berechnung deutlich langerer Pulse zu ermoglichen, um in den
experimentell relevanten Bereich vorzustolen. Dabei miissen sicherlich neue Verfahren ent-
wickelt werden, wie z. B. ein adaptives Gitter und eine automatische Steuerung der Fehler-
schranken.

Bisher wurde nur eine bestimmte Form des elektrischen Feldes betrachtet, wohingegen die
hier verwendeten Methoden fiir beliebige réumlich homogene Vektorpotentiale Zl(t) geeignet
sind. Dies eroffnet die Moglichkeit, beziiglich einer gewissen Eigenschaft der Impulsvertei-
lung der entstehenden Teilchen optimale elektrische Feldkonfigurationen zu finden, was in
zukiinftigen Arbeiten geschehen soll.
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A Nebenrechnungen

A.1 Herleitung der Bewegungsgleichung
Bei der Herleitung der Bewegungsgleichung im Haupttext wird auf einige Nebenrechnungen

verwiesen. Diese werden hier vorgestellt und erlautert.

A.1.1 Differentialoperator D,

Die Zeitableitung des Dichteoperators

C =3O (", U]+ (9,2)[UF, U]

1/2 N
1 ie(@t/ A(F +\3,1) - §d>\)<1>
Temporale Eichung: E = -8; A
2 4 —
: (ie E(Z + )5, 1) - §d)\)<I>
_1/2

1/2

E(Z+ 23, 1) .‘s’d)\) A
f
C

=P O[UT, U]+ (ie

,1/2

erzeugt durch den Wilson-Term automatisch den nétigen Zusatzterm im Ableitungsopera-
tor D,, der sich nun durch Heriiberbringen des letzten Terms auf die linke Seite ergibt.
Hierbei geht die verwendete Eichung ein, d.h. dass die vorliegende Gleichung nicht mehr
eichinvariant ist.

A.1.2 Integrale

Die auftretenden Intergralausdriicke mit dem Vektorpotential A lassen sich aufgrund dieser
Rechnungen vereinfachen. Mit dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung ergibt

sich

2 E 2 q a4
A*—A‘:/ L A>3+ 25,6) dr
_ ~——

1/2 d)\ -
=:£
1/2 o6 0 =
= = A(Z+ N8, t)dA
s DX O (7 +A5,1)
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und
1/2 . ~ 1/2 d A
/ )\((5 A+ >\§,t)) d) = / AL A+ 25, 0)d
_1/2 _1/2 d)\
N 1/2 /2 A
= AA(Z + \s, t) —/ A(Z + N8, t)dA
~1/2 —1/2
15, 132 2 o
=—AT+-A - A(Z + A8, t)dA.
2 2 1/

A.1.3 Berechnung der linken Seite

Um die linke mit der rechten Seite zu vergleichen, sollen nun beide Seiten in ihre einzelnen
Terme zerlegt werden. Die Zerlegung der linken Seite wird im Haupttext begonnen und an
dieser Stelle fortgesetzt. Es ergibt sich also

‘I’([ ("7, [Vx - zeA+] @Z] + [‘I’Z» —[%Eg + i‘ﬁzﬁ_](%o)dy])
([0, Jo - iedve] T [ T o),

<I>( (7 v ) [\II+- - zeA Ut ]\Ifg +@g(707i)ac[\lf,;i - zeA:\I/Z]

T+ i A )(70), + [T + ie@cfll-](fyifyo)cb\ﬂ;)

ac~ 6P ac™

= 5(_(’707 ) gt \Ifb + Ze(’YO’yi)acA;‘PZEE +@I;(,70,yi)ac\1,;i _ ie@g(vov ) A+\I/+

—U (v ) — ie\II;Tg/l;('yifyo)cb + W;i(’yivo)cblﬂg +ieW, A; (v )Cb\I/Z)

A.1.4 Rechte Seite

Die Berechnung der Terme der rechten Seite geschieht hier gestaffelt nach den verschiedenen
Arten von auftretenden Termen. Zunéchst werden die Ableitungsterme behandelt. Wegen
der besonderen Art und Weise, wie Z und § in die Feldoperatoren eingesetzt werden gilt

- 1.
vgtlﬁzivwlf*
- 1. —
VsU™ = ——vVz 0"
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Damit konnen die auftretenden Ableitungen von Kommutatoren und Antikommutatoren
berechnet werden, fir die sich

== 30[(Va ), O]+ B[ T, (V2UT) ]2
T Y R(TETT - T + (T - TT )0
= —(7°9), B(WE Ty -0y ) + B(U 0, - T, 08 ) (10),,

cb

und die Massenterme ergeben sich zu

—~

—im[’yo, C] —im[’yo, B[O, @j]ab
—im® (o [0F, Uy - [ 05, U1
—im@(’ygc\llzag - ’73061;‘1’2 - \1’2577817 + EZ‘I’Z’V&) .

[

ab

Im Haupttext werden diese Ergebnisse zusammengenommen und mit dem KErgebnis der
linken Seite zusammengefiihrt.

A.2 Fierz-Zerlegung

Die Fierz-Zerlegung der Bewegungsgleichung fithrt auf die Reduktion der Freiheitsgerade
im homogenen Fall.
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A.2 Fierz-Zerlegung

A.2.1 Ansatz
Die Zerlegung beruht dabei auf der chiralen Basis und auf den Konventionen
1= ~ . B[ 0=
DtW = _E-D.f [7077 W] - Zm[707 W] - ZP{’-YO’% W} )

1 .
W = 1(]ls+w5p+7“vu + s a, + ot b)),

til = to; — tio, t? =€kt und o, := o Eabe - (Al)
Daraus folgen
1 1
tOi = 52521 s tij = §5ijkt% (AQ)

und

. .. (A2) 1 . ..
O’uytwj = 2002t0i +o" ti; 5(2002t% +o" €ijk tz)

A1) o 1
0021511 + §Jkti.

A.2.2 Gamma-Matrizen

Zu ihrer Berechnung ist die Kenntnis der Gamma—Bilineareﬂ notig. Die Inhalte von Tabelle
sind hinlédnglich bekannt.

{*, -} [, -]

1 2~# 0
Y5 0 29K ys (A.3)
Y 2t 1 —2igM
Vs ePo,g 20" s

ol 2eMyays 2i(nHP - nty")

Tabelle 1: Ubersicht iiber die einfachen Gamma-Bilineare

Leider werden in dieser Rechnung Terme von einer anderen Art auftauchen. Zunéchst sollen
Terme der Form ['yofy’, ] berechnet werden. Man findet

[v%7, 1] =0 = [°4", 7]

[V, 4] = %7 v} = {30, v = 29Ot - 2Py
= —26%H~0 — 9501~

2Mit der Konvention 122 = 1.

v



A Nebenrechnungen

z Ow

[1%7", 25 = 2°[7s A as] + [27, s ]y 75 + 20" y5'

= =264 5 = 26%4y5

[1%, 6®] =0
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Auflerdem miissen Terme der Form {yoyi, } ausgerechnet werden. Hier ergibt sich
(%", 1} =29%
{(7°' 1} = -{y"°, 1} = -2¢4°
= {7%, 1} =", 7] = -2i0”
{7°9, 5} = 707 s + 7%y =5 + v vs7°
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A.2 Fierz-Zerlegung

= 2i6'F1
(7" 07} =2, o) - [ o
= =275y s — 20 (Y P — %7 )y

= ~26 K00y 005 = 26,475 -

Diese Ergebnisse sind in Tabelle [2| zusammengefasst.

[,YO,}/Z” ] {70,}/1‘7 }

1 0 —~2i0%

V5 0 o;

o 220040 = 26% N —2iy ™ yseqipn (A.6)
Vs —20%40y5 - 26%9 ys  —2iy*eqiy

o 0 0

o0k —0c Ecik 2i15%%

oIk 208651 — 6ij0m) 295€45k

Tabelle 2: Ubersicht iiber die neuen Gamma-Bilineare

A.2.3 Zerlegung der Bewegungsgleichung

Mit Hilfe dieser Tabelle kann nun die Bewegungsgleichung zerlegt werden. Zunéchst werden
die Terme mit rdumlichen Ableitungen (—%Djj [’yo?y, W]) behandelt. Fiir den Kommutator
gilt

0 0
— —~

[0, W] = ([70% 1]s+ [+%9%, ws]ip + [7°7 v*]va

W | =

+ [, 75 ) ap + [0 a’“’]t,w)

und fiir die Ableitungsterme ergibt sich damit

1~ . 1 ; (NG ; ;
-5 Ds [v°%, v*]v. = —5 D [7%, v ]vu B3 p, (500 + 26% " v,
= _’}/O_Di' U — ’yliwo
1 . 1 ; (A6) =L g
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1 4
_§Di [70:% U/W]tl“’ = _§Dxi [70’71; Uuy]tuu
j 1 S
= D[y, % Jtox - §Dﬂ- [0, o™t

; A2 ; 1
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A Nebenrechnungen

1 1 R -
- —O'C csz tk = égc(Dj th)c

=2 i
- 2
= 50’ lei(éijéklajkm 0ik0; lgjkm) t

1 o
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1
= §O'Olei (5ilm - 5lim) t?n

0l 2 ol 1 72
=—0 Dl.iflz‘mtm =—0 (D;c x1 )l .

Beziiglich des Massenterms (—im[vo, W]) gilt

[+%, W] =2 (12 1]+ 2%, s Jip + [4%, 4 Jus

+ 7% Y75 Jaw + [1°, U“”]t,w)
und im Einzelnen findet man

—im[~", v5]ip = 2my sp

0k 0k, k

—im[°, v"]v, = —im(-2i)0%v,, = —2mo” vy = 2ma % v*
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0

00,k _
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= —mekt}C .

Zum Schluss folgen die Terme mit dem Impulsoperator (—iﬁ{’yofyi, W}) In dem Antikom-
mutator

. 1 A : .
{9 W= 2 (0 s+ (5% sdip + {27 o
+{7%9", ¥*75 bau + {2, 0"”}%)
féllt kein Term sofort weg, im Einzelnen erhilt man

SR 1 -2
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=P {7y, 7’ Juj = 207" s€aifi P v
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A.3 Trajektorien

—iP; {707i7 'Vj'YE)}aj = 2iy"eqiji P aj
= -2y*(Pxa),

~iP {7, 0" Yt = =2iP {70, 0% Yo — iP {70, 07t
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1: Dys= +2P !
ivs:  Dip= —2P 1% -2may
VWi Do’ =-Dgv
v Dea=-Did +2mp
o Do =-Dyvg -2Pxd—-2mt!
fyify5 : Diad= —Dj; ag —2P x ¥

ol D' = -D; x t? —21?3 +2m v

%O‘C: Dt1?2:+f)g—c><fl +2]3p.

Damit ergibt sich das gekoppelte Differentialgleichungssystem zur Berechnung der Wigner-
funktion.

A.3 Trajektorien

Die Trajektorien des rotierenden Elektrischen Feldes
. . cos
E(t) = m sinOQt
sind durch

Ta(t) =G+ e/ooo E(t)dt

_ Eor

= q + —-
2
t

—it'Q) it'Q L(2-irQ) 70 L (24irQ) _7Q / t
e " Hy+e Hg—er/ 53 ter , 5t Ha +2cos(t'Q2) tanh ()
Y Lol t o ¢ i . ;
e — e Hy + 7 (2 ZTQ)%H{; -eT (2”79)%[{4 +2sin(t'Q2) tanh(t;)

t'=0
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B Digitaler Anhang

gegeben mit
Hy=,F (1, -irQ, 1-1irQ,
( TQ, 1+1irQ,
Hy=,F (1, 1-4rQ, 2-1i7Q,
( 2+ %TQ,

[
xd O D

SRR
SN N N

Dabei wird mit 4 F; die Gaufische hypergeometrische Funktion bezeichnet.

B Digitaler Anhang

Auf der beigelegten CD befinden sich einige Videos. Jedes Video gibt es in verschiedenen
Auflésungen (540p, 720p, 1080p), die sich in je einem Verzeichnis auf der CD befinden.

Verzeichnisname Feldst. ¢ Pulsd. 7[1/m] Rotationsf. o Bilderserie

f-eps=1-10-0 1 10 0 Abbildung
f-eps=1-10-0.5 1 10 1/2 Abbildung

£-10-0.1 1/10 10 1/10 Abbildung
£-10-6 /10 10 6 Abbildung

Tabelle 3: Liste der Videos im digitalen Anhang
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