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LECTURE 01

1 Wahrscheinlichkeiten

1.1 Allgemeines zu Wahrscheinlichkeiten

Zufallsvariable

In der Wahrscheinlichkeitstheorie nutzt man den Begriff einer Zufallsvariable. Dies ist eine Vari-
able deren genauer Wert nicht bekannt ist. Sie kann verschiedene Werte annehmen, etwa aus eine
diskreten Ergebnismenge Q0 = {Kopf, Zahl} fiir eine Miinze oder Q = {1,2, 3,4, 5,6} fir einen Wiir-
fel. Die Ergebnismenge kann aber auch kontinuierlich sein wie mégliche Werte der Geschwindigkeit
eines Gasmolekiils, Q = {—o00 < v, v2,v3 < 00}.

Man ordnet den moglichen Werten Wahrscheinlichkeiten zu, etwa fiir den idealen Wiirfel
P(z = 2) = 1/6 oder P(x ist gerade) = 1/2. Fiir kontinuierliche Variable kann man typischer-
weise Intervallen Wahrscheinlichkeiten zuordnen, etwa P(0 < v < 2m/s) = 1/3.

Blackboard video

Kolmogorov-Axiome
Vom russischen Mathematiker Andrei Nikolajewitsch Kolmogorov (1903-1987) wurden die folgenden
Axiome zum Umgang mit Wahrscheinlichkeiten formuliert:

1. Nichtnegativitiat: Wahrscheinlichkeiten sind reel und nicht-negativ, P(A4) > 0.

2. Normiertheit: Das sichere Ereignis hat die Wahrscheinlichkeit eins, P(2) = 1.

3. Additivitat: Fir sich ausschlieende Ereignisse A und B addieren sich die Wahrscheinlichkeiten,
P(A oder B) = P(A) + P(B).

Blackboard video

Frequenzen versus Erwartungen

Wenn man sich genauer iiberlegt wie die Wahrscheinlichkeiten festgelegt sind, gibt es zwei ver-
schiedene Philosophien:

o Frequentistischer Wahrscheinlichkeitsbegriff: Wahrscheinlichkeiten als Haufigkeitsverhéltnisse
oder relative Frequenzen unendlich oft wiederholbarer Experimente,
Na
P(A) = lim —.
( ) N E>noo N
o Bayes’scher Wahrscheinlichkeitsbegriff: Wahrscheinlichkeiten P(A) als “Grad verniinftiger Er-
wartungen” oder MaB fiir die Glaubwiirdigkeit einer Aussage A, zwischen 0 (unglaubwiirdig,
falsch) und 1 (glaubwiirdig, wahr).


https://www.tpi.uni-jena.de/~floerchinger/assets/videos/f0gVZgQ1DS.mp4
https://www.tpi.uni-jena.de/~floerchinger/assets/videos/zIoybT2VJI.mp4

Der zweite Zugang ist etwas flexibler da oft Experimente nicht unendlich oft wiederholt werden koén-
nen. Allerdings hat er ein subjektives Element, wéhrend der frequentistische Wahrscheinlichkeits-
begriff objektiv ausgerichtet ist.

In der statistischen Physik arbeitet man meist implizit mit dem subjektiven oder Bayes’schen
Wahrscheinlichkeitsbegriff.

Blackboard video

1.2 Eine Zufallsvariable

Betrachten wir eine kontinuierliche, reele Zufallsvariable x mit moglichen Werten 2 = {—oo < = <
oo}. Diese konnte etwa die Geschwindigkeit eines Teilchens in z-Richtung darstellen, oder eine
Komponente des Magnetfeldes an einem festgelegten Punkt im Raum.

Kummulative Wahrscheinlichkeit

Unter der kummulativen Wahrscheinlichkeit versteht man die Wahrscheinlichkeit fir Ergebnisse
oder realisierte Werte der Zufallsvariable unterhalb einer Grenze,

K(y) =P(—c0o <z < y).

Dies ist eine monoton ansteigende Funktion mit K (—o0) = 0 und K (+00) = 1.

Blackboard video

‘Wahrscheinlichkeitsdichte

Die Wahrscheinlichkeitsdichte kann man als Ableitung der kummulativen Wahrscheinlichkeit definieren,

pla) = B

Man hat somit p(y)dy = P(y < < y + dy). Die Wahrscheinlichkeitsdichte ist normiert,
oo
P(Q)) = / dxp(z) = K(00) — K(—o00) = 1.
— 00

Als eine Dichte hat p(z) Einheiten [z]~! und ist nicht beschrinkt, 0 < p(z) < oo, im Gegen-
satz zu P(A). Die Wahrscheinlichkeitsdichte p(x) kann auch Divergenzen enthalten, beispielsweise
beschreibt

pla) = 53— 1)+ 30(z +1)

eine Verteilung bei der nur die Werte £ = +1 und x = —1 vorkommen kénnen und gleich wahrschein-
lich sind.

Blackboard video


https://www.tpi.uni-jena.de/~floerchinger/assets/videos/KoDCb1PEbw.mp4
https://www.tpi.uni-jena.de/~floerchinger/assets/videos/DlpqBFYshm.mp4
https://www.tpi.uni-jena.de/~floerchinger/assets/videos/EwsDoJRXfb.mp4

Erwartungswert
Der Erwartungswert einer Zufallsvariablen ist
oo
(x)y = / dxp(x) x.
— 00
Etwas allgemeiner kann man auch jeder Funktion f(x) einen Erwartungswert zuordnen,

e = | " drp(e) f(z).

— 00

Blackboard video

Induzierte Wahrscheinlichkeitsdichte

Man kann auch y = f(z) selbst als eine Zufallsvariable auffassen mit einer entsprechenden in-
duzierten Wahrscheinlichkeitsdichte w(y). Nehmen wir an dass y = f(z) fiir festes y ein Set von
Loésungen x; hat, so gilt

d
w(y)dy = Ply < f(z) <y+dy) =D pla;)de; = Y p(x;) dTQj w
7 7 T=x;
und daher
1
w(y) = ZP(%‘) G
i dz

T=XTj

Zum Beispiel ist die kinetische Energie E = muv?/2 eine Zufallsvariable deren Wahrschein-
lichkeitsdichte sich aus der Wahrscheinlichkeitsdichte der Geschwindigkeit v bestimmen l&sst.

Blackboard video

Momente

Als Momente einer Wahrscheinlichkeitsverteilung bezeichnet man die Erwartungswerte der Monome
z". Das n-te Moment ist

() = / " e p(a) 2

—o0
Momentenerzeugende oder charakteristische Funktion
Es ist niitzlich eine Funktion zu definieren
o0
2(k) = (eF®) = / dx p(x) ek,
— 00

Diese heifit charakteristische Funktion oder momentenerzeugende Funktion da man durch Ableiten
nach k oder Taylorentwicklung leicht die Momente bekommen kann,

o0

a(k) = M (z™).

n!


https://www.tpi.uni-jena.de/~floerchinger/assets/videos/gHUzF7E5jC.mp4
https://www.tpi.uni-jena.de/~floerchinger/assets/videos/8puLmBrFJQ.mp4

Die Variable k ist hier zunéchst eine reine Hilfsgrofle, sie wird oft als zu x konjugierte Variable
bezeichnet. In spateren Anwendungen hat k oft auch selbst eine physikalische Bedeutung.
Man kann auch Momente beziiglich eines anderen Entwicklungspunktes generieren,

o0

ke =5 i@ — ).

n!
n=0

Die zentralen Momente erhilt man fir xo = ().

Blackboard video

Kumulanten

Wenn man statt z(k) die Funktion w(k) = In z(k) entwickelt bekommt man die sogenannten Ku-
mulanten,

wk) =Inz(k) =) k—!<x”>c.

Indem man die Reihenentwicklung des Logarithmus einsetzt kommt man leicht auf die Definitionen
der ersten paar Kumulanten

Blackboard video

1.3 Einige wichtige Wahrscheinlichkeitsverteilungen

Es gibt einige Wahrscheinlichkeitsverteilungen die immer wieder vorkommen und es lohnt sich sie
hier etwas genauer zu untersuchen.

Normalverteilung oder Gaussverteilung

Die Gauss’sche Normalverteilung ist eine Wahrscheinlichkeitsdichte fiir eine reele kontinuierliche

plx) = \/2;7 exp (—W) :

Die momentenerzeugende Funktion ergibt sich hierfiir als

Zufallsvariable,

e 1 (x —m)?
2(k) = [m dmﬁ exp (_W + k‘x)
Y 1 (x —m — ko?)? k202
= . dximexp <w+km+

k202
= exp (km + 5 ) .


https://www.tpi.uni-jena.de/~floerchinger/assets/videos/zaZ41rCd0t.mp4
https://www.tpi.uni-jena.de/~floerchinger/assets/videos/pSGG6mpmja.mp4

Im letzten Schritt haben wir das Integral iiber x durch Variablensubstitution z = (x — m —

0%)/(V20) und [7_dzexp(—z%) = /7 geldst.!
Die kumulantengenerlerende Funktion ist hier quadratisch in k,
k2 2

2

Nur die beiden ersten Kumulanten sind also von Null verschieden,

w(k) = km +

(x)e = (x) = m,
(@%)e = (%) — ()* = 0%,
<z3>c = <I4>c =--=0

Eine Gaussverteilung ist somit durch zwei Parameter beschrieben: durch den Erwartungswert m

und die Varianz 2.

Blackboard video

Binomialverteilung

Stellen wir uns ein Experiment vor mit zwei moglichen Ausgéngen: Ereignis A mit Wahrschein-
lichkeit p4 und Ereignis B mit Wahrscheinlichkeit pg = 1 — p4. Beispielsweise konnte A stehen
fiir ein Teilchen befindet sich innerhalb einer gewissen Region, und B fiir das Teilchen befindet sich
auerhalb dieser Region.

Nun wird der Versuch N mal realisiert, und wir fragen uns wie grofl nach der Wahrscheinlichkeit
n mal Ereignis A realisiert zu sehen,

Pl = () a0 = p) " = )Y

Dies ist eine Binomialverteilung und sie ergibt sich aus rein kombinatorischen Uberlegungen. Die
Normierungsbedingung entspricht dem binomischen Lehrsatz,

ZP = (pa+ (1 —-pa)¥ =1
Zur weiteren Untersuchung betrachten wir wieder die momentenerzeugende Funktion,
2(k) = v ®) = Z P(n pac® + (1 —pa))V.

Der Erwartungswert fiir n ergibt sich entweder durch ein direktes Plausibilitdtsargument oder eine
kleine Rechnung mit Hilfe der momentenerzeugenden Funktion

_ _ dz(k) _
(n) = 7;:0 P(n)n = . ‘k:o = Npa.
Der zweite Kumulant ist
d*w(k)
N N2 N2 _ _
(n%)e = () = (m)? = 52| = Npa(1—pa).

Physikalisch l&sst sich eine Binomialverteilung durch ein Galton’sches Brett realisieren.

1Um letztere Formel zu finden betrachtet man das Integral zum Quadrat, foo dzy [ dzz exp(—(22 + 22)) und

kann dieses in Polarkoordinaten umschreiben und ausfiithren, 27 [ drrexp(—r?) =7 [ d (r?) exp(—r2) = 7.


https://www.tpi.uni-jena.de/~floerchinger/assets/videos/7SYz4WiGna.mp4

Blackboard video

LECTURE 02

Poissonverteilung

Wir betrachten nun einen Limes der Binomialverteilung N — oo, pg — 0, so dass (n) = Npy =7
fixiert bleibt. Fir die momentenerzeugende Funktion ergibt sich

n(ek — N
(k) = e"® = lim <1+(N1)) — exp(i(e* — 1).

Die Kumulaten ergeben sich hier als Ableitungen von w(k) zu

(@)e = (2%)e = (@)= ... =7
Durch diese Kumulanten wird eine diskrete Wahrscheinlichkeitsverteilung charakterisiert, die Pois-
sonverteilung (nach Siméon Denis Poisson (1781 — 1840)),

-k
A e
Pin=k) = e
Ein Beispiel aus der Physik sind radioaktive Zerfélle. Werden bei einer Probe im Mittel 7 Zerfille
pro Sekunde beobachtet, so ist die beobachtete Anzahl Zerfille in einer Sekunde eine diskrete

Zufallsvariable und folgt in sehr guter Approximation einer Poissonverteilung.

Blackboard video

1.4 Mehrere Zufallsvariable

Wir erweitern nun den Raum der Zufallsvariablen auf einen N-dimensionalen Raum, Q = {—oc0 <
Z1,%2,...,&N < 0o}. Dies konnten etwa die N = 6] Phasenraumvariablen von [ klassischen Teilchen
sein (3! Orts- und 3! Impulsvariable).

Multivariate Wahrscheinlichkeitsverteilung

Die multivariate Wahrscheinlichkeitsdichte ist eine Funktion p(x) von x = (z1,...,2y) so dass
p(y)dNy =P(y; <x; <y +dy;,j =1,...N).

Die Normierungsbedingung ist hier

/dN:cp(x) =1.

Nur wenn die Zufallsvariablen x; voneinander unabhéngig sind zerféllt die gemeinsame Wahrschein-
lichkeitsverteilung in ein Produkt einzelner Verteilungen,
N

p(x)dNz = H pj(z;)dx;.

j=1

Im allgemeinen ist das aber nicht der Fall.

Blackboard video


https://www.tpi.uni-jena.de/~floerchinger/assets/videos/hMximaETNB.mp4
https://www.tpi.uni-jena.de/~floerchinger/assets/videos/LEoPQnb845.mp4
https://www.tpi.uni-jena.de/~floerchinger/assets/videos/vijoQ3ZSQf.mp4

Marginalisierte Wahrscheinlichkeitsverteilungen

Die marginalisierte Wahrscheinlichkeitsdichte, oder Randverteilung, fiir eine Untermenge von Zu-
fallsvariablen (z1,...,zps) erhilt man indem man iiber die N — M verbleibenden Zufallsvariablen
integriert,

p(x1,...,¢0m) = /dxMH~-dmNp(ac1,...,xN).

Solche marginalisierten Verteilungen kann man verwenden wenn man an den Variablen (zps41,...,2xN)
schlicht nicht interessiert ist, bzw. diese nicht beobachtet.

Fiir ein einzelnes Teilchen in einer Raumdimension ist der Phasenraum zweidimensional und
die bivariate Wahrscheinlichkeitverteilung fiir Ort z und Impuls k ist p(z, k). Ist man nur am
Ort interessiert und ldsst den Impuls beliebig, so ist die entsprechende Randverteilung p(xz) =
[ dk p(z, k). Daraus lisst sich etwa der Erwartungswert des Ortes berechnen.

Blackboard video

Bedingte Wahrscheinlichkeitsverteilungen

Eine bedingte Wahrscheinlichkeiten beschreibt eine Situationen in der eine oder mehrere Zufallsvari-
able, sagen wir (zps41,...,2n) bereits bekannt sind, und man nun unter dieser Bedingung die
Wahrscheinlichkeit fiir die noch verbleibenden Zufallsvariablen (x4, ..., z)) angeben mochte. Diese

ist dann
p(xlv"'axMaxM+1;-~-7xN)

p(l’M+1, cees Z’N)

p(m17 .o 7x]VI|xM+17xN) =

)

gelesen als Wahrscheinlichkeitsdichte fiir («1, . .., 25r) unter der Bedingung (zps41,n). Zur Normierung
haben wir im Nenner die Randverteilung

p($M+17~-~>$N) :/dl‘]_"'d.fL'Mp(xl,...7.'L'M,.'L'M+1,...,I'N),

genutzt.

Blackboard video

Bayes’scher Satz

Wir haben allgemein fiir zwei Ereignisse A und B die bedingten Wahrscheinlichkeiten

P(A|B) = wa
und analog

p(si) - T
Somit ergibt sich P(BIAP(A

eine Aussage die als Bayes’scher Satz bekannt ist. Man kann dies anwenden in einer Situation in
der man etwas iiber A wissen mochte und gerade ein Experiment mit Ergebnis B gemacht hat:


https://www.tpi.uni-jena.de/~floerchinger/assets/videos/ObCjHG3Ldz.mp4
https://www.tpi.uni-jena.de/~floerchinger/assets/videos/RsSIArfEHr.mp4

o P(A) ist die a priori Wahrscheinlichkeit, der “Grad verniinftiger Erwartungen”, fir A vor
dem Experiment.

o P(A|B) ist die a posteriori Wahrscheinlichkeit fiir A, nun da man das Ergebnis B kennt.

o Das Verhiltnis P(B|A)/P(B) quantifiziert die gewonnene Evidenz fiir die Hypothese A durch
das Ereignis B.

o Man bezeichnet P(B|A), also die Wahrscheinlichkeit fir das Ereignis B unter der Hypothese
A, in diesem Zusammenhang auch als Likelihood.

Blackboard video

Erwartungswerte

Erwartungswerte kann man fiir multivariate Verteilungen natiirlich auch einfach angeben,

() = / Nz p(x) f ().

Charakteristische Funktion

Die multi-dimensionale Version der momentengenerierenden Funktion z(k) und der kumulanten-
generierenden Funktion w(k) sind definiert als

N N
2(k) = ¥ ™ = <exp > kjx; > = /dNﬂcp(X) exp | Y kjz;
j=1 Jj=1

Momente, Kumulanten und Korrelationsfunktionen

Momente ergeben sich als mehrfache partielle Ableitungen von z(k),

" " anl 8”]\]
'yt Ny = — ... — ~(k .
< 1 N > (9]43?1 akJIi]N ( )’k:O
Ganz dhnlich bekommt man eine multi-variante Version von Kumulaten,

ni nN anl anN
(Tt )e = W'“ww(k”k:o'

Oft kann man aus der Abhéangigkeit der Momente oder Kumulaten von den Indizes einiges lernen.
Ist beispielsweise die Zufallsvariable eine Komponente des elektrischen Feldes F;(x), so kann man
die Kombination aus dem diskreten Feldindex ¢ und dem Ort x als einen verallgemeinerten Index
(7,x) auffassen. In diesem Zusammenhang wird der zweite Kumulant,

Gij(x,y) = (Ei(x)E;(y)), = (E:(x) E;(y)) — (Ei(x)) (E;(y))

auch als Zweipunkts-Korrelationsfunktion bezeichnet.

Blackboard video


https://www.tpi.uni-jena.de/~floerchinger/assets/videos/uYRWiie9iL.mp4
https://www.tpi.uni-jena.de/~floerchinger/assets/videos/QMB5ux5xgv.mp4

Multidimensionale Gaussverteilung

Wir besprechen noch die multi-dimensionale Variante der Gauss’schen Normalverteilung,

= L “Hik(zy —my)(zp —m
p(X)ZWeXP —5%:@ )ik (2, i) (@k k) | s

mit einer symmetrischen, positiv definiten Matrix G5 und ihrer inversen (G™1),y.
Die charakteristische Funktion berechnet man &hnlich zum eindimensionalen Fall zu

sy e = [y Y [ e Ve o
(k) /d (27)N det(G) P QZ(G )i (T i) (@K k)+ij J

jk J

1 1
=exp | =) Giikik:+ Y kim; /de
p |52 Gukiks + > kimg V@ det(Q)
] J
1
X exp _§Z(G_l)jk lxj—mj—ZGjiki [xk—mk—Zlekl
1 l

ik

1 1 1
=exp | = E Giikik; + E kim; /dN — —exp | —— E G Y. rys
p 2 = Rl . 1 Y Zn)N et () P 5 ( )ikYi Yk

ik
1
=exp 5 Z Gijkikj + Z k‘jm]‘
ij J

Um das mehrdimensionale Gaussintegral auszufithren haben wir im ersten Schritt quadratisch
erganzt und dann die Inegrationsvariablen mit y; = z; — mj; — >, G;;k; substituiert. Im letzten
Schritt haben wir die Formel

1 _
/dNyexp ~3 Z(G Yiryiur | =1/ 2m)N det(G),
ik

eingesetzt. Man kann diese iber einen Basiswechsel mit Hilfe einer orthogonalen Matrix herleiten,

(G_l)jk = Z(OT)jm<A_1)mnOnk;

m,n

wobei A = diag(A1,...,An) eine Diagonalmatrix mit den Eigenwerten von G ist. Nun fithrt man
noch die Variablensubstitution z,, = > & Omryi durch, fiir welche die Jacobideterminante als Deter-
minante einer orthogonalen Matrix den Betrag eins hat. Das fiithrt auf ein Produkt eindimensionaler
Gaussintegrale,

1 N N [eS) 1 N
N 2 _ 2 _
/d z exp (—2 mz_:lzm//\m> —Tgl/_oodzexp (—22 /)\m) —nl;ll 27 A

und ergibt mit det(G) = [],, A das gewiinschte Resultat.
Die Erwartungswerte sind hier
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und die zweiten Kumulanten ergeben sich zu

(5125)c = Gase,) = (@ ws) = G|, = G

Man bezeichnet G, auch als Kovarianz- oder Korrelationsmatrix. Da w(k) fiir eine Gaussverteilung
quadratisch ist verschwinden alle htheren Kumulanten. Alle Momente lassen sich daher durch m;
und G;; ausdriicken.

Blackboard video

LECTURE 03

1.5 Zentraler Grenzwertsatz
Die Gauss’sche Normalverteilung spielt allgemein in der Wahrscheinlichkeitstheorie und in der

statistischen Physik eine grofie Rolle. Das liegt auch am zentralen Grenzwertsatz:

Die Summe S,, = X; + ... + X,, unabhéngiger und gleichverteilter Zufallsvariablen
X ist selbst eine Zufallsvariable und deren Verteilung tendiert fiir grofie n gegen eine
Normalverteilung.

Es existieren verschiedene Verallgemeinerungen dieses Satzes mit schwécheren Voraussetzungen,
zum Beispiel miissen die Zufallsvariablen nicht unabhéngig sein.
Viele wichtige Grofien in der theoretischen Physik sind von diesem Typ und daher normalverteilt.

Blackboard video

1.6 Gesetze grofler Zahlen

Eine Besonderheit in der statistischen Physik ist dass man es oft mit sehr groflen Zahlen N an
Freiheitgraden zu tun hat. Dadurch ergeben sich oft einige Vereinfachungen, und Approximationen,
die auf den ersten Blick hoffnungslos erscheinen, konnen sehr prézise werden.

Summe exponetiell grofler Terme

Als erstes Beispiel betrachten wir eine Summe der Form

S =

J

sj = Zexp(Nqu),

J
=1 j=1

wobei N sehr gro8 wird, zum Beispiel N ~ 10%3. Wir nehmen an dass die Anzahl an Summanden
J maximal mit N® fiir 0 < kK < oo ansteigt. Unter diesen Voraussetzungen kann man die Summe
< gut durch ihren grofiten Summanden sy, abschétzen!
Genauer gesagt gilt
Smax < 7 < JSmax,
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und somit
InSmax _ In.  Insmax an

N - N - N N~
Fir J ~ N* verschwindet das Verhéltnis In(J)/N fiir groe N und man hat

In. InSmax

1\}51100 7N = N - ¢nlaxa
oder
S exp(Nqsmax) = Smax-
Blackboard video
Sattelpunktmethode

In dhnlicher Weise funktioniert die Sattelpunktmethode zur Berechnung von Integralen des Typs

I = /d:c exp (No(z)) .

Wir entwickeln ¢(z) um ein Maximum,

¢($) = ¢(xmax) - %|¢//(mmax)‘(m - xmax)Q +...

Wenn wir die Entwicklung nach der quadratischen Ordnung abbrechen ergibt sich ein Gauss’sches
Integral,

o0

I = exp(No(Tmax)) [ dx exp <;N¢”(xmax)|(m — xmax)z)

2
~ P(NG(@max) )\ |y

Wir haben hier den Integrationsbereich auf (—oo,00) erweitert. Dies ist gerechtfertigt da der
Integrand sehr schnell abfdllt. Man hat nun wieder

In.7

N TN = Pl

als fiihrende Ordnung fiir grole N. Meist ist dieser Term vollig ausreichend, aber héhere Korrek-
turen in 1/N konnen wenn notig auch stérungstheoretisch berechnet werden.

Blackboard video

Stirlings Formel

Stirlings Formel zur Abschétzung von N! fiir grofie N ldsst sich iiber eine Variante der Sattelpunk-
tmethode herleiten. Zunéchst benotigen wir einen Integralausdruck fir N! und starten mit

/OO dre " = 1
0 K
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Wiederholtes Ableiten auf beiden Seiten nach x fiihrt zu

o0
/ dezNe ™" = N
0

rN+1 '

Diese Formel definiert eine kontinuierliche Erweiterung, oder analytisch Fortsetzung, von N! zu
nicht notwendigerweise ganzzahligen Werten N, iber die Euler’'sche Gammafunktion,

FUV+1%:N&:/‘dxﬂ%*?
0
Hier kénnen wir den Integranden schreiben als
2Ne™ = exp(Ne(z)) = exp(N(Inz — x/N)).

Das Maximum von ¢(z) liegt bei Zmax = N und ¢ (2max) = —1/N?2. Somit ergibt sich nach der
Sattelpunktmethode

1
Nz /dzexp <N1nNN N(wN)Q) ~ NVe Nv2rN,

und damit Stirlings Formel
1
InN!'=NIn(N)—- N+ 5111(27‘(]\[) + O(1/N).

Diese Formel wird etwa zur Diskussion idealer Gase nutzlich sein.

Blackboard video

1.7 Dichteoperatoren

In der Quantenmechanik wird das Konzept der Wahrscheinlichkeitsverteilung verallgemeinert und
Dichteoperatoren iibernehmen diese Rolle. Die Bedeutung von Dichteoperatoren, auch bekannt als
Dichtematrizen oder statistischen Operatoren, fiir die statistische Physik, ist daher enorm.

Dichtematrix fiir reine Zustiande

Betrachten wir zunéchst einen reinen quantenmechanischen Zustand |¢). Eine Observable A hat
dann den Erwartungswert

(4) = (¥[Al).
Man definiert sich den Dichteoperator oder die Dichtmatrix als
p=¥){¥l,
so dass
(4) = Tr{pA}.

Hierbei ist die Spur eines Operators O definiert als

{0} = > _{n[O]n),
wobei |n) eine beliebige vollsténdige Basis bildet. In der Tat haben wir dann

Tr{pA} = > (ne)(¢|Aln) = > (Y|An)(n|y) = (Y[ Al)).

n

Die Dichtematrix ist hermitesch, pt = p, fiir reine Zustinde gilt p> = p, und die Normierungsbe-
dingung ist Tr{p} = (¢|v) = 1.
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Blackboard video

Dichtematrix fiir gemischte Zustédnde

Betrachten wir nun eine Situation in der der quantenmechanische Zustand selbst nicht genau
bekannt ist. Stattdessen soll jeweils ein (reiner) quantenmechanischer Zustand |¢;) mit der Wahrschein-
lichkeit P; realisiert sein. In diesem Fall spricht man insgesamt von einem gemischten Zustand.

Der Erwartungswert einer Observable A ist nun

(A) =D Pi(w;lA1ey).
J
Auch dies kann man wieder also Tr{pA} schreiben, mit der Dichtematrix
p="Y Pl -
J
Es gilt weiterhin pf = p und die Normierungsbedingung ist nun
Tr{p} =Y Pi(wl;) =D Py =1.
J J

Fir das Quadrat ergibt sich nun

P2 =" PPl (i) (] = > P2 ().

3k J

Wir haben hier (1;|¢) = d;; benutzt. Die rechte Seite unterscheidet sich von p, da P? # P, es
sein denn alle Wahrscheinlichkeiten P; sind 0 oder 1, wie bei einem reinen Zustand. Ebenso gilt
Tr{p?} = i P? <1, mit dem Gleichheitszeichen im Grenzfall eines reinen Zustandes.

Es ist wichtig zu betonen dass die Dichtematrix in einer allgemeinen Basis nicht unbedingt
diagonal ist. Stattdessen hat sie die Form

p = 1jkle;) (@l

mit 7, = ry; da p! = p. Man kann durch eine unitire Transformation (einen Basiswechsel) aber
immer eine Darstellung finden in der p diagonal mit reelen und nicht-negativen Koeffizient ist.

Blackboard video

Reduzierte Dichtematrix

Wir betrachten nun ein physikalisches System welches in zwei Untersysteme aufgeteilt werden kann
die wir A und B nennen. Zum Beispiel kdnnte A ein einzelnes Atom beschreiben und B den Rest
des Universums. Wir nutzen fiir System A eine Basis |a;) und fir System B eine Basis |b;). Ein
reiner Zustand des Gesamtsystems ldsst sich dann allgemein schreiben als

©) =" cjulay)fbr).
7.k
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Durch eine geeignete Wahl der Basis fiir A und fiir B lésst sich c¢;;, diagonalisieren, ¢, = ¢;d;, mit
reelen und nicht-negativen Koeffizienten c;. In dieser sogenannten Schmidt-Basis haben wir dann

) = ch|aj>|bj>

Falls nur ein Koeffizient ¢; ungleich Null ist spricht man von einem Produktzustand, |¥) = |a)|b).
Falls zwei oder mehr Koeffizienten ungleich Null sind spricht man von einem verschrankten Zustand
(auf Englisch entangled).

Blackboard video

Die Dichtematrix fiir das Gesamtsystem aus A und B ist

p= U)W = cjelag)lb) (bel(al.
7.k

Nun nehmen wir an dass wir uns ausschliesslich fiir Untersystem A interessieren und dort Manipu-
lationen und Beobachtungen vornehmen mochten. Diese konnen durch die reduzierte Dichtematriz
beschrieben werden. Etwas analog zur marginalisierten Wahrscheinlichkeitsverteilung nehmen wir
dazu die partielle Spur der Dichtematrix p beziiglich des Untersystems B,

/)A—TTB{P}—ZCJCIC (bjlbk)|az){ak| = ZC laj){a;l.
7,k

Hier haben wir (b;|bx) = J,5 genutzt. Interessanterweise ist dies nun ein gemischter Zustand, mit
P, = cf, wenn es sich bei |[¥) um einen verschrankten Zustand handelt!

Wir sehen aus dieser Uberlegung: Gemischte Zustidnde entstehen entweder durch unvollstandi-
ges Wissen dariiber welcher quantenmechanische Zustand realisiert ist, wenn also nur Wahrschein-
lichkeiten bekannt sind, oder als reduzierte Dichtematrizen fiir Untersysteme welche mit anderen
Untersystemen verschréankt sind. Natiirlich kénnen auch beide Mechanismen zusammen auftreten,
etwa wenn auch zum Gesamtsystem aus A und B nur unvollstdndiges Wissen vorhanden ist.

Blackboard video
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LECTURE 04

2 Information und Entropie

2.1 Quantifizierung von Information

Wir betrachten ein Experiment, oder eine Zufallsvariable die ein Ergebnis = aus einer diskreten
Menge = € {x1,22,...,xx} mit der Wahrscheinlichkeiten P(x) annimmt. Wie viel Information
kann man aus dem Ergebnis eines solchen Experiments lernen? Oder, mit anderen Worten, wie
grof} ist der Informationsgehalt i(z) einer Realisierung x einer Zufallsvariable? Intuitiv wiirde man
sagen, je unwahrscheinlicher das Ergebnis, umso grofler ist der Informationsgehalt. Auflerdem ist es
natiirlich anzunehmen, dass der Informationsgehalt zweier statistisch unabhéngiger Ereignisse sich
additiv verhalt,

i(P(z,y)) = i(P(z)P(y)) = i(P(z)) + i(P(y)).
Dies fiihrt uns direkt zum Logarithmus und der Definition des Informationsgehalts
i(z) =i(P(z)) = —InP(x).

Ein extrem unwahrscheinliches Ergebnis mit P — 0 hat formal einen unendlichen Informationsge-
halt, i — co. Auf der anderen Seite hat ein sicheres Ergebnis mit Wahrscheinlichkeit P = 1, keinen
Informationsgehalt, i = 0.

Zum Beispiel: das Werfen einer idealen Munze wird beschrieben durch P(z1) = P(x2) = 1/2
und wenn wir das Ergebnis erfahren lernen wir eine Menge an Information

i=—1In(1/2) =1n2,

entsprechend einem Bit.

Blackboard video

2.2 Shannons Informationsentropie
Definition der Informationsentropie

Die von Claude Elwood Shannon (1916 — 2001) eingefithrte Informationsentropie fiir eine diskrete
Zufallsvariable oder ein Ereignis x ist der zu erwartende Informationsgehalt,

S = (i(z)) = = > _P(z)InP(x).

Interessanterweise héngt die Informationsentropie nur von der Wahrscheinlichkeitsverteilung ab,
S = S(P). Ein paar Beispiele fiir diskrete Wahrscheinlichkeitsverteilungen und zugehéorige Infor-
mationsentropien sind in Fig. 1 dargestellt.

Blackboard video
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(a) S=0 (b) S =In(2) (c) S =2In(2) (d) S=1.24

Figure 1: Beispiele fiir diskrete Wahrscheinlichkeitsverteilungen und zugehorige Informationsen-
tropie S.

Einheiten

Im Prinzip kénnte man bei der Definition von i(P(z)) und der darauf basierenden Informationsen-
tropie S einen (positiven) Vorfaktor beliebig wéhlen, beziehungsweise mit einer anderen Basis des
Logarithmus arbeiten. In der Informationstheorie wird oft mit log, gearbeitet, dann hat ein Bit
den Informationsgehalt log,(2) = 1. Fiir die Physik ist der natiirliche Logarithmus In allerdings
praktischer.

Im thermodynamischen Kontext wird zudem die Entropie normalerweise mit der Boltzmann-
Konstanten kg = 1, 380649 x 10~23J/ K multipliziert. Die hier diskutierte informationstheoretische
Entropie entspricht also der thermodynamischen Entropie geteilt duch kgp.

Man kann auch mit Einheiten arbeiten in denen der Vorfaktor kg nicht benétigt wird wenn
man man Temperaturen anstatt in Kelvin in den entsprechenden Einheiten von Energie, also etwa
in Joule, angibt. Aus diesem Grund lassen wir den Vorfaktor kg zunichst weg, werden ihn aber
spater der Klarheit and Allgemeinheit wegen an geeigneter Stelle wieder einfiihren. Dies ist im
Allgemeinen unproblematisch da eine einfache Dimensionsanalyse zeigt wo ein Faktor kg bendtigt
wird.

Eigenschaften der Informationsentropie

Die Informationsentropie hat folgende Eigenschaften

(i) Nicht-Negativitit. Die Informationsentropie fiir diskrete Zufallsvariable ist nicht-negativ, S >
0.

(ii) Minimaler Wert. Es gilt S = 0 genau dann wenn die Zufallsvariable deterministisch ist, so
dass P(z) =1 for ein Ergebnis x.

(iii) Mazimaler Wert. Hat die Zufallsvariable eine Menge von Ergebnissen der Grofie oder Kardi-
nalitdt NV so gilt S <In V.

(iv) Permutationsinvarianz. Wenn man die Ereignisse durch eine Permutation der Indizes umbe-
nennt, T, — Tr(m), andert sich die Informationsentropie nicht.

Die Informationsentropie quantifiziert die mit einer Wahrscheinlichkeitsverteilung assoziierte Un-
sicherheit. Diese verschwindet wenn es ein einziges sicheres Ereignis gibt, und ist maximal wenn
alle Ereignisse gleich wahrscheinlich sind.

Eigenschaften (i), (ii) und (iv) folgen direkt aus der Definition, zusammen mit Eigenschaften
des Logarithmus. Wir liefern noch den Beweis fiir den Maximalwert (iii). Dazu maximieren wir die
Entropie mit der Nebenbedingung dass die Wahrscheinlichkeit P(x) normiert bleibt. Mit anderen
Worten suchen wir das Extremum von

L£=S(P)+ X

ZP(m)—l}.
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Variation beziiglich P(x) ergibt

9P (2) =—InP(z) =1+ X =0,

und somit
P(z) = et L,

Die stationdre Wahrscheinlichkeit héngt also nur von \g ab, muss aber normiert sein. Die Normierungs-
bedingung fithrt auf P(x) = 1/N und somit S = In N. Eine Gleichverteilung hat also in diesem
Sinne eine maximale Informationsentropie.

Blackboard video

2.3 Prinzip maximaler Entropie

Welche Wahrscheinlichkeit sollte man wéhlen um den aktuellen Stand des Wissens darzustellen?
Von Edwin Thompson Jaynes (1922 — 1998) wurde dazu das Prinzip maximaler Entropie formuliert:

Die Wahrscheinlichkeitsverteilung die das aktuell vorhandene Wissen am Besten reprasen-
tiert ist diejenige mit maximaler Entropie.

Bei dieser Maximierung missen Nebenbedingungen aus vorhandenem Wissen, etwa iiber bekannte
Erwartungswerte oder andere Randbedingungen mit beriicksichtigt werden. Intuitiv entspricht diese
Wahrscheinlichkeitsverteillung minimalem Wissen, bzw. vermeidet nicht gerechtfertigte Zusatzan-
nahmen.

Nehmen wir etwa an wir kennen die Erwartungswerte a,, von Observablen die im Zustand z
jeweils die Werte A,,(z) haben,

an = (An) = > P(z)An(2).

Dann kénnen wir wieder ein Extremum der Entropie mit Nebenbedingungen suchen

S P@) =1+ > A D P@)An(x) — an] :

Hier haben wir nun Lagrangemultiplikatoren A, fiir jede der Randbedingungen eingefiihrt, inklusive
der Normierung. Variation beziiglich P(z) ergibt
oL

) = —lnP(x)—l—l—)\o—kzn:)\nAn(m) =0,

und somit
P(x) — 6A0_1+En AnAwL(x).

Die Parameter \p und )\, miissen nun so gewahlt werden dass die Verteilung normiert ist und die
gewiinschten Erwartungswerte realisiert sind. Die exponentiale Form der Wahrscheinlichkeitsverteilung
maximiert dann die Entropie unter diesen Bedingungen, bzw. schliesst nicht gerechtfertigte Zusatzan-
nahmen aus.

Blackboard video

~ 18 —


https://www.tpi.uni-jena.de/~floerchinger/assets/videos/YfXCVvjBqs.mp4
https://www.tpi.uni-jena.de/~floerchinger/assets/videos/42XDUuvlyL.mp4

2.4 Differentielle Entropie

Betrachten wir nun den Limes in dem eine Ergebnismenge kontinuierlich wird,
P(z) — p(z)dz,

mit der Wahrscheinlichkeitsdichte p(x). Formal erhalten wir nun fiir die Informationsentropie

S — —/da:p(x) In(p(x)dx),

was nicht wohl definiert ist. Man definiert statt dessen die differentielle Entropie

h = —/dxp(m) In p(z).

Diese hat jedoch nicht die gleichen Eigenschaften wie die Informationsentropie S und kann beispiel-
sweise auch negativ werden.

Blackboard video

2.5 Relative Entropie

Alternativ kann man mit der sogenannten relativen Entropie oder Kullback-Leibler Divergenz ar-
beiten (nach Solomon Kullback (1907 — 1994) und Richard Leibler (1914 — 2003)). Diese vergleicht
zwei Wahrscheinlichkeitsverteilungen und ist definiert als

D(P|Q) = > P(z)[InP(z) - nQ(x)].

Hier ist der Kontinuumslimes wohl definiert. Wir erhalten fiir

P(z) = p(x)dz, Q(z) = q(z)dz,
die relative Entropie

Dipll9) = [ dople) np(e) - Ing(z).

Wenn es Punkte z mit p(z)dz > 0 gibt an denen jedoch g(x) = 0 ist, so divergiert dort formal der
Beitrag des zweiten Logarithmus, —In g(2) — oo, und man setzt D(pl||q) = co.

Mit Hilfe der relativen Entropie kann man zwei Wahrscheinlichkeitsverteilungen vergleichen.
Sie hat die Eigenschaften

(i) Nicht-Negativitat. Die relative Entropie ist nicht-negativ, D(p|lq) > 0.

(ii) Minimaler Wert. Es gilt D(p|lg) = 0 genau dann wenn die beiden Wahrscheinlichkeiten
iibereinstimmen, p(z) = ¢g(z), bis auf eine Menge vom Mafl Null.

Zum Beweis der Nicht-Negativitidt nutzen wir die elementare Ungleichung —In(z) > 1 — z in der
Umformung

Dpllg) = — / dz p(z) In(g(z) /p(z)) > / d p(z) [1 - g(z)/p(z)] = 0.

Im letzten Schritt haben wir genutzt dass p(z) und ¢(z) normierte Wahrscheinlichkeitsverteilungen
sind.
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Intuitiv vergleicht die relative Entropie die beiden Wahrscheinlichkeitsverteilungen und gibt an
wie gut die eine (¢(z), ein Modell) von der anderen (p(z), die echte Verteilung) aus informations-
theoretischer Sicht unterschieden werden kann. Diese Fragestellung ist nicht symmetrisch und auch
die relative Entropie ist es dementsprechend nicht, D(p|lq) # D(q||p).

Gibt es beispielsweise ein Resultat x mit nichtverschwindender Wahrscheinlichkeit beziiglich
der echten Verteilung, p(z)dx > 0, welches aber laut der Modelverteilung nicht vorkommen darf,
q(x)dx = 0, so kann dieses Model mit Sicherheit ausgeschlossen werden wenn = einmal vorkommt.
Dies ist die Bedeutung von D(p|lg) = oo in diesem Fall. Gilt umgekehrt jedoch fiir einen Punkt
q(z)dxr > 0 aber p(x)dr = 0 so kommt dieser Wert einfach in der Realitdt nicht vor, und es
ist nicht moglich das Model ¢(z) mit einer endlichen Anzahl an Wiederholungen mit Sicherheit
auszuschlieflen. Dem entsprechend bleibt der Beitrag zu D(pl|q) hier endlich.

Blackboard video

2.6 Transinformation

Fiir zwei Zufallsvariable z4 und zp mit der gemeinsamen Verteilungsfunktion p(z 4, z5) und den
marginalisierten oder Randverteilungen qa(za) = [dzpp(za,zp) und ¢p(zp) = [drap(za,zp)
kann man die Transinformation oder gegenseitige Information (Englisch mutual information) definieren
als die relative Entropie zwischen der gemeinsamen Verteilung und dem Produkt der marginal-
isierten Verteilungen,

I(A, B) = D(pllqaqs) = / deades p@a, 25) n(p(ea, 25)/0a (24)05 (25))-

Es gilt I(A,B) = I(B,A) und I(A, B) > 0 mit dem Gleichheitszeichen genau dann wenn x4 und
2 p unabhingig voneinander sind. Eine positive gegenseitige Information I(A, B) > 0 bedeutet dass
man aus der einen Zufallsvariable etwas iiber die andere lernen kann, die beiden also auf irgendeine
Art korreliert sind.

Blackboard video

LECTURE 05

2.7 von-Neumann Entropie und unitire Dynamik

Entropien lassen sich auch fiir Quantensysteme definieren. Anstatt auf Wahrscheinlichkeitsverteilun-
gen wie im klassischen Fall basieren diese Definitionen auf der Dichtematrix. Dies geht wesentlich
auf John von Neumann (1903 — 1957) zuriick.

Definition der von-Neumann Entropie

Wir betrachten einen quantenmechanischen Zustand (rein oder gemischt) der durch eine Dichtem-
atrix p beschrieben ist. Die zugehorige von-Neumann Entropie ist definiert als

S(p) = —Tr{plnp}.
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Man sollte den Logarithmus eines Operators oder einer Matrix dabei so verstehen dass man zunéchst
schreibt p = UAUT, mit einer unitdiren Matrix U (einem Basiswechsel), und einer Diagonalmatrix
A, deren Eintrége P; hier iibrigens reel sind und wie Wahrscheinlichkeiten im Interval 0 < P; <1
liegen. Es gilt dann per Definition In(p) = U In(A)UT, und fiir die Diagonalmatrix A ist In(A) wieder
eine Diagonalmatrix, in der jeder Eintrag durch seinen Logarithmus ersetzt wurde. Mit p = UAUT
und In(p) = UIn(A)UT erhalten wir also

S(p) = ~Tr {UAUTUIn(A)UT} = ~Tr{AIn(A)} = = ) P;InP;.

In der Diagonal-Basis wird die von-Neumann Entropie zur Shannon-Entropie!

Wir haben hier implizit ein diskretes Spektrum von Eigenwerten und entsprechenden Eigen-
zustanden |j) vorausgesetzt. Wiirde ndmlich das Spektrum der Eigenwerte kontinuierlich, P; —
p(z)dz, so wiirde die Entropie unendlich gro8, S(p) — — [ dz p(z)[lnp(z) + Indz] = cc.

Blackboard video

Eigenschaften der von-Neumann Entropie
Die von-Neumann Entropie hat folgende Eigenschaften die sie teilweise von der Shannon Entropie
erbt,

(i) Nichtnegativitat: Die von-Neumann Entropie ist nicht-negativ, S(p) > 0.

(ii) Minimum fir reine Zustinde: Das Minimum S(p) = 0 wird genau fiir reine Zustinde erreicht.
Dort hat p einen Eigenwert P; = 1 und alle anderen Eigenwerte verschwinden.

(iii) Mazimum: In einem endlich-dimensionalen Hilbertraum der Dimension N ist der Zustand
maximaler von-Neumann Entropy derjenige mit degenerierten Eigenwerten P; = 1/N. Die
Dichtematrix ist dann proportional zur Einheitsmatrix, p = 1/N.

(iv) Invarianz unter unitiren Transformationen: Die von-Neumann Entropie S(p) ist invariant
unter unitiren Transformationen p — UpUT. Dies ist direkt klar, da S(p) nur von den
Eigenwerten P; von p abhéngt und sich diese durch unitére Transformationen nicht &ndern.

Ahnlich wie die Shannon Informationentropie ist die von-Neumann Entropie ein Ma# fiir die vorhan-
dene bzw. fehlende (Quanten-)Information. Maximale Entropie hat ein Zustand mit minimaler
Information, und wenn die von-Neumann Entropie eines Zustands verschwindet, S(p) = 0, so ist
es ein reiner Zustand, p = [¢¥)(¢)|. Mehr Information iiber ein System kann es im Rahmen der
Quantenmechanik nicht geben.

Blackboard video

Erhaltung der von-Neumann Entropie fiir isolierte Systeme

Wir sollten uns nun etwas mit der Zeitentwicklung beschéftigen. Fiir reine quantenmechanische
Zustédnde kann man die Schrédingergleichung verwenden,

0
ihos 0(6) = HIw())
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Auf der rechten Seite ist H der Hamiltonoperator. Falls dieser nicht explizit von der Zeit abhéngt
kann man die Schrédingergleichung formal 16sen,

[W(t)) = Ut —to)|(to)),

mit dem unitdren Zeitentwicklungsoperator

U(t —to) = exp (—z(t_hto)H> .

Fiir die zeitabhédngige Dichtematrix

pt) = Z Ple; () (5 (1))

kénnen wir mit dem gleichen unitiaren Zeitentwicklungsoperator schreiben

p(t) = U(t — to)p(to)U(t — to)'.

Blackboard video

Man kann dies auch als formale Losung einer Differentialgleichung sehen, der von-Neumann
Gleichung,

i (1) = Hplt) — p()H = [H, p(1)}.

Die unitire Zeitentwicklung fiir isolierte Systeme hat eine interessante Konsequenz: Die von-
Neumann Entropie ist erhalten! Mit anderen Worten,

S(p(t) = S (Ut — to)pta)U(t — 1)) = S(p(to)).

Da die Entropie ein Mafl fiir fehlende Information ist kann man das auch verstehen als einen
globalen Erhaltungssatz fiir Quanteninformation. Fir ein isoliertes Quantensystem mit unitérer
Zeitentwicklung geht Quanteninformation weder verloren noch kommt neue Information dazu.

Blackboard video

Relative von-Neumann Entropie

Wir geben noch die Definition einer relativen Entropie in der Quantentheorie an, mit welcher sich
zwei Zustdnde, oder genauer gesagt zwei Dichtmatrizen p und o, vergleichen lassen,

S(pllo) = Tr{p[lnp — Ino]}.
Die Eigenschaften sind ganz &hnlich wie im klassischen Fall, insbesondere gilt S(p|loc) > 0 und

S(pllo) = 0 genau dann wenn p = o.

Blackboard video
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2.8 Verschriankungsentropie

Wir haben bereits zuvor einen reinen aber verschréankten Zustand fiir ein zusammengesetztes System
mit Untersystemen A und B betrachtet, p = |¥)(¥| mit

W) = cjlaj)|by)-
J
Die reduzierte Dichtematrix fiir Untersystem A ist hier

pa=Trp{p} = Zcf laj)(a|.

Man kann hier zwei Entropien definieren: das Gesamtsystem ist in einem reinen Zustand und
die zugehorige von-Neumann Entropie verschwindet, S(p) = 0. Fiir das Untersystem A ist die
reduzierte Dichtematrix allerdings gemischt,

S(pa) = —Tr{palnpa} = —Zc? lnc? > 0.

J

Fiir einen Produktzustand |¥) = |a)|b) wire genau ein Koeffizient ¢; = 1 und alle anderen wiirden
verschwinden. In diesem Fall wéire S(pa) = 0. Fiir einen verschrankten Zustand ist allerdings
S(pa) > 0. Aus diesem Grund bezeichnet man S(pa) als Verschrinkungsentropie. Etwas allge-
meiner kann S(pa) — S(p) nur positiv sein wenn es genug Verschriankung zwischen den Untersyste-
men A und B gibt.

Blackboard video

Beispiel zweier Spins im Produkt- oder Singletzustand

Betrachten wir nun zwei Spin-1/2 Systeme A und B, zunéichst in einem Produktzustand, etwa
@) = |ar)[by)-
Hier ergibt sich die reduzierte Dichtematrix fiir Untersystem A als
pa = Trp{|®)(®[} = Trp{lar)|b) (by[(ar]} = ar){ar].

Dies ist ein reiner Zustand, und somit verschwindet die Verschrankungsentropie,
S(pa)=—1In(1) =0.
Betrachten wir nun als zweites Beispiel einen Spin-Singlet Zustand,
) = —larlby) — —=laglbs)
= —la — —la .
\/i /1% \/? L7101

Dies ist auf globaler Ebene noch immer ein reiner Zustand, und die globale von-Neumann Entropie
verschwindet, S(|]¥)(¥|) = 0. Die reduzierte Dichtematrix fiir Untersystem A ist hier

pa =Trp{|¥)(¥[}
:%TYB{|GT>|b¢><b¢|<aT| — lat)[by) (br[{ay] — a))[br){by [{ar] + [ay)|br)(brl(ay [}

1 1 1
:§|aT><a¢| + §|a¢><a¢\ =51
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Die zugehorige von-Neumann Entropie, hier die Verschrankungsentropie, ist dann
1
S(pa) =—2x 5111(1/2) =In2.

Dies entspricht hier einem maximal verschriankten Paar zweier qubits.

Blackboard video

2.9 Quanten-Transinformation

Fiir ein zusammengesetztes Quantensystem kann man auch wieder eine Transinformation oder
gegenseitige Information (Englisch quantum mutual information) definieren. Dazu bildet man die
relative Entropy zwischen der Dichtematrix fiir das Gesamtsystem p und dem Tensorprodukt der
reduzierten Dichtematrizen ps = Trp{p} und pp = Tra{p},

I(A, B) = S(pllpa ® p) = Tr{p[In(p) — In(pa ® p5)|}-

Es git wie im klassischen Fall I(A, B) > 0 mit dem Gleichheitszeichen genau dann wenn p bereits
ein Produktzustand ist. Eine positive Quanten-Transinformation bedeutet dass klassische Korrela-
tionen oder sogar Verschrankung zwischen den beiden Teilsystemen A und B vorliegt.

Blackboard video

LECTURE 06

2.10 Klassische Verteilungsfunktion im Phasenraum, Liouville-Gleichung, Gibbs-Entropie

Neben der Quantentheorie sollten wir uns auch iiberlegen wie das Konzept der Entropie in der
klassischen Physik eingesetzt werden kann.

Phasenraum und Wahrscheinlichkeitsdichte

In der klassischen, deterministischen Physik ist ein Zustand durch einen Punkt im Phasenraum
beschrieben, etwa durch die 6 Zahlen (q,p) fiir ein einzelnes Teilchen, das sich im Raum be-
wegt. Fiir mehr Freiheitsgrade, etwa fiir N Teilchen, wird die Dimension des Phasenraums mit 6 N
entsprechend grofler, aber konzeptionell &ndert sich nichts Wesentliches. Die Bewegungsgleichungen
sind, etwa in der Hamilton’schen Mechanik, gegen durch

d 0 d 0
U= @H(q, P), P = _T%H(q’ p).

Zusammen mit einer Anfangsbedingung in der Form eines Phasenraumpunktes (qo, pg) bei t = to
wird dadurch eine Trajektorie eindeutig festgelegt.

Wenn nun die Anfangsbedingungen nicht genau bekannt sind, kann man mit einer Wahrschein-
lichkeitsverteilung im Phasenraum arbeiten. Die Wahrscheinlichkeit zu einem Zeitpunkt ¢ das
System im Phasenraumvolumen d*" ¢d®*~p um den Punkt (q, p) zu haben ist dann

3N 3N
4P = Q(t.q.p) 12
const

mit der Phasenraumdichte Q(¢,q,p). Letztere ist wie jede Wahrscheinlichkeitsverteilung nicht-
negativ, Q(t,q,p) > 0.

)
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Blackboard video

Normierung im Phasenraum

Wir sollten uns noch Gedanken zu einer sinnvollen Normierung des Phasenraumvolumens machen.
Formal kann man einen beliebigen positiven Faktor aus dem Integrationselement d” qd" p/const
in die Verteilungsfunktion ) absorbieren oder umgekehrt. Erwartungswerte dndern sich dadurch
nicht.

Bei einer Analyse der Dimensionen féllt auf dass dgdp die Dimensionen einer Wirkung hat. Um
die Verteilungsfunktion Q(¢,q, p) dimensionslos zu machen bietet es sich daher an das dimension-

slose Phasenraumelement als
d3N q d3N P

h3NN! 7
zu wihlen. Hierbei ist h = 6,626070015 x 1073*Js das Planck’sche Wirkungsquantum. Diese
Normierung ist natiirlich im Rahmen der klassischen Mechanik nicht abzuleiten, aber sie ist so
gewiahlt, dass sich der Ubergang zwischen Quantenmechanik und klassischer Mechanik méglichst
direkt ergibt.

Fiir ein einzelnes Teilchen kann man sich heuristisch vorstellen dass jeder mikroskopische quan-
tenmechanische Zustand im Phasenraum ein Volumen der Gréfie h3 besetzt. Dass dieses Volumen
nicht beliebig klein werden kann, ist aus der Unschéarferelation AgAp 2 h klar.

Der Faktor im Zahler N! wird benétigt, wenn wir es mit N Teilchen zu tun haben, die quan-
tenmechanisch ununterscheidbar sind.

Die Normierungsbedingung fiir Phasenraumdichte ergibt sich somit zu

dSquBNp
/W Q(t,q,p) = 1.

Blackboard video

Liouville-Gleichung

Mit Hilfe der Phasenraumdichte und der Phasenraumgeschwindigkeit v = (g, p) kann man einen
Erhaltungssatz schreiben,

Q+Z{ -[Q4;] + ‘Zj[@pj]} =0

Intuitiv besagt dieser dass Trajektorien im Phasenraum nicht einfach verschwinden oder neu entste-
hen konnen. Dies ist ganz analog zur differentiellen Form der Teilchenzahlerhaltung,

0

an(t, x) + V [n(t,x)v(t,x)] =0,

mit der Teilchendichte n(¢,x) und der Teilchenstromdichte n(t,x)v(t, x).
Man kann hier nutzen dass

Z{a%Jr@Pj} _ 2{32H(q,p) B 32H(q,p)} 0
S dq;  Op; ; 0q;0p; 9p;04q;
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Damit wird der Erhaltungssatz zur Liouville-Gleichung,

oQ Q 0H 0Q OH 0Q
Q+Z{% Lt = 5t S e e
J

Man kann dies auch als einen Erhaltungssatz fiir die Phasenraumdichte entlang der Trajektorien
(a(t), p(t)) sehen, und zwar

d 9Q
4 Q(t.alt). p Q+Z{ 2 i} =0

Die Evolution im Phasenraum sortiert die Phasenraumdichte zwar um, in dem Sinne dass sich
die Koordinaten jeweils auf neue Koordinaten abbilden, aber so, dass sich die Dichten entlang der
Trajektorien eben nicht &ndern.

Blackboard video

Definition der Gibbs-Entropie

Basierend auf der Phasenraumdichte kann man in der klassischen Physik eine differentielle Entropie
definieren, auch bekannt als Gibbs-Entropie (nach Josiah Willard Gibbs (1839 — 1903))

dSquSNp
SG(t) = _/ B3N NI Q(t,qa p) an(tvqa p)
Wenn man in SI Einheiten arbeiten mochte, muss noch ein multiplikativer Faktor kg eingefiihrt
werden.

Es ist interessant zu studieren, was passiert, wenn wir die Definition der Phasenraumdichte um
einen multiplikativen Faktor dndern, @ — @ = @/c. Dann ergibt sich

dSN dSN _ B
*/#CQ(t,q,p)an(t,q,p)

3N 13N
- / %Q (t.q,p) InQ(t,q,p) — In(c)]
= Sc(t) + In(c).

Mit anderen Worten ist aus rein klassischer Sicht die Entropie immer nur bis auf eine additive
Konstante definiert! Zudem kann im Prinzip die oben definierte Entropie rein klassisch gesehen
auch negativ werden, da Q(t,q, p) zunichst nicht nach oben beschrinkt ist.

Wenn man die Phasenraumdichte Q(t, q, p) quantenmechanisch sinnvoll als die Husimi-@Q Funk-
tion definiert, wird die zugehorige Entropie zur Wehrl-Entropy Sy, und diese ist durch die von-
Neumann Entropie nach unten beschrankt, Sw > S(p) > 0.

Blackboard video
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Erhaltung der Gibbs-Entropie

Ahnlich wie die von-Neumann Entropie durch unitire Quantendynamik erhalten ist gilt dies auch
fiir die Gibbs Entropie bei einer deterministischen Zeitentwicklung im Rahmen der klassischen
Mechanik. Die Zeitableitung von S (t) ist
dSN quN D

d
aoe® =~ | —ann

{an(t,q7 pP)— 0 Q(t,q,p) + %Q(ta% P)]

ot

Der zweite Term, den wir nicht ausgeschrieben haben, ist die Zeitableitung der Normierungsbedin-
gung und muss daher verschwinden. Mit der Liouville-Gleichung ergibt sich

J [ dN g . 0Q(t,q,p) . 9Q(t,q,p)
%SG(t) = /W an(tv(L p) ZJ: {Qj aqj + Dj Bpj } '

Hier kann man beziiglich ¢; und p; jeweils partiell integrieren. Die Randterme verschwinden unter
der Annahme, dass QIn Q fiir grofle q oder p schnell genug verschwindet. Es bleiben somit

d B d3Nqd*Np 04, (“)p]
%=~ [ Gt et apmatan {52+ ol

d*Ngd3Np aQ ,q, ) . 9Q(t,q,p)
*/ B3N N Z{ TP Op; }

Die erste Zeile verschwindet da, wie bereits oben gezeigt, 9¢;/0q; + 0p;/0p; = 0. Die zweite Zeile
lasst sich mit Hilfe der Liouville-Gleichung ebenfalls als Zeitableitung der Normierungsbedingung
schreiben, und muss daher ebenfalls verschwinden. Es folgt also dSg(t)/dt = 0, oder mit anderen
Worten, die globale Erhaltung der Gibbs Entropie.

Blackboard video

2.11 Mikro- und Makrozustinde, klassisch und quantentheoretisch, vorhandene In-
formation

An diesem Punkt sollten wir uns ein paar Gedanken machen, welche Information eigentlich in der
Praxis zugénglich sind. In der klassischen Physik ist es unmoglich die Positionen und Impulse von
ungefihr N ~ 1023 Teilchen zu einem Zeitpunkt zu messen, und damit einen Punkt im Phasen-
raum festzulegen. Stattdessen ist in der Praxis nur makroskopische Information, etwa tiber Dichte,
Energiedichte, Impulsdichte oder Ahnliches bekannt.

Ahnlich ist es in der Quantenmechanik. Es fiir makroskopische Systeme nicht moglich den
genauen mikroskopischen Quantenzustand festzulegen, davon abgesehen dass dieser durch eine Mes-
sung auch verdndert wiirde. Man kann auch die meisten Quantensysteme gar nicht komplett von
ihrer Umgebung isolieren. Bekannt sind typischerweise wieder nur makroskopische Grofien.

Man bezeichnet in diesem Zusammenhang als

o Mikrozustand: Einen einzelnen Zustand im Rahmen der mikroskopischen Beschreibung, also
etwa einen reinen Zustand fiir ein abgeschlossenes System in der Quantenmechanik oder einen
einzelnen Punkt im Phasenraum in einer klassischen Beschreibung.

o Makrozustand: Einen Zustand der durch makroskopische Variablen charakterisiert wird. Da
meist viele Mikrozusténde mit der makroskopischen Information vereinbar sind, bedeutet dies
in der Quantenmechanik oft eine gemischte Dichtematrix oder in der klassischen Physik eine
statistische Superposition vieler Mikrozusténde, beschrieben durch eine passende Verteilung
im Phasenraum.
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Mikrozustéande sind also reine Zustédnde mit vollstdndiger Information (soweit mit den Regeln der
Quantenmechanik vereinbar), hingegen sind Makrozustinde normalerweise gemischte Zusténde.

Eine Ausnahme hiervon sind Grundzustiande, also Zustidnde makroskopischer Quantensysteme
ohne Anregungsenergie. Der Zustand kleinster Energie ist oft ein eindeutiger Quantenzustand, und
somit sind dies dann reine Zustande.

Blackboard video

2.12 Zweiter Hauptsatz
Rolle der Entropie fiir die Thermodynamik

Wie wir sehen werden spielt die Entropie fir die konzeptionelle Entwicklung der Quantenmechanik
eine sehr wichtige Rolle. Entropie und somit Information sind der Ausgangspunkt fiir den gesamten
theoretischen Aufbau.

Zweiter Hauptsatz

An dieser Stelle konnen wir den zweiten Hauptsatz der Thermodynamik vorwegnehmen. Er besagt
im Wesentlichen dass die Entropie niemals abnimmt,

d
—S5 > 0.
dtS_O

Fiir reversible thermodynamische Prozesse, die sehr langsam ablaufen, gilt hier formal das Gleich-
heitszeichen. Dies ist allerdings eine Idealisierung, und in der Praxis sind Prozesse irreversibel, und
die Entropie nimmt mit der Zeit zu,

d
—5>0.
dt
Aus informationstheoretischer Sicht bedeutet dies: die global vorhandene Information iiber
einen Zustand nimmt niemals zu, und fiir irreversibel ablaufende Prozesse nimmt sie ab.

Fiir den zweiten Hauptsatz gibt es eine {iberwéltigende empirische Evidenz, und er kann nicht
umgangen werden. Wir werden ihn noch in verschiedenen Varianten ausfiihrlicher diskutieren.

Blackboard video

Zunahme versus Erhaltung der Entropie

Es ergibt sich hier ein gewisser Widerspruch: wie wir gesehen haben kann man sowohl in der
Quantenmechanik (fiir die von-Neumann Entropie) wie in der klassischen Mechanik (fiir die Gibbs
Entropie) zeigen, dass die global definierte Entropie zeitunabhingig, also erhalten ist!

Wie wird dieser Widerspruch aufgelost? Dies ist im Einzelfall, also fiir spezifische Situationen,
keine ganz einfache Frage und teilweise noch Gegenstand aktueller Forschung.

In der klassischen Physik ist es im Wesentlichen der Unterschied zwischen Mikrozustdnden
und Makrozustdnden, oder zwischen mikroskopischer und makroskopischer Information, der sich
hier manifestiert. Information kann sozusagen von der makroskopischen in eine mikroskopische
Domaine abwandern und ist dann praktisch nicht mehr zugénglich.

In der Quantenphysik kann Entropie fiir Untersysteme auch durch Verschriankung entstehen.
Diese Art der Entropie kann zunehmen, wenn die Verschriankung mit der Zeit durch Wechselwirkun-
gen zwischen den Untersystemen zunimmt.
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Wihrend man in der klassischen Physik makroskopische Systeme mit sehr vielen Freiheitsgraden
benétigt, um den Widerspruch aufzulésen, kénnte es sein dass Verschrankung in der Quantenphysik
auch fiir kleinere Systeme schon eine Begriindung der Thermodynamik im Rahmen der Quanten-
informationstheorie liefern kann.

Man sollte auch beriicksichtigen, dass man es in der Praxis meist nicht mit vollkommen isolierten
Quantensystemen zu tun hat. Quanteninformation kann durch Wechselwirkung mit einer Umge-
bung lokal verloren gehen, und die Entropie entsprechend anwachsen.
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3 Erhaltungssitze

Fiir den konzeptionellen Aufbau der Thermodynamik gibt es neben der Wahrscheinlichkeitstheorie
bzw. der Entropie noch einen weiteren sehr wichtigen Baustein, und das sind Erhaltungsséitze.

In diesem Kapitel widmen wir uns der theoretischen Grundlage und der Herleitung von Er-
haltungssdtzen. Interessanterweise folgen diese iiber das Noether-Theorem aus kontinuierlichen
Symmetrien. Symmetrien sind in der Physik insgesamt sehr wichtig und haben weitreichende Kon-
sequenzen. Fiir die Thermodynamik spielen Erhaltungssétze eine sehr grofie Rolle da sie sowohl im
mikroskopischen Bereich wie in der makroskopischen Beschreibung giiltig sind, was wiederum die
Dynamik zu grofien Teilen bestimmt.

3.1 Noether-Theorem in der klassischen Mechanik aus dem Variationsprinzip

Klassische Teilchen mit Wechselwirkung

Wir starten von der Wirkung fiir NV klassische Punktteilchen mit einem Zwei-Teilchen-Wechselwirk-
ungspotential,

b T om 5 1 N

S = j dt ngj(t) -5 Z V(x;(t) — x5 (1))
i j=1 7,k=1
J#k

Varianten dieser Theorie kénnen viele wechselwirkende Gase, Fliissigleiten oder sogar Festkorper
beschreiben. Typischerweise hat V(Ax) einen kurzreichweitigen abstoBenden Anteil, und einen
langreichweitigen anziehenden Anteil. Die Bewegungsgleichungen folgen aus dem Variationsprinzip,

te N N
55 = — / S o (1) | miy (1) + 3 WV (1) — xk(1)) | =0,
als
N
mk;(t) + > VV(x;(t) — xx(t)) = 0.
k=1
k#j

Wie iiblich haben wir hier angenommen dass die Variation am Anfangs- und Endzeitpunkt ver-
schwindet, dx(t;) = 0x(tr) = 0.

Blackboard video

Translationen in Raum

Wir diskutieren nun Translationen im Raum,

Xj (t) — Xj (t) 4+ a.
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Dies ist fiir zeitunabhéngiges a eine kontinuierliche Symmetrie der Wirkung, S — S. Nach einem
Theorem von Amalie Emmy Noether (1882 — 1935) folgt aus einer solchen Symmetrie ein Erhal-
tungssatz. Um ihn zu finden machen wir a infinitesimal und zeitabhéngig. Wir finden dann zu
linearer Ordnung in da(t)

i N te d N
58 = /t dt da(t) ;mxj(t) _ /t dt 5alt) % ;mxj(t)

Aufgrund der Symmetrie fiir konstantes da tritt hier in der ersten Gleichung die Zeitableitung von
da(t) auf. In der zweiten Gleichung haben wir einmal partiell integriert und angenommen dass
da(t;) = da(ty) = 0.

Aus dem Variationsprinzip §.5 = 0 folgt nun der Erhaltungssatz fiir den Impuls

d N
j=1

Mit anderen Worten, die Translationssymmetrie im Ort (“kein Ort is ausgezeichnet”) impliziert nach
Noethers Theorem die Impulserhaltung! Daraus folgt auch: Wiirde man die Translationssymmetrie
brechen, etwa durch ein dufleres ortsabhéngiges Potential, so wére auch der Impuls nicht mehr
erhalten.

Blackboard video

Translationen in der Zeit

Auf dhnliche Art kann man (infinitesimale) Translationen in der Zeit studieren,
x;(t) = x;(t — 6b) = x;(t) — 0bx(t).

Wir nutzen wieder den Trick, die infinitesimale Transformation zeitabhéngig zu machen 6b(¢). Wir
finden

t d . N
_ o (+)2
68 = [ dt § —0b(t) - L — 6b(t) ;mx] OHBRE

mit Lagrangefunktion L. Fir zeitunabhéingiges 0b(t) ist dies nur ein Randterm. Man kann jetzt
wieder partiell integrieren und findet fiir db(t;) = 0b(tr) =0,

te d N ) 173 d
= |-L < = i
58 /t dt db(t) - +;mx](t) /t dt db(t) -

i

Das Variationsprinzip 65 = 0 fiihrt somit zur Energieerhaltung,

d d | m 1 Y
P = — X 2 — 3 — =
= Z %1 + 5 ‘Z V(x,(t) — xx(t))| = 0.
j=1 J7‘];§:k;1
J

Die Energieerhaltung ist also eine direkte Konsequenz der zeitlichen Translationssymmetrie!

Blackboard video
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3.2 Eichsymmetrien und Erhaltungssitze
Wirkung fiir geladene Teilchen im elektromagnetischen Feld

Betrachten wir nun eine Wirkung fiir V geladene Teilchen mit den Positionen x,(¢) und den Ladun-

gen q]7
S — /
ti

i

te N m
d Z‘: {55‘1 (t)* — q;®(t, x; (1)) + ;A (t, x;(t)) )'c(t)} .

Die geladenen Teilchen bewegen sich in einem elektromagnetische Feld, beschrieben durch das
elektrische Potential ®(¢,x) und das Vektorpotential A(¢,x). Bekanntermafien bestimmen diese
Potentiale das elektrische Feld

E(t,x) = —V(t,x) — %A(t,x),

und das magnetische Feld
B(t,x) =V x A(t,x).

Man koénnte auch die Dynamik dieser Felder durch eine Wirkung im Formalismus der klassischen
Feldtheorie beschreiben, aber fiir unsere Zwecke ist es hier ausreichend sie als externe, vorgegebene
Felder zu sehen.

Blackboard video

Eichtransformationen

Wir betrachten nun eine sogenannte Eichtransformation
0

O(t,x) = D(t,x) — §g0(t,x),

A(t,x) = A(t,x) + Vp(t,x).

Man kann leicht zeigen, dass sich die Felder E(¢,x) und B(¢,x) dabei nicht d&ndern. Aber auch die
Wirkung fiir die geladenen Teilchen dndert sich nur um einen Randterm,

te N
AS :/t. dthj [aatw(t,xj(t)) + %, (1) Ve(t,x;(t))

te N d
= [ @Y o gt o).
o

i

Damit beeinflusst eine Eichtransformation die Bewegungsgleichungen nicht.

Eichsymmetrie und loker Erhaltungssatz

Wir schauen uns nun an was passiert, wenn wir das skalare Potential und das Vektorpotential in
der Wirkung variieren. Allgemein kann man schreiben

ss= [ / P {—5D(t,%)T (1, %) + SA(t,x)I (£, %)}

Dies definiert die elektrische Ladungsdichte J(¢,x) und die elektrische Stromdichte J(¢,x). Nun
setzen wir hier eine infinitesimale Eichtransformation ein,

0d(t,x) = —%5¢(t,x), 0A(t,x) = Vip(t,x).
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Nach partieller Integration ergibt sich wenn dp(t,x) jeweils am Rand des Integrationsbereichs ver-
schwindet

te
05 :/ dt/dgx do(t, x) [gtJ(t,x) + VI(t,x)
ti

Das Variationsprinzip 6.5 = 0 fithrt uns hier auf den lokalen Erhaltungssatz
0
aJ(t,x) + VI(t,x) = 0.

Intuitiv sagt diese Relation dass sich die Ladung in einem beliebigen Volumen nur &ndert wenn
iiber die rdumlichen Rénder ein Strom hinein oder heraus fliefit.

Blackboard video

Ladungsdichte und Ladungsstromdichte

Wir berechnen jetzt noch einen konkreten Ausdruck fiir die elektrische Ladungsdichte und die
Stromdichte. Variation der Potentiale in der Wirkung ergibt

te N
55 = [t [ 537 {=500.3) 46y = x,(0) + 6AY) a5, (06D 5 = x,(0)}

Daraus kann man die elektrische Ladungsdichte
N
T(ty) =Y 4,09 (y —x;(t),
j=1
sowie die elektrische Stromdichte
N
I(ty) = q%;(t) 6P (y — x;(1)),
j=1

ablesen. Wie erwartet sind in der klassischen Theorie sind die Ladungen punktférmig an den
Positionen x;(t) verteilt.

Blackboard video

Vom lokalen zum globalen Erhaltungssatz

Man kann den lokalen Erhaltungssatz einfach iiber ein Volumen integrieren. Die Ladung in einem
Volumen V ist

Q(t):/vd?’mJ(t,x).

Die Zeitableitung davon kann man umschreiben,
9@@) = /d?’ng(t X) = —/d%VJ(t X)
ot ot~ ’

= —/ d*zn(x) J(t,x).
A=0V
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Im zweiten Schritt haben wir den lokalen Erhaltungssatz eingesetzt, und im letzten Schritt das
Integral {iber die Divergenz mit dem Gauss’schen Satz in ein Oberflachenintegral iiberfiithrt. Wenn
nun die Stromdichte auf der Oberfliche verschwindet, etwa weil die Ladungen isoliert sind, ergibt
sich in der Tat die globale Ladungserhaltung

d

—Q(t) =0.

~au)
Blackboard video

Ladungs- und Teilchenzahlerhaltung

Wir haben gesehen dass, die Ladungserhaltung eine direkte Konsequenz der elektromagnetischen
Eichsymmetrie ist. Man kann verschiedenste Ladungs- und Teilchenzahlerhaltungssétze letztlich sus
diesem Prinzip begriinden. Dies funktioniert in der klassischen Mechanik, der Quantenmechanik
sowie in der Quantenfeldtheorie. Nicht immer koppelt der erhaltene Ladungsstrom tatsédchlich an
ein physikalisches Eichfeld wie im Falle der elektromagnetischen Ladung. Manchmal fithrt man
ein Eichfeld nur als eine Hilfskonstruktion ein, um eine vorhandene (globale) Symmetrie und ihre
Konsequenzen besser beschreiben zu kénnen. Dies ist vergleichbar zu dem zuvor beschriebenen
Rechentrick, eine globale Transformation als Zwischenschritt lokal zu machen.

In der nichtrelativistischen Physik ohne radioaktive Zerfille ist etwa die Anzahl der Atome oder
die Anzahl der Elektronen erhalten. In der Quantenelektrodynamik wird daraus ein Erhaltungssatz
fiir die Anzahl der Elektronen minus der Anzahl an Positronen, und noch allgemeiner, im Rahmen
der elektroschwachen Theorie ein Erhaltungssatz fiir die Anzahl der Leptonen und der Baryonen,
bzw. wenn man es ganz genau nimmt, der Leptonenzahl minus der Baryonenzahl.

3.3 Symmetrien und Erhaltungssitze in der der Quantenmechanik

In der Quantenmechanik ist der Erwartungswert einer Grofe, die zu einem Operator A(t) korre-
spondiert, gegeben durch

A(t) = Te{A(®)p(t)}.
Die Zeitableitung ergibt
4 A0 = Tr{AWp() + A1)

= TR{A(t) (1) + ) [H, p(0)]}.

i
Im zweiten Schritt haben wir hier die von-Neumann-Gleichung fiir die Zeitentwicklung der Dichtem-
atrix eingesetzt. Der erste Term tragt nur bei, wenn der Operator A selbst explizit von der Zeit
abhangt. Wir nehmen jetzt an, dass dies nicht der Fall ist. Im zweiten Teil kann man etwas
umsortieren,

CA(t) = T AHp(r) — Ap()H} = - Tr{AHp(r) ~ HAp(1)}

= - Te{[4, H]o(0).

Eine Grofle A hat also einen zeitunabhingigen Erwartungswert, das heisst sie ist erhalten, wenn
A mit dem Hamiltonoperator H kommutiert, [4, H] = 0. In diesem Fall kann man A auch als
Generator einer Symmetrietransformation auffassen.

Blackboard video
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3.4 Erhaltungssitze fiir Mikro- und Makrozustéinde

Erhaltungssétze wie fir die Energie

d

—FE =0

dt ’
die Ladung

d

20=0

dtQ ;
oder eine Teilchenzahl J

—N=0

dt ’

sind fiir jeden Mikrozustand giiltig. Dies gilt in der klassischen Mechanik, aber auch in der Quan-
tenmechanik, in dem Sinne, dass etwa die Erwartungswerte,

Ej(t) = (i (D) H|1; (1)) = Te{H[;(£)) (5 (D)1},

fir jeden Mikrozustand [¢,(t)) zeitlich konstant sind, dE;(t)/dt = 0. Damit ist aber auch fiir einen
Makrozustand mit der Dichtematrix

pt) = Z Ple; (1)) (5 (1)

der Erwartungswert erhalten,

%E(t) - %Tr{Hp(t)} = % zj: P;E;(t) = 0.

Analog gilt dies auch fiir Ladungs- und Teilchenzahlerhaltung. Mit anderen Worten, die Erhal-
tungssitze gelten gleichermaflen fiir Mikro- wie fiir Makrozustdnde. Das macht sie besonders
wichtig.

Blackboard video

3.5 Energieerhaltung und Erster Hauptsatz

Im Bereich der Thermodynamik hat die Energieerhaltung fiir makroskopische Zusténde eine beson-
dere Bedeutung und ist als erster Hauptsatz bekannt:

Die Energie kann durch thermodynamische Prozesse ihre Form &ndern, ist aber insge-
samt erhalten.

Wir werden noch verschiedene Konsequenzen daraus diskutieren. Wie wir durch Noethers Theorem

wissen ist die Energieerhaltung eine direkte Konsequenz der Translationssymmetrie in der Zeit.

Blackboard video
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LECTURE 08

4 Mikrokanonische Gesamtheit

4.1 Mikrokanonische Verteilungsfunktion klassisch

Wir betrachten zunéchst ein klassisches System mit vorgegebener Teilchenzahl N in einem Volumen
V. Die Energie H(p,q) soll im Bereich zwischen £ — A und E liegen. Aus technischen Griinden
miissen wir eine kleine Breite der Energieverteilung einfiihren, kénnen uns aber etwa A ~ E/N
vorstellen. Das Prinzip der maximalen Entropie fithr dann zu einer Gleichverteilung im Phasenraum,

Qo E-A<H(qp)<E

0 sonst

ch(qa p) = {

Genauer gesagt hat die Verteilungsfunktion Qu.(q, p) unter allen Verteilungen Q(q,p) bei denen
die Energie nur im Interval E — A < H(p,q) < E liegt, die maximale Entropie. Zum Beweis
betrachten wir die relative Gibbs-Entropie

dBquSNp
S6(QlQme) = [ St Qla ) (. P)/Que(a.P))
= —Sc(Q) — In(Qo)
= _SG(Q) + SG(QD’IC) > 0.
Die Umformungen sind moglich da Qn.(q, p) tiberall konstant ist wo Q(q, p) von Null verschieden

ist. Im letzten Schritt haben wir genutzt dass Sg(Q||@Qmc) wie jede relative Entropie nicht-negativ
ist. Es folgt also wie behauptet Sg(Qmc) > S (Q).

Blackboard video

Normierung und Gibbs-Entropie fiir Energieschale

Der Wert von @ ist natiirlich durch die Normierungsbedingung fixiert. Um ihn zu berech-
nen definieren wir zunéchst das normierte Volumen im Phasenraum von Zustdnden mit Energie

H(q,p) < E, .
d*Vqd™p
ABNY) = [ telE - Hia.p),

@(x):{l x>0

0 z<0’

wobei

die Heavyside’sche Thetafunktion ist. Damit gilt dann fiir den konstanten Wert Qg auf der Energi-

eschale
1

@o = Q(E,N,V)—QE-A,N, V)

Die Gibbs-Entropie ergibt sich zu

BN ad3N BN ad3N
S6(Que) == [ i Quel@ P)(@ne(a,p)) =~ [ A" Quela ) 1(@0)

=In(QE,N,V) - Q(E - A,N,V)).
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Dies kann man auch verstehen als Logarithmus der Anzahl an Mikrozustdnden die zu dem Makrozu-
stand mit vorgegeben Werten fir die Teilchenzahl N im Volumen V und mit Energie im Interval
(F—AE).

Fiir kleines A kann man Q(E, N, V) —Q(E — A, N, V) auch verstehen als die Gréfie der Ober-
fliche im Phasenraum mit der Energie E mal einer kleinen Breite die durch A parametrisiert wird.
Man kann fiir kleine A entwickeln

OO (E,N,V)

Q(E,N - QE-AN R~ A.
( ) 7V) ( ) 7V) 8E
Die Gibbs-Entropie wird
OQ(E,N,V)
SG(QI‘HC) n ( aE )

Wir sehen hier auch dass eine multiplikative Anderung, A — cA, die Entropie um eine additive
Konstante dndert, Sg(Qme) — Sc(Qme) + In(c). Als eine differentielle Entropie ist die Gibbs-
Entropie in der klassischen Theorie nur bis auf eine solche additive Konstante wohl definiert.

Blackboard video

Energieoberfliche im Phasenraum

Man kann auch die Energie strikt auf einen Wert fixieren, H(q,p) = E. Dazu schreiben wir
zunéchst die bereits gefundene Verteilung fiir A > 0 in der Form

A L EFE-A<H(qp)<E
ch(qa p) = { A ( )

X
Q(E,N,V)—Q(E—A,N,V) 0 sonst,

und diskutieren den Limes A — 0. Der erste Term wird dann zum Inversen einer Ableitung, der
zweite zur Dirac’schen Deltafunktion. Wir bekommen also

O0E, N,V

Quetam) = (2EN) g p) - ),

Hier ist die mikroskopische Verteilungsfunktion konstant auf der Phasenraumoberfliche konstanter
Energie.

Blackboard video

Energievolumen im Phasenraum
Schliesslich untersuchen wir noch die Variante einer obereren Schranke an die Energie H(q,p) < F.
Hier ergibt sich die Verteilungsfunktion direkt als

1

Qmec(a,p) = QBN

O(E — H(q,p)),
und die Gibbs-Entropie ist
Sc(Qme) = In(QE, N, V)).

Blackboard video
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4.2 Oberflache versus Volumen im Phasenraum

Je nachdem wie man die Energie genau fixiert ergeben sich verschiedene Werte der Gibbs-Entropie.
Fiir die Energieschale E — A < H < E, die Energieoberfliche H = E, und das Volumen H < F
haben wir fiir Sg die drei Ausdriicke

In(QE,N, V) - Q(E - A,N,V)), In (WA) , In(Q(E, N, V)),
gefunden. Tatsédchlich sind alle drei Ausdriicke im thermodynamischen Limes sehr vieler Freiheits-
grade N equivalent. Dies liebt daran dass Q(F, N,V) sehr stark mit E anwéchst, typischerweise
Q(E,N,V) ~ E*N_ wobei a eine Zahl der Gréfienordnung eins und N die Zahl der Freiheits-
grade etwa von der GroBenordnung 10?2 ist. Damit ist Q(E, N, V) immer sehr viel grofler als
Q(E — A, N,V) und es gibt praktisch keinen Unterschied zwischen dem Volumen der Energieschale
und dem Volumen der Energiekugel. Man kann sagen: Fast alle Zustinde in der der Phasen-
raumkugel H(q,p) < E befinden sich an der Oberfliche.

Auflerdem gilt mit den Gesetzen grofier Zahlen

. (8Q(E, N,V)

- A) —In (O‘JI\;AQ(E,N, V)) ~In(QE,N,V)),

Somit besteht praktisch kein Unterschied zwischen den drei Beschreibungen.

Blackboard video

4.3 Klassisches einatomiges ideales Gas
Phasenraumvolumen und Entropie

Als ein Beispiel betrachten wir nun ein klassisches, einatomiges ideals, also wechselwirkungsfreies
Gas in einem Volumen V. Der Hamiltonian ist

H(q,p)ZZ%

2
J
m
Jj=1
Unser erstes Ziel ist die Berechnung des Phasenraumvolumens,

dSquSNp VN 3N N 9
Q(E,N,V)z/W@(E—H(OLP)): thN,/d PO (2mE 3 p

Jj=1

Die Impulsintegration geht iiber ein Volumen in der Form einer 3N-dimensionalen Kugel mit dem
Radius v2mE. Man kann das Integral in verallgemeinerten Kugelkoordinaten ausfithren,

3N-1 _ Q3N(2mE)3N/2

3N ’

V2mE
/ dpp

N
/d3Np® 2mE — Y p? | =y
0

j=1

wobei Qg4 die Oberfliche der Einheitskugel in d Dimensionen ist.

Blackboard video
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Einheitsvolumen in d Dimensionen

Um eine Formel fiir 24 abzuleiten fithren wir ein d-dimensionales Gaussintegral auf zwei Arten aus,
zunéchst in kartesischen Koordinaten, dann in Polarkoordinaten,

e Q e Q
dize™™ =792 = Q, drz?le ™ = =4 dtts et = —dF(d/2).
0 2 Jo 2

Das fiihrt auf die Formel
omd/? 2md/2

0= T T

Hierbei ist I'(z) die Euler’sche Gamma Function, mit den Eigenschaften I'(z + 1) = 2I'(z) for
Re(z) > 0 und

(2n)!
nl4m v

fiir nicht-negative ganze Zahlen n. Damit ergeben sich in der Tat die bekannten Spezialfille

I'(n+1) =nl, Fn+1/2) =
91:2, 92:27'(, 93:47T, 942271'2.

Blackboard video

Phasenraumvolumen und Entropie

Zusammengefasst finden wir fir das klassische ideale Gas das normierte Phasenraumvolumen

(27rm)3/? N
B N vy~ LN @mEPEVE |G ey
(B, N.V) = 3NR3N N B (3N/2)IN!

Die Entropie folgt daraus direkt als
S(E,N,V)=5c(Qmc) = In(QE,N,V))

=N (WEWV) —In((3N/2)!) — In(N).

Fir mache Zwecke ist es giinstig die letzten beiden Logarithmen mit der bereits bekannten Stir-
lingformel

In(N!) ~ NIn(N) — N + %m(sz) + O(1/N),

abzuschétzen. Nach etwas Algebra ergibt sich dann zu fithrende Ordnung fiir grofie N

S(E, N, 1/)z\f1n((27”“)3/2 e*/? E3/2V>

h3 (3/2)3/2 N5/2

Blackboard video
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Einteilchenverteilung

Wir kennen jetzt die mikrokanonische Phasenraumverteilung fiir N Teilchen,

Q(q,p) =e *FNVIO(E — H(q,p)),
mit dem Phasenraumvolumen

d3qu3N

b
SENY) = (BN, V) = / NNy OF — H(q,p)).

Ein schone Frage die wir jetzt beantworten koénnen ist: was ist die marginalisierte Wahrschein-
lichkeitsverteilung w(p;)d>p; ein einzelnen Teilchen bei einem Impuls p; zu finden?

Dazu integrieren wir iiber den Ort dieses Teilchens sowie Orte und Impulse aller anderen
Teilchen,

Badie - dBandips - Ppn
w(p) = 3N N1
vV QE-BL N-1,V)

NB3 Q(E,N,V)

Q(qla"'7qN7plap2a"'7pN)

Blackboard video

LECTURE 09

Maxwell-Boltzmann-Verteilung

Fiir das Phasenraumvolumen Q(E, N, V) setzen wir jetzt den gefundenen Ausdruck ein,

N—-1
[em™ (5 — BLy2v] T 3N/2) V!

w(p1) =
Nh3 [ (27rm)3/2 N
[%EW?V} (3N/2 — 3/2)I(N — 1)!

3(N—1)

1 (BE- 2™ 52 3N)2)

(2mm)®/2  E%(3N/2 - 3/2)!

Aus der Stirlingformel kann man fiir sehr grofe N

(3N/2)! 3N\ /2
BN/2—3/2)! (2)

abschétzen. Auflerdem gilt ebenfalls fiir grofie N

2 3(N-1) 3N
B (o) (e
gD 2mE 2m(2E/3N)3X

i
— —— ] .
P ( 2m(2E/3N)>
Zusammenfassend ergibt sich dann mit der Abkiirzung

sy
2F’

8=
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die nach James Clerk Maxwell (1831 — 1879) und Ludwig Eduard Boltzmann (1844 — 1906) benannte

Verteilung,
5 \*? p
w(p1) = (m €xXp —5ﬁ .

Im aktuellen Kontext parametrisiert 5 das Inverse der Energie pro Teilchen. Spéter werden wir
sehen dass § = 1/T auch die inverse Temperature ist.

Blackboard video

4.4 Ergodische Systeme

Wir erwithnen noch kurz eine konzeptionelle Uberlegung zur Giiltigkeit der mikrokanonischen
Beschreibung in der klassischen Physik. Die Frage ist warum ein System thermalisieren sollte,
also gut durch die Verteilung maximaler Entropie beschrieben werden kann, obwohl ja aufgrund die
Lioville-Theorems die Phasenraumverteilung nur umsortiert wird, die Gibbs-Entropie aber erhalten
bleibt.

Man bezeichnet ein klassisches System als ergodisch, wenn es die folgende Quasiergodenhy-
pothese erfiillt:

Jede Trajektorie, abgesehen von einer Menge vom Mafl Null, kommt jedem Punkt des
relevanten Phasenraums beliebig nahe.

Dies ist oft, aber nicht immer der Fall. Falls die Ergodenhypothese erfiillt ist gilt Zeitmittel gleich
Ensemblemittel mit der mikrokanonischen Verteilung

T 3N 3N
lim %/O dt f(q(t), p(t)) :/%ka(x,p)f(q(t),p(t))-

T—o0

Mit anderen Worten, ein zeitlicher Mittelwert iiber einen makroskopischen Zeitraum kann auch mit
der mikrokanonischen Verteilungsfunktion beschrieben werden. Dies kann als eine Begriindung der
statistischen Beschreibung im Rahmen der klassischen Physik gesehen werden.

Blackboard video

4.5 Mikrokanonische Gesamtheit quantenmechanisch
Dichtematrix

In der quantenmechanischen Beschreibung entspricht die mikrokanonische Gesamtheit einer Dichtem-
atrix. Mit Eigenzustinden des Hamiltonoperators H|n) = E,|n) gilt

p= ﬁ Sl6(E ~ Ea) —0(E ~ &~ Ea)ln) o
_ ﬁ[@w _H)—O(E-A - H)].

Der Ausdruck in der eckigen Klammer in der ersten Zeile ist gleich eins wenn E — A < E,, < E,
und die zweite Zeile gilt als Operatorausdruck auch in anderen Basen.

Blackboard video
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Mikrokanonische Zustandssumme

Die von Neumann-Entropie kann man fiir diesen Zustand leicht ausrechnen,

S(B) = 5(p) = ~Tr{pln(p)} = In(AE)).
Dabei ist Q(F) wieder durch die Normierungsbedingung

Tr{p} =1,
festgelegt,
QE) =B =Tr{0(E - H) - 6(E — A - H)}.

Dies entspricht der Anzahl quantenmechanischer Zustinde im Interval (F—A, E). Je nach Situation
kénnen 2 und S neben der Energie E auch von weiteren Parametern wie der Teilchenzahl N oder
dem Volumen V' abhéngen.

Die Breite der Energieverteilung A ist etwas beliebig wie im klassischen Fall kann man fiir
grofle System alternativ auch mit der Energiekugel H < E arbeiten, da sowieso fast alle Zustidnde
eine Energie in der Néhe der oberen Grenze haben.

4.6 Paramagnetische Spins

Wir diskutieren jetzt als ein weiteres Beispiel noch ein System bestehend aus N quantenmechanis-
chen Untersystemen mit jeweils zwei Zustanden, |0) mit Energie £ = 0 und |1) mit Energie E = ¢.
Ein Beispiel wiren Spins in einem Magnetfeld, oder Atome die entweder im Grundzustand oder
dem ersten angeregten Zustand sein konnen. Ein Makrozustand ist hier charakterisiert durch die
Anzahl der Untersysteme N, sowie seine Energie F.

Um einen Mikrozustand zu beschreiben fithren wir die Besetzungszahl n; fiir das Untersystem
mit Index j ein. Diese hat die moglichen Werte n; = 1 oder n; = 0. Im mikrokanonischen Ensemble
sind hier alle Zustdnde moglich, und gleich wahrscheinlich, fiir die E/e =n =n1 + ...+ ny gilt,

1 1
1
p= m Z Z 0B /e;ni+...+ny|n) (] [nn)(ny|.

ny =0 nN =0
Die Zustandssumme

~ nl(N —n)!’
entspricht hier der Anzahl Moglichkeiten n Untersysteme aus N auszuwéhlen. Fiir N, n > 1 kann
dies mit der Strirlingformel vereinfacht werden zu

B, N) =N = (N ) al

n

S(E,N) =In(N) — In(n!) — In((N — n)!) ~ —N [; In (%) + NJ; " In (NN ")} ,

wobei n = E/e ist. Als Funktion von w = n/N = E/(eN) ergibt sich also

S(E,N)/N = —[wln(w) + (1 — w) In(1 — w)].
Dies ist eine Funktion die zundchst mit w bzw. E ansteigt bevor sie bei w = 1/2 ein Maximum
hat und dann wieder zu Null abféllt. Dieses Verhalten kann bei endlichen Systemen auftreten, den
sowohl der Grundzustand mit E = 0 wie auch der maximal angeregte Zustand mit £ = Ne sind
hier reine Zustidnde mit verschwindender Entropie.

In unendlichen Systemen wéchst die Entropie normalerweise mit wachsender Energie immer
weiter an.

Blackboard video
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Figure 2: Entropie pro Freiheitgrad fiir ein Zwei-Niveau System.

LECTURE 10

5 Gleichgewicht

5.1 Gleichgewichtsbedingung bei Energieaustausch

Startpunkt fiir die Beschreibung im Rahmen des mikrokanonischen Ensembles war ein isoliertes
System bei fest vorgegebener Energie. In der Realitdt hat man es aber oft mit Situationen zu tun
in denen Energie ausgetauscht werden kann.

System mit zwei Untersystemen

Wir betrachten ein Gesamtsystem welches wir in zwei Untersysteme A und B aufteilen. Man
sollte sich hier beide Untersysteme als makroskopisch vorstellen, und kann etwa an eine raumliche
Aufteilung denken oder an zwei Phasen die durch eine geeignete Oberfliche getrennt sind.

Wir nehmen an dass die beiden Untersysteme weder klassisch korreliert noch quantenmecha-
nisch verschrankt sind, also das Gesamtsystem in einem Produktzustand ist,

p=pPAX pB.

Diese Annahme ist nicht-trivial, und die bedeutet dass in keinem der Untersysteme Information tiber
das jeweilige andere System vorhanden sein soll, oder, mit anderen Worten, dass die gegenseitige
Information verschwindet, I(A, B) = 0.

Entropie des Gesamtsystems

Um die von-Neumann-Entropie des Gesamtsystems zu berechnen kénnen wir ohne Einschrinkung
der Allgemeinheit annehmen dass sowohl

pa =Y PHiM G,

J

wie auch

pp =y PPIKP)(KP],
k

diagonal sind. Dann ist die Dichtematrix fiir das Gesamtsystem

p=>_ Y PIPZ MG (K.
7 k
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Die von-Neumann Entropie des Gesamtsystems ist dann die Summe

S(p) ==Y Y PIPPmPIPY) ==Y PIPY [In(P) + In(PY)] = S(pa) + S(ps),
Jj k ik
der Entropien der Untersysteme.
Fiir gegebene Parameter E4, N4 und Vy sowie Eg, Np und Vg sind die Entropien Sa(E4, Na,Va) =
S(pa) und Sp(Ep,Np,Vp) = S(pp) maximal wenn es sich bei p4 und pp um mikrokanonische
Dichtematrizen handelt.

Hamiltonian fiir Energieaustausch

Wir nehmen an dass sich der Hamiltonian in der Form
H=Hs+ Hp+ Hap,

schreiben ldsst. Dabei stehen H4 und Hp fiir die beiden Untersysteme, und Hap ist ein Wech-
selwirkungsterm. Letzterer ist wichtig fiir den Energieaustausch zwischen beiden Untersystemen.
Wir werden allerdings annehmen dass dieser Term im Vergleich zu den beiden anderen klein ist
und vernachlassigt werden kann. Damit teilt sich die Energie additiv auf, £ = E4 + E, und wir
nehmen an dass dies auch fiir die Teilchenzahl und das Volumen der Fall ist, N = N4 + Np und
V=Vas+Vg.

Blackboard video

Maximale Entropie

Wenn es einen Energieaustausch zwischen den Systemen A und B gibt muss die Gesamtentropie
S = Sa(Ea,Na,Va)+ Sp(Ep, Np, Vp), (5.1)

auch bezliglich der Aufteilung der Energie F = E4 + Ep maximal sein. Wegen Fg = E — E4
benétigen wir fiir das Maximum
0 0

=S5 ="54(Fa,Na,Va) —

Sp(Ep,Np,Vp) = 0.
YN 9F4 B(EB: N5, V)

0Fp
Daraus folgt: Fiir zwei Systeme A und B im Energiecaustausch miissen im Gleichgewichtszustand

die Ableitungen der Entropien nach der Energie iibereinstimmen,

Sa(Ea,Na,Va) = SB(EB,Na,Va).

9 9.
6EA 8EB

Ganz dhnlich kann man argumentieren wenn es mehrere Untersysteme diesen Typs gibt. Die

Ableitungen der Entropie nach der Energie miissen jeweils iibereinstimmen.

Blackboard video
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5.2 Definition der Temperatur

Bei der Grofle 0S/0F handelt es sich um das inverse der Temperatur! Dies lasst sich leicht mit den
bereits gefunden Ausdriicken fir das klassische ideale Gas iiberpriifen.
Man kann die Temperatur sogar definieren iiber die Ableitung der Entropie eines mikrokanon-

ischen Zustandes,

1 9S(E,N,V)
FE e (5.2)

Aus unseren Uberlegungen folgt dass diese GroBe in der Tat fiir verschiedene Untersysteme iibere-
instimmen muss wenn sich diese im thermischen Gleichgewicht (maximale Entropie) bei moglichem
Austausch von Energie befinden.

Nullter Hauptsatz

In der phdnomenologischen Diskussion der Thermodynamik formuliert man manchmal den “nullten
Hauptsatz der Thermodynamik”:

Stehen zwei Systeme jeweils mit einem dritten im thermodynamischen Gleichgewicht,
so stehen sie auch untereinander im Gleichgewicht. Diejenige Zustandsgrofle, die bei
diesen Systemen iibereinstimmt, ist die Temperatur.

Wir haben diesen jetzt aus der informationstheoretischer Sicht aus dem Prinzip der maximalen
Entropie, und der Bedingung verschwindender gegenseitiger Information zwischen den beiden Un-
tersystemen, abgeleitet.

Blackboard video

Einheiten

Wir arbeiten aktuell in natiirlichen Einheiten in denen die Entropie S dimensionslos ist. In diesem
Fall hat die Temperatur nach der oben stehenden Definition die gleichen Einheiten wie die Energie,
[T] = [E], also etwa Joule. Allgemeiner ist es in der Thermodynamik {iblich die Entropie mit
dem konstanten Faktor kg = 1,380649 x 10723J /K zu multiplizieren. In diesem Fall wird die
Temperatur in Kelvin angeben. In jedem Fall dient kg zur Umrechnung zwischen den Einheiten.

Absolute Temperatur

In realistischen Systemen wachst die Gleichgewichtsentropie S(F, N, V) mit der Energie an. Dem
entsprechend liefert die Definition in Gleichung (5.2) einen nicht-negativen Wert fiir die Temperatur
T > 0 und diese wird absolut, also nicht etwa nur bis auf eine additive Konstante, festgelegt.

Eine Ausnahme bilden hier Systeme mit nach oben begrenzter Energie, etwa Spinsysteme. Hier
kann 05/0F sowohl positiv wie negativ sein und dem entsprechend koénnen hier formal, wenn man
solche Systeme isoliert betrachtet, auch negative Temperaturen vorkommen.

Blackboard video
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5.3 Mechanisches Gleichgewicht

Wir betrachten jetzt eine Situation in der die beiden Untersysteme A und B auch ihr Volumen
dndern konnen, bei festgehaltenem Gesamtvolumen V' = V4 + Vp. Man kann sich hier eine be-
wegliche Wand oder Membrane zwischen den beiden Untersystemen vorstellen. Ahnlich wie zuvor
beim Energieaustausch suchen wir nun nach einem Maximum der Gesamtentropie (5.1) beziiglich
Vaimit Vg =V — Vy,

0 0 0
= —S4(E4s. N — ——5B(EB, N, =0.
8VAS GVASA( 4, Na,Va) 3VBSB( B, Np,VB) =0

Dies fiihrt zu der Gleichgewichtsbedingung

0 9
———SA(Ea,Na,Va) = =——Sp(Ep, N, Vp).
v, S4B, Na, Va) = 5 Sp(Ep, N, Vi)

Um zu erkennen um welche Grofie es sich hierbei handelt brauchen wir noch zwei Zwischeniiber-
legungen.

Blackboard video

Abhingigkeit der Entropie von externen Parametern im Hamiltonan

Wir betrachten eine Situation in welcher der Hamiltonian von einem externen Parameter A abhéngt,
H()\). Nattrlich hingt auch die Entropie im Gleichgewicht von diesem Parameter ab. Wir haben
im mikrokanonischen Ensemble

S(E,\) = In (Tt {O(E — H(\)}).

Daraus ergibt sich durch Ableiten auf beiden Seiten

dS(E,\) = e SENTy {6(E —H(\) {dE - agi” d)\] } :

Hier kann man zwei Dinge beobachten. Erstens gilt

Tr {5(}5 - H)M;S)} = Tr {§(E — H)} <6g§A)> :

und zweitens muss aufgrund der Definition der Temperatur iiber die Ableitung der Entropie nach
der Energie

e S ENT (3(E ~ H(N)) =

b

dS(E,\) = % [dE - <8g§” > dA] .

Der Erwartungswert ist hier im mikrokanonischen Zustand bei fester Energie. Dies ist ein wichtiges
Resultat und es lasst sich auf viele physikalische Probleme anwenden, etwa die Abhéngigkeit der
Entropie von einem magnetischen Feld, Rotation, dem Gravitationsfeld usw.

Nl

sein. Damit finden wir

Blackboard video
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Volumen als externer Parameter

Fiir ein Quantensystem (etwa eine Fliissigkeit) welches ein extern vorgegebenes Volumen V' ausfiillt
konnen wir V auch als einen externen Parameter des Hamiltonian auffassen. Nehmen wir an die
Volumen wird begrenzt durch eine Wand in der z-y-Ebene, an der Position z — zp. Es muss im
Hamiltonian einen Term fiir den Effekt der Wand geben, realisiert durch ein Potential V(z — z)
dass bei z = zg sehr stark ansteigt. Wir kénnen hier zy als einen externen Parameter auffassen tiber
den sich eine Volumenénderung realisieren ldsst. Der Erwartungswert

<£OH(z0)> = <—68ZV(Z - ZO)>

entspricht dem Erwartungswert der Kraft in z-Richtung auf die Konstituenten unseres Quanten-
systems an der Wand. Umgekehrt ist die Kraft pro Einheit Fldche auf die Wand gerade der Druck,

F 1 0 0
P=31712 <az0H<ZO>> == <avH> :
Blackboard video

5.4 Differential der Entropie

Wenn wir diese Uberlegungen zusammenfassen finden wir

9 P
WS(E,N, V)= T
Man kann dies auch als eine Definition des Drucks im Rahmen fiir Gleichgewichtszustinde, beschrieben
durch die mikrokanonische Verteilung, verstehen
Die Gleichgewichtsbedingung aus der Maximierung der Entropie S = S4 + Sp beziiglich der
Grofle der Untervolumen ergibt p4 = pp. Dies ergibt auch mechanisch gesehen Sinn, denn wére
der Druck eines Systems grofler wiirde sich dieses Untersystem auf Kosten des anderen ausdehnen
indem sich die angenommene beweglich Grenze zwischen beiden Untersystemen verschiebt.
Zusammengefasst haben wir bisher fiir das Differential der Entropie S(E, N,V) bei fester
Teilchenzahl N

_ O0S(E,N,V) dS(E,N,V)
dS = TdE + Tdv

_ 1 P

= TdE + TdV.

Es stellt sich natiirlich die Frage nach der Variation von IV, die wir im néchsten Abschnitt gesondert
diskutieren werden.

Blackboard video
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5.5 Stabilitat

Wir betrachten noch einmal die Aufteilung in zwei Untersysteme A und B,
S =Sa(Ea,Na,Va)+ Sp(Ep, N, Vs).

Wir halten den Teilchenzahlen und die Gesamtenergie £ = E 4+ FEp sowie das Volumen V = V,+Vp
fest aber diskutieren einen Energieaustausch K4 — F4 + AE, Eg — Eg — AE und eine relative
Volumenénderung Va4 — Va4 + AV, Vg — Vg — AV,

S(AE,AV) = SA(EA +AE,NA,VA +AV) +SB(EB — AV,NB,VB —AV)

Wir entwickeln diesen Ausdruck fiir die Gesamtentropie nun in AE und AV bis zur quadratischen

Ordnung,
S(AE,AV) =SA(EA,Na,Va)+ Sp(ER,NB,Vg)
_8SA(EA7NA7VA) 8SB(EBaNB)VB)
— AFE
T 05
[0SA(Ea,Na,Va) 0Sp(Ep,Np,Vp)
— AV
i T Vs
L [02SA(Ea,Na,Va)  0°Sp(Ep,Np, V)] AE?
_ B)2) OE? | 2
[0254(Ea, Na,Va)  02S5(Eg, Ng, V)]
b b b b AEA
+ L 8EA8VA + aEBaVB i v
L [02S4(Ea,Na,Va) n 0*Sp(Ep,Np,Vg)] AV?
ov2 V2 | 2

Im thermischen Gleichgewicht muss S an einem Maximum sein. Zu linearer Ordnung in AF und
AV finden wir nochmal die Gleichgewichtsbedingungen

0SA(Ea,Na,Va) 9Sp(Ep,Np,Vs) 1 1

OF A OFEg T, Ty

und
aSA(EA,NA, VA) . 8SB(EB,NB, VB) o pi . pr’ o 0
0Va oVp Ty Ts '
Damit S(AE,AV) bei AE = AV = 0 tatséchlich an einem Maximum ist muss zusétzlich noch die
Matrix der zweiten Ableitungen, die Hesse-Matrix, negative Eigenwerte haben. Dies gilt unabhéngig

von der Aufteilung in Untersysteme, das heisst die Matrix

(82S(E,N,V) 62S(E,N,V)>

E? dEOV
8%*S(E,N,V) 8%S(E,N,V)
dEdV oV?2

muss am Gleichgewichtszustand negative Eigenwerte haben. Das gleiche Argument funktioniert
auch bei festem Volumen AV = 0. Daher muss jedenfalls
0?S(E,N,V)
OFE?

sein und die zweite Bedingung lasst sich dann mit Hilfe der Determinanten der Hesse-Matrix als

<0,

9°S(E,N,V)9*S(E,N,V)  (9*S(E,N,V)\* 0
OFE? ov? OEOV ’
ausdriicken. Man sollte diese Ungleichungen als Bedingungen fiir die Stabilitit des Gleichgewichtzu-

standes auffassen. Wiéren sie nicht erfiillt konnte Entropie gewonnen werden indem Energie oder
Volumen von einem Untersystem in das andere verschoben werden.
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5.6 Kanonisches Ensemble
Reduzierte Dichtematrix

Wir betrachten erneut ein System mit zwei Untersystemen A und B und Hamiltonian H = H,+ Hp.
Fir das Gesamtsystem ist die mikrokanonische Dichtematrix

pme =€ S F) [O(E - Hy — Hp) —O(E — A — Hy — Hp)]
= eSO N [0(E - B} — BY) —0(E — A= B — EP)] i) |KP) (k®| (54|
7.k

wobei wir in der zweiten Zeile mit Energieeigenzustinden [j4) fiir Untersystem A und |k?) fiir
Untersystem B arbeiten. Der Normierungsfaktor ist durch die Entropie S(FE) bestimmt,

SE =Tr {6(E—-H)-O(E—-A—H)}.

Wir wollen nun die reduzierte Dichtematrix pa4 berechnen indem wir die partielle Spur im
Untersystem B bilden,

pa=Trp{pme} =e 5N T [O(E - B - Bf) - 0(E - A - Eff — EQ)] i) (%
ik

A . .
:efs(E) ZGSB(Eij )|‘7A><]A|.
J

Die Zustandssumme fiir Untersystem B konnten wir hier durch die zugehorige Entropie Sp aus-
driicken.

Blackboard video

Entwicklung fiir kleines Untersystem

Wir nehmen nun an dass das Untersystem A klein im Vergleich zu B ist, in dem Sinne dass EJA < E.
In diesem Fall kann man in EJA um den Erwartungswert F4 = (H4) entwickeln,

0Sp(E
Sp(E — Ej') = Sp(E — Ea) — % [E}' — Ea]l = Sp(E — Ea) — B[E;' — Ea] ,
mit der inversen Temperatur
1
=7

Hohere Ordnungen kénnen vernachléssigt werden. Fiir EJ-A kénnen wir den Operator H 4 einsetzen,
pa=exp(—S(E)+ Sp(E—FEs)+ BEs)exp(—8Ha).

Der erste Term ist ein Normierungsfaktor, der zweite ein Operator.

Blackboard video
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Kanonische Dichtematrix

Wir lassen nun den Index A weg und schreiben die Dichtematrix im kanonischen Ensemble als

1
P=Z6, NV

mit der kanonischen Zustandssumme
Z(B,N,V) = Tr{e P}

Im kanonischen Ensemble ist die Energie nicht fixiert, sondern sie kann fluktuieren. Man kann
als eine Art Lagrange-Multiplikator verstehen mit dem statt einem festen Wert der Erwartungswert
der Energie festgelegt wird.

Klassischer Fall

Fiir ein klassisches System ist die Ableitung ganz dhnlich, und die Phasenraumverteilungsfunktion
wird zu

exp(—fH(q,p)),

1
Qc(a,p) = W

mit der kanonischen Zustandssumme

dSN dBN
Z(B,N,V) =/Wexp(—ﬁH(q,p))-

Blackboard video

5.7 Kanonische Zustandssumme
Kanonische Zustandssumme und Entropie

Es ist niitzlich die von-Neumann Entropie der kanonischen Dichtematrix direkt zu berechnen,
S = =Tr{pcIn(pc)} = Tr{pc[BH + In(Z)]} = B(H) +In(Z).
Daraus ergibt sich fiir die kanonische Zustandssumme
Z =57 PE = Tr{e=PHY,
Man fiihrt auch die freie Energie ein als
F=E-TS,

und hat dann Z = exp(—SF).

Blackboard video
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Differentiale
Betrachten wir nun auch die Differentiale. Zuvor haben wir bereits dS = BdFE + pSdV gefunden
und es ergibt sich damit

dIn(Z) = d(S — BE) = BdE + pBdV — EdB — BdE = —Edp + pBdV.

Man sollte also In(Z) als eine Funktion von /3 anstatt der Energie F auffassen. Fur die freie Energie
ergibt sich dhnlich

dF =dE — SdT —TdS =dE — SdI' — dE — pdV = —SdT — pdV,

das heisst wir sollten F' als Funktion von T und V verstehen.

Blackboard video

Berechnung thermodynamischer Grofien aus der kanonischen Zustandssumme
Wir besprechen noch wie man interessante thermodynamische Grélen direkt aus der kanonischen

Zustandssumme berechnen kann. Wir fangen an mit der Ableitung nach —§,

1 90 lrgeemy — iy —
G L= g e My = () = E

Dies ist konsistent mit dem Differential von In(Z). Man kann hier weitere Ableitungen nach g
nehmen und bekommt hohere Momente,
1 o
Zo(=p)"
Mit anderen Worten, Z(8, N, V) erhlt sich beziiglich S ganz analog zu einer momentengener-
ierenden Funktion! Im gleichen Sinne kann man durch Ableitungen von In(Z) die Kumulanten

Z = (H").

generieren, etwa

82
————In(Z) = (H*) — (H)* = (H?).
S n(2) = (%) — (H)? = (1)
Der Druck lésst sich ebenfalls leicht aus In(Z) berechnen,
0
——In(2) =
5y 1(Z) =1,

und die Entropie ist somit

0
o™

S=W(Z)+BE=W(Z)+p (2).

Blackboard video
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5.8 Warme und Arbeit

Es lohnt sich das Differential der Entropie bei konstanter Teilchenzahl, dS = (1/T)dE + (p/T)dV,
nach dF aufzulbsen,
dE = —pdV + TdS. (5.3)

Eine Anderung der Energie eines Gases oder einer Fliissigkeit kann also auf verschiedene Arten
realisiert werden. Entweder durch mechanische Arbeit in Form einer Volumenverkleinerung gegen
den Druck (Zufithren von Energie), VolumenvergréBerung mit dem Druck (Abfiihren von Energie)
oder durch Zu- oder Abfiihren von Entropie dS.
Man bezeichnet auch

0Q =TdS
als zugefithrte Warme. Ahnlich ist

0A = —pdV
die am System geleistete mechanische Arbeit. Wenn weder Wérme zu- noch abgefiihrt wird, also
fiir ein wirmeisoliertes System, und wenn keine Arbeit verrichtet wird, ist die Energie erhalten. Die

Energiebilanzgleichung (5.3) ist eine Version des ersten Hauptsatzes der Thermodynamik fiir feste
Teilchenzahl N.

Blackboard video

5.9 Zustandsgleichung idealer Gase und barometrische Hohenformel
Kalorische Zustandsgleichung

Gehen wir noch einmal zuriick zum idealen einatomigen klassischen Gas. Wir hatten fiir die Entropie
zu fithrender Ordnung den Ausdruck

s(E,N,V):kan((%m)w s E3/2V>

K3 (3/2)3/2 Nb/2
Wir haben noch einen Faktor kp eingefiigt. Durch Ableitung nach der Energie bei fester Teilchenzahl
und festem Volumen finden wir

1 0S(E,N,V) . 3N
T oE  PaE’
Man bezeichnet
E = gNk;BT,

auch als die kalorische Zustandsgleichung.

Thermische Zustandsgleichung

Wir kénnen auch den Druck durch Ableiten der Entropie nach dem Volumen berechnen

P _ OS(E,N,V) _ N
T v PV
Dies ist die thermische Zustandsgleichung eines idealen Gases die oft in der Form
pV = NkgT,

geschrieben wird. Die kalorische und die thermische Zustandsgleichungen sind in der Herleitung aus
dem mikrokanonischen Ensemble direkte Konsequenzen der Gleichung fiir die Entropie S(E, N, V).

Blackboard video
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Barometrische Hohenformel

Wir betrachten jetzt noch die klassische kanonische Beschreibung fiir ein Untersystem welches aus
einem einzigen Teilchen besteht. Die Phasenraumverteilungsfunktion ist

Qxp) = 5o e (-8 2+ v] ).

mit der Normierung

26.V) = [ Lo e (5[ + V] ) = Cmmt)?? [ exp (5710,

h3 2m

Die Integration tiber den Ort fithrt auf die schon zuvor abgeleitete Maxwell-Boltzmann-Verteilung

d3x 1 p?
w(p) = / FQ(X,P) = Gk T xp |\~ T )

Alternativ kann man aber auch tiber die Impulse integrieren und bekommt die Verteilungsfunktion
V(x)
w(x) = wp exp (— T ) .

Diese Wahrscheinlichkeitsdichte ist fir alle Teilchen gleich, die Teilchenzahldichte n(x) muss also
proportional zu w(x) sein. Setzen wir nun noch die Zustandsgleichung idealer Gase in der Form

im Ortsraum

p = nkgT ein so ergibt sich

p(x) = p(0) exp (V(X)V(O)) '

kT

Angewandt auf das Gravitationspotential V(x) = mgz ist das die barometrische Héhenformel.

Blackboard video

LECTURE 12

5.10 Dritter Hauptsatz oder Nernst Theorem

Wir kénnen jetzt auch den dritten Hauptsatz der Thermodynamik, auch bekannt als Nernst The-
orem (nach Walther Hermann Nernst (1864 — 1941)), formulieren. In der Formulierung von Max
Planck besagt dieser dass die Entropie im Limes verschwindender Temperatur unabhéngig von den
thermodynamischen Parametern, also konstant wird,

Jim 5= Sy = In(g),

wobei g die Entartung des Grundzustandes des Systems ist. Oft ist der Grundzustand nicht entartet,
also g = 1, und die Entropie geht also gegen Null.
Zum Beweis betrachten wir die kanonische Zustandssumme

Z =5 BH) — Tr{e PH} = ZG*BE".
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Im letzten Schritt haben wir diskrete Energieniveaus angenommen, und der Index n summiert iiber
Energieeigenzustinde. Fiir 8 — oo sind alle Beitrdge mit Energie grofler als die Grundzustandsen-
ergie Fy exponentiell unterdriickt und wir finden

S—BH) ~BEo_

:ge

Dies impliziert in der informationstheoretischen Konvention S — In(g) bzw. in thermodynamischen
Einheiten fiir die Entropie S — Sy = kg In(g).

Blackboard video

5.11 Klassischer Gleichverteilungssatz und Virialsatz

Wir diskutieren jetzt noch zwei Aussagen fiir klassische Systeme die nach der kanonischen Verteilung
besetzt sind, also mit der Phasenraumverteilung

Qc(a,p) = %eXp (—kBlTH(q, p)) :

Integralrelationen im klassischen kanonischen Ensemble

Wir starten mit einem Phasenraumintegral

d*Ngd*p 9 d*Nqd*™p [0A(a,p) _ A(q,p) 0H(q,p)
0= [ g AapQap) - [ Gt | 24RRL SO PR o (g p)
(2ar) Aap)oiap))
8pj kBT 8p]-

Das erste Integral verschwindet wenn A(q,p)Qc(q,p) fir |p;| — oo hinreichend schnell abféllt.
Typischerweise ist dies der Fall da H(q,q) mit dem Impuls ansteigt. Es gilt dann also

und, unter dhnlichen Annahmen,

(ram ) - 238

Daraus folgt beispielsweise (keine Summe tiber j impliziert)

0H(q,p)
<pj p; ki,

und, falls H(q, p) schnell genug mit ¢; anwéchst,
0H(q,p)
———=2> ) = kpT.
<q] aqj B

Blackboard video
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Gleichverteilung der potentiellen Energie

Fiir einen Hamiltonian von der Form
H= SXN: ﬁ +V(a)
~ 2m ’
ist also im thermischen Gleichgewicht jeder Freiheitsgrad mit der gleichen mittleren kinetischen

Energie besetzt,
2
pj 1
— ) = —kgT.
< 2m > 2B

Fiir ein Teilchen im drei-dimensionalen Raum ist also (p?/(2m)) = 3kpT/2. Ganz ihnlich verhilt
es sich mit der potentiellen Energie, beispielsweise wenn das Potential als harmonisch angenommen
werden kann.

Der Gleichverteilungssatz gilt nur in der klassischen Physik. Fiir das elektromagnetische Feld
wiirde er zur sogenannten Ultraviolett-Katastrophe fithren. Jede Feldmode miisste im thermischen
Gleichgewichtszustand die gleiche mittlere Energie haben, was erstens insgesamt eine unendliche
Energie wire und zweitens experimentell nicht beobachtet wird. Dieses Problem wurde durch Max
Planck durch die Einfiihrung seines Wirkungsquantums gelost.

Blackboard video

Ideales Gas

Fir das ideale Gas in einem Volumen V haben wir

N 2
Z Pn
H = {2m + VWand(Xn)} ’
n=1

wobei Viyand(x,) ein Potential ist dass an den Begrenzungswinden steil ansteigt. Die kalorische
Zustandsgleichung, E = (3N/2)kgT, folgt direkt als ein Spezialfall des Gleichverteilungssatzes.
Man findet aber auch

> (- VWava()) = [ xR =p [

x~dA:p/ 'V -x=3pV.
av v

n

Hierbei ist K(z) die Kraftdichte die auf die Wénde ausgeiibt wird. Diese ist an der Oberflache or-
thogonal zur Wand nach auflen gerichtet, wobei der Betrag dem Druck p entspricht. Im vorletzten
Schritt haben wir den Gauss’schen Satz genutzt um das Oberflichenintegral in ein Volumenintegral

umzuwandeln. Nach dem Gleichverteilungssatz finden wir damit auch die thermische Zustandsgle-
ichung pV = NkpT.

Blackboard video
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Virialsatz

Wir addieren jetzt noch ein Zwei-Teilchen Wechselwirkungspotential,

N 5 N
1
H= g {;)7;; + VWand(Xn)} + 5 E V(Xn - X7n)>
n=1

n,m=1
und finden
a 01 & -
=1 n,m=1 l,n,m=1
1 N
:<2 Z [xn—xm]~VV(xn—xm)>.
n,m=1

Zusammen mit den bereits berechneten Termen finden wir damit das Virialtheorem
1 X
PV + <6 H;I[xn —Xp] - VV(x, — xm)> = NkgT.

Das besondere an dieser Gleichung ist dass sie auch fiir wechselwirkende Gase giiltig ist.

Blackboard video

5.12 Druck und Enthalpie
Enthalpie

Anstatt das Volumen konstant zu halten kann man einen Behélter auch mit einem Stempel ver-
schlieflen auf dem ein Gewicht liegt. In diesem Fall wird der Druck konstant bei p = F//A gehalten,
wobei F' = mgz die Gewichtskraft, und A die Fliche ist. Man definiert die Enthalpie als

H=FE+pV,

und sie entspricht der Summe aus innerer Energie des thermodynamischen Systems und der Poten-
tiellen Energie des Stempels. (Obwohl sich die Buchstaben dhnlich sind sollte man die Enthalpie
H keinesfalls mit dem Hamiltonian verwechseln, den wir im Folgenden als H bezeichnen.)

Blackboard video

Enthalpie, Teilchenzahl, Druck - Ensemble

Man kann eine Variante des mikrokanonischen Ensembles definieren um die Situation bei kon-
stantem Druck zu beschreiben. An die Stelle der Energie F tritt nun die konstante Enthalpie .
AuBlerdem werden die Teilchenzahl N und der Druck p festgehalten, wihrend das Volumen V nun
fluktuieren kann.

Die Dichtematrix ist von der Form

p=e SONPOH — (H +pV)),
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mit der Zustandssumme

eSALNP) — Ty {@(’H — (ﬁ +pV))} )
Das Differential der Entropie erhalten wir fiir feste Teilchenzahl N als

v
T

v

1 1

Dieses Ensemble kann nach den drei festgehaltenen Groflen als Enthalpie, Teilchenzahl, Druck -
Ensemble bezeichnet werden.

Blackboard video

Temperatur, Teilchenzahl, Druck - Ensemble

Es gibt auch eine Variante des kanonischen Ensembles in der konstantes Volumen durch konstanten
Druck ersetzt wird. Hier ist die Dichtematrix

G 1,4 -
p = exp <T> exp (—T(H +pV)) :
mit der freien Enthalpie
G=E-TS+pV=H-TS,

o (-£) =1 (-t + 1) ).

Das Differential der freien Enthalpie ergibt sich aus dem Differential der Entropie bei fester Teilchen-
zahl N als

und der Zustandssumme

dG = —=SdT + Vdp.

Die freie Enthalpie G(T, N, p) ist also eine Funktion der Temperatur 7', der Teilchenzahl N und
des Drucks p. Man kann dieses Ensemble auch als Temperatur, Teilchenzahl, Druck - Ensemble
bezeichnen.

Fiir viele chemische Reaktionen ist dieses Ensemble das Richtige. Ein einfaches Beispiel ist
das Schmelzen eines Eiswiirfels im Wasserglas — hier sind in der Tat Temperatur, Teilchenzahl und
Druck nahezu konstant, wéhrend sich die Energie und das Volumen bei der Reaktion dndern.

Blackboard video
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LECTURE 13

6 Teilchenzahlaustausch

6.1 Gleichgewicht und chemisches Potential
Gleichgewicht mit Teilchenaustausch

Wir erweitern jetzt unsere Uberlegungen und erlauben auch Teilchenzahlaustausch zwischen Unter-
systemen. Anstelle einer trennenden Wand oder Membrane die nur Energieaustausch und relative
Volumenénderungen zulésst sind die Untersysteme jetzt so offen dass sich Teilchen vom einen in das
andere System bewegen kénnen. Wir starten wieder von einem Gesamtsystem im mikrokanonischen
Ensemble, mit zwei Untersystemen A und B, so dass die erhaltene Energie E = E4 + Ep ist, die
erhaltene Teilchenzahl N = N4 + Np und das Volumen V = V4 + Vg ist. Die Gesamtentropie

S = SA(Ea,Na,Va)+ Sp(Ep,Np, Vp)

muss nun auch beziiglich der Aufteilung von N in N4 und Np maximiert werden. Streng genommen
kénnen nur diskrete Teilchenzahlen auftrete, aber wir nehmen an das diese Zahlen so grof} sind dass
es keinen wesentlichen Unterschied zwischen diskreten oder natiirlichen Zahlen N4, Ng € N und
kontinuierlichen, reelen Zahlen N4, Ng € R gibt.

Wegen Ng = N — N4 flihrt die Ableitung nach N4 auf

0 0
7’5‘ = 7SA(EA7NA7VA) -

Eg, N =
oM. N Sp(Ep,N,Vg) =0,

9
ONpg
oder

0 0
_— FEis, N = — En N .
aNASA( 4, Na,Va) aNBSB( B,NB,VB)

Zusammenfassend, wenn die Energie, die Teilchenzahl und das Volumen zwischen den Untersyste-
men aufgeteilt werden konnen miissen jeweils immer die Ableitungen der Entropie nach Energie,
Teilchenzahl und Volumen im Gleichgewicht zwischen verschiedenen Untersystemen iibereinstim-
men.

Blackboard video

Definition des chemisches Potentials

Man definiert nun ganz allgemein
0 p
——S(E,N =a==
gnIENV) =a =T

wobei p das chemische Potential ist. Damit haben wir die zusétzliche Gleichgewichtsbedingung
a4 = ap oder, da ja auch T4 = Tp sein muss,

Ha = UB-
Fiir das Differential der Entropie S(F, N, V') haben wir also

dS = BdE — adN + BpdV
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oder 1
_ _k b
dsS = TdE TdN—|— Td[/.

Man kann daraus auch eine weitere Interpretation des chemischen Potentials ableiten: fiir konstante
Entropie, dS = 0 und konstantes Volumen dV = 0 gilt

dE = pdN.

Wenn sich die Teilchenzahl um AN = 1 dndert ist damit eine Energieinderung AF = p verbunden.
Mit anderen Worten, das chemische Potential entspricht der Energieinderung beim Hinzufiigen eines
Teilchens zu einem System im thermischen Gleichgewicht.

Blackboard video

Mehrere erhaltene Ladungszahlen

Wir kénnen jetzt auch eine Situation betrachten in der neben der Energie F noch eine Reihe
von Ladungen @; mit [ = 1,..., L erhalten sind. Dabei kénnte eine Komponente @; die elektrische
Ladung sein, die ja positiv oder negative Werte annehmen kann aber insgesamt erhalten ist, aber es
gibt in der Physik noch eine Reihe dhnlicher Ladungszahlen, etwa die Baryonenzahl, Leptonenzahl,
Strangeness, usw. Man kann aber auch Teilchenzahlen als Ladungen auffassen, zum Beispiel ist
in der Atomphysik fiir nicht-radioaktive Elemente die Anzahl der Elektronen und die Anzahl der
Atomkerne eines Elements jeweils erhalten, und man kann sich passende Ladungszahlen definieren.

Eine entsprechende Verallgemeinerung des mikrokanonischen Ensembles ordnet festen Werten
der Energie F, der Ladungen ; und des Volumens V eine Entropie zu,

S(Eana"'vQLaV)'

Das Differential verallgemeinert sich zu
1 B KL p
dS = —dE — —=d@Q, — ... — —d =dV.
S T T Q1 T QL+ T V.

Zu jeder erhaltenen Ladungszahl @); gbt es also ein zugehoriges chemisches Potential y;. In einem
Gleichgewichtszustand mit Ladungsaustausch miissen diese chemischen Potentiale zwischen ver-
schiedenen Phasen {ibereinstimmen, also etwa das zur elektrischen Ladung konjugierte chemische
Potential und das zur Zahl der Atomkerne konjugierte chemische Potential.

Blackboard video

Erster Hauptsatz

Das Differential aufgelost nach dE ergibt eine Form des ersten Hauptsatzes,
dE =TdS — pdV + MldQl + ...+ /LLdQL.

Die innere Energie eines Gleichgewichtssystems kann also durch Zu- oder Abfuhr von Wérme,
mechanische Arbeit, oder durch Hinzufligen oder Wegnehmen einer erhaltenen Ladung gedndert
werden.

Wir werden im folgenden meist mit einer einzigen Ladungszahl Q = N und dem zugehorigen
chemischen Potential p arbeiten. Die Erweiterung auf mehrere Ladungszahlen ist aber einfach
moglich.
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Blackboard video

6.2 Hilbertraum mit variabler Teilchenzahl
Wenn die Teilchenzahl fluktuiert miissen in einem Hilbertraum arbeiten in dem die Teilchenzahl
nicht notwendigerweise fest ist. Ein Beispiel ist der Fockraum

F=Hy®oH ®H®H3D ...,

mit den N-Teilchen Hilbertraumen Hpy. Der Vakuumzustand |0) ist hier in Hp, und ein allge-
meiner Zustand kann aus Superpositionen verschiedener Teilchenzahl bestehen. Beispielsweise ist
ein isoliertes radioaktives Atom zu einem festen Zeitpunkt in einer Superposition aus dem Ur-
sprungszustand und dem bereits in die Zerfallsprodukte zerfallenen Zustand.

In diesem Hilbertraum werden die Teilchenzahlen zu selbstadjungierten Operatoren N. Eine
Dichtematrix kann jetzt natiirlich auch Eintrédge in Sektoren mit verschiedener Teilchenzahl haben
und es konnen die Wahrscheinlichkeit fiir verschiedene Teilchenzahlen aus der Dichtematrix ex-
trahiert werden.

Blackboard video

6.3 Groflkanonische Dichtematrix
Mikrokanonische Dichtematrix fiir zusammengesetztes System

Ganz dhnlich wie beim Ubergang vom mikrokanonischen Ensemble zum kanonischen Ensemble
ergibt sich fiir ein offenes System eine neue Form von Wahrscheinlichkeitsverteilung oder Dichtem-
atrix. Wir kénnen etwa wieder mit der mikrokanonischen Dichtematrix fiir das Gesamtsystem im
Energieinterval £ — A < Hy + Hg < E bei der Teilchenzahl N = N4 + Np starten,

pme = € SN [O(E — Ha— Hp) —O(E —A—Ha— Hp) 6y 5, 5y
mit der Zustandssumme
SEN — T {[O(E ~ Ha — Hp) — O(E — A Ha — Hp)] 0y 5,15, }

Fiir die beiden Untersysteme A and B konnen wir Eigenzustinde |j4) und |k®) zur Energie
und Teilchenzahl finden,

Halj) = EX4), Nalj*) = N4,
Hp|kP) = BP|KP), Ng|kP) = NP|KP).

In dieser Basis ist die Dichtematrix fiir das Gesamtsystem

pme =€ SENNNO(E - B - Ef) - 0(E - A - E' - Ef)] ON,NA+NP 54 P ) (P[54
ik

Blackboard video
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Reduzierte Dichtematrix

Wir bilden jetzt wieder die reduzierte Dichtematrix fiir das Untersystem A indem wir die partielle
Spur iiber die Freiheitsgrade fiir Untersystem B ziehen,

pa = Trp{pmc} = 5EN Z Z [O(F — Efl —EP)-O(E-A- EJA - EP)] 5N,N;‘+N,f i G
Tk

—e~S(EN) Z esB(E—E;‘,N—Nf)leMjA‘_
J

Fiir kleine Untersysteme kénnen wir in E# und N;* um die Erwartungswerte E4 = (H,) und
Ny = (NA> entwickeln,

1
Sp(E — Ef\N = N{*) ~ Sp(E — Ea,N = Na) + = [Bff = Ba] = £ [N/ = Na] + ...,

wobei héhere Ordnungen vernachléssigt werden koénnen. Es ergibt sich die reduzierte Dichtematrix
pa = exp(—S(E,N) + Sp(E — Ea) — BE4 + aN4) exp (—BHA + aNA) .
Der erste Term ist ein reiner Normierungsfaktor, nur der zweite Term besteht aus Operatoren.

Grof3ikanonische Dichtematrix

Eingesetzt ergibt sich die groBkanonische Dichtematrix fiir das kleine Untersystem (wir lassen den
Index A weg),

1 .
Pec = 7ch(ﬂ,a, ) exp (—BH + aN) .

Die von-Neumann Entropie berechnet sich hier direkt als

Blackboard video

6.4 Grof3kanonische Zustandssumme

Die groflkanonische Zustandssumme ist definiert als der Normierungsfaktor

Zgo(B,a, V) ="Tr {exp <fﬂH + ozN)} )

Die Spur geht hier iiber einen Hilbertraum mit variabler Teilchenzahl. Aus der direkten Berechnung
der von-Neumann Entropie,

S(pge) = —Tr {pgc In(pgc) } = In(Zye) + B{H) — a(N) =In(Zy.) + BE — aN,
findet man
In(Zg.) =S — BE + aN.
Fur das Differential finden wir

In(Zge) = dS — BdE — EdB + adN + Ndo = —EdB + Ndo + BpdV.

Es folgt auch direkt aus der Definition dass sich Momente und Kumulanten der Energie und
Teilchenzahl direkt aus Zg. bzw. In(Zy) als Ableitungen nach —3 und a berechnen lassen, zum
Beispiel

1 or o™
ch(ﬁv «, V) a(_ﬁ)n dam™

(HPN™) — Zge(B, 0, V).

Blackboard video
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Groflkanonisches Potential

Man definiert sich auch das grofSkanonische Potential ® {iber
Zge = exp (—(P).

Wir finden dann die Relation
d=F—-TS — uN,

und das Differential
d® =dE —TdS — SdT — pdN — Ndy = —SdT — Ndp — pdV.
Man sollte also ® als eine Funktion von T', p und V auffassen, mit

0%(T, u, V)
oT

s e@av)
op

o0(T, u, V)

oV P

Manchmal wird ®(T, u, V') auch nach Lew Davidowitsch Landau (1908 — 1968) als Landaupotential
bezeichnet.

Blackboard video

6.5 Herleitung iiber Lagrange-Multiplikatoren

Wir erwdhnen noch eine alternative Herleitung der groffkanonischen Dichtematrix direkt aus der
Maximierung der von-Neumann Entropie bei festgehaltenen Erwartungswerten der Energie und
Teilchenzahl. Dazu suchen wir das Maximum von

L= -Tr{plnp} + \[Tr{p} — 1] - B[Tx {pH} — E] + a {Tr{pN} —N}.

Wir haben hier drei Lagrange-Multiplikatoren eingefiihrt: A um zu garantieren dass p am Max-
imum normiert ist, § als Lagrange-Multiplikator fiir den Energieerwartungswert, und « fiir die
Teilchenzahl. Variation d£ = 0 der Matrixeintrdge der Dichtematrix fiihrt zu

1np:—ﬁH—|—a]\7+A—1,

oder
p=-exp(—8H +aN +X-1).
Da A nur eine Zahl ist die tiber die Normierungsbedingung festgelegt wird ist dies ist gerade wieder

die groBlkanonische Dichtematrix!

Blackboard video
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6.6 Groflkanonisches Ensemble in der klassischen Theorie
Verallgemeinerter Phasenraum

Im klassischen Fall ist die Herleitung ganz dhnlich. Auch hier arbeiten wir jetzt mit einer ver-
allgemeinerten Form des Phasenraums in dem die Teilchenzahl selbst auch fluktuieren kann. Der
verallgemeinerte Zustandsraum P besteht aus der Summe der Phasenrédume fiir feste Teilchenzahl,

also
P=FR+P+P+P+...

Hierbei ist Py der 6 N-dimensionale Phasenraum (je eine kombinierte Ortsvariable g mit 3N Kom-
ponenten und eine kombinierte Impulsvariable p mit 3N Komponenten in d = 3 Dimensionen) fiir
N Teilchen.

Mit anderen Worten, ein Zustand wird nun spezifiziert durch eine ganze Reihe von Phasen-
raumverteilungen @y (q, p) die etwa ansteigend angeordnet werden konnen Qg = (Qo, @1, Q2, .- .).
Die Normierung ist dabei so dass

dSquBNp

Py = /WQN(CLP)

die Wahrscheinlichkeit ist dass IV Teilchen vorliegen. Dabei ist fiir N = 0 einfach Py = Q.
Zudem gilt noch die Gesamt-Normierung

oo

> Py =

N=0

Wenn wir nur an der Anzahl der Teilchen und nicht den Details der Phasenraumverteilung inter-
essiert sind geniigen die Wahrscheinlichkeiten Py, zum Beispiel ist (N) = Y} ¥_ Py der Er-
wartungswert der Teilchenzahl.

Blackboard video

Grofl)kanonische Verteilung und Zustandssumme

Die Herleitung des Grolkanonischen Ensembles funktioniert im klassischen Fall ganz &hnlich wie
in der klassischen Theorie. Es ergibt sich

1

OnlaP) = 7507

exp (—=fHn(q,p) +aN),

wobei Hy(q,p) den Hamiltonian fiir N Teilchen angibt. Die grokanonische Zustandssumme ist
dSN d3N

Zge(B,a,V) Z/ TN exp(—ﬁH(q,p)—I—ozN).

Ganz dhnlich wie in der Quantenmechanik kann man daraus die thermodynamischen Gréfen berech-
nen.

Blackboard video
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6.7 Ideales Gas
Kanonische Zustandssumme

Wir diskutieren als ein Beispiel noch einmal das ideale Gas mit dem N-Teilchen Hamiltonian

Fiir feste Teilchenzahl N ist die (kanonische) Zustandssumme ein héher-dimensionales Gauss-
Integral,

d*N qd*Np Y. p? 1 [V©@rmkpT)?27"
ZC(57N7 V) - / h3N NI exp _; 2mkpT - ﬁ |: h3 :|

Man bezeichnet auch b

- vV 2rmkgT

als thermische Wellenlédnge, den ein Teilchen mit Wellenvektor k£ = 27/ hat eine kinetische Energie
der Groflenordnung kg7'. Damit kann man die kanonische Zustandssumme auch umschreiben als

1 [vy
Z.(B,N,V) = il L\g} .
Blackboard video

Grof3ikanonische Zustandssumme

Die groflkanonische Zustandssumme ergibt sich als
0o o] 1 a1 N Ve
Zge(B,0,V) = ZZCﬁNV exp(aN) = Z '[] zexp</\3>
N=0 =0

B Ve (2mm)3/?
=exp W .

Der Faktor z = exp(«) = exp(u/T') wird auch als Fugazitét bezeichnet.
Wir kénnen nun leicht das Landaupotential berechnen (in Einheiten mit kg = 1),

. 3/275/2
(T, 11, V) = —In(Zge)/ 8 = e p(’u/T)}(fsﬂm) d :

Thermodynamische Groflen

Daraus ergibt sich nach den Rechenregeln des grokanonischen Ensembles zum Beispiel die Teilchen-

zahl
o 00T V) (T V) Vexp(u/T)(2rm)* 2TV exp(p/T)
N i N T N h3 B A3 ’

der Druck
OV(T, 1, V) _ exp(p/T)(2wm)* 2T (T, p, V)

P="""v  ~ E - v
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oder die Entropie

S:—W:[“ 5]‘D(T%V):[5 M]PV

T T 2 T 2 T| T

Die Energie ldsst sich im groffkanonischen Ensemble iiber
E=®d+TS+ uN,

berechnen, und fiir das ideale Gas fiihrt dies zu

L5 i 3
E=1+=-—-—=®(T,u,N) = —=9(T .
S e == Jem )

Man kann leicht nachrechnen dass, in allgemeinen Einheiten, die kalorische Zustandsgleichung
E = (3/2)NkgT und die thermische Zustandsgleichung pV = NkpT des idealen Gases erfiillt
sind.

Blackboard video
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LECTURE 14

7 Thermodynamische Potentiale

7.1 Legendre-Transformationen mit einer Variablen

Es ist niitzlich sich noch einmal an die wesentlichen Eigenschaften der nach Adrien-Marie Legen-
dre (1752 — 1833) benannten Transformation zu erinnern. Wir starten von einer streng konvexen
Funktion f(z), also einer Funktion mit der Eigenschaft

fOz+ (1 =0)y) <Of(x)+ (1 =0)f(y),

fir alle 0 < @ < 1. Dann ist die Legendre Transformation definiert als
9(u) = sup (uz — f(z)),

wobei sup fiir das Supremum steht. Wegen der strengen Konvexitit nimmt ux — f(z) fiir gegebenes
u an einer eindeutigen Stelle z(u) sein globales Maximum an. Es gilt dann

9(u) = uz(u) = f(z(w)).

Falls eine Funktion f(x) konkav anstatt konvex ist so ist —f(z) wieder konvex und die Legendre-
Transformation ist dementsprechend bis auf einige Vorzeichen an passender Stelle ganz dhnlich zu
definieren.

Wir nehmen auch an dass f(z) differenzierbar ist. Dann ist das Maximum z(u) bestimmt durch

d ,
0= = (uz— () = u— f'(a),

also ist x = z(u) die inverse Funktion zu u = f/(z).

Blackboard video

Ableitungen und inverse Legendre-Transformation

Wir berechnen auch die erste Ableitung von g(u),

g'(u) = % [uz(u) — f(z(u)] = z(u) +ua’(v) — f(@(u)2’(u) = z(u),
und die zweite Ableitung
ey de(u) 1
A TR Y

Strikt konvexe, zweimal differenzierbare Funktionen f(z) kénnen auch iiber 0 < f”(z) < oo charak-
terisiert werden. Es gilt dann auch 0 < ¢”(u) < oo, also ist g(u) ebenfalls konvex.
Betrachten wir noch die Legendre-Transformation von g(u),

h(z) = Sl’l.ll/p (zu — g(u)),
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so finden wir hier als Bedingung fiir das Supremum
0= (zu—g(w) ==~ '
- dU g - g )

also ist u(z) die inverse Funktion zur oben definierten Function z(u) und somit ergibt sich h(z) =
f(x). Fir streng konvexe Funktionen ist also die Legendre-Transformation der Legendre-Transformation
wieder die urspriingliche Funktion.

Blackboard video

Legendre-Fenchnel Transformation

Man kann die Legendre-Transformation auch zu nicht konvexen und nicht differenzierbaren Funk-
tionen f(x) erweitern. In diesem Fall ist g(u) die Legendre-Fenchel-Transformation und die dop-
pelte Transformation h(z) unterscheidet sich im allgemeinen von f(xz). Genauer gesagt ist h(z) die
konvexe Hiille von f(x).

Blackboard video

Mehrere Variable

Es gibt eine Erweiterung der Legendre-Fenchel-Transformation fiir reele Funktionen f(x) auf all-
gemeineren Vektorrdumen x € V. Ist u € V* ein Element des Dualraums zu V, also eine lineare
Abbildung V' — R, so dass u-x € R, so koénnen wir die Legendre-Fenchel-Transformation als

g(u) = sup (u-x — f(x)),
definieren. Die Eigenschaften sind ganz dhnlich wie im Fall einer Variablen. Fiir streng konvexe

Funktionen f(x) gilt wieder h(x) = f(x).

Blackboard video

7.2 Thermodynamische Potentiale als Legendre-Transformationen

Verschiedene thermodynamischen Potentiale sind iiber Legendre-Transformationen miteinander
verkniipft. Dies kann auf verschiedene Weise betrachtet werden. Wir starten zundchst mit der
Entropie S(E, N, V) als Funktion der Energie F, Teilchenzahl N und Volumen V', mit dem Differ-
ential 1
7 p
dS = =dFE — =dN + =dV.
T T + T

Blackboard video

— 67 —


https://www.tpi.uni-jena.de/~floerchinger/assets/videos/LaxiPOvwQ9.mp4
https://www.tpi.uni-jena.de/~floerchinger/assets/videos/L4SBnZygvo.mp4
https://www.tpi.uni-jena.de/~floerchinger/assets/videos/VFQQ9QVVs5.mp4
https://www.tpi.uni-jena.de/~floerchinger/assets/videos/QZiILfp0ox.mp4

Extensive und intensive Variablen

Die Variablen £, N und V und auch die Entropie S sind extensive Grofien, wihrend Temperatur
T, chemisches Potential ¢ und der Druck p intensive Variablen sind. Extensive Variablen sind
proportional zur Grofle des Systems, wiahrend intensive Variablen sich etwa bei einer Verdoppelung
der Systemgrofle nicht &ndern.

Mit anderen Worten, wenn wir die Systemgrofie um einen Faktor A dndern, &ndern sich die
extensive Variablen um diesen Faktor,

S(AE,AN,\V) = AS(E,N,V),
wahrend die intensiven Variablen T', p und p unveréndert bleiben.
Gibbs-Duhem-Relation
Die Ableitung obiger Gleichung nach A an der Stelle A = 1 ergibt

OS(ENV) . OSEN.V) o OSENV), 1. o po o
T )

oF ON ov T T

oder
E+pV =TS8+ uN.

Diese Gleichung ist als Gibbs-Duhem-Relation bekannt.

Blackboard video

Massieu Potentiale

Von Francois Massieu (1845 — 1916) wurden zwei Potentiale definiert, als Legendre-Transformationen
der Entropie S beziiglich der Variablen £ und N. Die erste Massieu-Funktion ist

U(8,N,V) = S(E,N,V) — 8E, (7.1)
Damit gilt
dV = dS — Edf — BdE = —EdS — adN + %dv.

Bei konstanter Temperatur 7', Teilchenzahl N und Volumen V ist das Massieu-Potential ¥ stationér,
dhnlich wie dies fiir die Entropie S bei konstanter Energie E, Teilchenzahl N und Volumen V' gilt.

In dhnlicher Weise kann man das zweite Massieu-Potential, auch bekannt als Planck-Funktion,
definieren,

Y(8,N.p/T) = S(E,N,V) - BB~ ZV.

Per Konstruktion ist das Differential nun
dY = —~Edj — %dN — Vd(p/T).

Die Funktion Y ist stationédr bei Bedingungen konstanter Temperatur, Teilchenzahl N und kon-
stanten Drucks p.

Blackboard video
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7.3 Legendre-Transformationen der Energie

Heute ist es ublicher mit den Legendre-Transformationen der Energie zu arbeiten. Dazu denken
wir uns die Zustandsgleichung S(E, N, V) nach der Energie aufgelost, E(S, N, V). Das Differential
ist

dE =TdS + pdN — pdV.

Natiirlich ist dies dquivalent zum Differential der Entropie. Man kann dies auch lesen als: bei kon-
stanter Teilchenzahl und Volumen folgt aus der Maximaleigenchaft der Entropie, dass die Energie
stationdr sein muss. Die Gibbs-Duhem-Relation impliziert zusétzlich £ =TS — pV + uN.

Blackboard video

Enthalpie
Eine Legendre-Transformation beziiglich des Volumens fithrt zur Enthalpie,
H=FE+pV,

mit Differential
dH =TdS + pdN + Vdp.

Bei konstanter Teilchenzahl und konstantem Druck folgt aus der Maximaleigenchaft der Entropie,
dass die Enthalpie stationdr sein muss. Aus der Gibbs-Duhem-Relation folgt zudem H = T'S + uN.

Blackboard video

Freie Energie von Helmholtz
Eine Legendre-Transformation beziiglich der Entropie fithrt zur freien Energie von Helmholtz,
F=FE-TS§,
mit Differential
dF = —=SdT + pdN — pdV.

Bei konstanter Temperatur, Teilchenzahl und Volumen muss die freie Energie stationér sein. Aus
der Gibbs-Duhem-Relation folgt F' = —pV + uN.

Blackboard video

Freie Enthalpie oder Gibbs freie Energie

Ganz dhnlich fithrt eine Legendre-Transformation der Energie beziiglich des Volumens und der
Entropie zur freien Enthalpie, auch bekannt als Gibbs freie Energie,

G=FE-TS§+)pV,

mit Differential
dG = —=SdT + pdN + Vdp.

In einer Situation mit konstanter Temperatur, Teilchenzahl und Druck muss die freie Enthalpie
stationdr sein. Aus der Gibbs-Duhem-Relation folgt G = ulV.
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Blackboard video

Grof3kanonisches Potential

Startend von der inneren Energie fiihrt eine Legendre-Transformation beziiglich der Entropie und
der Teilchenzahl zum Groflkanonischen Potential,

&=FE—TS — uN,

mit Differential
d® = —SdT — Ndy — pdV.

Das Grofikanonische Potential ist bei konstanter Temperatur, chemischem Potential und Volumen
stationdr. Aus der Gibbs-Duhem-Relation folgt ® = —pV.

Blackboard video

Null-Potential und differentielle Gibbs-Duhem-Relation

Eine Legendre-Transformation der Energie beziiglich der Entropie, der Teilchenzahl und des Volu-
mens fithrt zum "Null”-Potential,

0=E—TS — uN +pV,

mit Differential
0= —SdT — Ndu + Vdp.

Diese Relation kommmt zustande da 7', u und p intensive Variablen sind, und ist als differentielle
Gibbs-Duhem-Relation bekannt. Man kann diese auch umschreiben als

dp = (S/V)dT + (N/V)du = sdT + ndp,

mit Entropiedichte s = S/V und Teilchendichte n = N/V. In diesem Sinne kann fiir homogene
Systeme bei konstanter Temperatur und konstantem chemischen Potential auch der Druck p(T, u)
als eine Art thermodynamisches Potential betrachtet werden.

Blackboard video

Weitere Potentiale

Man kann formal noch zwei weitere Potentiale tiber Legendre-Transformationen definieren, also
B=FE—uN =TS —pV,

mit Differential
dB =TdS — Ndu — pdV,

und
C=FE—uN+pV =TS§5,
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mit Differential
dC =TdS — Ndu + Vdp.

Diese Potentiale sind aber weniger niitzlich, da mit Teilchenaustausch bei konstantem chemischen
Potential normalerweise auch Wérmeitibertrag verbunden ist und somit nicht gleichzeitig dpu = 0 und
dS = 0 gilt. Mit anderen Worten, Warmeisolation dS = 0 impliziert normalerweise auch konstante
Teilchenzahl dN = 0, und somit treten die Bedingungen fir die Potentiale C' und D nicht auf.

Blackboard video

Ubersicht iiber die thermodynamischen Potentiale

Energie E=F =TS+ uN —pV | dE= TdS+ pudN — pdV
Enthalpie H=F +pV =TS+ uN dH = TdS+ pdN + Vdp

B=F —uN =TS —pV | dB= TdS— Ndy—pdV

C=FE —uN+pV =TS8 dC = TdS — Ndu+ Vdp
Freie Energie F=E-TS = ulN —pV | dF = —=SdT + pdN — pdV
Freie Enthalpie G=FE-TS +pV = ulN dG = —=SdT' + pdN + Vdp
Grofkanon. Pot. & =E—-TS5 —uN = —pV | d® = —SdT — Ndy — pdV
Null 0=E-TS—uN+pV =0 0 =-5dI' — Ndu+ Vdp

Table 1: Ubersicht iiber die thermodynamischen Potentiale (aus F. Wegner, Statistische Mechanik).

Blackboard video

LECTURE 15

7.4 Aquivalenz der Potentiale und Ensembles

Wir haben gesehen dass die verschiedenen thermodynamischen Potentiale iiber Legendre-Trans-
formationen miteinander verkniipft sind. Im Limes N — oo, also fiir ein makroskopisches Sys-
tem, wird die physikalische Beschreibung in verschiedenen Ensembles (also etwa mikrokanonisch
und kanonisch) dquivalent wenn die Legendre-Transformation zwischen den zugehorigen thermody-
namischen Potentialen invertierbar ist.

Dies ist der Fall wenn die relevanten Potentiale streng konvex (oder konkav) sind. Dies wieder-
rum ist typischerweise fiir Systeme mit kurzreichweitiger Wechselwirkung der Fall. Fiir Systeme
mit langreichweitiger Wechselwirkung, wie etwa die Gravitation, konnen allerdings Abweichungen
auftreten, und die Aquivalenz der Ensembles darf nicht vorausgesetzt werden.

Blackboard video
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7.5 Suszeptibilitaten

Wir diskutieren jetzt einige Groflen die sich als Ableitungen thermodynamischer Grofien ergeben.
Diese Art von Materialeigenschaften werden auch Suszeptibilitdten genannt.

Wiarmekapazitit
Die Warmekapazitét ist als die Ableitung

0Q ds
C=ur=Tar

definiert. Es ist also CAT die Warmemenge die erforderlich ist um eine Substanz um einen kleinen

Temperaturschritt AT zu erwirmen.

Wir miissen noch festlegen welche Grofien bei diesem Prozess festgehalten werden. Die Teilchen-
zahl N soll sich nicht &ndern. Zusétzlich konnten wir noch das Volumen festhalten, dann &ndert
sich beim Erwédrmen der Druck, oder wir halten den Druck fest, dann erhoht sich typischerweise
das Volumen.

Die Warmekapazitéat bei konstantem Volumen ist

oS OF
Cv <6T>Ny (aT)Ny

Im zweiten Schritt haben wir das Differential der Energie verwendet. Eine Energieinderung bei
konstanter Teilchenzahl und konstantem Volumen erfolgt iiber die Zu- oder Abfuhr von Wérme
oder Entropie.

Ahnlich ist die Warmekapazitit bei konstantem Druck

oS OH
G=T (aT)N,p - <aT>N7p'

Bei konstantem Druck dndert sich die Enthalpie durch Zu- oder Abfuhr von Wéarme.

Die Warmekapazitédten Cy und C), sind extensive Grofien, skalieren also proportional zur Grofie
des Systems. Es ist oft praktischer ein Verhéltnis anzugeben bei dem die Systemgrofie sich wegkiirzt,
etwa eine Warmekapazitatsdichte oder die Warmekapazitat pro Masseneinheit. Letzteres wird dann
auch als spezifische Wirme bezeichnet.

Blackboard video

Kompressibilitat
Eine weitere wichtige Materialeigenschaft ist die Kompressibilitét,
1dV

Vi
Sie definiert wie stark sich das Volumen relativ gesehen bei einer Erhéhung des Drucks dndert.

Bleibt dabei die Temperatur und die Teilchenzahl konstant,

o= _L(OV
="y Op T’N’

so spricht man von der isothermen Kompressibilitat. Wir stattdessen keine Warme zu- oder abge-
fiihrt, so spricht man von der adiabatischen oder isentropischen Kompressibilitét,

pe— L (Y
STy Op S’N'
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Blackboard video

Ausdehnungs- und Spannungskoeffizienten

Der thermische Ausdehnungskoeffizient beschreibt eine relative Volumeninderung durch Anderung

der Temperatur,
Lo L[
VAT )y,

Dabei werden Druck und Teilchenzahl festgehalten. Obwohl das gleich Symbol benutzt wird sollte
man den Ausdehnungskoeffizienten keinesfalls mit dem Verhéltnis p/T verwechseln.
Auf dhnliche Weise ist der Spannungskoeffizient als eine relative Anderung des Drucks durch

eine Temperaturdnderung definiert,
1/ 0p
-3,
p \OT NV

Auch hier muss man eine Verwechselung mit der inversen Temperatur 1/T unbedingt vermeiden.

Blackboard video

7.6 Maxwell-Relationen

Die Maxwell-Relationen sind Beziehungen zwischen thermodynamischen Ableitungen die sich aus
Integrabilitdtsbedingungen bzw. der Vertauschbarkeit von partiellen Ableitungen ergeben.
Haben wir eine Funktion f(z,y) mit Differential

df = adz + bdy,

a(,y) = (M) b y) = (M)

also

or dy

so gilt fiir die zweiten Ableitungen wenn diese existieren und stetig sind

(aa(:c,y)> _f(wy) _ Pf(zy) _ <3b(w,y)) '

y - Oyox  Oxz0y ox

Wir kénnen jetzt durch die verschiedenen Differentiale der Potentiale gehen und Maxwell-Relationen
ableiten. Aus dE = TdS + udN — pdV ergeben sich etwa die drei Gleichungen,

ory - _ (on oy __ (% oy __ (9
ON ) gy \0S) WV)sn \0S)yy WV)sn \ON)g,

Ahnlich findet man aus dH = TdS + pdN + Vdp,

G0 P ) MR ) N ) IR € I €7
aN)s, \as),, o )sn \05) o )sn \ON )y,

aus dB =TdS — Ndu — pdV,

)o=)W, ).~
) g 95 ), o), \os),, V), \ou)sy

)

- 73 —


https://www.tpi.uni-jena.de/~floerchinger/assets/videos/VQqO3dWbuS.mp4
https://www.tpi.uni-jena.de/~floerchinger/assets/videos/foD7pBhuxd.mp4

aus dC =TdS — Ndu + Vdp,

Ge),, =), (&), -Gs), (&), ()
o)y, oS #’p’ ) nu oS u,p’ ) s, ou S,p7

aus dF = —SdT + pdN — pdV,

08N _ (o 95N _(op oy __ (%
ON )y \oT )y’ V) \OT)yy' WV )rn  \ON).,’

aus dG = —SdT + pdN + Vdp,

)., @), (G- GF)
aN )., ~ " \aT )y, )ry \oT )y, )ry \oN),

aus d® = —SdT — Ndu — pdV,

)= Gr)y )G ).
o)y \OT ), v )p, \oT),,’ vV )r, \ow)ry

und schlieBlich aus 0 = —SdT — Ndu + Vdp,

&)= Gr), &)=, (&), ()
o) r, oT u7p7 )z, oT #’p’ )7, ou T,p.

Diese Relationen sind oft niitzlich wenn sich eine der beiden Ableitungen leichter berechnen ldsst
als die andere.

Blackboard video

7.7 Homogenitatsrelationen

Aus dem Skalieren extensiver und intensiver Variablen mit der Systemgrofie ergeben sich weitere
niitzliche Relationen.

Extensiven Variable als Funktion einer extensive Variable

Wir starten mit einer extensiven Grofle A die als Funktion einer anderen extensiven Grofle B
und zweier intensiven Variablen x und y geschrieben werden kann, also A(B,z,y). Aus der
Skalierungsrelation A(B,z,y) = (1/A)A(AB,z,y) ergibt durch Ableitung nach A an der Stelle

A=1,
4 () oy
B B,zy

04y _ 4
oB),, B

Aus dem Differential dC = T'dS — Ndu + Vdp folgen die Funktionen N (S, u, p) und V (S, u, p) und

oder

wir finden
() Ly v
08 ) ,n S o8),, S
Ahnlich folgen aus dG = —SdT + udN + Vdp die Funktionen S(T, N,p) und V (T, N,p) und wir
finden
o5\ _s () _v
ON T,p_N’ ON T)p_N’
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und aus d® = —SdT — Ndu — pdV die Funktionen S(T, 1, V') und N(T, i, V') so dass
(25) s () oy
ov)r, V’ ov)r, V
Blackboard video

Intensive Variable als Funktion zweier extensiver Variablen

Betrachten wir eine intensive Grofie z als Funktion zweier extensiven Groflien A und B und einer
intensiven Gréfle y, so ergibt sich aus der Ableitung von

z(A, B,y) = (A, AB,y),

ox ox
(aA)B,yA * (aB)A,y B=0

Angewandt mit dem Differential dH = T'dS + udN + Vdp ergeben sich die Relationen

an der Stelle A =1,

N g (T Ny, ) g (2m) Noo,
98 ) np ON ) s, 08 ) Ny ON ) s,
angewandt mit dB = T'dS — Ndu — pdV ergibt sich,
<8T) S+ <8T) V=0, <8p) S+ (8“> V=0
oS v oV ) s, 95 ) v oV )s,
Schliellich kann man die gleiche Idee auf dF' = —SdT + udN — pdV anwenden, und findet
o o dp Op
— N — V=0 — N — V=0.
(8N>T,V " (aV)T,V ’ (8N TV " V' )rn

Blackboard video

Extensive Variable als Funktion zweier extensiver Variablen

Schliefilich kénnen wir auch eine extensive Gréfie A als Funktion zweier extensiver Gréflien B und
C und einer intensiven Gréfie x betrachten, A(B,C,z). Aus der Skalierungsrelation A(B,C,x) =

(1/MN)A(AB, \C, x) ergibt sich
8A) <6A)
— B+ C=A.
<8B C,x oc B,z

Dieses Prinzip kann man auf V(S, N, p) anwenden,
ov oV
— — N
<aS)N,pS+ <8N>S,p

azv) (81\7)
=) s+(%=) Vv
(as oy ),

v,

auf N(S,pu, V),
N,

)
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und schlieBlich auf S(T, N, V),

oS 0S8
(aN>T,VN * <av)m V=5

Damit haben wir alle moglichen Kombinationen von extensiven und intensiven Variablen abgedeckt.

Blackboard video

7.8 Jacobi-Determinanten

Es ist beim Umgang mit thermodynamischen Groéflen oft notwendig zwischen verschiedenen Vari-
ables zu wechseln. Dafir bietet sich die Jacobi-Determinante an. Wir betrachten zwei Funktionen
f(z,y) und g(x,y) und definieren

oo aa ({8 1) - (09,3, () ().

Ers dy

als die Determinante der Jacobi-Matrix.

Elementare Eigenschaften

Aus der Definition ergeben sich eine Reihe niitzlicher Eigenschaften. So ist die Jacobi-Determinante
antisymmetrisch im mehrfachen Sinne,

a(f.9) g, f) _ 0(f,9) _0(g. f)
(x,y) o(z,y) Ny,xz) O(y,z)

Direkt aus der Definition findet man fiir g =y
o) _ (O (00) (21 (%) _ (%1
A(z,y) ox ), \0y), dy),\ox/, o),

Blackboard video

Kettenregel

Falls  und y wiederum Funktionen von u und v sind, also x(u,v) und y(u,v), so lasst sich die
Kettenregel,

durch elementare Schritte beweisen.
Es folgt insbesondere fir (u,v) = (f, g9)

st (20) () (%), (3), <10

und somit
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Setzt man hier noch g = y so folgt

<g£> _ohy) [3??2’3]_1 B (3;)1,’

, Oy
() -39 _ 2o (%), o
or /), Oz,y)  O(f,x)d(z,y) (Bm)f. .

oy

und dhnlich

Man kann diese Relationen auch fiir Funktionen mit zusédtzlichen Variablen einsetzen solange diese
festgehalten werden.

Blackboard video

LECTURE 16

Jacobi-Determinante fiir drei Variablen

Alternativ kann man auch Jacobi-Determinanten fiir drei oder mehr Variablen definieren. Sind
etwa f(x,y,2), g(x,y,2) und h(z,y, z) drei Funktionen so ist

af af af
M:det Egg - (8y>x’z (az)m
d

)
v 3 (5:),. (%),

b (3) (@),

-(@),.&).. (%), (7). @), &)
9x ), . \0Y),.. ey N/, \0z), \Ox), .
af g oh af g oh

-(5)..(3),.(5).,-(5), (2).,(5)
9y ),.\0x oz 0z o oz - 0z ey Oy m,z.

Wenn eine eine Variable im Zahler und im Nenner vorkommt ergibt sich wieder der Fall zweier
Variablen mit einer zusétzlichen festgehalten Grofle,

o= Go) = (&), ()~ (Gr) (3,

Die Eigenschaften sind ansonsten analog zum Fall zweier Variablen.

N

Blackboard video
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7.9 Relationen zwischen den Suszeptibilitdten
Spannungskoeffizient, Ausdehnungskoeffizient und Kompressibilitit

Wir betrachten nun einige Relationen die sich leicht mit Hilfe von Jacobi-Determinanten herleiten
lassen. Bei konstanter Teilchenzahl erhdlt man durch Anwenden von (7.2)

v
@ _ (W)N,p
o
’ o )N
Dies impliziert eine Relation zwischen dem Spannungskoeffizienten 8 = (1/p)(0p/0T)n,v, dem
Druck p, dem Ausdehnungskoeffizienten o = (1/V)(0V/0T )N, und der isothermen Kompressibil-

itédt kr = —(1/V)(0V/dp)r.N,

(0%

Blackboard video

Wiarmekapazitidten und Kompressibilitdten

Das Verhéltnis von isothermer und isentropischer Kompressibilitdt konnen wir mit Jacobi-Deter-
minanten (bei konstanter Teilchenzahl) als

¢ _ (5, 5
A O )

schreiben. In &hnlicher Weise erhalten wir fiir das Verhéltnis der Wérmekapazitaten (wieder bei
konstanter Teilchenzahl)

(LV) (T, V)
Kr _ \9% )7 _ 9(Tp)
kg [av) 2BV’

) g a(S,p)

Die beiden rechten Seiten sind identisch, es gilt

Cp _ k1
Cv ks

Blackboard video

Wiarmekapazitidten, Ausdehnungskoeffizient und Kompressibilitit

Wir betrachten nun nochmal die Wérmekapazititen (bei konstanter Teilchenzahl),

o= (5r), = o) =T ot o
(), (o), (5), - (3), (),
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Im letzten Schritt haben wir die Maxwell-Relation (05/9p)r.n = —(0V/OT)n,, eingesetzt. Es
ergibt sich also mit dem Ausdehnungskoeffizienten o« = (1/V)(0V/0T)n, und der isothermen
Kompressibilitdt kp = —(1/V)(0V/0p)r n die Relation
TVa?
C,—Cy = —=

RT

Aus k7C)p — krCy = TVa? und kpCy = kgC), folgt dann auch

TV a?
Cp

RT — Rg =

Blackboard video

Ideales Gas

Fiir ein ideales Gas hatten wir die kalorische Zustandsgleichung F = (3/2) NkgT und die thermische
Zustandsgleichung pV = NkgT gefunden. Die Warmekapazitét bei konstantem Volumen ist daher

OF 3
Cv === = ZNk
v (8T>N,V 2

und die Warmekapazitit bei konstantem Druck, mit der Enthalpie H = E + pV = (5/2)NkgT,

oH 5
Cp — <87_‘)N7p — §Nk/’B

Fiir die Kompressibilitdten findet man

1 /oV 1 Cy 3
v (o) T
und Ausdehnungs- und Spannungskoeffizienten ergeben sich als
1 [fov 1 a1
“v(aT)NmTv P=prr T

Damit sind alle Suszeptibilitdten bestimmt.

Blackboard video

7.10 Fluktuationen

Wir untersuchen jetzt noch Fluktuationen in thermodynamischen Gréfien und stellen einen Zusam-
menhang zu den Suszeptibilitdten her.

Kanonische Dichtematrix

Im kanonischen Ensemble haben wir die Dichtematrix

1
0= 7 N P A

gefunden, mit der Zustandssumme
ZC(/Ba Na V) =Tr {exp (_6H)} )

und dem Differential
dIn(Z.) = —EdB — (u/T)dN + (p/T)dV,

wobei E = (H) der Erwartungswert der Energie ist.
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Fluktuationen der Energie
Wir konnen In(Z.) als generierende Funktion fiir die Kumulanten der Energie auffassen,
0 OFE
AB? =(H%), = ((H ~ B?) = =2 In(Z :_()
E
_r2 (98 =T?Cy.
or)yy

Auf der rechten Seite steht wieder eine Suszeptibilitdt. Damit ist dies ein Beispiel fiir einen Zusam-
menhang zwischen Fluktuationen und Suszeptibilitdten. Auflerdem finden wir Cy > 0.

Blackboard video

Relative Grofle der Fluktuationen
Am obigen Beispiel konnen wir auch die relative Gréfle der Fluktuationen der Energie bestimmen,

AE _TVCy
E E

Die Warmekapazitét ist eine extensive Gréfe, die Energie ist ebenfalls extensiv, und die Temperatur
ist intensiv. Daher gilt

A VN 1

E N VN’
und fiir makroskopische Systeme sind Fluktuationen relativ gesehen vernachlassigbar. In kleinen
Untersystemen konnen Fluktuationen aber durchaus wichtig sein.

Blackboard video

7.11 Stabilitat

Erinnern wir uns an die Stabilitdtsbedingung bei fester Teilchenzahl und festem Volumen. Damit
S(E,N,V) ein Maximum im Gleichgewicht an der Stelle E hat muss die zweite Ableitung negativ

(325> (f’(l/T)> 1<3T> _ 1
OE2 ) OE )yy  T2\OE)y, T2Cv

Wir sehen hier ein Beispiel fiir den Zusammenhang zwischen Stabilitdt und einer Suszeptibilitét,
und koénnen auBlerdem erneut auf Cy > 0 schliefen. Bei konstanter Teilchenzahl und konstantem
Volumen sollte die innere Energie E also mit der Temperatur 7" ansteigen und nicht abfallen.

Auf dhnliche Art lassen sich weitere thermodynamische Stabilitdtsbedingung ableiten.

sein,

Blackboard video
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LECTURE 17

8 Gase und Fliissigkeiten

8.1 Thermodynamik von Fliissigkeiten

Gase und Fliissigkeiten haben meist homogene Gleichgewichtszustdnde. Anstatt mit Entropie S,

Energie F und Teilchenzahl N bietet es sich an mit der Entropiedichte s = S/V, der Energiedichte

¢ = E/V und der Teilchenzahldichte n = N/V zu arbeiten. Aus dem Differential der Entropie wird
N4

1 1% P o, v £ pn p
dS = =dE — dN + ZdV = sdV + Vds = de + dV = Zdn — Z=dV + dV.

Die Terme proportional zu dV miissen unabhéingig von den Anderungen in den Dichten ds, de und
dn sein. Das fiihrt zur bereits bekannten den Gibbs-Duhem-Relation

e+p=un+Ts,
und zu dem Differential )
_ g _ P
ds = Tde Tdn.

Das kann man natiirlich umschreiben als de = T'ds 4+ pudn. Sémtliche thermodynamischen Grofien
konnen aus Ableitungen einer Funktion s(e,n) oder £(s,n) berechnet werden. Daher wird eine
solche Funktion als thermodynamische Zustandsgleichung bezeichnet.

Alternative kann man auch den Druck p(7T,u) als thermodynamisches Potential verwenden.
Aus der Gibbs-Duhem-Relation folgt

dp = —de + Tds + sdT + pdn + ndu = sdT' + ndpu.

Dies ist in der Praxis wichtig da p(T, i) im grofSkanonischen Ensemble berechnet werden kann, was
oft einfacher ist als die Berechnung von s(e,n).

Blackboard video

Beispiel ideales Gas
Fir das klassische einatomige ideale Gas hatten wir gefunden

exp(u/T) (2mm)?/2T5/2

Daraus lassen sich leicht die Entropiedichte und die Teilchenzahldichte berechnen

. op(T, ) " op(T, )

or o’

und dann mit der Gibbs-Duhem-Relation auch die Energiedichte e = —p + un + T's.

Blackboard video
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Wiarmekapazitédtsdichten

Zur Ubung leiten wir Ausdriicke fiir die Warmekapazititsdichten ¢y = Cy/V und ¢, = C,,/V her,
wenn p(7T, 1) gegeben ist,

T [0S B 0s\ _ . 9(s;n)
=y ar),, =7 ar), =T

a(s,n) (8217 p _ &p 8p )
T

B Ta(s,n) T, p) AT _ o \OT? 0 ~ 9Top 9Ton
- - a(T,n) 92 )
T, 1) O(T,m) — ~ Sn) =8
und
_T/os _ 9(s/n)\ _ 5 9(s/np)
PV <8T>,,,N ‘T"< oT ) =T
_ o, /) 0T, ) 0s/nip) _ (00 s O 87 Op
AT, ) OT,p) 0T,y \OT? TndTou  n?op?)’

Ahnlich kann man mit der Berechnung anderer Suszeptibilititen verfahren, oder wenn die Zus-
tandsgleichung in einem anderen Ensemble vorliegt.

Blackboard video

8.2 Phasendiagramme

Substanzen konnen in mehreren Phasen auftreten, etwa fest, fliissig, gasférmig. Solche Phasen
unterscheiden sich in ihren physikalischen Eigenschaften, etwa in der Teilchenzahldichte, oder En-
tropiedichte. Es stellt sich die Frage wo die Grenzen zwischen den Phasen liegen, und wie die
Ubergénge beschaffen sind.

Blackboard video

Gleichgewichtsbedingungen

An den Ubergangspunkten, etwa von fest nach fliissig, oder von fliissig nach gasférmig gibt es
Phasenkoexistenz, es liegen also zwei (oder mehr) Phasen nebeneinander vor. Aus unseren bisheri-
gen UBerlegungen wissen wir dass dann die Gleichgewichtsbedingungen

T =1Ts, H1 = a2, P1 = P2,

giiltig sein miissen.

Blackboard video

In Phasendiagrammen mit den Achsen p und T, oder T und g, oder auch p und p miissen
die Phasengrenzen also Kurven sein, dass heifit verschiedene Phasen kommen hier zusammen. Wir
konzentrieren uns zunéchst auf das p-T-Diagramm, da es fiir praktische Anwendungen am wichtig-
sten ist. Fin Beispiel ist in Abbildung 3 gezeigt. Es gibt hier drei Phasen, jeweils durch Phasengren-
zen getrennt, sowie einen Tripelpunkt an dem drei Phasen zusammen kommen, und einen kritischen
Punkt an dem die Phasengrenze verschwindet. Es konnen aber auch deutlich mehr Phasen auftreten
wie etwa fiir Helium-4 in Abbildung 4 gezeigt.
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kritische| Temperatur
Temperatur

Figure 3: Beispiel fiir ein Phasendiagramm.
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Figure 4: Phasendiagramm von “He.

Blackboard video

Phasengrenzkurven

Betrachten wir eine Phasengrenze zwischen zwei Phasen, etwa fest und fliissig. Sind uq(p,T) und
w2 (p, T), so ist die Phasengrenze durch die Gleichung

pa(p, T) = p2(p, 1),

festgelegt. Dadurch wird die Phasengrenzkurve in der Form p;2(7") bestimmt.

Blackboard video

Dichten an Phasengrenzen

Dichten wie die Entropiedichte oder die Teilchenzahldichte miissen auf den beiden Seiten der Phasen-
grenze nicht ibereinstimmen, im Gegenteil, die Unstetigkeit bestimmt ja gerade die Phasengrenze.
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Im grokanonischen Ensemble kénnen also die Ableitungen

Op(T, ) Op(T, )

or ’ ou ’

an den Phasengrenzen unstetig sein, also s; # so, und ny # ng, auch wenn 7', p und p durch die
Gleichgewichtsbedingungen iibereinstimmen miissen.
An den Ubergéingen liegt ein Volumenanteil \; = V;/V in der Phase 1, und ein zweiter Volu-
menanteil Ao = V5/V in Phase 2 vor, mit
i V2

M+ A=+

=1.
Vv Vv

Beim Ubergang von Phase 1 nach Phase 2 dindert sich der Anteil \; entsprechend von A\; = 1 zu
A1 = 0. Dabei éndern sich fiir die gesamte Substanz die mittlere Teilchendichte und die mittlere
Entropiedichte als

N S
n:V:)\ln1+)\2n27 s = V:)\131+/\252~

Am Tripelpunkt verallgemeinert sich dies mit Volumenanteilen A1, Ay und Az, so dass \; +Ao+ A3 =
1, zu
n = Ani + Aang + Agng, S = A181 + A2Sg + A3s3.

Ahnliches gilt auch fiir die Energiedichte.

Blackboard video

Kritischer Punkt

Am kritischen Punkt verschwindet die Phasengrenze. Das bedeutet dass die Differenzen in den
Dichten zwischen den Phasen sy — s; und ng — ny hier gegen Null gehen miissen. Der kritische
Punkt ist von besonderem Interesse da hier starke Fluktuationen auf allen Langenskalen auftreten.

Druck, Volumen und Temperatur-Diagramm

In einem Diagram mit den Achsen Druck p, Temperatur 7' und dem spezifischen Volumen 1/n sind
die Phaseniibergénge in der Richtung 1/n ausgedehnt. Die Projektion auf die Achsen Druck und
Temperatur ist natiirlich das schon besprochene p-T-Diagramm.

Blackboard video

LECTURE 18

—84 —


https://www.tpi.uni-jena.de/~floerchinger/assets/videos/8FLmUeeZxI.mp4
https://www.tpi.uni-jena.de/~floerchinger/assets/videos/5X0YbIlhSZ.mp4

PRESSURE —

Figure 5: Phasendiagramm mit Achsen Druck p, Temperatur 7' und der inversen Dichte 1/n.

8.3 Clausius-Clapeyron Gleichung
Steigung der Phasengrenzkurve im p-T-Diagramm

Wir leiten jetzt eine Gleichung fiir die Steigung der Phasengrenzkurve im p-T-Diagramm her. Dazu

starten wir mit
p1(p12(T), T) = p2(p12(T),T),

und differenzieren nach T,

O\ dp(T) | (Om) _ (Opa\ dpia(T)  (Onz
op ), dT or ), op ), dT oT p'

Jetzt nutzen wir

sowie

O(11.p)
<3u> _ wp) _ aTam
p

(
o(T,p) 2T _<l) n’
T

T -
o(T,p)

Damit folgt
L1dpia(T)  s1 _ 1dpio(T)  s2

ny dT ny  ng dIl ny’

oder . .
dpi2(T) _ 7y —my

ar L _ 1L
o

Wenn eine feste Stoffmenge aus N Teilchen durch den Phaseniibergang geht dndert sich die Entropie
um

As—sgsl—N(SZsl>,

n2
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und das Volumen um

AV:VQ—V1:N<1—1).
no ni
Damit folgt
dpi2(T)  AS
dT AV’

Dies ist die nach Benoit Paul Emile Clapeyron (1799 — 1864) und Rudolf Julius Emanuel Clausius
(1822 — 1888) benannte Gleichung.

Blackboard video

Steigung der Phasengrenzkurve im 7-p-Diagramm

Ganz dhnlich lasst sich die Steigung der Phasengrenzkurve im T-u-Diagramm berechnen. Dazu
nutzt man

p1(Ti2(p), ) = p2(Tr2(p), 1),

und erhilt nach dhnlichen Schritten wie oben

dTia(p) _ n2—m

du S9 — 81

Blackboard video

8.4 Latente Warme

Die latente Wérme ist diejenige Warmemenge die benotigt wird um eine Substanz (etwa bestehend
aus N Teilchen) von der Phase 1 in die Phase 2 iiberzufithren. Sie ist gegeben durch

QL =TAS =T(S; — 5y).

Beispielsweise muss zum Schmelzen von Eis oder zum Verdampfen von Wasser latente Warme
zugefithrt werden. Dabei bleibt die Temperatur konstant. Umgekehrt wird latente Warme frei
wenn Wasser gefriert oder Dampf kondensiert. Diese wird dem Material entzogen und an die
Umgebung abgegeben, wieder ohne wahrend des Phaseniibergangs die Temperatur zu &dndern.

Blackboard video

8.5 Phasendiagramm und Anomalie von Wasser

In Abbildung 6 ist das Phasendiagramm von Wasser gezeigt. Dieses ist etwas vereinfacht, den man
kann noch zwischen verschiedenen Kristallformen des festen Zustandes (Eis) unterscheiden. Es
fallt auf dass die Phasengrenze zwischen fest und fliissig p(T') bei moderatem Druck eine negative
Steigung aufweist. Nach der Clausius-Clapeyron Gleichung dp/dT = AS/AV < 0 bedeutet dies
mit AS > 0 dass AV < 0 sein muss. Mit anderen Worten, Wasser dehnt sich beim Gefrieren aus.
Dies ist eine Anomalie von Wasser, die etwa dazu fiihrt dass Eis auf Wasser schwimmt.
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x
v
E 1 MPa 10 bar
o
100 kPa . K . 1 bar
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Figure 6: Phasendiagramm von H2O.

Blackboard video

Es konnen weitere Alltagsphédnomene durch diese Anomalie erklirt werden. Bringt man ein
Stiick Eis bei etwas weniger als 0° C an einer Stelle unter erhchten Druck, so setzt zunéchst kurz
ein Schmelzvorgang ein. Die dazu nétige Schmelzwérme (latente Warme) wird aber dem Eis selbst
entzogen wodurch es weiter abkiihlt und wieder gefriert.

Bei Schlittschuhlaufen ermoglicht die Anomalie von Wasser die Bildung einer Gleitschicht zwis-
chen Kufe und Eis. Durch den Druck der Kufe schmilzt das Eis, und die Schmelzwéirme wird dem
Eis entzogen. Die entstehende diinne Wasserschicht gefriert also schnell wieder.

Beim Zusammendriicken von Schnee wird dieser durch den Druck stellenweise geschmolzen. Bei
nachlassendem Druck gefriert das Wasser wieder und verbindet die Schneekristalle zu einer festeren
Masse. Gletschereis kann ebenfalls durch Druck schmelzen und wieder gefrieren, was die Bewegung
von Gletschern erméglicht.

Blackboard video
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9 Thermodynamische Prozesse

9.1 Begriffe

Zur Diskussion thermodynamischer Prozesse sind einige Begriffe niitzlich:
e isobar ist ein Prozess bei konstantem Druck. p = const.,
e isochor ist ein Prozess bei konstantem Volumen, V' = const.,
e isotherm ist ein Prozess bei konstanter Temperatur, T' = const.,
e isentrop ist ein Prozess bei konstanter Entropie, S = const.,
o adiabatisch ist ein Prozess ohne Warmeaustausch mit der Umgebung, 6Q = T'dS = 0.

Den Begriff der extensiven Variablen (etwa E, N, V, S) als einer Grole die proportional zur
SystemgroBe, und der intensiven Variablen (etwa T', u, p) als einer Grofie die unabhéngig von der
Systemgrdfle ist, haben wir bereits kennengelernt.

Blackboard video

Quasistatisch, irreversibel und reversibel

Ein quasistatischer Prozess ist ein Vorgang der im Vergleich zur typischen Relaxationszeit des
Systems von einem Nichtgleichgewichtszustand zum Gleichgewichtszustand sehr langsam ablauft.
Dies erlaubt zu jedem Zeitpunkt die Beschreibung als Makrozustand innerhalb des Zustandsraumes
der Thermodynamik. Der Vorgang kann dann etwa in einem p-V-Diagramm als Kurve dargestellt
werden. Fir schneller ablaufenden Prozesse muss man mit typischen Nicht-Gleichgewichtsphéno-
menen rechnen, wie etwa der Bildung von Schocks oder Turbulenzen.

Ein drreversibler Prozess ist ein Vorgang der nicht in umgekehrter Reihenfolge ablaufen kann,
etwa ein Ubergang von einem Nichtgleichgewichtszustand ins Gleichgewicht. Dabei erhoht sich die
Entropie, und nach dem zweiten Hauptsatz ist der Umkehrprozess dann nicht méglich.

Ein reversibler Prozess ist ein Vorgang der auch in umgekehrter Reihenfolge ablaufen kann.
Dabei muss die Entropie konstant bleiben. Ein reversibler Prozess ist notwendigerweise ein quasis-
tatischer Prozess, es gibt aber auch quasistatische Prozesse die nicht reversibel sind.

Blackboard video

9.2 Irreversible Prozesse

Um ein besseres Gefiihl fiir irreversible und reversible Vorgénge zu bekommen, betrachten zunéchst
eine irreversible Expansion eines Gases auf zwei Arten.

Gay-Lussac Versuch

Hier ist ein Gas in einem Unterbereich mit Volumen V; eines Geféfles eingeschlossen, der durch
eine Wand abgetrennt ist. Gas gesamte Gefafl mit Volumen V = V; + V5 ist von der Umgebung
gegen Wéarmeaustausch isoliert. Nun wird die Wand entfernt und das Gas stromt in den gesamten
Raum. Nachdem sich nach einiger Zeit wieder ein Gleichgewichtszustand eingestellt hat werden die
thermodynamischen Parameter bestimmt.
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Es ist intuitiv klar dass es sich hier um einen irreversiblen Prozess handelt. Mikroskopisch
gesehen ist es praktisch ausgeschlossen dass sich alle Teilchen zu einem spéteren Zeitpunkt wieder
im Volumen V; befinden und die Wand wieder eingeschoben werden kann um den Ausgangszustand
wiederherzustellen.

Thermodynamik vor und nach der Expansion

Mit Hilfe der Zustandsgleichung, die jeweils vor dem Entfernen der Wand und nach der erfol-
gten Thermalisierung anwendbar ist, kénnen wir die Anderung der thermodynamischen Parameter
bestimmen. Da sich Energie und Teilchenzahl nicht dndern folgt aus E = (3/2)NkgT dass die
Temperatur vorher und nachher die gleiche ist. Aus pV = NkgT folgt dass eine VergroBerung des
Volumens mit einer Abnahme des Drucks verbunden ist.

Um die Anderung der Entropie zu finden nutzen wir den Ausdruck im mikrokanonischen En-
semble

S(E.N.V) = Nkgn <(27rm)3/2 ed/2 E3/2V>

h3 (3/2)3/2 N5/2
Es folgt also
AS=S(E,N,V)—-S(E,N,V1) = Nkgln (V/V7) > 0.

Dies entspricht der Abnahme an Information, den fiir jeden Teilchen ist der Ort nun weniger gut
bekannt. Die Entropie ist also trotz Wéarmeisolation gestiegen, und der Prozess ist irreversibel.

Blackboard video

Quasistatische irreversible Expansion

Man kann auch eine Kolbenkonstruktion betrachten die es erlaubt das Volumen des Gases von
V1 in sehr kleinen Stilicken auf V' = Vj + V5 zu vergroflern. Alternative lasst man das Gas gegen
einen Reibungswiderstand expandieren, fithrt aber die Reibungswiarme zuriick. In diesem Fall ist
der Prozess quasistatisch, also kénnen in jedem Schritt thermodynamische Gleichgewichtszustdnde
angenommen werden. Es ist ein Prozess bei konstanter Energie dE' = 0 und konstanter Teilchenzahl
dN = 0. Nach der Zustandsgleichung muss auch die Temperatur konstant sein. Die Entropie muss
sich aber dndern, denn der Endzustand ist ja wieder der gleiche Gleichgewichtszustand wie nach
dem Entfernen der Wand. Es gilt hier dS > 0, obwohl keine Warme ausgetauscht wird, §QQ = 0.
Mit anderen Worten es ist
TdS > 6Q =0,

und das ist ein differenzielles Kriterium fiir die Irreversibilitdt eines Prozesses.

Blackboard video

9.3 Reversible Prozesse

Man kann ein Gas aber auch reversibel expandieren oder komprimieren. Da reversible Prozesse im-
mer quasistatisch sind kénnen wir in jedem Schritt die Zustandsgleichung verwenden. Wir nehmen
wieder konstante Teilchenzahl an, dN = 0, und denken uns eine Kolbenkonstruktion, lassen das
Gas jetzt aber gegen eine Feder expandieren, so dass Arbeit verrichtet wird. Die Feder wird dabei
gespannt, nimmt also Energie auf. Allerdings muss die Federkonstante sehr genau auf den Druck
und die Grofle des Kolbens abgestimmt sein, damit die Expansion tatsdchlich quasistatisch, also
sehr langsam, ablduft. Um es konkret zu machen betrachten wir wieder ein ideales Gas.
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LECTURE 19

Isotherme Expansion oder Kontraktion

Bei einer isothermen Expansion oder Kontraktion befindet sich das Gas in einem Warmebad mit
konstanter Temperatur 7. Aufgrund der thermischen Zustandsgleichung E = (3/2)NkpT ist die
Energie konstant, d& = TdS — pdV = 0. Mit dem Druck

T
p:NkBVa

kénnen wir die bei der Expansion vom Volumen V; auf V, verrichtete Arbeit berechnen,

V2 V2 NkgT
W = pdV = B
Vl Vl V

Vo
dV = NkgTn | —
B n<‘/1)7

verrichtet. Damit die Energie konstant bleibt muss also die Warme

Q=W =TAS,

Q LQ
AS=—==Nkgln| —=
S T kiB n( 1),

aus dem Warmebad zugefithrt werden. Die Entropie des Gases dndert sich also, aber die Entropie
des Warmebades dndert sich um den gleichen Betrag, so dass die Gesamtentropie konstant bleibt.

mit

Dieser Prozess ist reversibel wenn die geleistete Arbeit etwa in einer Feder gespeichert wird.
Bei der Kompression wird die Wérme wieder an das Warmebad abgegeben. Die Entropie des Gases
andert sich wieder um den gleichen Betrag, so dass die Gesamtentropie konstant bleibt.

Blackboard video

Adiabatische Expansion oder Kontraktion

Nun betrachten wir eine dhnliche Expansion oder Kontraktion, aber ohne Warmeaustausch mit der
Umgebung, also wiremisoliert oder adiabatisch, Q9 = 0. Bei dieser Art der Expansion wird die
Energie dE = —pdV an den Kolben bzw. die Feder abgegeben. Da auflerdem dN = 0 impliziert der
erste Hauptsatzes in der Form dE = T'dS — udN — pdV hier dS = 0. Die Entropie bleibt konstant.

Setzt man die Zustandsgleichungen E = (3/2)NkgT und pV = NkgT in dE = —pdV ein so
ergibt sich dE = (3/2)NkpdT = (3/2)(pV/T)dT = —pdV oder

1 2
—=dT' = ——=dV.
T 3V

z_ E 2/3
T \V ’

T (Vi 5/3
= Nkg— | — .
p BV1<V)

Diese Gleichungen sind als Adiabatengleichungen des idealen Gases bekannt.

Die Integration dieser Gleichung ergibt

sowie mit pV = NkpT,
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Figure 7: Expandierendes ideales Gas im p-V-Diagram. Die Fldche unter der Kurve entspricht
jeweils der geleisteten Arbeit.

Geleistete Arbeit
Die bei der Expansion geleistete Arbeit ist

va T (P 3
W = pdV = Nkp— () dV = “NkgTy |1 — (Vl/vg)2/3] .
Vi A%} ‘/1 V 2
Graphisch entspricht dies der Flache unter der Adiabatenkurve im p-V-Diagram. In Abbildung 7
ist ein solches p-V-Diagramm fiir ein expandierendes ideales Gas unter isothermen und adiabatis-
chen Bedingungen dargestellt. Die geleistete Arbeit ist im isothermen Fall grofier da wahrend der
Expansion Energie aus dem Warmebad aufgenommen wird.

Blackboard video

Grundséatzliches zu reversiblen Prozessen

Reversible Prozesse laufen vergleichsweise langsam ab und kénnten praktisch auch in umgekehrter
Reihenfolge stattfinden. Dies ist eine Idealisierung. Mit jeder tatséchlichen Bewegung gibt es
kleine Reibungsverluste, die zu einer Erhohung der Entropie fithren. Dennoch ist die Idealisierung
niitzlich. Die Reibungsverluste sind normalerweise proportional zum Quadrat der Geschwindigkeit
eines Prozesses, und wenn dieser langsam genug ablduft konnen sie praktisch vernachléssigt werden.

9.4 Adiabatengleichungen

Wir diskutieren jetzt adiabatische Zustandsidnderungen fiir ein allgemeines thermodynamisches Sys-
tem. Wir haben bereits die Relationen
Cp KT TVa2

:7:1 y
CV KRS + RT

abgeleitet. Aus der Definition von ky = —(1/V)(0V/0p)r,n und ks = —(1/V)(0V/Op)s,n folgt
dann fiir das Verhéltnis k = C,/Cy, auch bekannt als Adiabatenkoeffizient,

()
V)N

> 1.
op
(%),

R =
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Fiir beliebige Substanzen ist also im p-V-Diagramm die Steigung einer Adiabaten (9p/0V)s n
grofer als die einer Isothermen (Op/0V ) N.

Dies bedeutet dass bei einer Expansion von V; auf V5 die verrichtete Arbeit im isothermen Fall
grofer ist. Dies ist intuitiv klar, da beim isothermen Fall zuséitzliche Wéarme aus dem Wéarmebad
aufgenommen wird.

Wir nehmen nun an dass k konstant ist. Dies ist fiir ideale Gase (nicht notwendigerweise
einatomig) jeweils in gewissen Temperaturabschnitten der Fall. Aulerdem nutzen wir die thermische
Zustandsgleichung idealer Gase pV = NkgT so dass

Ip __p
ov TN Vv’

o\ __ P
oV SN 1’8

Diese Differentialgleichung hat die Losung

und somit

pV" = const,

und mit pV = NkgT folgt noch
TV = const.

Fiir das einatomige ideale Gas ist k = 5/3, fiir das Gasmolekiile aus mehreren Atomen mit zusét-
zlichen Vibrations- und Rotationsfreiheitsgraden vergroflert sich x etwas. Fir trockene Luft bei
moderaten Temperaturen gilt x ~ 1.4.

Blackboard video

9.5 Kreisprozesse
Grundsitzliche Uberlegungen

Wir wollen uns nun iiberlegen wie es technisch méglich ist Wéarme in mechanische Arbeit umzuset-
zen. Dies soll natiirlich so ablaufen dass die Gesetze der Thermodynamik, insbesondere der erste
Hauptsatz (Energieerhaltung) und der zweite Hauptsatz (Entropie nimmt nicht ab) eingehalten
werden.

Zusétzlich denken wir uns eine Maschine die periodisch arbeitet, also einen Kreisprozess durch-
lauft. Nach dem Durchlaufen einer Periode soll die Maschine wieder in ihrem Ausgangszustand
sein, also insgesamt keine Energie aufgenommen oder abgegeben haben.

Es ist auflerdem niitzlich von einem, oder mehreren unendlich groflen Warmebéadern bei konstan-
ten Temperaturen auszugehen. Mit anderen Worten wollen wir die Riickwirkung der Maschine auf
die Wéarmebéder vernachlassigen, so dass sich auch nach Entnahme von Wéarme aus dem Warmebad
seine Temperatur nicht dndert.

AuBerdem beginnen wir unsere Uberlegungen mit reversiblen, also quasistatisch ablaufenden
Prozessen. In dieser Idealisierung erreichen wir die maximale theoretisch mogliche Effizienz einer
Warmekraftmaschine. Zusétzlich auftretende Reibungsverluste an Energie werden in realen Prozessen
die Effizienz weiter verringern.
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Aufnahme und Abgabe von Wiarme

Wir starten zunéchst mit einem Arbeitsmedium welches von einem Wéarmebad bei der Temperatur
Ty die Warme Qo = ToAS aufnimmt. Einen moglichst grofien Anteil dieser Energie wollen wir in
mechanische Arbeit umsetzen. Allerdings darf insgesamt auch die Entropie der Maschine inklusive
Wiérmebad nicht abnehmen. Die Maschine muss also im Laufe einer Periode die Entropiemenge
AS (plus eine eventuell durch Reibung entstandende Entropiemenge) wieder abgeben.

Damit die abgegebene Energiemenge Q1 bei der Abgabe der Entropie AS kleiner ist als die zuvor
aufgenommene Wéarmemenge brauchen wir ein weiteres Warmebad bei einer kleineren Temperatur
Ty < Ty. An dieses Warmebad wir die Energiemenge @)1 = T1AS abgegeben. Die Differenz der
beiden Warmemengen,

W = Qz - Ql = (T2 - Tl)ASv

kann dann in Zwischenschritten in mechanische Arbeit umgesetzt werden.

Blackboard video

Effizienzschranke aus zweitem Hauptsatz

Die Effizienz einer Wéarmekraftmaschine ist definiert als der Anteil der aufgenommenen Wéirme der
in mechanische Arbeit umgesetzt wird,
L@
Q2 Q2

Wir sehen direkt dass n < 1 da @7 > 0 sein muss. Der Limes @1 — 0 konnte bei fester En-
tropiemenge AS nur im hypothetischen Fall 77 — 0 erreicht werden.

Aus dem zweiten Hauptsatz lernen wir im aktuellen Kontext dass die im zweiten Schritt an
das Warmebad abgegebene Entropiemenge grofler oder gleich der im ersten Schritt aufgenommenen
Entropiemenge sein muss,

Q_Q-W_Q
Ty T Ty
Gleichheit gilt hier wenn der Prozess reversibel ist. Durch Umstellen ergibt sich daraus die Effizien-
zschranke
n<1-— E
< T
Es ist wichtig dass hier absolute Temperaturen (etwa in Kelvin) verwendet werden.
Interessanterweise konnten wir diese Schranke ableiten ohne den Prozess ndher zu spezifizieren.
Die Schranke ist also unabhéngig von der Art der Warmekraftmaschine, solange sie zwischen zwei

Wiarmebadern mit Temperaturen 75 und 77 < T5 arbeitet.

Blackboard video

9.6 Carnot-Prozess
Warmekraftmaschine

Der Carnot-Prozess ist ein spezifischer Kreisprozess mit dem die gerade aufgestellte Effizienz-
schranke erreicht werden kann. Er besteht aus zwei isothermen und zwei adiabatischen Zustand-
sdnderungen.
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(a) Wir starten mit einer isothermen Expansion bei der Temperatur T5. Dabei wird vom Ar-
beitsmedium die Entropie AS und somit die Warmemenge ToAS aus dem ersten Warmebad
aufgenommen.

(b) Nun kommt eine weitere Expansion, jetzt allerdings adiabatisch/isentrop. Die Temperatur
sinkt dabei auf T} < T. Die Entropie des Arbeitsmediums bleibt konstant.

(¢) Bei der Temperatur T3 folgt nun eine isotherme Kompression, so dass die Entropie AS in
Form der Warmemenge 77 AS an das zweite Warmebad abgegeben wird.

(d) SchlieBlich folgt noch eine adiabatische/isentrope Kompression zuriick auf das Ausgangsvol-
umen. Die Temperatur steigt dabei von T7 auf T5. Die Entropie des Arbeitsmediums bleibt
wieder konstant.

Blackboard video

In Schritt (a) und (b) expandiert das Arbeitsmedium und verrichtet dabei die Arbeit

Wo+ Wy = /pisotherm(v)dv + /pisentrop(v)dv > 0.

In Schritt (c¢) und (d) wird das Arbeitsmedium komprimiert, die verrichtete Arbeit,

We+Wq= /pisotherm(v)dv + /pisentrop(v)dv <0,

ist also negativ. Die Gesamtarbeit kann man als Summe der vier Teilbeitrage, bzw. als Wegintegral
iiber den Kreisprozess schreiben,

W:Wa+Wb+WC+Wd:7§p(V)dV

Wenn der Prozess reversibel, also quasistatisch, ablauft kennen wir aus dem ersten Hauptsatz bereits
den Betrag der insgesamt vom Arbeitsmedium verrichteten Arbeit,

W = (T, — T1)AS,

und der Wirkungsgrad saturiert gerade wie Effizienzschranke, n =1 — T} /T5.

Blackboard video

9.7 Waiarmepumpe

Der Carnot-Prozess ist reversibel, kann also auch umgekehrt laufen.

(a) Wir starten wieder mit einer isothermen Expansion bei einer Temperatur 7 wobei eine
Wirmemenge 77 AS aus dem ersten Warmebad aufgenommen wird.

(b) Nun folgt eine adiabatische Kontraktion so dass sich die Temperatur auf T5 > T} erhoht.

(¢) Im dritten Schritt folgt eine isotherme Kompression bei der die Warmemenge T5AS an das
zweite Warmebad, jetzt bei einer hoheren Temperatur abgegeben wird.
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(d) Schliellich folgt noch eine adiabatische Expansion so dass die Temperatur wieder auf Tj
abféllt.

In diesem Fall ist die vom Arbeitsmedium verrichtete Arbeit negativ,
W = %p(V)dV = (Tl — TQ)AS < 0.

Netto wird also mit mechanischer Arbeit Warme aus dem kélteren Wéarmebad auf das wérmere
Wiérmebad tibertragen. Dies ist der Betrieb einer Warmepumpe.
Die Effizienz einer Warmepumpe definiert man als das Verhéltnis der an das zweite Warmebad
abgegebenen Warmemenge zur aufgewendeten Arbeit,
- TAS T,AS 1

"= TW T -TOAS 1-T T

1.

Es ist also viel sinnvoller eine Warmepumpe zu betreiben als etwa einen Heizstrahler der die einge-
setzt Energie direkt in Wérme umsetzt.

Blackboard video

Kaltemaschine

Schliellich kann man eine Warmepumpe auch einsetzen um einem Wéarmebad bei der Temperatur
T, < T; Wérme zu entziehen, also um zu kiihlen. Hier definiert man die Effizienz als das Verhéltnis
der aufgenommenen Warmemenge zur aufgewendeten Arbeit,

_ TlAS - TlAS _ Tl
W (T, -T)AS T,-T,

Fiir kleine Temperaturdifferenzen To —T7 < T3 ist dieser Wirkungsgrad grofler als eins, wird jedoch
kleiner als eins bei groBerer Temperaturdifferenz Ty — 17 > T3.

Blackboard video

LECTURE 20

9.8 Allgemeine Kreisprozesse
Technisch eingesetze Kreisprozesse

Es gibt eine ganze Reihe beschriebener reversibler Kreisprozesse also Abfolgen von isobaren, iso-
choren, isothermen und isentropen die fiir verschiedene technische Anwendungen eingesetzt werden.
Dazu gehoren etwa Turbinen, Stirlingmotoren, Ottomotoren, Dieselmotoren, usw. Wir werden diese
hier nicht néher diskutieren, die wesentlichen Prinzipien sind aber nun klar. Der Carnot-Prozess
spielt eine besondere Rolle da dort der Wirkungsgrad maximal ist.
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Allgemeine Wirmekraftmaschine

Betrachten wir nun noch einen allgemeineren Kreisprozess, bei dem der Warmeaustausch mit der
Umgebung irgendwo im Temperaturbereich 77 < T < T stattfindet, nicht unbedingt nur bei den
Maximaltemperaturen 77 und 75 des Carnot-Prozesses. Wir kénnen hier zeigen dass die Effizienz
eines solchen Prozesses durch die Effizienz des Carnot-Prozesses begrenzt ist.

Es gibt wahrend einer Prozessperiode Abschnitte mit Warmeaufnahme §@ > 0 und Warmeab-
gabe 6@ < 0. Die Differenz der Warmemengen kann in Arbeit umgesetzt werden,

5W:j§5Q:/5Q>05Q+/§Q<05Q:Q2—Q1.

Aus dem zweiten Hauptsatz folgt dass im Laufe eines Durchgangs mindestens soviel Entropie dS =
3Q/T abgegeben wie aufgenommen werden muss,

jro_y m s,
T sQ>0 T so<o0 T

Das Integral kann man fiir Temperaturen im Bereich 1/T5 < 1/T < 1/T; abschitzen durch

1 1 é ]
sz——ng/ —Q+ —ng.
T T s@>0 I Jsgeo T
Es folgt daraus
Q. T
Qa ~ Ty

und fiir den Wirkungsgrad

Auf der rechten Seite steht gerade wieder der Wirkungsgrad des Carnot-Prozesses. Die Effizienz
eines allgemeinen Kreisprozesses ist also durch die Effizienz des Carnot-Prozesses begrenzt.

Blackboard video

9.9 Otto-Prozess

Wir besprechen noch den Otto-Prozess, als eine idealisierten Vergleichsprozess fiir Ottomotoren. In
der idealisierten Form wird mit einem idealen Gas als Arbeitsmedium gearbeitet, und die durch eine
Zindkerze ausgeloste Verbrennung als wird eine schnelle Warmezufuhr bei konstantem Volumen
modelliert. (Beim ansonsten dhnlich aufgebauten Diesel-Prozess ist der Verbrennungsprozess und
somit die Warmezufuhr langsamer und bei konstantem Druck anstatt konstantem Volumen.)

Der Otto-Prozess besteht aus vier Schritten:

(a) Isentrope Kompression von V; auf Vs, mit entsprechender Steigerung des Drucks entlang der
Adiabate pV* = const. so dass ps = p1(V1/V?)*. Hierzu muss Arbeit von aufien aufgebracht
werden. Wéhrend der Kompression steigt die Temperatur geméfl der Adiabatengleichung
TV =1 = const. von Ty auf Ty = Ty (V;/ Vo)~ L.

(b) Isochore Warmezufuhr um eine Wiarmemenge AQ entsprechend einer Entropiemenge AS
aus der Verbrennung bei konstantem Volumen V5. Die Temperatur steigt dabei auf 75 =
T5 + AQ/Cy. Der Druck steigt geméf der idealen Gas Zustandsgleichung pV = NkgT auf

p3 = p2(T3/T3).
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(¢) Nun expandiert das Medium isentrop von V5 zuriick auf V;, wieder entlang einer Adiabaten
mit pV* = const.. Dabei wird die Arbeit W, = — ‘Zl pdV = f“f pdV verrichtet, und die
Temperatur sinkt auf Ty = T3(Va/V;)" L

(d) Schliellich folgt noch eine isochore Warmeabgabe um ,in der Praxis realisiert durch einen
Austausch des Arbeitsmediums. Die Temperatur sinkt zuriick auf 77 .

Blackboard video

Wirksungsgrad

Im Net-Effekt wird ein Teil der Verbrennungswirme Cy (T3 —T%) in mechanische Arbeit umgesetzt,
ein anderer in die Abwarme Cy (Ty — T1). Aus dem ersten Hauptsatz folgt

W = Cy(Ts — T») — Oy (Ty — Th).

Der Wirkungsgrad ist das Verhéltnis der verrichteten Arbeit zur zugefiihrten Wéarme,

n = w 1CV(T4T1)1(Tl> (T4/T11>
Cv(T3 — Tg) Cv(Tg — Tg) Ts T3/T2 -1/

Aus den Adiabatengleichungen bekommen wir noch

T (Ve
T, T3 \W '

Daraus folgt insbesondere Ty /77 = T3/T5 und dann fiir den Wirkungsgrad des Otto-Prozesses

Der idealisierte Wirkungsgrad moderner Ottomotoren liegt bei etwa 0.35 in the Praxis, etwa im
Stadtverkehr, jedoch oft eher im Bereich 0.1.

9.10 Thermodynamik des Erdsystems

Auf unserem Planeten laufen viele Prozesse ab die man thermodynamisch als Verrichtung von
Arbeit sehen kann, etwa die Bewegung von Luftmassen, die Bewegung von Wasser in Fliissen und
Meeren, aber auch biologische Prozesse, und auch humane Aktivitdten. Wie werden diese Prozesse
angetrieben?

Austausch des Erdsystems mit der Umgebung

Zunéchst sollten wir uns fragen zu welchem Grad das Erdsystem als abgeschlossen angesehen werden
kann. Es wird fast keine Materie mit der Umgebung ausgetauscht, sehr wohl aber Energie und
Entropie.

Im folgenden betrachten wir einen zeitlichen Mittelwert, etwa gemittelt iiber einen Tag oder
ein Jahr.
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Energiebilanz

In einer Zeiteinheit dt nimmt die Erde Strahlungsenergie d@); mit Temperatur 77 von der Sonne
aufgenommen und Warmestrahlung mit kleinerer Temperatur 75 < 77 an das umgebende Weltall
abgegeben, dQs < 0.

Die Erde ist im wesentlichen in einem stationdren Zustand, und nach dem ersten Hauptsatz
muss also pro Zeiteinheit genauso viel Energie aufgenommen wie abgegeben werden,

dE _dQ, | dQ,

dt  dt a Y

Die im Mittel aufgenommene und wieder abgegebene Leistung kann als etwa dQ; /dt = 1,75x101"W
berechnet werden.

Bei einer etwas genaueren Betrachtung kommen noch zuséitzliche kleinere Energiefliisse aus den
Gravitationskréften des Mondes und der Sonne hinzu (Gezeitenkréfte), sowie aus radioaktiven Zer-
fallsprozessen im Erdinneren und einer langsamen Abkiihlung des Erdinnerern. Diese zusétzlichen
Energiefliisse sind aber im Vergleich zu den oben genannten Energiefliissen klein.

Entropiebilanz

Schauen wir uns nun die Entropiebilanz an. Durch die Strahlung der Sonne wird pro Zeiteinheit
dt die Entropiemenge dS = dQ;/T; aufgenommen, und durch die Abstrahlung an das Weltall
wird die Entropiemenge dS = dQ2/T> abgegeben. Zusitzlich sind viele der Prozesse auf der Erde
irreversibel, und es wird mit einer Rate o zusétzliche Entropie erzeugt. Insgesamt muss in einem
stationdren Zustand die Entropie der Erde aber im Wesentlichen wieder konstant sein,

dS 1 d@, 1 dQs

— =4 =—— =0.

& Tt T, dt 7
Der zweite Hauptsatz ist erfiillt: es wird mehr Entropie an das Weltall abgegeben als von der Sonne
aufgenommen wird,

dQs = —[dQy + odi].

Blackboard video

9.11 Kosmologie und Wirmestrahlung

Betrachtet man das Universum so finden sich sehr viele Sterne von ahnlicher Art wie die Sonne.
Von Heinrich Wilhelm Olbers (1758 — 1840) stammt die folgende Uberlegung:

”Sind wirklich im ganzen unendlichen Raum Sonnen vorhanden, sie mégen nun in
ungefihr gleichen Absténden von einander, oder in Milchstrassen-Systeme vertheilt sein,
so wird ihre Menge unendlich, und da miisste der ganze Himmel eben so hell sein wie
die Sonne. Denn jede Linie, die ich mir von unserem Auge gezogen denken kann, wird
nothwendig auf irgend einen Fixstern treffen, und also miisste uns jeder Punkt am
Himmel Fixsternlicht, also Sonnenlicht zusenden.”

In der Tat nimmt zwar die Intensitit der Strahlung proportional zu 1/r? ab, aber die Anzahl der
Sterne in einer Kugelschale mit Radius 7 nimmt proportional zu r? zu. Die Gesamtintensitéit der
Strahlung die von einer Kugelschale mit Radius 7 kommt ist also proportional zu r2/r? = 1. Damit
miisste von Sternen bei allen Abstdnden r, und somit aus allen Richtungen gleich viel Strahlung

kommen. Der Himmel miisste also etwa so hell sein wie die Sonne!
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In diesem hypothetischen Universum wiére die Strahlung all dieser Sterne im thermischen Gle-
ichgewicht. Damit wiirde auch die Thermodynamik des Erdsystems nicht mehr funktionieren, den
die aufgenommene und abgegebene Strahlung hitte die gleiche Entropie. Dies ist offensichtlich
nicht der Fall... was ist die Losung dieses Paradoxons? Es ist die kosmische Expansion! Das
Universum ist nicht statisch, sondern expandiert. Die Strahlung der Sterne wird durch die Expan-
sion rotverschoben und ausgediinnt. Die Strahlung der Sterne ist also nicht mehr im thermischen
Gleichgewicht, und das Paradoxon ist gelost. Durch einen Blick in den Nachthimmel und etwas
Nachdenken kann man also schon sehen dass das Universum expandiert.
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LECTURE 21

10 Ideale Quantengase

10.1 Allgemeiner Formalismus

Wir diskutieren in diesem Kapitel ideale, also nicht-wechselwirkende Gase in der quantentheoretis-
chen Beschreibung. Es gibt dafiir verschiedenste Anwendungsfille, auch wenn es die Abwesenheit
einer Wechselwirkung in der Realitdt meist eine Approximation ist. (Ein Wechselwirkungsterm
ist auch notwendig damit ein Nicht-Gleichgewichtszustand sich dem thermischen Gleichgewicht an-
ndhern kann.) Die hier entwickelte Theorie kann fiir approximative Beschreibungen bei kleiner
Wechselwirkung verwendet werden, auch im Rahmen der Methode der Quasi-Teilchen.

Blackboard video

Einteilchenzustiande

Wir betrachten ein wiirfelférmiges Volumen V' = L3 und nehmen der Einfachheit wegen periodische
Randbedingungen an. Damit sind die normierten Impulseigenzustdnde fiir ein einzelnes Teilchen
gegeben durch

(x|p) = % exp(ipx/h),

mit dem Impuls

I3
wobei I; € 7Z diskret ist. Das endliche Volumen und die Randbedingungen fiihren zu einer Quan-
tisierung des Impulses. Wenn das Teilchen einen Spin S hat muss dieser als eine zusétzliche Quan-

tenzahl, etwa in Form der Projektion auf z-Achse m € {-S,..., S}, beriicksichtigt werden. Ein
Einteilchenzustand ist somit von der Form

) = [p,m),

wobei wir der Einfachheit wegen den Impuls und die Spinquantenzahl kombiniert haben, a =

(pa mS) .

Es gibt eine diskrete aber unendliche Menge von erlaubten Quantenzahlen «. Man kann sich
diesen Index aus ly,l2,l35 und m zusammengesetzt vorstellen, a = (l1,12,13,m), und es ist auch
moglich iiber die moglichen Werte im Sinne eines Indizes zu summieren.

Blackboard video
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Vollstandigkeit und Spur

Die Impuls- und Spin-Eigenzusténde bilden eine Basis des Hilbertraums fiir ein Teilchen. Man kann
also ein Finselement in diesem Hilbertraum schreiben als

9] [eS) S

L= la)al=) lpm)emi= > > > > [pm)p.ml

li=—0o0 lz=—00 lz3=—00 m=—5

mit der Orthonormalitétsrelation
(ala’) = (p,m|p’,m") = 81,1 01,1, 01,1, 0rmm’ = dararr-
Die Spur eines Operators A; in diesem Raum ist

Te{A1} = ) (a]Aila) =) (p,m|Ai[p,m).

p,m

Blackboard video

Zweiteilchenzustiande fiir idenische Bosonen

Wir koénnen jetzt Zustdnde fiir mehrere Teilchen konstruieren. Fangen wir mit zwei bosonischen
Teilchen an welche Eigenzustdnde mit Impulsen p; und ps und Spinquantenzahlen m, und msy
besetzen. Dann muss die Wellenfunktion symmetrisch beziiglich des Austauschs der beiden sein,
also etwa

1
la1, ) = |ag, 1) = 7 (Ip1, m1)|pP2, m2) + |P2, m2)|P1,M1)) .

Man kann dies als einen symmetrisierten Basisvektor fir den Zweiteilchen-Hilbertraum auffassen.
Hier ist es moglich dass p; = p2 und m; = ms ist, es konnen also mehrere bosonische Teilchen
den gleichen Einteilchenzustand besetzen. In diesem Fall &ndert sich der Normierungsfaktor,

|a1,a1> = |P17m1>|P1,m1> = (\p17m1>|p1,m1> + |P17m1>|P1,m1>)~

DO =

Blackboard video

Zweiteilchenzustiande fiir idenische Fermionen

Fiir fermionische Teilchen ist die Wellenfunktion stattdessen antisymmetrisch beziiglich Vertausch-
ung, also etwa

1
\041,OZ2> = *\0427041> = E (|p1,m1)|p2,m2> - |p2,m2>\p1,m1>).

Hier kann jeder Einteilchenzustand nur einmal besetzt werden (Pauli-Prinzip). Fir Teilchen mit
Spin 1/2 kann somit jeder Impulszustand p mit zwei Teilchen besetzt werden, eines mit Spin-
Quantenzahl m = 1/2 und eines mit m = —1/2.

Blackboard video

- 101 —


https://www.tpi.uni-jena.de/~floerchinger/assets/videos/N4JvVghsGp.mp4
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Mehrteilchenzustande

Nach den gleichen Prinzip lassen sich nun Mehrteilchenzustdnde konstruieren. Fiir IV fermionische
Teilchen ist die Wellenfunktion antisymmetrisch beziiglich der Vertauschung jeweils zweier Teilchen,
und geeignete anti-symmetrisierte Basiszustande sind etwa

1
o, an) = ——= > sign(o)|as) - lae ),
N! gESN

wobei o(1),...,0(N) eine Permutation von 1,..., N darstellt, und Sy ist die Menge aller solcher
Permutationen, die sogenannte symmetrische Gruppe. Das Vorzeichen sign(o) ist positiv fir ger-
ade Permutationen, also solche Permutationen die sich aus einer geraden Anzahl elementarer Ver-
tauschungen ergeben, und negativ fiir ungerade.

Blackboard video

Fiir NV bosonische Teilchen ist die Wellenfunktion stattdessen symmetrisch beziiglich der Ver-
tauschung zweier Teilchen, mit Basiszustédnden

1
a1, ..., an) = Y% Z o)) - lae (),

cESN

mit einer geeigneten Normierungskonstanten 4.

Die unterschiedlichen Symmetrien der fermionischen und bosonischen Wellenfunktionen fithren
zu unterschiedlichen statistischen Eigenschaften, daher spricht man auch von fermionischer oder
bosonischer Statistik.

Blackboard video

Besetzungszahlbasis
Die Basiszustidnde fur N identische Teilchen konnen auch in der Form
[y, na, ...

angegeben werden. Hierbei bezeichnet n, die Besetzungszahl des Einteilchenzustandes mit Quan-
tenzahl a. Durch die Gesamtmenge der Besetungszahlen ist der Quantenzustand vollstdndig charak-
terisiert. Man nennt diesen Hilbert-Raum auch Fock-Raum.

Fiir Bosonen sind die Besetzungszahlen beliebige natiirliche Zahlen inklusive Null, n, € Ny,
fiir Fermionen hingegen gibt es nur die Besetzungszahlen Null oder Eins, n, € {0,1}. Zusténde
unterschiedlicher Besetzungszahlen sind orthogonal,

<n1,n2, e |m1, ma, .. > = (Sn1m15n2m2 s
Fur einen N-Teilchen Zustand muss fur die Summe
ny+ny+---=N,

sein.

Blackboard video
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Spur im N-Teilchen-Hilbertraum

In der Besetzungszahldarstellung wird die Spur eines Operators Ay im N-Teilchen-Hilbertraum zu
einer Summe iiber alle moglichen Besetzungszahlen

TI{AN}Z Z 5N}n1+n2+m<n1,n2,...|AN|n1,n2,...).
ni,M2,...

Die Besetzungszahlen werden fiir Bosonen im Bereich n,, € N und fiir Fermionen im Bereich n, €
{0, 1} summiert. Die Summe wird durch das Kronecker-Delta so eingeschrénkt dass ny+ns+... = N
gilt.

Blackboard video

Operatoren und Spur im Fock-Raum

Wir kénnen jetzt auch Operatoren A zulassen welche die R&ume mit verschiedenen Teilchenzahlen
N verbinden. In der Besetzungszahldarstellung ist ein solcher Operator einfach iiber die Matrix-
elemente,

(n1,n9,...|Almi,ma,...),

definiert. Die Spur ist dann

T‘I‘{A}: Z <7’L1,7’L2,...|14|’I7J17’I127...>7

ni,na,...

wobei hier die Summen nicht weiter durch ein Kronecker-Delta auf feste Teilchenzahl eingeschrénkt
sind.

Blackboard video

Hamilton-Operator

Wir arbeiten mit einem Hamilton-Operator fiir N nicht-wechselwirkende Teilchen in der Form

N
H= ZE%
j=1

Hier ist F,; die Energie des j-ten Teilchens im Einteilchenzustand «;. Beispielsweise gilt im nicht-

relativistischen Fall )
Ea = L + VO?
2m

wobei V| eine konstante Energieverschiebung, etwa durch ein dufleres Potential, ist. Fir relativis-

tische Teilchen gilt stattdessen
E, = \/2p? + c*m2,

mit Lichtgeschwindigkeit ¢, und im ultrarelativistischen Limes, oder fiir m = 0, wird dies zu

E, = ¢|p|.

Blackboard video
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Groflkanonische Zustandssumme

Im Prinzip kann die weitere Theorie in verschiedenen Ensembles entwickelt werden, der Zugang tiber
das groflkanonische Ensemble ist jedoch am Einfachsten. Im thermodynamischen Limes eines grofien
Systems sind die verschiedenen Ensembles dquivalent, und die zugehorigen thermodynamischen
Potentiale sind iiber Legendre-Transformationen miteinander verbunden.

Die grokanonische Zustandssumme ist

oo
Zyo = Tr{efB(Hf“N)} = Z Z ON ny+nat... (N1, N2, . .. \efﬁ(Hf“N)\nl,ng, ce)
N=0n1,na,...

Hier konnen wir fir die Teilchenzahl
und fiir die Energie

einsetzen, und erhalten
ch = Z exp <_6Zna[Ea - M]) = H {Zexp (_Bna[Eoz - N’])} .
n1,n2,... o3 [e% Ng

Im zweiten Schritt haben wir hier ausgenutzt dass die Summen tber Besetzungszahlen fiir die
verschiedenen Impuls- und Spinquantenzahlen unabhéngig voneinander ausgefithrt werden kénnen.
Dies ist ein Vorteil des groflkanonischen Ensembles.

Blackboard video

Summen iiber Besetzungszahlen fiir Bosonen und Fermionen

Die Summe iiber n,, ist fiir Bosonen eine geometrische Reihe,

B 1
- 1—exp(—BlEa —pl)’

Z exp (_/Bna [Eoc - M])

Nna=0

Die Konvergenz der Reihe verlangt p < E, fiir alle Quantenzahlen a.. Oft bedeutet dies dass das
chemische Potential p fiir Bosonen kleiner als Null sein muss.
Fiir Fermionen ist die Summe stattdessen einfach

> exp(—BnalBo — u]) = 1+ exp (—B[Ea — 1)) -

N =0

Die Zustandssumme ergibt sich als Produkt dieser Terme fiir alle moglichen Werte von a.

Blackboard video
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Groflkanonisches Potential

Das groB3kanonische Potential ergibt sich also Logarithmus der Zustandssumme,

® = —kpTIn(Zye) = £kpT Y In(1F exp (—B[Es — 1))

Hier gilt das obere Vorzeichen fiir Bosonen und das untere fiir Fermionen. Uber das Differential
d® = —SdT — Ndu — pdV lassen sich daraus verschiedenste thermodynamische Gréflen berechnen.

Blackboard video

Teilchenzahl und mittlere Besetzungszahlen

Die mittlere Teilchenzahl ergibt sich durch Ableiten nach dem chemischen Potential,

0% 1
on Za: exp (B[Ea — p]) F1

Hier kann man

1
exp (B[Eq — p]) F17
als mittlere Besetzungszahl des Einteilchenzustandes av mit der Einteilchenenergie E,, interpretieren.
Fiir Bosonen gilt aufgrund von p < E, fiir diese mittlere Besetzungszahl 0 < ng(FE,) < oo, wihrend
fiir Fermionen 0 < ng(E,) <1 gilt.

Die folgenden Relationen lassen sich leicht nachrechnen und sind oft niitzlich

1 1+ npp(Ea)

5 oxp (—B1Ba — 1)’ w5/ (Ea)

np/r(Ea) = (Na) =

1+ npp(B,) = = exp (B[Ea — 4]).

Blackboard video

Entropie
Die Entropie folgt durch Ableitung des grokanonischen Potentials nach der Temperatur,

S = _ o2 = Fks Zln (1F exp (—B[Ea )+ ks Z AR 1 ¥ expexp,é(’[li[éaﬂ]_) =

oT
1 — y
_iszln( 1F exp (—B[Ea — ] >+ Bzexp ) F1

=+ kB Z ln 1+ nB/F(Ea)) + k’B Z nB/F a) [111(1 + nB/F(Ea)) — IH(TLB/F(EQ))]

=kp Z { np/r(Eo) (np/p(Ea)) £ (1 +np/r(Eo)) In (1 £ np/p(Ea))} -

Das obere Vorzeichen gilt nach wie vor fiir Bosonen, das untere fiir Fermionen. Im fermionischen
Fall ist die Entropie symmetrische beziiglich der Transformation ny < (1 — np).

Blackboard video

LECTURE 22
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Energie

Die mittlere Energie ergibt sich mit diesen Relationen als

E = + TS + ,uN = ZnB/F(Ea) [kBTln(l + nB/F(Ea)) — kBTln(nB/F(Ea)) + ,u]
= Bangp(Ea).

Der Ausdruck in der letzten Zeile ist intuitiv gut versténdlich wenn ng,/p(Ey) als mittlere Beset-
zungszahl des Einteilchenzustandes mit der Energie F, verstanden wird.

Blackboard video

Klassischer Limes

Im Fall kleiner mittlerer Besetzungszahlen ng/p(Eq) < 1 ergibt sich

1
exp (B[Ea — p]) F 1

In diesem Limes verhalten sich Bosonen und Fermionen gleich. Aus der bosonischen und fermion-
ischen Quantenstatistik wird in diesem Limes die klassische Boltzmann-Statistik.

np/r(Ea) = ~ exp (—fB[Ea — pl) = mia(Ea).

Thermodynamische Grofien im klassischen Limes

Wir kénnen in fithrender Ordnung im klassischen Limes fiir das groflkanonische Potential schreiben
®=—kpT» exp(—B[Ea —pl).
Die Teilchenzahl wird zu
N = and(Ea) = Zexp (—=B[Ea — 1)),
die Entropie wird

S=—kp Y ma(Ea) n(nia(Ea)) = T > [Ea — pma(Ea),

und die Energie wird
E =Y Egma(E.).
[e3

Blackboard video
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Impulsintegrale

Die Summe iiber die Einteilchenquantenzahlen wird mit Ap; = 2wh/L zu
(oo}

D D [e%s) Apj de
IR IS PON DO I A oy Do e

j=—00 m j=—00

Wir haben hier die Anzahl der Raumdimensionen D offen gehalten, aber natiirlich ist D = 3
der wichtigste Fall. Im ersten Schritt haben wir einen zusétzlichen Faktor 1 in geeigneter Form
eingefiihrt, und im zweiten Schritt den Limes L — oo genommen in dem aus der Summe iiber
diskrete Impulse ein kontinuierliches Integral wird.

Blackboard video

Spin-unabhingige Dispersionsrelation

Wir nehmen nun an dass die Einteilchenenergie unabhingig von der Spinquantenzahl m ist,
EOé = E(p)7

und fiithren den (Spin-) Entartungsfaktor g = 25 + 1 ein.
Dann ergibt sich fiir den Druck

(10 =217 =t [ b (1o (£ 1)

. 9E(P)

-9 /de P’ "op
PP e (B 71

Im letzten Schritt haben wir jeweils beziiglich einer Impulskoordinate partiell integriert und um
die Rotationsinvarianz zu erhalten einen Mittelwert beziiglich der D moglichen Koordinatenachsen
genommen.

Blackboard video

10.2 Nicht-relativistische Gase

Wir spezialisieren uns jetzt auf eine nicht-relativistische, spin-unabhéngige Energie-Impulsrelation

der Form ,
p

E(p) = m

Daraus ergibt sich p-0E(p)/dp = p?/m. Damit kénnen wir den Druck fiir ein ideales Quantengas
mit Entartungsfaktor ¢ in D rdumlichen Dimensionen schreiben als

1

g * D+1
p(Tp) = 5—mp QD/ dpp” ",

wobei
27.(.D/2

- T(D/2)’

die Oberflache der Einheitskugel in D Dimensionen ist.

D
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Blackboard video

Variablensubstitution

Mit der Fugazitét

z=exp 1=
ksT )’

und der Variablensubstitution

B a2
 kgT  2mkgT’ dp p’
ergibt sich
) = gﬂ.D/2(2kaT)D;'2 /oo tD/2
P = o @rn)D(D/2)D(D)2) J, “etzTF 1

Hier kann noch eine Eigenschaft der Riemann’schen Gammafunktion,
(D/2)T(D/2) =T (32),
eingesetzt werden, und es ergibt sich die Relation

D/2 S D/2
mkgT 1 t
T, 1) = gkgT dt———.
(T, ) = gks (277712) F(Df)/o etz=1x1

Blackboard video

Polylogarithmus

Die hier auftretenden Integrale lassen sich als Polylogarithmus darstellen. Dieser ist fiir |z| < 1
iiber eine Reihendarstellung definiert, kann aber zu beliebigen komplexen Argumenten z analytisch
fortgesetzt werden und hat dann eine interessante Integraldarstellung,

o0

Li (Z)_Zzn_l/oodtts_l
s ns  T'(s) Jo etz=1 —1°

n=1

Somit kénnen die Bose- und Fermi-Integrale geschrieben werden als

1 o] tsfl
— dt————— = £Lis(£=).
T'(s) /0 etz71x1 ks (£2)

Wir finden also fiir den Druck

mksT\ /% .
p(T, p) = +gksT (W) Li(p12)/2 (i exp (k&)) ’

Hier tritt wieder die thermische Wellenldnge

| 2mwh?
A= kaT’

Blackboard video

auf.
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Eigenschaften des Polylogarithmus

Wir notieren hier noch einige niitzliche Eigenschaften des Polylogarithmus. Es gilt die Ableitungsregel

d . 1.
@LIS(Z) = ;Lls,l(z).
An der Stelle z =1 gilt
Lis(1) = ¢(s), —Liy(=1) = [1 = 2'7°)((s),
mit der Riemann’schen Zetafunktion
1
C(s) = vl
n=1

In der Ndhe von z = 0 kann man die definierende Reihendarstellung verwenden, und es gilt in
fithrender Ordnung
Lis(2) ~ z.

Fiir groe Werte |z| — oo gibt es eine asymptotische Entwicklung, mit den fiihrenden Termen

1 72

7L15(7Z) ~ m IH(Z)S + m

In(2)*2+....

Diese Entwicklung ist insbesondere im fermionischen Fall relevant.

Blackboard video

Teilchenzahl-, Entropie- und Energiedichte
Durch Ableiten des Drucks nach dem chemischen Potential kommt man zur Teilchenzahldichte,
Op(T', p) mksT\ "% "
= P () 1 o ()
Auf dhnliche Art ergibt sich die Entropiedichte,

Aﬂmz(Dgﬁpmm un(T, )

Die Energiedichte € ergibt sich daraus mit Hilfe der Gibbs-Duhem-Relation, ¢ + p = sT + un als

T T

(T, ) = S o(T, ).

Diese Relation gilt fiir alle einfachen nicht-relativistischen idealen Gase, unabhéngig ob es sich um
Bosonen, Fermionen oder klassische Teilchen handelt.

Blackboard video

10.3 Elektronengas

Elektronen in Festkorpern sind nicht-relativistische Fermionen mit Spin 1/2, es gibt also zwei rel-
evante Spin-Zustidnde mit m = +£1/2. Wie tberlegen uns nun die Konsequenzen einer Approx-
imation in der Elektronen als quasi-freie Teilchen ohne Wechselwirkung beschrieben werden. In
echten Festkorpern kann die Wechselwirkung zwischen Elektronen und den Atomkernen an ihren
Gitterpldtzen, sowie zwischen den Elektronen, oft nicht vernachléssigt werden, unsere Theorie ist
also nur eine erste Anndherung an die Realitét.
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Grundzustand

Wir starten mit der Beschreibung bei sehr kleinen Temperaturen. Aus der mittleren Besetzungszahl
1

ne(B) =
exp (ﬁ) +1

wird fiir 7' — 0 eine Stufenfunktion,

nr(E) = O(n— E).

Alle Einteilchenzustédnde mit F < p sind besetzt, solche mit E > p sind unbesetzt. Die Dichte fiir
m =1/2 und m = —1/2 ergibt sich jeweils als Integral {iber die besetzen Impulse,

d3p 4 pr 1
=n, = | ——=O(u—p?/(2 = — dpp? = ——p3
nT ni / (27Th)3 (l‘L p /( m)) 871'3h3/0 pp 67T2h3pF7
wobei der Radius der Kugel besetzter Zustdnde im Impulsraum,

pF:\/2m7

auch als Fermi-Impuls bekannt ist. Die gesamte Dichte ist n = ny + n) und somit gilt bei T' = 0
fiir die Elektronendichte 5
n=_r_
3m2h3
Umgekehrt ist der Fermi-Impuls durch die Dichte bestimmt, pp = (372n)'/3A.

Blackboard video

Fermi-Energie und Fermi-Temperatur

Die Einteilchenenergie der gerade noch besetzen Zustinde nennt man auch Fermi-Energie,

_pi_ﬁ 2 \2/3
EF_Qm_2m (37r n) .

Ahnlich ist die Fermi-Temperatur definiert,

2
Ry

Th = — = ——
K kB kaB

Bei T' = 0 gilt p = Ep = kpTr. Die Existenz einer Fermi-Kugel mit besetzen Zustdnden bis
zum Fermi-Impuls ist eine Konsequenz des Pauli=Prinzips bzw. der Fermi-Statistik, und somit ein

Quanteneffekt. Allgemein werden Quanteneffekte relevant wenn die Temperatur d&hnlich grofl wie
die Fermi-Temperatur oder kleiner ist.

Blackboard video
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Thermodynamik aus dem Druck

Aus dem allgemeinen Ausdruck fiir den Druck des idealen Fermigases in D = 3 Dimensionen,

kaT 3/2 .
p(T, p) = —gksT <W> Lis /2 (* exp (kBLT)) ’
erhalten wir fiir 7' — 0 mit der asymptotischen Form des Polylogarithmus fiir grofle z,

In(z)>/2  8In(z)%/?
r7/2) 157’

—L15/2(—Z) ~

fiir g = 2 den Ausdruck

ke T\ Y2 8 i\ 2em) s
27h? 15y/m \ kgT 15mw2h3

Daraus lésst sich etwa die Elektronendichte als Ableitung erhalten,

p(T =0, ) = 2kpT (

(2mp)®/?
3m2h3

Blackboard video

LECTURE 23

Druck bei kleinen Temperaturen

Um die Zustandsgleichung bei kleinen Temperaturen zu bekommen kann man einfach in der asymp-
totischen Entwicklung des Polylogarithmus fiir grofe |z| ein weiteres Glied mitnehmen,

) 81n(2)%/2  /mln(z2)'/?
sz~ o Ty

Daraus ergibt sich

kaT 3/2 ] M 5/2 7_(_3/2 M 1/2
T, ) =2kpT | 2B
P(T, 1) =2ks <27rh2 > Bva\wr) 3 \wr) T

2(2m)3/2 572

Man kann dies auch aus der durch die Temperatur aufgeweichten Stufenfunktion (Fermi-Verteilung)
nach einer Methode von Sommerfeld berechnen.
Entropie und Warmekapazitiat bei kleinen Temperaturen

Die Entropiedichte ergibt sich durch Ableiten des Drucks nach der Temperatur,

Op(T,p) _ (2m)3/2 2m 1 > T
= ? = T /2 = _——
T R ks 5

s(T', )

- 111 —


https://www.tpi.uni-jena.de/~floerchinger/assets/videos/KGF2VHGAtW.mp4

Wir berechnen noch die Warmekapazitatsdichte tiber eine zuvor abgeleitete Relation,

82p 82;0 _ 8217 82p
OT? Ou? OTOou 0T
Cy = p .
o

Wenn wir uns auf den fithrenden Term bei kleinen Temperaturen beschrianken kénnen wir den
zweiten Term im Zahler vernachléssigen, und erhalten
w2 T

2
kATt ? = nkg— —.
BL M nBQTp

O*p(T,p) _ (2m)¥
a1 6h°

Cy = T
Insbesondere ist das Resultat linear in der Temperatur was experimentell getestet werden kann.

10.4 Bose-Einstein-Kondensation

Wir betrachten jetzt nicht-relativistische bosonische Teilchen mit Einteilchenenergie E = p?/(2m)
in D = 3 Dimensionen. Mit der mittleren thermischen Besetzungszahl

1
m(B) = N T
exp (ﬁ) -1
folgt die Teilchenzahldichte als
3

d » 2 mkgT 3/2 .
ntherm(Tv M) = g/ W”B (;W) =g ( 2 h2 ) Ll3/2 (exp (k]},%)) .

Hier ist das chemische Potential auf u < 0 eingeschrankt. Dabei ist fiir feste Temperatur T die
Dichte n grofler je ndher das chemische Potential an p = 0 kommt. Betrachten wir hier die obere
Schranke 1 = 0, so ist

mkgT 3/2 . mkgT 3/2
Ntherm < g (271_];%2) L13/2 (1) =g ( 27’(22 ) C(3/2)7

mit ((3/2) = 2.6124. Es scheint als gébe es fir vorgegebene Temperatur eine obere Schranke fiir die
Teilchenzahldichte, und es stellt sich die Frage was passiert wenn die Temperatur bei fester Dichte
weiter gesenkt wird.

Makroskopische Besetzung des Einteilchen-Grundzustandes

Von Albert Einstein (1879 — 1955) kam, basierende auf Arbeiten von Satyendranath Bose (1894 —
1974), die Einsicht dass die Besetzungszahl der Impulsmode mit p = 0 (Einteilchen-Grundzustand)
separat zu behandeln ist. In der Tat divergiert die mittlere Besetzungszahl fiir verschwindende

Einteilchenenergie E = 0,
1

exp (kaLT) -1
wenn das chemische Potential sich von unten der Null n&hert, ;4 — 0. Dies ist ein Hinweis auf eine
makroskopische Besetzung des Einteilchen-Grundzustandes.

In einer Box mit Volumen V = L? und mit periodischen Randbedingungen ist der Zustand mit
der kleinsten Einteilchenenergie einfach rdumlich homogen mit p = 0. Gibt es stattdessen ein extern

ng(0) = — 00,

vorgegebenes Potential V(r) so muss die Schrodingergleichung gelost werden um die Einteilchenen-
ergien fiir Grundzustand und angeregte Zustdnde zu bestimmen. Ist bei kleinen Temperaturen
der Einteilchen-Grundzustand mit der Wellenfunktion ¢o(x) mit einer makroskopisch relevanten
Teilchenzahl Ny besetzt, so spricht man von einem Bose-Finstein-Kondensat.
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Kritische Dichte bzw. Temperatur

Bei groflen Temperaturen bzw. kleinen Dichten gibt es keine makroskopische Besetzung des Einteil-
chen-Grundzustandes. Fir vorgegebene Temperatur T' setzt Bose-Einstein-Kondensation oberhalb

der kritischen Dichte 32
kaT
Ne =g < o h2 > §(3/2)’

ein. Fiir vorgegebene Dichte n = N/V ist der Ubergang bei der kritischen Temperatur

2mh? n 2/3
ot = 5 (m)

Dichte mit Kondensatanteil

Fir Temperaturen T' < T, gibt es zwei Beitrage zur Teilchenzahldichte,
n = ng + Ntherm-

Hier ist ng = Ny/V die Teilchenzahl pro Volumen im Einteilchen-Grundzustand, und ngherm
die Teilchenzahl in allen anderen Zustdnden, mit thermischer Besetzung. Der thermische Anteil
entspricht dem zuvor abgeleiteten Ausdruck fir 4 = 0,

mknT 3/2 T 3/2
Ntherm = 9 ( 27_;;2 > 4(3/2) = (T) n.

Der Rest der Dichte wird durch die Kondensatdichte ausgemacht,

7\ 3/2
Nng =N — Ngherm = N [1 — (Tc>

Bei T' = 0 entspricht die Kondensatdichte der gesamten Teilchenzahldichte, ng = n.
Oberhalb der kritischen Temperatur ist ng = 0 und es gilt n = ngperm (7, 1), wobei p wie
gewohnlich als Lagrange-Multiplikator fiir die Teilchenzahl bzw. Dichte verstanden werden sollte.

Druck

Bei verschwindender Wechselwirkung zwischen den Teilchen tragt der Kondensatanteil nicht zum
Druck bei, und es gilt

mk:BT 8/2 .
P(T, 1) = puverms (T, 1) = ghsT (W) Lis/a (exp (7))

mit =0 fir T < T..

Entropiedichte
Die Entropiedichte ergibt sich wieder durch Ableiten des Drucks nach der Temperatur,

8pT, 3pT7 TLT,
st = 2L 36T pn(Tor)

wobei eben pu = 0 fir T' < T, zu beachten ist so dass dort

_3p(T,0) _ mkgT "/ L 4(32) (TN?
0 = () o =G (1)
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Warmekapazitat
Fir T < T, ergibt sich die Warmekapazitatsdichte als

_CV . 88 _§

Das Festhalten der Dichte n beim Ableiten bedeutet hier keine Einschrinkung, da dies automatisch
iiber die Kondensatdichte ny passiert. Sowohl die Entropiedichte als auch die Wéarmekapazitéts-
dichte wachsen bei kleinen Temperaturen mit 7°3/2.

Kompressibilitit

Wir betrachten noch die isotherme Kompressibilitét

_ 1oV _l on
T = op n\0p /)

Da der Druck fir T' < T, unabhéngig von der Dichte wird divergiert formal die Kompressibilitét,
kr = oo. HEs muss also praktisch kein Druck aufgewandt werden um ein nicht-wechselwirkendes
Bose-Einstein-Kondensat zu komprimieren. Wenn repulsive Wechselwirkungen zwischen den Teilchen
beriicksichtigt werden &ndert sich dies, und die Kompressibilitat bleibt endlich.

10.5 Photonengas

Wir betrachten jetzt Lichtteilchen, also Photonen, als nicht-wechselwirkende Teilchen mit bosonis-
cher Quanten-Statistik. Die Einteilchenenergie ist

E(p) = c|pl|.

Es gibt zwei Polarisationen, oder Helizitdtszustédnde, also ist der Entartungsfaktor g = 2.

Ein Unterschied zu nicht-relativistischen Materie-Teilchen ist dass es im Fall von Photonen als
Anregungen des elektro-magnetischen Feldes keine Symmetrie gibt die eine Erhaltung der Teilchen-
zahl impliziert. Somit gibt es auch kein chemisches Potential 1 das die Teilchenzahl festlegen wiirde.
Druck

Wir starten die thermodynamische Beschreibung wieder mit dem Druck,

. 9E(P)

g 5 > 87c fe’e] p3
p(T) =7/dp = / dp——F——c—
3ErR° S Ve (£)) 1 G o e (B) 1

871' kBT / dt 3 87T(k'BT)4 4 _ ﬂj(kBT)Al
3(2rh)3¢3 t—1 " 3(27h)3c315 45 (he)®

Entropie- und Energiedichte
Die Entropiedichte ergibt sich daraus als

op(T) _ p(T) 47> Kb

)= =4 = I e L

und schlieBlich die Energiedichte mit € + p = sT als

w* (ksT)*
15 (he)3

S(T) = 3p(T) =

Diese Relation ist nach Josef Stefan (1835 — 1893) und Ludwig Boltzmann (1844 — 1906) benannt.
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Planck’sches Strahlungsspektrum

Man kann auch nach der Energiedichte € pro Frequenzintervall fragen, mit der Einteilchenenergie
E = hw = |p|,

d3p 47 hwp?dp h widw

3 41313 » T 203 - :
(27h) Am3h eXp(kziT)*l ¢ eXP(:f?)*l

de = 2hwnp (hw)

Dieses Strahlungsspektrum wurde zunéchst experimentell beobachtet und dann von Max Planck
(1858 — 1947) theoretisch erklart; als Ausgangspunkt zur Entwicklung der Quantenphysik.

Blackboard video

Wien’sches Verschiebungsgesetz

Das Maximum des Spektrums
de hw? 1

g, 2.3 ’
dw chxp(%)fl

liegt bei fiw ~ 2.82kpT, eine von Wilhelm Wien (1864 — 1928) empirisch gefundene Relation.

Blackboard video

Rayleigh-Jeans-Gesetz

Fiir kleine Frequenzen w ergibt sich das Rayleigh-Jeans-Gesetz (nach John Strutt, 3. Baron Rayleigh
(1842 — 1919) und James H. Jeans (1877 — 1946)),

de - kBT 2
dw ~ w2c3

Hier tritt die Planck-Konstante A nicht mehr auf, und das Rayleigh-Jeans-Gesetz kann rein klas-
sisch aus dem Gleichverteilungssatz abgeleitet werden. (Dabei wird jede Impulsmode des elek-
tromagnetischen Feldes wie ein klassischer harmonischer Oszillator behandelt und tragt im ther-
mischen Gleichgewicht die Energie kgT.) Es hat allerdings dass Problem dass es fir grofie Fre-
quenzen divergiert, so dass die Energiedichte E/V unendlich grof wird. Dieses Problem ist als
Ultraviolett-Katastrophe bekannt. Klassische Feldtheorien haben keine konsistenten thermischen
Gleichgewichtszustinde! Im Ultraviolett-Bereich unterscheidet sich die Quantentheorie von der
klassischen Beschreibung wodurch dieses Problem gelost wird.

Blackboard video
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LECTURE 24

11 Phaseniiberginge

11.1 Zustandsgleichung wechselwirkender Gase
Konsequenzen aus dem Virial-Theorem

Wir diskutieren jetzt eine Approximation fiir wechselwirkende Gase, beschrédnken uns dabei aber
auf die klassische Theorie. In Abschnitt 5.11 hatten wir fiir einen Hamiltonian der Form

N p2 1 N
H= Z {2”;; +VWand(Xn)} + 5 Z %(Xn *Xm)a

n=1 n,m=1

das Virialtheorem
pV + W = NkgT,

mit dem Wechselwirkungsterm oder Virial

1 9
W_<6 Z [anm]'8Xn%(xnxm)>v

n,m=1

hergeleitet. Bei der Summe tiber n und m sollte der Fall n = m ausgeschlossen werden.

Ein typisches Zweiteilchen-Wechselwirkungspotential hat einen sehr stark abstoflenden Anteil
bei kleinen Abstdnden, der durch einen harten Kern der Atome oder Molekiile modelliert werden
kann, und einen langreichweitigeren, anziehenden Anteil. Wir nehmen im Folgenden an dass V5(Ax)
bei groflen Abstdnden gegen Null geht.

Blackboard video

Umformung des Wechselwirkungsterms

Wir schreiben den Wechselwirkungsterm durch Umorganisation der Ableitungen als

1 en 9 1 )
W—<6§naXn'{[xn_xm]%(xn_xm)}_(i Z ‘/Q(Xn_xm)axn'[xn_xm]>~

n,m=1

Im zweiten Term konnen wir die Ableitung direkt ausfiihren, sie fithrt zu einem Faktor (0/0x,,)-[%,—
Xm] = 3. Dem ersten Term schreiben wir mit der Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichte (X, Xm)
fiir Teilchen n und m als

1 L9
<6 Z &({[Xn_xm]v2(xn_xm)}>

n,m=1 n

N
1 3 0
=3 Z /d T,d xmyg(xn,xm)a Alxn — x| Va(Xn —xm) -

n.m=1

In einer Entwicklung in der Zweiteilchenwechselwirkung kann die Aufenthaltswahrscheinlichkeits-
dichte zu fithrenden Ordnung als Produkt der Einzelteilchenwahrscheinlichkeitsdichten geschrieben
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werden, o (X, Xm) = P(Xn) P (Xm). Die Einzelteilchenwahrscheinlichkeitsdichten sind aber ger-
ade das Inverse Volumen £(x,) = 1/V, also unabhingig vom Ort. Damit ergibt die Integration
iiber x, einen Oberflichenterm, der aufgrund der Annahme dass Vo(Ax) bei grofien Abstinden
gegen Null geht, verschwindet. Wir erhalten damit

1 N
"= <2 ngzl ‘/Q(Xn - Xm)> .

Interessanterweise ist dies gerade das Negative des Erwartungswertes des Wechselwirkungsterms im
Hamiltonian.

Blackboard video

Mittlerer Wechselwirkungsterm

Die Wechselwirkungsenergie ist offensichtlich proportional zur Anzahl der Teilchenpaare, also dem
Quadrat der Teilchenzahldichten, und sollte mit dem Volumen skalieren. Auflerdem ist Va(Ax) fiir
ein attraktives Potential negativ. Das motiviert die Approximation

N
1 2
W = <—2nm§_1V2(Xn —xm)> = an?V,

mit einer Material-abhéngigen Konstanten a.

Van-der-Waals-Gleichung
Wir erhalten damit als Zwischenschritt mit der Teilchenzahldichte n = N/V

[p+an®| V = NkgT.

Ein etwas phidnomenologischer Ansatz den abstoflenden Anteil des Potentials zu modellieren ist die
Ersetzung V- — V -V}, wobei Vi = bN fiir das Volumen steht welches durch die undurchdringbaren,
harten Kerne eingenommen wird. Damit kommen wir auf die Zustandsgleichung

[p+an®] [V —bN] = NkgT.

Dies ist die von Johannes Diderik van der Waals (1837 — 1923) vorgeschlagene thermische Zus-
tandsgleichung fiir reale Gase. Fine andere Motivation dieser Gleichung geht iiber die sogenannte
Virialentwicklung, die wir hier nicht weiter diskutieren wollen.

Ergidnzt wird die thermische Zustandsgleichung durch die kalorische Zustandsgleichung, die
ebenfalls aus dem Gleichverteilungssatz folgt,

N 2
— ) — Po\ g3 —an?
E_<H>_n§_:1<2m> W = SNkpT — an®V.

Blackboard video
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Figure 8: Isothermen des van-der-Waals Models fiir verschiedene Temperaturen in der Néahe
des kritischen Punktes. In rot sind ist der Druck nach der Maxwell-Konstruktion entlang des
Phaseniibergangs eingezeichnet. Die violette Kurve begrenzt den Bereich des Phaseniibergangs,
und die gelbe Kurve den Bereich instabiler Zustinde mit negativer Kompressibilitdt. (Figur aus F.
Wegner: Statistische Mechanik).

11.2 Kompressibilitat

Zur weiteren Untersuchung schreiben wir die van-der-Waals-Gleichung in der Form

NksT  N?
V_sN ‘v2

p(T,N,V) =
Das Inverse der isotropen Kompressibilitdt erhalten wir als die Ableitung

SREAL 2 LN Wi S L1: Ry
e (VooNE VR T T

L_ (o NVkgT N2 nkpT
oV

KT
Fir kleine Temperaturen kann der zweite Term dominieren, und die Kompressibilitdt kann fir
gewisse Werte der Dichte n scheinbar negativ werden! Genauer gesagt passiert dies fiir Dichten in
einem mittleren Bereich, denn fiir sehr kleine n dominiert wieder der erste Term der dort linear in

n ist, wihrend der zweite quadratisch ist. Ebenso fiir Dichten die so grofl werden dass bn nahe an
1 kommt. (Bei noch grofieren Werten bn > 1 ist das Modell nicht mehr anwendbar.)

Blackboard video

FEine negative Kompressibilitat ist unphysikalisch, und eine solche Phase wére instabil. Statt-
dessen bilden sich in dieser Region zwei Phasen, eine mit hoher und eine mit niedriger Dichte, in
Koexistenz. Das van-der-Waals-Modell hat also einen Phaseniibergang.

Blackboard video
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11.3 Kritischer Punkt

Fiir grofle Temperaturen gibt keinen Phaseniibergang, fiir kleine Temperaturen hingegen schon. Um
den kritischen Punkt zu finden ab dem ein Phaseniibergang auftritt fordern wir das Verschwinden
der ersten und zweiten Ableitung des Drucks nach dem Volumen, bei festem T und N,

Op ) NkpT N?

— =———=+42a— =0,
(8V TN (V —bN)? V3
&%p 2NkgT N2

ov2)rn (V—=0N) Vv
Diese Gleichungen kénnen aufgelést werden zu
N 1 8a a
c=\ 15 = kT. = ——, c = 57719
" <V) 3b BLe = 97 Pe = o2

Hieraus ergibt sich n.kpT./p. = 8/3, was mit Experimenten verglichen werden kann und in etwa,
jedoch nicht exakt, tibereinstimmt.

Blackboard video

Blackboard video

LECTURE 25

11.4 Maxwell-Konstruktion

Fiir kleine Temperaturen 7' < T, gibt es entlang des Phaseniibergangs zwei Phasen mit unter-
schiedlichen Teilchenzahl-, Entropie- und Energiedichten. Die Temperatur T', das chemische Poten-
tial  und der Druck p miissen hingegen in den beiden Phasen iibereinstimmen. Aus dem Differential
dp = (S/V)dT + (N/V)du finden wir fir festes T und N

Ndp = Vdp = d(pV) — pdV,

und durch Integration

Vs

N(piz — ) = p(Va — Vi) — / (T, N V)V = 0.
i

Durch diese Bedingung sowie p; = ps werden die dichte und die diinne Phase festgelegt zwis-
chen welchen der Phaseniibergang stattfindet. Graphisch gesehen muss also die Flache unter der
Isotherme p(T, N, V') zwischen den beiden Phasen gerade die gleiche sein wie fiir einen konstanten
Druck. Diese Konstruktion ist nach James Clerk Maxwell (1831 — 1879) benannt.

In Fig. 8 sind die Isothermen des van-der-Waals Modells fiir verschiedene Temperaturen in
der Nahe des kritischen Punktes eingezeichnet. Die roten Linien entsprechen dem Druck nach der
Maxwell-Konstruktion.

Blackboard video
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Spinodale

Innerhalb der Koexistenzregion welche durch die Maxwell-Konstruktion bestimmt wird gibt es Re-
gionen mit dp/dV < 0 (positive Kompressibilitidt) und andere mit dp/dV > 0 (negative Kompress-
ibilitdat). Zustdnde mit negativer Kompressibilitéit sind instabil, wihrend solche mit positiver Kom-
pressibilitat innerhalb der Koexistenzregion metastabil sind. Die Grenze zwischen diesen beiden
Regionen wird Spinodale genannt (gelbe Kurve in Fig. 8). Metastabile Zustédnde (etwa unterkiihlt
oder {iberhitzt) konnen eine gewisse Lebensdauer haben, aber auf grolen Zeitskalen gehen sie durch
Phasenseparation in stabile Zusténde {iber.

Blackboard video

11.5 Universelle Zustandsgleichung
Man kann eine universelle Form der Zustandsgleichung erhalten indem man zu reskalierten Gréfien
..n - T _ . €
n:n—c, T:E’ p:pﬁc, e:g—c.
Wir haben hier auch die kritischen Energiedichte als e. = (3/2)n.kpT. —an? = a/(27b?) eingefiihrt.
Die van-der-Waals-Gleichung wird dann zu
[p + 372)[3 — 7] = 8T

Diese Gleichung ist unabhéngig von den Parametern a und b und damit universell fiir alle realen
Gase giiltig die mit einer van-der-Waals-Gleichung beschrieben werden kénnen.
Die kalorische Zustandsgleichung wird in universeller Form zu

& = 4nT — 372

Blackboard video

11.6 Umgebung des kritischen Punktes im van-der-Waals Modell

Un die Region in der Néhe des kritischen Punktes besser zu verstehen schreiben wir
=1+ An, T =1+ AT, p=1+Ap, E=1+A¢,

und entwickeln die Zustandsgleichung. Wir erhalten aus der van-der-Waals-Gleichung

8(1 + AT)(1 + An)
3—(1+An)

Ap = —3(1+AR)* -1

=4AT + 6ATAR + gmﬁ +...
und aus der thermischen Zustandsgleichung
AE =4(14 An)(1+ AT) — 3(1 + An)? — 1
=4AT — 2A70 + AAT AR — 3AR>.
Wir werden diese Zustandsgleichung nun néher untersuchen um die Thermodynamik in der Néhe
des kritischen Punktes besser zu verstehen.
Unterhalb der kritischen Temperatur, also fiir AT < 0, gibt es den Phaseniibergang und wir

sollten daran denken dass hier die Zustandsgleichung durch die Maxwell-Konstruktion modifiziert
werden sollte.
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Blackboard video

Dampfdruckkurve

Wir suchen zunichst die Relation p(T), die sogenannte Dampfdruckkurve. Wir beobachten dass
Ap in Abweichung der Dichte vom kritischen Punkt An nur ungerade Ordnungen enthélt. Daher
kann zur Bestimmung von Ap(AT) einfach An = 0 gesetzt werden. Wir erhalten so

Ap = 4AT.
Blackboard video

Dichten der fliissigen und gasférmigen Phasen

Nun suchen wir fir AT < 0 nach den Dichten A der fliissigen und gasférmigen Phasen als
Funktion der Temperatur AT. Der Druck ist in beiden Phasen gleich, und entspricht der Dampf-
druckkurve, also Ap = 4AT. Eingesetzt in die van-der-Waals-Gleichung erhalten wir dann

~ 3
6ATAR + iAﬁB =0.
Dies ist eine kubische Gleichung in A7 mit der trivialen Losung An = 0 und zwei weiteren Losungen
Afy = +2V —AT.

Dies sind also die beiden Dichten entlang der Koexistenzlinie. Wir erwartet verschwindet der
Dichteunterschied am kritischen Punkt, also fir AT = 0.

Blackboard video

Spinodale
Wir kénnen auch die Spinodale bestimmen, also die Grenze zwischen metastabilen und instabilen
Zusténden, bei denen 9p/dn sein Vorzeichen éndert. Letzteres ist proportional zu

NG
dAR

= 6AT + gAﬁQ,
und das Vorzeichen dndert sich jeweils bei

An = i\/i\/ —AT.

Das sind also in der Néhe des kritischen Punktes die Kurven der Spinodalen.

Blackboard video
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Kritische Isotherme

Die Form der kritischen Isotherme, also jener Isothermen die durch den kritischen Punkt geht,
erhalten wir mit AT = 0 als 3
Ap = §Aﬁ3.

Isotherme Kompressibilitit

Wir haben bereits gesehen dass die inverse Kompressibilitét 1/k7 am kritischen Punkt verschwindet.
Um diese in der Nahe des kritischen Punktes zu bestimmen nutzen wir

1 (op\ _  (OAp _ a 2
KT " <8n)T —Pe (8Aﬁ>AT — Pe [6AT+ (9/2)An } '

Oberhalb des kritischen Punktes, also fiir AT > 0, kénnen wir hier A7 = 0 setzen und erhalten
1 . .
— = 6p. AT (AT > 0).
KT

Unterhalb des kritischen Punktes, also fir AT < 0, erhalten wir mit An2 = —4AT (gliltig fir beide
Phasen),

1 —12p AT (AT < 0).
KT

Die Kompressibilitdt divergiert also in jedem Fall bei Anndherung an den kritischen Punkt.

Blackboard video

11.7 Kritische Exponenten

In der Néahe des kritischen Punktes kénnen verschiedene thermodynamische Groflen durch soge-
nannte kritische Exponenten charakterisiert werden. Wie haben einige davon im van-der-Waals
Modell bestimmt. Kritische Exponenten kénnen experimentell fiir verschiedenen Materialien bes-

Grofle kritisches Verh. Temperatur v.-d.-Waals Experiment
Dichteunterschied ny —n_ ~(T.—T)? T<T. B=1/2 B=~0.3
Isotherme Kompressibilitit ky ~ 1/|T —=T.|" T >T, T <T, y=1 v~ 1.3
Kritische Isotherme p — p. ~ (n—ne)® T=T, 6=3 d~5.0

timmt werden und sind universell, in dem Sinne das ganze Klassen von Phaseniibergéngen in ver-
schiedenen Situationen und Materialien die gleichen kritischen Exponenten haben. Fliissigkeits-Gas
Phasentibergénge in einfachen Fliissigkeiten fallen in die Ising-Universalitatsklasse. Es zeigen sich
deutliche Abweichungen vom van-der-Waals Modell. Letzteres ist ein Beispiel fiir ein Mean-Field
Modell, und fiir eine realistischere Beschreibung braucht es eine genauere Behandlung von Fluktua-
tionseffekten, etwa mit Hilfe der Renormierungsgruppe oder verwandten Methoden aus dem Bereich
der statistischen bzw. Quanten-Feldtheorie.

Mittlerweile sind die kritischen Exponenten der Ising-Universalitidtsklasse theoretisch sehr genau
bekannt, 5 = 0.326419(3), v = 1.237075(10) und 6 = 4.78984(1) (https://en.wikipedia.org/
wiki/Ising_critical_exponents).

Blackboard video
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11.8 Klassifikation von Phaseniibergingen

Von Paul Ehrenfest (1880 — 1933) wurde eine Klassifikation von Phaseniibergéingen vorgeschlagen:
Bei einem Phasentibergang n-ter Ordnung sind thermodynamische Potential (etwa freie Energie,
groflkanonisches Potential, etc.) als Funktion der Parameter etwa der Temperatur, oder des chemis-
chen Potentials, inklusive der ersten n — 1 Ableitungen stetig, erst die n-te Ableitung ist unstetig.

Beispielsweise ist bei Fliissigkeits-Gas Ubergang die Dichte n als erste Ableitung des Drucks
nach dem chemischen Potential, n = dp(T), u)/dp, unstetig, genauso die Entropie als Ableitung der
freien Energie oder des groflkanonischen Potentials nach der Temperatur, S = —90®(T, u, V) /0T
Die Differenz in der Entropie in den beiden Phasen bestimmt ja gerade die latente Warme. Hinge-
gen sind am kritischen Punkt die Teilchenzahldichte n und die Entropie S stetig, aber zweite
Ableitungen kénnen unstetig sein.

In der moderneren Theorie unterscheidet man nur noch zwischen Phasentiibergédngen erster Ord-
nung mit diskontinuierlichen Dichten wie Teilchenzahl- oder Entropiedichten, und kontinuierlichen
Phasentibergéngen bei denen die Dichten stetig bleiben.

Blackboard video
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LECTURE 26

12 Magnetismus

12.1 Ising Model

Um magnetische Substanzen zu beschreiben studieren wir ein einfaches, klassisches Model fir N
magnetische Spins, entwickelt von Wilhelm Lenz (1888 — 1957) und Ernst Ising (1900 — 1998).
Wir stellen uns ein Gitter in D Dimensionen vor (mit D = 1, D = 2 oder D = 3) und an jedem
Gitterpunkt ¢ befindet sich ein Spin mit zwei moglichen Konfigurationen, s; = +1. Der Hamiltionian
ist von der Form

1 N N
H=—- Z Jijsisj hZSj
1,7=1 Jj=1

Hier steht h fiir den Betrag eines externen magnetischen Feldes, und —hs; modelliert die potentielle
Energie des magnetischen Moments —B - u;. Fiir h = 0 ist das Modell invariant unter der globalen
Zy Symmetrie s; — —s;.

Blackboard video

Wechselwirkung zwischen nichsten Nachbarn, ferromagnatische und antiferromag-
netische Ordnung im Grundzustand

Der erste Term ~ J;; induziert eine Wechselwirkung zwischen Spins und hat seinen mikroskopischen
Ursprung im Austausch-Term der Wechselwirkung zwischen benachbarten Atomen im Gitter.

Man nimmt meist an dass nur direkt benachbarte Spins (néichste Nachbarn) wechselwirken,
also

g {J falls ¢ und j néchste Nachbarn sind,

0 sonst.

Eine Summe bei der jedes Paar von nidchsten Nachbarn genau einmal vorkommt schreibt man als
> (i) und das Ising Model wird zu

H= —JZSZ'S]‘ —hZSj.
(6,3) J

Falls J > 0 ist sind parallel ausgerichtete Spins néchster Nachbarn energetisch begiinstigt. Der
Grundzustand zeigt ferromagnetische Ordnung bei der alle Spins entweder die Konfiguration s; =
+1 oder s; = —1 haben. Fiir h = 0 entspricht dies einer spontanen Brechung der Z; Symmetrie,
das heifit obwohl der Hamiltonian invariant unter s; — —s; ist, ist es der Grundzustand nicht.

Fir J < 0 und h = 0 sind hingegen entgegengesetzte Spins energetisch begiinstigt, und der
Grundzustand ist antiferromagnetisch geordnet.

Blackboard video
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12.2 Erweiterte Thermodynamik mit externem Magnetfeld und Magnetisierung

Ein mikroskopischer Zustand fiir das Ising Model ist durch die Konfiguration aller Spins s; gegeben,
also etwa {+1,—1,+1,+1,—1,...}. Im kanonischen Ensemble, also bei vorgegebener Temperatur
T ist die Wahrscheinlichkeit fiir einen solchen Zustand gegeben durch (mit kg = 1)

Qls] = Z(ill’, By P (_ HT[S]> '

Die eckigen Klammern stehen fiir die Gesamtmenge der Spins. Die Zustandssumme Z(3, h) ist

Z(T,h) = {Z} exp (HTH> ,

mit der Summe iiber alle moglichen Spin-Konfigurationen,

> =11y X

(s} g |s=%1

gegeben durch

Neben der inversen Temperatur 8 = 1/(kpT) hangt die Zustandssumme auch vom externen Feld
h ab. Man findet leicht

0 1 1 _ H[s]\ 1
(‘%an(T’h)Z(T,h){Z_}T ;sj exp( T )TM,

wobei
M =Nm= <Z sj>
J

die Gesamtmagnetisierung ist, und m die zu erwartende Magnetisierung fir einen einzelnen Spin.

Blackboard video

Freie Energie

Wir fithren auch die freie Energie F(T, h) ein, so dass

F(T,h
Z(T,h) = exp < G )> .
T
Die Ableitung der freien Energie nach der Temperatur ist die Entropie,
0
—F(T,h) =—
oT (T,h) S,
und zusétzlich gilt
0
—F(T,h) = —M.
ah ( ’ )

Mit anderen Worten, die freie Energie hat das Differential
dF = —SdT' — Mdh.

Die Thermodynamik erweitert sich also um das externe Feld h und die Magnetisierung M als ein
konjugiertes Variablenpaar, dhnlich wie etwa p und N oder p und V. Das Feld h ist dabei eine
intensive Grofle, wihrend die Magnetisierung M eine extensive Grofle ist.

Blackboard video
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Legendre Transformation

Wir kénnen auch eine Legendre Transformation von F(T, h) studieren,
G(T,M)=F(T,h)+hM,

so dass
dG =dF + Mdh + hdM = —SdT + hdM.

Blackboard video

12.3 Gitter-Gas Modell

Interessanterweise ist das Ising-Modell dquivalent zu anderen, d&hnlich konstruierten, diskreten Mod-
ellen. Als ein Beispiel betrachten wir ein Modell fiir ein wechselwirkenden Gas bei dem die Teilchen
Gitterplatze besetzen konnen. Es wird angenommen dass jeder Gitterplatz maximal einmal be-
setzt werden kann, etwa weil es eine sehr grofie repulsive Wechselwirkung bei der Uberlappung von
Teilchen gibt.

Wir haben hier also Besetzungszahlen n; = 0 oder n; = 1 fiir jeden Gitterplatz j. Wir nehmen
weiterhin an dass es eine Wechselwirkung V;; der Teilchen auf den Gitterpléitzen ¢ und j gibt. Der
Hamiltonian ist

1
H = 5 Z Vijninj,
4,J
Fiir feste Teilchenzahl muss hier noch auf » ;nj = N eingeschrinkt werden. Im groflkanonischen
Ensemble gibt es hingegen ein chemisches Potential 1 und wir haben fiir H=H- uN

I:I = %ZV;JTLZTLJ — ,U,Z?”Lj,
g J

ohne weitere Einschrénkungen der Besetzungszahlen n;.

Blackboard video

Korrespondenz zum Ising-Modell
Die Korrespondenz zwischen Gitter-Gas Modell und Ising-Modell wird iiber die Identifizierung
nj = (1+s5)/2,

realisiert. Damit finden wir
~ 1 1 1 W W
H=2d Vig+ 7> Vislsitsi) + 5D Vigsisj =5 > =5 D 550
%, %, 4,7 J J

Der erste Term auf der rechten Seite ist unabhéngig von den Spins und trégt nur eine irrelevante
additive Konstante zum Hamiltonian bei. Beim zweiten Term koénnen aufgrund der angenommenen
Translationssymmetrie > j Vij = >.;Vij = v annehmen. Beim vierten Term ist j einfach die
Anzahl der Gitterplatze. Somit finden wir

N 1 n—v
H — const = gzvijsisj — TZSJ-.
J

,J

Mit Jj, = —=V;j/4 und h = (u — v)/2 ist dies gerade der Hamiltonian des Ising-Modells.
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Blackboard video
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Kontinuumslimes

Im Kontinuumslimes, und fiir ein unendlich groBes Volumen kann man sich vorstellen dass das
Gitter-Gas Modell ein einfaches wechselwirkendes Gas modellieren kann. Insbesondere an einem
kritischen Punkt wird die Physik durch Fluktuationen auf groflen Langenskalen dominiert, und die
mikroskopischen Details werden unwichtig. Man kann die Korrespondenz als einen Hinweis sehen
dass einfache reale Gase und das Ising Modell in der gleichen Universalitétsklasse beziiglich der
kritischen Physik liegen koénnen.

12.4 Mean-Field Theorie

Mean-Field Hamiltionian

Das Ising-Modell lasst sich in D = 3 Dimensionen nicht exakt losen. Wir entwickeln zunéchst
eine heuristische Mean-Field-Approximation, bei der Fluktuations-Effekte teilweise vernachlassigt
werden. Die grundsétzliche Idee ist die Entwicklung

s; = (s;) +ds; = m+ ds;,

mit der mittleren Magnetisierung m = M/N und die Annahme dass die Fluktuationen ds; klein
sind. Im quadratischen Term haben wir

sis; = (m+8s;)(m + ds;) = m* + m(ds; + ds;j) + 65055,

und hier wird der letzte Term vernachléssigt. Damit ergibt sich

si8; = m? 4+ m(ds; +dsj) = m* +m(s; + s; — 2m) = m(s; + s;) —m>.

Der Hamiltonian des Ising-Modells wird damit zum vereinfachten Mean-Field Hamiltonian

Hyf= —JZ {m(s, + ;) — m2} — thj.

(i,9)

Wenn jeder Gitterplatz g ndchste Nachbarn hat kénnen wir dies schreiben als

- gN Jm?
T2

H,¢ - [h+qu]Zsj.

J

Hier gibt es keine Wechselwirkung zwischen den Spins mehr.

Blackboard video
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Zustandssumme und freie Energie

Die Zustandssumme fiir den Mean-Field Hamiltonian ist einfach zu berechnen,

NJm?
7 =exp (—ﬁq 5 )Zexp B[h+qu]Zsj
{si} J

=exp (-ﬁqNJmQ) H Z exp (Sh +gm J]s;)

2 _] Sj::tl
NqJm?
=exp (—ﬁ q2m ) [2 cosh (B[h + qJm))]™ .
Damit finden wir fiir die freie Energie pro Gitterplatz
qgJm?
F(T,h)/N =—-TmZ = —TIn(2cosh ([h+ qJm]/T)) + 5

Blackboard video

Selbstkonsistente Magnetisierung
Die mittlere Magnetisierung pro Gitterplatz m sollte der Ableitung der freien Energie nach dem
externen Feld h entsprechen,

M OF(T,h)/N) 8

m= = )V {Tln(2cosh([h+qjm]/T))+qjm2

N oh ~ Oh

Dies ergibt eine Selbstkonsistenzbedingung fiir m,

h+qJm
—t - -
m anh( >7

die fiir gegebene Parameter h/T und ¢J/T etwa graphisch gelost werden kann.

Blackboard video

Legendre Transformation

Im Folgenden ist es niitzliche die Legendre-Transformation der freien Energie pro Gitterplatz,

G(T,M) F(T,h)+hM

T - -

zu studieren. Durch Einsetzen der Selbstkonsistenzbedingung ergibt sich mit cosh(tanh™*(m)) =
(1—m?)~1/2

T 9 m?
g(T,m)=—TIn(2) + 5111(1 —m°) +qJ7 + hm

B T 9 m?  h+qJ
77T1n(2)+§1n(17m )qu7+ 7

Tm

T 9 1 m?
=—TIn(2)+ 5111(1 —m?) +Tmtanh™ " (m) — qJ7.
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Die mittlere Magnetisierung ist durch

dg(T,m)
om

indirekt bestimmt. Fiir h = 0 suchen wir nach einem Minimum von ¢(7', m) beziiglich m.

=h

Blackboard video

Qualitatives Phasendiagramm
Eine Taylor-Entwicklung fiir kleine m ergibt

T;quQ—F%m‘l—i—....
Hier ist fiir T' > ¢J das globale Minimum bei m = 0, wihrend es fiir T' < ¢J zwei Minima bei
m = +m(T) gibt. Dies bedeutet eine spontane Brechung der Z5 Symmetrie m — —m. Hier gibt es
dann einen Phaseniibergang erster Ordnung als Funktion des externen Feldes h, denn fiir h > 0 ist
immer m > 0 und &hnlich fiir m < 0 fiir A < 0. An der Stelle T =T, = ¢J und h = 0 befindet sich
ein kritischer Punkt an dem die Linie der Phaseniiberginge erster Ordnung endet.
Fluktuationseffekte “beyond mean field” kénnten dieses qualitative Bild noch &ndern, und in
D =1 Dimensionen gibt es fiir 7" > 0 tatséchlich keine spontane Symmetriebrechung. Fir D = 2
und D = 3 Dimensionen ist die Situation aber d&hnlich wie hier beschrieben.

g(T,m) = =T 1n(2) +

Blackboard video

Magnetisierungskurve

In der Nahe des kritischen Punktes finden wir fiir h = 0 aus
dg T, 3
29 o (T = Toym + =2m® =0,
o ( )ym + 3 m 0
die nicht-trivialen Losungen fiir die Magnetisierung
3T, —-1T)

=3/ —.
m Tc

Blackboard video

Kritische Isotherme
Fir Temperatur T' = T, finden wir fir das externe Feld

1
h= % _ —Em3.

T om 3

Blackboard video
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Magnetische Suszeptibilitit

Schliellich bestimmen wir noch die magnetische Suszeptibilitdt pro Gitterplatz,

_(om
XT = oh Ta

1
L _09Tm)
XT om?

und finden an der Stelle m =0

Blackboard video

Kritische Exponenten

Zusammenfassend haben wir hier wieder die kritischen Exponenten 3, v und § in der “mean field”
Approximation bestimmt. Die Definitionen sind fiir das Ising-Modell wie in der folgenden Tabelle.
Tatséchlich sind die Exponenten die gleichen wie im van-der-Waals Modell. Eine genauere Beschrei-

Grofle kritisches Verhalten Temperatur Ising mean field
Magnetisierungsdifferenz m4 — m_ ~(T.-T)? T<T. B=1/2
Suszeptibilitdt xr ~1/|T -T.|" T>T.,T<T, y=1
Kritische Isotherme Magnetfeld h ~md T="T, 6=3

bung von Fluktuationen durch fortgeschrittene Methoden der statistischen Feldtheorie fithrt zu den
schon zitierten kritischen Exponenten der Ising-Universalitétsklasse.

Blackboard video

LECTURE 28

12.5 Ising-Modell in einer Dimension

Das Ising-Modell in D = 1 Raumdimensionen kann exakt gelost werden. Wir betrachten ein Gitter
mit N Gitterplatzen und periodischen Randbedingungen, so dass der Gitterplatz N + 1 mit dem
Gitterplatz 1 identifiziert wird, sy = s1. Die Zustandssumme kann geschrieben werden als

N 8h N
7 - Z Z Z exp ,BJZSJ‘SJ‘.;_l—F?Z(Sj'FSj-i—l)
j=1 J

s1=+1s5=741 sy==+1 j =1

Blackboard video
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Transfermatrix

Wir koénnen die Summen {iber die Spins s; = +1 also Summen iiber Matrixindizes verstehen,

2 2 2
Z= Z Z Z Thesko Thgks - Thonhy = Te{TN},
k1=1ko=1 kn=1

B eBUI+h) =BT
T=1{ a5 s0-n)-

Der Matrixindex k; = 1 entspricht dem Spin s; = —1 und k; = 2 entspricht s; = +1.

mit der 2 x 2 Transfermatrix

Eigenwerte der Transfermatrix und freie Energie

Die Transfermatrix ist symmetrisch und kann durch eine orthogonale Transformation diagonalisiert
werden, mit Eigenwerten Ay als Losungen der charakteristischen Gleichung

det(T — A1) = (PHM) — \)(eP=M) — \) — 7287 = X2 — 2¢” cosh(BR)A + 2P — 7207 = .

Die Losungen sind mit cosh?(z) + sinh?(z) = 1,

i = €7 cosh(Bh) £ \/625] sinh?(Bh) 4 e=287.
Die Eigenwerte sind reell und positiv, und es gilt A, > A_. Damit finden wir fiir die Zustandssumme
N N
Z =N+ A,

Fiir grofle N ist der zweite Term sehr viel kleiner als der erste und kann vernachléssigt werden.
Damit finden wir fiir die freie Energie pro Gitterplatz

% =— %III(Z) =-Tln(A\;)=-TIn <e’8‘] cosh(Bh) + \/625] sinh?(Bh) + 625J>

=—J—-Tl <cosh([3h) + \/sinh2(5h) + e—4ﬁJ> .
Blackboard video

Magnetisierung

Die mittlere Magnetisierung pro Gitterplatz folgt als Ableitung nach dem externen Feld,

. sinh(Bh) cosh(Bh)
o _owN) S NG e sinh(Bh)
B oh -

cosh(Bh) + \/sinh?(8h) + e=487 \/sinhQ(Bh) + 6_46‘].

Bei T' > 0 ist dies ist eine monotone Funktion von h, mit m — +1 fiir h — 00, und es gibt keine
spontane Magnetisierung und keinen Phaseniibergang. Fiir 7' = 0 und h = 0 ist die Magnetisierung
fir J > 0 allerdings entweder m = 1 oder m = —1, und es gibt eine spontane Symmetriebrechung.
In einer Dimension ist der kritische Endpunkt des Ising-Modells also bei T, = 0.

Blackboard video
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13 Diffusion

Wir stellen uns nun die Frage wie Thermalisierungsprozesse, also Ubergangsprozesse von Nicht-
Gleichgewichtszustdnden zu thermischen Gleichgewichtszusténden, zu modellieren sind.

13.1 Brown’sche Bewegung und Langevin-Gleichung

Wir beginnen mit einem einzelnen Teilchen, etwa einem Staubkorn, welches sich in einem Medium
bewegt und dabei laufend von Teilchen den Mediums gestoflen wird. Ohne das Medium ware die
Bewegungsgleichung einfach

mx = —VV(x),
wobei V (x) ein externes Potential ist.

Fiir das Medium nehmen wir an dass die Konstituenten im eine Geschwindigkeitsverteilung mit
verschwindendem Erwartungswert haben, die Fluidgeschwindigkeit also verschwindet. Auflerdem
nehmen wir an dass die St6f3e mit dem Staubkorn voneinander unabhéngig sind.

Wir erwarten durch die Stéfe im Mittel eine Dampfung der Geschwindigkeit und zudem eine
zufillige Beschleunigung von jedem einzelnen Stof. Das motiviert den Ansatz einer Langevin-
Gleichung (nach Paul Langevin (1872 — 1946)),

m¥ = —VV(x) — §x +E(t).

Der zweite Term auf der rechten Seite ist ein Dampfungsterm, parametrisiert durch eine Relaxation-
szeit 7, der zu einer Reduktion der Geschwindigkeit fiihrt, und der dritte Term eine stochastische
Kraft f(t). Letztere ist keine deterministische Funktion, sondern eine Zufallsvariable, mit der die
zusédtzlichen Beschleunigungen durch die St68e modelliert werden.

Blackboard video

Stochastische Kraft mit statistischen Symmetrien

Wir nehmen nun an dass die stochastische Kraft f(t) eine Gaussverteilung hat, vollstindig charak-
terisiert durch einen verschwindendem Erwartungswert,

(£(1)) =0,
und eine Korrelationsfunktion
(£ (O () = djno(t — 1),
die nur vom Zeitunterschied ¢ — ¢’ abhéngt. Damit werden die Rotationsinvarianz und die Trans-
lationssymmetrie in der Zeit zwar durch eine einzelne Realisierung der stochastischen Kraft f(t)
gebrochen, bleiben aber als statistische Symmetrien erhalten in dem Sinne dass die Verteilung der
Zufallsvariable f(t) invariant unter solchen Transformationen ist.

Die Funktion ¢(¢t —t') wird typischerweise bei Zeitdifferenzen, die grofier sind als die Dauer
eines Stofiprozesses, schnell abfallen. Wir interessieren uns hauptséchlich fiir vergleichsweise grofie
Zeitskalen und modellieren daher

bt — ') = Ao(t — ),
mit einer Konstanten A. Nur bei sehr kleinen Zeiten gibt es dann eine Korrelation in den stochastis-

chen Kriften,

(£ (DR (t") = Adjkd(t —t).

Blackboard video
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Integralgleichung fiir die Geschwindigkeit

Wir konzentrieren uns zunéchst auf den freien Fall V(x) = 0, und fassen die Langevin-Gleichung
als eine Differenzialgleichung fiir die Geschwindigkeit v = x auf,

1 1
v+ —v=—f(t).
T m

Es ist niitzlich diese als Integralgleichung umzuschreiben. Dazu nutzen wir die retardierte Green’sche
Funktion G(At) welche der Gleichung

G(At) + %G(At) = §(At),

geniigen soll. Die Losung ist

G(At) = O(At)e AT,

Wenn wir jetzt noch die Anfangsbedingung v(0) = vo setzen erhalten wir eine spezielle Losung der
homogenen Gleichung (mit f(t) = 0) als v(t) = voe */7 und die allgemeine Lésung der inhomogenen
Gleichung als

t
v(t) = voe /T + e / dt' G(t —tE(t).
mJo

Dies ist noch immer eine stochastische Gleichung, da f(t) eine Zufallsvariable ist. Wegen (f(¢)) =0
ist der Erwartungswert der Geschwindigkeit einfach

(v(t)) = voe /7.

Blackboard video

Quadrat der Geschwindigkeit bei gleichen Zeiten

Vom Quadrat der Geschwindigkeit kénnen wir ebenfalls den Erwartungswert bilden,

(V(t)2) = v2e—2t/T 1 / dr / 4" Gt — )Gt — ) (EW) - £(t")).

Die Mischterme verschwinden wegen (f(¢)) = 0. Hier kénnen wir nun die Korrelationsfunktion der
stochastischen Kraft, (f(¢') - f(t")) = 3\d(¢t — t'), einsetzen,

<V(t)2> 2 72t/7— / dt' / dt//G ( //)5(tlftll)
=v2e /T 4 3? /0 dt' G*(t —t)

—v2e2/T 32 gt e-2t-1)/7

m=Jo
3T
G2 —2t/T —2t/T
—v2e2/ sz( — ).
Fir grofie Zeiten t > 7 wird das zu
3T
)% - .
V() > oo

Die Relaxationszeit 7 ist die typische Zeitskala fiir die Einstellung des Gleichgewichtszustandes im
Impulsraum.

- 133 -


https://www.tpi.uni-jena.de/~floerchinger/assets/videos/QM5pxt7ZhQ.mp4

Blackboard video

LECTURE 29

13.2 Einstein-Relation

Bei sehr grofien Zeiten erwarten wir Thermalisierung, das heifit die Verteilung der Geschwindigkeiten
sollte den Gesetzen der Gleichgewichts-Thermodynamik folgen. Dort wissen wir aus dem Gle-

ichverteilungssatz

Loy 2y 23

Der Vergleich zum oben gefundenen Ergebnis liefert die Einstein-Relation
2
A= gt
T

Auf der linken Seite bestimmt A die Grofle von Fluktuationen, genauer gesagt Fluktuationen in der
Beschleunigung, und auf der rechten Seite bestimmt 1/7 die Stiarke von Dissipation oder Dampfung
der Geschwindigkeit. Die Einstein-Relation ist damit ein Beispiel fiir eine Fluktuations-Dissipations-
Relation.

Blackboard video

Korrelationsfunktion der Geschwindigkeiten

Wir berechnen auch noch die Korrelationsfunktion der Geschwindigkeitskomponenten zu verschiede-
nen Zeiten,

(s O(t) = (s @)+ [y [ Gl = )G = )01 (12)

m

m2

, A , t t’
— (0, (0)v (0))e T 1 X g o=t/ / ity / dte /76 (1) — 1),
0 0

Wir haben hier zugelassen dass die Geschwindigkeiten zum Anfangszeitpunkt ¢ = 0 auch Zufallsvari-
able mit einer Korrelationsfunktion sind. Wir nehmen ohne Beschrinkung der Allgemeinheit ¢ < ¢
an und koénnen dann die to-Integration mit Hilfe der J-Funktion durchfithren. AnschlieBend lésst
sich auch die t;-Integration leicht durchfithren,

0; () vR(t)) = (v;(0)vg(0))e /T 4 i&ke*(tﬂl)ﬁ e2min(tt)/T _ 1)
(v (B)vr (")) = (v;(0)vk(0)) 5720
m
Hier ist ¢t + ¢’ — 2min(¢,¢') = |t — ¢'| und somit ergibt sich
/ AT (et | AT -y
(0;(t)vr(t)) = | (v;(0)vk(0)) = 5505k | € +5,20ike :

Fiir grole Zeiten t,t’ > 7 kann der erste Term vernachlissigt werden, bzw. er verschwindet wenn
am Anfangszeitpunkt (v;(0)vy(0)) = A7d,1/(2m?) angenommen wird. Wir erhalten dann

(i) = 5 be
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Die Geschwindigkeitskomponenten sind nun selbst Zufallsvariable mit einer Korrelationsfunktion
die fiir |t — ¢/| > 7 exponentiell abfillt. In der zweiten Gleichung haben wir die Einstein-Relation
eingesetzt und erhalten so eine Korrelationsfunktion die bei ¢ = ¢’ mit dem Gleichverteilungssatz
im thermischen Gleichgewicht iibereinstimmt.

Blackboard video

Korrelationsfunktion der Positionen

Ohne Beschriankung der Allgemeinheit kénnen wir annehmen dass das Staubkorn zum Zeitpunkt
t =0 am Ort x(0) = 0 ist. Die Position zum Zeitpunkt ¢ ist dann

x(t) = /O dt’' v(t').

Durch Integration finden wir, &hnlich wie weiter oben fiir die Geschwindigkeiten,
t t’
(astonlt)) = [ dtr [ dra os(tryontea)
0 0

kT . [t (7 '
:7B ik / dtl / dtg e—|t1—t2\/7'
m 0 0

Fiir groe Zeiten t,¢ > 7 konnen wir e~ lti—tal/T 276(t1 — t2) ersetzen und erhalten fir ¢t = ¢/

2TkBT

()i (t)) =t dijk-

Insbesondere wéchst der Erwartungswert des Quadrats der Position fiir grofle Zeiten linear mit der

Zeit,
kpT
(x(t)2>%t6T B

m

Interessanterweise tritt hier die Relaxationszeit 7 multiplikativ auf, die man als typische Zeit verste-
hen kann die zwischen zwei Stéflen vergeht. Je langer diese ist, umso schneller findet die Diffusion
im Ortsraum statt. Auflerdem tritt die Boltzmann-Konstante kg auf, und tatsédchlich kann letztere
iiber eine Messung der Diffusionsgeschwindigkeit experimentell bestimmt werden.

Blackboard video

Zeitentwicklung einer Gauss’schen Einteilchenverteilung
Um Intuition zu gewinnen kénnen wir fiir die Phasenraumverteilung eines langsamen Teilchens eine
Gaussfunktion ansetzen,
73 %2 2
RN S)
(02(t)op(1)) 204(t) 20p(t)

Aus den gefundenen Zeitentwicklungen fiir (v(t)?) = 30,(t)*/m? und (x(t)?) = 30, (¢)? ergibt sich
fiir die Varianz der Impulskomponenten

kT
Up(t)2 _ Up(0)2672t/‘r + mTB (1 _ 672t/‘r> 7
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und fiir die Varianz der Ortskomponenten bei spaten Zeiten

2rkpT
0a(t)? =t

Fiir grofe Zeiten t > 7 geht o,(t) schnell gegen den Gleichgewichtswert o,(c0)? = mkgT und
0, (t)? wiichst linear mit der Zeit. Wenn das Volumen V endlich ist erwartet man fiir groBe Zeiten
auch eine Gleichverteilung im Ortsraum.

Blackboard video

Differentielle Entropie

Wir berechnen fiir die Gauss’sche Einteilchenverteilung noch die Gibbs-Entropie,

3$ 3
Sa/kn = [ ‘(l%j’i)f w(t, %, p) w(t, x,p) = 311+ In (0, (), (6) /)]

Die Entropie wéchst also bei spéten Zeiten logarithmisch mit der Zeit. Dies ist moglich da es sich
bei dem langsamen Teilchen nicht um ein abgeschlossenes System handelt, sondern es ja stindig
von den Teilchen es Mediums gestoflen wird. Da deren Dynamik nicht genauer aufgelost wird geht
Information verloren.

Blackboard video

13.3 Diffusionsgleichung

Wie wir gesehen haben ist die Relaxation zu einer Gleichgewichtsverteilung (Maxwell Verteilung)
im Impulsraum deutlich schneller als im Ortsraum. Der Grund fiir die langsamere Relaxation im
Ortsraum ist letztlich mit dem Erhaltungssatz der Teilchenzahl,

%n(t,x) +V - n(t,x) =0,
verkniipft. (Hier ist n(¢,x) die Teilchendichte und n(t¢,x) die Teilchenstromdichte.) Aus dem
Erhaltungssatz folgt dass sich die Dichte fir vergleichsweise glatte Konfigurationen der Stromdichte,

also solchen mit kleiner Ableitung, nur langsam dndern kann.

Blackboard video

Man erwartet aus den obigen Uberlegungen und Resultaten dass eine inhomogene Verteilung
der Dichte durch Diffusion ausgeglichen wird. Das motiviert den Ansatz fiir die Teilchenstromdichte

n(t,x) = —DVn(t, x),

mit einer Diffusionskonstanten D. Eingesetzt in den Erhaltungssatz ergibt sich die Diffusionsgle-
ichung
0
&n(t, x) — DAn(t,x) =0,
mit dem Laplace-Operator A = V? = 97 + 93 + 93.

Blackboard video
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Losung der Diffusionsgleichung per heat kernel

Die Diffusionsgleichung lésst sich mit Hilfe des heat kernel l6sen. Dies ist eine Art Green’sche
Funktion mit den Eigenschaften

O K(t,x ~y) = DAK(t,x ~ y),
fiir ¢ > 0 und
lim K (t,x —y) = 6% (x —y).
t—0

Mit dem Ansatz als Fouriertransformation
K(t,x—y) = /dspeip-(xy)f((t )
I y - (271_)3 3p
findet man leicht die Gleichung

0 ~
EK(IZ p) = _DP2K(t7 p)7

mit der Anfangsbedingung K (0, p) = 1. Die Losung ist ein Gaussian, K (¢, p) = exp (—Dp2t). Die
Fouriertransformiertion liefert dann im Ortsraum den heat kernel

1 (x-y)°
K(tx=y) = o ppyare P < ADt > '

Damit ist eine spezielle Losung der Diffusionsgleichung gegeben durch
n(t,x) = K(t,x),

und diese ist bei ¢ = 0 komplett bei x = 0 lokalisiert.
Fiir allgemeinere Anfangsbedingungen n(0,x) = ng(x) kann man die Losung zu spéiteren Zeiten
als Integral schreiben,

n(t,x) = /d3yK(t,x —y)no(y). (13.1)

Aufgrund der Eigenschaften des heat kernels ist das tatsédchlich eine Losung der Diffusionsgleichung
mit der richtigen Anfangsbedingung.

Blackboard video

Vergleich mit Brown’scher Bewegung

Fiir den Erwartungswert der quadratischen Teilchenposition finden wir aus der oben konstruierten
Losung der Diffusionsgleichung

(x*) = /d3:rx2K(t,x) = 6Dt.

Dies kénnen wir mit dem Resultat aus der Brown’schen Bewegung vergleichen, wo wir fiir grofie
Zeiten
6T]€BT

2
=1
(x2) = 197
gefunden haben. Daraus folgt eine Gleichung fiir die Diffusionskonstante,

D= Tk’BT.
m

Der Mechanismus der Brown’schen Bewegung fithrt also auch zu einem Verstdndnis von Diffusion.
Dies ist wiederum die Basis fiir sehr viele dissipative Prozesse und die damit verbundene Annéherung
an thermische Gleichgewichtszustéande.
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14 Antworttheorie

Wir betrachten nun eine physikalische Fragestellung bei der ein initialer thermischer Gleichgewicht-
szustand durch einen zeitabhdngigen Term im Hamiltonian gestért wird. Wir interessieren uns fir
die Verdnderung die eine solche Stérung in einer beobachtbaren Grofle, etwa dem Erwartungswert
eines makroskopischen Feldes, einer Dichte order eines Stroms, hervorruft.

14.1 Zeitabhingiger Hamiltonian

Wir setzen den Hamilton-Operator in der Form
H(t) = H(J'(t),..., TN (t)) (14.1)

an. Hier sind J"(t) extern vorgegebene, zeitabhingige, reelle Funktionen die wir spiter genauer
festlegen konnen. Die Ableitungen

0
mH(t) =—A,, (14.2)
an der Stelle J"(t) = JI*, ergibt hermitsche Operatoren, parametrisiert durch einen Index n.

Fiir einen zeitabhéngigen Hamiltonian gibt es keine Energieerhaltung, und somit im allgemeinen
auch keinen thermischen Gleichgewichtszustand. Wir kénnen allerdings annehmen dass die Funk-
tionen J™(t) auBerhalb eines Zeitintervals (t;,t) zeitlich konstant sind, also J™(¢t) = J* fiir t < ¢,
so dass der Hamiltonian dort zeitlich konstant ist, H(t) = H; = H(J},..., JY) sowie J"(t) = JP
fiir ¢ > t; mit Hamiltonian H(t) = Hy = H(J},..., JV).

In diesem Fall gibt es zu frithen Zeiten Gleichgewichtszustdnde mit der kanonischen Dichtem-
atrix

b= g esp(~BH),  Z=Tr{exp(~0H)}. (14.3)

Wir werden im Folgenden annehmen dass wir initial mit diesem Gleichgewichtszustand starten, also
p(t) = pi fiir t < ¢;.

Ab dem Zeitpunkt ¢ = ¢; erlauben wir zeitabhingige Funktionen J™(t), mit einem kontinuier-
lichen Ubergang ohne Spriinge.

Die Dichtematrix entwickelt sich dann im Zeitintervall ¢; < ¢ < t; mit dem zeitabhdngigen
Hamiltonian, nach der von-Neumann-Gleichung,

. d
ih—,p(t) = H(t)p(t) — p()H(t) = [H(2), p(t)]. (14.4)
Die formale Lésung ist p(t) = U(t)pU(t)T, mit einem unitiiren Entwicklungsoperator U(t) so dass

ih%U(t) = H(t)U(t), —ih%U(t)T =Ut)TH(t). (14.5)

Einige Bemerkungen

1. Die Zustandssumme zum initialen thermischen Gleichgewichtszustand héngt neben der in-
versen Temperatur 3 = 1/(kgT) auch von den Parametern J ab, Z;(3, J},..., J&). Durch
Ableiten erhdlt man die thermischen Gleichgewichts-Erwartungswerte der Energie und der
Operatoren A,,,

H; =Tr{pH;} = _a% InZ(B,JL, ..., JN),
B, =Tr{piAn} = =21 2(8,;

1 (14.6)
BoJm b

I,

i
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2. Fir ein isoliertes Quantensystem mit unitdrer Dynamik ist die von-Neumann-Entropie erhal-
ten, also S(t) = —Tr{p(t)Inp(t)} = —Tr{p;ilnpi} = S, auch im Bereich ¢ > t; mit zeitab-
héngigem Hamiltonian.

3. Die Energie ist im Bereich ¢; < t < t; nicht erhalten. Durch die extern vorgegebene Zeitab-
héngigkeit kann Energie auf das System iibertragen werden, oder auch entzogen. Man wiirde
erwarten dass eine Ubertragung von Energie auf das System viel wahrscheinlicher ist als ein
Entziehen von Energie, aber der genaue Betrag, und auch das Vorzeichen, sind statistischen
Schwankungen unterworfen.

4. Fiir Zeiten t > t¢ ist die Dichtematrix p(t) nicht konstant, da man hier nicht von einem
Gleichgewichtszustand ausgehen kann. Fiir sehr lange Zeiten erwartet man aber fiir die
meisten wechselwirkenden Quantensysteme doch eine Thermalisierung, so dass zumindest
makroskopische Observable effektiv durch eine thermische Dichtematrix beschrieben werden
kdénnen.

Statische Antwort

Wir kénnen im initialen Gleichgewichtszustand, also fiir Zeiten t < ¢; die Frage stellen: wie dndert
sich der Erwartungswert Al = Tr{p;A,,} wenn wir die Werte von J* éndern? Das wird durch die
Ableitung

O &= L& Z(B, g, TN (14.7)
aJin m_an_ﬂaJInajlm 1 ydi Yy 3 .
charakterisiert. Dies ist im Wesentlichen eine zweite Ableitung der freien Energie F' = —(1/5)In Z;

nach den Parametern J;, und somit eine Art von (statischer) Suszeptibilitit.

14.2 Kausale Antwort

Wir interessieren uns fiir den Erwartungswert einer beobachtbare Gréfle die quantenmechanisch
durch einen Operator A,, reprasentiert wird, und zwar zu einem Zeitpunkt ¢ > ¢;,

A(t) = Te{p(t) Au). (14.8)

Die Frage ist nun: Wie hingt A,,(t) von der Form der Funktionen J"(¢) ab? Oder, mit anderen
Worten, was ist die Antwort des Erwartungswertes A,,(t) auf die Stérung des Hamiltonians pro-
portional zu J"(t)?

Aus Kausalitdtsgrinden kann A,,(t) nur von J™ (') bei Zeitpunkten ¢’ < ¢ abhdngen, nicht

jedoch von Stoérungen zu Zeitpunkten ¢ > t.

Volterra-Reihe

Die grundsitzliche Idee der Antworttheorie ist nun eine funktionale Taylorentwicklung in J™(t)
anzusetzen, also fiir die Abweichung vom initialen Gleichgewicht

t
An(t) = 4, = Z/ di' AR (t— ') (J"(') — J7)
n ti
1 t (14.9)
T3 Z[ di'dt” A (=t —t") (JU) = ) () = TE)
n,k ¥4

Diese Reihenentwicklung ist nach Vito Volterra (1860 — 1940) benannt. Aus Kausalitéitsgriinden
sind die Integrale iiber ¢’ und ¢ auf Werte t',¢’ < t beschrankt. Man kann annehmen dass die
niedrigen Ordnungen dieser Reihe die Antwort A,,(t) — Al gut beschreiben wenn es sich bei p; um
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einen stabilen Gleichgewichtszustand handelt, und wenn die Stéramplituden J"(¢) — J/* klein genug

sind.

Die Funktion A (¢t —#') heifit lineare Antwortfunktion (englisch: linear response function),
dhnlich AZ . (t —/,t — ") quadratische Antwortfunktion und so weiter. Fiir die quadratische
Antwortfunktion kann man die Symmetrie AR (¢t — /.t —t") = AR, (t —¢",¢t — ¢') annehmen,

und &hnlich in héheren Ordnungen.

Man sollte den Erwartungswert A,,(¢) als Funktional von .J, also als Funktion der Funktionen
J"(t) ansehen, A,,(t)[J]. Die Antwortfunktionen sind dann funktionale Ableitungen an der Stelle
J™(t) = JI. Die lineare Antwortfunktion ist

5 -

Apn(t—t) = 57y A OV = (14.10)
die quadratische Antwortfunktion
52 .
ARkt t’,t*t“):WAm(t)[JHJ:Ji, (14.11)

und so weiter.

Translationssymmetrie am Entwicklungspunkt

Am Entwicklungspunkt J(t) = J; befindet sich unser System in einem stationiren Gleichgewicht-
szustand. Daher gibt es fiir die Antwort eine Translationssymmetrie in der Zeit die impliziert dass
AE (¢t —t") nicht von t und ¢ sondern nur von der Zeitdifferenz ¢ — ¢’ abhingen kann, und &hnlich
Affmk( —t/,t — ") nur von den Differenzen t — ¢’ sowie ¢t — ¢/, und so weiter.

14.3 Lineare Antwort

Im Folgenden konzentrieren wir uns auf die lineare Antwort, den diese ist fiir kleine Storungen
normalerweise bei Weitem am Wichtigsten,

A, Z/t dt’ AR (&t —¢) (J" () — I Z/ dt' AR (=) (J" () = J).
(14.12)

Im zweiten Schritt haben wir das Integral iiber ¢’ auf den Bereich (—oo,00) erweitert, und dabei
genutzt dass AR (t —t') = 0 gilt wenn t — ¢’ < 0 ist (Kausalititsbedingung) und J"(#') = J* wenn
t < t.

Es bietet sich nun eine Darstellung im Fourierraum an,

A"l(t) - Alm :/ ;li:eii(*)tlenl(w)v

! 2m
d . /
AR (t=t) = [ GRe AL (o),
i

Jt) - I = / d—we—iwf’J"(w), (14.13)

und aus der Faltung in der Zeit wird ein Produkt

A (w) = AL (w)J™(w). (14.14)

mn

Eine periodische Stérung fiihrt also im Rahmen der linearen Theorie zu einer Antwort mit der
gleichen Frequenz. In der quadratischen Antwort kann es auch Beitrdge bei anderen Frequenzen
geben.
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Kausalitéit und analytische Eigenschaften

Im Fourierraum wird die Kausalititsbedingung fiir A% (¢ —+') zu einer Bedingung an die analytis-
chen Eigenschaften von A (w). Als Funktion eines komplexen Frequenz-Arguments w miissen alle
Pole und Branch-Cuts in der unteren Hélfte der komplexen Ebene liegen, so dass die Funktion in der
oberen Halbebene analytisch ist. In der Tat kann dann fiir t—¢' < 0 das Frequenzintegral in (14.13)
als komplexes Wegintegral in der oberen Halbebende geschlossen werden, und das Residuentheorem
impliziert ein verschwindendes Resultat.

Beispiel Stromkreis

Wir betrachten als Beispiel einen einfachen Stromkreis mit einem Widerstand R und einem Kon-
densator mit einer kleinen Kapazitdt C' (siche Abbildung 9). Wir interessieren uns fiir die im
Kondensator gespeicherte Ladung Q(t) als Antwort auf eine angelegte Spannung U (¢). Die poten-
tielle Energie der Ladung, also der hier relevante Term im Hamiltonian, fiir eine extern vorgegebene
zeitabhéngige Spannung U (t) ist AH(t) = U(t)Q. Bis auf ein Vorzeichen passt das also in unser
Schema, mit —A,, = 0AH(t)/0U(t) = @ als relevantem Operator der Stoérung, sowie auch der
Beobachtungsgrofle fiir die wir uns interessieren, A,, = (. Im thermischen Gleichgewicht ver-
schwindet der Erwartungswert, (Q) = Tr{pQ} = 0.

In Reihenschaltung addieren sich die Spannungen, U = RI + Q/C und mit I = dQ/dt ergibt
sich die Differentialgleichung

U(t) = REQ(t) + @ (14.15)
dt C

Mit der Fourrierraumdarstellung

U = [ Sre ),

flz (14.16)
Q= [ G2 )

ergibt sich U(w) = [-iwR + 1/C]|Q(w), oder
Qw) = AR(W)U (), (14.17)

mit der Antwortfunktion im Frequenzraum

R 1
A w) = ———. (14.18)
—iwR+ &
Als Funktion der Frequenz w ist dies tatsdchlich eine analytische Funktion in der oberen Halfte der
komplexen Ebene, aber mit einem Pol an der Frequenz w = —i/(RC'). Fouriertransformation ergibt
Qt) = / dt' ARt —tU(t), (14.19)
mit der Antwortfunktion
dw eiw(t=t) 1 t—t

AFt—t)= | =—F——— =0t —t)= — . 14.20
U I )RQXP( RC) (14.20)

Tatséchlich ist diese kausal, also nur dann ungleich Null wenn ¢ > ¢'. Man kann auch direkt
iberpriifen dass (14.20) tatséchlich eine retardierte Green’sche Funktion zur Differentialgleichung
(14.15) ist.
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Figure 9: Einfacher Stromkreis mit Widerstand R und Kondensator mit Kapazitdt C in Reihe.

Entwicklung von Entwicklungsoperatoren

Wir méchten nun einen Ausdruck fiir die lineare Antwortfunktion AR (¢ —#') mit Hilfe von
An(t) = Tr{p(t) A} = THUBpU () A}, (14.21)

ableiten. Unser erstes Ziel ist es den Operator U (t) bis zur linearen Ordnung in J"(t) zu entwickeln.
Fiir die néchsten Schritte fithren wir zunéichst einen Operator U (t) = exp(#(t — t;) H;)U (%) ein,
und finden fiir seine Zeitableitung

ih%f](t) = exp(£(t — ;) H;) [—Hi +mjt] U(t) = exp(L(t — t:) H)[H(t) — H]U(t).  (14.22)

Im letzten Schritt haben wir die Zeitableitung von U(t) aus (14.5) eingesetzt und einen Ausdruck
gewonnen der linear in Abweichungen vom initialen Hamiltonian ist,

H(t)— Hi==Y_ (J"(t) = J") An + ... (14.23)

n

Quadratische und héhere Ordnungen kénnen auf der rechten Seite manchmal auftreten, spielen aber
oft, und auch im Folgenden, keine grofie Rolle.
Wir kénnen also den Entwicklungsoperator schreiben als

U(t) =exp(—L(t — t;)H)U(t) = exp(—L(t — ;) H) [U(ti) + /t dt/;/(}(t/)]
—oxp(— 4 - ) |1 ¢ [t espl4e ~ ) HHO - HU(E) (1421)

=exp(—%(t —t;)H;) + %/t dt’ exp(—+(t — ') H;) {Z (J(E) — T An} Ut').

n

Von der ersten zur zweiten Zeile haben wir ausgenutzt dass fiir ¢ < ¢; der Hamiltonian H(t) = H; ist,
und somit U(t;) = 1. Wenn wir uns ausschlielich fiir den Term linear in der Stérung ~ J™(t) — Ji*
interessieren, konnen wir in der letzten Zeile noch U(¢') — exp(—(i/h)(t' — ti)H;) ersetzen, und
finden schliellich zu linearer Ordnung den Ausdruck

U(t) = exp(—+(t — t;) H;) + % /t dt' exp(—4(t — ') H;) {Z (J™(t) = J) An} exp(—+(t' — ;) Hy).

(14.25)
Ganz dhnlich, oder durch Konjugation, ergibt sich

U((‘,)]L = eXp(%(t — ti)Hi) - %/t dt’ eXp(%(t/ — ti)Hi) {Z (Jh(t/) _ Jln) An} exp(%(t _ t/)Hi).
] " (14.26)
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Lineare Antwortfunktion als Kommutator

Wir konnen jetzt die Ausdriicke fiir U(t) und U(t)" in (14.21) einsetzen und die rechte Seite in
J"—J" entwickeln. Zur nullten Ordnung ergibt sich Tr{exp(— £ (t—t;)H;)p; exp(% (t—t;) H;) A }. Da
es sich bei p; um einen Gleichgewichtszustand zum ungestorten Entwicklungsoperator H; handelt,
gilt exp(—# (t — t;) H;)p; exp(+ (t — t;) H;) = p; und somit ergibt dieser fiihrende Term einfach Al =
Tr{p;iAm }.

Der linear Term kann in die Form (14.12) gebracht werden mit der linearen Antwortfunktion

A (t—t) = 200t =) {p [AD(8), AN)]} = 200 =) ([AR®. AL@)]) . (1427)
wobei wir die zeit-abhéngigen Heisenberg-Operatoren
AN () = exp(£(t — t;) H;) Ay exp(— L (t — ) Hy), (14.28)

eingefithrt haben. Diese entwickeln sich mit dem ungestérten Hamiltonian H; in der Zeit.

Wir sehen dass die Antwortfunktion dem thermischen Gleichgewichts-Erwartungswert eines
speziellen Operators entspricht! Ahnlich funktioniert das fiir die quadratische Antwortfunktion und
héhere Ordnungen. Die Information zur Antworttheorie ist schon in der Gleichgewichtsverteilung
enthalten.

Leistungsspektrum

Zur Quantifizierung von Fluktuationen nutzt man die symmetrisch definierte statistische Korrela-
tionsfunktion von zeitabhéngigen Heisenberg-Operatoren

dw
—e

o —tw(t—t )Ain(w)

Mgt =) =T s [ AR @A) + 3A%) A%} = L (1429)
wobei Fourierraum-Darstellung A2 (w) auch als Leistungsspektrum bekannt ist. Auch hier haben
wir wieder die statistsische Translationssymmetrie in der Zeit, die dazu fiihrt dass A% (t — ') nur
von der Zeitdifferenz ¢ — ¢’ abhéngt.

Als Erwartungswert eines hermiteschen Operators ist die linke Seite reell. Das impliziert
A5 (w) = A3 (—w)*. AuBerdem gilt schon aufgrund der Definition die Symmetrie A5 (t —t') =
A5 (t' —t) und somit A5 (w) = AS (~w).

Korrelationenen bei gleichen Zeiten

Im Spezialfall ¢ = t’ erhalten wir fiir die statistische Korrelationsfunktion

ASL(t=1)],_, =Tr {pi BAmAn + ;AnAm} } = Z—:Aim(w), (14.30)
wobei wir hier wieder mit Operatoren im Schrédingerbild arbeiten kénnen. Hier gibt es offensichtlich
die Symmetrie A5, (t —t') |t=t, =AS (t—t) |t=t/.

Falls A (w) nahezu unabhiingig von der Frequenz w ist ergibt sich fiir die Korrelation bei
gleichen Zeiten AS (¢ — t’)’t:t, ~ AY (W)Af, wobei Af = Aw/(27) der Bereich beitragender
Frequenzen ist.

14.4 Fluktuations-Dissipations-Theorem

Wir studieren jetzt Korrelationsfunktionen von Heisenberg-Operatoren etwas ausfithrlicher, und
fangen an mit
dw

o e W AT (). (14.31)

Ad(t—1) = Tr{p AL ()AL ()} = /
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Die letzte Gleichung definiert eine Fourierraum-Darstellung. Wir nutzen nun eine Basis von Energie-
Eigenzusténden |j), zum zeit-unabhéngigen initialen Hamiltonian H; so dass H;|j) = fw;|j) und

1= Z 17) Gl (k) = bj- (14.32)

Damit finden wir

AL (t—t) = ZTr{

|€h(t t)HA e — £ (t—t:) H; i(t’*ti)HiAne*}%(t/*ti)Hi}

(14.33)
Uberall wo der Hamiltonian H; im Exponenten vorkommt kénnen wir ihn nun durch Eigenwerte

)

ersetzen, was auf
Al = 1) = 2 S An kY kLA exp(~Bhoy — iln —wi)(t — 1), (14:34)
7,k
fiihrt. Im Fourierraum wird dies zu
+ 1 ;
D) = 2 Sl Am ) (HAnl) exp(— oy )2m(w — o + wy). (14.35)
gk
Ganz dhnlich findet man fiir die Korrelationsfunktion mit der umgekehrte Reihenfolge der beiden
Heisenberg-Operatoren

Bt =€) = Te{p @) A1) = [ 527008, @), (14.36)
T
im Fourierraum den Ausdruck
1 .
() = 7 S50 ) (K Aul) exp(— Bhuog) 278 0 — i+ ;). (14.37)
gk

Interessanterweise unterscheiden sich die beiden Ausdriicke in (14.35) und (14.37) nur im Boltzmann-
Gewicht exp(—phw;) versus exp(—fhwy). Die Differenzen der beiden Frequenzen wy, — wj ist aber
aufgrund des Dirac-Deltas gerade die Frequenz w, und man findet somit die verkniipfende Relation

A (w) = exp(=Bhw) A (w). (14.38)

Wir definieren jetzt noch die Spektralfunktion als Erwartungswert des Kommutators

At =€) = 3T (s [An(0), A (O]} = [ 5267007, @), (14.30)

sowie die symmetrisch definierte statistische Korrelationsfunktion

1

Af(t =) =Tr {Pi |:2Am<t)z4n<t/) + ;An(t’)Am(t)H - / e

et AT 14.40
Es ergeben sich die Relationen

RAT, (W) =A%, (W) = A, (w) = [1 = exp(=Bhw)] AL, (w),

mn

1 (14.41)
Ajn (@) =A% W) + Ag (W) = 5 [1+ exp(=fro)] A, (w),
Daraus ergibt sich mit der Umformung
1 +exp(—fhw) 1 —exp(—phw) 2 exp(—fhw) 1 N 1 (14.42)

2[1 —exp(—fhw)] — 2[1 —exp(—fhw)] * 2[1 —exp(=Bhw)] ~ 2 exp(Bhw) — 1’
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das allgemeine Fluktuations-Dissipations-Theorem (Callan und Welton (1951))

h h
AS =+ ————| AL, (w). 14.43
Die linke Seite quantifiziert Fluktuationen. Auf der rechten Seite gibt die eckige Klammer einen
Beitrag von Quantenfluktuationen und von thermischer Besetzung an, wihrend die Spektralfunktion
Dissipation quantifiziert.
Den klassischen Limes erhélt man als fiihrenden Term fir fhAw < 1,
_ kpT

AS,(w) AL, (). (14.44)

14.5 Johnson-Nyquist-Rauschen

Fiir einen Stromkreis wie in Abbildung 9 ist die Korrelationsfunktion bei gleichen Zeiten der Ladung

Q7
AS(t—t)|,_, = Tr{p:QQ} = ;Z—L;As(w) ~ AS(W)AFf. (14.45)

Im letzten Schritt haben wir angenommen dass A®(w) im relevanten Frequenzintervall Af =
Aw/(27) nahezu unabhéngig von w ist.

Im thermischen Gleichgewicht kénnen wir (Q) = Tr{p;iQ} = 0 annehmen und A®(t — t') quan-
tifiziert Abweichungen davon die durch thermischen Fluktuationen entstehen. Fluktuationen der
Ladung implizieren auch fluktuierende Strome, und, je nach Aufbau, auch fluktuierende Spannun-
gen. Experimentell wurde dies mit entsprechend empfindlichen elektronischen Messinstrumenten
von John Bertrand Johnson (1887 — 1970) nachgewiesen, und von Harry Nyquist (1889 — 1976)
theoretisch erklért.

Spektralfunktion

Fir das Stromkreis Beispiel nutzen wir noch eine Formel die wir hier nicht beweisen werden. Aus
der Antwortfunktion im Frequenzraum (14.18) konnen wir die relavente Spektralfunktion tiber die

Relation . SR
AP(w) = 2ImAR (w) = 21 - w 14.4
(W) = 2tmATw) =2 e T = 2R + (1/0)2 (14.46)

erhalten.
Das Fluktuations-Dissipationstheorem in der klassischen Nadherung verkniipft hier das Leis-
tungsspektrum der Ladung @ mit der Antwortfunktion,

kT 2R

AS(w) = —=—A’(w) = kgT . 14.4
(W) == ) = kT e (/o) (1447)
Fiir kleine Frequenzen |w| < 1/(RC') wird die rechte Seite unabhingig von w,
AS(w) ~ kgT2RC?. (14.48)

Fiir die Korrelation der Spannung U = @/C bei gleichen Zeiten gilt also nach dem Fluktuations-

Dissipations-Theorem
1
(UBU(t)) ~ aAS (w)Af ~ 2RkgTAf. (14.49)
Beim numerischen Vorfaktor muss man etwas aufpassen wie das Frequenzinterval A f genau definiert
wird. In unserem Fall ist es typischerweise ein Interval Af = (— fiax, fmax) = 2fmax, also konnte

man auch (U(t)U(t)) ~ 4RkpT fmax schreiben.
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