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1 Einfihrung

Gegenstand der phdnomenologischen Thermodynamik sind makroskopische Syste-

me mit einer ungeheuer grofen Anzahl mikroskopischer Freiheitsgrade. So ist zum
Beispiel die Anzahldichte

Anzahl der Molekiile im Volumen V'
Volumen V

(1.1)

der Zimmerluft gleich 2.5-10% /m3. Gegenstand der Thermodynamik sind die Ge-
samtheit der Molekiile kennzeichnende Zustandsgrifen. Uber das Verhalten einzel-
ner mikroskopischer Freiheitsgrade macht sie keine Aussagen. So lassen sich Druck
und Temperatur fiir ein einzelnes Molekiil gar nicht definieren. Im Jahre 1971 wur-
de der Begriff Stoffmenge als physikalische Grofse festgelegt, und zwar als weitere
Grundgroke mit der Basiseinheit Mol (mol): 1 mol eines Stoffes enthélt gleich
viele Teilchen, wie Atome in 12 Gramm '2C enthalten sind.

Die Stoffmenge n ist also ein Malfs fiir die An-
zahl der Teilchen:

N
n=-— bzw. N =mn-Ny. (1.2)
Ny

Hier tritt die nach AMEDEO AVOGADRO (1776
- 1856, siche nebenstehendes Bild) benannte
Konstante

N4 = 6.0221415 - 10%* mol * (1.3)

auf. Die auf diese Stoffmenge bezogenen Gro-

fsen nennt man molare Grofben. Beispiele sind
die molare Masse M, = M/n in kg/mol oder Abbildung 1.1: Amedeo Avogadro
das molare Volumen V;,, = V/n in m*/mol. Die

aus den Bediirfnissen des Dampfmaschinenbaus entstandene phénomenologische
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Thermodynamik ist eine Rahmentheorie fiir makroskopische Materialien. Dabei
wird kein Bezug auf die atomistische Struktur der Materie genommen und man
macht sich keine Vorstellungen iiber die Natur der Warme. Dies ist gleichzeitig
eine Schwiche und eine Starke der Thermodynamik.

Die Prinzipien der Theorie beruhen auf der Analyse einfacher Erfahrungstat-
sachen, die durch zahllose Experimente und Beobachtungen gesichert sind. Die
Theorie fiihrt deshalb nur zu allgemeinen, aber dafiir gesicherten Gesetzmafigkei-
ten flir Naturerscheinungen, bei denen Warme und Temperatur eine Rolle spielen.
Ihre Hauptsétze beanspruchen eine umfassende Geltung und die Erkenntnisse {iber
das Wesen der darin auftretenden Wérme war eng verbunden mit der Herausbil-
dung des Energie- und Entropiebegriffs. Die Hauptsatze der Thermodynamik ha-
ben, im Gegensatz zur klassischen Mechanik, die Quantenrevolution iiberstanden.

1.1 Zur Geschichte der Thermodynamik

Ingenieure haben zu Beginn des Maschinenzeitalters, bei der Schaffung der Wér-
mekraftmaschine, wesentliche Beitrage zur Warmelehre geleistet. Ein Verstédndnis
der grundlegenden thermodynamischen Grofsen Temperatur und Wirme gingen
Hand in Hand mit dem technischen Fortschritt. Wir finden eine Entwicklung der
Temperaturmessung, eine Aufdeckung der Gasgesetze, eine Erkenntnis des Sub-
stanzcharakters der Wéarme und eine Erforschung des Zusammenhangs von Warme
und Arbeit.

Die Verschéarfung der Begriffe warm und kalt zu einer Temperaturskala ging
einher mit einer Entwicklung der Thermometer vom blofen Nachweis einer Er-
warmung bis zur genauen Messung. Bereits in Alexandria hatte man die Tatsache,
dass sich Luft bei Warmezufuhr ausdehnt, gekannt und genutzt. Der wesentli-
che Fortschritt in der Thermometrie geschah beim Ubergang zum geschlossenen
Fliissigkeitsthermometer, der wohl bei den Untersuchungen in der florentinischen
Akademie vollzogen wurde (es wird dem Herzog der Toskana FERDINAND II zu-
geschrieben) und den dann der Danziger Physiker DANIEL FAHRENHEIT (1686 -
1736) um 1700 abschoss. Beim Studium der Ausdehnungsgesetze von Gasen war
es wichtig mit Luftpumpen den Druck in weiten Grenzen zu édndern.

A. Wipf, Thermodynamik und Statistische Physik
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Den Zusammenhang zwischen Druck p und
Volumen V' untersuchte der irische Naturfor-
scher ROBERT BOYLE (1627 - 1693, siche Bild)
etwa im Jahr 1661. RICHARD TOWNLEY (1629
- 1707) wiederholte die Versuche und erkannte
das Gesetz, das wir heute pV =const schrei-
ben. Boyle veroffentlichte es im Jahre 1669 als
Townleysches Gesetz und der franzosische Phy-
siker EDME MARIOTTE (1620 - 1684) gab es
1676 ebenfalls an. Die einfachen Volumenver-
héaltnisse, in denen Gase zu Verbindungen zu-

sammentreten, wurde von dem eminenten Na-
turforscher ALEXANDER V. HUMBOLDT (1769 Abbildung 1.2: Robert Boyle

- 1859) und von JOSEPH GAY-LUSsAC (1778 -

1850) im Jahre 1805 anhand der Verbindung von Sauerstoff und Wasserstoff zu
Wasser angegeben und 1808 wurde es von Gay-Lussac und JOHN DALTON (1766
- 1844) allgemein ausgesprochen. Das Gesetz fiir die Temperaturabhangigkeit von
Volumen und Druck wurde 1833 von Gay-Lussac entdeckt. Das gleichartige Ver-
halten der Gase war aber im wesentlichen schon in dem Gesetz der einfachen
ganzzahligen Volumenverhiltnisse bei Verbindungen von Gasen, also 1808 erkannt.
AMEDEO AVOGADRO (1776 - 1856) deutete es 1811 durch die gleiche Zahl Mole-
kiile, die bei gegebenem Druck und gegebener Temperatur im gleichen Volumen
sind.

Die lange vorherrschende Meinung, Warme sei eine Substanz (caloricum) die
von einem Korper auf einen anderen iibergehen kénne und dabei der Menge nach
unverdndert bliebe, hat ihren Ursprung in der Erfahrung, das Stoffe verschiede-
ne Wirmekapazititen haben. Kalorimeter wurden ab Mitte des 18. Jahrhunderts
benutzt, und bereits 1760 wurden die Schmelzwérme des Eises und die Verdamp-
fungswirme des Wassers von dem Chemiker (und Lehrer von JAMES WATT) Jo-
SEPH BLACK (1728-1799) recht genau kalorimetrisch gemessen. IThm verdanken
wir viele quantitative Begriffe wie z.B. Warmemenge, spezifische Warme, laten-
te Warme, Schmelztemperatur und Siedetemperatur. Mit seinen Untersuchungen
widerlegte er die zu seiner Zeit verbreitete Meinung, dass die spezifische Warme
fiir Kérper mit gleichem Volumen proportional zu ihrer Masse und somit Dichte
sein sollte. Black meinte, dass seine Messungen im Widerspruch zur kinetischen
Theorie der Ware stehen wiirden.

A. Wipf, Thermodynamik und Statistische Physik
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Tatséchlich lieferte die kinetische Theorie
erst 100 Jahre spater mit Hilfe des Gleichver-
teilungssatzes eine Antwort auf diese offen ge-
bliebene Frage. Der uns heute wohl-bekannte
Zusammenhang zwischen Warme und Arbeit
wurde nur langsam aufgedeckt. Uber HERONs
Dampfkugel, OTTO VON GUERICKES (1602 -
1686) atmosphérische Maschine und CHRIS-
TIAN HUYGENs (1629 -1695) Pulvermaschine
fithrte der Weg zur Dampfmaschine. BENJA-
MIN THOMSON (Graf RUMFORD 1753-1814,
siehe Bild) stellte um 1800 fest, dass ein Pferd
in einer Stunde ungefdhr 450 kcal erzeugen
kann. Offensichtlich hat er seinem Pferd we-
niger zugemutet als der schottische Erfinder
JAMES WATT (1736 -1819, siehe Bild), der
die Pferdestéirke mafs: mit 1 PS= 75 kpm/sec
kommt man in der Stunde auf 630 kcal. Rum-
ford stellte sich zunéchst die schwierige Auf-
gabe, das Gewicht der Warmesubstanz zu be-
stimmen. In seiner Darlegung findet sich der
vorsichtige Hinweis, dass sein negatives Resul-
tat sich leicht verstehen lasst, wenn wir die

Waérme nicht als Substanz, sondern als Bewe-
gung ansehen. Der wundste Punkt der Sub-

Abbildung 1.4: James Watt

stanztheorie war jedoch ihr Unvermdégen, auf
einfache Weise die Wérmeerzeugung durch
Reibung zu erklaren. Eine Erklarung ging davon aus, dass ein Kérper bei Reibung
seine Warmekapazitat verringert. Mit einer Untersuchung der beim Ausbohren von
Kanonenrohren auftretenden Warmeerscheinungen versuchte Rumford, der Wér-
mestofftheorie den Todesstof zu versetzen. Aber obwohl Rumfords experimentelle
Ergebnisse akzeptiert wurden, ihre Deutung wurde Anfang des 19. Jahrhunderts
noch auf Grundlage der Vorstellungen der Warmesubstanz versucht.

Die theoretischen Grundlagen der Thermodynamik wurden in drei Jahrzehnten
(1822-1851) gelegt. Es begann mit dem franzosischen Mathematiker und Physiker
JEAN PAPTISTE JOSEPH FOURIER (1768 - 1830) der in seinem Buch ,Analyti-

A. Wipf, Thermodynamik und Statistische Physik
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sche Theorie der Warme (1822)“ die Warmeleitung mathematisch behandelte. Er
macht sich daran, die an verschiedenen Punkten eines Korpers von Thermometern
angezeigten Temperaturen und deren zeitliche Anderung zu berechnen. Fiir die
Entwicklung der Mathematik als auch der Physik hatten Fouriers Untersuchungen
eine grundlegende Bedeutung. In Einklang mit der vorherrschenden Meinung ver-
trat auch er die Ansicht, dass Warme ein unverénderlicher Stoff sei. Sie sollte eine
gewichtslose oder zumindest sehr leichte, unsichtbare und unzerstérbare Substanz
sein — fiirwahr ein sehr eigenartiger Stoff. Wurde sie einem Korper zugefiigt dann
erhohte sich dessen Temperatur und dnderte seinen Zustand.

Der entscheidende Fortschritt gelang SADI CARNOT (1796 - 1832) mit seiner nur
45-seitigen Abhandlung ,Betrachtungen iiber die bewegende Kraft des Feuers und
iiber Maschinen, die diese Kraft entwickeln kénnen“ von 1824. Aufer dieser Arbeit
hat Carnot nichts veroffentlicht. Er starb nur acht Jahre nach der Verdffentlichung
seines Biichleins im Alter von 36 Jahren. Nach Carnot findet eine Arbeitsleistung
statt, wenn ein Wérmestoff von hoherer zu tieferer Temperatur herabsinkt und im
Idealfall ist die vom Wérmestoff gelieferte Arbeit proportional der Temperaturdif-
ferenz, geteilt durch die Endtemperatur. Seine These von der Unzerstorbarkeit der
Wiérme ist iiberholt. Doch seine weiteren Aussagen waren richtig und zeigten den
Weg zum zweiten Hauptsatz der Thermodynamik. Im Nachlass von Carnot findet
sich schon die These, dass Wiarme Bewegungsenergie sei. Man findet auch (ohne
Begriindung) die Gleichwertigkeit von 1 kcal und 370 kpm und Vorschlige, diese
Gleichwertigkeit zu messen.

1834 befasste sich der Pariser Physi-
ker und Ingenieur BENOIT PAUL CLA-
PEYRON 1799 - 1864, siche Bild) mit der
Arbeit von Carnot und brachte dessen
Aussagen in mathematische Form - in die
Form, in der der Carnotsche Kreispro-
zess heute beschrieben wird. Dieser ist
befreit vom Wéarmestoff und seiner Un-
zerstorbarkeit. An seine Stelle trat die
Energie. Jeder Korper, im speziellen
Dampf oder Gas, wird unter definierten

Bedingungen durch ein ganz bestimm-
te innere Energie charakterisiert. Diese
ist somit eine Funktion des Zustands des Abbildung 1.5: Benoit Clapeyron

A. Wipf, Thermodynamik und Statistische Physik
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Korpers. Sie kann sich &ndern infolge von
Erwarmung oder Abkiihlung des Korpers oder indem am Korper Arbeit verrich-
tet wurde. Folglich schreiben wir die Anderung der inneren Energie eines Gases,
U, — Uy, in der Form

Uy—U=0Q—W, (1.4)

wobei () die vom warmen Wérmereservoir an das Gas abgegebene Wirme bezeich-
net. W ist die vom Gas bei seiner Ausdehnung geleistete Arbeit. In der Beziehung
treten Warme und Arbeit gleichberechtigt auf. Die Warmemenge wird dabei in
kcal gemessen und die Arbeit in kpm. Die Umrechnung geschieht mit dem schon
von Carnot angegebenen Umrechnungsfaktor, dem mechanischen Warmedquiva-
lent. Offensichtlich ist die Gleichung ein Gesetz fiir die Erhaltung und Um-
wandlung der Energie.

Das Problem der Warmestofftheorie war die Annahme, man kénne die Menge an
Wirmestoff angeben, die in einem Korper enthalten ist. Aus der Energiebilanzglei-
chung folgt nun, dass die Vorstellung ,der Korper enthélt die Warmemenge
Q) sinnlos ist. Um dies einzusehen sind in der folgenden Abbildung die Zusténde
eines Gases in den Koordinaten p und V', dem Druck und dem Volumen, darge-
stellt. Im Zustand Z; ist die innere Energie grofer als im Zustand Zs, also Uy > Us.
Wir nehmen an, die beiden Zustdnde unterscheiden sich in ihrem Wérmeinhalt.
Im Zustand Z; sei er gleich @)1, im Zustand Z5 gleich

Q2 = Q1+ Q12 (1.5)

wobei @15 die Wirmemenge bezeichne, die wir beim Ubergang vom Zustand Z;
in den Zustand Z, erhalten — unabhingig von dem Weg, auf dem der Ubergang

erfolgt. Nach (1.4)) ist
Qrz=Uz — U + Wiy (1.6)

mit Wiy als der Arbeit, die der Korper beim Ubergang Z1 — Zy verrichtet. Wir
fiihren den Ubergang lings der Kurve a bei derart hohen Driicken durch, dass die
vom Gas bei der Ausdehnung geleistete Arbeit Wiy grofser als U; — U und ent-
sprechend Q15 > 0 ist. Nun fithren wir den Ubergang lings der Kurve b bei derart
niedrigen Driicken durch, dass die Ausdehnungsarbeit W75 kleiner als U; — U und
entsprechend ()12 < 0 ist. Hier sind wir auf einen Widerspruch gestofen: die ,War-
memenge* erweist sich als abhdngig vom Weg, auf dem der Ubergang in einen be-
trachteten Zustand erfolgt. Davon zu sprechen, der Korper enthalte eine bestimm-
te Menge an Wirme ist genauso unsinnig, wie zu sagen, im Korper stecke eine
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Z

Zy

Y=

Abbildung 1.6: Zustinde eines Gases und Ubergéinge zwischen diesen.

bestimmte Arbeit. Warme und Arbeit sind keine Funktionen des Zustandes. Sie

charakterisieren eine Form des Energieaustausches zwischen zwei Kérpern. Fiithren

wir nach dem Ubergang a den Ubergang b in umgekehrter Richtung durch, dann

beginnen und enden wir mit dem Zustand Z;. Bei diesem Kreisprozess ist die langs

a aufgenommene Warme nicht gleich der langs —b abgegebenen Warme. Selbst fiir

einen Kreisprozess verschwindet das Schleifenintegral § 6Q) im Allgemeinen nicht.

In den folgenden Jahrzehnten setzte sich die
Erkenntnis iiber die Aquivalenz von Wirme und
Arbeit durch. Die Aquivalenz von chemischer
Energie, Warme und Arbeit waren dem Ko-
blenzer Naturwissenschaftler FRIEDRICH MOHR
(1806 -1879) schon ab dem Jahre 1837 und dem
Chemiker JusTus VON LIEBIG (1803 - 1873)
seit dem Jahr 1942 bekannt. RUDOLF CLAUSI-
US (1822 -1888, siche nebenstehendes Bild) Fol-
gerungen iiber die spezifischen Warmen oder die
Ableitung der Gleichung dp/dT fiir einen ge-
sittigten Dampf waren wichtige Schritte bei der
Entwicklung der Thermodynamik und werden in
der Vorlesung besprochen. Clausius musste bei
seinen Untersuchungen feststellen, dass zur Er-

Abbildung 1.7: Rudolf Clausius

klarung der thermodynamischen Erscheinungen der Erhaltungssatz der Energie

nicht ausreicht und noch ein weiterer Satz formuliert werden muss. Als Ausgangs-
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punkt diente dabei die Tatsache, dass Wérme nicht von sich aus von einem kélteren
zu einem warmeren Korper tibergeht. Zunéchst stelle er fest, dass fiir einen beliebig
reversibel (umkehrbar) durchlaufenen Kreisprozess

f‘%Q —0 (1.7)

gilt. Der Wert des Linienintegrals [6Q/T fiir einen nicht zum Ausgangszustand
zuriickfithrenden Prozess hingt also nur vom Ausgangs- und vom Endzustand ab.
Wird der Ausgangszustand Z; in

Z 50
/Z " =5(2) - S(7) (L8)

0

festgehalten, dann ergibt sich eine nur vom Zustand Z abhingige Grofe. Diese
neue Zustandsgrofe S nannte Clausius ab 1865 die Entropie des Korpers. Ge-
nauso wie Druck, Volumen, Temperatur und innere Energie ist die Entropie eine
Zustandsgrofse. Sie ist von grofem praktischem Nutzen und daher begegnet man
ihr auch im Alltag des Ingenieurs.

Nach der Entdeckung des Erhaltungssatzes der Energie riickte die kinetische
Theorie der Materie in den Vordergrund. Ihr Durchbruch begann mit den Arbei-
ten von JAMES JOULE (1818 - 1889), AuGUST KARL KRONIG (1822 - 1879) und
ganz besonders Clausius. Neben seinen bahnbrechenden Arbeiten zur makroskopi-
schen Thermodynamik legte Clausius auch den Grundstein fiir die mikroskopischen
Theorie. In seiner 1857 in den Annalen der Physik erschienen Arbeit ,Uber die Art
der Bewegung, welche wir Wéarme nennen” leitet er die Zustandsgleichung

v = V) (1.9)
3
ab, wobei (v?) der Mittelwert des Geschwindigkeitsquadrates der Molekiile ist.
Es besagt, dass der Gasdruck von der mittleren kinetischen Energie m(v?)/2 der
Translationsbewegung der Molekiile abhingt. Die Schwingungsbewegung der Mo-
lekiile erscheint nicht auf der rechten Seite. Clausius fiihrte auch den Begriff der
mittleren freien Weglénge fiir Molekiile in Gasen ein.

Der aus Edinburgh stammende Physiker JAMES CLERK MAXWELL (1831 - 1879,
siehe Bild) untersuchte, wie sich eine grofe Zahl von elastisch stofsenden Kugeln
verhélt. In seiner Arbeit von 1860 gab er die Ableitung der nach ihm benannten
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Geschwindigkeitsverteilungsfunktion, welche
die Zahl der Teilchen mit Geschwindigkeiten
im Intervall zwischen v und v + dv angibt,

dN 4 202

oy —ve /a2

VT ahE e vedv. (1.10)
Darin ist a? = 2(v?)/3 eine zum Mittelwert
des Geschwindigkeitsquadrates proportiona-

le GroRe. Auch das bekannte Aquipartitions-

gesetz, nachdem auf jeden Freiheitsgrad der
Gasteilchen die gleiche Energie kommt, wur-
de von Maxwell aufgestellt. Abbildung 1.8: James Maxwell

Der néchste Schritt bei der mikroskopischen
Begriindung der Thermodynamik war die statistische Auffassung der Entropie
durch den 6sterreichischen Physiker und Philosophen LUDWIG BOLTZMANN (1844
- 1906), dargelegt in seiner 1866 erschienen Arbeit ,,Uber die mechanische
Bedeutung des zweiten Hauptsatzes der Wir-
metheorie”. Diese entstand aus dem Bediirf-
nis, auch den zweiten Hauptsatz der Ther-
modynamik mit Hilfe der kinetischen Theo-
rie deuten zu konnen. Es zeigte sich, dass des-
sen Deutung ausschlieflich durch mechanische
Prinzipien unmoglich ist, besonders fiir irre-
versible Prozesse. In seiner 1877 veroffentlich-
ten Arbeit gelang BOLTZMANN eine statisti-
sche Deutung der Entropie. Danach ist die
Entropie eines Gases von Partikeln proportio-
nal zur Wahrscheinlichkeit W, das System in

dem vorgegebenen Zustand zu finden,

S = klog W. (1.11) Abbildung 1.9: Ludwig Boltzmann

Hier ist £ die universelle Boltzmann-Konstante,
k = 1.3806505 - 10-* J /K. (1.12)

Die statistische Behandlung von thermodynamischen Vorgdngen im Rahmen der
klassischen Physik erreichte ihren Hohepunkt mit den Untersuchungen des ame-
rikanischen Physikers JOSIAH GIBBS (1839 - 1903, siche Bild) zu Beginn des 20.

A. Wipf, Thermodynamik und Statistische Physik



1. Einfiihrung 1.2. Literatur 17

Jhd. Im Zentrum seiner Uberlegungen stand die Verteilungsfunktion im Phasen-
raum eines mechanischen Systems mit einer sehr grofen Anzahl Freiheitsgrade.
Die verschiedenen Verteilungsfunktionen f(q;, p;) entsprechen dabei verschiedenen
physikalischen Situationen. Die grofste Rolle spielt dabei das Gibbsche kanonische
Ensemble mit Verteilungsfunktion

fla,pi) = A H/KT (1.13)

mit Hamiltonfunktion H. Diese Verteilung beschreibt das Verhalten eines Systems
im thermischen Gleichgewicht mit seiner Umgebung.

Wie sich herausstellte, geniigen die Erschei-
nungen der Mikrophysik nicht den Gleichungen
der klassischen Mechanik, sondern den Wahr-
scheinlichkeitsgesetzen der Quantenmechanik.
Die Herleitung streng giiltiger Gesetze der ma-
kroskopischen Physik aus Wahrscheinlichkeits-
aussagen iiber Elementarereignisse der Mikro-
physik gelang nicht nur in der klassischen Phy-
sik sondern auch fiir die Quantenphysik. Gleich-
artige Teilchen sind in der Quantenmechanik
nicht unterscheidbar und dies hat insbesonde-
re fir Fermionen, zum Beispiel Elektronen oder
Protonen, weitreichende Folgen: Zwei identische
Fermionen konnen nicht im gleichen Mikrozu- ~ Abbildung 1.10: Josiah Gibbs
stand sein. Auch fiir identische Bosonen, zum

Beispiel Photonen, sind nicht alle denkbaren Mikrozustéinde erlaubt. Diese Ein-
schriankungen beeinflussen die Abzéhlung der Elementarereignisse und damit die
Gesetze der makroskopischen Physik. Identische Fermionen folgen der Fermi-Dirac
Verteilung wahrend identische Bosonen der Bose-FEinstein Verteilung folgen.

1.2 Literatur

Im folgenden finden Sie eine Auswahl empfehlenswerter Lehrbiicher, alphabetisch
geordnet. Die Vorlesung orientiert sich nicht an einem Buch. Ich empfehle Thnen
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deshalb, sich vor einem eventuellen Kauf zunéchst die einzelnen Werke genauer
anzusehen.

e M. Bartelmann, B. Feuerbacher, T. Kriiger, D. Liist, A. Rebhan, A. Wipf,
Theoretische Physik, Springer (2014)

C. Kittel, H. Kromer, Thermodynamik, Oldenbourt (2013)

K. Huang, Introduction to Statistical Physics, CRC Press (2010)

G. Neugebauer, G. Kluge, Grundlagen der Thermodynamik, Spektrum Aka-
demischer Verlag, Heidelberg (1994)

W. Nolting, Grundkurs Theoretische Physik 6: Statistische Physik, Springer
(2005)

R. Reif, Statistische Physik und Theorie der Warme, De Gruyter (1987)

P. Reineker, M. Schulz, B. Schulz, Theoretische Physik V, Statistische Physik
und Thermodynamik, Wiley-VCH (2010)

F. Schwabl, Statistische Mechanik, Springer (2000)

N. Straumann, Thermodynamik, Lecture Notes in Physics, Band 265, Sprin-
ger (1986) und Statistische Mechanik, Springer (2017)

1.3 Grundlagen der Thermodynamik

1.3.1 ZustandsgroBen und Zustandsgleichung

In der Thermodynamik tritt ein neuer Begriff auf, die experimentell messbare Tem-
peratur. Es ist eine Erfahrungstatsache, dass nach hinreichend langer Zeit ein sich
selbst iiberlassenes System in einen Gleichgewichtszustand iibergeht, den es von
selbst nicht mehr verldsst. Ein im Warmegleichgewicht befindlicher Korper hat
iiberall die gleiche Temperatur. Die Gleichheit der Temperatur ist eine notwendi-
ge Bedingung fiir das thermodynamischen Gleichgewicht. Dies gilt auch fiir zwei
Korper, die geniigend lange Warme austauschen kénnen. Wie Druck und Volumen
ist die Temperatur eine Zustandsgrofe und ist daher unabhéngig von der Vor-
geschichte des Korpers. Sie ist nur durch den gegenwiértige Zustand des Korpers
bestimmt. Wir formulieren also einen (nach R. FOWLER) nullten Hauptsatz:
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Es gibt eine Zustandsgrifle, die Temperatur. Ihre Gleichheit ist Bedingung des
thermischen Gleichgewichts zweier Systeme oder zweier Teile desselben Systems.

Wir erkldaren den oft auftretenden Begriff ,Zustandsgrofe anhand der Tem-
peratur. Dazu betrachten wir die differentielle Anderung d7" der Temperatur bei
differentieller Anderung von zwei unabhingigen Variablen z, y, die natiirlich selbst
messbare Eigenschaften des Systems (etwa Druck und Volumen) sein miissen:

T T
A7 = Xdz+vdy, x-2L y_2

—. 1.14

Dann gilt natiirlich
0oX oY

dy Oz
Diese Bedingung ist notwendig und hinreichend dafiir, dass X dz + Y dy ein voll-

(1.15)

standiges Differential ist. Sie ist dquivalent zur Wegunabhéngigkeit von Linienin-
tegralen,
VA z
/ (de—i—Ydy):/ dT =T(Z) — T(Zy), (1.16)
Zy Zo
woraus sofort folgt, dass fiir jeden geschlossenen Weg in der x, y-Ebene, das heift
fiir jeden Kreisprozess, das Schleifenintegral verschwindet,

f(XdHYdy) 0. (1.17)

Mit Hilfe von definiert ein vollstandiges Differential eine Zustandsgrofe des
Systems. Bei festgehaltenem Ausgangspunkt Z, und (willkiirlicher) Festlegung sei-
ner Temperatur 7'(Z) hat jeder thermodynamische Zustand Z eine wohl bestimm-
te Temperatur 7'(Z). Die infinitesimale Warmezufuhr oder die infinitesimal abge-
gebene Arbeit definieren keine vollsténdigen Differentiale, da die Warmezufuhr
oder die abgegebene Arbeit bei einem Kreisprozess nicht verschwinden brauchen.

Man nennt sie Prozessgrifsen und bezeichnet sie in der Literatur oft mit 4¢) und
ow

Homogene Fliissigkeiten, Gase oder Dampfe sind die einfachsten thermodynami-
schen Systeme. Deren thermodynamische Zustédnde sind durch die mechanischen
Zustandsgrofen p und V' und durch die thermische Zustandsgrofe T' charakteri-
siert. Der Druck ist im Allgemeinen eine Funktion von 7" und V', womit die Zahl
der unabhéngigen Variablen des Systems von drei auf zwei reduziert wird. Man
bezeichnet die funktionale Abhéngigkeit

flp,V,T)=0 (1.18)
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als (thermische) Zustandsgleichung. Die Funktion f wird als Bestandteil der Spe-
zifikation des System angesehen. Es ist iiblich, den Zustand eines solchen Systems
durch einen Punkt im dreidimensionalen p, V, T-Raum darzustellen. Die Zustands-
gleichung definiert dann eine Fliache in diesem Raum, wie in der Figur dar-
gestellt. Jeder Punkt dieser Fléche stellt einen Gleichgewichtszustand dar. In der
Thermodynamik versteht man unter einem Zustand, wenn es nicht ausdriicklich
anders angegeben ist, immer einen Gleichgewichtszustand.

T 4 Gleichgewichtszustand Z

b
Zustandsflache

Abbildung 1.11: Geometrische Darstellung der Zustandsgleichung.

Den Ubergang in einen anderen thermodynamischen Zustand bezeichnet man als
thermodynamische Zustandsdanderung. Wenn der Ausgangszustand Z; ein Gleich-
gewichtszustand ist, kann eine Zustandsinderung nur durch Anderung der dufieren
Bedingungen, denen das System unterworfen ist, hervorgerufen werden. Die An-
derung jedes Gleichgewichtszustandes hat als Ursache eine Wechselwirkung mit
seiner Umgebung. Ein thermodynamisches System kann Arbeit an der Umgebung
verrichten oder die Umgebung kann Arbeit am System verrichten. Zwischen Sys-
tem und Umgebung kann auch ein Warmeaustausch oder sogar ein Stoffaustausch
stattfinden. Fine sehr grofse Umgebung im thermischen Gleichgewicht, deren Tem-
peratur sich bei Entnahme einer endlichen Warmemenge praktisch nicht éndert,
nennt man Warmebad (Wérmereservoir, Reservoir). Die erwahnten Austauschpro-
zesse zwischen System und Umgebung sind in Abbildung gezeigt.
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Abbildung 1.12: Thermodynamisches System in Kontakt mit Umgebung.

Ein System heifst

e offen, wenn alle gezeigten Austauschprozesse erlaubt sind,
e geschlossen, wenn es keinen Stoffaustausch gibt,
e adiabatisch isoliert, wenn kein Warmeaustauch moglich ist,

e abgeschlossen, wenn weder Energie- noch Stoffaustausch méglich sind.

Abgeschlossene Systeme gibt es in der Realitét nicht, da sie eine nicht-existierende
perfekte Isolierung voraussetzen. Hierzu gehort auch eine perfekte Warmeisolation
des Systems. Ein ndherungsweise abgeschlossenes System stellt z.B. eine Ther-
moskanne dar. Geschlossene Systeme konnen Energie, zum Beispiel in Form von
Wirme und Arbeit, iiber die Systemgrenze austauschen. Die Systemgrenze ist
allerdings fiir Stoffaustausch undurchléssig. Bei offenen Systemen konnen sowohl
Teilchen als auch Energien iiber die Systemgrenze treten. Ein Beispiel eines offenen
Systems ist eine Gasflasche mit ge6ffnetem Ventil.

Die Zustandsanderung Z; — Z ist quasistatisch, wenn die dufseren Bedingungen
sich so langsam dndern, dass das System in jedem Augenblick ndherungsweise im
Gleichgewicht ist. Sie ist reversibel, wenn eine zeitliche Umkehr der Anderung
der dufseren Parameter eine zeitliche Umkehr der Folge von Zustdnden entspricht.
Oder anders ausgedriickt, wenn der Ausgangszustand des Systems ohne bleibende
Veranderungen in der Umgebung wiederhergestellt werden kann.

Ein reversibler Prozess ist quasistatisch aber nicht jeder quasistatische Prozess
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ist reversibel. Ein Prozess Z; — Z, heifit dagegen irreversibel, wenn bei der umge-
kehrte Prozessfithrung Z, — Z; in der Umgebung Verdnderungen zuriickbleiben.
Im Prinzip laufen alle Prozesse der Natur mehr oder weniger irreversibel ab. Bei
der reversiblen Ausdehnung des Gases in Abbildung expandiert das Gas sehr
langsam und verrichtet dabei Arbeit. Beim Umkehrprozess wird diese Arbeit ver-
wandt um das Gas quasistatisch in seinen Ausgangszustand zu verdichten. Die
Abbildung zeigt dagegen eine irreversible Gasausdehnung. Nach dem Her-
ausziehen der Trennwand stromt ein Teil des Gases von der linken in die rechte
Hilfte des Behilters. Dabei wird keine Arbeit an der Umgebung verrichtet. Um
das Gas wieder in die linke Seite zu verdichten muss die Umgebung am Gas Arbeit

verrichten.

— ~of—
quasistatische Expansion quasistatische Kompression
Arbeitabgabe, Wérmeverlust Arbeitsaufnahme, Warmegewinn

Abbildung 1.13: Reversible Gasausdehnung.
~of—
Schnelles Herausziehen und Nichtgleichgewichtszustand
Hineinschieben der Trennwand relaxiert ins Gleichgewicht

Abbildung 1.14: Irreversible Gasausdehnung.

Eine reversible Zustandsdnderung definiert eine Kurve im p, V-Diagramm. Dies
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ist die Projektion der Zustandsfliche auf die p, V-Ebene. Je nach Art der Zu-
standsédnderung ergeben sich Kurven mit besonderen Namen, z.B. Isothermen bei
festgehaltener Temperatur oder Adiabaten bei thermisch abgeschlossenen Syste-
men.

Aus der Verkniipfung der Zustandsgrofsen p, V,T iiber die Zustandsgleichung
bilden wir die Ausdriicke fiir den Ausdehnungskoeffizienten «, den Spannungkoef-
fizienten § und die (isotherme) Kompressibilitit k

L) ), ), o
P 1% T

Der untere Index bedeutet, dass bei der Differentiation die entsprechende Zu-
standsgrofe festgehalten wird. Vorgénge, bei denen 7', p oder V unverandert blei-
ben heifen isotherme, isobare oder isochore Prozesse. Zwischen «, und k be-
steht ein bemerkenswerter Zusammenhang. Zu dessen Ableitung wollen wir an-

nehmen, wir konnten die Zustandsgleichung nach p = p(V,T) beziehungsweise
nach V' = V(p,T) auflésen. Setzen wir fir dV in der rechten Seite von

dp dp
— ( =Z£ 174 it T
dp <8V>Td (GT)Vd

oV oV
o ) ar
w= (%), (5),

ein, so erhalten wir wegen (Op/0V )y (0V/0p)r = 1 die Gleichung

(), () (),

oder die allgemeine Beziehung

den Ausdruck

a = p k. (1.20)

Man unterscheidet weiterhin zwischen extensiven und intensiven Zustandsgrofien.
Eine Zustandsgrofse heiftt extensiv, wenn sie der Substanzmenge des betrachteten
Systems proportional ist, und intensiv, wenn sie von ihr unabhéngig ist. So sind
Volumen, innere Energie und Entropie extensiv, wihrend Druck und Temperatur
intensiv sind.

Bei der Wahl von Zustandsgrofen hat man eine gewisse Freiheit. Wir nennen
einen kleinstmoglichen Satz von Zustandsgrofsen, der zur vollstandigen Beschrei-
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bung der thermodynamischen Zustédnde notwendig ist, vollstindig. Die Zustands-
grofsen eines vollstdndigen Satzes sind unabhéngig und alle anderen Zustandsgro-
flen abhéngig. Die abhingigen Grofen sind dann Funktionen der unabhéngigen
Grofsen. Die Anzahl der unabhéngigen Zustandsgrofen ist gleich der Zahl ma-
kroskopischer Freiheitsgrade des thermodynamischen Systems. Die unabhédngigen
Zustandsgrofsen sind Koordinaten des Zustandsraumes.

1.3.2 Arbeitsleistung und Warmezufuhr

Eine Fliissigkeit (Gas, Dampf) befinde sich in einem zylindrischen Geféf mit einem
beweglichen Kolben der Querschnittsfliche A. Auf den Kolben wirkt von Seiten
der Fliissigkeit die Kraft pA. Wird der Kolben um dh verschoben, so leistet die
Fliissigkeit die Arbeit

oW = pAdh = pdV. (1.21)

Diese Formel 6W = pdV gilt nicht nur bei zylindrischer, sondern auch bei be-
liebiger Begrenzung und beliebiger Forméanderung der Fliissigkeitsoberfliche, in
welchem Falle man nur die Volumenénderung liangs der Oberflache aufsummieren
muss. Fiir negatives dV, also bei Kompression, wird Arbeit am Gas verrichtet und
entsprechend ist W negativ. Bei der Untersuchung von Kreisprozessen haben wir
bereits gesehen, dass )W kein totales Differential sein kann.

Das bereits von James Watt fiir Dampfmaschinen eingefiihrte Indikatordia-
gramm in Abbildung zeigt einen derartigen Kreisprozess im p, V-Diagramm.
Langs der oberen Isobaren mit Druck p; ist der Dampfzylinder an den Hochdruck-
Kessel angeschlossen, ldngs der unteren mit niedrigeren Druck ps an den Niederdruck-
Kessel. Der absteigende und aufsteigende Kurvenast bedeutet Expansion bzw.
Kompression. Der Fldcheninhalt misst die Grofke von

7{}? dv = j[(sw. (1.22)

In der Dampfmaschine wird der Arbeitsbetrag (1.22) auf Kosten der zugefiihrten

Wiérme geleistet
745@ = }{51/1/. (1.23)

Die Warmemenge, welche 1 Gramm Wasser bei Atmosphéarendruck von 14.5 auf
15.5 °C erwarmt, heiftt Kalorie. Bei allen Reibungsvorgingen wird Arbeit W in
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Expan-
sion
Kom-
pression

b= D2 V4

Abbildung 1.15: Indikatordiagramm der Dampfmaschine.

Wirme () umgewandelt. Dies wurde schon frith von JOULE und ROBERT MAYER
erkannt. Dabei ist die aufgewandte Arbeit proportional zur erzeugten Wéarme mit
einem von den Versuchsbedingungen unabhingigen Proportionalitatsfaktor ¢,

W =(Q, (¢=426,9 kpm/kcal =4,185 J/cal. (1.24)

Die spezifischen Wirmen werden auf die Masseneinheit 1 kg bezogen. Fiir eine
Fliissigkeit oder ein Gas der Masse m gilt dann

Q = mcy AT, cy : spezifische Wérme bei konst. Volumen
Q =mc, AT, c,: spezifische Wérme bei konst. Druck. (1.25)

Die bei konstanten Volumen zugefiihrte Warme fiithrt zu einer Temperatur- und
Druckerhohung der Fliissigkeit. Dabei wird keine Arbeit pdV verrichtet. Dage-
gen wird die bei konstantem Druck zugefithrte Warme zum Teil zur Ausdehnung
des Gases eingesetzt. Deshalb wird bei gegebener Warmezufuhr die Temperatur-
erhohung bei konstantem Druck niedriger sein als bei konstantem Volumen, also
¢, > cy. Der Unterschied zwischen ¢, und cy ist wesentlich fiir Gase. Aus
folgt mit @@/m =1 kecal/kg und AT =1 Grad fiir Wasser bei 15 °C

kcal kpm J
=1 ———=426,9 ———— = 4185 —. 1.26
@~ " Grad ke " Grad - kg Grad - kg (1.26)
Anstelle der Warmekapazitaten je Masseneinheit benutzt man auch die Warme-
kapazitédten je Mol, die sogenannten Molwdrmen Cy und C,. Fiir n Mole einer
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Fliissigkeit oder eines Gases ist

Q =nCyAT, Cy :molare Warmekapazitit bei konst. Volumen
Q =nC,AT, C,:molare Warmekapazitit bei konst. Druck. (1.27)

Die molaren Warmekapazitéten fiir einige Gase bei 20 °C findet sich in der folgen-
den Tabelle. Man beachte, dass diese fiir ein-, zwei- und mehratomige Molekiile

jeweils etwa gleich gross sind.

Stoff He Ar H, Luft CH, COs

molare Masse in % 4,003 39,94 | 2,02 29 16,04 44,01
Cp in ﬁ 20,94 20,94 | 28,83 29,14 | 35,59 36,83

Cy in ﬁ 12,85 12,69 | 20,45 20,78 | 27,21 28,48

1.3.3 Das ideale Gas

Experimentell verhalten sich alle Gase gleich, wenn sie hinreichend verdiinnt sind.
Als ideales Gas bezeichnen wir ein Gas mit diesem Grenzverhalten. Es ist wohl das
wichtigste thermodynamische Modell-System. Vergleichbar dem harmonischen Os-
zillator der Quantenmechanik. Die Zustandsgrofen eines idealen Gases sind Druck
p, Volumen V', Temperatur 7" und die Zahl N seiner Molekiile. Ein Gas ist umso
idealer, je schwerer es bei Normaldruck zu verfliissigen ist, also je tiefer sein Siede-
punkt ist. Die folgenden Gesetze beziehen sich auf diesen idealen Grenzzustand.

Das Boyle-Mariottesche Gesetz

Die Zustandsgleichung ist durch das Boyle-Mariottesche Gesetz gegeben:
pV = konst (fiir konstante Temperatur). (1.28)
Fiihren wir statt V' die Massendichte p = Masse/V ein, so gilt auch
p = p - konst. (1.29)

Der Druck wird gewohnlich in Atmosphéren gemessen. 1 at entspricht dem Druck,
der von einer Kraft von 1 kp auf einer Fliche von 1 cm? erzeugt wird. Wir rechnen
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die Atmosphére in Bar um,

k
lat=9.81 2.1 —0 981 bar. (1.30)
s  cm?
Die SI-Einheit des Drucks ist das Pascal mit dem Einheitenzeichen Pa. Ein Pascal

entspricht einem Druck von einem Newton pro Quadratmeter,
(1.31)

und 1 bar = 10° Pa.

Das Gay-Lussacsche Gesetz

Die Zustandsgleichung eines idealen Gases kann zur Definition einer Temperaturs-
kala des idealen Gases benutzt werden,

pV =nR(T + Tp). (1.32)

Hier ist n die Anzahl Mole, R die durch die Wahl der Temperaturintervalle festge-
legte universelle Gaskonstante R und Tj eine vom gewéhlten Nullpunkt der Tempe-
raturskala abhéangige Konstante. Die urspriingliche Temperaturskala des schwedi-
schen Mathematikers und Geodaten ANDERS CELSIUS verwendete als Fixpunkte
die Temperaturen von Gefrier- und Siedepunkt des Wassers bei Normaldruck, d. h.
einem Luftdruck von 760 mmHg. Der Bereich zwischen diesen Fixpunkten, gemes-
sen mit einem Quecksilberthermometer, ist in 100 ,Grad” genannte gleich lange
Abschnitte eingeteilt, was auch zu der historischen Bezeichnung des ,hundertteili-
gen Thermometers” gefiihrt hat. Der Gefrierpunkt ist bei 0 °C und der Siedepunkt
bei 100°C.

Aus Experimenten ist bekannt, dass fiir ein verdiinntes Gas

(pv)loooc

—— =1.366 1.33
(PV)o°c ( )
ist. Aus ([1.32)) folgt dann
100°C + T} 100°C
Tl +1=1,366 bzw. T,=273,15°C. (1.34)

Th Th
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Verschieben wir den Koordinatenursprung der Temperatur nach —273,15°C, so
erhalten wir die Temperatur in Kelvin,

TK] =T[°C] + 273, 15. (1.35)
Bei T'= 0K ist pV gleich Null. Indem wir in einsetzen, finden wir
pV =nRT (T in K). (1.36)
International wurde 1967 die Grofe
T =273,16 K (1.37)

als Temperatur des Tripelpunkts von Wasser (Wasser liegt gleichzeitig in festem,
flissigem und gasformigen Zustand vor) festgelegt.

Bei 0°C und Normaldruck 760 Torr = 1 atm = 1, 01325 bar nimmt ein Mol eines
Gases — d.h. eine Gasmenge, deren Masse der Molekiilmasse in Gramm entspricht
— ein Volumen von 22.4141 Liter ein. Mit diesen Zahlenwerten erhalten wir die
universelle Gaskonstante

1,01325 - 22,4141 bardm® J
_ ’ — 145 ——— 1.
o 273,15 Grad mol 83145 Grad mol’ (1.38)
oder ausgedriickt in Kalorien,
cal
R=1,986 —. 1.39
’ Grad mol (1.39)

Die Zustandsgleichung fiir ideale Gase ([1.36)) enthélt die Stoffmenge n der im
Volumen V' enthaltenen Mole. Setzen wir dafiir n = N/N4 ein und schreiben
R/N4 = k, so erhalten wir fiir die Zustandsgleichung idealer Gase eine weitere
Fassung, ndmlich

pV = NkT (T in Kelvin). (1.40)
Die hier neu auftretende Konstante
R
k= — = 1.3806505 - 10~** J/K. (1.41)
Na

ist die universelle Boltzmann-Konstante. Sie ist uns schon frither in (1.12]) begegnet.

Der Ausdehnungskoeffizient eines idealen Gases ist umgekehrt proportional zu

1 /oV 1nR 1
o= (a?);??‘? (1.42)

seiner Temperatur,
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und ist gleich seinem Spannungskoeffizienten,

1/ 0p InR 1

Ausdehnungs- und Spannungskoeffizient bei 0°C Celsius sind
o~ f~1/(273 Grad) = 0,00366 Grad .

In physikalisch-chemischen Tabellen findet man bei p ~ 1at und Temperaturen
von 0 bis 100 °C fiir einige typische schwer kondensierende Gase folgende Werte:

Stoft !

Wasserstoff 0,0036613
Kohlenoxyd 0,0036688
atmospharische Luft | 0,0036706
Kohlenséure 0,0037099
Cyan 0,0038767

Die Ausdehnungskoeffizienten sind innerhalb der Versuchsgrenzen nahezu gleich.
Fiir ein reales Gas verallgemeinert sich die Gay-Lussacsche Gleichung zu der
oben erwahnten allgemeinen thermischen Zustandsgleichung eines fliissigen oder
gasformigen Systems. Deshalb sind fiir leichter kondensierbare Gase die Ausdeh-
nungskoeffizienten merklich verschieden vom Wert o« = 0,00366/Grad fiir ideale
Gase.
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2 Der erste Hauptsatz der
Thermodynamik

Nachdem die Stofftheorie der Warme als unhaltbar erkannt war, trat an ihre Stelle
die innere Energie, die sich infolge von Wérme- und Arbeitsaustausch mit der Um-
gebung dndern kann. Bei einer beliebigen thermodynamischen Zustandsénderung
sei () die vom System aufgenommene Warme und W die vom System geleistete
Arbeit. Der erste Hauptsatz der Thermodynamik besagt nun:

1. Hauptsatz der Thermodynamik

Jedes thermodynamische System besitzt eine Zustandsgrofse, die innere Ener-
gie U. Sie wichst mit der zugefiihrten Warme und nimmt ab um die vom
System nach aufsen geleistete Arbeit. Fiir ein geschlossenen System gilt

AU =@ — W oder infinitesimal dU = 6Q — dW. (2.1)

Die innere Energie ist nur bis auf eine additive Konstante bestimmt. Im Ge-
gensatz zu 0¢) und 0W ist dU ein vollstdndiges Differential und fiir jeden
Kreisprozess gilt

]{ dU = 0. (22)

Fiir ein abgeschlossenes System gilt wegen W = 0Q) = 0 sogar dU = 0, d.h.
U =konst. Die innere Energie ist dann eine Erhaltungsgrofse. Fiir ein adiabatisch
isoliertes System kann wegen dU = —dW die Arbeit als ,Zustandsgrosse” auf-
gefasst werden. Ein Prozess ist in guter Nédherung adiabatisch, wenn er deutlich
schneller ablauft als ein Warmeaustausch stattfinden kann. Eine andere Vereinfa-
chung ergibt sich fiir anergische Systeme, an denen keine Arbeit verrichtet wird.
Wegen dU = 6@ kann hier die Warme als ,Zustandsgrofie aufgefasst werden.

Fiir den allgemeinen Fall des geschlossenen Systems soll noch der Kreisprozess

30
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diskutiert werden. Aus (2.2 folgt, dass fiir einen Kreisprozess die dem System
zugefithrte Wérme gleich der vom System abgegebenen Arbeit sein muss,

f 5Q = ]{ SW. (2.3)

Eine andere héufig benutzte Formulierung des ersten Hauptsatzes ist: Fs ldsst
sich kein Perpetuum Mobile erster Art konstruieren. Ein Perpetuum Mobile erster
Art ist eine periodisch arbeitende Maschine, die bei einem Umlauf Energie abgibt
und sich anschliefsend wieder in dem gleichen Zustand befindet. Diese Version des
Hauptsatzes folgt einfach aus , denn ein Umlauf entspricht einem Kreisprozess
und Energie kann dabei weder entstehen noch vernichtet werden.

2.1 Innere Energie des idealen Gases

Wir untersuchen die innere Energie eines idealen Gases. Als unabhéngige Zustand-
grofsen wahlen wir Volumen und Temperatur, so dass

oU U
AU = <W)T av + (8_T)V dr. (2.4)

Mit dem idealen Gas im Volumen V wird nun der Gay-Lussac-Versuch durchge-
fiithrt: In einem adiabatisch isolierten System wird das Gas durch schnelles Her-
ausziehen einer Trennwand (siehe Figur von V auf V 4+ AV expandiert. Vom
System wird weder Arbeit geleistet noch wird ihm Wéarme zugefiihrt, so dass

AU = 0. (2.5)

Nach der irreversiblen Expansion wird AT = 0 gemessen! Dies gilt fiir alle AV
und deshalb impliziert , dass fiir ein ideales Gas die partielle Ableitung der
inneren Energie nach dem Volumen bei konstanter Temperatur verschwindet, oder
dass die innere Energie nur von der Temperatur abhéngt,

U=U(T)+ Uy (ideales Gas). (2.6)

Die theoretische Begriindung von ([2.6) miissen wir an dieser Stelle schuldig blei-
ben. Sie wird in einem spéteren Kapitel folgen. Wir wollen das Resultat nun
benutzen, um eine Beziehung zwischen den Molwarmen C), und Cy herzustellen.
Dazu betrachten wir zwei Zustandsdanderungen: Die eine soll bei konstantem V
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F r

V AV V+AV

7 2

Abbildung 2.1: Der Versuch von Gay-Lussac.

stattfinden, also das System aus dem Zustand (V,7') in den benachbarten Zustand
(V,T + dT) iiberfithren. Dabei ist

dU = §Q|v=konstant = nCy dT' (V' konstant). (2.7)

Die andere Anderung soll bei konstantem p stattfinden, und den Zustand (V,T)
in den Zustand (V 4+ dV,T + dT) iiberfithren. Dabei ist

dU = 6Q|p=xonst — pdV =nC, dT' — pdV =nC, dT' —nRdT (p konstant),
(2.8)
wobei wir in der letzten Gleichung das ideale Gasgesetz benutzten, um bei
konstantem Druck dV in d7" umzuwandeln. Bei beiden Prozessen seien T und d7T'
und fiir ein ideales Gas dann geméfs (2.6) auch dU gleich. Es folgt die Beziehung

Cp—Cy =R (2.9)

fiir die Differenz der molaren Wérmekapazititen eines idealen Gases. Die experi-
mentellen Werte in der Tabelle

Stoff He Ar H, Luft | CHy CO,
C, —Cy in J 8,09 8,251 8,38 8,36 |8,38 8,35

mol K

liegen in der Tat nicht weit weg vom Wert R = 8,3145 J/mol K.
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2.2 lIsotherme und Adiabatische Prozesse

Bei einem isothermen Prozess ist die nur von der Temperatur abhéngige innere
Energie eines idealen Gases konstant und nach dem ersten Hauptsatz wird die vom
System aufgenommene Wirme restlos als Arbeit abgegeben,

Q=W. (2.10)
Die Arbeit lasst sich aber leicht berechnen,

v " dv B
W = pdV =nRT — =nRT log — (isotherm) (2.11)
Vl V1 ‘/l

Dabei ist V5 das Volumen nach der Expansion und V; das Ausgangsvolumen.

Bei einem adiabatischen Prozess findet keine Warmezu- oder abfuhr statt, 6¢Q) =
0, und deshalb ist dU = —dW. Fiir ein ideales Gas mit dU = nCy dT gilt dann

nCy dT = —pdV. (2.12)

Des Weiteren gilt nRdT = pdV + dpV und wir kénnen d7 in (2.12)) eliminieren.
Dies fiihrt auf die Beziehung

(Cy + R)pdV + Cy dpV =0.

Wir dividieren durch pV und finden dann mithilfe von (2.9) die Beziehung

%4—&(17‘/:0 mit m:g—c>1. (2.13)
Fiir ein ideales Gas hédngen die innere Energie und die zugehorigen Wérmekapa-
zititen Cy = n~'dU/dT und C, = Cy + R nur von der Temperatur ab weil
die innere Energie nur von der Temperatur abhéngt. Der Adiabatenindex k, auch
Isentropenexponent genannt, ist iiber weite Temperaturbereiche annahernd kon-
stant, so sind seine Werte fiir trockene Luft mit Temperaturen zwischen 0°C und
1000 °C:

Temperatur 0 20 100 200 400 1000
K 1,403 1,40 1,401 1,398 1,393 1,365
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Er liegt fiir alle Temperaturen nahe bei 1,4 (in der statistischen Physik werden
wir £ mit der Anzahl Freiheitsgrade der Gasmolekiile in Verbindung bringen). Fiir
einen konstanten Adiabatenindex ist integrabel und liefert die Poissonsche
Gleichung des adiabatischen Zustandes

C
pV" =konst. fiir k= C’_P > 1 konst. (2.14)
v

Ersetzen wir den Druck bzw. das Volumen mit Hilfe der Zustandsgleichung des
idealen Gases, so ergeben sich folgende Beziehungen fiir ein ideales Gas mit kon-
stantem Adiabatenindex,

TV"! =konst. bzw. Tpl=/% = konst. (2.15)

Wiéhrend die Isothermen in der p, V-Ebene nach dem Boyle-Mariotteschen Gesetz
pV =konst als gleichseitige Hyperbeln verlaufen, sind die Adiabaten nach der
Poissonschen Gleichung pV'* = konst steiler nach unten geneigt. Wegen

—————— Adiabaten

\ ——  Isothermen

Abbildung 2.2: Isothermen und Adiabaten fiir ein ideales Gas

d_v|isotherm - _V und W}adiatatisch - _KV (216)
ist auf einer Adiabaten die differentielle Druckdnderung x-mal so grof, wie auf der

Isothermen.
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Schallwellen

Sehr rasch verlaufende Ausdehnungs- und Verdichtungsvorgéngen sind in guter
Néherung adiabatisch, da fiir einen Warmeaustauch nicht geniigend Zeit vorhan-
den ist. Derart schnelle Vorginge finden sich in Schallwellen. Deshalb kann man
k mit grofser Sicherheit aus der Schallgeschwindigkeit ermitteln. Fiir longitudinale
Schallwellen ist das Quadrat der Schallgeschwindigkeit gegeben durch

d
=5 (2.17)
dp
Fiir eine adiabatische Dichtedanderung ist p = konst - p* und deshalb gilt
RT
CiZFJEZFL . (2.18)
P Mmol

Der Adiabatenindex x héngt (auch fiir viele reale Gase) tiber weite Temperaturbe-
reiche nicht vom Druck ab und die molare Masse my,. ist eine materialspezifische
Konstante. Deshalb héangt die Schallgeschwindigkeit in idealen Gasen nur von der
Wurzel der (absoluten) Temperatur ab. Fiir Luft erhdlt man mit my,, = 0,02896

kg/mol und x = 1,402
m /T
uft 2 20,063 —1/ —.
CLuft s VK

Geht man zur Temperatur in °C iiber, so ergibt sich weiter

9/°C
273,15

CLafs a:331,5€? 1+ (2.19)

Mit dieser Gleichung erhélt man bei 20°C (Raumtemperatur) den bis zur letzten
Stelle korrekten Wert 343.4 m/s.

Polytrope Zustandsinderungen

Bei nicht vollstidndiger Warmeisolierung wird die Zustandsénderung nicht adia-
batisch sein, sondern nur polytrop. Wegen der unzureichenden Isolierung ist die
Abkiihlung aber geringer als bei adiabatischer Ausdehnung. Infolgedessen fallt die
Polytrope genannte Kurve weniger steil ab als eine Adiabate. Thre Gleichung ist

pV® = konst. = TV ! =konst., Tp'~*/® = konst. a < K. (2.20)
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Bei einer adiabatischen oder allgemeinen polytropen Expansion wird das Reservoir
der inneren Energie des idealen Gases in Anspruch genommen. Zur Berechnung
der dabei geleisteten Arbeit schreiben wir

v ) nk [T nRk
= dv = —dV =- dT = — T, —Ty). (221
W lev nR/Vlvv Of—l/Tl — (L =T). (221)

Bei einer Expansion (Entspannung) des Gases ist T < T} und wie erwartet ver-
richtet das Gas Arbeit an der Umgebung und W > 0.

2.3 Die Enthalpie als ZustandsgroRe

Nach der inneren Energie stellen wir die fiir die Technik wichtige Zustandsgrifie
Enthalpie vor, definiert durch
H=U+pV. (2.22)

Es folgt mit dU = 6Q — pdV fiir die infinitesimale Anderung der Enthalpie
dH = 6Q + V dp. (2.23)

Bei konstant gehaltenem Druck ist dH die dem System von aufen zugefiihrte
Wiérme, dH |,—xonst = 0Q). Daraus folgt fiir die molare Warmekapazitiat C,

oOH
p
als Gegenstiick zum Ausdruck fiir die molare Warmekapazitat Cy
ou
== . 2.2
- (%),

Technische Arbeit

Zur Bedeutung der Enthalpie bemerken wir, dass alle periodisch laufenden Maschi-
nen mit Hilfe eines stromenden Arbeitsstoffes Arbeit verrichten. Fiir diesen Fall
hat man den Begriff der technischen Arbeit geschaffen. Er soll anhand der Abb.
2.3l erlautert werden. Im ersten Zeitabschnitt einer Periode stromt ein Arbeitsstoff
mit konstantem Druck p; in den Zylinder ein. Er muss sich durch Verschieben
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—- . : .
n p— P1—— D2 p— Do
] v -
Arbeitsstoff stromt Arbeitsstoff dehnt Arbeitsstoff bei konst.
bei konstantem p; ein sich aus p; — P9 po herausgedrangt

Abbildung 2.3: Fin stromender Arbeitsstoff verrichtet Arbeit. Die Bilder zeigen
den Zylinder einer Maschine mit einem Zu- und einem Abflussventil
sowie einem Kolben

des Kolbens bis zur Stellung 1 mit Volumen V; Platz machen. Dabei gibt er die
Verdrangungsarbeit p;V; an den Kolben ab. Im zweiten Zeitabschnitt der Periode
ist das Zuflussventil geschlossen, der Arbeitsstoff dehnt sich aus und verschiebt
den Kolben bis zur Stellung 2 mit Volumen V5. Dabei sinkt sein Druck von p;
auf po. Die an den Kolben abgegebene Verdriangungsarbeit ist ff pdV. Im dritten
Zeitabschnitt ist das Ausflussventil geéffnet und der Arbeitsstoff wird vom Kolben
mit konstantem Druck p, hinausgeschoben. Dabei wird ihm vom Kolben die Ver-
dréangungsarbeit py Vs zuriickgegeben. Die vom Arbeitsstoff am Kolben verrichtete

AD
b1

D2 T2

v

Vi Va
Abbildung 2.4: Das (p, V') Diagramm zur Definition der technischen Arbeit.
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technisch nutzbare Arbeit, oder kurz technische Arbeit, ist

2 1
Wieen = p1Vi + / pdV = oV = / Vdp >0, (2.26)
1 2

also gleich der schraffierten Flidche im (p, V')-Diagramm in der Abb. . Allgemein

unterscheidet man also zwei Falle:

e Ein eingesperrter Arbeitsstoff dehnt sich von V; auf V5, aus und verrichtet
dabei die

2
Ausdehnungsarbeit: W = / pdV. (2.27)
1

e Ein Arbeitsstoff durchstromt eine beliebige Maschine, vergroftert dabei sein
Volumen von V; auf V5 und vermindert dabei den Druck von p; auf ps. Dabei
verrichtet er die

2
technische Arbeit: Wieen = — / Vdp. (2.28)
1

Der Zusammenhang beider Arbeiten ergibt sich aus
2
Whieeh = / {pdV — d(pV)} =W +p Vi — paVs. (2.29)
1

Nach Einfiihrung der differentiellen technischen Arbeit Wi.q, konnen wir die An-
derung der Enthalpie (2.23]) auch schreiben als

AH = Q — Wiean. (2.30)

Ahnlich wie §W ist auch §Wieen = —V dp kein vollstindiges Differential. Aber
dH = 0Q — 0Wiean ist vollstdndig und definiert (bis auf eine additive Konstante)
die Zustandsgrofe Enthalpie.
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3 Der zweite Hauptsatz der
Thermodynamik

Natiirliche Vorgénge sind nie vollig reversibel. Reversible Vorgénge stellen ideali-
sierte Grenzfille von realistischen Prozessen dar. Schon friih entstand daher die
Notwendigkeit, die Grofse der Irreversibilitdt zu messen. Dies ist durch die Einfiih-
rung einer neuen Zustandsgrofe, genannt Entropie, ermoglicht worden.

3.1 Der Carnotsche Kreisprozess

Im Jahre 1834 brachte der franzosische Physiker und Ingenieur BENOIT PAUL
CLAPEYRON die bahnbrechende Arbeit von CARNOT in mathematische Form - in
die Form, in der der ,Carnotsche Kreisprozess“ in der Physik heute beschrieben
wird. Der Kreisprozess fiihrt an den Begriff der Entropie heran und erklart dabei
die Wirkungsweise einer Warmekraftmaschine.

Der Carnotsche Kreisprozess ist der bestmogliche Prozess, um Wéarme in Arbeit
umzuwandeln (die Warme wird bei konstanter Temperatur aufgenommen). Er ist
als theoretischer Vergleichsprozess von grofer Bedeutung und gibt Aufschluss tiber
die Giite anderer Prozesse, die bei gleicher Heifkorper- und Kaltkdrpertemperatur
ablaufen.

Wir haben ein heifses Reservoir mit Temperatur Ty und ein kaltes Reservoir mit
Temperatur Tk. Der Carnot-Zyklus verlauft in vier Teilprozessen:

1. Das Gas ist in Kontakt mit dem heifsen Reservoir und expandiert isotherm
bei konstanter Temperatur Ty von einem Volumen V; zu einem Volumen V5.
Bei der isothermen Expansion wird die Wéarme Q15 zugefiihrt und das Gas
leistet die Arbeit Wis
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AD

V<

Abbildung 3.1: Der Carnotsche Kreisprozess.

2. Beim zweiten Teilprozess trennen wir das Gas vom heifsen Reservoir. Das Gas
dehnt sich adiabatisch isoliert weiter aus und verringert dabei seine Tempe-
ratur. Eine Adiabate verlauft im (p, V')-Diagramm steiler als eine Isotherme.
Wir fiihren die Expansion bis zu einem Volumen V3 durch, fiir das die Tem-
peratur des Arbeitsstoffs gleich der Temperatur Tk des kalten Warmebads
ist. Das Gas verrichtet die Arbeit Was.

3. Im néchsten Teilprozess fithren wir eine isotherme Kompression des Gases
bei der Temperatur T durch, indem wir das Gas in Kontakt mit dem kalten
Reservoir bringen. Wir komprimieren das Gas bis zu dem Volumen V, das auf
der Adiabate des Ausgangszustandes liegt. Dabei ist von aufen eine Arbeit
W34 aufzuwenden.

4. Im letzten Schritt isolieren wir das Gas erneut adiabatisch und komprimieren
es unter Aufwendung der Arbeit Wy, lings der Adiabate bis zum Anfangs-
zustand mit Volumen V; und Temperatur T4.

Im Verlauf des Kreisprozesses wird eine Arbeit an die Umgebung abgegeben, die
der von der Prozesskurve eingeschlossene grauen Fléche in Abb. entspricht.
Die abgegebene Arbeit ist die Differenz aus der Arbeit, die bei den Expansionen
bei hohen Driicken in den beiden ersten Teilschritten gewonnen wird, und der
bei seiner Kompression bei niedrigen Driicken in den beiden letzten Teilschritten
aufgewendeten Arbeit. Dabei erhielt das Gas aus dem heifsen Reservoir eine Wiér-
memenge (1o bei Temperatur Ty und gab an das kalte Reservoir die geringere
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Wirmemenge |@Q34] bei Temperatur Tk ab. Man beachte, dass bei der isother-
men Kompression Warme abgefiihrt wird und entsprechend ()34 negativ ist. Beim
umgekehrten Prozess — der isothermen Expansion von 4 nach 3 — wird dagegen
Wirme zugefiihrt und es gilt Q43 = —@34 > 0. Nach dem ersten Hauptsatz gilt
fiir den Kreisprozess

W=0Qui2+ Q3 ==0Q12—Quz bzw. Qi2=CQu+W >W. (3.1)

Nur der Anteil Q15 — Q43 der Warme wird in Arbeit umgewandelt. Der Wirkungs-
grad n. des Carnotschen Kreisprozesses, d.h. das Verhéltnis von gewonnener Arbeit
zu verbrauchter Warme, ist gleich

Ne=~—=L41—-+—- (32)

Carnot betrachtete eine Maschine M, welche die 4 Teilprozesse reversibel und
damit unendlich langsam und ohne Reibungsverluste durchlduft, so dass sich der
Arbeitsstoff zu jeder Zeit im thermischen Gleichgewicht befindet. Sie kann die
Folge von Gleichgewichtszustanden auch in die umgekehrte Richtung durchlaufen,
wobei sie nicht als Kraftmaschine, sondern als Kaltemaschine arbeitet: die Arbeit
W muss dann zugefiihrt werden, um das tiefere Temperaturniveau des Kiihlers
weiter zu erniedrigen.

Der Wirkungsgrad 7. ist unabhingig vom Arbeitsmedium

Wir folgen Carnot und zeigen, dass der Wirkungsgrad einer solchen Maschine vom
Arbeitsstoff unabhéngig ist. Dazu betrachten wir zwei reversible Maschinen M
und M’ die mit verschiedenen Arbeitsstoffen, aber zwischen den gleichen Wérme-
behéltern mit Temperaturen Ty und Tk und mit der gleichen Arbeit W arbeiten.
Die bei M’ ab- bzw. zugefiihrten Warmemengen seien Q)5 und Q%,. Man nehme
an

Me < M- (3.3)
Dann kopple man die beiden Maschinen so, dass M’ als Kéaltemaschine von M als
Kraftmaschine angetrieben wird. Aus (3.2]) und (3.3) folgt

w %%
Q_/ < @a also Q5] > Q12
12

Man beachte, dass @5, negativ ist. Dem heifsen Reservoir wird durch die Kélte-
maschine M’ mehr Wirme zugefiihrt, als ihm von der Kraftmaschine M entzogen
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Q12 /211
W
M > M
di o\
Tk

Abbildung 3.2: Eine Kraft- und eine Kéltemaschine.

wird. Die Wérme @ = |Q%,| — Q12 wird durch Kopplung der beiden Maschinen
dem kalten Reservoir entnommen. Der Gesamteffekt ist: Die Warmemenge @) ist
vom kalten zum heifsen Reservoir iibergegangen, ohne dass im ganzen Arbeit ge-
leistet wurde oder eine andere Anderung in M oder M’ zuriickgeblieben ist. Dies
widerspricht dem Clausiusschen Postulat:

Wiérme kann nicht von selbst aus einem niederen zu einem héheren
Temperaturniveau tibergehen.

Ebenso widerspricht die Annahme 7, > 7. dem Postulat. Man braucht nur die
Rollen von M und M’ zu vertauschen. Es muss also gelten

Ne = N (3.4)

Damit haben alle reversiblen Carnot Maschinen, welche bei zwei Temperaturen
Ty und Tx Warme mit der Umgebung austauschen, denselben Wirkungsgrad.
Der entsprechende Wirkungsgrad héngt nur von den beiden Temperaturen ab,
und nicht vom Arbeitsmedium. 7, ist der maximal erreichbare Wirkungsgrad. Er
wird nur erreicht, wenn alle Prozesse reversibel ablaufen. In der Praxis ist der
Wirkungsgrad n stets (viel) kleiner als 7.

3.1.1 Carnot Prozess und Entropie fiir ideales Gas

Da der Wirkungsgrad vom Arbeitsstoff unabhéngig ist betrachten wir nun den
Carnot-Prozess fiir ein ideales Gas. Beim ersten isothermen Teilprozess ist die
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innere Energie konstant und es gilt geméfs (2.11)
Vo ‘/'2
Q12 = Wi = / pdV = nRT log —. (3.5)
Vi Vi

Fiir den in Abb. gezeigten Kreisprozess sind die zu- und abgefithrten Warmen
% Vi

Q12 = nRTy log 250 und Q34 = nRTk log 2420, (3.6)
Vi Vs

Da die Paare von Zustédnden mit Volumen V5 und V3 beziehungsweise mit Volumen

Vi und V; jeweils auf Adiabaten liegen, gilt

Vo Vi
TyVit =TV, TVt =T Vi = Vj = Vi (3.7)

Benutzen wir die letzte Gleichung in (3.6) dann ergibt sich die Beziehung

T
Q] _ Tic (3.8)
Q2 Th
Daraus schliefen wir auf die Formel fiir den Wirkungsgrad
Tk
e =1—— 3.9
1 i (3.9)

der maximal ist wenn das kalte Reservoir —273.15°C hat. Schreiben wir in
der Form Q12/Ty = |Q34|/Tx dann sehen wir, dass bei einem reversiblen zykli-
schen Prozess nur soviel Q/T verbraucht wird wie auch freigesetzt wird. Da 7,
unabhéngig vom Arbeitsstoff ist, gelten die Beziehungen und fiir auch
reale Gase.

Als Beispiel betrachten wir eine Dampfmaschine, deren heifles Reservoir 100 °C
und deren kaltes Reservoir 20 °C hat. Thr Wirkungsgrad kann maximal n. = 1 —
293/373 = 0.214 sein. Eine Verbesserung ist durch eine Druckerh6hung im heifsen
Behélter moglich. So ist die Siedetemperatur von Wasser bei 10 bar etwa Tgieqe =
180 °C und fiir diese Temperatur im heifsen Behélter ist dann 7. = 0, 35.

Nun betrachten wir eine allgemeinere reversible Zustandsinderung des idealen
Gases. Der erste Hauptsatz und die Zustandsgleichung fithren auf
dVv

5Qrev = dU +pdV = nCV(T) dT + TLRT7 (310)
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Wir dividieren durch T und erhalten

5Qrev
T

= X(T)dT + Y (V)dV. (3.11)

Im Gegensatz zu Q.. ist dies ein vollsténdiges Differential da X unabhéngig
von V und Y unabhingig von 7" ist. Wie jedes vollstédndige Differential definiert
0Qrev/T eine Zustandsgrohe, die wir durch Integration des Differentials gewinnen,

S(2) — S(Zo) = /Z 5%“ _ /ZZ as. (3.12)

Zo 0

Das Wegintegral ist (bei reversibler Prozessfithrung) vom Weg zwischen Anfangs-
und Endzustand unabhéngig. Bis auf eine Integrationskonstante hangt S nur von
den unabhéingigen Zustandsgrofen von Z ab. Wir nennen diese Zustandsgrofe
mit CLAUSIUS die Entropie. Das Wort bedeutet ,Wandelbarkeit”, ,,Umlauf* oder
Wendung“. Insbesondere fiir das ideale Gas mit ist

S(T,V) =nCylog L + nRlog Y + So,  So=S(To, V). (3.13)
Ty Vo

Wir haben hier aus Bequemlichkeit Cy = konst. angenommen. Demnach nimmt
die Entropie bei Erhohung von Temperatur und Volumen zu. Bei adiabatischer
Expansion eines Gases wird der von der Volumenvergroferung verursachte Entro-
piezuwachs durch den Entropieverlust kompensiert, den die mit der Ausdehnung
einhergehende Abkiihlung des Gases hervorruft. Man priift leicht nach, dass fiir
adiabatische Expansion mit TV*~! =konst. in der Tat S(T,V) = Sy konstant ist.
Wir haben bei der Ableitung von (3.13)) vorausgesetzt, dass die Warmekapazité-
ten temperaturunabhéngig seien. In Wirklichkeit verringert sich die Wéarmekapazi-
tat eines Korpers bei Erniedrigung der Temperatur, was sich besonders bei tiefen
Temperaturen bemerkbar macht. Eine genauere Theorie der Warmekapazitiaten
bei tiefen Temperaturen muss Quanteneffekte beriicksichtigen.

3.1.2 Warmekraftmaschinen, Kaltemaschinen und
Warmepumpen

Im p — V-Diagramm rechtslaufende Prozesse beschreiben Wdarmekraftmaschinen
und linkslaufende Prozesse beschreiben Kdiltemaschinen oder Wéirmepumpen. Bei
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der Warmepumpe wird unter Arbeitszufuhr Warme von einem niedrigeren zu ei-
nem hoéheren Temperaturniveau gepumpt. Die dem héheren Temperaturniveau zu-
gefiihrte Wérme kann zum Heizen genutzt werden (Wéarmepumpenheizung). Bei
der Kéltemaschine wird die Abkiihlung des tieferen Niveaus benutzt um ein Fluid
abzukiihlen. Fiir eine Warmepumpe bzw. Kéltemaschine ist die zugefiihrte Arbeit
der Aufwand und die dem heifsen Reservoir zugefiithrte bzw. dem kalten Reservoir
entzogene Wirme der Nutzen.

Carnotscher Kreisprozess fiir ein ideales Gas

Die folgenden Resultate fiir die Volumenarbeit und den Wérmeaustausch der vier
Teilprozesse im Carnot-Prozess beziehen sich auf ein ideales Gas als Arbeitsmedi-
um. Der aus vier Teilschritten bestehende rechtslaufende Prozess ist im folgenden
p — V Diagramm nochmals dargestellt.

/ Carnot Prozess:

1 — 2: isotherme Expansion:
Wiy = Q12 = nRTy log V2 / V3

2 — 3 : isentrope Expansion:
Was = nCy(Ty — Tk)

3 — 4 : isotherme Kompression:
Wiy = Q34 = nRTg log Vy/ V3

4 — 1: isentrope Kompression:
Wy =nCy(Tk —Thy)

Das Adiabatengesetz TV*~! =konst. impliziert nach (3.7)) die Beziehung V3 /V3 =
V4/ V3, so dass die vom Medium verrichtete Arbeit gleich

v
W = Wiy + Wag + Way + Wy = nR(Ty — Tk) log 72 >0 (3.14)
1

ist. Deshalb hat der Carnotsche Kreisprozess, wie schon bekannt, den Wirkungs-
grad . Der beschriebene rechtshandige Prozess beschreibt die ideale Warme-
kraftmaschine und der linksldufige Prozess eine ideale Warmepumpe bzw. eine
ideale Kéltemaschine. Fiir die Kéltemaschine ist die Leistungszahl

_ Qu Tk
\W| Ty —Tg’

€K (3.15)
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wobei fiir den linkslédufige Prozesse Q43 = —()34 ist und W das Vorzeichen umkehrt.
Fiir die Warmepumpe ist

- :|Q21\: Ty
VTOW T Ty - Tk

(3.16)

3.1.3 Der erste Teil des zweiten Hauptsatzes

Wir 16sen uns nun wieder vom idealen Gas als Arbeitsstoff und betrachten einen
beliebigen, aber immer noch reversiblen Kreisprozess und stellen diesen in der

p, V-Ebene als geschlossene Kurve dar, sieche Abb. [3.3] Wie in der Abbildung ge-

T1,5Q1 >0

Adiabate

~ v

15,0Q2 <0

Abbildung 3.3: Darstellung eines allgemeinen Kreisprozesses als Summe tiber sehr
schmale Carnot-Prozesse.

zeigt zerlegen wir den Kreisprozess in sehr viele schmale Carnot-Prozesse, wobei
die stetige Schleife in eine Folge von kleinen Zacken mit abwechselnd isothermen
und adiabatischen Flanken iibergeht. Die zu- und abgefiithrten Wérmen 0¢); und
0(@)2 und die Temperaturen 7} und 75 entsprechen den Warmen Q15 und (034 und
Temperaturen Ty und Tk in Abbildung[3.1] Deshalb ist die Bezichung gleich-

bedeutend mit
50 50,

pu— . -1
T T 0 (3.17)
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Wir approximieren nun die Integration des Differentials §Q,c, /T um die geschlosse-
ne Kurve durch die Summe der Beitrége der sehr vielen schmalen Carnot-Prozesse,

6QI'BV o
f = =0. (3.18)

Dies gilt fiir jeden Kreisprozess oder fiir jede Schleife im p, V-Diagramm. Diese

und dies ergibt

Eigenschaft ist notwendig und hinreichend dafiir, dass der Integrand ein totales
Differential ist. Es folgt der

2. Hauptsatz (erster Teil)

Es existiert eine extensive Zustandsgrofe, deren Differential durch

5Qrev
T

= ds. (3.19)

bestimmt ist. Die Zustandsgrdfse S heisst Entropie.

Wichtig ist, dass die Wérme reversibel zugefiihrt oder entnommen wird. Fiir
einen reversiblen Kreisprozess ist die Summe aus aufgenommener und abgegebener
Entropie also immer Null,

f ds = 0. (3.20)

Der Faktor 1/T in dS = dQyev/T nennt man integrierenden Faktor. Man kann
allgemein zeigen, dass eine 1-Form w = X dz + Y dy mit beliebigen Koeffizienten-
funktionen X (x,y) und Y (z,y) immer einen integrierenden Faktor besitzt, d.h. es
existiert eine Funktion a(x,y), so dass aw ein vollstandiges Differential ist,

gdaﬂ—a—f

aw=df =5 P

dy.

Fiir w = 0Qy ist der integrierende Faktor gerade die inverse ideale Gastemperatur.

Die Zustandsgrofe Entropie S gibt Auskunft dariiber, was die aus einem Sys-
tem maximal extrahierbare Arbeit ist: Geméls 0Q).., = T°dS ist die an das kiltere
Reservoir (reversibel) verlorene Wérme um so kleiner, je kleiner die Entropieénde-
rung ist. Je kleiner also AS ist, umso mehr der aufgenommenen Wérme ¢); kann
in Arbeit umgewandelt werden.

Man berechnet den Unterschied der Entropie von zwei beliebigen Zustinden Z;
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und Z; gemafs

S(Zy) — S(Z,) = /Z 2 5QT“”. (3.21)

Die auszufiithrende Integration hat im Allgemeinen nichts damit zu tun, wie das

System in Wirklichkeit von Z; nach Zy gelangt ist. Die wirklichen Prozesse sind
immer irreversibel. Unserer Vorschrift verlangt einen hinzugedachten rever-
siblen Ersatzprozess von Z; nach Z,. Wie derselbe gefiihrt wird ist gleichgiiltig,
da dS ein vollstandiges Differential ist.

Fiir ein abgeschlossenes System ist wegen W = 0@) = 0 die innere Energie
konstant. Die Entropie braucht aber trotz 6¢) = 0 nicht konstant zu sein, da
irreversible Wechselwirkungen zwischen Teilen des Systems mdoglich sind. So nimmt
beim Uberstomungsversuch die Entropie eines Gases zu, obwohl das System weder
Arbeit noch Warme mit der Umgebung austauscht. Da die Uberstrémung von V;
nach V5 > V) adiabatisch geschieht, ist 6¢) = 0, also fiir den wirklichen Verlauf

Z2
9
z T

unabhingig davon, wie die Temperatur wihrend des turbulenten Ubergangs vari-
iert. Dagegen ist fiir den reversiblen Ersatzprozess, den wir langs einer Isotherme
wihlen (Anfangs- und Endzustinde haben beim Uberstrémen gleiche Tempera-
turen) geméf die Entropiezunahme eines idealen Gases proportional zum
Logarithmus der relativem Volumenvergréferung beim Uberstromen,

AS = anog%.

Die Entropie eines abgeschlossenen Systems ist deshalb nur fiir die reversibel ge-
fiihrten Prozesse konstant.

Besteht ein inhomogenes System aus mehreren homogenen Teilsystemen, dann
ist fiir jedes Teilsystem

6Qrev,i
T;
ein vollstdndiges Differential, wenn T; die absolute Temperatur des i-ten Bestand-

ds; = (3.22)

teils und 0Qey,; die mit der Umgebung oder den anderen Bestandteilen reversibel
ausgetauschte Warme ist. Die Summe der Differentiale

dS =) dSi=) 5%:‘%”’ (3.23)

i
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ist ebenfalls ein vollstdndiges Differential. Hier braucht die Warmeleitung zwi-
schen den homogenen Teilsystemen des Systems nicht beriicksichtigt zu werden.
Da diese Ubergénge reversibel sein sollen, miissen sie zwischen Teilsystemen glei-
cher Temperatur stattfinden (Wéarmeleitung ist irreversibel). Findet ein reversibler
Waérmeaustausch zwischen den Teilsystemen ¢ und j statt, dann tragt dieser bis
auf ein Vorzeichen gleich bei Qev; und Qrev j in bei. Da T; = T} gelten muss,
kompensieren sich die Terme in der Summe . Somit brauchen wir in 0Qrey,;
nur die dem i-ten Teilsystem von der Umgebung zugefiithrte Wérme zu berticksich-
tigen. Haben alle Teilsysteme die gleiche Temperatur, dann vereinfacht sich

Z 0Qrev,i = 5Qrev (3.24)

auf

Eine wichtige Eigenschaft der Entropie ist offensichtlich: Die Entropie eines ho-
mogenen, im thermischen Gleichgewicht befindlichen Systems wéchst mit seiner
Masse, da die Warmemenge @, die beim Ubergang des System von einem beliebi-
gen Ausgangszustand in den betrachteten Zustand in jedem Teilprozess verbraucht
wird, proportional zu seiner Stoffmenge ist. Deshalb ist die Entropie eines Systems
gleich der Summe der Entropien der Teilsysteme: Die Entropie ist eine extensive

Grofse.

3.2 lIrreversible Prozesse

Wie Energie ldasst sich auch Entropie nicht vernichten. Im Gegensatz zur Energie
kénnen wir aber Entropie durch irreversible Prozesse erzeugen und die Zunahme
der Entropie fiir abgeschlossene Systeme ist Inhalt des zweiten Teils des zweiten
Hauptsatzes. Die bei irreversiblen Prozessen erzeugte Entropie ist ein Maf fiir
Dissipation.

3.2.1 Der zweite Teil des zweiten Hauptsatzes

Wir nehmen jetzt an, dak die Kraftmaschine M in der Abbildung nicht um-
kehrbar — also irreversibel — arbeite und vergleichen sie mit einer reversibel ar-
beitenden Maschine M’. Dann koénnen wir wieder die Unmdoglichkeit von n > 7.
beweisen. Da der Prozess aber nicht mehr umkehrbar ist gilt statt Gleichheit der
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Wirkungsgrade jetzt
n <1, (3.25)

Der reversible Carnot-Prozess hat einen groferen Wirkungsgrad als irgendein zwi-
schen gleichen Temperaturen arbeitender irreversibler Prozess. Letzterer verlangt
mehr Wirme bei gleicher Arbeitsleistung, Q12 > Q},. Wir folgern aus

&_ Q34 _1_776§1_77__%
TH 12 Q12
die Ungleichung
Quz G _
Ty Tk —

wobei wieder (15 > 0 die vom heifen Reservoir aufgenommene Wérme und Q34 <
0 die an das kalte Reservoir abgefiithrte Warme bezeichnen. Aufnahme und Abgabe
brauchen jetzt nicht mehr reversibel zu sein. Fiir einen sehr schmales Prozess aus
Isothermen und Adiabaten in der Ndherung eines beliebigen Kreisprozesses durch
viele derartige Prozesse wie in Abb. [3.3] erhilt man also

0Q1 | 0@z _

— + — <0. 3.26

Ty * T — (3:26)
Ebenso wie bei der Diskussion der reversible arbeitenden Kraftmaschine ergibt
sich fiir einen teilweise irreversiblen Kreisprozess (eine abgegebene Warmen wird

0Q)
j’{ <o (3.27)

Wir zerlegen den Kreisprozess in zwei Abschnitte Zy — Z und Z — Z; und

negativ gerechnet)

nehmen an, dass der zweite Abschnitt reversibel gefiihrt sei. Dann finden wir

Z Zg Z
oz [CGe [ R [P s(z) - s(2)

oder
S(7) - S(Z0) > / ‘%Q. (3.28)

Bei irreversiblen Prozessen Z; — Z5 in adiabatisch abgeschlossenen Systemen
verschwindet das Integral und entsprechend kann die Entropie nicht abnehmen,

S(Z) > S(Zy). (3.29)
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2. Hauptsatz (zweiter Teil)

Lauft in einem abgeschlossenen System ein Prozess adiabatisch, d.h. ohne Wir-

meaustausch mit der Umgebung ab, so erhoht sich im irreversiblen Fall die
Entropie und bleibt im reversiblen Fall erhalten.

Wie Energie ldsst sich auch Entropie nicht vernichten aber im vélligen Gegensatz
kénnen wir Entropie erzeugen und zwar durch irreversible Prozesse. Immer wenn
Energie dissipiert wird gleichzeitig Entropie erzeugt. Da alle Prozesse die in der
Natur von selbst ablaufen, mit Energiedissipation einhergehen, folgt daraus, dass
die Entropie die Richtung angibt, in der Prozesse ablaufen, wenn wir das System
sich selbst iiberlassen. Deshalb hat Arnold Sommerfeld die Natur mit einer Firma
verglichen. Dem ersten Hauptsatz kommt dabei die Bedeutung der Buchhaltungs-
abteilung zu, wahrend der zweite Hauptsatz den Vorstand bildet.

3.2.2 Entropiezunahme bei Warmeleitung

Wir nehmen ein abgeschlossenes System bestehend aus zwei Behéltern mit Vo-
lumen V4 und V5. Die Behélter enthalten homogene Stoffe im Gleichgewicht bei
Temperaturen 75 > T;. Wir bringen die Behélter in thermischen Kontakt mit-
einander. Aufgrund der Warmeleitung vom heiften zum kalten Behélter gehen die
beiden Stoffmengen ohne Anderung ihres Volumens in den Gleichgewichtszustand
iiber. Zur Berechnung der Entropieanderung wird der tatsdchliche irreversible Vor-
gang in dem abgeschlossenen System, bei dem ja weder Warme noch Arbeit mit
der Umgebung ausgetauscht werden, durch einen reversiblen Prozess im geschlos-
senen System ersetzt. Wir bezeichnen den Wert der Entropie des Gesamtsystems
zu Beginn des Warmeiibergangs mit S, und den Wert am Ende des Prozesses mit
Sg. Die Warme soll von 75 auf T iibergehen. Reversibel ist dies nur moglich, wenn
der Behélter mit Temperatur 7, mit einem Reservoir der Temperatur 7o — d7T" (dT
infinitesimal, damit der Vorgang als reversibel betrachtet werden kann) und der
Behalter mit Temperatur 77 mit einem Warmebad der Temperatur 7; 4+ d7 in
Kontakt gebracht wird. Dabei soll der heiftere Stoff die Warme 0Q),., abgeben und
der kéltere Stoff die Wéarme 0Q),., aufnehmen. Dies entspricht einem reversiblen
Ubergang der Wirme 6Q,e, vom heiferen zum kilteren Stoff und damit ist also der
irreversible Prozess des direkten Warmeausgleichs durch einen reversiblen Prozess
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ersetzt. Die Entropiednderung ist jetzt berechenbar,

5QI‘QV 6@1’6\7 5@1‘6\/
dS = dS; + dS; = — = T, —Ty) > 0. 3.30
1 dsy = Tt - T e (7, ) (330

Enthalten beide Behélter ideale Gase, dann konnen wir Sg— .54 explizit berechnen.
Da sich die innere Energie des Gesamtsystems bei der Wérmeleitung nicht éndert,
stellt sich die Endtemperatur

To =270+ 27, n=ni+n (3.31)
n n

ein. Wegen ((3.13)) gilt dann (wenn die idealen Gase gleiche Warmekapazitét haben)

SE — SA = / dSl + / dSQ = n10V log —_— + TLQCV log —. (332)
A A T T

Der Logarithmus ist eine konkave Funktion, so dass
log(aX +(1—a)Y)>alogX +(1—a)logy fir X,V >0, 0<a<l1

gilt. Das Gleichheitszeichen gilt nur fiir « = 0 oder fiir &« = 1. Damit ergeben sich
sofort die Ungleichungen

log — > —l — log — > —l .
og T og T1 und log 7 0g — T (3.33)

Eingesetzt in (3.32)) folgt dann ebenfalls Sy > S4. Die beiden Entropien sind nur
gleich grof fir T = Ts.

3.2.3 Mischung von Gasen

Wir kommen nun zur Mischung von Gasen. Gegeben seien n; mol eines Gases im
Volumen V; und n, mol eines anderen Gases im Volumen V5, beide bei dem Druck
p und der Temperatur 7. Im Ausgangszustand sollen die Gase durch eine Wand
getrennt sein. Dann entfernen wir die Trennwand, so dass jedem der beiden Gase
das Volumen V; + V5 zur Verfiigung steht. Der reversible Ersatzprozess lauft nach
PLANCK wie folgt ab:
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Die beiden Gase sollen jeweils das glei-

che Volumen V' einnehmen. Die gezeich-
neten Zylinder lassen sich ineinander ver-
schieben. Die gestrichelt gezeichneten Bo-
den der Zylinder seien jeweils durchléssig
fiir die anderer Gasart, so dass Mischung
nur im doppelt schraffierten Gebiet ein-
tritt. Durch auseinander ziehen der Zylin-

| 74 7 7 7

der kann wieder vollstidndige Entmischung
erreicht werden, und dies zeigt, dass der Er-
satzprozess fiir die Mischung reversibel ist.
Am Ende der Vorgangs nimmt das Stoff-
gemisch gerade das Volumen V' ein, das je-

des Gas einzeln zu Beginn austfiillte. Da bei

Misch Ibst ke . .
Abbildung 3.4: Mischung von dem Mischvorgang selbst keine Warme mit

Gasen. der Umgebung ausgetauscht wird, ist die

Entropiednderung dabei Null.

Anders als beim Planckschen Ersatzprozess éndert sich beim tatséchlichen Misch-
vorgang das Volumen des Gesamtsystems und damit verbunden ist eine Entropie-
anderung. Fiir ideale Gase kann man die Entropiezunahme bei Mischung berech-
nen, indem man diese in zwei Schritten vornimmt. Zuerst wird das Gas 1 vom
Volumen Vj reversibel-isotherm auf das Volumen V; 4+ V5 gebracht und analog Gas
2 von V, auf V; + V5. Die gesamte Entropieéinderung ist positiv,

Vi+ Vs Vi+ Vs

+ nyRlog
1 2

SE — SA = ASl + ASQ = anlog > 0. (334)
Danach nimmt man eine reversible Mischung auf die Plancksche Art vor, wobei das
Endvolumen wie im irreversiblen Fall V; + V5 ist. Hier tritt keine Entropiednderung
auf. Setzt man zusétzlich der Temperatur- noch die Druckgleichheit der beiden
Gase rechts und links der Trennwand voraus, so ergibt sich die Vereinfachung

+ no log
sl Mo

SE—SA:R(mkgnl (3.35)

+ no ny + TLQ)

Mischt man nun zwei gleiche Gase, dann erhalt man das sogenannte Gibbssche
Paradoxon, benannt nach seinem Entdecker JOSIAH WILLARD GIBBS: Entfernt
man die Trennwand zwischen zwei gleichen Gasen, so ist makroskopisch nichts
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geschehen, also miisste AS = 0 gelten. Jedoch ergibt sich nach eine positi-
ve Mischentropie. Die Entropiezunahme ist nach der klassischen Vorstellung auch
korrekt. Jedes Atom erhielte eine Nummer und man kénnte sich vorstellen, Atome
mit gerader und ungerader Identifikationsnummer zu mischen. Nach der Gesetzen
der Quantenmechanik sind Atome bzw. Molekiile, die aus den gleichen Elementar-
teilchen bestehen, allerdings ununterscheidbar, da sie quantenmechanisch durch
die gleichen Wellenfunktionen beschrieben werden, weshalb auch keine Entropie-
zunahme bei Mischung gleicher Stoffe beobachtet werden kann. Aus diesem Grund
tritt das Paradoxon in der modernen Physik nicht auf. In der Quantenstatistik
gibt es zum Beispiel keinen stetigen Ubergang zwischen einem Gas mit n; 4 nq
Molen Helium und einem Gas mit n; Molen Helium plus no, Molen Wasserstoft.

3.2.4 Der Maxwellsche Damon

Der Maxwellsche Damon wurde von Maxwell etwa 1871 erdacht, um eine méogliche
theoretische Verletzung des zweiten Hauptsatzes aufzuzeigen. Der Dédmon ist ein
hypothetisches Wesen, das in der Lage ist, die Geschwindigkeit einzelner Molekiile
zu erfassen. In seinem Gedankenexperiment geht Maxwell von zwei mit demselben
Gas gefiillten Behéltern aus, die durch eine reibungsfrei verschliefshar Klappe mit-
einander verbunden sind und die zu Beginn die gleiche Temperatur haben. Durch
gezieltes Offnen und Schlieken der Klappe kann nun der Diémon mit Hilfe seiner
Fahigkeit die Geschwindigkeit der Molekiile zu erfassen, alle schnellen Molekiile
in den einen und alle langsamen Molekiile in den anderen Behélter durchlassen.
Mit der Zeit wiirde sich die mittlere Geschwindigkeit und damit die Temperatur
in dem einen Behélter erhéhen und in dem anderen Behélter erniedrigen ohne
dass eine Arbeit verrichtet wurde. Dies wire im Widerspruch zum 2. Hauptsatz
der Thermodynamik und man hétte ein Perpetuum Mobile zweiter Art gefunden.
Maxwell hatte ein tiefer greifendes Problem der Thermodynamik aufgeworfen, als
man bis dahin erkannte. Mit der Dynamik der Molekiile und mit Hilfe der Statistik
liefs sich zwar erkldren, warum thermodynamische Prozesse spontan in ihrer na-
tiirlichen Richtung ablaufen. Warum es aber nicht moglich sein sollte, solch einen
Prozess mit geschicktem FEinsatz technischer Mittel auch in umgekehrter Richtung
zu erzwingen, war damit nicht zu erkldaren. Der zweite Hauptsatz, der nur ein
Erfahrungssatz ist, verlangt aber genau diese Irreversibilitét.

Seit Vorstellung des Maxwellschen Déamons gab es viele Losungsvorschlige um
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Abbildung 3.5: Der Maxwellsche Damon bei der Arbeit (nach Darling und Hulburt,
1955)

zu zeigen, dass keine Verletzung des 2. Hauptsatzes der Thermodynamik vorliegt.
William Thomson, auf den die Bezeichnung ,Maxwell’s demon* zuriickgeht, er-
kannte, dass die vom Dadmon vorgenommene ,Sortierung” problematisch ist. Spa-
ter beschéftigten sich bekannte Physiker wie Max Planck, Leo Szilard, Charles
Bennet, Roger Penrose und Richard Feynman mit dem Damon. Neuere Erkla-
rungen machen dabei von der informationstheoretischen Bedeutung der Entropie
Gebrauch. Die heute anerkannte Austreibung des Damons geht auf Benett zurtick.
Er argumentierte, dass selbst bei reversibler Messung der Molekiilgeschwindigkei-
ten (lange war nicht klar, ob dies moglich ist) der Damon kontinuierlich ein Molekiil
nach dem anderen misst und deshalb muss er nach jeder Messung das Ergebnis wie-
der vergessen (16schen), bevor er die néchste Molekiilgeschwindigkeit messen kann.
Dieser Loschprozess ist nach Benett irreversibel (es geht Information verloren) und
produziert mehr Entropie als durch die Molekiilselektion an Entropieerniedrigung
erreicht werden kann. Fiir eine Einfiihrung verweise ich auf Charles H. Bennett:
Mazwells Ddmon, Spektrum der Wissenschaft , Januar 1988.

3.3 Experimentelle Bestimmung der Entropie

Laut Definition der Entropie gilt bei der Temperatur T’

T
S= / Cev _ g g, (3.36)
0 T
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Nun gibt es in der Thermodynamik noch einen dritten Hauptsatz, auch als Nernst-
sches Theorem bezeichnet, auf den wir spater noch zuriickkommen werden. Nach
diesem Satz verschwindet die Entropie am absoluten Nullpunkt. Daraus folgt

T
6Qrev
S = : 3.37
| = (3.37)
Findet die Erwarmung bei konstantem Druck statt, dann ist
T
dT
S = n/ Cp——. (3.38)
0 T

Auf dem Weg vom absoluten Nullpunkt bis zur Temperatur T" geschieht jedoch
einiges mit einem Stoff, und dabei &ndert sich seine Warmekapazitéit. Sehen wir
uns dies fiir Tetrachlorkohlenstoff CCly néher an. Er liegt bei Zimmertemperatur
von 298, 1 K als Fliissigkeit vor, die gerade zu verdampfen beginnt.

Bei tiefen Temperaturen sind die Warmekapazititen reiner kristalliner Stoffe
proportional zur dritten Potenz der Temperatur,

C,=bT? fir T ST,=10K. (3.39)

Die Proportionalitiitskonstante hat fiir CCly den Wert 3,14 - 1073 J/mol K*. Bei
Tt = 225, 4 K éndert sich der Aufbau des Kristallgitters des bei diesen Temperatu-
ren gefrorenen Stoffes, es erfolgt ein Ubergang von einer festen Phase in eine andere
feste Phase. Dafiir wird eine Warmemenge von ¢ = 4524 J/mol verbraucht. Bei
Ty = 250,2 K schmilzt der Kristall. Die Schmelzwérme die fiir die Umwandlung
des Kristalls in eine Fliissigkeit benotigt wird, betragt Qs = 2416 J/mol. Fiir die
Verdampfung bei Ty = 298, 1 K werden @Qq = 32407 J/mol aufgebraucht. Daraus
ergibt sich fiir die Entropie (in J/(mol-K))

7 foar o fodar Q. f_ar o
—p [ T24T — 4=t / s / — 4= (34
St, / +/C”T+Tf+ CPT+TS+ C,,T+Td (3.40)
0 To T Ts

Bei Ty = 298,1 K hat CCly einen Dampfdruck von 14 819 Pa. Um den Dampf auf
den Normaldruck von 101 325 Pa zu bringen, muss man ihn komprimieren. Dabei
verringert sich die Entropie um

AS = Rlog M. (3.41)

14819
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Die Integranden C),/T sind entsprechend den experimentellen Werten von C, Funk-
tionen der Temperatur. Die Integrationen werden numerisch ausgefiihrt. Die einzel-
nen Entropieteile pro Mol und ihre Summe sind in folgender Tabelle zusammenge-
stellt. Man beachte, dass die Betrage der latenten Warmen bei Phaseniibergangen
wesentlich zur Gesamtbilanz beitragen.

Sty =b [0 T2 dT 1,05 J/(mol K)
St, — St, (numerisch) 151,89 J/(mol K)
AS; (Phaseniibergang) | 20,05 J/( )
St, — St (numerisch) 12,89 J/( )
AS;  (Schmelzen) 9,67 J/(mol K)
S, — St, (numerisch) 22,81 J/( )
ASy  (Verdampfung) 108,57 J/(mol K)
AS  (Kompression) —15,74 J/(mol K)
Entropie insgesamt 311,22 J/(mol K)

Ahnlich verfihrt man mit anderen Stoffen. Die Entropien einiger Feststoffe, Fliis-
sigkeiten und Gase bei 298 K sind in der folgenden Tabelle in J/(mol K) angegeben:

Feststoffe Graphit, C 5,7
Diamant, C 2,4
Iod, Iy 116, 1
Fliissigkeiten Benzol, C¢Hg 173,3
Wasser, H,O 69,9
Quecksilber, Hg 76,0
Gase Methan, CHy4 186, 1
Kohlendioxid, CO, | 213,6
Wasserstoft, H, 130, 6
Helium, He 126, 0

Wie wir sehen werden, 1aft sich die Entropie eines Korpers auch theoretisch be-
rechnen. In der Luft unseres Zimmers, in einem Stiick Kreide — in jedem Korper
steckt eine bestimmte Entropie.
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Abschliefsend noch einige allgemeinere Bemerkungen. Wir haben gesehen, dass
bei irreversiblen Prozessen die Gesamtentropie eines Systems immer zunimmt. Das
heifst, es gilt fiir jeden irreversiblen Prozess

T 5@
5>/0 = (3.42)

Zum Beispiel kann der Temperaturausgleich zwischen zwei Kérpern reversibel (wie
im Carnotschen Kreisprozess) oder irreversibel erfolgen. Im letzteren Fall ist der
Entropiezuwachs grofer. Bis zu welchem Wert kann denn aber nun die Entro-
pie anwachsen, bevor ihre Zunahme zum Stillstand kommt? Die Entropie wéchst
jeweils bis zu ihrem Maximalwert, der dem Gleichgewichtszustand des Systems
entspricht. Frither oder spater kommen alle veranderlichen Systeme ins Gleichge-
wicht — den Zustand maximaler Entropie. Thomson schloss daraus, dass ,der Welt
der Warmetod droht*.

3.4 Anhang: Weitere Kreisprozesse

Bei Kreisprozessen kann das Arbeitsmedium entweder in einem geschlossenem Sys-
tem zirkulieren (geschlossener Kreisprozess) oder ein offenes System durchstrémen.
Bei einem offenen Prozess wird das Arbeitsmedium nach einem oder mehreren
Teilprozessen ausgestofsen. Dieses ,,Ausstofsen” kénnen wir als Warmeabgabe an
die Umgebung betrachten. Fiir den kontinuierlichen Betrieb muss im Kreisprozess
genauso viel Stoff aufgenommen werden wie abgegeben wurde.

Joule Kreisprozess: Der Joule-Kreisprozess oder Brayton-Kreisprozess ist ein
rechtlaufiger Prozess und dient als Vergleichsprozess fiir die in Gasturbinen und
Strahltriebwerken ablaufenden Vorgénge. Er besteht aus zwei Isentropen und zwei
isobaren Teilprozessen.
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Ap Joule-Prozess:
O3 1 — 2: isentrope Kompression
2 pa Wis = —nCy (T — T1)

2 — 3 : isobare Warmezufuhr

Q23 =nCp(T5 —Ts), Wag =nR(T5 —T5)
3 — 4 : isentrope Expansion

W3y = —nCy(Ty — T3)

4 — 1 : isobare Warmeabfuhr
Qu = nCp(Tl - T4)7 Wy = HR(Tl - T4)-

Die im Kreisprozess gewonnene Volumenarbeit ist
W = nCp(T1 - T2 + T3 - T4) (343)

Entsprechend ist der Wirkungsgrad

0% T, —T, T
n=—=1- —1- 2L
QZS TS_TQ T2

(3.44)

Im letzten Schritt machten wir von der Beziehung T3/T, = T, /Ty Gebrauch. Diese
folgt aus der fiir adiabatische Zustandsénderungen giiltigen Beziehung Tp(*~*)/% =const.

Stirling Kreisprozess: FEr beschreibt einen Heifsgasmotor, bei dem ein Gas in-
nerhalb eines Zylinders einen Kreisprozess durchlduft. R. STIRLING (1790-1878)
meldete 1816 ein Patent fiir einen Heiflluftmotor an, lange vor der Erfindung des
Otto- oder Diesel-Motors. Der Prozess besteht aus zwei Isothermen und zwei Iso-

choren.
\ p Stirling Prozess:
1 — 2: isotherme Kompression
3 Wis = Q12 = nRT log V2 / V)
Oss T 2 — 3 : isochore Erwirmung
Q23 = nCy(Ty — Tk)
4 3 — 4 : isotherme Expansion
2 Qu Way = Q34 = nRTlog Vy/ V3
Tk 01 1 v 4 — 1 : isochore Expansion

Q41 = nCV(TK - TH)-

Die im Kreisprozess gewonnene Volumenarbeit ist wegen Vo = V3 und V) = V)
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gleich
v
W/:7dﬂ7h——7k)bgié. (3.45)

Entsprechend ist der Wirkungsgrad (wenn man @93 nicht mitrechnet) (Fehler:
falsche Definition!)

—1- K (3.46)

Durch die isotherme Wérmezufuhr und Wéarmeabfuhr ist der thermische Wir-
kungsgrad des Stirling-Prozesses theoretisch gleich grofs wie beim Carnot Prozess.
Der Stirling Prozess kann auch linkslaufig betrieben werden. Die Leistungszahl der
entsprechenden Kéltemaschine ist e = Tk /(T — Tk).

Otto Kreisprozess (Gleichraumverbrennung): Beim Otto-Prozess lauft der
Verbrennungsvorgang so schnell ab, dass die gesamte Warmezufuhr als isochor
beschrieben wird. Er ist daher der Vergleichsprozess fiir Verbrennungsmotoren.
Das Ausstofen der Abgase wird als isochore Warmeabgabe idealisiert. Der Pro-
zess besteht aus zwei Isentropen und zwei Isochoren:

rp Otto-Prozess:
3 1 — 2: isentrope Kompression
- Wis = —nCy (T — T1)
Q23 t?\\@; 2 — 3 : isochore Druckerhohung
A Qa3 = nCy (T3 — T3)
9 3 — 4 isentrope Expansion
S5 1@1 Wiy = —nCy (Ty — T)
Y 4 — 1 : isochore Druckminderung:

=nCy(Ty — Ty).
Otto-Prozess Qu=n v( 1 4)

Die im Kreisprozess gewonnene Volumenarbeit ist
W = TLC‘/'(Tl — TQ + T3 - T4) (347)

Entsprechend ist der Wirkungsgrad

14 T, — T T
-t 41! (3.48)

77—@— T,—Ts Ty

wobei wir im letzten Schritt Ty /T3 = (T} /Ty)* mit TpU=H)/* = ¢ benutzten.

A. Wipf, Thermodynamik und Statistische Physik



3. Der zweite Hauptsatz 3.4. Anhang: Weitere Kreisprozesse 61

Diesel Kreisprozess (Gleichdruckverbrennung): Beim Diesel-Prozess wird der
Brennstoff nach der reversibel adiabatischen Verdichtung eingespritzt und dabei
eine Gleichdruckverbrennung erreicht. Die Warmezufuhr erfolgt also isobar. Nach
der reversibel und adiabatischen Entspannung wird das Ausstofen der Gase als
isochore Wiarmeabgabe behandelt.

A Diesel-Prozess:

1 — 2 : isentrope Kompression

Wis = —nCy (T, — TY)

2 — 3 : isobare Expansion

Qa3 = nCp(T3 —Ty), Wy =nR(T3 —T3)
3 — 4 isentrope Expansion

W3y = —nCy (Ty — T5)

4 — 1: isochore Druckminderung

Qu = nCy(Ty —Ty).

Die im Kreisprozess gewonnene Volumenarbeit ist

W = nCp(Tg - TQ) + TLC\/(Tl - T4)) (349)

Entsprechend ist der Wirkungsgrad

W 1Ti-T
(23 KTy =Ty

wobei wir im letzten Schritt T3/Ty = T, /T) benutzten.

U (3.50)

Ericson Kreisprozess: Dieser Prozess wurde urspriinglich fiir Heifsluftmotoren
vorgeschlagen und dient auch als Vergleichsprozess fiir Gasturbinenanlagen mit
regenerativen Warmeaustausch. Eine isobare Warmeabgabe wird genutzt, um dem
verdichteten Arbeitsstoff iiber einen Warmeitibertrager isobar Warme zuzufiihren.
\ p Ericson-Prozess:

1 — 2: isotherme Kompression
Wiz = Q12 = nRTk log V2/V1
Q34 2 — 3 : isobare Warmezufuhr
Q23 =nCp(Ty —Tk), Was =nR(Ty — Tk)
3 — 4 isotherme Expansion
Q12 Wsy = Q34 = nRTy log Vy/ V3
4 — 1 : isobare Warmezufuhr
Qu =nCp(Tx —Ty), Wy =nR(Tx —Ty).
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Die gewonnene Volumenarbeit ist wegen V;/V3z =V} /Vo = py/p; gleich

W = nR(Ty — Tx)log 22 (3.51)
b

und fithrt auf den Wirkungsgrad

w Tk
= =1 3.52
7 Q34 TH ( )

Dies ist gleich dem Wirkungsgrad 7. des Carnot Prozesses.

Weitere Kreisprozesse: Neben den soeben vorgestellten Prozessen gibt es in
Anwendungen weitere Kreisprozesse, zum Beispiel den Seilinger-Kreisprozess. Er
ist der Vergleichsprozess fiir Verbrennungsmotoren, da er die realen Vorgénge sehr
gut anndhert. Er beschreibt dabei den Otto- und Diesel-Prozess als Grenzfille.
Des weiteren ist es unter Umsténden angebracht (zum Beispiel wenn das Arbeits-
medium die Phasen wechselt), das Arbeitsmedium als realen Stoff, also mit einer
nicht-idealen Zustandsgleichung, zu beschreiben. Naheres dazu findet man in ein-
schlagigen Werken iiber Technische Thermodynamik.
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4 Thermodynamische Potentiale

Wir haben zwei thermodynamische Potentiale, ndmlich die innere Energie U und
die Enthalpie H bereits kennen gelernt. Fiir reversible Zustandsénderungen ein-
komponentiger homogener Stoffe ist die infinitesimale Anderung der inneren Ener-
gie durch die Beziehung

mit den infinitesimalen Anderungen von Entropie und Volumen verbunden. Hier
treten natiirlicherweise die extensiven Zustandsgréfen S und V' als unabhéngige
Variablen der inneren Energie auf,

U=U(S,V). (4.2)

Die intensiven Variablen Temperatur und Druck sind nach (4.1)) gegeben durch

(%) - (). s

In der Literatur werden die unabhéngigen Grofen S, V' Quantititsgrofsen und die
abhéangigen Grofen T, p Intensitditsgroffen genannt.

Die innere Energie héngt von den unabhingigen Variablen S und V' ab. Die
Wahl der unabhingigen Variablen steht uns aber weitgehend frei. Es gibt vier
Moéglichkeiten dieser Wahl zwischen einer thermischen und einer mechanischen
Variablen:

S,v)y  (Sp  TV)  (Tp). (4.4)

Wir werden neben der inneren Energie U(S,V') und der Enthalpie H(S,p) noch
zwei weitere thermodynamische Potentiale einfithren, die von den unabhéngigen
Variablen (7', V) bzw. (T,p) abhéngen. Zur Einfilhrung weiterer Potentiale gibt
es auch praktische Griinde. Die unabhéngigen Argumente von U sind extensive
Grofsen, die sich entweder nicht direkt messen oder praktisch nicht konstant hal-
ten lassen (zum Beispiel V bei kondensierten Phasen). Man fiihrt nun mit Hilfe
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von Legendre Transformationen statt der extensiven Grofen intensive Zustands-
grofsen als unabhéngige Parameter ein, die auf Grund eines Kontaktgleichgewichts
definiert sind und demzufolge der Messung leichter zugénglich sind oder konstant
gehalten werden konnen.

4.1 Die Legendre-Transformation

Die Legendre Transformation ist uns schon in der klassischen Mechanik begeg-
net, beim Ubergang von den Geschwindigkeitsvariablen im Lagrangeschen For-
malismus zu den Impulsvariablen im Hamiltonschen Formalismus. Die Legendre-
Transformierte f = £(g) einer Funktion ¢(y) ist definiert durch

f(z) = (Lg)(z) = sup (yz — g(y)). (4.5)

Y

Die maximierende Variable y heifst zu x konjugierte Variable. Ist g eine differen-
zierbare Funktion, dann erfiillt das maximierende y die Gleichung = = ¢'(y), so

f@) =y —gy), (e aws o= 00 (4.6)

Die letzte Gleichung ist nach y = y(z) aufzulésen und das Ergebnis wird danach in

dass

die erste Gleichung eingesetzt. Dies ist die aus der Mechanik bekannte Transforma-
tion. Die thermodynamischen Potentiale fiir Systeme mit Phaseniibergéngen sind
oft nicht differenzierbar. Dann miissen wir auf die allgemeinere Definition der
Legendre Transformation zuriickgreifen.

Diese Transformation spielt auch in anderen Teilgebieten der Physik, und nicht
nur in der Klassischen Mechanik und Thermodynamik, eine wichtige Rolle und es
lohnt sich, ihre wichtigsten Eigenschaften zu kennen. Im Folgenden seien x und y
reelle Variable. In der Thermodynamik stehen sie fiir Volumen, Druck, Entropie
oder Temperatur.

Lemma 1 Die Legendre-Transformierte einer fiir gentigend groffe Argumente kon-
vezen Funktion ist immer konvex.

Zum Beweis betrachten wir die zwischen z; und x5 interpolierende Variable

To=(l—a)r;+are, 0<a<l. (4.7)
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Es gilt die Abschétzung

f(xa) = sup {(1 - a)(yv xl) + O‘<yv$2) - ((1 - O‘) + a)g(y)}

<(1-a) sp {(y,21) —g(y)} + 0sup {(y,22) —g(v)} (4.8)
= (1—a)f(x1) + af(z,). (4.9)

wobei wir benutzten, dass das Supremum einer Summe kleiner oder gleich der
Summe der Supremen der Summanden ist. Damit liegt der Graph von f unterhalb
der die Punkte (x;, f(x;)) verbindenden Strecke. Dies beweist die Konvexitat von

f.
Lemma 2 Die Legendre-Transformation ist involutiv fir konvexe Funktionen.

Fiir ein konvexes g gibt es fiir jeden Punkt (yo, g(yo)) eine Hyper-Ebene unterhalb
des Graphen von g. In anderen Worten, es gibt ein von y, abhéngiges xq, so dass

9(yo) + (20, y —yo) < g(y) fiir alle y,

oder auch
(z0,y) — 9(y) < (20,%0) — 9(yo) fiir alle y.
Das Supremum der linken Seite beziiglich y ist L£g an der Stelle x, so dass gilt

(Lg)(0) < (0,%0) — 9(%0)- (4.10)

Schreiben wir dies in der Form

9(yo) < (w0, y0) — (Lg)(wo) (4.11)

und bemerken, dass die rechte Seite kleiner gleich der Legendre-Transformierten
von Lg an der Stelle yq ist, dann folgt sofort g(yo) < (£2g)(yo). Deshalb ist die
zweifache Legendre-Transformierte immer gréfser oder gleich der urspriinglichen
Funktion.

Es gilt auch

(Lg)(z) = St;p{@, y)—9y)} > (r,y) —g(y) fiirallex (4.12)

woraus sofort

9(y) = (z,y) = (Lg)(x) (4.13)
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folgt. Nehmen wir das Supremum iiber alle z in der letzten Ungleichung, dann folgt
g(y) > (L%g)(y), oder dass die zweifache Legendre-Transformierte immer kleiner
oder gleich der urspriinglichen Funktion ist. Zusammen mit der obigen Ungleichung
folgern wir, dass fiir jede konvexe Funktion gilt

(L%9)(y) = 9(y). (4.14)

Aus (4.12)) folgt unmittelbar die dritte Eigenschaft

Lemma 3 Fir beliebige x und y gilt die Ungleichung von FENCHEL und YOUNG

9(y) + f(x) > (y,x), f=Lg (4.15)

Sie wird zu einer Gleichung fiir konjugierte Variablen = und y. Diese Ungleichung
hat interessante Anwendungen in der Mathematik. Als weitere Eigenschaft notie-
ren wir

Lemma 4 Ist die stetige Funktion g nicht differenzierbar und hat einen Knick,
dann hat f = Lg ein Plateau. Dessen Breite ist gleich dem Sprung von ¢'. Umge-
kehrt wird ein Plateau in einen Knick abgebildet.

Steigung x

Y

Abbildung 4.1: Zur graphischen Konstruktion der Legendre-Transformation

Diese Eigenschaft folgt aus der graphischen Konstruktion der Transformation: f(z)
ist —L(0), wobei der Graph der linearen Funktion L(y) mit Steigung = denjenigen
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von ¢(y) beriihrt. Fiir gegebenes = und eine konvexes und differenzierbares g ist die
konjugierte Variable durch die Forderung definiert, dass L(y) bei der konjugierten
Variablen tangential an g(y) ist.

In der Abbildung ist eine typische Situation fiir ein System mit Phasen-
iibergang. Das Potential g hat einen Knick bei y = 0 und entsprechend hat die
Legendre Transformierte f ein Plateau.

g /

Y T

Abbildung 4.2: Ein Knick geht in ein Plateau tiber und umgekehrt.

Lemma 5 Die zweifache Legendre-Transformierte einer fiir grofie Argumente kon-
vexen Funktion ist deren konvezve Hiille.

Dies folgt sofort aus dem bisher gezeigten Eigenschaften.

Lemma 6 Fir differenzierbare und konvexe g und f sind die konjugierten Varia-
blen x und y wie folgt verbunden,

r=g(y) und y=f(2) (4.16)

Ersetzen wir (y, ) durch (p, ) und (g, f) durch (H, L), dann ist dies die bekannte
Legendre-Transformation der klassischen Mechanik von der Hamiltonschen zur
Lagrangeschen Formulierung.

Lemma 7 Sind ¢"(y) und f"(z) die zweiten Ableitungen von g und f, dann gilt

g'W) f'@) =1, (y,2) dual. (4.17)
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Diese Eigenschaft folgt unmittelbar aus den Relationen

d?g dz d2f dy
— =— und —5 =—".
dy?2  dy dz? dx
In der Thermodynamik definiert man die Legendre-Transformierte einer konvexen
Funktion g als

f(z) = igf (9(y) —zy) = — Sup (zy — g(y)) = —(Lg) () (4.18)

Dann ist f offensichtlich eine konkave Funktion. Ist g(y) eine konkave Funktion,
dann ist f(z) = sup, (g(y) — ry). Nachdem wir die wesentlichen Eigenschaften der
Legendre-Transformation besprochen haben, kehren wir nun zu den Potentialen
der Thermodynamik zuriick.

4.2 Enthalpie

Wir haben bereits frither die Enthalpie H = U + pV betrachtet, sieche Abschnitt
. Thre infinitesimale Anderung ist wegen l) gleich

dH = TdS + Vdp (4.19)

und damit hingt die Enthalpie in natiirlicher Weise von den unabhéngigen Grofen

S und p ab,

H=H(S,p). (4.20)
Die abhéngigen Grofsen T und V' ergeben sich aus
OH OH
T=|— d V=(—1| . 4.21
<8S)p - (ap>s 2

Ist die innere Energie U(S, V) eines thermodynamischen Systems bekannt, dann
berechnet man die Enthalpie gemaélis
: ou
H(S,p)=U(S,V)+pV mit p=— (—) : (4.22)
vV )
Dabei ist die zweite Gleichung fiir p(S, V) nach dem Volumen aufzulsen, V =
V(S,p), und das Resultat auf der rechten Seite der ersten Gleichung einzusetzen.
Offensichtlich ist die Enthalpie die Legendre Transformierte der inneren Energie
mit Volumen und Druck als konjugierten Variablen. Die Entropie wird dabei nicht
beriihrt, dhnlich wie die Ortskoordinaten beim Ubergang von der Lagrange’schen
zur Hamilton’schen Formulierung der analytischen Mechanik.
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4.3 Freie Energie (Helmholtz-Potential)

Sie steht fiir die Nutzarbeitsfahigkeit eines thermodynamischen Systems, d.h. fiir
den Teil der Energie, die laut dem Zweiten Hauptsatz der Thermodynamik in
Arbeit umsetzbar ist. Zur Erlauterung der freien Energie
. ou
FT,V)y=U0lS,V)=TS, mit T=|—=—=] , (4.23)
s )
betrachten wir einen isothermen Vorgang. Es gilt dann

SW =6Q — dU < TdS — dU " 2™ (TS — U) = —dF. (4.24)

Die bei einem isothermen Prozess maximal gewinnbare Arbeit ist gleich der Ab-
nahme der freien Energie,

W < —-AF (T' = konst). (4.25)

Das Gleichheitszeichen gilt fiir reversible Prozesse. Die freie Energie spielt bei allen
isothermen Zustandsdnderungen, die unter Aufnahme bzw. Abgabe von Warme
ablaufen, eine wichtige Rolle, z.B. bei Schmelz- und Erstarrungsvorgéingen, bei
Verdampfungs- und Kondensationsprozessen, bei Dichtednderungen von Gasen,
bei chemischen Umsétzen oder elastischer Beanspruchung von Makromolekiilen.
Im Gegensatz zur freien Energie F/(T,V) bezeichnet man den Anteil U — F als
gebundene Energie, die in Warme umgewandelt wird, also nicht als nutzbare Arbeit
zur Verfiigung steht.

Die freie Energie ist die Legendre Transformierte der inneren Energie, wobei die
Variable S durch ihre konjugierte Variable T ersetzt wird. Aus der Form fiir
dF folgt nun

dFf = dU — d(T'S) = —SdT — pdV, (4.26)

und es ergeben sich fiir Entropie und Druck die Formeln,

=— (= . 4.2
S ( ) und p < ) (4.27)

4.4 Freie Enthalpie (Gibbs-Energie)

Die freie Enthalpie G(T', p) hdngt von den intensiven Zustandsgrofen 7', p ab und
ist die praktischste Funktion der gesamten Thermodynamik. Sie tritt bei Experi-
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menten in Physik, Chemie und Biologie haufig auf. Es ist die Legendre Transfor-
mierte der Enthalpie, wobei die extensive Entropie durch die zu ihr konjugierte
intensive Temperatur ersetzt wird,

G(T,p)=H(S,p) =TS, mit T = <aa—g]> . (4.28)

Sie ist aber gleichzeitig die Legendre-Transformierte der freien Energie, wobei das
extensive Volumen durch den konjugierten Druck ersetzt wird,

F
G(T,p) = F(T,V) +pV, mit p—— (g—v) | (4.20)
T

Sie ist auch die doppelt Legendre Transformierte der inneren Energie, wobei (S, V)

durch ihre konjugierten Variablen (7', p) ersetzt werden,

. ou ou
G(T,p)=U(S,V) =TS +pV, mit T—(%>V, p——(W)S. (4.30)

Fiir die betrachteten homogenen Systeme ist also
dG = dH — d(T'S) = —=SdT + V dp, (4.31)

woraus wir die partiellen Ableitungen des Gibbschen Potentials ablesen,

Die Gibbsche Enthalpie ist die bei konstantem Druck und Temperatur maximal
extrahierbare Arbeit, die nicht Ausdehnungsarbeit ist. Dies folgt aus

W =06Q—dU <TdS—dU =TdS - d(G+TS —pV) =—-dG —SdT + d(pV)
und der Annahme, dass 7" und p konstant sind,

W / pdV < —AG. (4.33)

Fiir reversible Prozesse wird die freie Enthalpie vollstdndig in Arbeit verwandelt,
die nicht Expansionsarbeit ist. Bei konstantem Druck ist dG = —SdT = TdS —
d(T'S), und wegen T'dS > 0Q) folgt dann AG > Q) — A(T'S). Insbesondere gilt fur
isobare und adiabatische Prozesse AG = —A(T'S).
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4.5 Die Potentiale des idealen Gases

Innere Energie: Im Folgenden betrachten wir ein Mol eines idealen Gases, n = 1,
und nehmen an, dass die Warmekapazitat C'y, im betrachteten Temperaturintervall
zwischen Ty und 71" konstant sei. In bestimmten wir die Entropiedifferenz,
die wir mit Hilfe des Gesetzes von Gay-Lussac und unter Beriicksichtigung von
C, = Cy + R auf drei Arten schreiben konnen,

k—1 K R r—1
S(5=50)/Cy _ <K) T _ (K) P _ (Z) (@) . (4.34)
Vo Ty Vo) Do To D

Hier ist k = C,/Cy der Adiabatenindex. Diese Beziehung bestimmt die Entropie-
differenz S — Sy als Funktion der unabhéngigen Zustandsvariablen (7', V') bezie-
hungsweise (V,p) oder (T,p). Losen wir die Gleichung S = S(T,V) nach T auf
und setzen das Resultat in

U—Uy=Cy(T —Tp) (4.35)

ein, so erhalten wir fiir die innere Energie als Funktion ihrer natiirlichen Variablen

v\ ~R/Cv
T
0

U(S,V) = Uy + CyT

Offensichtlich ist fiir den Referenzzustand (Sy, Vy) die innere Energie gleich U.
In Figur ist die innere Energie fiir Helium in angepassten Einheiten
geplotted. Man sieht bereits, dass fiir ideale Gase U eine konvexe Funktion von V'
und S ist, und spéter werden wir sehen, dass dies fiir alle Stoffe der Fall ist.

Enthalpie: Zur Berechnung der Enthalpie H = U + pV fiir ein ideales Gas als
Funktion der natiirlichen Variablen S, p ersetzen wir mit Hilfe der Beziehungen

(4.34) die Temperatur in der inneren Energie (4.35)) durch T'(S, p) und das Volumen
in pV durch V' (S, p). Dies fiithrt auf die Enthalpie

1-1/k
(3) e(5=50)/Co _ 1| (4.37)
Po

wobei Hj die Enthalpie des Referenzzustandes ist. Abbildung 4.4 zeigt die Enthal-
pie fiir den Wert k = 1.630 des Edelgases Helium.

H(S,p) = HO + CpTO
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o

Abbildung 4.3: Innere Energie U(S, V) fiir ideales Gas

Freie Energie: Fiir die freie Energie F' = U — T'S des idealen Gases ergibt sich
mit Hilfe von (4.34]) und (4.36)) der einfache Ausdruck

T T T (VN

mit der freien Energie Fy = Uy — TSy des Referenzzustands. Abbildung zeigt
die freie Energie fiir Helium, wobei wir den Term linear in 7" in (4.38) nicht be-
riicksichtigten.

Gibbs Potential Fiir ein ideales Gas hat die Gibbs-Energie pro mol folgende
funktionale Abhéngigkeit von den intensiven Variablen 7" und p:

T T T —1/k

Der Ausdruck kann nicht fiir alle Temperaturen giiltig sein, da G am Nullpunkt
der Temperatur singular wird.
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Abbildung 4.5: Freie Energie F(T,V') des idealen Gases
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4.6 Die Potentiale im Uberblick

Die bisher eingefiihrten thermodynamischen Potentiale und ihre Beziehung zuein-
ander sind in Tabelle zusammengestellt. Eine Moglichkeit sich die Potentiale

Name Definition Variation

innere Energie | U(S,V) dU =T7dS — pdV
Enthalpie H(S,p)=U+pV dH =TdS +Vdp
freie Energie F(T,V)=U-TS dF = —pdV — SdT
freie Enthalpie | G(T,p) =U =TS +pV dG =-SdT+ Vdp

Tabelle 4.1: Die vier Potentiale mit ihren natirlichen Argumenten

mit ihren natiirlichen Variablen zu merken, ist das Guggenheim-Quadrat der Ther-
modynamik. Dabei befinden sich angrenzend an jedem Potential seine natiirlichen
Variablen. Die Anordnung der Potentiale und natiirlichen Variablen merkt man
sich mit dem Spruch ,,SUV (g,q) Hilft Fysikern pei Guten Taten®. Man findet den
Ausdruck fiir die infinitesimale Anderung eines Potentials aus der Mitte einer der
vier Seiten des Schemas wie folgt: man multipliziere die Differentiale der natiir-
lichen Variablen in den zwei benachbarten Feldern mit den Zustandsgrofsen der
jeweils gegeniiberliegenden Ecken und addiere oder subtrahiere die entstehenden
Ausdriicke. Zum Beispiel entnimmt man U aus der

oberen Seite, woraus das totale Differential dU der

g U v linken Seite der Gleichung folgt. Schriag gegeniiber
liegt dann beispielsweise 1" und von diesem wiederum
diagonal gegeniiber S, was zum Ausdruck 7'dS fiihrt.

—H F Analog erhélt man den Summanden —pdV mit der

Besonderheit, dass wenn der erste Faktor des Sum-

manden auf der linken Seite des Quadrats liegt, ein

11

Minus vorgestellt wird (angedeutet durch das - vor
dem H). Es ergibt sich damit dU = T'dS — pdV.

4.6.1 Maxwell-Beziehungen

Fiir Zustandsgrofsen kommt es nicht auf die Reihenfolge der partiellen Ableitungen
an. Aus obiger Tabelle lesen wir ab, dass Temperatur und Druck eines thermody-
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namischen System gleich den partiellen Ableitungen der inneren Energie sind,

oU ou
(%)V =T und (W)s =—p (4.40)
sind. Deshalb gilt zum Beispiel
o\ _ o (U\ _ U _ o (U\ __ (% oy
o)y oV\IS), ovasS as\ov )y \9S/),’ ‘

Wird dies systematisch auf die Ableitungen der thermodynamischen Potentiale
angewandt, so ergeben sich die Mazwellschen Beziehungen

Potential Ableitungen Maxwell-Relationen

innere Energie | T = (55), p=—(5v)s | (57)s=—(58)y

Enthalpie T= () V= (%—;’)S (g—g)s = (3%), (4.42)
freie Energie | §=—(57)y p==(5)r| ()7 =Gy

freie Enthalpie = — (g—G)p V= (%—i)T (a—§>T = — (g—v)p

Sie sind eine direkte Folge der Tatsache, dass die Grofen T,S,p und V nicht
unabhéngig sind, sondern durch den 1. Hauptsatz der Thermodynamik verkniipft
sind. Die Maxwellschen Beziehungen erlauben es, Anderungen von thermischen
Zustandsgrofen als Anderungen von mechanischen Zustandsgrofien auszudriicken.
Setzen wir zum Beispiel in der dritten Maxwellrelation T'dS = 0Q,.v, so lautet sie

8p . 08 o léQrev
(8T>V B <av)T T av (4.43)

Links steht bis auf einen Faktor p der Spannungskoeffizient und rechts die iso-
therme Ausdehnungswarme, d.h. jene Warmemenge die zur Aufrechterhaltung der

Temperatur bei Ausdehnung zugefiihrt werden muss.

Schlussendlich leiten wir eine allgemeingiiltige Formel fiir die Differenz der Mol-
warmen C, und Cy ab. Ist die innere Energie U als Funktion von Temperatur und
Volumen gegeben, dann gilt

oU oU
5Q = AU + pdV = { <W)T —i—p} dv + <8_T)V dr. (4.44)

Der Koeffizient von dT' ist gleich der Warmekapazitit nC'y, und deshalb gilt

e {(22) 0} (%) s
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Um den Ausdruck zwischen den geschweiften Klammern zu vereinfachen, notieren
wir den ersten Hauptsatz fiir eine kleine Volumenéanderung,

ou oS @4 [ oU dp
) =7(=) — - =T(=—=) . 4.46
(o), 7o), 2 (), =7(), @
Benutzen wir dieses Resultat in (4.45]), dann ergibt sich die gesuchte Formel,
op ov

Die beiden letzten Faktoren sind proportional zu dem Spannungskoeffizienten [
und Ausdehnungskoeffizienten «. Die Gleichung léasst sich deshalb auch wie folgt
schreiben

nC, —nC, = af (pV'T). (4.48)

Die rechte Seite kann mit Hilfe der thermischen Zustandsgleichung als Funktion
von T und V' geschrieben werden. Fiir das ideale Gas ist « = § = 1/7T, und wir
finden das wohl-bekannte Ergebnis C, — Cy = R.

4.7 Veranderliche Teilchenzahl

Bisher untersuchten wir thermodynamische Systeme, in denen die Zufuhr von me-
chanischer Energie immer iiber einen externen Parameter, das Volumen des Sys-
tems oder alternativ dazu dessen Druck, beschrieben wurde. Nun wollen wir Syste-
me betrachten, die auferdem mit der Umwelt auch materielle Teilchen austauschen
kénnen. Neben das Volumen tritt also die Teilchenzahl N als extensive Variable
und entsprechend héngt die Energie des Systems U = U(.S, V, N) nun neben Entro-
pie und Volumen auch von der Teilchenzahl ab. Die infinitesimale Anderung von
U ist dann die Summe

AU = 6Qyey — OW = T'dS — pdV + pdN. (4.49)

Fiir den Parameter Teilchenzahl N wurde als generalisierte Kraft die Grofse p, das
chemische Potential eingefiihrt, definiert als

= (%)S’V | (4.50)
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Fiir mehrkomponentige heterogene Systeme in dufieren elektrischen und magneti-
schen Feldern enthélt der Arbeitsanteil W weitere Terme,

dU = 6Q — ZXidm,-, wobei X; = — ou (4.51)
OZi ) 1.0, (50

als verallgemeinerte Krifte bezeichnet werden. In diesem Sinne sind Druck und
—u verallgemeinerte Krifte, die einer Volumenverkleinerung oder Teilchenzunah-
me entgegenwirken. Das chemische Potential gibt also die Anderung der Energie
des Systems an, wenn wir dieses thermisch isolieren (S konstant), sein Volumen
konstant halten und seine Teilchenzahl N um eine Einheit &ndern. Wenn man an-
dererseits die Energie und das Volumen konstant hélt, dU = dV = 0, so ergibt

sich aus (4.49)
a5

TdS = —pdN = p=-T| — . 4.52
1 p < 5 N> . (4.52)
Natiirlich kann man auch bei variabler Teilchenzahl die verschiedenen Thermo-
dynamischen Potentiale U, F', H und G einfiihren. Zur Vollstéandigkeit seien noch
einmal die entsprechenden Differentialformen und die sich daraus ergebenden Va-

riablen, von denen die Potentiale abhidngen, angegeben:

AU = TdS — pdV + pdN < U(S,V, N)

dH = TdS + Vdp + pdN < H(S,p, N) = U + pV
dF = —SdT — pdV + pdN < F(T,V,N) =U — TS
dG = -SdT +Vdp+ pdN <= G(T,p,N) =U — TS + pV. (4.53)

Man kann nun auch noch die Teilchenzahl {iber eine Legendre-Transformation
durch das konjugierte chemische Potential ersetzen. Wir fithren dazu als Beispiel
das Groffkanonische Potential ein:

OF
J(I,V,p) =F —puN,  p= (8_N) : (4.54)
TV

Aus dem Ausdruck fiir dF ergibt sich die infinitesimale Anderung dieses Potentials
dJ = —-5dT — pdV — Ndpu. (4.55)
Gibbs-Duhem Relation: Wir betrachten noch einmal die Freie Enthalpie,

G(T,p,N)=U—-TS +pV.

A. Wipf, Thermodynamik und Statistische Physik



4. Thermodynamische Potentiale 4.7. Verdnderliche Teilchenzahl 78

Die drei Summanden auf der rechten Seite dieser Gleichung sind jeweils Produkte
einer intensiven und einer extensiven Grofe und damit extensiv, so dass auch
die Summe eine extensive Grofe ist. Von den natiirlichen Variablen der Freien
Enthalpie T',p, N ist aber nur N extensiv und die andereren beiden sind intensiv.
Die intensive Zustandsgrofe g = G/N kann nicht von der extensiven Teilchenzahl
abhéngen. Also muss fiir die Freie Enthalpie gelten

G(T,p,N)= Ng(T,p). (4.56)

Damit kénnen wir das chemische Potential berechnen,

_ (g_g)w — o(T,p), (4.57)

und entsprechend (4.56]) umschreiben als
G(T,p,N) = Nu(T, p). (4.58)

Das chemische Potential entspricht der Enthalpie pro Teilchen. Mit dieser Darstel-
lung ergibt sich fiir das Differential dG die Form

dG = Ndp + pdN (4.59)

und durch den Vergleich mit dG in (4.53) gelangt man zur sogenannten Gibbs-
Duhem Relation

Ndpy=-SdT'+ Vdp (GIBBS-DUHEM). (4.60)

Die differentiellen Anderungen der intensiven Systemparameter p,p und 7' sind
also nicht unabhéngig voneinander, sondern iiber diese Relation miteinander ver-
kniipft. Hieraus folgt die Gibbs’sche Phasenregel, die die Anzahl der moglichen
Freiheitsgrade fiir dieses System angibt.

Besteht ein thermodynamisches System aus mehreren Komponenten (zum Bei-
spiel ein Phasengemisch) und bezeichnet N; die Anzahl Teilchen in der Kompo-
nente ¢, dann lautet die Gibbsche Fundamentalgleichung der inneren Energie

dU =TdS —pdV + Y dN;. (4.61)

Dabei charakterisieren die chemischen Potentiale die Méglichkeit von Phaseniiber-
gangen, chemischen Reaktionen oder der Umverteilung im Raum (Diffusion). Das

A. Wipf, Thermodynamik und Statistische Physik



4. Thermodynamische Potentiale 4.7. Veranderliche Teilchenzahl 79

chemische Potential ist damit geeignet zur Beschreibung aller Arten von stoffli-
chen Umsetzungen, auch von Reaktionen, an denen Phononen, Elektronen oder
Photonen beteiligt sind.

Die Enthalpie, freie Energie und freie Enthalpie sind auch fiir mehrkomponentige
Systeme die Legendre Transformierten der inneren Energie und die chemischen
Potentiale gewinnt man durch partielle Ableitungen der Potentiale,

M_(au*) M'_((‘?H)
' aNl S,V',Nj¢1 ’ ' aNl S,p,Nj#i

oF oG
= ( ) = ( ) . (4.62)

Der Index gibt wie immer die konstant zu haltenden Gréfien an. Die NN sind die

Teilchenzahlen aller Systemkomponenten aufler N;. Die letzte Beziehung besagt,
dass das chemische Potential angibt, wie sich die Freie Enthalpie eines Systems bei
konstantem Druck und konstanter Temperatur mit der Zusammensetzung andert.
Das System kann dabei aus einem reinen Stoff bestehen, der in unterschiedlichen
Phasen vorliegt. Es kann sich auch um ein einphasiges System handeln, das aus
mehreren Komponenten besteht, zwischen denen eine Reaktion ablaufen kann.

Die Werte des chemischen Potentials sind fiir Standardbedingungen 7" = 298 K
und p = 101 3 kPa tabelliertl] und werden in kJ /mol angegeben. Die Einheit J/mol
wird zu Ehren von JOSIAH WILLARD GIBBS auch 1 Gibbs genannt. Gibt man
ndmlich eine Stoffmenge durch die Anzahl Mole n; anstelle der Anzahl Teilchen
N; an, dann ist p; die Zunahme der inneren Energie beim Einbringen von einem
Mol des Stoffes, dU = T'dS —pdV + > p;dn;. Entsprechend wird dann g in J/mol
oder kJ/mol, wie in Tabelle angegeben. Fiir Temperaturen in der Nahe von
Ty = 298 K lésst sich das chemische Potential in linearer Naherung berechnen,

w(T) = w(Ty) + (T —Ty), wobel o= <g—;) (4.63)

der Temperaturkoeffizient, gemessen in J/mol K, ist. Diesen Koeffizienten findet
man ebenfalls fiir viele Stoffe tabelliert und er ist in Tabelle .2 aufgenommen.

1 Siehe zum Beispiel http://www. job-stiftung.de/index.php?id=11,0,0,1,0,0
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Stoff Aggregatzustand 1 Q@
kJ/mol J/mol K
H gasformig 203,25 —114,60
CH4 Methan gasformig —50,75 —186,15
Li fliissig 0,93 —33,94
C Diamant fest 2,90 —2,38

Tabelle 4.2: Chemische Potentiale bei Normalbedingungen
4.8 Gleichgewichtsbedingungen

Fiir ein abgeschlossenes System mit 6Q) = éWW = 0 kann die Entropie bei reversi-
blen Prozessen nur konstant bleiben und bei irreversiblen Prozessen nur wachsen,
dS > 0. Wenn wir alle Hemmungen im System aufheben, dann strebt es in das
ungehemmte thermodynamische Gleichgewicht, in welchem die Entropie ein Ma-
ximum annimmt. Ein ungehemmter Gleichgewichtszustand kann sich nicht mehr
andern. Andernfalls wiirde die Entropie weiter zunehmen, im Gegensatz zu der
Voraussetzung, dass die Entropie bereits einen maximalen Wert hat. Wir kénnen
aber virtuelle Zustandsinderungen (Verriickungen) eines ungehemmten Gleichge-
wichtszustands betrachten. Fiir diese verwendet man das Zeichen §. Nach den
obigen Ausfithrungen muss fiir eine derartige Verriickung

5S <0, (4.64)

gelten, wenn diese mit den Bedingungen 60U = 0V = JN; = 0 vertraglich sind.
Virtuelle Verriickungen kénnen nicht von selbst ablaufen. Zum Beispiel konnte das
Gas in einer Hélfte des Behélters von T auf T + 07T erhitzt und in der anderen
Hilfte von T" auf T'— 6T abgekiihlt werden. Da bei allen virtuellen Verriickungen
die Entropie abnimmt, muss sie im ungehemmten Gleichgewicht maximal sein,

S = Smax, wenn U, V, N; = konst. (4.65)

Diese Gleichung ist eine der beiden von Gibbs aufgestellten Gleichgewichtsbedin-
gungen.

Die fiir die Entropie geltende Gleichgewichtsbedingung lésst sich in eine sol-
che fiir die thermodynamischen Potentiale iibertragen. Zum Beispiel gilt fiir die
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Anderung der inneren Energie bei reversiblen oder irreversiblen Prozessen wegen

0Q) < T'dS die Ungleichung
dU =0Q — oW + Y iy dN; < TdS — pdV + > i dN;. (4.66)

Werden die natiirlichen Variablen der inneren Energie S,V und N; festgehalten,
so gelangt man zu
dU <0, wenn S,V,N; = konst. (4.67)

Das Ungleichheitszeichen gilt bei irreversiblen Prozessen und die Ungleichung
macht nur bei geschlossenen Systemen Sinn, denn in abgeschlossenen Systemen
sind keine Energieinderungen moglich. Die Ungleichung sagt aus, daft die inne-
re Energie nur abnehmen (irreversible Prozesse) oder konstant bleiben (reversible
Prozesse) kann. Der Gleichgewichtszustand ist erreicht, wenn dU = 0 gilt. Ent-
sprechend gilt fiir virtuelle Verriickungen aus dem ungehemmten Gleichgewichts-
zustand

oU>0 wenn 65 =0, 0V =0, N;,=0. (4.68)

Die innere Energie nimmt im Gleichgewichtszustand einen Minimalwert an,
U=Upnn wenn S,V,N;=konst. (4.69)

Dieser Satz erinnert an das Gleichgewichtskriterium in der klassischen Mechanik,
nachdem die potentielle Energie im mechanischen Gleichgewicht minimal ist. Ganz
analog verfahrt man nun mit den restlichen drei Potentialen und erhélt die Varia-
tionsprinzipien fiir ungehemmte Gleichgewichtszustande

Variationsprinzip | U = Unin | H = Huin | F = Fuin | G = Gin
festgehalten werden | S,V, N; S, p, N; T,V.N; T,p, N;

4.8.1 Die Bedeutung der Gleichgewichtsbedingungen

Gleichgewichtszustinde sind Extrema von Potentialen, wenn deren natiirliche Ar-
gumente festgehalten werden.

Freie Energie: Bei dem Ubergang von einem gehemmten zum ungehemmten
Gleichgewicht nimmt die Freie Energie bei konstanter Temperatur, konstantem Vo-
lumen und konstanter Teilchenzahl ab und erreicht ihr Minimum im ungehemmten
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Gleichgewicht. Wenn 7',V und N vorgegeben sind, verringert sich die freie Ener-
gie durch irreversible Prozesse so lange, bis sie ein Minimum erreicht hat. Wir
betrachten einen mit Gas gefiillten Zylinder im Warmebad, siehe Abbildung
Der verschiebbare Kolben teilt das Volumen in zwei Teile V7, V5 mit Driicken py, ps.
Die Teilchenzahlen N; und Nj seien fest und werden nicht explizit geschrieben. Die

Wirmebad T

e B

p1, V1 P2, V2

Abbildung 4.6: Der Ubergang ins ungehemmte Gleichgewicht.

freie Energie des gehemmten Gleichgewichts ist F(T, Vi, Vo) = Fy (T, V1) +F» (T, Va)
und da das Gesamtvolumen konstant sein soll, V' =V 4+ V5, ist bei einer virtuellen
Verschiebung des Kolbens aus dem Gleichgewicht 6V, = —dV45. Die Bedingung fiir
das Gleichgewicht lautet (7" ist konstant)

8F1 aFg

0=0F = (a—v,l>T(S‘/1 + (a—%)T(ﬂ/Q = —(p1 —p2)5V1. (470)

Wie erwartet sind im ungehemmten Gleichgewicht die Driicke gleich, p; = ps.

Gibbsches Potential: Da bei chemischen Reaktionen oft Druck und Temperatur
konstant gehalten werden, ist das Minimalprinzip der freien Enthalpie G(T, p, N)
das am meisten verwendete Kriterium. Wir betrachten ein typisches Beispiel fiir
die Anwendung des

A. Wipf, Thermodynamik und Statistische Physik



4. Thermodynamische Potentiale 4.8. Gleichgewichtsbedingungen 83

I Prinzips. Ein System bestehe aus zwei homogenen Phasen
l 1 eines Stoffes (z.B. Wasser und Wasserdampf), die beide
die gleiche Temperatur und den gleichen Druck besitzen.

T, p, Ny Die Konstanz von T erreicht man durch Kopplung an ein
Waérmebad. Die Konstanz von p ist durch den bewegbaren

Kolben am oberen Ende des Zylinders angedeutet. Wenn
T,pund N vorgegeben sind, verringert sich die freie Ent-

T7 b, Nl
halpie durch irreversiblen Teilchenaustausch zwischen den

Phasen so lange, bis sie ein Minimum erreicht hat. Wegen
N = Nj + N, gilt beim Teilchenaustausch 6 Ny = —dNs.

Die Gleichgewichtsbedingung lautet G(T', p, N1, No) = G1(T,p, N1) + Go(T, p, N»)
(T und p sind konstant), so dass

8G1> (3G2)
0=0G = — ON, + | —= 0Ny = — ON;. 4.71
( N )y, 1 0N, ), 2 = (p1 — p2)0 Ny (4.71)

Im Gleichgewichtszustand sind die chemischen Potentiale und wegen (4.57)) auch
die molaren Gibbschen Potentiale gleich,

= p2 bzw. gi(p,T) = g2(p, T). (4.72)

Die Relation von Clausius und Clapeyron

Die molaren Gibbschen Potentiale sind oft nicht bekannt. Um die Verbindung
zu messbaren Grofen herzustellen, betrachten wir die Differentiale der molaren
Gibbschen Potentiale g; und gs,

dgi dgi .
dg; = d dT, =1,2). 4.73
() () wn
Die partiellen Ableitungen der molaren Gibbschen Potentiale nach dem Druck und
der Temperatur,
dg; dg;
= d = -9 4.74
()= e (57), - a7
sind proportional zum molaren Volumen und und der molaren Entropie,
v; = 14 und  s; = é (4.75)
1 1
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Eingesetzt in (4.73) fithrt die Gleichgewichtsbedingung (4.72)) auf die Gleichung
(vg —v1)dp — (s9 — s1)dT = 0.

Beriicksichtigen wir noch, dass T'(sy — s1) = ¢i2 die molare Umwandlungswér-
me zwischen den Phasen 1 und 2 ist, so ergibt sich die Gleichung von Clausius-
Clapeyron
% _ S2 — 51 _ q12
dT Vo — U1 T(Ug — ’Ul)

(Clausius-Clapeyron 1834). (4.76)

Uber diese Gleichung lisst sich zum Beispiel der Verlauf der Phasengrenzlinie zwi-
schen der fliissigen und der gasférmigen Phase eines Stoffes, der Siedepunktskurve
im Phasendiagramm, errechnen.

4.9 Stabilitatsbedingungen

Nach den Ausfithrungen iiber das Gleichgewicht wollen wir uns den Stabilitdts-
betrachtungen zuwenden. Fiir die Anderung der inneren Energie U(S,V, N;) bei
virtuellen Verriickungen gilt

AU =U(S + 88,V + 6V, Ny + 6N;,) — U(S,V, N},) = 6U + %(SZU o (477

Wir brechen diese Entwicklung nach dem Glied zweiter Ordnung ab und kdnnen
im Falle oU = 0 fiir das Gleichgewicht schreiben

1
AU = §5QU. (4.78)

Wir wollen jetzt das stabile Gleichgewicht eines homogenen thermodynamischen
Systems untersuchen. Im Gleichgewicht ist die innere Energie minimal, so dass
die zweite Variation am Gleichgewicht positiv sein muss. Der Einfachheit halber
betrachten wir zunéchst nur virtuelle Verriickungen aus dem Gleichgewicht mit
O0N; = 0. Dann muss gelten

0*U 0?U 0*U

277 _ 9V cqn | U 1
U = 23 657 + 5075 0V + 25

wobei die zweiten Ableitungen am Gleichgewicht eingehen. Diese quadratische

5SSV > 0, (4.79)

Form kann nur positiv sein fiir beliebige Verriickungen wenn

0?U 0*U
— —— 4.
(825) >0 und (82V) >0 (4.80)
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gelten. Um dies einzusehen betrachte man spezielle Verriickungen mit 6V = 0
beziehungsweise mit 6.5 = 0. Wegen der ersten Beziehung in

@), e e
\% S

impliziert die erste thermische Stabilititsbedingung in (4.80]) die Ungleichung

aT T .

Wird einem Bereich des Systems im Gleichgewicht Wéarme zugefiihrt, erhoht sich
bei positiver Warmekapazitat die Temperatur. In der Folge gibt dieser Bereich
durch Warmestrom die Wéarme wieder ab und die Storung durch Warmezufuhr
wird wieder abgebaut. Wegen der zweiten Beziehung in (4.81)) impliziert die zweite
mechanische Stabilititsbedingung in die Ungleichung

(g_‘];)s < 0. (4.83)

Eine kleine Volumenvergrofierung eines Teilbereichs hat zur Folge, dass sich in
dem Bereich der Druck vermindert und die Umgebung mit héherem Druck diesen
Teilbereich wieder komprimiert. Nun betrachten wir noch eine virtuelle Verriickung
mit 05 = 0 und oV = 0. Nur eines der N; werde leicht aus dem Gleichgewicht
gebracht. Dann ist die Bedingung fiir Mischungsstabilitdit

2
52U = (%) SN? > 0. (4.84)
i U,V,Nk;ﬁz

Da die erste Ableitung von U nach Nj; gleich dem chemischen Potential p; ist,
lautet die Bedingung fiir Mischungsstabilitét

aﬂz‘)
> 0. (4.85)
(aNi U,V,Ni,zi

Eine kleine Erhéhung der Gleichgewichtsdichte in einem Teilbereich erhoht dort

das chemische Potential dieser Teilchenart. Als Folge werden aufgrund der Dif-
ferenz der chemischen Potentiale im ndchsten Moment Teilchen aus diesem Teil-
bereich abfliefsen. Fiir negatives du/ON; < 0 wiirde das chemische Potential als
Folge der Teilchenzahlerhohung in diesem Bereich abnehmen und im né#chsten
Schritt noch mehr Teilchen dorthin fliefsen. Es wiirde eine Phasentrennung mit
der Herausbildung von koexistierenden Phasen stattfinden. Fiir eine iiberhitzte
Fliissigkeit ist Ou/ON; < 0.
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4.10 Chemische Reaktionen

Chemische Reaktionen konnen ein thermodynamisches System ins Gleichgewicht
treiben. Als solche sind sie Gegenstand der irreversiblen Thermodynamik. Zu-
nachst werden wir die kinetische Beschreibung chemischer Reaktionen formulieren.
Dazu betrachten wir folgendes Beispiel:

An dieser Reaktion sind 3 Komponenten beteiligt, ndmlich
k?:lng, k:2:N2, ]{ZZSNHg

Fiir die zeitliche Anderung der Teilchenzahlen wihrend der Reaktion gilt
1dN;  dN,  1dNs _ d¢

_ = - _ S = 4.87
3 dt d¢ 2 dt d¢ (4.87)
oder
AN, de =
k
dt Vi dt, 12)) 1 ( 88)
V3 = —|—2

Die Variable ¢ heifst Reaktionslaufzahl ; A€/ dt die Reaktionsgeschwindigkeit und vy
der stichiometrische Koeffizient der Komponenten k. Diese Koeffizienten sind nur
bis auf einen gemeinsamen Faktor bestimmt. Um den Faktor festzulegen, greifen
wir auf den molekularen Reaktionsmechanismus zuriick und definieren v}, als die
Zahl von Teilchen der Komponente k, die in einem elementaren Reaktionsschritt

umgesetzt wird. Ist 1, > 0, dann heiflt die Komponente k£ ein Produkt, ist v, < 0
Edukt.

Die Reaktionsenergie AU ist die Summe der inneren Energien der Produkte
minus die Summe der inneren Energien der Edukte. Ist AU > 0, dann wird Energie
aufgenommen, ist AU < 0 wird Energie abgegeben. Entsprechend definiert man
die Reaktionsenthalpie. Ist AH > 0 dann wird Wéarmeenergie aufgenommen und
die Reaktion heiftt endotherm, ist AH < 0 so wird Warmeenergie abgegeben und
die Reaktion heifst exotherm.

Wir verallgemeinern auf ein Netzwerk von r chemischen Reaktionen:

V), CL+ 15, Co+ ... =] C+ 15 Co+.... (4.89)
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Die Cy bezeichnen die Edukte und Produkte, in der Reaktion sind das Hy, Ng
und NHj. Die v}, sind die stéchiometrischen Vorwértzskoeffizienten der Reaktion
r, die v; . die stochiometrischen Riickwirtzkoeffizienten. Nach Definition gilt stets
v, > 0 und v}, > 0. Bei einer gewthnlichen Reaktion gilt auch v}, - v}, = 0,
da eine Komponente entweder nur als Edukt oder nur als Produkt auftritt. Wenn
vy, - vp, > 0 ist, dann C}, ein Katalysator. Wenn zudem v}, # v}, ist, nennt man
O} einen Autokatalysator. Die Verallgemeinerung von lautet nun

dN 2 / dg?”
_dtk = Z (Vir — Vir) - Z Vir W (4.90)

mit den Abkiirzungen

dé,
dt -

Um den Anschluss zu den fritheren Untersuchungen herzustellen, sehen wir die

(4.91)

Upr = Vg — V., und - Wy, =

beiden Reaktionsseiten als zwei thermodynamische Systeme aus, zwischen denen
Teilchen ausgetauscht werden kénnen. Bei einer einer virtuelle Anderung der Teil-

chenzahlen iiber die Reaktionen (4.90)) gilt
ONk = Vir 04 (4.92)

Die Reaktionslaufzahlen &, werden zu inneren Variablen, beziiglich derer die Entro-
pie im Gleichgewicht maximal wird. Das Abschalten einer Reaktion durch W, = 0
stellt eine innere Zwangsbedingung dar, die nur ein gehemmtes Gleichgewicht zu-
lasst. Nach Aufhebung dieser Zwangsbedingung lduft spontan ein Reaktionsprozess
in Richtung auf ein neues (gehemmten) Gleichgewicht mit grofserer Entropie ab.

Zur Vereinfachung nehmen wir an, dass im betrachteten System alle anderen
Austauschvorgénge (thermisch, mechanisch) bereits im Gleichgewicht sind. Aufer-
dem soll das Gesamtsystem isoliert sein. Wir berechnen die Variation der Entropie
S(U,V, Ny, N,,...) unter Berticksichtigung von ([£.92)):

oS 1
AP UV, Ny s, T k.

k
1 1
== > 6 = - > A, (4.93)
kr r
worin wir die Affinitdt der Reaktion r,
Ar = — Z Vigr Wk (494)
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einfithrten. Im Gleichgewicht verschwindet 65 und damit auch alle Affinitéten,
A, =0, r=1,2,.... Fiir zeitlich kontinuierliche, spontane (irreversible) Reakti-
onsprozesse ist

.1
§=7 Z AW, >0 (4.95)

Fiir eine einzelne Reaktion bedeutet dies AW > 0, und die Affinitét ist

A:—Zykuk:ZVéuk—Zug,uk (4.96)
k k k
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5 Reale Gase

Reale unverdiinnte Gase verhalten sich nicht wie ideale Gase, da insbesondere fiir
dichte Medien, in denen sich die Gasteilchen im Mittel nahe sind, die Wechselwir-
kung zwischen den Teilchen wichtig ist. Zum Beispiel kann das Gesetz fiir ideale
Gase niemals den Ubergang der Gasphase in die fliissige oder feste Phase beschrei-
ben, unabhingig davon, wie sehr das Gas gekiihlt oder komprimiert wird. Daher
sind fiir reale Gase Modifikationen der Gesetze fiir ideale Gase notwendig. Die
langreichweitige intermolekulare Anziehungskraft fiihrt dazu, dass die Gasteilchen
niéher zusammenriicken als beim idealen Gas. Sie vermindert damit des Druck auf
die Berandung des Gasbehélters, so dass peg < Pigear ist. Kommen sich die Gas-
molekiile zu nahe, dann stoften sie sich ab. Die Abstofung wird sehr stark, wenn
sich die Molekiile ,beriihren“. Als Folge steht den Teilchen nicht das ganze Volumen
eines Behilters fiir ihre Bewegung zur Verfiigung, Vg < V.

5.1 Van-der-Waals Gleichung

Die Van-der-Waals-Gleichung ist eine angenéherte Zustandsgleichung fiir reale Ga-
se. Sie wurde 1873 durch JOHANNES VAN DER WAALS aufgestellt, wofiir er 1910
den Nobelpreis fiir Physik erhielt. Die Van-der- Waals-Gleichung ergibt sich fiir ein
Modellgas aus starren Kugeln mit anziehender Dipol-Dipol-Wechselwirkung.

Das den starren Molekiilkugeln zur Verfiigung stehende Volumen ist gleich dem
Volumen des Behélters, vermindert um das von den Molekiilen eingenommene
Volumen. Die erste Korrektur zum idealen Gasgesetz sollte also folgende Form

haben,
kENT

" V= Nb,’
Hier ist b,, eine die Grofke der Molekiile charakterisierende Konstante. Beziehen

D mit b, = Molekiilvolumen. (5.1)

wir diese Konstante nicht auf ein einzelnes Molekiil, sondern auf ein Mol mit N4
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Molekiilen, dann schreibt sich mit kN4 = R das Gesetz gemaéls

B nRT
SV —nb

P mit b= b, Ns ~ Volumen von N, Molekiilen. (5.2)
Bei Raumtemperatur hat Luft etwa die Dichte 1 g/dm? und Wasser die Dichte
1 g/cm?®. Das molare Volumen vermindert sich etwa um den Faktor 1000 beim
Ubergang von der gasformigen zur fliissigen Phase, in der die Molekiile sich sehr
nahe kommen. Das molare Volumen von Gas ist 22,4 dm?/mol und wir erwarten,
dass das Eigenvolumen der Gasmolekiile etwa 1/1000 davon ist, also etwa b ~

0,0224 dm?/mol sein sollte.

Die Anziehung der Molekiile bei groferen Abstéanden vermindert den Druck des
Gases. Die Druckabnahme sollte proportional zur Konzentration der Molekiile,
multipliziert mit der Konzentration der anderen anziehenden Molekiile, sein. Da
die beiden Konzentrationen gleich sind, wird der Anziehungseffekt quadratisch
von der Molekiildichte abhéngen. Die Teilchendichte ist proportional zu N/V und
deshalb sollte die Beriicksichtigung der anziehenden Kréfte zu folgender weiteren
Modifikation des Gesetzes fiihren,

kENT N?

p

Bezogen auf die molaren Konstanten a = Nﬁam und b = Nyb,, lautet die van der
Waalsche Zustandsgleichung

2 2
p= Vnin;zb — a% bzw. <p + ﬂ) (V —nb) =nRT. (5.4)
a und b beziehungsweise a,, und b, sind zwei fiir die betreffende Molekiilsorte
charakteristische Konstanten. Fiir jedes ideale Gas geniigt eine Konstante, namlich
R, fiir jedes reale Gas hingegen braucht man mindestens drei Konstanten. Wir
haben schon argumentiert, dass b, etwa dem Volumen eines Molekiils entspricht.
Die Konstante a,, hingt von der intermolekularen Wechselwirkung ab und variiert
betrachtlich. Die van der Waals Gleichung steht in engem Zusammenhang mit der
SWVirialentwicklung®, einer Entwicklung des Drucks nach Potenzen der Dichte. Die
Koeftizienten a,, und b, konnen mit dem Ergebnis der Virialentwicklung verglichen
werden. Daraus ergibt sich

Uy = —27r/ r*V(r)dr und b, =5- ?ﬁ (Z) : (5.5)
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V(r) In diesem Resultat ist V (r) das Wechselwirkungs-
potential der Teilchen, das als eine Funktion des
Abstandes r der Teilchenzentren angesetzt wird.
o ist der Wert von r, fiir den V() eine Nullstelle
hat. Man kann o als doppelten Teilchenradius

r auffassen. Einige Werte der molaren Grofen a
Ur\/—— und b sind in der folgenden Tabelle zusammen-
gestellt.
Gas a in (kPadm®)/mol?> b in dm?/mol
Helium (He) 3,45 0,0237
Neon (Ne) 21,3 0,0171
Argon (Ar) 136,3 0,0322
Wasserstoff (Hs) 24,7 0,0266
Stickstoff (Ny) 140,8 0,0391
Sauerstoff (Oy) 137,8 0,0318

Fiir ein reales Gas ist die Differenz von C, und Cy keine universelle Konstante
mehr wie beim idealen Gas. Wir erinnern an die allgemeine Beziehung

B dp oV
nCP_nCVT(@T)V(8T>p’ (5.6)

siehe Gleichung (4.47)). Die Faktoren auf der rechten Seite berechnet man, indem
man die van der Waals Gleichung partiell nach 7" bei festem V' beziehungsweise p
ableitet. Man findet

(5.7)

2an (V — nb)2\ '
RT V3

(Jp—csz-<1——

Nur fiir @ = 0 ist die Differenz gleich der universellen Gaskonstante R.

5.1.1 Verlauf der Isothermen

Die Asymptoten der van der Waalschen Isothermen sind die V-Achse und die zur p-
Achse parallele Gerade V' = nb. Fiir V' < nb macht die Gleichung (5.4)) keinen Sinn.
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Nach ([5.4) sind die Schnittpunkte einer Isobaren p =konst mit einer Isothermen
T =konst durch die kubische Gleichung

Py(V) = pVHV —nb) — nRTV? 4 an*(V — nb) = 0

bestimmt. Diese hat entweder eine oder drei reelle Wurzeln. Die Grenze zwischen
beiden Féllen bildet die kritische Isotherme zur Temperatur T,, auf der die drei
Schnittpunkte in einen Wendepunkt mit horizontaler Tangente, den kritischen
Punkt V = V. und p = p. zusammenfallen. Um die kritische Temperatur und
das kritische Volumen zu bestimmen, berechnet man

p. gm0 — nRT, +2an2
ovVir.v.  (Ve—nb2 VP
0*p 2nRT, Gan?
IPl == _ ot
WVeley, " 0T Wo—mp V3
Hieraus folgt
V,=3nb und RT, = % (5.8)

Den zugehorigen Wert fiir den kritischen Druck berechnet man mit Hilfe der van-

der-Waals Gleichung,
1 a

T 27R
Da sich die Konstanten a,b durch die kritischen Daten ausdriicken lassen, kann

Pe (59>

man die Zustandsgleichung so umschreiben, dass in ihr nur die reduzierten Zu-
standsgroften, das sind die auf die kritischen Gréften bezogenen Zustandsgrofsen

%4 ) T
v P T 10

vorkommen. Man erhélt auf diese Weise die einfachere reduzierte Zustandsgleichung

(}5 + %) (3v —1) = 8t. (5.11)

Die Gleichung driickt das van der Waalsche Gesetz der korrespondierenden
Zustinde aus und stellt ein allgemeingiiltiges Ahnlichkeitsgesetz dar. In geeigneten
Skalen verschwinden die Materialkonstanten. Die Abbildung[5.1]zeigt den Graphen
der thermischen Zustandggleichung fiir ein van der Waals Gas.

In Abbildung [5.2] sind einige Isothermen mit Temperaturen nahe der kritischen
Temperatur gezeigt. Fiir T' < T, oder ¢t < 1 hat jede Isotherme ein Minimum und
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Abbildung 5.2: Isotherme eines van der Waal Gases

in einer Umgebung rechts davon ist ihre Steigung positiv. Aber die Isotherme sollte
negative Steigung haben, damit die Kompressibilitéit positiv ist. Also wird das van
der Waals Gas unterhalb der kritischen Temperatur in einem gewissen Bereich der
V(p, T)-Ebene instabil gegeniiber der Phasentrennung von Gas und Flissigkeit.
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5.1.2 Thermodynamische Potentiale

Wir beginnen mit der Berechnung der inneren Energie als Funktion von 7" und V.
Mit Hilfe der dritten Maxwell-Relation in (4.42)) ergibt sich fiir die Ableitung der
inneren Energie nach dem Volumen bei festgehaltener Temperatur

ouy\ oS o dp B cm2
(8V)T‘T<aV>T p‘T<6T)V P (512)

Die Molwarme bei konstantem Volumen héngt nicht vom Volumen ab,

OCv _ 0 (9UN _ 2U_ _ 0 (an?\
oV ov \or ), ovor 9T \Vv%)

und ist deshalb nur eine Funktion der Temperatur, Cyy = Cy (7). Wenn wir wie

beim idealen Gas die Molwérme als nahezu temperaturunabhéngig ansehen, dann
konnen wir den Ausdruck

ou
U—n/C’VdT+/<W)TdV

leicht integrieren. Benutzen wir noch das Resultat (5.12]), dann ergibt sich fiir die
innere Energie

1 1

Insbesondere ist die Anderung von U bei einer isothermen Ezpansion von Vj nach
V gleich
AU =—an? (2L (5.14)
V) )
Nun koénnen wir die Entropie eines van der Waal’schen Gases bestimmen. Die
infinitesimale Anderung der Entropie ist
AU +pdV  Cy nR

n—d7T + dV.

d5 T T V—nb "’

und eine Integration fiihrt auf folgenden Ausdruck fiir die Entropie,

V —nb T
S — Sy =nRlog i _Zb + nCy log i (5.15)
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Im Grenzfall b — 0 findet man wieder das Resultat (3.13)) fiir ideale Gase. Anstelle
der Relationen (4.34)) findet man nun mit Hilfe der van der Waals Gleichung

R C
e T\
e(8—S0)/n _ (“/ZZ) (Tg) (Veg =V —nb)
- Vet fircv Dett cv ( — CL_TLQ )
B ‘/Oeff Doeft Pett =P V2

(TN ()" (5.16)
Ty Doeft ’ '

und damit kann man die innere Energie als Funktion ihrer natiirlichen Variablen

Entropie und Volumen bestimmen. Beziehen wir die Potentiale auf ein Mol, so
findet man anstelle von (4.36|)

_R/C
Vet Cs—soy _q| (o _a) (5.17)
‘/Oeff 4 %

Der Vollstandigkeit halber notieren wir auch noch den expliziten Ausdruck fiir die

U(S,V) = U+ CyTy

freie Energie eines van der Waalschen Gases je Mol,

_ T Vet a a
F(T,V) = Fo+(Cy—50)(T—Tp) CVTIOgTO RTlogvoeff (V 7()) (5.18)

Bei einer isothermen Ezpansion von Vy nach V > Vj ist die Anderung der freien
Energie gleich

V —mnb 1 1
AF = —nRT1 === 1
nRk og%_nb+an (VO V) (5.19)

Man vergleiche dies mit der Formel (5.14)) fiir die Anderung der inneren Ener-
gie. Die Berechnung der Enthalpien H(S,p) und G(T,p) ist aufwendiger, da man
dazu das Volumen eliminieren muss. Auch ist die Funktion p = p(7,V'), wie wir

schon gesehen hatten, unterhalb der kritischen Temperatur nicht eindeutig nach
V' auflésbar.

5.2 Phasentrennung

Die Abhéngigkeit der freien Energie eines van der Waals Gases ([5.18]) vom redu-
zierten Volumen v = V/V, lautet

a |8t 3v—1 1 1
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In der Abbildung sind einige Graphen des volumenabhéngigen Anteils F' — F}
gezeigt. Die Differenz wurde in Einheiten von a/3b geplotted und es wurde vy = 1
gesetzt. Fiir T < T, bzw. t < 1 ist die Funktion F(V') nicht mehr konvex] Dann

F—-F

~ ok ok ok ok
I
——O00oy <
— OO0

Abbildung 5.3: Mischung von Gasen.

gibt es eine Tangente, die den Graph von F(V) fiir zwei Werte V; und Vj beriihrt,
so dass zwischen den beiden Beriihrungspunkten der Graph oberhalb der Tangente
liegt. Fiir V; <V <V} ist die van-der-Waalsche freie

Energie nicht mehr minimal wenn die Molekiile in einer homogenen Phase sind,
sondern in zwei koexistierenden Phasen, Gas und Fliissigkeit:

Ny V-Vi N V-V

N=N,+N; mit =&= AL _
g"’ f ml N ‘/g_‘/f’ N ‘/g—‘/f

(5.21)

Die thermodynamische freie Energie des Gas-Fliissigkeit Gemisches ist dann

F(V) = SEF(V) + Y F(V) =

V-V
V.- Vi

Ve =V
V.~ Vi

FV)+ ==L F(W).  (5.22)
Dies ist gerade der Graph der zweifach beriihrenden Tangente. Fiir Volumen grofer
als V; oder kleiner als V; gibt es keine Phasenmischung und die thermodynamische
freie Energie ist gleich der van-der-Waals freien Energie. Die erste ist die konvexe
Hiille der zweiten. Da die thermodynamische freie Energie zwischen V¢ und V, eine

!Tatséchlich kann fiir hinreichend tiefe Temperaturen ¢t < 27/32 der Druck negativ werden.
Diesen unphysikalische Parameterbereich schiefsen wir aus, indem wir die van der Waalsche
Zustandsgleichung nur fiir entsprechend hohe Temperaturen verwenden.
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konstante Steigung hat, ist der Druck in diesem Bereich konstant,

(o) o2

Anders ausgedriickt, die koexistierenden Phasen sind im mechanischen Gleichge-
wicht. Fiir jede Temperatur unterhalb 7, geschieht der Phaseniibergang bei ei-
nem festen Druck, dem sogenannten Dampfdruck pgq. Im pV-Diagramm sind
die koexistierenden Phasen durch die horizontale Strecke f-g verbunden. Im pV-

F p
T<T,

Pdd

Vi Ve Vi Ve
Abbildung 5.4: Freie Energie und Druck als Funktion von V bei fester Tempertur.

Diagramm ist die zweite Ableitung der van-der-Waals freien Energie zwischen den
Punkten 2 und 4 negativ. Es handelt sich hier um Zustdnde die gegeniiber einer
Phasentrennung instabil sind. Die stabilen Zweige 1-g-2 und 4-f-5 gehoren zu ver-
schiedenen Phasen: langs 1-g-2 ist V' grofs und die Dichte klein — es handelt sich hier
um die Gasphase; langs 4-f-5 ist V' klein und die Dichte grofs — es handelt sich um
die fliissige Phase. Der Gas-Fliissigkeits-Ubergang beginnt bereits vor dem Punkt
2 wenn wir uns lings des Zweiges 1-g-2 bewegen. Verfolgen wir eine Isotherme
mit T < T, bei grofsen Volumen beginnend, also etwa beim Punkt 1 im obigen
pV-Diagramm: anfianglich steigt der Gasdruck bis zum Wert pqq beim Punkt g.
Bei weiterer Verminderung des Volumens bleibt der Druck konstant langs des Kur-
venstiicks g-f. Langs dieser Strecke dndert sich die Beschaffenheit des Stoffs: ein
wachsender Bruchteil wird durch eine Oberfldche von dem iibrigen Teil abgetrennt,
d.h. verfliissigt. Beim Punkt f ist alles fliissig und die Oberfliche verschwunden. Ei-
ne weitere Volumenabnahme fiithrt zu einem jahen Druckanstieg: der fliissige Stoff
ist erheblich weniger kompressibel als der gasférmige.

Zur Charakterisierung des Dampfdrucks pqq berechnen wir zuerst F; — F, mit
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Hilfe des Graphen der konvexen thermodynamischen freien Energie mit der kon-
stanten negativen Steigung —pgq zwischen V¢ und Vj:

Fr = Fy = paalVy = VA). (5.24)

Andererseits ist der Flacheninhalt unterhalb der Isothermen p = p(V') zwischen V;
und V,
Ve Ve OF
/prdV—— ’ WdV—Ff_Fg, (5.25)
wobei iiber die Ableitung der van-der-Waals freien Energie integriert wird. Ein
Vergleich der beiden Resultate zeigt, dass die Flache unter der Kurve g-2-3-4-f im
pV-Diagramm, gegeben durch das Integral in ([5.25)), gleich groft ist wie die Fléche
unter der horizontalen Strecke zwischen g und f. Wir folgern, dass die Flachen
g-2-3-g und f-4-3-f gleich grofs sein miissen. Diese konstruktive Charakterisierung
des Dampfdrucks heifst Mazwellkonstruktion.

Die Koexistenzkurve zwischen kondensierter und einer gasférmiger Phase wird
als Dampfdruckkurve bezeichnet. Aus ihr kann der Druck der gasférmigen Phase
tiber der kondensierten Phase (Dampfdruck) abgelesen werden. Das Sieden einer
Fliissigkeit ist ihre vollstdndige Verdampfung wenn der Dampfdruck gleich dem
Aufsendruck ist. Fiir Wasser bei Atmosphérendruck (p = 1013 mbar) entspricht
dies per Definition einer Temperatur von 100°C. Die Tabelle enthélt die Dampf-
driicke von HyO bei verschiedenen Temperaturen. Oberhalb 7, bilden die N Mo-

T [°C] -10 0 410 20 25
p[Torr] | 215 458 610 921 17,54 23,76
T [°C] 40 60 80 100 120 150
p [Torr| | 55,32 149,38 3551 760,0 1489,1 35705

Tabelle 5.1: Der Dampfdruck von Hy O ist abhdingig von der Temperatur

lekiile fiir beliebige Volumen oder beliebige Dichten N/V' immer eine homogene
Phase und die Unterscheidung zwischen Dampf und Fliissigkeit gibt es nicht mehr.
Unterhalb 7, bilden sie eine Phase fiir Volumen kleiner als V; oder Volumen grofer
als V. Aber fiir Volumen zwischen V; und V; koexistieren die beiden Phasen. Im
2-Phasengebiet gibt es die metastabile und die instabile Region.

Fir T' < T¢ sind Zustande mit V; <V < Vj und V5, <V <V, metastabil, da
hier p(V') eine negative Steigung und damit F' (V') eine positive Kriimmung hat.
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o cine Phase /517 _ g

Abbildung 5.5: Die stabilen, metastabilen und instabilen Phasen.

Die entsprechenden Zusténde sind lokale Minima der freien Energie und deshalb
metastabil. Fiir Volumen zwischen V; und V5 hat die freie Energie ein (lokales)
Maximum und daher sind die Zustdnde mit Volumen in diesem Bereich insta-
bil. Im instabilen Bereich ist die Kompressibilitdt negativ und es setzt sofort eine
Phasentrennung ein. Im metastabilen Bereich kann das System die freie Energie
durch Phasentrennung erniedrigen. Aber um die Phasen zu trennen muss hier eine
Energiebarriere iiberwunden werden. Fiir Wasser sind einige Sonderbezeichnun-
gen gebrauchlich. Die Grenzkurve zwischen stabilen und metastabilen Zustdanden
heifst Grenzkurve. Man bezeichnet Wasserdampf im Zustand auferhalb der Grenz-
kurve als diberhitzten Dampf, auf der Grenzkurve als trockenen gesdattigten Dampf,
innerhalb der Grenzkurve als Nafidampf. Die Tabelle enthélt die kritische
Temperatur, den kritischen Druck und das kritische molare Volumen fiir ausge-
wéhlte Substanzen. Zum Beispiel findet bei COy schon unterhalb von T, = 32°C
Phasentrennung statt.

5.2.1 Joule-Thomson Prozess fiir das van-der-Waals Gas

Die adiabatische Ausdehnung eines Gases kann auf unterschiedliche Weise gesche-
hen und die Temperaturédnderung wahrend der Expansion hangt davon ab, wie die-
se geschieht. Bei einer reversiblen und isentropen Ausdehnung verrichtet das Gas
eine Arbeit und seine Temperatur nimmt ab. Beim Ausstromen verrichtet es dage-
gen keine Arbeit und nimmt keine Warme auf, so dass die innere Energie konstant
ist. Wir betrachten nun die Drosselung eines stromenden Gases. Eine Drosselung
ist eine stationdre Stromung durch eine Drossel — eine Querschnittsverengung oder
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Stoff | Masse T. De V.

|g/mol] [K] [bar] [dm?/mol]
Hy 2 33 12,9 0.065
He 4 5,2 2,3 0.058
H,O 18 647,4 221 0.055
Ny 28 126 34,1 0.090
09 32 154 50,4 0.075
COq 44 304 73,6 0.096
SO, 64 430 78,5 0.096
Hg 200 1720 1080 0.040

Tabelle 5.2: Kritische Grofien (1., p., V.) fir einige Medien.

ein anderes Hindernis in einem Rohr zur Druckminderung des Gasstromes. Jeder
Drosselungsprozess ist irreversibel. Vernachlédssigt man die kinetische Energie der
Stromung, dann ist bei adiabatischer Drosselung die Enthalpie konstant. Dies wur-
de in Abschnitt diskutiert. Die Temperatur des Gases kann sowohl steigen als
auch sinken. Das konkrete Verhalten wird durch den Joule- Thomson-Koeffizienten

pr = (g_j;)H (5.26)

beschrieben. Ein ideales Gas dndert beim Drosseln die Temperatur nicht, da die
molare Enthalpie konstant bleibt. Wegen der fiir ideale Gase giiltigen Beziehung
dH = nC,dT folgt aus dH = 0 die Konstanz von T'. Die Drosselung verléuft also
ohne Anderung der Temperatur. Bei realen Gasen sinkt dagegen die Temperatur
haufig beim Drosseln — dies nennt man den Joule- Thomson-Effekt. Deshalb kann
man ein Gas durch Drosseln abkiihlen. Bei sehr hohen Driicken und bei hohen
Temperaturen wird aber auch Temperaturerhohung beim Drosseln eines realen
Gases beobachtet.

Betrachten wir die Enthalpie als Funktion von der intensiven Groéfsen 7' und p,
so gilt fiir einen isenthalpischen Prozess

OH 0OH OH
d (8T>pd +(8p)po nC,d +(ap)po 0 (5.27)

Wegen dH = T'dS + V dp gilt mit Hilfe der letzten Maxwell-Relation in (4.42)) die
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(), (), v-r () e o

Deshalb folgt aus (5.27)) folgender Ausdruck fiir den Joule- Thomson Koeffizienten,

or 1 o0H 1 oV
_ (9N _ L oy 1 [0V ) 2
w=(5), = (), n0p< (aT),, V) 529

Mit Hilfe des Ausdehnungskoeffizienten « in ([1.19)) schreibt sich die Formel geméfs

VT 1

Formel

Dies ist ein allgemeines und modell-unabhéngiges Resultat. Das van der Waals
Gas hat den Ausdehnungskoeffizienten

B 1 (6V> . (V—nb)V2 ideal 1
p

“Tv\or) TTVE —2an(V —mb2/R T (5:31)
Fir viele Gase, zum Beispiel Oy oder Ny bei Raumtemperatur, ist der Ausdeh-
nungskoeffizient grofer als fiir ideale Gase, o > 1/T. Dann ist der Joule-Thomson
Koeffizient pyr positiv und das Gas kiihlt bei Drosselung ab. Wir fragen jetzt
nach demjenigen Gebiet im p, V-Diagramm, in dem Drosselung (Entspannung)
mit Temperaturerniedrigung verbunden ist. Es wird begrenzt durch die Inversi-

onskurve, auf der pyr = 0 gilt, also nach ([5.30))
1

==
Fiir einen Stoff mit van der Waalschen Zustandsgleichung erhalten wir nach ([5.31))

die Inversionskurve )
2a [V —nb
_ =) .
T ( v ) , (5.33)

worin noch V' als Funktion von 7" und p auszudriicken ist. Wir gehen zu den

a(T, p) (5.32)

reduzierten Koordinaten tiber und erhalten zunachst

1\? 4
3] =2t
(3-7) =3

1 !
— =372 /-. 5.34
- F2y/3 (5.34)

und somit
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Da das Volumen stets grofser als nb ist, fithrt nur das obere Vorzeichen auf eine

physikalisch erlaubte Losung. Setzen wir diesen Ausdruck in die reduzierte van der

Waals Gleichung ((5.11)) ein, so erhalten wir

P =243t — 12t — 27. (5.35)

D
10 - Inversionskurve
8 4
6 4
4 1 T
(%), >0
9
t
T T T T T T T
3 2 3 4 5 6 27
4 1

Abbildung 5.6: Inversionskurve fir das van

der Waals Gas.

Die Abbildung zeigt die Inver-
sionskurve in reduzierten
Koordinaten. Fir Wasserstoff Hy
mit T, ~ 33K und p. =~ 13 bar ist
bei Zimmertemperatur der Koeffi-
zient pyr negativ, wiahrend er fiir
Luft mit 7, ~ 132K und p. ~ 35
bar positiv ist. Bei isenthalper
Entspannung im Joule-Thomson-
Prozess kiihlt sich Wasserstoff bei
Raumtemperatur also nicht ab,
wie viele andere Gase, sondern
erwarmt sich. Hochkomprimierter
Wasserstoff kann sich deshalb
beim Ausstromen aus schadhaften

Rohren von selbst entziinden. Allerdings erhoht sich die Temperatur bei einer

Entspannung von 200 bar auf 1 bar nur um 6 K. Die Explosionsgefahr ist hier also
gering. Erst unterhalb der Inversionstemperatur 7; = 27/4 - T, ~ 223 K kann sich
Wasserstoff bei Drosselung iiberhaupt abkiihlen.
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6 Phaseniibergange

Materie kann in verschiedenen Phasen oder Aggregatzustéinden auftreten: als Gas,
Fliissigkeit oder kristalliner Festkorper. Weiterhin gibt es den Zustand des Plasmas
— gasformige Materie, die nicht nur aus neutralen Atomen oder Molekiilen aufge-
baut ist. Einen Zwischenzustand zwischen Fliissigkeit und Kristall stellen fliissig-
kristalline Materialien dar. Diese konnen von anisotropen organischen Molekiilen
gebildet werden. Beispiele hierfiir ist die nematische Phase. Amorphe Festkorper
sind nicht-kristalline Materialien, die sich nicht im thermodynamischen Gleich-
gewicht befinden. Ein Phaseniibergang ist eine Umwandlung einer Phase in eine
andere. Er findet bei gegebenem Druck und einer charakteristischen Temperatur
statt und ist hdufig mit einer Umwandlungsenthalpie verbunden. Meist sind Phasen
durch einen Ordnungsparameter charakterisiert. Beispiele fiir Ordnungsparameter
sind

Phase Ordnungsparameter
Fliissigkeit Dichtedifferenz zum Gas
Kristall Gittersymmetrie

Ferromagnet spontane Magnetisierung
Supraleiter Dichte der Cooperpaare
Suprafliissigkeit | Dichte der suprafluiden Phase

Springt bei einem Ubergang zwischen zwei Phasen mindestens eine extensive Zu-
standsgrofe so handelt es sich um einen Phasentibergang 1. Ordnung. Beispiele fiir
Phaseniibergénge 1. Ordnung sind

e die meisten Schmelz- und Siedeprozesse

e die strukturelle Umwandlung eines Festkorpers.

Phaseniibergénge erster Ordnung sind durch Keimbildung (Bildung von Clustern
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der Tochterphase in der Mutterphase), eine latente Warme und Hysterese Effekte
(Unterkiihlung, Uberhitzung) gekennzeichnet.

Bei Phaseniibergéngen 2. Ordnung sind die beiden Phasen am kritischen Punkt
gleich beschaffen, insbesondere werden extensive Grofien beider Phasen am kriti-
schen Punkt gleich. Beispiele fiir Phaseniibergénge 2. Ordnung sind

e der ferromagnetische Ubergang,
e der Supraleitungsiibergang bei H = 0,

e der Ubergang von normalfliissigen *He zu suprafluiden “He.

Abhingigkeit des chemischen Potentials von 7" und p: Wir betrachten einen
homogenen Stoff und erinnern daran, dass die Ableitung der freien Enthalpie nach
der Temperatur gleich der negativen Entropie ist,

(%) s o

Nach dem 3. Hauptsatz ist fiir alle Substanzen S > 0 und damit ist die Steigung
von G(T,...) negativ.

Anderseits ist die molare freie Enthal-

U pie gleich dem auf das Mol bezogene che-
T-Abhéangigkeit von p

mische Potential, also gilt auch

(2) -8
or ) n

Das chemische Potential nimmt somit

—Sn < 0. (6.2)

mit steigender Temperatur stetig ab.

Die Abnahme ist starker fur Gase als

fest R (oociotmig fiir Fliissigkeiten, und fiir Fliissigkeiten

T, Ty T wiederum stéirker als fiir Festkorper, da

fiir die entsprechenden Entropien gilt
Sm(Gas) > S,,(Flissigkeit) > S, (Festkorper). Die Druckabhéngigkeit des Gibb-
schen Potentials ist gegeben durch
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und deshalb finden wir fiir die Druckabhéngigkeit des chemischen Potentials je Mol

(3_“) Vo, (6.4)
op)r n

Das chemische Potential nimmt also mit steigendem Druck zu, da das molare
Volumen V,,, positiv ist. Allgemein gilt V;,,(Gas) > V,,(Flissigkeit). Zudem gilt
fiir die meisten Substanzen V,,(Fliissigkeit) > V;,(Festkorper), da der Feststoff
meist eine hohere Dichte als die Fliissigkeit hat. Eine lebenswichtige Ausnahme ist
das Wasser. Eine Druckerhhung beeinflusst das chemische Potential von Gasen
starker als von Fliissigkeiten und Festkorpern.

6.1 Ehrenfest-Klassifizierung von
Phaseniibergangen

Nach Paul Ehrenfest klassifiziert man Phaseniiberginge mit Hilfe des Gibbspoten-
tials (freie Enthalpie) oder des chemischen Potentials:

FEin Phaseniibergang ist von 1. Ordnung wenn sich eine erste Ableitung von
w(T,p) beim Ubergang unstetig dndert. Er ist von 2. Ordnung, wenn alle ersten
Ableitungen von pu(T,p) stetig ist aber eine zweite Ableitung einen Sprung hat.

6.1.1 Phaseniibergange 1. Ordnung

Im Folgenden werde die Teilchenzahl festgehalten und nicht mehr explizit geschrie-
ben. Beim Phaseniibergang stehen die beiden Phasen, bezeichnet mit A und B,
miteinander im Gleichgewicht und entsprechend gilt am Phasentiibergang

pa(T,p) = ps(T, p)- (6.5)

Eine Variation dieser Bezichung fiihrt auf eine Verkniipfung der infinitesimalen An-
derungen dT und dp lings der Ubergangskurve im (T, p)-Diagramm. Die Steigung
der Kurve wird durch die auf Seite [83| diskutierte Clausius-Clapeyron-Gleichung

dp _Sp—51+ 1 aas
8T T., pe VB - VA TUB — Vg

(6.6)
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beschrieben.

Bei einem Ubergang 1. Ordnung springen die ersten Ableitungen des chemischen
Potentials, also die molare Entropie und das molare Volumen.

p, T p, T p, T p, T p, T

Die allgemeine Relation dH = T'dS + Vdp vereinfacht sich fiir isotherme und
isobare Prozesse und impliziert dann AH = TAS. Deshalb springt bei einem
Phaseniibergang neben den auf ein Mol bezogenden Volumen und Entropie auch
die molare Enthalpie,

Hp — Hy =T.(Sg — S4). (6.7)

Das typische Verhalten von chemischen Potential, Volumen, Entropie, Enthalpie
und Warmekapazitat bei einem Phaseniibergang 1. Ordnung sind in obiger Figur
wiedergegeben.

Beispiel: Dampfdruckkurve

Im allgemeinen hingen Ubergangswirme und Differenz der molaren Volumina der
beiden Phasen von der Temperatur ab. Erst bei Kenntnis dieser funktionalen Ab-
héngigkeit kann man die Clausius-Clapeyron Gleichung 16sen. Mit einigen
vereinfachenden Ndherungen kann man sie allerdings 16sen und die Dampfdruck-
kurve p(T) explizit berechnen. Wir nehmen im Folgenden an:

e Annahme 1: Vgas > Vhissig, 50 dafl man vgigsie vernachlassigen darf,

e Annahme 2: g4 sei temperaturunabhéangig,

e Annahme 2: fiir vg5(p,T") sei die Zustandsgleichung des idealen Gases eine
gute Naherung: pvg.s = RT.
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Mit diesen Annahmen gilt

dp Lo 1p
dT ~ Ty, T2RMP

Daraus folgt die Differentialgleichung

dp  qap dT qAB

s =7 T = logp = BT + konst.
woraus sich eine exponentielle Abhéngigkeit des Drucks von der Temperatur und
der molaren Ubergangswirme ergibt,

p(T) = page™ 48/ HT (6.8)

worin p,, der Druck auf der Grenzkurve fiir sehr grofe Temperaturen ist.

Pomerantschuk Kiihlung: Die Grenzkurve p(7") zwischen festem und fliissigem
Helium-3 hat fiir tiefe Temperaturen 7' < 1K eine negative Steigung. Aus der
Clausius-Clapeyron-Gleichung liest man ab, dass in diesem Bereich molare Entro-
pie der festen Phase grofser sein muss als diejenige der fliissigen Phase,

dp o Sfliissig — Sgas

= < 0 = Sfest > Stiissig- (6.9)
dT Vfissig — Vgas

Wir folgern, das festes Helium-3 in diesem Bereich ein gréftere Entropie hat, als
fliissiges Helium-3. Deshalb kann fliissiges Helium-3 durch Warmezufuhr fest wer-
den. Oder durch adiabatische Kompression, bei welcher der Ubergang fliissig-fest
stattfindet, kann das System abgekiihlt werden (,,Pomerantschuk-Kiihlung®).

6.1.2 Phaseniibergange 2. Ordnung

Bei einem Phaseniibergang 2. Ordnung besitzen beide Phasen gleiche Eigenschaf-
ten am kritischen Punkt. Die ersten Ableitungen der freien Enthalpie springen
nicht, und

VB—VAZO und SB—SAZO. (610)

Die beiden Phasen haben beim Ubergang gleich grofe extensive (molare) Gréfen.
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p, T p, T p, T p, T p, T

Das typische Verhalten von chemischen Potential, Volumen, Entropie, Enthalpie
und Warmekapazitat bei einem Phaseniibergang 2. Ordnung sind in obiger Figur
wiedergegeben.

6.2 Die Gibbsche Phasenregel

Die Gibbsche Phasenregel ist eine wichtige Beziehung fiir die Phasenbildung in Mi-
schungen mit mehreren Komponenten. Sie setzt die Anzahl Freiheitsgrade F' eines
thermodynamischen Systems mit K Komponenten und P Phasen in Beziehung.

Wir betrachten also eine beliebige Anzahl von unabhéangigen Komponenten und
nummerieren sie geméfs
1,2,... K. (6.11)

Zuerst betrachten wir nur eine Phase. Die Anzahl Teilchen in Komponente ¢ be-
zeichnen wir mit N; und die Zahl aller Teilchen ist N = >_ N;. Die Konzentration
der Komponente 1,

G =— i=12...K, (6.12)

ist eine intensive Variable. Offensichtlich gilt > ¢; = 1. Damit gibt es K + 1
unabhéngige intensive Variablen,

T,p,cry...,Cx_1. (6.13)

Multiplizieren wir die Gibbs-Duhem Relation (4.60) mit N4/N dann folgt fiir
mehrkomponentige Systeme,

> cidp; = =8, dT + V,, dp, (6.14)

i
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wobei sich die chemischen Potentiale, Entropie und Volumen auf ein Mol beziehen.

Als néchstes betrachten wir P koezistierende Phasen. Im Gleichgewicht sind
Temperatur und Druck in allen Phasen gleich,

T, =---=Tp und pL ="+ =Dpp. (615)
Als intensive Variablen wéhlen wir die 2 + PK Zustandsgrofsen
T,p und c¢; = Konzentration von Komp. i in Phase p. (6.16)

In jeder Phase gilt
K

Zcipzl, p=1,..., P

i=1
Entsprechend gibt es 2 + P(K — 1) unabhéngige intensive Variablen. K (P — 1)
weitere Koexistenzbedingungen ergeben sich aus der Gleichheit der chemischen
Potentiale einer festen Komponente in den verschiedenen Phasen,

Hi1 = g2 = = = Uqp, ’L:LQ,,K (617)

Die Anzahl F' unabhingiger intensiver Variablen bei P Phasen in Koexistenz ist
damit durch die folgende Phasenregel von Gibbs festgelegt:

F=2+PK-1)—K(P—-1)=K+2—P (Gibbsche Phasenregel). (6.18)

Fir K Komponenten in einer Phase konnen wir die K 4 1 unabhéngigen Variablen
in [6.13] wahlen.

Fiir eine einkomponentiges System ist
F=3-P (K =1). (6.19)

Ist ein einkomponentiges System in einer Phase, dann ist /' = 2 und p, T" kénnen
unabhéngig voneinander gewahlt werden. Die Phase definiert eine Fléache im Pha-
sendiagramm. Sind zwei Phasen im Gleichgewicht dann ist /' = 1 und p,T sind
nicht mehr unabhéngig. Man findet eine Koexistenzkurve p(7") im T, p-Diagramm.
Bei einem Ubergang 1. Ordnung ist deren Steigung durch die Clausius-Clapeyron-
Gleichung bestimmt. Die Kurve kann in einem kritischen Punkt enden. Fiir drei
Phasen im Gleichgewicht ist F' = 0 und weder p und 7" konnen unabhéngig vonein-
ander gewéhlt werden. Drei Phasen koexistieren hochstens in einem Punkt, dem
Tripelpunkt.
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p [bar]
\ kritischer Punkt
220, 5
fliissig
Schmelzkurve
fest
Dampfdruck
Sehmel . kurve
chmelzpunkt
1,013 b Siedepunkt
0,0061
’ Tripelpunkt gasformig
~
Sublim4tionskurve T [°C]
0 100 374
0,01

Abbildung 6.1: Das Phasendiagramm von HsO.

In Abbildung[6.1] sind die drei Phasen des Wassers mit ihren Grenzen geplotted.
Diese koexistieren im Tripelpunkt bei p = 6.117 mbar und 7' = 0.01°C. Die Dampf-
druckkurve endet im kritischen Punkt bei p, = 220.64 bar und 7T}, = 373.95°C.
Oberhalb des kritischen Punkts gibt es einen stetigen Ubergang von Fliissigkeit
zu Gas. Fir das Leben auf der Erde ist die Anomalie des Wassers von Bedeu-
tung: Das spezifische Volumen von Eis ist grofler als das von Wasser bei 0°C und
die Schmelztemperatur sinkt mit steigendem Druck. Das Phasendiagramm von
Wasser unterscheidet sich vollig von dem der meisten Substanzen, bei denen die
Schmelztemperatur mit dem Druck zunimmt.

Nach der Gibbschen Phasenregel ist die Koexistenz von vier Phasen eines ein-
komponentigen Stoffs im thermischen Gleichgewicht nicht moglich. Ein System mit
zwet Komponenten und zwei Phasen ist zum Beispiel eine homogene Mischung aus
Ethanol und Wasser mit Dampfphase. Hier gibt es

F=24+2-2=2 (6.20)

unabhéngige intensive Zustandsgrofen und es existiert eine 2-dimensionale Ko-
existenzflache.
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7 Polarisierbare und
magnetisierbare Stoffe

Bei den bisherigen Untersuchungen waren die Zustandsvariablen die Tempera-
tur, der Druck, das Volumen und die Teilchenzahl. Es kénnen aber auch andere
Zustandsgrofen auftreten, die das Verhalten von thermodynamischen Systemen
beeinflussen. Als wichtiges Beispiel werden in diesem Kapitel Gleichgewichtszu-
stande in elektrischen und magnetischen Feldern untersucht. Dabei benutzen wir
das cgs-System mit cm, Gramm und Sekunden als Grundeinheiten.

Bei der Bestimmung der thermodynamischen Potentiale muss man darauf ach-
ten, was zum System gezdhlt wird und was zur Umgebung. Man kann immer ein
exaktes Differential eines Feldenergieanteils abziehen, wenn dieses unabhdngig vom
thermodynamischen Zustand ist. In der Literatur werden verschiedene Ausdriicke
fiir die reversible Arbeit und die Potentiale verwendet, und dies kann verwirrend

sein.

7.1 Energiebilanz

Zunachst erinnere ich kurz an den Energiesatz der makroskopischen Elektrody-
namik. In der makroskopischen Elektrodynamik sind das elektrische Feld E und
die magnetische Flufdichte (magnetische Induktion) B die rdumlichen Mittelwer-
te der entsprechenden Grofsen E,, und B,,, welche die Maxwellschen Gleichungen
mit den mikroskopischen Ladungs- und Stromdichten erfiillen. Es gilt also

V-B =0, VXE—!—EE:()
c Ot
10FE Ax
-E =14 B——=—{3.). 1
V- E=dnlp), VxB-1o0="() ()
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Die gemittelte Dichte (py,) zerlegt man in die Polarisationsladungsdichte —V P,
hervorgerufen durch die Polarisation der gebundenen Ladungstrager und die La-
dungsdichte der ,freien Ladungstriger. Die gemittelte Stromdichte enthélt einen
Anteil aufgrund der zeitlichen Variation der Polarisationsladungen und einen An-
teil von den Wirbeln der Magnetisierungsdichte M,

. . oP
(pw) =pr =V - P, (jm) = ji ¢V X M + —-. (7.2)
Mit Hilfe der dielektrischen Verschiebungsdichte D und des Magnetfeldes H, de-
finiert durch

D=FE+4rP und H =B —41M, (7.3)
schreiben sich die gemittelten Maxwellgleichungen in der bekannten Form,
10B
V.-B=0, () VXE+-——=0
(@) ) VxE+
10D  4rm .
() V-D=drpr, (d) VxH--"—5= ?ﬂgf. (7.4)

Multiplizieren wir (b) mit H und (d) mit E so ergibt sich nach Subtraktion der
entstehenden Ausdriicke die Bilanzgleichung

1 oD 0B c

—|\E-—+ H - — —V - (ExH)=—35"-E. .
47?( E)t+ 8t)+47rv (E > H) o (7.5)
Ein polarisierbares und magnetisierbares Medium befinde sich innerhalb eine Raum-
gebiets GG. Durch Integration von ([7.5)) iber das Gebiet erhalten wir mit Hilfe des
Gaufischen Satzes

—i5tj{ (EXH)'df:/<LE‘5D+LH'5B+jf'E(St>. (7.6)
G o \4m

70 47

Auf der linken Seite steht die Energie, welche in der kleinen Zeit §t in das System
fliefst. Diese teilt sich auf in Arbeit, welche das elektrische Feld an der Stromdichte
§r in der Zeit dt leistet und Arbeit 6 A, die fiir die Anderungen 6D und 6 B von D
und B benotigt wird.

7.2 Dielektrika

Wir betrachten ein polarisierbares Medium in einem elektrischen Feld welches
durch Ladungen )7 und @), auf den Platten eines Kondensators erzeugt wird.
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Auferhalb der Leiter gelten
VxE=0 , V-D=0, (7.7)

wobei D = E+4n P ist. Hier ist die Polarisation mit dem elektrischen Feld iiber ein
Zustandsgleichung P = P(T, E) verbunden. Die Annahme einer derartigen Zu-
standsgleichung kann fiir ferroelelektrische Systeme mit Hysterese problematisch
sein. Bei gegebenen
Potentialen oder Ladungen auf den
Kondensatorplatten und der Rand-
bedingung ¢(z) — 0 fiir |z| — oo
Dielektrikum sind die Felder durch eindeutig

bestimmt.

Q1,q1 Q2,q2 Wir stellen uns vor, das Dielek-
trikum werde durch Kontakt mit ei-
nem Reservoir auf konstanter Tem-
peratur T gehalten. Nun formen wir
die verrichtete Arbeit A = > ¢;0Q;
—I_ 1l —I_ fiir das Aufbringen von zuséatzlichen
' kleinen Ladungen 0@); auf die Plat-

ten des Kondensators um. Mit Hilfe

von
1

= D - df, .
Q=-p [ D (7.8)

wobei das gerichtete Oberflichenelement df; in das Innere des Leiters L; zeigt,
und der Konstanz von ¢; auf L;, folgt

1 1
A=—— 6D - df;=—— [ &’zV-(¢6D
0 47TZi: . ¢; 0D - df; . CLd xV-(¢dD),

wobei im letzten Integral iiber das Gebiet auflerhalb der Kondensatorplatten, d.h.
iiber das Komplement der Leiter, integriert wird. Mit Hilfe von

V- (¢pdéD)=¢ V;§D+5D-V¢: —0D - FE
finden wir fiir die zugefiihrte Arbeit den Ausdruck

1
0A = — E - 6D d3z. 7.9
47 CL v ( )
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in Ubereinstimmung mit der allgemeinen Energiebilanz 1)

Hier interessiert uns die aufgebrachte Arbeit ([7.9)), vermindert um den Arbeits-
aufwand zur Aufladung der Platten mit gleichen Ladungen in Abwesenheit des
Dielektrikums, also

1
§Agys = 0A — — | Ey-§E, d’x, (7.10)

™ JcL

wobei Ey das elektrische Feld ohne Dielektrikum ist. Nun schreiben wir 6 Agys um
und gelangen zu einer in der Thermodynamik gebrauchlichen Form: Im Ausdruck

5 Agys — 4i /CL (E-6D — By - 5By (7.11)

™

zerlegen wir die Differenz zwischen den Klammern gemafs
(...)=E-(0D—0Ey)+(E—D)-5Ey+ (D — Ey) - ) Ey. (7.12)

Der letzte Term liefert im Integral ((7.11) wegen 0 Ey = —V ¢ den Beitrag

/CL(EO—D)-V(Sgbo:/CLégbOV-(D—E0)+zi:5¢07i£ (Ey — D) - df.

L;

Das Integral iiber CL auf der rechten Seite ist Null, da hier V- D =V - Ey = 0
ist. Die Integrale iiber die Oberflichen der Leiter verschwinden ebenfalls, da die
Integrale

/ Ey,-df und D - df
OL; OL;

beide (—47Q);) ergeben. Ersetzt man nun im Beweis d¢g durch ¢ und D — Ey durch
0D — § Ey dann erkennt man, dass auch der erste Term in (7.12)) zu Null integriert.
Damit erhalten wir

§Agys = — / P . §E, d*z, (7.13)

wobei der Integrand nur innerhalb des Dielektrikums ungleich Null ist. Fiir homo-
gene Felder lautet die Differentialform fiir die reversible Arbeit

5ASys - _Ptot . dEO, (714)

wobel P, = V P die totale Polarisation des Mediums ist.
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7.3 Magnetika

Wir wollen nun die Arbeit berechnen, welche durch die Spannungsquelle einer
Spule geleistet werden mufs, um einen Korper in der Spule zu magnetisieren. Der
durch eine lange Spule mit N Windungen und Lénge L flieffende Strom I erzeugt

das Magnetfeld
47

H = EN 1 (7.15)
in Richtung der Spulenachse. Wahrend der Magnetisierung wird sich das Magnet-
feld in der Spule #ndern. Durch die entsprechende Anderung des magnetischen
Flusses wird eine Spannung induziert, die nach der Lenzschen Regel bei zuneh-

mender Stromstéarke gegen den Strom wirkt,

fE- dr:—%/B-df:>Uind:—§BF. (7.16)
Damit der Strom nicht abnimmt muss die Spannungsquelle mindestens eine gleich
grofse, aber entgegengesetzt gerichtete Spannung aufbringen. Wir wollen im Fol-
genden den Ohmschen Widerstand der Spule vernachléssigen, so dass die Span-
nungsquelle nur dann Arbeit verrichtet, wenn sich das Magnetfeld andert. Die
verrichtete Arbeit dient zur Erh6hung der Magnetfeldenergie in der Spule als auch

zur Magnetisierung des Korpers. Wegen U = —Uj,q und mit der Formel fiir [ in
(7.15) finden wir dafiir den Ausdruck

A:/IU dt = / (4;[]’\[1{) (%BF) dt = %/H dB. (7.17)

Integriert man vom Anfangs- bis zum Endzustand, dann erhédlt man die gesamte

von der Batterie geleistete Arbeit. Dieses Resultat fiir homogenen Felder ist in
Ubereinstimmung mit dem allgemeinem Ausdruck in 1' fiir inhomogene Felder,

§A = i/H 0B d*x (7.18)
47

Man beachte, dass dieser Ausdruck fiir Magnetika aus demjenigen fiir Dielektrika
durch die Substitution £ — H und D — B hervorgeht.

Mit §A erhélt man die gesamte von der Spule geleistete Arbeit. Nun kénnte
man dies als Energieinderung des betrachteten Magnetikums ansehen. Da aber
selbst ohne den Korper in der Spule eine Arbeit aufgebraucht worden wére (um das
Magnetfeld H aufzubauen), spaltet man d A in zwei Anteile auf: Ein Anteil gibt die
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Anderung der Feldenergie fiir eine leere Spule, der andere wird als Energiesinderung
des Systems angesehen,

§A = %/H (6H +4n6M) = 8i/5H2 + 6 Agys. (7.19)
™

™

Der erste Term ergibt die Energie, die das Feld allein (ohne anwesenden magneti-
sierbaren Korper) hinzugewonnen hétte. Der zweite Term

§Asys = / H-§M d&*z. (7.20)

kann deshalb als Energie aufgefasst werden, die der Kérper hinzugewonnen hat.
Fiir ein homogenes Spulenfeld im Magnetikum ist das Differential der reversiblen
Arbeit

0Agys = H - dMyoy mit My = VM. (7.21)
Man behalte in Erinnerung, das H das dufsere Feld ist, welches im allgemeinen
vom makroskopischen Feld innerhalb des Magnetikums verschieden ist. Es sind

auch alternative Definitionen der Systemenergie denkbar, und eine entsprechende
Betrachtung fiir magnetisierbare Medien findet sich im Anhang zu diesem Kapitel.

7.4 Potentiale fiir Dielektrika und Magnetika

Wir betrachten im Folgenden nur Magnetika, bei denen die Felder iiber die Probe
homogen sind. Durch die Substitution von Magnetfeld und Magnetisierung durch
elektrisches Feld und Polarisierung gehen die Formeln fiir Magnetika in die ent-
sprechenden Formeln fiir polarisierbare Medien iiber. Es bezeichne M die Kompo-
nente des totalen magnetischen Momentes M;,; in Richtung des dufleren Feldes,
H - dM,,, = HdM. Die Zustandsvariable M ist extensiv und die Zustandsvariable
H intensiv. Die vom System reversibel abgegebene Arbeit ist dann

SW = pdV — HdM — udN, (7.22)
und fiir die innere Energie U(S,V, M, N) finden wir deshalb
AU = 6Qrey — OW =T4dS — pdV + HAM + udN. (7.23)

Die innere Energie hat als natiirliche Variablen die extensiven Zustandsgrofen
S, V, M und N. Die freie Energie soll durch

F(T,V,N,H)=U—-TS — HM (7.24)
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definiert werden, so dass gilt
dF = —=5dT" — pdV + pdN — MdH. (7.25)

Hieraus folgt die niitzliche Maxwell-Relation

oS ) <8M)
— = | — ) (7.26)
<8H T,V,N or HV,N

Im folgenden betrachten wir keine Mischungen und lassen die Terme mit den che-
mischen Potentialen weg. Haufig darf man fiir magnetische Substanzen (spezi-
ell fiir paramagnetische Stoffe) den Druckterm in §WW vernachldssigen. Dann ist

dU = TdS + HdM beziehungsweise dF' = —SdT — MdH, und die Analogie zu
einem homogenen Stoff (fir festes N) lautet

p+<— —H und V <— M. (7.27)

Nun betrachten wir messbare Grofen wie Warmekapazitiaten bei festgehaltenem
Magnetfeld oder bei festgehaltener Magnetisierung. Zum Beispiel ist

OQrev oS O*F
T H) = =T|—=| =-T(— ) .
ont,m = (%) =7 (5r), =7 (5m),
Leiten wir nach H ab, so erhalten wir
Cy 0% OF 0 (oM
it B N S 7.28
”(8H>T o2 OH 8T(8T)H (7.28)
Wenn also die Warmekapazitédt Cy(7,0) ohne Magnetfeld bekannt ist, so kann
man sich Cy (T, H) aus

H 2
nCly(T, H) = nCy (T, 0) + / T%M(T,H’)d}ﬁ (7.29)
0

beschaffen. Um die Temperaturdnderung bei adiabatischer Entmagnetisierung zu

berechnen, geniigt es daher, die Warmekapazitéit ohne Magnetfeld Cy (T, 0) und
die Abhéngigkeit der Magnetisierung M von T und H zu kennen.

7.5 Anhang: Andere Energiedefinitionen

Wie friiher betont, gibt es keine eindeutige Definition der Systemenergie eines ther-
modynamischen Systems im &ufseren elektrischen oder magnetischen Feld. Wir ge-
ben hier fiir polarisierbare und magnetisierbare Stoffe alternative Definitionen an.
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Polarisierbare Medien:

Wir wollen nun die Verdnderung der Energie eines polarisierbaren Medium be-
stimmen wenn die Spannung zwischen den Kondensatorplatten mit und ohne Di-
elektrikum gleich grof ist, so dass E, in

1 . 1
§Asys=— | E-6Dd’x—— [ E,-JE,d’ 7.30
Sys = 4o /C . LA o p AT ( )
das elektrische Feld ohne Dielektrikum ist, diesmal bei gleicher Potentialverteilung
auf den Leitern. Analog zu ([7.12)) schreiben wir den Integranden geméf

E-0D—E, 0E,= (E—E,) D+ E,-(0D —6E)+E, - (6E — §E,).

Mit dhnliche Umformungen wie im Fall vorgegebener Ladungen zeigt man, dass
der erste und der dritte Term keinen Beitrag zu 0 Agys liefern. Damit erhalten wir
fiir die dem Dielektrikum zugefiihrte Energie

§ Asys = / E, 0P d’z. (7.31)
Fiir homogene Felder lautet die Differentialform fiir die reversible Arbeit
5ASys - Ep ‘ dPt0t7 (732)

wobei P, = V P die totale Polarisation des polarisierbaren Stoffes ist. Der Un-
terschied zwischen dAgys in ((7.14) und (7.32) kommt davon, dass die Beziechung
zwischen (); und ¢; mit und und ohne Dielektrikum verschieden ist.

Magnetisierbare Medien:

Man kann die Energiednderung aber auch auf anderem Weg berechnen und kommt
dabei auf ein anderes Resultat. Dazu erinnern wir an die aus folgende Bi-
lanzgleichung fiir die gemittelten Felder und die gemittelte Stromdichte,

1 <E oE 0B

C .

Der letzte Term beschreibt die Arbeit, die das elektromagnetische Feld dem Sys-
tem mit Ladungen zufithrt. Im magnetisierbaren Medium entspricht (j,,) nicht
der Dichte der ,freien Strome*, sondern der Strome, die zur Magnetisierung M
zusammengefasst werden,

() = ¢V x M. (7.34)
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Also erhélt man fiir die Energieéinderung des Systems
6 Agys = c/E -(V x M) étdz. (7.35)
Zur partiellen Integration brauchen wir die Identitéat
VIMXE)=E-(VxM)—M-(VxE),

und damit kann man ([7.35|) wie folgt umformen

/E-(VXM):cj{MxE+c/M~(V><E).

Das Oberflachenintegral verschwindet, wenn man die Oberfliche auferhalb des
Korpers legt, wo die Magnetisierung verschwindet. Das zweite Integral enthalt
V x E, was mit Hilfe der homogenen Maxwellgleichungen durch 0, B ersetzt wird,
so dass

§Agys = — / M - 5B d°z (7.36)

Wir fassen die verschiedenen Energieformen im Magnetikum zusammen:
Die Arbeit der Spule ist

1

— / HéB d’z.

A7

Die Erhohung der Systemenergie hat die Form
- / M - 6B d’z.

Die Erhohung der Feldenergie ist die Differenz dieser beiden Energien und lautet

i B - 6B d*x
47

Dieser Ausdruck folgt auch direkt aus der Definition der Feldenergie im Vakuum.
Die Erhohung der Feldenergie in Abwesenheit des magnetisierbaren Korpers ist

1
— / H -6H d°z,
4
und die Arbeit der Spule abziiglich dieser letztgenannten Feldenergie hat die Form

/H-aM 3.
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Die Willkiir in der Definition der Energieinderung ,.des Systems” kommt bei Kreispro-
zessen nicht zum Tragen. Zum Beispiel gilt fiir Kreisprozesse [§H? = 0, so dass
die Anderung des ,Feldenergieanteils* verschwindet. Wegen JoM? =0 ist

%H-(SM:Y{(B—ALWM)-(SM:%B-(SM.
In analoger Weise erhilt man die Gleichungskette
/B-éHz—fH-éB:élﬂ%M-éB:—47?]{B~5M
:47r]{B-6H:—47r]éH-5M.

Das bedeutet, das man statt HoM genausogut —M - dH oder —M - ) B als Inte-
granden fiir die Energieinderung bei Kreisprozessen arbeiten kann.
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8 Kinetische Gastheorie

Die Anfinge der kinetischen Gastheorie gehen auf DANIEL BERNOULLI zuriick.
Er hat bereits den Gasdruck aus der Impulsinderung der auf die Gefafwéinde
stofsenden Gasmolekiile abgeleitet. Die weitere Entwicklung ist mit Namen CLAU-
S1US, MAXWELL und insbesondere LUDWIG BOLTZMANN verbunden. Er gab dem
Maxwellschen Gesetz der Geschwindigkeitsverteilung seine allgemeinste Form. Wir
werden in diesem Kapitel berticksichtigen, dass Stoffe aus Atomen und Molekii-
len aufgebaut sind. In Verbindung damit muss die Brownsche Molekularbewegung
erwahnt werden. Dieses Phénomen ist wohl der beste Beweis fiir die molekularki-
netische These.

8.1 Zustandsgleichung des idealen Gases

Wir betrachten ein kleines Flachenstiick AA der Berandung des Gasbehélters. Es
erfahrt eine ungeheure Anzahl Stofse durch den Aufprall der eingeschlossenen Par-
tikel. Die auf ein Flachenelement der Berandung wirkende Kraft ist als Funktion
der Zeit eine vielzackige Kurve. Der gegléttete zeitliche Mittelwert derselben defi-
niert den Druck (Kraft pro Flacheneinheit). Der Beitrag des einzelnen Stofses ist
gleich der Impulséinderung des Partikels beim Aufprall und der nachfolgenden Re-
flektion. Wenn der Stofs mit der Geschwindigkeit v unter dem Winkel 6 gegen die
Normale des Fliachenstiickes erfolgt, dann erhélt man fiir die Impulsdnderung den
Wert

Ap = 2mu - cos . (8.1)

Hier rithrt der Faktor 2 vom Riickstof her, den die Wand bei der Reflektion erfahrt
(Reflektionswinkel = Einfallswinkel). Wahlen wir das Koordinatensystem so, dass
die xz-Achse parallel zur Wandnormalen und nach aufsen gerichtet ist, dann konnen

wir auch schreiben
Ap, = 2mu,, v, > 0. (8.2)

121



8. Kinetische Gastheorie 8.1. Zustandsgleichung des idealen Gases 122

Es sei nun f(x,v) die Dichte von nicht-wechselwirkenden Teilchen im Orts-und
Geschwindigkeitsraum. Dies bedeutet, dass f(z, v)d3rd3v die im Raumvolumen
d3z um z und im Geschwindigkeitsvolumen d3v um v enthaltenen Teilchen cha-
rakterisiert. Die Dichte der Teilchen im Ortsraum ist dann gleich

n(x) = /f(w,'v) d?v, (8.3)

und die Dichte der Teilchen im Geschwindigkeitsraum ist

n(v) = /f(:z;,v) d*z. (8.4)

Fiir ein System von wechselwirkenden Teilchen wiirde man eine Wahrscheinlich-
keitsdichte
F(xy,v;...; 2N, vN) (8.5)

einfiihren, die angibt wie wahrscheinlich es ist, das ¢’te Teilchen am Orte x; mit Ge-
schwindigkeit v; zu finden. Klassisch sind die Teilchen unterscheidbar und kénnen
gekennzeichnet werden. Fiir nicht-wechselwirkende Teilchen ist die Wahrscheinlich-
keit fiir das Auffinden eines Teilchen unabhéngig von den Koordinaten der anderen
Teilchen. Dies bedeutet, das die Dichte F' faktorisiert,

N
F(x,vi;...,zy,05) = Hfi(% ;). (8.6)
=1

Handelt es sich um eine Sorte Teilchen, zum Beispiel ein verdiinntes Gas von H-
Atomen, dann wird f; = fo = --- = fy gelten. Die obige Funktion f(zx,v) ist
dann gerade N fi(x,v).

Wir wollen nun annehmen, dass die Teilchen nicht wechselwirken und von der
gleichen Sorte sind. Die Anzahl der das Flachenelement AA am Ort x pro Zeitein-
heit treffenden Teilchen mit Geschwindigkeit um v ist proportional zur Teilchen-
geschwindigkeit v, senkrecht zum Flachenstiick, zur Grofse des Flachenstiick AA
und zur Anzahl Teilchen fd3v mit Geschwindigkeit um w:

dv = f(x,v)AAv, d*v. (8.7)

Nach Multiplikation mit (8.2]) entsteht der zugehorige Impulstibertrag pro Zeitein-
heit der Teilchen mit Geschwindigkeiten um v,

2mf(z, v)AAv:d3y, (8.8)
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und nach Division durch AA den Beitrag der betrachteten Teichengruppe zum
Druck,

dp = 2mf(z,v)v>d*v, v, > 0. (8.9)
Daraus ergibt sich nach Integration iiber die Geschwindigkeiten mit v, > 0 als
Gesamtdruck
p(x) =2m f(z, v)v? dv. (8.10)
Vg >0

Dividieren wir nun das letzte Integral durch ny = [ _ f(,v)dv, dann ist der
resultierende Ausdruck gleich dem Mittelwert von v2. Im Mittel ist die Anzahl
Teilchen mit Geschwindigkeiten v, und —v, gleich grofs und deshalb ergibt sich fiir

den Wanddruck am Orte z der Ausdruck
1
p(x) = mn(z)(0?) mit (@) = 5/ &o f(x, v) vl (8.11)
RS

In Abwesenheit von elektrischen, magnetischen oder Schwerefeldern ist ein ther-
modynamischer Gleichgewichtszustand homogen. Deshalb wird weder die Vertei-
lungsfunktion f noch der Druck p von x abhéngen. In Abwesenheit von Feldern
ist der Gleichgewichtszustand auch isotrop und f(v) wird nicht von der Richtung
von v abhéngen, f(v) = f(v) mit v = |v|. Dann folgt sofort

1
(V2) = (v) = (v2) §<v2>- (8.12)
Somit entsteht der Ausdruck
mn 2
p= ?@2) = §n<Etr>- (8.13)

Hier ist Ey, die kinetische Energie der Translation eines Teilchens. Diese Gleichung
fiihrt auf eine kinetische Erklarung des Drucks. Sie fiihrt aber auch zu einer kine-
tischen Erklarung der Temperatur eines idealen Gases. Um dies zu sehen, setzen
wir

N
= 8.14
=1 (8.14)
wobeil N die Gesamtzahl der Teilchen im Volumen V' ist. Aus (8.13) wird dann
2
pV = §N<Etr>. (8.15)

Spezialisieren wir auf ein Mol eines idealen Gases, so folgt nach dem Vergleich mit
dem idealen Gasgesetz

2
PV = SNa(Ew) = RT = NakT.
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wobei k die frither eingefiihrte Boltzmannsche Konstante ist, oder aufgelost nach
der mittleren kinetischen Energie,
3

(Ey) = KT (8.16)

Die Translation hat im dreidimensionalen Raum drei Freiheitsgrade. Wir konnen
daher die Aussage (8.17)) auch folgendermassen ausdriicken: Die mittlere kinetische
Energie pro Freiheitsgrad ist

1
(Ep) = 5 KT (8.17)
Dieser Ausdruck verkniipft die Temperatur eines einatomigen Gases mit der mittle-

ren kinetischen Energie seiner Molekiile. Eine Erhohung der Temperatur beschleu-
nigt die Molekiile.

Die Mittelwerte von v,, v, und v, sind wegen der Isotropie des Geschwindigkeits-
raumes Null. Experimentell zugénglich ist als Geschwindigkeitsmafs die Grofse

(w2, (8.18)
Sie ist nur von der Temperatur und nicht vom Druck abhéngig. Aus (8.16) folgt

N
ﬂ<112> = ng oder —AT

; o) =

;RT. (8.19)

Nam ist das Gewicht u des Mols, so dass sich das mittlere Quadrat der Teilchen-

geschwindigkeit geméfs
_ 3RT

1

aus makroskopischen Daten berechnet. Fiir Wasserstoff ist 1 = 2kg/kmol. Mit
T = 273K und dem Wert ([1.38]) fiir die universelle Gaskonstante erhalten wir

(v?) (8.20)

3 m?
(v?) = 5831273 10° =

Daraus folgt

k
(0%) ~ 1,85 2. (8.21)
S

Die typische Geschwindigkeit der Wasserstoff-Molekiile ist schon bei 0°C erstaun-
lich hoch. Sie wichst mit der Wurzel aus der absoluten Temperatur.
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8.2 Die Maxwellsche Geschwindigkeitsverteilung

Fiir ein homogenes nicht-wechselwirkendes Gas ist die Verteilungsfunktion orts-
unabhéngig, f(z,v) = f(v): Greifen wir aus dem Gas willkiirlich ein Teilchen
heraus, so hat dieses irgendeine Geschwindigkeit v, und wegen der Homogenitét
spielt es keine Rolle, wo wir das Teichen herausgreifen. Wir sprechen von der Wahr-
scheinlichkeit, dass dabei die erste Komponente von v im Bereich zwischen v, und
v, + do, liegt und nennen diese Wahrscheinlichkeit g(v)dv,. Da keine Richtung
im Raum bevorzugt ist finden wir fiir die entsprechenden Wahrscheinlichkeiten der
anderen Geschwindigkeitskomponenten g(v)dv, und g(v)dv,. Wir wollen nun mit
Maxwell annehmen, dass die Verteilung von v, von den Werten von v, und v, unab-
héngig ist. Unter dieser Annahme ist die Wahrscheinlichkeit, die Geschwindigkeit
v in dem Element d*v = dv,dv,dv, um v zu finden gleich

9(va)g(vy)g(v:) d*v. (8.22)

Anderseits ist im isotropen Medium keine Richtung ausgezeichnet und deshalb ist
die Wahrscheinlichkeit, die Geschwindigkeit v in dem Element d*v = duv, dv, dv,
um v zu finden auch

fv)d®v, v=|v|. (8.23)
Wir schliefsen, dass

f(v) = g(vz)g(vy)g(v:) (8.24)
gilt. Wir leiten diese Identitédt nach v, ab und dividieren durch f. Wegen dv/dv, =
v, /v fithrt dies auf die Gleichung

f'v) _ g'(va)

vflv)  veglvs)

Die rechte Seite hidngt weder von v, noch von v, ab. Deshalb muss die linke (und

damit auch die rechte) Seite konstant sein, f'(v) = —ywvf(v). Die Losung dieser
Differentialgleichung ist eine Gaufssche Verteilung

YN YAV
flo) = (%) ey g(0,) = <%) LT/ (8.25)

Der multiplikative Faktor ist eine Integrationskonstante und wurde so gewéhlt,
dass f und g Wahrscheinlichkeitsverteilungen sind. Um die freie Konstante ~y fest-
zulegen, berechnen wir die mittlere kinetische Energie des Freiheitsgrades v,:

o0

1/2
@@i) = <l> v2 TR dy, = n (8.26)
2 o \2r) ) . 2y
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Setzen wir dies nach (8.17) gleich kT/2, so ergibt sich v = m/kT. Eingesetzt in
(8.25)) gewinnen wir folgende Verteilungsfunktion fiir jede kartesische Komponen-
ten der Geschwindigkeit,

m 1/2 2
— —muvZ [2kT
o= () " i oan

beziehungsweise fiir die Geschwindigkeit im Raum,

Fv) = (27:7@)3/2 S . %02. (8.28)
Hier ist E gerade die kinetische Energie des sich mit der Geschwindigkeit v bewe-
genden Teilchens. Dies ist das Maxwell-Boltzmannsche Verteilungsgesetz fiir Ge-
schwindigkeiten. Die Geschwindigkeiten sind nach einer Gaufsschen Glockenkurve
verteilt. Bei Erhohung der Temperatur verbreitert sich die Kurve und wird flacher.
Folglich wachst mit der Temperatur die Wahrscheinlichkeit, Molekiile mit hoher
Geschwindigkeit zu finden.

Um die Verteilung des Betrags der Geschwindigkeit v festzulegen betrachten wir
den Mittelwert fiir eine beliebige Funktion h(v). Benutzen wir Kugelkoordiaten im
Geschwindigkeitsraum, so ergibt sich nach Integration tiber die Winkel

(h(v)) = / d®v h(v)f(v) = 4m /00 dvv?h(v) f(v) = /000 dv h(v)p(v).

0

Offensichtlich ist die Funktion

3/2
o(v) = dmv? (%) e E/RT (8.29)
m

genau die gesuchte Wahrscheinlichkeitdichte fiir v. Im Gegensatz zur Verteilungs-
funktion g(v,) ist sie keine reine Glockenkurve mehr.

9(vz) ()

Vg v
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Sie féllt zwar wie die Gaufssche Glockenkurve fiir grofe v exponentiell ab, fiir kleine
v verschwindet sie aber nur quadratisch. Das Maximum der Verteilung ¢ berechnet
sich aus der Gleichung ¢'(v) = 0 nach

2kT\"?
Vy = (—> (wahrscheinlichste Geschwindigkeit). (8.30)

m

Sie ist verschieden vom Mittelwert der Geschwindigkeit

(v) = /0 " dvvp(v) = (%ym (8.31)

™m

aber auch verschieden vom Geschwindigkeitsmafs

(W2 (3"C_T>1/2, (8.32)

m

Das Verhiltnis der drei Erwartungswerte ist
vy i () s (VY2 =1:1,13:1,22. (8.33)

Eine experimentelle Bestédtigung der Maxwell-Verteilung findet man in der mit
der Temperatur zunehmenden Breite der Spektrallinien eines leuchtenden Gases.
Sie rithrt vom Dopplereffekt, hervorgerufen durch die thermischen Bewegung der
Leuchtatome. Neben dem Dopplereffekt kommt noch die Verbreiterung der Spek-
trallinien durch Druck in Betracht. Bei nicht allzu tiefen Temperaturen ist die
natiirliche Linienbreite vernachléssigbar.
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O Zustande und Observablen im
Phasenraum

Wir verfolgen nun das Ziel, die phdnomenologische Thermodynamik mikrosko-
pisch zu begriinden. Die ersten Schritte in diese Richtung gingen wir bereits im
Kapitel iiber die kinetischen Gastheorie. In der statistischen Mechanik wird be-
riicksichtigt, dass Stoffe aus Teilchen aufgebaut sind und diese den Newtonschen
Gleichungen beziehungsweise den Gesetzen der Quantenmechanik gehorchen. Wir
werden zuerst die klassische Theorie vorstellen. In diesem Kapitel wiederholen wir
die fiir die statistische Physik wesentlichen Begriffe und Eigenschaften der Ha-
miltonschen Mechanik, wie Trajektorien, Hamiltonsche Fliisse, Liouvillegleichung,
das Poincaresche Wiederkehr-Theorem oder die Reversibilitat der Mikrosphysik.
Wir beginnen mit dem Formulierung der klassischen Mechanik im abstrakten und
hochdimensionalen Phasenraum und fiihren danach den anschaulicheren p-Raum
ein.

9.1 Phasenraum

Wir betrachten ein mechanisches System beschrieben durch f verallgemeinerte
Ortskoordinaten ¢ = {¢*,¢?,...,¢'}. Die Bewegungsgleichungen seien die Euler-
Lagrange Gleichungen zu einer Lagrangefunktion L(q,q). Die Koordinaten {q¢*},
zusammen mit ihren kanonisch konjugierten Impulsen

oL

pk’:a_q-kv k?:]_,...,f, (91)

sind Koordinaten des 2 f-dimensionalen Phasenraums, der oft I'-Raum genannt
wird. Fiir gegebene Anfangsbedingungen ist die Zeitentwicklung der Orte und
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Impulse durch die Hamiltonschen Bewegungsgleichungen

on o om
Top, T PT o

33

q

(9.2)

bestimmt. Diese bilden ein System von gewthnlichen Differentialgleichungen erster
Ordnung in der Zeit. Wir fassen die Koordinaten des Phasenraums zu einem 2 f-
Tupel x zusammen:

Dann haben die kanonischen Bewegungsgleichungen (9.2)) die Gestalt

0 1
i=Xp(t,x), Xp=JVH, J= ( . of> , (9.4)
—Af

wobei V der Gradient beziiglich der Phasenraumkoordinaten x ist. Die inverierbare
Matrix J hat folgende Eigenschaften:

J'=—J J=-1=J"J=1. (9.5)

Sie definierte eine symplektische Form auf dem Phasenraum und wir nennen sie
deshalb kurz symplektische Form. Fiir zwei Funktionen F, G auf dem Phasenraum
gilt

/
OF 0G  OF 0G
VF-Xg=(VF) (JVG) =) <(9_qkapk ~ o aqk) = {F,G}.

k=1

(9.6)

Auf der rechten Seite steht die Poisson-Klammer der beiden Funktionen.

9.1.1 Trajektorien im Phasenraum

Eine Trajektorie z(t) im Phasenraum beschreibt die zeitliche Entwicklung eines
festen Anfangszustandes xg € I' und 16st das Anfangswertproblem

= Xg(t,z), x(t)) = zo. (9.7)
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Bis auf wenige Ausnahmen[[| geht durch jeden Punkt von I' genau eine Trajektorie;
zwei Trajektorien konnen sich also nie schneiden. Gébe es einen Schnittpunkt
xg, dann gibe es zwei verschiedene Losungen mit derselben Anfangsbedingung
g, im Widerspruch zur Eindeutigkeitssatz fiir das Anfangswertprobem (9.7)). Die
Tangentialvektoren an den Trajektorien definieren das Hamiltonsche Vektorfeld
Xy =JVH.

)T
/)T
F L
P L e

Abbildung 9.1: Die Trajektorien sind Integralkurven zum Vektorfeld Xp.

9.1.2 Fluss im Phasenraum

Neben den Trajektorien betrachtet man fiir jede feste Zeit die Abbildung ®,, die
jedem Anfangspunkt z seinen Endpunkt z(t) zuordnet. Die Abbildungen ®, de-
finieren bijektive Abbildungen des Phasenraumes auf sich,

O, T — T, Dy(xg) =2(t), Po(zo) = o, (9.8)

und man spricht vom Fluss in I'. Der Fluss entspricht also einer Stromung im
Phasenraum. Er ist bestimmt durch

0<I>t (ZE)
ot

= Xy(dy(z))=JVH B und @y =1, (9.9)

z)

'bei denen die Lipschitzbedingung nicht erfiillt ist.
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wobei die Anfangspunkte mit

p bezeichnet wurden. Die einpa-
rametrige Schar der Abbildun-
gen &, erfiillt

D, PPy =Dyyy, D=0,
(9.10)
woraus wiederum ®, = 1 folgt.
Diese Eigenschaften folgen un-
mittelbar aus dem Eindeutig-

keitssatz fiir das Anfangswert-

Abbildung 9.2: Fluss im Phasenraum T'. problem in (9.7) mit zeitunab-

héngigem Hamiltonschen Vek-

torfeld Xp. Fiir jedes t ist die

bijektive Abbildung ®; kanonisch und damit volumenerhaltend. Dies bedeutet,
dass fiir alle Zeiten ¢ die Jacobi-Matrix

0P, (x 00, ,(x
M,(z) = % baw. M, qp(z) = (575”) (9.11)
eine symplektische Matrix ist, M JM; = J. Zur anfingliche Zeit ist ®;—o(z) = z
und die Jacobi-Matrix M;_y = 1 ist in der Tat symplektisch. Die zeitliche Variation
der Jacobi-Matrix folgt nun aus

0 R OPH

0P,
ot " dug 0t " dx,0z, a

o(z) O

(JH"M) (9.12)

af

wobei H” die symmetrische Matrix der zweiten Ableitungen der Hamiltonfunktion
H am Bildpunkt ®;(x) ist. Aus den Eigenschaften (9.5) folgt nun, dass MTJM
zeitunabhéngig ist,

% (MTJM) = (M"H"J") JM + M"J (JH"M) = 0.

Mit M;—y = 1 sind deshalb alle M, symplektisch,
MEJIM,; = J. (9.13)

Dies bedeutet, dass die Abbildungen ®; : I' — I' kanonischen Transformationen
sind. Insbesonders ist die Determinante det M; = det M;—y = 1 und dies impliziert,
dass die ®; volumenerhaltend sind,

Vol (@,(A)) = /

dr = / dT = Vol(A). (9.14)
B(A) A
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Fiir ein allgemeines mechanisches System mit f Freiheitsgraden oder spezieller fiir
ein System von N Teilchen sind die infinitesimalen Phasenraumvolumen

/ N
dl = [[ dgidpi = a2 und  dl =[] d®z;d®p;. (9.15)

i=1 =1

Das Volumen eines beliebigen Gebietes im Phasenraum bleibt also erhalten wenn
sich die Punkte seiner Begrenzung mit dem Fluss bewegen. Der Fluss im Pha-
senraum entspricht deshalb einer inkompressiblen Flissigkeit. Der Grund fiir die
Inkompressibilitat des Flusses ist die Quellenfreiheit des Hamiltonschen Vektorfel-

des,

: 0 0H
leXH == 6—%1]&&8—1:,8 =0. (916)

Der Hamiltonsche Fluss hat weder Quellen noch Senken.

9.2 Reine und gemischte Zustiande

Der Zustand eines mechanischen Systems ist festgelegt wenn man die Orte und
Impulse aller Freiheitsgrade zu einer festen Zeit exakt kennt. Dies entspricht ei-
nem Punkt im Phasenraum. Bei N Teilchen bedeutet dies die Kenntnis von 6N
reellen Zahlen. Kennt man den Zustand zu einer festen Zeit, so kann man diesen
zu spateren oder fritheren Zeiten mit Hilfe der kanonischen Bewegungsgleichungen
bestimmen. Fiir makroskopische Systeme mit etwa N4 Teilchen ist dies aber prak-
tisch unmoglich. Fiir derart komplexe Systeme wiére es illusorisch, die Losungen
der Bewegungsgleichungen explizit zu berechnen. In der statistischen Physik fiihrt
man deshalb den Begriff eines Ensemble ¢ ein: Man ersetzt das tatsédchliche Sys-
tem, dessen Anfangsbedingungen man nur unvollstdndig kennt durch einen grofen
Satz von Kopien (ein Ensemble) mit verschiedenen Anfangsbedingungen, in Ein-
klang mit der makroskopischen Information iiber das System. Jedes Mitglied des
Ensemble wird durch einen Punkt im Phasenraum I' repréasentiert, das Ensemble
also durch eine Ansammlung von Punkten in I'; deren Verteilung durch die Punkt-
schwarmdichte (Wahrscheinlichkeitsdichte) o gegeben ist. Diese Punkte bewegen
sich wie Teilchen einer inkompressiblen Fliissigkeit, und deshalb spricht man auch
von der Ensemble-Flissigkeit (oder kurz Ensemble). Tritt zu einer gewissen Zeit
to im Ensemble bestehend aus N reinen Zustanden {xi, ..., zx} der reine Zustand
x, mit der relativen Haufigkeit (Wahrscheinlichkeit) p, auf, dann wird zu dieser
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Zeit die Verteilung (Punktschwarmdichte) durch die Wahrscheinlichkeitsdichte

N N

o(to, ) :Zpl,(S(x—xy), Py 20, Zpyz 1 (9.17)
v=1 v=1

reprasentiert. Es handelt sich hier um einen gemischten Zustand. Im Ensemble ist

der reine Zustand 0(x — x,) mit der relativen Haufigkeit p, enthalten. Nun d&ndern

sich alle reinen Zusténde (représentiert durch die Punkte z, im Phasenraum) ge-

mék den Bewegungsgleichungen — die Punkte bewegen sich in I'. Deshalb veréndert

sich der gemischte Zustand gemaf

N

o(t,z) = Zpy 6(z — x,(t)). (9.18)

v=1

Den Zustand konnen wir nur angeben, wenn wir die anfanglichen Zustéin-
de x, genau kennen. Fiir makroskopische Systeme ist dies unmoglich. Deshalb
ersetzen wir o(t,z) in durch eine kontinuierliche Wahrscheinlichkeitsdich-
te o(t,z), die angibt, mit welcher Wahrscheinlichkeit sich das System zur Zeit ¢
am Punkt z im Phasenraum befindet. Etwas genauer: Ist A C I' ein Gebiet im
Phasenraum, dann ist

wi(A) = /g(t,a:) dr (9.19)
A
die Wahrscheinlichkeit dafiir, das System zur Zeit ¢ im Gebiet A zu finden. Insbe-
sondere werden wir die Normierungsbedingung

wy(T) = /Fg(t,:v) dl'=1 (9.20)

fordern.

9.2.1 Liouville-Gleichung

Es stellt sich die Frage, welcher Bewegungsgleichung die Wahrscheinlichkeitsdichte
o geniigt. Die zeitliche Anderung der Wahrscheinlichkeit fiir das Auffinden des
System innerhalb eines Gebiets A C I' ist gleich dem durch die Oberfliche 0A
tretenden Fluss

iwt(A):—/ Mdl“:—/ Q(t,x)j:MdZ“:—/ V- (oXy) dl.
de A Ot oA A
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Diese Bilanzgleichung driickt die Erhaltung der Phasenraumpunkte aus: die durch
die Oberfliche eines Phasenraumgebietes A C I' stromenden Phasenraumpunkte
bedingen eine entsprechende Abnahme bzw. Zunahme der Phasenraumpunkte im
Gebiet. Insbesondere ist die Wahrscheinlichkeit w(I") fiir das Auffinden irgend
eines Zustands zeitunabhéngig und kann 1 gesetzt werden. Die Bilanzgleichung
gilt fiir beliebige A und es folgt die Kontinuitditsgleichung

0 0
0= 52+ V(eXu) = 52+ Xu - Vot pdivXy (9.21)

Die Divergenz des Hamilton’schen Vektorfelds ist Null, siehe (9.16)). Folglich ver-
schwindet die substantielle Ableitung (auch Lagrange’sche Ableitung genannt) der
Dichte, welche die zeitliche Anderung im mitbewegten System beschreibt:

do _ Oo 0o B

Wir haben von Gebrauch gemacht. Die wichtige Evolutionsgleichung fiir Zu-
stande

do 0o

< _Z< H =0 9.23

5 =~ 5 T ULel (9.23)
heifst Liouwille-Gleichung. Es gilt demnach fiir alles Zeiten

o(t,x(t)) = 0(0, z(0)). (9.24)

?

Uberzeugen Sie sich davon, dass dieses o die Liouville-Gleichung erfiillt.

Gemif sieht ein mitbewegter Beobachter in seiner Umgebung stets ei-
ne zeitlich konstante Dichte von Phasenraumpunkten. Das Ensemble bewegt sich
im Phasenraum wie eine inkompressible Fliissigkeit und dies ist im Einklang mit
der Eigenschaft (9.14). Obige Liouville-Gleichung ist das klassische Analogon zur
von Neumann-Gleichung fiir gemischte Zustinde in der Quantenmechanik. Nach
dem Korrespondenzprinzip geschieht der Ubergang zur Quantentheorie durch die
Ersetzung der Poissonklammer durch den Kommutator.

9.2.2 Zeitliche Anderung von Observablen

Die Observablen eines mechanischen Systems, zum Beispiel die Energie oder die
Komponenten von Impuls bzw. Drehimpuls, sind reell-wertige Funktion auf dem
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Phasenraum,
F=F(x)=F(qp) (9.25)

Kennt man den Zustand o des Systems, so kann man den Erwartungswert einer
Observablen F': I' — R als Mittelwert berechnen,

(F) = /Q(t,a:)F(a:) dr. (9.26)

Wenn die mittlere quadratische Abweichung (AF)? = (F?) — (F)? geniigend klein
ist, so kann man den Mittelwert (9.26|) mit dem makroskopischen Messwert iden-
tifizieren.

Wie wollen nun die zeitliche Anderung einer Observablen berechnen wenn sich
das System gemaéls den Hamiltonschen Bewegungsgleichungen entwickelt. Dazu
bilden wir die totale Zeitableitung einer Observablen F',

dF oF

— =VF -1+ — 2
T VF - i+ T (9.27)
und benutzen die kanonischen Gleichungen:
dF oF
— = (VF)-(JVH) + —. 9.28
— = (VF) - (JVH) + 5 (9.28)
Die rechte Seite lasst sich mit Hilfe von als Poisson-Klammer, schreiben als
dF oF
— ={F H}+—. 9.29
=R H}+ 5 (9.29)

Verschwindet die Poisson-Klammer { F, H } einer nicht explizit zeitabhéngigen Funk-
tion F' mit der Hamilton-Funktion, so ist F' ein Integral der Bewegung,

dF
{F,H} =0 <~ - = 0, F Integral der Bewegung. (9.30)
Fiir autonome Systeme héangt die Energie H nicht explizit von der Zeit ab und
wegen {H, H} = 0 ist sie dann eine Konstante der Bewegung. Fiir jedes abge-
schlossene System liegt also jede Trajektorie in der durch den Anfangspunkt z

festgelegten Energiefliche des untersuchten Systems,
x(t) €Ty, Tp={zel|H(zx)=E}. (9.31)

Fiir ein Gas in einem rédumlichen Kasten ist das Volumen jeder Energiefliche im
Phasenraum endlich, da die Orts- und Impulskoordinaten beschrinkt sind. Man
beachte, dass fiir Teilchen in einem Behélter weder Gesamtimpuls noch Gesamtdre-
himpuls erhalten sind, da Translations- und Rotationssymmetrie beide gebrochen
sind.
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9.3 Ergodenhypothese und Wiederkehr

Fiir ein stationdres System ist die Energie erhalten,
H(z) = E = konst. (9.32)

Die zeitliche Entwicklung des Systems wird durch eine Trajektorie auf der Ener-
giefldche beschrieben, die aufgrund der vielen Teilchenstofe eine vielzackige Kurve
definiert. Diese Trajektorie hdngt sensitiv von den Anfangsbebedingungen ab. Aus
der klassischen Mechanik weifs man, dass fiir ein System aus mehr als drei Teilchen
die Bewegung generisch chaotisch

ist: zwei anfdnglich sehr nahe lie- D
gende Punkte in I' entfernen sich
mit der Zeit exponentiell schnell
voneinander. Fiir Zeitdauern sehr
viel grofer als die Stofzeit (fiir ein
Gas unter Normalbedingungen ist Energieflache
diese Stofzeit etwa 10710 s) wird die /L

Trajektorie einen Zufallspfad auf

X

der Energiefliche beschreiben. Ein _ ' R

System heikt quasi-ergodisch, wenn Abbildung 9.3: Die Energiefliache in I’
jede Trajektorie jedem Punkt im
Phasenraum (der mit den duferen Zwéngen, zum Beispiel der Energieerhaltung,
vereinbar ist) in endlicher Zeit beliebig nahe kommt. Oder anders ausgedriickt: fiir
geniigend grofe Zeiten wird ein typischer Punkt eines abgeschlossenen Systems
jedem anderen Punkt auf I'g beliebig nahe kommen. Die Ergodenhypothese ist ein
Eckpfeiler der klassischen statistischen Mechanik. Leider macht sie keine Aussage
dariiber, was ,,geniigende grofe Zeit* heift. Fiir ein System von 10 Teilchen kann
zum Beispiel die Wiederkehrzeit die es braucht, bis eine Zustand sich selbst wieder
beliebig nahe kommt, sehr, sehr grofs sein. Der Wiedersatz findet sich schon in

Poincares monumentalen dreibéndigen Werk [1].

Wiederkehrtheorem von Poincare: Wir betrachten ein stationdres System
in einem endlichen raumlichen Kasten, dessen Energieflachen endliche Volumen
haben. Dann kehren fir fast alle Anfangbedingungen xy in einem messbaren Gebiet
A die Trajektorien x(t) unendlich oft nach A zurick.

Hier ist ,fast alle“ im Sinne der Masstheorie zu verstehen: Das Phasenraumvo-
lumen aller Punkte in A, die nicht zuriickkehren ist Null. Zum Beweis betrachten
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wir den Hamiltonschen Fluss ®; zu einer (beliebig gewéhlten) Zeiteinheit. Durch
mehrmaliges Anwenden der bijektiven Abbildung ®; erhalten wir die iterierten
Abbildungen ®,, zu den Zeiten t = n. Wir definieren nun die Menge der nie nach
A zuriickkehrenden Punkte in A,

B={ze€ Al ®,(x) ¢ A fiir allen € N} C A,

und beweisen, dass diese Menge das Phasenraumvolumen Null hat. Die Menge
B ist durch ®,(B) N A = () charakterisiert. Da B in A liegt, gilt dann auch
®,(B)N B =0 fiir alle n € N, oder

0,(®(B) N B) = ®poin(B) N &, (B) = 0.

Damit sind die ®,,(B) paarweise disjunkt. Da die Abbildungen ®,, volumenerhal-
tend sind gilt dann

Vol (U, @, Z\/ol Z\/ol ) < Vol(T'g). (9.33)

Fiir ein mechanisches System im endlichen Volumen ist das Volumen der Energie-
flichen im Phasenraum endlich und (9.33)) impliziert dann Vol(B) = 0.

Tatséchlich kehren sogar fast alle x € A unendlich oft nach A zuriick, denn
bezeichnet

C ={z € A|ld,(r) € A nur fir endlich viele n € N} C A, (9.34)

so gilt
C={zr e Al d,(x) € B fiir irgendein n € Ny} . (9.35)

Wegen Vol(B) = 0 folgt mit der Maftreue von ®; nun Vol(C') = 0, so dass fast alle
Punkte in A unendlich oft nach A zurtickkehren. Das Theorem wird im Allgemeinen
nicht gelten, wenn das Volumen der Energieflichen unendlich ist. Zum Beispiel
sind die Energieflichen fiir N freie Teilchen mit Masse m in einem Kasten mit
raumlichen Volumen V' gleich

FE = {pr = 2mE, T; € V} = SgN_l X VN.

Koénnen sich die Teilchen im R? frei bewegen, dann hat die Energiefliche I'p =
S3N=1 5 R3N ein unendliches Volumen und das Wiederkehrtheorem gilt offensicht-

lich nicht mehr.
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9.4 Reversible Mikrophysik

Die Bewegungsgleichungen fiir ein System von wechselwirkenden nichtrelativisti-
schen Teilchen im &ufseren elektromagnetischen Feld lauten

My = ek (E(a:k) v % X B(mk)> VWV (9.36)

Hierin sind my und e; die Masse und Ladung des k’ten Teilchens und das Po-
tential V' beschreibt die Wechselwirkung der Teilchen untereinander. Es seien
xy(t), x2(t),... eine Losung der Bewegungsgleichungen im elektromagnetischen
Feld (E, B). Lassen wir die Zeit nun (in Gedanken) riickwérts laufen, dann er-
halten wir die zeitumgekehrte Bewegung,

x, () = @ (—1). (9.37)

Bei der Zeitumkehr dndern die Geschwindigkeiten der Teilchen ihr Vorzeichen, im
Gegensatz zu ihren Beschleunigungen:

o, (t) = —dp(—1), (L) = B(—1). (9.38)

Bedenkt man, dass elektrische Felder durch ruhende und magnetische Felder durch
bewegte Ladungen entstehen, dann folgt unmittelbar, dass bei einer Zeitumkehr
ein Magnetfeld die Richtung umkehrt, im Gegensatz zum elektrischen Feld. Damit
gilt bei Zeitumkehr:

E'(t)=E(-t), B'(t)=-B(-t). (9.39)

Dies bedeutet, das eine Losung der Bewegungsgleichung bei einer Zeitumkehr in
eine Losung libergeht. Betrachten wir auch noch die Maxwellschen Gleichungen

V.E=drp, V-B=0
10B 10E  4r

E+-" = B--" =235 4
V x +c&t 0, Vx - C], (9.40)

worin die Stromdichte j = )" exd0(x — xx) bei Zeitumkehr das Vorzeichen wech-
selt, dann folgt, dass eine Losung der Maxwell Gleichungen bei Zeitumkehr in eine
Losung iiberfiihrt wird. Die mikroskopischen Bewegungsgleichungen (9.36]) und
fiir Teilchen und Felder zeichnen damit keine Richtung der Zeit aus. Die
Mikrosphysik ist — im Gegensatz zur makroskopischen Thermodynamik mit ihrem
zweiten Hauptsatz — invariant unter Zeitumkehr.
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Die Bewegungsgleichungen ({9.36)) sind die Hamiltonschen Bewegungsgleichungen
zur Hamiltonfunktion

M) =3 [ (e A0 +austen | + Ve o) 041

Das Vektorpotential A und skalare Potential ¢ bestimmen das magnetische und
elektrische Feld geméaf
10A

B = A d F=———— . 9.42
V x un - Vi (9.42)

Daraus folgt, dass bei Zeitumkehr das Vektorpotential A das Vorzeichen wech-
selt, im Gegensatz zum skalaren Potential . Wie erwartet, kehrt damit auch der
kanonische Impuls

Pr = MpEy + e—CkA(:Ek) (9.43)

bei Zeitumkehr das Vorzeichen um. Im Hamiltonschen Formalismus ist die Zeit-
umkehr

2'(t) = (=), p'(t)=—p(=1), A(t)=—A(-t), ¢t)=p(-t). (9.44)

Die Tatsache, dass die mikroskopische Theorie zeit-reversibel ist zeigt sich also
auch darin, dass die Hamilton-Funktion bei Zeitumkehr invariant ist, H(q,p) =

H(q,p).
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10 Boltzmannscher Zugang im
u-Raum

Bei makroskopischen Systemen mit etwa N4 Teilchen interessiert uns nicht die Be-
wegung der einzelnen Teilchen. Vielmehr interessieren uns Mittelwerte und Schwan-
kungn von makroskopischen Observablen, die in Zusammenhang mit thermodyna-
mischen (messbaren) Grofen stehen. Ziel unserer Betrachtungen wird sein, die
Grofsen auf mechanische zuriickzufithren und die thermodynamischen Gesetzmaé-
kigkeiten durch statistische Beziehungen zu begriinden. Im Zentrum steht dabei
die von LUDWIG BOLTZMANN eingefiithrte Entropie.

10.1 Das Boltzmannsche Prinzip

Das Boltzmannsche Prinzip fithrt die Entropie S auf das statistisches Gewicht
eines Zustandes zuriick und lautet

S = klog W. (10.1)

Diese wichtige Formel steht eingemeifelt auf dem Grabe von BOLTZMANN im Wie-
ner Zentralfriedhof. In der Form wurde sie erstmalig von PLANCK formuliert.
Auch die Boltzmannkonstante k& hat nicht Boltzmann selbst, sondern Planck ein-
gefithrt. Den Begriff Boltzmann-Prinzip hat EINSTEIN geprégt und insbesondere

fir die Umkehrung von ((10.1)), also fiir
W =5k, (10.2)

benutzt. Das statistische Gewicht W eines makroskopischen Zustands ist propor-
tional der Anzahl mikroskopischer Zusténde die ihn realisieren. Ist w die Wahr-
scheinlichkeit fiir einen Makrozustand (aus einer endlichen Menge derartiger Zu-
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stande) und wy,;, die kleinste Wahrscheinlichkeit grofer Null, dann ist

w

W = (10.3)

Wrmin

Nach einer geeigneten Normierung von W (sie-

0 0® I M, he weiter ugten) fo.lgt aus .die zéhlddz".tivitdt
oo > der Entropie, da die Wahrscheinlichkeit fiir das
gleichzeitige Eintreffen von zwei unabhéngigen

2oe © My Ereignissen gleich dem Produkt der Wahrschein-
0 © lichkeiten fiir die beiden Einzelereignisse ist. Neh-
oo® @ men wir zum Beispiel an, es seien vier Molekii-
SO O® le auf zwei Késtchen zu verteilen. Wie viele ver-
PO e® schiedene Makrozustédnde M} sind moglich? Wie
D& O)S) M aus der nebenstehenden Abbildung ersichtlich, ist
O® DO die Zahl m der Makrozustdnde gleich 5 und die-
O® DO se unterscheiden sich durch die Anzahl der Teil-
of=) PR chen in jedem der zwei Kastchen. Die Zahl der
® EN=Y0) Realisierungsmoglichkeiten dieser Zustande, d.h.
o QRBO ihr statistisches Gewicht, ist unterschiedlich. Ge-
S 0RO M,y hen wir davon aus, dass wir die Molekiile numme-
S 50® rieren oder durch verschiedene Farben markieren
Py I M kénnen, so erhalten wir 1,4,6,4, 1 Md6glichkeiten.

Diese Zahlen sind aber gerade die Binomialkoef-
fizienten

SO0 00 -0

Am wahrscheinlichsten ist also die Gleichverteilung mit je zwei Molekiilen in je-
dem Késtchen. Fiir den allgemeinen Fall der Verteilung von N Molekiilen auf m
Kiéstchen ist die Anzahl Moglichkeiten Ny Teilchen im 1’ten Késtchen, N, Teilchen
im 2’ten Késtchen usw. unterzubringen, gleich

N!
NN, N,V

N! ist die Gesamtzahl der Permutationen aller Molekiile, einschliefslich der Ver-
tauschungen innerhalb jedes Kéastchens, die den Makrozustand nicht verdndern.
Um letztere zu identifizieren, teilen wir N! durch die Anzahl Ni!, No! ... N, ! der
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Vertauschungen innerhalb der m Késtchen. Die Anzahl Markrozusténde W treten
als Entwicklungskoeffizienten auf:

(@1 22+ Fa)V = Y W(N,.. N ateea)m (10.5)
Ni,oo; N,
Natiirlich miissen die N, € Ng zu N summieren. Setzt man alle z;, = 1 dann findet
man
> W(Ny,.. Ny =m", Y N,=N (10.6)
Ni,...;Np, i

Makrozustande. Deshalb ist die Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten des Makro-
zustandes M = (Ny,..., N,,) gleich

1 NI
W(Ny, o Np) = — AR ZN = N. (10.7)

Wir suchen nun den Makrozustand mit maximalem statistischen Gewicht oder mit
maximaler Wahrscheinlichkeit. Tatséchlich ist es einfacher, das Maximum von

N!
log W = log (NI!N2!"'Nm!> (10.8)

zu berechnen. Fiir makroskopische Systeme sind die Besetzungszahlen derart grof,
dass wir die Stirlingsche-Formel zur approximative Berechnung der Fakultdaten in

(10.8) benutzen diirfen. Zur Ableitung dieser bekannten Formel stellt man fest,

dass in
N

logN!:1og1+log2+log3—|—---+logN:Zlogk (10.9)
k=1

die Differenz log(k + 1) —log k = log(1+ 1/k) mit steigendem k rasch kleiner wird.
Wir konnen deshalb die Summe ((10.9)) ndherungsweise durch ein Integral ersetzen,

N
log N! ~ / log x dx. (10.10)
1
Mit Hilfe der partiellen Integration finden wir
N N N
/ logz dz = zlog x|, —/ zd(logz) = Nlog N — (N —1).
1 1

Wir vernachlassigen die Eins gegeniiber den grofsen Zahlen N und N log N und
erhalten die gesuchte Formel von Stirling,

logN!~ NlogN — N bzw. N!=a (N/e)Y (Stirling). (10.11)
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Mit Hilfe der Stirling Formel finden wir fiir ((10.21)) den Ausdruck
logW = NlogN — N =Y "N;logN; + > Ni. (10.12)
i=1 i=1

Wir fragen jetzt nach dem Makrozustand mit maximalem log W. Um diesen zu
finden, variieren wir die N; bei fester Teilchenzahl >~ N; = N. Wir berticksichtigen
diese Nebenbedingung mit Hilfe eines Lagrangeschen Multiplikators. Die Variation

m

0logW — ad(Ny + -+ + Ny = N) = = > 0N;(log N; + «) (10.13)

1=1

verschwindet fiir alle Variationen dN;, wenn fiir jedes i gilt: N; = exp(—a). Der
Wert des Multiplikators « folgt dann aus der Nebenbedingung. Dieses Ergebnis
bedeutet, dass das statistische Gewicht fiir die Gleichverteilung,

1
N;=—N (10.14)
m

maximal ist — zumindest wenn dies moéglich ist, d.h. wenn N durch m teilbar ist.
Der maximalen Wert ist

m m/2 N
Wi A 27TN<W> m¥ . (10.15)

Die Gleichverteilung ist der Zustand mit grofster Unordnung. Sind dagegen alle
Kugeln in einem Kaéstchen, dies ist ein Makrozustand mit gréofttmoglicher Ordnung,
dann ist das statistische Gewicht minimal, W, = 1.

Die Eigenschaft der Entropie stets nur zu wachsen in dem Bestreben, ihren Ma-
ximalwert zu erreichen, findet mit ihrer statistischen Interpretation S oc klog W
eine plausible Erkldrung. Die Entropie eines Makrozustandes wéchst mit der An-
zahl mikroskopischen Zusténde, die zu dem Makrozustand Anlass geben. Ein un-
geordneter Zustand hat grofsere Entropie als ein geordneter Zustand weil es mehr
mikroskopische Anordnungen gibt, die ihn realisieren. Die Unordnung entsteht von
allein, da ihr die hohere Wahrscheinlichkeit, die gréfere Entropie entspricht. Pro-
zesse bei denen Unordnung entsteht und entsprechend die Entropie zunimmt sind
Wirmeleitung, Mischung oder Ausstrémung von Gasen.

Eine Ordnung muss dagegen kiinstlich hergestellt werden, da sie sehr unwahr-
scheinlich ist. So ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, ein Molekiil in der rechten Hélfte
eines Kastens zu finden gleich 1/2. Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass sich alle N
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Teilchen gleichzeitig in der rechten Hilfte aufhalten ist (1/2)V. Fiir 1 cm? eines
Gases unter Normalbedingungen ist N ~ 2,7 - 10! und wir erhalten

(1/2>2,7~1019

Dies ist eine unglaublich winzige Zahl. Fiir die Verletzung des zweiten Hauptsatzes
sind aber gerade derartige Ereignisse erforderlich, zum Beispiel bei der Kompressi-
on eines Gases ohne eine Arbeitsverrichtung am Gas. Die verniinftige Tatigkeit des
Menschen ist darauf gerichtet, eine Erniedrigung der Ordnung wieder riickgéangig
zu machen.

10.2 Die wahrscheinlichste Verteilung im p-Raum

Boltzmann beschéftigte sich mit der Frage, wie man das irreversible Verhalten
makroskopischer Systeme aus den reversiblen mikroskopischen Grundgleichungen
erkldren kann. Wie erreicht ein isoliertes mechanisches System mit einer grofsen
Anzahl Freiheitsgrade das thermische Gleichgewicht, in dem alle makroskopische
Variablen stationdre Werte annehmen? Offenbar steht dies im Widerspruch zur
Zeitumkehrinvarianz der Mikrophysik. Boltzmanns wesentlicher Beitrag bestand

darin, zu sehen, dass sich der Wider-

spruch auflost, wenn man den Unter-

D schied zwischen den Niveaus der Be-
I schreibung auf der mikroskopischen

. e 1e 2 .:0. .:1 und der makroskopischen Ebene be-

e P o 8% | ° achtet. Auf makroskopischer Ebene

.'. " 0.‘:.. D * e" :s:. ist uns nur eine kleine Zahl von Ob-

I ° * servablen zugéinglich. Deren Zahl ist
e Yol 214 auf jeden Fall viel kleiner als die An-

zahl mikroskopischer Freiheitsgrade.

T Mit Boltzmann betrachten wir zu-
néachst den Fall des klassischen idealen
Gases. Die N Atome haben eine Ge-
samtenergie £ und sind in einem Kas-

Abbildung 10.1: Zellen im p-Raum

ten mit Volumen V eingesperrt. Ein mikroskopischer Zustand ist durch den Punkt
r=(x1,...,ZN; D1, ..., Ppy) im 6/ N-dimensionalen Phasenraum I oder dquivalent
dazu durch Angabe der N Punkte (xy, py) im 6-dimensionalen p- Raum gegeben. Es
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ist der Phasenraum fiir ein Teilchen. Mit der Zeit werden sich die N Punkte im pu-
Raum bewegen und miteinander kollidieren. Wir unterteilen den 6-dimensionalen
p-Raum in m Zellen, d.h. in 6-dimensionale Gebiete 24, {2, ..., €2, mit Volumen
w; = Vol(£2;). Eine Zelle soll einerseits so grof sein, dass sich viele Atome darin
aufhalten. Andererseits soll sie so klein sein, dass sie aus makroskopischer Sicht
als infinitesimal gelten kann. Makroskopisch kénnen dann die Orte und Impulse
der Teilchen in einer Zelle €2; nicht mehr aufgelost werden. Die Anzahl Teilchen in
Q; zur Zeit t ist die Besetzungszahl N;. Handelt es sich um ein System mit einer
Gesamtzahl von N Teilchen, dann ist offensichtlich

> Ni=N. (10.16)

Jeder Punkt x im Phasenraum entspricht einem bestimmten { Ny, ..., N, }-Tupel,
aber nicht umgekehrt.

Wie bei den Teilchen in den m Késtchen charakterisiert eine Verteilung {N;}
auf die Zellen im p-Raum einen gewissen Makrozustand des Gases. Alle zu einem
festen Makrozustand M = {N;} gehorenden Punkte z im Phasenraum bilden
ein Teilmenge I'y; C I'. Fiir gleichartige, aber unterscheidbare Teilchen ist das
Volumen dieser Teilmenge

N!
Der Vorfaktor ist wieder die Zahl der Moglichkeiten, N gleichartige klassische Teil-
chen auf m Zellen mit Ny, Ns, ..., N,, Teilchen aufzuteilen. Im folgenden Kapitel
werden wir sehen, dass fiir unterschiedliche Makrozustande die Volumen Vol(I'y)
sehr verschieden sein kénnen.

Nach dem Boltzmann’schen Prinzip wird das Volumen ({10.17)) mit der Entropie

von M in Verbindung stehen. Damit das Argument des Logarithmus dimensions-

los wird, teilen wir Vol(I'y;) durch eine Konstante der Dimension (Wirkung)3".

Im Moment spielt die Wahl der Konstanten keinerlei Rolle. Mit Hinblick auf die

h3N

Quantenphysik wéhlen wir dafiir , wobei h das Plancksche Wirkungsquantum

ist. Die Groke Vol(T'as)/h3Y ist dann proportional zum statistischen Gewicht des
Makrozustandes M = {Ny,..., N, },

N! w;
W(M) = cy 002 g™ . (10.18)

N'--- N, = s
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Die klassisch irrelevante Konstante cy wird so gewéhlt, dass logW zu einer ex-
tensiven Grofe wird. Dazu betrachten wir zwei rdumlich getrennte unabhéngige
Systeme in den Makrozustinden M und M. Dann gilt offenbar fiir das Phasen-
raumvolumen des Gesamtsystems mit Makrovariablen (M, M)

mvol(rw,) _ %VOI(FM) %vol(rm (10.19)
Die Fakultdten kommen davon, dass wir die Teilchen auf verschiedene Weise auf die
beiden Untersysteme verteilen konnen. In der klassischen Physik glaubt man, die
Bewegung der einzelnen Teilchen getrennt verfolgen zu konnen. In diesem Sinne ist
der Austausch von zwei gleichartigen Teilchen eine neue Konfiguration, die einen
weiteren Beitrag zum Phasenraumvolumen liefert. In der Quantenphysik ist dies
nicht der Fall: wir kénnen nach einer Kollision zwischen identischen Teilchen nicht
entscheiden, welches Teilchen wohin gestreut ist. Also liefert die Quantenphysik
bereits den korrekten Faktor ¢y = 1/N! fiir das statistische Gewicht

1 1

W(M) = WVOI(FM) = ! g gl (10.20)

Ni'---N,
Damit wird log W zu einer extensiven GroRe, log W (M, M) = log W (M )~+log W (M).

Wir suchen nun den Makrozustand mit maximalem Phasenraumvolumen, oder
aquivalent dazu, das Maximum des Logarithmus des statistischen Gewichts

1 Wi
log W = log <N1!N2! TN gV ~gnj\f"> 9= 3 (10.21)

Fiir makroskopische Systeme sind die Besetzungszahlen derart grofs, dass wir die
Stirlingsche-Formel zur approximative Berechnung der Fakultédten in ((10.21]) be-
nutzen diirfen. Mit Hilfe der Stirling-Formel finden wir fiir ((10.21)) die Naherung

logW = _iNi log N; —i—iNi—i-iNi log g;. (10.22)
i=1 i=1 i=1

Um das Maximum dieser Grofer zu finden, variieren wird die Besetzungszahlen
N; bei festgehaltener Teilchenzahl. Aus ((10.22) ergibt sich die Bedingung

5log W — ad(Ny + -+ + Ny — N) = = 36N, (log%qLa) —0, (10.23)
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woraus sofort folgt, dass die Quotienten N;/g; gar nicht von i abhéngen. Wegen
der Nebenbedingung fiihrt dies auf die Besetzungszahlen

N; = %N, =Y g (10.24)
=1

Deshalb ist das zu einem Makrozustand gehérige Phasenraumvolumen genau dann
maximal, wenn die Besetzungszahl V; proportional zum Volumen w; = Vol(€;) der
Zelle ©; im p-Raum ist. Dies ist der Zustand mit gleich verteilten Teilchen.

10.3 Ideale Gase mit fester Gesamtenergie

Fiir ein ideales Gas gibt es eine weitere Bedingung an die Besetzungszahlen N;, die
wir jetzt beriicksichtigen wollen. Die Gesamtenergie eines idealen Gases ist gleich
der Summe der kinetischen Energien. Die kinetische Energie eines Teilchens hangt
aber nur davon ab, in welcher Zelle ); im p-Raum es sich aufthélt. Etwas genauer,
bei Vernachléssigung der Wechselwirkung zwischen den Atomen ist die Energie
eines Atoms in Zelle Q; gleich ¢; = p?/2m. Fiir ein abgeschlossenes System ist die
Energie erhalten und es gilt

U= Nie; = konstant. (10.25)

=1

Bei festgehaltener Gesamtenergie U erfiillen die Variationen der Besetzungszahlen
die Bedingung ) .€¢;6N; = 0. Um die beiden Zwangsbedingungen ([10.16)) und
(10.25) zu beriicksichtigen, benutzen wir die elegante Methode der Lagrangeschen
Multiplikatoren. Wir ersetzen also durch

S(logW — aN — BU) = Y "N (log g; — log N; — o — Be;) = 0. (10.26)

Nach Einfithrung der Multiplikatoren v und § diirfen die Variationen als unabhén-
gig angesehen werden und ((10.26) fithrt auf eine Mazwell-Boltzmann- Verteilung,

N; = gje ¢, (10.27)

Indem wir diese Werte fiir die maximierenden N; in ((10.22)) einsetzen erhalten wir
das maximale statistische Gewicht

log Wipax = N + aN + U. (10.28)
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Fiir sehr grofse Besetzungszahlen ist das berechnete Maximum aufierordentlich aus-
gepragt verglichen mit den statistischen Gewichten der Zustdnde mit abweichenden
N;. Wir werden daher den makroskopischen Zustand mit maximaler Wahrschein-
lichkeit mit dem Gleichgewichtszustand identifizieren, den wir bei der Beobach-
tung des Gases zu erwarten haben. Nach dem Boltzmannschen Prinzip ist dann
log Winax proportional zur Entropie des Gleichgewichtzustandes. Die Nebenbedin-
gung > N; = N mit den N; aus bestimmt den Multiplikator a:

N
—a . . —Bei
e %= 7 mit Zp = EZ gie e, (10.29)

wobei die Zustandssumme Zy im pu-Raum auftritt. Daraus folgt dann

Ni g e_ﬁgi 1 8
= = —— log Z,. 10.30
N Z0 3 Oe; 0g Zg ( )

Wir setzen o aus ((10.29)) in log Wik ein und finden die Boltzmannsche Entropie
Zo
S = klog Whax = kN | 1+ log N + kSU. (10.31)
Mit der zweiten Nebenbedingung folgt

% = %Z e N; = Zig Zgiei e Pe = —% log Z,. (10.32)

Nun wollen wir noch durch den Vergleich mit der Thermodynamik dem Multiplika-

tor [ eine physikalische Bedeutung zuordnen. Aus folgt fiir eine Zustands-

anderung, bei der N fest bleibt, aber die Energie U durch &ufsere Einwirkungen
gedandert wird,

dS/k=Nda+Udp+ pdU. (10.33)

Nun betrachten wir eine isochore Zustandsanderung. Fiir konstantes V' bleibt die
Einteilung des p-Raums in Elementarzellen unveréndert und es folgt durch Diffe-
rentiation von a = log Zy — log N bei festem N

da =

alog ZO U

und Gleichung ((10.33|) vereinfacht sich dann zu

ds = kBdU. (10.34)
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Nun ist nach dem zweiten Hauptsatz bei isochore Zustandsénderung

5Qrev dU
ds = = —.
T T
Aus dem Vergleich der beiden letzten Resultate folgt
1
= . 10.
b=z (10.35)

Man kann zeigen, dass diese fundamentale Beziehung auch fiir allgemeine Zu-
standsénderungen des idealen Gases oder fiir ein Gas in einem &uferen Feld be-
stehen bleibt.

10.4 Mischentropie

Wir berechnen nun mit Hilfe der Boltzmann-Formel die Entropie eines Gemisches
zweier Gase mit N7 bzw. Ny Molekiilen. Vor ihrer Mischung waren die Gase durch
eine Wand getrennt. Wir unterscheiden die Zustédnde der Gase allein durch den
Aufenthaltsort der Molekiile: N; Molekiile des ersten Gases befinden sich mit Be-
stimmtheit in der linken und Ny Molekiile des zweiten Gases in der rechten Hélfte
des Behélters. Da extensive Entropie des Gesamtsystems ist dann S = S + 5.
Nach dem Entfernen der Trennwand vermischen sich die Gase zu einem Gas mit
N = N; + Ny Atomen mit Entropie S’.

Die Situation ist dhnlich derjenigen beim Verteilen von N; + Ny Teilchen auf
zwei Késtchen. Sind alle N; Teilchen der ersten Sorte im linken Teilkasten, dann
verschwindet die Entropie da das statistische Gewicht des Makrozustands gleich
Eins ist. Genauso verhélt es sich, wenn alle N, Teilchen der zweiten Sorte im
rechten Teilkasten sind. Mischen wir jetzt, dann ist die Mischungsentropie AS =

S — 8§ =5 gleich
N!

NN — Ny
Mit Hilfe dieser Stirlings Formel log N! ~ Nlog N — N koénnen wir den Ausdruck
vereinfachen,

AS = klog (10.36)

AS = k(NlOgN — N1 IOgNl — NglOgNg) .
Setzen wir hier N = N; + Ny, dann ergibt sich die einfache Formel

Ny + N. Ny + N.
ASzk(Nllogg+Nglogg).

10.
N ) (10.37)
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Die Zahl der Molekiile konnen wir iiber die Molzahlen ausriicken, N; = n; N4, und
mit kN, = R folgt dann aus (10.37)) folgender Ausdruck fiir die Mischungsentropie,

M2 by log A2 (10.38)
T o

AS = Rn;log

Dies ist aber die bereits in Abschnitt iiber den Planckschen Ersatzprozess
berechnete Entropie.

10.5 Ubergang zur Kontinuumsbeschreibung

Fiir eine gentigend feine (aber nicht zu feine) Zelleneinteilung diirfen wir die Summe
iiber die Zellen durch die Integration iiber den p-Raum ersetzen. Insbesondere wird
die letzte Summe im Ausdruck fiir die Boltzmannsche Entropie

- irlin, Nz
S(M) = klogW(M) = k> (N;log g; — log N;t) "% k (N ~ 3" Nilog —)
i 9i
i=1
durch ein Integral approximiert. Mit N;/g; — n(z, p)h?® folgt fiir diese Summe
~ N N;
Zwi — log (h3—> — /n(a:,p) log (h’*n(z,p)) d*zd’p
w; wj
i=1

und wir erhalten folgenden Kontinuumsausdruck fiir die Entropie eines Makrozu-
standes charakterisiert durch die Dichte n(z, p) im p-Raum,

S(M) =kN — k/n(a:,p) log (h’n(z, p)) d*zd’p . (10.39)

Das Integral auf der rechten Seite ist Boltzmanns H-Funktion. Die Zunahme der
Entropie iibersetzt sich in das Boltzmannsche H-Theorem: H(t) ist eine mit der
Zeit nicht-zunehmende Funktion.
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11 Klassische Ensembles

Fiir wechselwirkende Systeme hingt die Energie des Gesamtsystems von der rela-
tiven Lage der mikroskopischen Teilchen ab. Die innere Energie wird dann nicht
mehr, wie fiir ein ideales Gas, durch eine einfache Integration iiber die Variablen
im p-Raum berechenbar sein. Dies legt nahe, fiir wechselwirkende Systeme die
Klassische Statistische Physik im Phasenraum zu formulieren. Diesen Weg wéhlte
schon JOSIAH GIBBS in seinen bahnbrechenden Beitriagen.

11.1 Mittelbildungen und Ergodenhypothese

Makroskopische Messinstrumente haben eine endliche Zeit- und Raumauflosung
und jede Messung beinhaltet eine Mittelung iiber Skalen, welche grofs gegeniiber
den mikroskopischen Skalen sind. Im gegenwértigen Kontext sind dies Mittelungen
iiber Zeitintervalle T',

O — %/0 dt O(z), (11.1)

die deutlich grofer als die Stofizeit sind. Op ist der zeitliche Mittelwert der Ob-
servablen O(z) entlang einer Trajektorie im Phasenraum. Die zentrale Annahme
der statistischen Physik ist, dass diese Zeitmittlung durch ein Mittel iiber eine
geeignet gewidhlte Menge von Systemen, auch Gesamtheit (gemischter Zustand,
statistisches Ensemble, Schar) genannt, ersetzt werden kann.

Jeder Punkt im Phasenraum représentiert einen (reinen) Zustand. Eine Gesamt-
heit ist eine (im Idealfall) unendliche Menge von Kopien des betrachteten Systems
in verschiedenen reinen Zustanden. Deren Verteilung wird durch eine Verteilungs-
funktion o(t,z) > 0 im Phasenraum charakterisiert. Dabei ist fiir jedes ¢

oft, =) dl (11.2)
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die Anzahl Systeme im infinitesimalen Phasenraumvolumen d?/z zur Zeit ¢. Zu
jedem Zeitpunkt charakterisiert o den gemischten Zustand, und dessen Zeitent-
wicklung wird durch die Liouville-Gleichung bestimmt ist, siehe Abschnitt [9.2]

Dann ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, das System in dI' zu finden, gleich

p(t,z) = %g(t,x), 7 = /g(t,x) dr. (11.3)

Der Normierungsfaktor Z heisst die Zustandssumme der Gesamtheit, beschrieben
durch p. Das Ensemble- oder Scharmittel einer physikalischen Grofe O(x) berech-
net sich dann geméfs

(0), = %/g(t,x)O(x) ar. (11.4)

Strebt das System ins thermischen Gleichgewicht, dann néhert sich die Gesamt-
heit einem Gleichgewichtsensemble mit zeitunabhéngiger Verteilungsfunktion o(x).
Den Scharmitteln beziiglich o(z) entsprechen die thermodynamischen Zustands-
grofsen.

Die wichtige Ergodenhypothese besagt nun, das fiir 7' — oo der zeitlicher Mit-
telwert gleich dem Scharmittel in einem Gleichgewichtszustand ist,

Jim Or = (0),. (11.5)
Wenn Gleichung ([11.5)) wahr ist, muss die Trajektorie ergodisch sein: Fiir fast
alle Anfangsbedingungen kommt sie mit Sicherheit irgendeinem Punkt z auf der
Energiefliche zu einem spéteren Zeitpunkt beliebig nahe.

Eine Trajektorie in I' ist durch ihren Anfangspunkt und die Hamiltonfunkti-
on eindeutig bestimmt. Deshalb wollen wir annehmen, dass o(x) nur iiber H(z)
von den Orten und Impulsen der Teilchen abhénge, o = o(H). Dann ist die Ver-
teilung o(H) automatisch stationér, da die Hamiltonfunktion eine Konstante der
Bewegung ist.

?

Uberlegen Sie sich, dass fiir ein stationéires System eine nicht explizit zeitabhéingige
Verteilungsfunktion o(H) die Liouville-Gleichung erfiillt.

A. Wipf, Thermodynamik und Statistische Physik



11. Klassische Ensembles 11.2. Mikrokanonische Gesamtheit 153

11.2 Mikrokanonische Gesamtheit

Das Volumen eines von einer in (9.31]) definierten Energiefliche I'p umschlossenen
Gebiets im Phasenraum von N Teilchen ist

N
Qp = / dr = /e(E —H(x))dl,  dT =[] &= d®p (11.6)
H(z)<E r i=1

WEeil die Orte aller Teilchen innerhalb des rdumlichen Volumens V' liegen, wird 25
auch von V' abhéngen. Nun betrachten wir ein diinne Energieschale bestehend aus
reinen Zustdnden mit Energien zwischen £ — AE und E, wobei AE < FE sein
soll. Deren Phasenraumvolumen ist in guter Ndherung gleich dem Fliacheninhalt
von ['g, multipliziert mit der Schalendicke AF,

o)

Die Ableitung der Stufenfunktion 6 in nach der Energie liefert die Delta-
Distribution und deshalb ist der Flacheninhalt von I'g gleich

% = Vol(T'g) = /5(E — H(z))dI. (11.8)

r

Nach diesen kurzen mass-theoretischen Betrachtungen kommen wir zum mikroka-
nonischen Ensemble. Dieses beschreibt abgeschlossene Systeme mit fester Gesamt-
energie F. Aufgrund der Unsicherheit in der Energiemessung werden wir allerdings
alle reinen Zusténde in der Energieschale zwischen £—AFE und F zulassen. Da eine
nur iiber H(x) von den Phasenraumpunkten abhéngige Verteilung o(z) = o(H (z))
auf jeder Energiefliche konstant ist, setzen wir

oo fir E—AE< H(z)<E

11.9
0 sonst, ( )

om(7) = p(H(z)) = {

Im mikrokanonischen Gleichgewichtszustand treten also alle reinen Zustidnde in
einer diinnen Energieschale gleich wahrscheinlich auf. Wir werden spéter sehen,
dass der Wert von AFE unerheblich ist.

Fiir das mikrokanonische Ensemble ist die Zustandssumme in ({11.3)) proportional
zum Phasenraumvolumen der Energieschale

/FQm(SU) dl' = 00 (Qp — Qp-ar) , (11.10)
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Wir wollen die Ausdriicke fiir die auftretenden Scharmittel umformen. Es gilt

/ O(z)dl' = /E dE’/é(E’—H(x))O(x)dr. (11.11)

E—AE<H(z)<E E-AE

Andererseits gilt fiir stetige Funktionen

L/E dE' f(E') 2230 £(R) (11.12)
AE L . .

Damit konnen wir das Scharmittel einer Observablen vereinfachen.

Mittelwerte im mikrokanonsichen Ensemble

Das mikrokanonische Scharmittel einer Observablen O(x) ist

1 1
1 1 00g

Die mikrokanonische Zustandssumme Zp ist gerade das statistische Gewicht
in ((10.20|) und sie ist proportional zur Zustandsdichte 0gQg auf I'g.

Der Faktor (R*¥ N!) in den Nennern sorgt dafiir, dass Zx dimensionslos und log Z
eine extensive Grofe ist. Entsprechend identifizieren wir die Entropie mit

S=klogW =klog Zg . (11.14)
Wihlen wir speziell die Observable H™ in ((11.13)), dann folgt
(H"Yp = E" (11.15)

und damit verschwindet das mittlere Schwankungsquadrat der Energie im mi-
krokanonischen Ensemble. Die Gesamtenergie schwankt nicht und die Gesamtheit
beschreibt ein abgeschlossenes System.

[ Mikrokanonisches Ensemble fiir ein ideales Gas

Fiir ein ideales Gas aus N (nicht-wechselwirkenden und gleich-schweren) Teil-
chen ist die Energie gleich der Summe der kinetischen Teilchenenergien,

E=—> p. (11.16)
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und die Energieflichen sind Sphéren im Raum R3¥ aller Impulse mit Radius
v2mkE. Das Volumen einer d-dimensionalen Kugel mit Radius r ist

/2

S Vi)

rd = Cyr? (11.17)

und damit findet man fiir das Phasenraumvolumen einer von einer Energie-
sphére eingeschlossene Phasenraumkugel
3N/2

Qp =

Deshalb ist die Oberfliche einer Energiekugel

— IYmE 3N/2 —
9E ~T@Nj) . CmETT g

(11.19)

Der Faktor K spielt in der weiteren Betrachtung keine Rolle, weil er sich in
Erwartungswerten weg hebt.

Es sei nun O(x) eine Observable, deren Scharmittel im Gemisch (11.9) wir
mit Hilfe von ([11.13)) ndhern konnen. Wir wahlen hier aber eine andere Na-

herung. Wegen des ungeheuer grofen Exponenten in ((11.18) und (11.19)) sind
Qg und seine Ableitung sehr schnell wachsende Funktionen der Energie,

o} o2

Proar <O GE e ar € OBl

(11.20)

Deshalb kann fiir makroskopische Systeme die untere Integrationgrenze E —
AFE in der Integration iiber die Energie ohne messbaren Fehler durch die mini-
mal mogliche Energie ersetzt werden. Nach dieser Ersetzung findet man zum
Beispiel fiir das Scharmittel der Energie des idealen Gases den Ausdruck

1 E 0O 3N
N — E'dE =
Qr Jg oF' d 3N +2

min

(H)m

(11.21)

Bis auf einen Fehler der Ordnung O(1/N) ist dieser Wert, obwohl die Ener-
gieschale maximale Dicke hat, gleich dem Erwartungswert (H)g der Energie
im Zustand mit AE = 0. Fiir N — oo ist der Erwartungswert also
unabhéngig von der Dicke der Energieschale.
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11.3 Kanonische Gesamtheit

Eine elegantere und in vielen Féllen leichter zu handhabende Methode zur Be-
rechnung von Scharmitteln und damit von thermodynamischen Grofen ist mit der
kanonischen Gesamtheit moglich. Diese beschreibt thermodynamische Systeme,
deren Energie E nicht mehr wie bei der mikrokanonischen Gesamtheit festgehal-
ten ist. Stattdessen kann mit einem grofen (im Idealfall unendlich grofen) zweiten
System Energie ausgetauscht werden. Dieses zweite System spielt die Rolle eines
Warmereservoirs in der Thermodynamik. Es soll nun auch hier der thermodyna-
mische Gleichgewichtszustand, d.h. eine entsprechende stationdre Verteilungsfunk-
tion, gefunden werden.

Wir werden fiir das Gesamtsystem, bestehend aus dem betrachteten System
und dem Warmebad, den mikrokanonischen Gleichgewichtszustand ansetzen. Die
Hamiltonfunktion des Gesamtsystems ist dann

He(x; X) = H(z) + Hp(X) + U(z, X), (11.22)

wobei x die kanonischen Variablen des Systems und X die kanonischen Variablen
des Bades sind. Das Wechselwirkungspotential U sorgt hier fiir die Moglichkeit
des Energieaustauschs. Es geniigt dafiir jedoch eine sehr kleine Stérung U von
H + Hg. Wir erwarten aus der Thermodynamik, dass der angestrebte Gleichge-
wichtszustand von den Details des Kontakts unabhingig ist. Wir setzen also in
der Berechnung der mikrokanonischen Gesamtheit als Naherung einfach U = 0
(hierdurch entsteht definitiv ein nicht-ergodisches Gesamtsystem). Fiir Observa-
blen, die nicht von den Koordinaten des Warmebades abhéngen, erhalten wir als
Erwartungswert

1

G,Eg

1

ZG7EG

1

G,Ec

(0) =

/ Al d*"X §(H(z) + Hp(X) — Eg) O(x)

/ ar O(z) / X 6§ (Hp(X) - {Eq — H(x)})

wobei der Normierungsfaktor Z¢ g, die mikrokanonische Zustandssumme des Ge-
samtsystems ist. In der letzten Formel haben wir die mikrokanonische Zustandss-
umme des Bades eingefiihrt,

2B, = / d**X 6(Hp(X) — Ep), (11.24)
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wobei Ep als Differenz von Gesamtenergie F¢ und Energie H des betrachteten
Systems gleich der Energie des Warmebades ist. Die Erwartungwerte bei Kontakt
mit einem Warmebad sind also durch eine Dichtefunktion gegeben, die nicht mehr
nur auf eine Energiefliche konzentriert ist.

Vom Warmebad geht also nur die mikrokanonische Zustandssumme ein. Wir
wéahlen ein ideales Gas als Warmebad. Dann ist Zg proportional zu I'(E, V) in

(L1.19),
Zpp, = K- B3P0 (11.25)

Wir lassen nun die Teilchenzahl des Bades gegen oo streben. Die Energie des Bades
wird dann proportional zu Ng wachsen, Eg = NgF). Fiir ein ideales einatomiges
Gas ist im Mittel die Energie eines Teilchen E; = 3kT/2. Da das Wirmebad
eine konstante Temperatur haben soll, halten wir den intensiven Parameter £; =
Ep/Ng fest. Fiir ein sehr grokes Wéarmebad ist B¢ ~ Fp = NpFE;. Mit dieser
Néherung erhalten wir

(O)r = fE AL O(x) (B — H(x))Ve/2-!
o)\ 3NB/2-1
- Zil dro) (1 - %ND , (11.26)

u

was wegen e " = lim,,_, (1 —u/n)" fiir Ng — oo iibergeht in

(O)p = lim (O) = 1 / ATO (z)e 30 @/2E (11.27)

Np—oo Zl
Mit 2E; /3 = kT finden wir dann fiir das Scharmittel der kanonischen Gesamtheit

oY, — [ dTO(z)e H@/KT
(O = [ dDe—H@)/rT

(11.28)

Dieses Scharmittel ist der kanonische Erwartungswert von O bei der Temperatur
T. Wir schreiben auch (O)g = [ dT'pg(x)O(x) mit der kanonischen Gesamtheit

0 _BH(x 1
ps(x) = Eoe e, B = (11.29)

und der kanonischen Zustandssumme

Z=Z(B,V,N) = co/ dDe PH@P) ¢y >0, (11.30)
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Die temperaturunabhéngige unbestimmte Konstante ¢q = c¢o(V, N) werden wir
spater festlegen. Leitet man Z zweimal nach § ab, so erhélt man das Integral {iber
den positiven Integranden H?exp(—BH). Somit ist Z(3) eine konvexe Funktion.

Wir wollen noch einen direkten Zusammenhang zwischen Erwartungswerten fiir

N Teilchen in den beiden Gesamtheiten herstellen. Wegen ((11.13)) gilt

/f(H(:c))dF—/dEf(E)/a(E—H(x))dr—/dEf(E) Zp (1131
gilt ndmlich

g [dEeFPZy BT RNNIOE

(11.32)

Der Ubergang geschieht also mittels einer Laplace-Transformation. Nun haben wir
also zwei Gesamtheiten kennengelernt, die mikrokanonische und die kanonische.
Diese werden sich im Allgemeinen unterscheiden, da ja die kanonische Gesamtheit
im Gegensatz zur mikrokanonischen nirgends im Phasenraum verschwindet. Dies
ist aber nicht storend, wenn wir beweisen konnen, dass der Unterschied zwischen
beiden Gesamtheiten fiir sehr grofte Systeme irrelevant wird.

Grofle Systeme bedeutet hier im thermodynamischen Limes N — oo,V — o0
und entweder N/V oder f3 fest. Diese Behauptung nennt man Aquivalenz der Ge-
samtheiten. Unter gewissen Annahmen an die Wechselwirkung der Teilchen kann
man beweisen, das im thermodynamischen Limes die Erwartungswerte von Obser-
vablen, die von nur wenigen Teilchenkoordinaten abhéngen, in den verschiedenen
Gesamtheiten in der Tat gleich sind.

Wir zeigen hier, dass fiir grofe Systeme die kanonische Gesamtheit praktisch
vollig in der Néhe einer einzigen Energiefliche konzentriert ist. Eine charakterisie-
rende Grofe ist hier die Streuung der Energie, d.h.

(AH)), = (H2) — (H)} = — 57 7 <aZ>

8T Zop2 22\ 08
0 (107 oUu
=35 <§%> =35> 0, (11.33)

wobei wir das Scharmittel der Energie, die wir als innere Energie des Systems
interpretieren, einfiihrten:

107
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Wir sehen, dass U(f) eine mit § monoton abnehmende oder mit 7" monoton zu-
nehmende Funktion ist. Mit § = 1/kT ist dann
2 20U 2

(AH)*)s = kT T = nkT*Cy (11.35)
mit der Molwirme C'y,. Nun ist aber nCy, eine extensive Grofe proportional zu V.
Die Varianz der Energieverteilung geht also im thermodynamischen Limes gegen
Unendlich. Andererseits ist die Streuung der Energiedichte (Energie pro Teilchen)
h=H/N

/2
o2 [(EnOvT\'? vow c
((AR)?) _(—N2 = TN

Die Schwankung der Energiedichte in der kanonischen Gesamtheit strebt im ther-

(11.36)

modynamischen Limes gegen Null.

11.3.1 Thermodynamische Potentiale

Wir schon die innere Energie U als Funktion von 7, V und N mit (H )z identifiziert.
Dies sind aber die natiirlichen Variablen fiir die freie Energie F' und nicht die innere
Energie. Letztere sind iiber

OF OF 0

=F4+T7TS=F-T—=F — = F 11.
U=FiTS o =PG5 = 5500 (D)
verbunden. Andererseits ist
107 0
U= (H)s =~ 55 = 55 (11.38)

Vergleichen wir die letzten beiden Beziehungen, dann folgt fiir N Teilchen
1
F(T,V,N) = 3 log Z = —kT log <c0 / dr eH@)/’fT) , (11.39)

worin eine mogliche Integrationskonstante in ¢q beriicksichtigt ist. Um ¢ zu bestim-
men, betrachten wir ein ideales Gas in einem Behélter mit rdumlichem Volumen
V. Die Zustandssumme ist

3N 3N/2
2
Zo=co-VV (/ d3p e_5p2/2m) =co-VV (%m) , (11.40)
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und héngt neben den thermodynamischen Groéfsen noch von der Atommasse ab.
Es ist

1 N
~3 log Zoy = —kT (37 log(2rmkT') + N log V' + log co> : (11.41)

was sich unmittelbar mit dem thermodynamischen Ergebnis vergleichen
lasst. Hier treten Logarithmen von dimensionellen Grofen auf, so dass die Kon-
stante von den gewéhlten Einheiten abhéngt. Vergleicht man den Ausdruck
mit der thermodynamischen freien Energie fiir N Teilchen, dann fehlt ein Term
x Nlog N = log(N!) (er kommt vom Term RTlogVy in (4.38)). Erst nach Ad-
dition dieses Terms wird log Z in ((11.41)) zu einer extensiven Grofe. In Kapitel
haben wir argumentiert, dass Teilchenkonfigurationen, die sich im Phasenraum
nur in der Nummerierung der Teilchen unterscheiden, identifiziert werden. Es fallen
dann jeweils N! Phasenraumpunkte zusammen.

Als Mafs im Phasenraum verwendet man anstelle des bisher verwendeten Ma-
fes dI' das Mafs dI'/N!. Dies folgt auch, wenn wir die klassischen statistische
Mechanik als Grenzfall der Quantenstatistik ableiten. Dabei ergibt sich noch eine
weitere Modifikation, namlich eine Messung des Phasenraumvolumens in Einhei-
ten der Planckschen Konstante. Wir benutzen fiir N Teilchen das dimensionslose
Phasenraumvolumenelement

N
1 1 3 .3
dw:mdrzmndxid Di s (11.42)

was zu einer extensiven und dimensionell korrekten freien Energie fiihrt,
F(T,V,N) = —kTlog Zs,  Zg= / dw e H@/FT (11.43)

Mit dieser statistischen Form der freien Energie konnen thermodynamisch-makros-
kopische Stoffeigenschaften mikroskopisch, d.h. aus Kenntnis der Hamiltonfunkti-
on, berechnet werden.

Die weiteren thermodynamischen Potentiale ergeben sich nun in bekannter Weise
aus der freien Energie. Fiir die Entropie erhalten wir

OF , 0 log Zs / e PH
S 5T k3 95 5 klog Zsg + kB | dw 2

—k/dwpg (log Zs + pH) = —k/dwpglogpg. (11.44)
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Diese schone Formel besagt, dass die Entropie proportional zum Scharmittel von
logps ist. Uber die Diskussion der kanonischen Gesamtheit fanden wir wieder
die Boltzmannsche Formel, nach der die Entropie dem Logarithmus der Anzahl
mikroskopischer Realisierungen eines thermodynamischen Zustandes proportional
ist. Die Formel ist auch in der Informationstheorie als Shannon-Entropie
bekannt. Sie ist ein Mak fiir die Information.

Die kanonische Gesamtheit fithrt nicht nur auf die thermodynamischen Poten-
tiale. Man kann mit ihrer Hilfe auch Fluktuationen thermodynamischer Grofen
berechnen. Allerdings ist in der Praxis die dazu notwendige Berechnung oder Na-
herung von hochdimensionalen Integralen ein grofe Herausforderung. Die Virial-
entwicklung ist eine derartige Naherung.

11.4 Gleichverteilungssatz

Wir betrachten ein allgemeines System mit f > 1 Freiheitsgraden, zum Beispiel
ein System aus /N Teilchen. Es sei £ eine der verallgemeinerten Koordinaten oder
einer der dazu konjugierten Impulse, die in der Hamiltonfunktion H eines Systems
vorkommen. Der Mittelwert der Grofe

oH
73
ergibt sich zu:
OH\ _ 1 2-1 O _grien
< o >ﬂ_ Z/dgdn € | (11.45)

Darin steht n fiir die restlichen Koordinaten und Impulse. Faktoren wie N! und
Potenzen von h sind hier sowohl in der Zustandssumme als auch im Phasenrau-
mintegral fortgelassen, da sie bei der Mittelbildung herausfallen. Nun wird vor-
ausgesetzt, dafs der Ausdruck € exp(—pH) fiir grofe |£| schnell genug gegen Null
strebt. Dann konnen mit Hilfe von

0 oOH
O (eo-BHY _ —BH _ 598 _sn
7€ (§e ) e BE o€ e
beziiglich £ partiell integrieren,
< %—I§> = BLZ / dgdn* ~te PHED — kT (11.46)
B
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Ein wichtiger Spezialfall ergibt sich dann, wenn die Koordinate oder der Impuls &
nur an einer Stelle der Hamiltonfunktion in der Form eines quadratischen Terms
auftritt,

H(&m) = f(n) €+ g(n)- (11.47)
Der Beitrag, den dieser Term zur inneren Energie liefert, ergibt sich zu
1 oH kT
o=l ) =—. 11.4
e, =5(¢%) =5 (1.9

Damit liefert jede kanonische Variable, die quadratisch in die Hamiltonfunktion
eingeht einen Beitrag k7T'/2 zur Gesamtenergie. Dies ist der sogenannte Gleichver-
teilungssatz. Fr gilt nur in der klassischen statistischen Mechanik. Insbesondere
findet man fiir die mittlere kinetische Energie eines Teilchens

2
Di 3
— ) = =kT. 114
<2m>5 Qk (11.49)

Wenn das Teilchen im Potential eines harmonischen Oszillators schwingt oder wenn
man (wie im Festkérper) durch Transformation auf neue Koordinaten und Impul-
se ein System von unabhéngigen harmonischen Oszillatoren erhélt, dann ist die
mittlere potentielle Energie, die zu jeder Koordinate gehort, ebenfalls gleich

2
mw 1
—q; ) = -kT. 11.50

Fiir ein Kristallgitter aus N Gitteratomen existieren insgesamt 3N Normalschwin-
gungskoordinaten und der Gleichverteilungssatz fiihrt zum Gesetz von Dulong-
Petit

U(Gitter) = 3NKT. (11.51)

Jede Schwingungsmode tragt mit k7" bei, wobei jeweils eine Hélfte auf die poten-
tielle und die andere Halfte auf die kinetische Energie entfallt.

11.5 Thermische Zustandsgleichung realer Gase

Fir ein reales Gas in einem Behalter lautet die Hamiltonfunktion

N N
pA

H = _Z+ZVWand(ri)+VW(T17"-)TN)7 <1152)
=1

=1

2m
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worin Vivanq das Potential zwischen der Wand und einem Teilchen und V, das
Wechselwirkungspotential zwischen den Teilchen modellieren. Das Wandpotential
soll einen konstanten Wert A aufserhalb des Behélters annehmen und innerhalb
des Behiilters Null sein. Fiir einen kubischen Behilter [0, L] ist dann

Vivana (1) = A(1 = xj0,0) (%) X[0,)(¥) X[0,11(2)) , (11.53)

wobei die charakteristische Funktion x z des Intervalls [0, L] die Differenz zweier
Stufenfunktionen ist,

Xpo,r)(2) = 0(z) — 6(z — L). (11.54)
Innerhalb [0, L] nimmt sie den Wert 1 und auferhalb den Wert 0 an. Wegen

d 0

an[O,L](:v) =—Lé(r—L) = _L(?_LX[O’L] (x)

folgt dann mit V = L3 die Beziehung

oH

Z”“@ Vo, Vivand (75) = ZVWand ) =3V (11.55)

Im letzten Schritt wurde beriicksichtigt, dass H nur iiber das Wandpotential von
L abhéngt. Nun benutzen wir (11.46|) und erhalten als Zwischenresultat

SNET = <Z 'rl-V,,Z.H> - —3v< > <Z iV Ve > (11.56)

Wir wollen uns noch davon tiberzeugen, dass der zweitletzte Erwartungswert gleich
dem negativen Druck ist,

OF dlogZg kT 0O / _pH oH
—_ — —_— fry T = —\ . 11.
P (av)T M= =z v | e (5v)- D

Eingesetzt in (11.56)) erhalten die thermische Zustandsgleichung

1
NET = pV + g;<7’z"Van>~ (11.58)

Diese entspricht der idealen Gasgleichung, die um einen Zusatzterm — das Virial
— erweitert ist. Das Virial kann in Potenzen der Teilchendichte N/V entwickelt
werden und dies fiithrt auf die spéter diskutierte Virialentwicklung.
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11.6 Variationsprinzipien

Jede Gesamtheit (gemischter Zustand, Ensemble) ist durch eine Wahrscheinlich-
eitsverteilung p(x) > 0 auf dem Phasenraum charakterisiert. Insbesondere gilt

/p(:p) dw = (1), = 1. (11.59)

Die bekannten Gesamtheiten konnen {iber Variationsprinzipien charakterisiert wer-
den: Sie maximieren die Boltzmann-Shannon ,Entropie”

Slp] = —k/p(a:) log p(z) dw (11.60)

auf der Menge der Zusténde unter gewissen Nebenbedingungen. Die Art der phy-
sikalisch motivierten Nebenbedingungen legt fest, um welche Art von Gleichge-
wichtszustand es sich handelt. Geméf dem Boltzmann’schen Prinzip haben wir —
Shannon folgend — den Zusammenhang zwischen Gesamtheit und Entropie

von der kanonischen Gesamtheit auf beliebige Zustdnde iibertragen.

11.6.1 Gleichverteilung

Maximieren wir die Entropie auf der Menge der Zustéande {p},
S[Pmax] = sup S[p] (11.61)
p
ohne Nebenbedingung, dann ist die maximierende Verteilung p.,.. die Gleichvertei-
lung auf dem Phasenraum (oder auf einer Energiefliche). Bei der Variation miissen
wir allerdings die Normierungbedingung (11.59)) beachten und dies tun wir mit Hil-
fe eines Lagrangeschen Multiplikators A. Wir miissen also das Variationsproblem

Sgp{g[p]+kA(<1>p—1)} ZSI;p{—k/plogp dw + kA (/pdw—l)},

auf der Menge aller (positiven) Phasenraumfunktionen lésen. Die Variation ergibt

0= /5p($)<logp(:v) +1-— )\) dw =0, (11.62)

mit beliebigem 0p. Offensichtlich muss logp(z) = A — 1 gelten. Der dimensions-
lose Multiplikator A wird nun so gewahlt, dass p eine Wahrscheinlichkeitsdichte
ist. Dies ist nur moglich wenn der Phasenraum ein endliches Volumen hat, oder
wenn wir p auf die Energiefliche einschréanken. Die letzte Wahl fithrt dann auf das
mikrokanonische Ensemble.
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11.6.2 Kanonische Verteilung

Im kanonischen Ensemble ist die Energie H(z) des mechanischen Systems nicht
fixiert, sondern nur deren Erwartungswert

(H), = /p(x)H(x) dw, (11.63)

die innere Energie. Wir suchen nun das Maximum der Entropie bei festgehalte-
ner mittlerer Energie. Wir berticksichtigen die Nebenbedingung (H), = U durch
Einfithrung eines Lagrangeschen Multiplikators k/T und dies fiihrt auf das Varia-

tionproblem
sup{S[p] +EA((1), — 1) — %((H),)— U)}. (11.64)

p

Die Variation des Ausdrucks zwischen den Klammern muss verschwinden,

/6p(x)(logp+1—)\—|—ﬁH(:c))dw:0.

Der Multiplikator A wird bei gegebenen § durch die Normierungbedingung (1), = 1
festgelegt und man erhélt die kanonische Gesamtheit

1
ps(z) = Z—e_ﬂH(x), wobei  Zg = /e_BH(“’) dw (11.65)

B
die kanonische Zustandssumme ist. Der Multiplikator 1/7" kénnte (im Prinzip) mit
Hilfe der Nebenbedingung (H)s = U berechnet werden. Da dies fiir realistische
wechselwirkende Systeme nicht moglich ist, behélt man den Multiplikator in der
Verteilung bei, bemerkt aber, dass 7' die Bedeutung der absoluten Temperatur

zukommt.

Bei der Berechnung der maximierenden Verteilung in geht der Wert U der
mittleren Energie nicht ein. Dieser wiirde nur gebraucht wenn wir den Multiplikator
f durch U ausdriicken wiirden. Das Variationsproblem (|11.64]) ist also dquivalent
zur Minimierung der freien Energie,

Fs = Flps) = inf Flp), wit Flp) = (H), — TS|p] = Ulp] = TS[pl.  (11.66)

Wir berechnen noch die Entropie des kanonischen Ensembles,

1
ES[p ] = —/m log pgdw = /pﬁ (BH +log Zg) dw = U |pg] + log Zg.
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Der Vergleich mit (11.66|) zeigt, dass gilt
Fﬁ = —k:Tlog ZB’ (1167)

in volliger Ubereinstimmung mit unserem fritheren Resultat (11.43)).

11.6.3 GroRkanonisches Verteilung

Nun erlauben wir neben dem Energieaustausch mit dem Wéarmebad auch den
Austausch von Teilchen. Obwohl die Teilchenzahl fluktuieren kann werden wir bei
einer thermodynamischen Beschreibung den Erwartungswert der Teilchenzahl fest-
halten. Wir miissen also gleichzeitig Systeme mit N = 0, 1,2, ... Teilchen zulassen.
Das Untersystem mit /N Teilchen werde durch eine Hamiltonfunktion Hy auf dem
N-Teilchen Phasenraum I'™) beschrieben und die Verteilung der N Teilchen durch
eine positive Funktion py(z) mit z € T'™) charakterisiert. Nur die Kenntnis al-
ler Verteilungen p = {po,p1,ps,...} in den Subsystemen mit fester Teichenzahl
bestimmt den Zustand des mechanischen Systems vollsténdig.

Das Integral [ pydwy ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, im System N Teilchen
vorzufinden. Entsprechend werden wir fordern

> /pN(:L')dwN =1. (11.68)
N=0
Offensichtlich ist die mittlere Teilchenzahl dann gegeben durch
(V=S N / p (@) dwy. (11.69)
N=0

Die Entropie eines Systems mit unbestimmter Teilchenzahl ist die Summe der
Entropien der Subsysteme,

Slp) = Z Slpn] = —kZ/ pn(x)logpy(z) dwy, (11.70)
N=0 N—o /T
und der Erwartungswert der Energie ist
(H), = Z<HN>]3N = Z/ Hy(x)py () dwy. (11.71)
N=0 N—o /TN
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Wir suchen jetzt das Maximum der Entropie bei fluktuierender Energie und Teil-
chenzahl aber bei gegebener mittlerer Energie (H), = U und mittlerer Teilchenzahl
(N) = N. Das Variationsprinzip lautet dann

1

sup {S[p] +EA((1), — 1) — T(<H>p -U) + %((N)p — N)} : (11.72)

Berticksichtigen wir noch ((11.59)) dann erhalten wir fiir die Variation
1
S~ [ spwla) (togpx (o) + 1= X+ S () ~ wN) o =0, 5=
N

Die Multiplikatoren 7', und A beriicksichtigen alle Nebenbedingungen, so dass
die Variationen unabhéngig sind. Nach Elimination des Multiplikators A finden
wir fiir die extremierende Verteilung die groflkanonische Gesamtheit

Pou = {psn(x)} mit psn(z)=_——ce : (11.73)

Die hier auftretende grofitkanonische Zustandssumme
Zow=_ / e AHN=IN) iy (11.74)
N

ist die gewichtete Summe der kanonischen Zustandssummen der Systeme mit fester
Zeilchenzahl,

Zﬁ”u = ZZNZ@N mit ZB,N = /e_ﬁHN dwN (1175)
N

und der Fugazitit » = e’

Die groftkanonische Zustandssumme héngt von den Multiplikatoren 1/7 und p
ab. Wir werden nun begriinden, dass der Multiplikator p gerade das chemische
Potential ist. Dazu berechnen wir die Entropie der grofskanonischen Gesamtheit,

Ts{pﬁ,,u] = —k’TZ/pg,N lngg,NdwN = <H>57M—M<N>5“u+k'TlOg Zgﬂu. (1176)
N

Hier erinnern wir uns an das grofkanonische Potential

J(T,V,u) =F —uN =U — uN — TS, (11.77)
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siehe (4.54). Ein Vergleich der beiden letzten Beziehungen fiihrt auf die Identifika-
tion

J(T,V, ) = —kTlog Zg,,. (11.78)
Damit ist auch fiir das grofskanonische Ensemble der Logarithmus der Zustands-

funktion ein thermodynamisches Potential. Dies wird auch durch die Ableitungen
von —kT'log Zg ,, nach der Temperatur und dem chemischen Potential bestatigt,

oJ 1 (TL70)

9T T (H)ppu — 1{N) g+ kTlog Zg ) = —S[ps,ul (11.79)
0J

= (Vo (11.80)

Das grofkanonische Potential ist eine Funktion von V, 7T und g und hat als exten-
sive Grofke deshalb die Form J = w(T, u)V. Seine partielle Ableitung nach V' ist
gleich dem negativen Druck, siehe (4.55). Also ist w = —p und damit

J(T,V,u) = —pV = —kTlog Zg . (11.81)

Dass grofkanonische Potential wird bei der Diskussion der Fermi-Dirac und Bose-
Einstein Statistik eine wichtige Rolle spielen.

11.6.4 Teilchen mit Paarwechselwirkung

Fiir ein nicht-relativistisches System mit NV gleichartigen Teilchen mit Paar-Wechsel-
wirkung hat die Hamiltonfunktion die Form

N

HN:ZﬁJFZU(m—ij. (11.82)

i=1 i<j

und die kanonische Zustandsumme ist

1 N ,
Zg N = N3N (/ e_ﬁPQ/de3p> /e_ﬁzU“”’i_%) H B3z, . (11.83)

Die Gaufschen Integrale tiber die Impulse konnen wir mit Hilfe der (bekannten)

3/2
/e—ﬁp2/2md3p: (27;”) /

Formel
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leicht ausfithren. Wir finden

1 1
=B U(|li—=;]) I I 3.

wobei die thermische de-Broglie Wellenldnge auftritt,

h
Agp =
® T ormkT

Die thermische Wellenlénge stellt ein einfaches Mittel zur Abschétzung der Quan-

(11.85)

tennatur eines System dar. Ist sie mit anderen charakteristischen Lingen des Sys-
tems, zum Beispiel der mittleren freien Weglédnge oder dem mittleren Abstand der
Teilchen, vergleichbar, dann spielen Quanteneffekte eine Rolle. Sie nimmt bei sin-
kender Temperatur zu und ein System im Gleichgewicht verhélt sich deshalb bei
geniigend tiefen Temperaturen nicht mehr klassisch.

Fir ein ideales Gas aus N freien Teilchen ist die kanonische Zustandssumme

1 VN

N = NI Zgo=1, (11.86)

und entsprechend finden wir fiir die grofkanonische Zustandssumme

N 1 ZNVN Vv )\3
Zou=Y NZsn=> — = o*V/ i, (11.87)
N N

NI A
Das entsprechende Potential (11.81]) ist dann

kT z

J(T,V,pn) = Bt
dB

V, (11.88)
und wir erhalten mit dz/du = Bz folgenden Zusammenhang zwischen mittlerer
Teilchenzahl und Fugazitét

oJ z

— ==V 11.89
O A ( )

(N) = -

Ersetzen wir in ((11.88) die Fugazitét durch die mittlere Teilchenzahl, dann ergibt
sich fiir das groRkanonische Potential die Formel J = —kT N, was mit J = —pV
sofort auf das ideale Gasgesetz fiihrt,

pV = NET. (11.90)
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Abschliefsend notieren wir noch, dass nach (11.89) fiir ein ideales Gas die Fugazitét

proportional zur Teilchenzahldichte ist,

N
z= AgBQ = Aign. (11.91)
%

Die Fugazitét ist die mittlere Anzahl Teilchen in einem Gebiet, dessen lineare

Ausdehnung etwa gleich der thermischen de-Broglie Wellenlédnge ist.

11.7 Virialentwicklung

Fiir ein System von wechselwirkenden Teichen hat die kanonische Zustandssumme
die Form . Das Funktion U(r) im Exponenten ist das abstandsabhéngige Po-
tential zwischen zwei Teilchen. Fiir manche Gase ist das Lennard-Jones-Potential
eine gute Naherung, welches ein anziehendes van-der-Waals Potential mit einer
aufgrund des Pauli-Prinzips starken Abstofung fiir kleine Abstdnde verbindet:

U(r) = 4e [(%)H - (gﬂ . (11.92)

Das Potential verschwindet bei r = ¢ und ist minimal bei rp, = 2%, wo es
den Wert —e annimmt. Es wird gerne in Untersuchungen benutzt, bei denen es
mehr um grundsétzliche Fragen und weniger um die Berechnung spezieller Mate-
rialen geht. Simulationen mit diesem Potential sind auch heute noch wichtig in der
Festkorperphysik.

WEeil die exakte Berechnung der Zustandssumme fiir reale Gase unmoglich ist,
sind wir an einer Entwicklung nach der Dichte interessiert, welche Korrekturen
zur Zustandsgleichung des idealen Gases liefert. Diese Virialentwicklung fiir die
Zustandsgleichung hat die Form

%ZHBQ(T)nMBg,(T)nu..., n=1 (11.93)
mit Virialkoeffizienten B;. Zur Herleitung der Virialkoeffizienten setzt man ei-
ne Entwicklung nach der Fugazitiat an. Zuerst wird das grofkanonische Potential
J = —pV = —kTlog Zs,, nach z entwickelt, um dann iiber die Beziehung
den Zusammenhang zwischen z und Teilchenzahldichte bis zur gewiinschten Ord-
nung zu erhalten. Die als Funktion der Dichte geschriebene Fugazitit setzt man
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anschliefsend in die Entwicklung von J = —pV ein, um die gesuchte Modifikation
des idealen Gasgesetzes zu finden.

Die grofkanonische Zustandssumme hat die Potenzreihenentwicklung
Zogu=> NZgn=1+Y 2NZsy, (11.94)
N=0 N=1

mit kanonischen Zustandssummen (11.84]) in den Untersektoren mit N Teilchen.
Wir finden dann folgende Entwicklung von log Z3 , nach Potenzen von z:

J P >
log Zg = — = = 7 = log (1+Zzﬁm )
N=1
V )
=5 > (1), (11.95)
dB j=12,..

Die hier definierten Koeffizienten b; konnen nach der Entwicklung des Logarithmus
in Potenzen von z abgelesen werden:
by (T) AS)“32 bo(T) Aap Z Ly t (11.96)
_ /dB — 4B — = etc. .
1 VARCATI: % 827 5481 |
Wir wollen hier nur die Terme bis zur Ordnung 22 bestimmen. Die kanonische
Zustandssumme fiir nur ein Teilchen enthélt die Wechselwirkung noch nicht,
11 3 Vv
B1= Y3 T= 5, (11.97)
13, g
siehe ((11.86)), und deshalb ist b;(7") = 1 konstant. Die kanonische Zustandssumme
fiir zwei Teilchen hangt dagegen von deren Wechselwirkung ab,

1
2085

Zs5 / e PUlm 2D P30 APy, (11.98)

Weiter unten werden wir Zg 5 fiir realistische Potentiale abschétzen.

Um nun die Fugazitét iiber die Dichte auszudriicken, benutzt man die Darstel-
lung der Teilchenzahl als Ableitung von J nach dem chemischen Potential:

N (3_J) _ 90 Z%log Zp = % ST Jb(T)E . (11.99)
dB j=12,..
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Berticksichtigt man hier b; = 1, dann ergibt sich die Entwicklung
N 1
Vv

Daraus berechnet man nun z(n) bis zur zweiten Ordnung in der Dichte,

z=Ngn —2by(T)2* + -+ = 2 = A3gn — 2bo(T)\5gn® + O(n?).  (11.100)

Das setzen wir in die Entwicklung fiir pV//kT ein und erhalten nach Division durch
V

p_logZs, L
KTV D

= n—by(T)A3gn* 4+ O(n?). (11.101)

[2(n) + bo2*(n) + ... ]

Dies ist die gesuchte Virialentwicklung fiir pV//kT bis zur zweiten Ordnung in der
Dichte. Der in ((11.93|) eingefiihrte zweite Virialkoeffizient ist demnach

Bo(T) = —\3gha(T). (11.102)

Es verbleibt die Berechnung von by in ({11.96)):

Ag 1
bo(T) = QL‘?/\TdB (/ e PU(e—yD) 3 g @3y — VQ)

1
2V A3,

/ (78U (==3) _ 1) dg 3y, (11.103)

Da der Integrand nur von  —y abhéngt, ist es naheliegend zu Relativ- und Schwer-
punktskoordinaten der beiden Teilchen iiberzugehen. Wenn man aber bei festge-
haltenem Schwerpunkt die Relativkoordinaten iiber den ganzen Raum variieren
lasst werden auch Orte der Teilchen beschrieben, die aufserhalb des vorgegebenen
Kastens liegen. Weil aber der Integrand fiir grofse Relativabstande der Teilchen
schnell gegen Null strebt, kann man den dadurch gemachten Fehler vernachléssi-
gen und das Integral durch

/ d*°R d*r (e_BU(”) —1), mit r=]|r|,
v R3

nahern. Nach der einfachen Integration iiber die Schwerpunktkoordinaten und iiber
den Winkelanteil der Relativkoordianten finden wir fiir das Integral

47TV/ r? [e’BU(T) — 1] dr.
0
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Insgesamt ergibt sich

2T

b2(T) — 33
B

/ 72 [e—BU(r) _ 1] dr — BQ(T) _ Qﬂ/ r2 [1 B e—BU(r)] dr.
0 0

(11.104)
Fiir ein Lennard-Jones Potential kann man b, weiter vereinfachen, indem
man ausnutzt, dass im Bereich 0 < r < ¢ das Potential wegen der Abstofiung
sehr grofs und deshalb der Term exp(—/V') sehr klein wird. Zudem entwickeln wir
in Potenzen von 1/7 um By in eine Form zu bringen, die mit der van-der Waals
Zustandsgleichung verglichen werden kann:

By (T) z27r/ r2dr+27r/ r2 [1_e—ﬁU(7‘)} dr
0 o
21 4 <
i + 273 r=U(r)dr. (11.105)

Dividieren wir die van-der Waalsche Zustandsgleichung in der Formulierung (5.3))
durch kT, dann erhalten wir

2
D n n 9
— = ———ap==n |14+ (b — Bap, O :
T Tonb, O = (= Ban)n+ O]
Ein Vergleich mit (11.93)) zeigt, dass b, — Sa,, gleich Bo(T) in (11.105]) sein muss.
Damit ergeben sich folgende Ausdriicke fiir die mikroskopischen Koeffizienten in
der vdW Zustandsgleichung;:

27 A7 ro\3
T )
37 3 \2

U = —27r/ r2U(r)dr. (11.106)

Waihrend b,, also bis auf eine Faktor 4 das Volumen eines Teilchens mit dem Durch-
messer o angibt (und so von der  hard-core“-Abstoffung kommt), beschreibt a,,, den
attraktiven und langreichweitigen Teil der Wechselwirkung. Fiir das Lennard-Jones

Potential (11.98)) ist a,, = 16mea?/9.

Die Virialkoeffizienten B; geben Auskunft iiber die Wechselwirkung zwischen
den Gasteilchen und man kann iiber eine genaue Messung von Druck und Tem-
peratur bei Variation der Teilchendichte Riickschliisse auf die Form des Potentials
ziehen. Von theoretischer Seite ist es deshalb von Interesse die Virialkoeffizienten
fiir realistische Potentiale bis zu einer geniigend hohen Ordnung zu berechnen.
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Das Verfahren der Virialentwicklung findet zum Beispiel auch bei der Behand-
lung von Colloid-Losungen Verwendung. Durch Wahl der Gréfte der groften und
kleinen Colloidteilchen bzw. Polymere, durch Variation der Dichte der Polymere
und durch Einbringen von elektrisch geladenen Teilchen konnen viele Zustdnde
simuliert werden: Gele, Gase, Festkorper und Fliissigkeiten.
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12 Quantenstatistik

In der klassischen statistischen Mechanik (KSM) tritt anstelle der deterministi-
schen Beschreibung eines mechanischen Systems durch Phasenraumtrajektorien
x(t) € I' eine wahrscheinlichkeitstheoretische Beschreibung auf Grundlage einer
Verteilungsfunktion o(¢, z). Der Mittelwert einer klassischen Observablen ist

1

<O>t:Z/Fdw(:c)g(t,x)O(t,x), Zg:Adw(x)Q(t,x). (12.1)

Wenn H (z) die Hamilton-Funktion des Systems ist, dann geniigt die Verteilungs-

funktion der Liouville-Gleichung

do

S = (H.a}. (12.2)

Befindet sich das System in einem Gleichgewichtszustand, dann ist g zeitlich kon-
stant und {H, o} = 0. In einem Gleichgewichtszustand ist ¢ eine Funktion der
(makroskopischen) Erhaltungsgrofen,

Q:Q<H,A2,A3,...) . (123)

Wir wollen uns nun iiberlegen, wie die klassischen Konzepte, Strukturen und Re-
sultate in die Quantentheorie iibertragen werden konnen.

12.1 Der Dichteoperator

In der Quantentheorie werden reine Mikrozusténde durch Zustandsvektoren |¢) im
Hilbertraum H représentiert und der Erwartungswert eine Observablen (welcher
eine selbstadjungierter Operator O zugeordnet wird) in diesem reinem Zustand ist

(O)y = ([01y), (12.4)
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wobei wir annahmen, dass [¢)) auf Eins normiert ist. Der Erwartungswert kann
mit Hilfe des orthogonalen Projektors

Py =),  PyPy=P,=P] (12.5)

als Spur geschrieben werden,

~

(O)y = Sp(P,0). (12.6)

Der hermitesche Operator ]3¢ projiziert orthogonal auf den von |¢) aufgespannten
eindimensionalen Unterraum von H.

?

Beweisen Sie die Projektor-Eigenschaften von ﬁ’w in (|12.5))

Um die Identitét (12.6]) zu beweisen, wihlt man eine adaptierte Orthonormalbasis
bei der Berechnung der Spur

Sp(P,0) = ) (nl POl - (12.7)

n

Diese Spurformel gilt fiir beliebige Orthonormalbasen im Hilbertraum. Wir wahlen
nun eine mit ¥, = 1, so dass

Pyltn) = [¢) und Pyly,) =0 fir n>2. (12.8)

Eingesetzt in (12.7) folgt dann sofort die Beziehung (12.6)).

Die Unmoglichkeit, die Gesamtheit der moglichen (reinen) Mikrozusténde zu
kontrollieren hat — dhnlich wie in der klassischen Physik — zur Folge, dafs wieder
nur Wahrscheinlichkeitsaussagen beziiglich der Mikrozustande gemacht werden sol-
len. Dieser von praktischen Erwagungen nahegelegte Verzicht auf eine vollstédndige
Beschreibung eines Quantensystems sollte aber nicht mit den prinzipiellen Unbe-
stimmtheiten in einer Quantentheorie verwechselt werden.

In der Quantenmechanik wird ein Gemisch durch einen statistischen Operator
(Dichteoperator, Dichtematrix) realisiert,

0= anhpn)(wnlv Pn 2 0, an =1. (12.9)
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Die Zahl 0 < p, < 1 ist die relative Haufigkeit des reinen Zustands [i,) im Ge-
misch. In der Darstellung (12.9) wurde angenommen, dass die |,,) orthonormiert
sind.

?

Uberzeugen Sie sich davon, dass |tn) Eigenvektor von ¢ mit Eigenwert p,, ist,

0|Yn) = pultn) - (12.10)

Die erste Summe in ([12.9) ist die Spektralzerlegung des statistischen Operators,

6= vl Py Py =0y, (12.11)

Statistiche Operatoren sind hermitesch und haben folgende den Eigenschaften:
(1) 620,  (2) Sp(@)=1, (3) oreines & = 5. (12.12)

Die erste Eigenschaft folgt aus p, > 0 und

(Wloly) = an Y[t (Vo |00) = an (Wla)]* > 0. (12.13)

Die zweite Eigenschaft ist wahr, weil die Spur gleich der Summe der Eigenwerte —
also der Wahrscheinlichkeiten p,, — ist. Ist ¢ nun ein reiner Zustand, dann gibt es
ein ¢ mit 0 = Pd, und dann ist 9> = 9. Um die Umkehrung und damit die dritte
Eigenschaft in vollstéindig zu beweisen, bemerken wir zunéchst

0" = mepnpwmpwn = Zpipiﬁn ) (1214>

m,n

wobei wir die Orthogonalitéat der Projektoren, ausgedriickt durch die zweite Bezie-

hung in (12.11)), ausnutzten. Die Dichtematrix in ((12.11)) und ihr Quadrat in (12.14])

sind genau gleich, wenn p? = p, fiir alle n gilt. Dies bedeutet, dass p, € {0,1} ist.
Da die Wahrscheinlichkeiten aber zu Eins addieren miissen, ist genau eine Wahr-
scheinlichkeit 1 und alle anderen sind Null. Dann ist ¢ aber ein reiner Zustand.

?

Weisen Sie nach, dass ein reiner Zustand auch wie folgt charakterisiert ist:

o rein < Sp(p®) =1. (12.15)
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Was ist nun der Erwartungswert einer durch den selbstadjungierten Operator O
repréasentierte Observablen? Fiir einen reinen Zustand steht die Antwort in (12.6)).
Mischen wir nun reine Zustéande, repréasentiert durch orthonormierte Zustandsvek-
toren [1,,) mit relativen Haufigkeiten p,,, dann ist der Erwartungswert der Obser-
vablen im Gemisch

(O) =) " pu(¥nlOlvn) =Y paSp (P, 0) = Sp(60). (12.16)

Der Erwartungswert hangt linear vom statistischen Operator ab.

12.2 Vergleich mit der klassischer Statistik

Die Zeitentwicklung des statistischen Operators ist im Schrédingerbild durch die
Zeitentwicklung der reinen Zusténde gegeben, welche die Schrodingergleichung er-
fillen,
iho =Y pu (H[tn) (Wal = [) (| H) = [H, 6]

Die Evolutionsgleichung

iho=[H, 0] . (12.17)
tragt den Namen eines Pioniers der Quantenmechanik, des Mathematikers von
Neumann. Ein Vergleich der von Neumann-Gleichung mit der klassischen Liouville-
Gleichung zeigt, dass der Ubergang von der klassischen zur quantenmecha-
nischen Beschreibung der bekannten Quantisierungsvorschrift entspricht, nach der
klassischen Observablen selbstadjungierte Operatoren im Hilbertraum zugeordnet
werden und die Poissonklammer bis auf ein iA in den Kommutator iibergeht. Dem
statistischen Operator entspricht eine (auf Eins normierte) Verteilungsfunktion im
Phasenraum der klassischen Physik.

Es liegt nun nahe, die Entropie in volliger Analogie zur klassischen Physik {iber
den Mittelwert

S=—k an log p, = —kZ Sp <pn log p, lf’wn> = —kSp (olog 0) (12.18)

zu definieren. Fiir einen Gleichgewichtszustand des Systems erwarten wir, dafs

0=0 baw. [H, 0 =0 (12.19)

A. Wipf, Thermodynamik und Statistische Physik



12. Quantenstatistik 12.3. Die wichtigsten Gesamtheiten 179

gilt und somit o eine Funktion der mit H und untereinander vertraglichen Obser-
vablen ist. In einer statistischen Beschreibung werden wir deshalb neben H nur
makroskopische Erhaltungsgroften As, ..., Ay zulassen, so dass

@:@(Al :H,/Q,...,AQ Ap, A =0, mun=1,... k.  (12.20)

Im Folgenden sei A gleich der Hamilton-Operator H. Der Hamilton-Operator
und die makroskopischen Erhaltungsgrofien bilden keinen wollstindigen Satz von
vertraglichen Observablen im Sinne der Quantenmechanik. Deshalb legen die Be-
dingungen

Ay = anlthy), a1 =FE,a5,...,a, €R (12.21)

den (reinen) Zustand [¢;) nicht fest. Zustdnde zu vorgegebenen makroskopischen
Erhaltungsgrofen sind hochgradig entartet. Die Entartungsindex ¢ € {1,2,...,Q}
in

[i) = |ay, ag, ... ag, i) = |a,i) (12.22)

nimmt viele verschiedene Werte an - der Entartungsgrad 2 ist etwa gleich der
Anzahl Teilchen im System. Ahnlich wie in der klassischen statistischen Physik
ist ein weiteres Prinzip notwendig, das ein zusatzliches klassisches Wahrschein-
lichkeitselement in die Quantentheorie einbringt, ndmlich das Prinzip der a priori
Gleichwahrscheinlichkeit aller Mikrozustédnde eines abgeschlossenen Systems, die
zu den gleichen makroskopischen Erhaltungsgrofsen Anlass geben, also mit dem
Makrozustand des Systems vertraglich sind.

12.3 Die wichtigsten Gesamtheiten

Wie in der klassischen statistischen Mechanik besprechen wir im Folgenden die
mikrokanonische, kanonische und grofkanonische Gesamtheit. Diese beschreiben
grofe Systeme im thermischen Gleichgewicht unter verschiedenen Nebenbedingun-
gen.

12.3.1 Abgeschlossene Systeme

Die vertraglichen und makroskopisch zugéanglichen Observablen 1211, cee Ay (wobei
A; der Hamilton-Operator ist) seien scharf und das Tupel a = (a1 = E, as, ..., ax)
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enthalte die gemessenen Werte dieser Grofen. Es gébe €2 reine Zustdnde mit festem
a. Da uns nur eine kleine Anzahl makroskopischer Erhaltungsgrofen zugénglich ist,
ist der Entartunggrad €2 > 1. Wegen unserer (gewollten) Ignoranz iiber die Werte
der vielen anderen Observablen wird das System durch ein Gemisch beschrieben

Q Q
Z la,i){a,i| mit SpQ—ZpZ—l (12.23)

=1

Die Entropie des Zustandes ist

S(0) = —kSp (dlog 0) = —k > _ pilogp;. (12.24)

Genauso wie in der klassischen statistischen Physik maximieren wir die Entropie in
der Klasse der Makrozusténde. Das Variationsproblem mit Nebenbedingung lautet

6 (S(0) — kA[Sp(o) — 1]) =0, (12.25)

worin A der Lagrangesche Multiplikator ist. Dies ist gleichbedeutend mit

0 (& o
Ip; (Zpélogpi Hsz-) =logp; +14+A=0.
7 \i=1 i=1

Dies bedeutet, dass alle Wahrscheinlichkeiten gleich grofs sind. Die Nebenbedin-
gung in ([12.23)) fithrt dann auf p; = ps = -+ = po = 1/Q. Die entsprechende
Dichtematrix

Q
= éz la,i){a,i| (12.26)
=1

mit konstanten Wahrscheinlichkeiten beschreibt den Zustand des mikrokanoni-
schen Ensemble. Unter allen Zustdnden mit Dichtematrizen hat er die
maximale Entropie. Diese ist klog 2. Das Prinzip der gleichen Wahrscheinlichkeit
(Gleichverteilung) kann als Prinzip fiir eine vorurteilsfreie Festlegung der Dichte-
matrix angesehen werden.

12.3.2 Nicht abgeschlossene Systeme

Mikrokanonische Ensembles sind wegen der nicht einfachen Abzahlung von Mikro-
zustéanden nur schwer handhabbar. Ahnlich wie in der klassischen Physik betrach-
ten wir deshalb Gesamtheiten bei denen die Nebenbedingungen wie F = konstant
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und a = konstant aufgeweicht werden: Wir lassen fluktuierende Erhaltungsgrofen
zu und geben nur deren Erwartungswerte vor. Diese Ensemble werden, dhnlich wie
in der klassischen Physik, durch Teilsysteme von abgeschlossenen Systemen (fir
das die mikrokanonische Verteilung gilt) realisiert.

Die Dichtematrix wird nun durch die Forderung festgelegt, dass die Entropie
S(0) maximal sein soll bei vorgegebenen Mittelwerten der makroskopischen Erhal-
tungsgrofsen,

68 = —koSpologo =0, Spo=1, (A,)=a,. (12.27)

Wir erinnern uns, dass H=A gesetzt wurde. Wir 16sen das Variationsproblem
wieder mit Hilfe von Lagrange-Multiplikatoren fiir die Zwangsbedingungen und

erhalten
k A
5 (Spélog o+ A(Spa— 1)+ 3 Mu(Spod, — a,) (12.28)
n=1
k A
:Sp5@<log§+ 1+ A+ZAnAn), (12.29)
n=1
beziehungsweise

k
by = e~ exp (— > )\nAn> , (12.30)
n=1

wobei im Exponent diejenigen Erhaltungsgrofen auftreten, deren Erwartungswerte
festgehalten werden. Die Zwangsbedingung Spo = 1 liefert den Multiplikator A,

k
e = Spexp (— Z )\nfln) , (12.31)
n=1

so dass der maximierende statistische Operator folgende Form hat

k k
1 . - .
ox = Z_)\ exXp <_ § )\nAn> mit Z/\ = Sp €xp <_ n§:l )\nAn> . (1232>

n=1

Der Normierungsfaktor 7, ist die Zustandssumme. Im Prinzip sind die Lagrange-
schen Multiplikatoren durch die verbleibenden Zwangsbedingungen bestimmt,
1

ay, = (An) = Z Sp (An exp (— Z )\n/ln>) = —ain log Z . (12.33)
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Da man diese Zwangsbedingungen praktisch nie losen kann, behélt man die Mul-
tiplikatoren und betrachtet diese als physikalische Parameter des System, welche
die Erwartungswerte der Erhaltungsgrofsen festlegen. Wir berechnen schlussendlich
noch die Entropie des Ensembles mit maximaler Entropie:

S = —/{:Sp (@)\ 10g @A)

k
= kSp (@A (log I+ )\nfln>>
n=1

k
=klog Zy + kY A(Ay) (12.34)

n=1

k
d
=k (1 -y )\naT> log Z) . (12.35)
n=1 n

Kanonische Gesamtheit

Ist das Teilsystem mit der Umgebung im thermischen Gleichgewicht und nimmt
dessen Temperatur an, dann muss die Energie als fluktuierend angesehen werden,
so dass nur noch die mittlere Energie H=A, vorgebbar ist. Das entsprechende
Ensemble ist die kanonische Gesamtheit,

R IRy
QQZZ—BGBH, ﬁ:

1

— 12.
—, (12.:36)

worin der Lagrangesche Multiplikator A; mit § identifiziert wurde. Die mittlere
Energie (H)g ist gleich der inneren Energie U, so dass ([12.34)) auf

U—TS =—kTlog Zg (12.37)

fithrt. Nach den thermodynamischen Beziehungen im Abschnitt ist die rechte
Seite gleich der freien Energie,

F(T,V)=—kTlog Zg . (12.38)

Die Beziehung [12.35|ist dann gleichbedeutend mit

OF

> (12.39)

0
S—k(l—i—Ta—T)long——

Diesen Zusammenhang zwischen Entropie und freier Energie kennen wir schon.

Grofskanonische Gesamtheit
Zur grofkanonischen Gesamtheit gelangen wir, wenn die Erhaltungsgrofsen Energie
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und Teilchenzahl fluktuieren kénnen und nur ihre Mittelwerte bekannt sind. Der
statistische Operator lautet dann im Falle eines einkomponentigen und einphasigen
Systems mit Ay = N

0B = Zon e PH=1N), Zg, = Spe PH—1N) (12.40)
M

A~

worin wir Ay = —fu gesetzt wurde. Die mittlere Teilchenzahl (N) wird mit N in
der Thermodynamik identifiziert, so dass (12.34) auf

U—TS —uN = —kTlog Zs,, (12.41)

fithrt. Der Vergleich mit der Definition der grofskanonischen Potentials auf Seite

zeigt, dass

J = —kTlog Zg,, (12.42)
das grofkanonische Potential ist. Mit der Zustandssumme in ([12.40|) folgt dann
sofort o0 97

S=—|(—=— d N=—|— . 12.43
(5r), = v ==(50), 1249

Fiir mehr-komponentige Systeme hélt man die mittlere Teilchenzahl jeder Kom-
ponente fest. Dies erreicht man durch Einfiihrung von mehreren chemischen Po-
tentialen — fiir jede Komponenten eins.

12.4 Viele unterscheidbare Teilsystemen

Wir betrachten das kanonisches Ensemble fiir ein System bestehend aus N unter-
scheidbaren und nicht-wechselwirkenden Teilsystemen. Die freien Energie

F = —kTlog Zg, (12.44)
berechnet sich aus der temperaturabhéngigen kanonischen Zustandssumme
Zs5 = SpyePH . (12.45)

Hier ist die Spur im Hilbertraum H des Gesamtsystems zu berechnen. Der Hamilton-
Operator ist die Summe der N kommutierenden Hamilton-Operatoren der Teilsys-
teme,

N
H=> h", (12.46)
n=1
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Dabei wirkt A auf dem Hilbertraum des n’ten Teilsystems ™, so dass H =
hY @ - @ ) ist. Im Allgemeinen sind die Hamilton-Operatoren h(™ verschie-
den und haben unterschiedliche Energie-Eigenwerte. Da sie nach Voraussetzung
vertauschen, faktorisiert die kanonische Zustandssumme,

Zsg = true M = try <e_6h<1) : --e_ﬁh(m>

_B8h(® _gh(V)
= tryo (e gt ) R 0 SN0 (e BRI ) = zél) . --zéN). (12.47)

Dies bedeutet: die Zustandssumme des Gesamtsystems mit Hamilton-Operator H:
H — H ist gleich dem Produkt der Zustandssummen der nicht-wechselwirkenden
Teilsysteme mit Hamilton-Operatoren h(™ : h(™) — {7,

12.4.1 Ein Gas aus harmonischen Oszillatoren

Nun wenden wir obige Resultate auf N wunterscheidbare und nicht wechselwir-
kende harmonische Oszillatoren mit der gleichen Frequenz an. Die fiithrt auf das
Einstein-Modell der Gitterschwingungen einfacher Festkorper. Der Hamiltonian
des 1-dimensionalen Oszillators

+ ) (12.48)

enthélt den Anzahloperator
n=a'a (12.49)

der die angeregten Quanten Aw zéhlt, und a', @ sind die entsprechenden Erzeugungs-
und Vernichtungsoperatoren. Die Zustandssumme fiir die N Oszillatoren ist

Zg = (25)", (12.50)

wobei zg die Zustandssumme eines Oszillators ist,

—Bh —Bhw/2 — _ Bhw e hh/2
zZg = Spb (e ) =€ Ze p = ]__e——ﬁﬁw . (1251)
p=0
Damit ergibt sich fiir die freie Energie pro Oszillator der Ausdruck
~ =5 tHTlog(1—e ey (12.52)
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Die Entropie pro Oszillator ist entsprechend

S 10F | fhw

— - _ —Bhw
N NaT = Femm oy Flog(l—e™). (12.53)

Und fiir die innere Energie pro Oszillator erhalten wir

U 10 - hw hw
—:———IOgZB:Ul):?WLm,

(12.54)
Mit (|12.48]) findet man dann fiir die mittlere Besetzungszahl von angeregten Quan-
ten der Energie hw im thermischen Gleichgewicht

1

() = G (12.55)

Man spricht in diesem Zusammenhang auch davon, dafl der harmonische Oszil-
lator in einem thermischen Zustand angeregt ist. Jeder der N Osrzillatoren tragt
gleichermafen mit der mittleren Energie hw (3 + (7)) zur inneren Energie bei. Das
Ergebnis macht klar, dass fiir quantenmechanische Oszillatoren der Gleichvertei-
lungssatz nicht mehr gilt.

Fiir die Warmekapazitit erhalten wir

ou

C:a_T

= Nk (Bhw)’ —— = Nk

(efhw — 1)2 sinh? (%)

(12.56)

und das Resultat ist in Abbildung geplotted. Wir betrachten nun die Ergeb-

0.8+
0.6 1
0.4+
0.2+

kT /hw
0 1 2

Abbildung 12.1: Spezifische Wérme fiir ein Quantengas von Oszillatoren.

nisse fiir hohe und tiefe Temperaturen etwas genauer.
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Hohe Temperaturen

Ist die thermische Energie k1" grof verglichen mit der charakteristischen Energie
hw der Oszillatoren, dann ist fhw < 1 und
1 1 Bhw (Bhw)?

- _ - = . 5
n_ﬁhw 5T 13 20 + O ((Bhw)?), (12.57)

und es gilt das klassische Ergebnis

_ L P ) ~ ~
U-NM(WM+12)+OWWJD~NM‘mm C~ Nk, (12.58)

bzw.

U =~ 3NkT, C ~ 3Nk (12.59)

fiir den Fall von N rdaumlichen Oszillatoren. Fiir hohe Temperaturen erhalten wir
den klassischen Gleichverteilungssatz: jeder quadratische Freiheitsgrad in der Ha-
miltonfunktion tragt mit £7"/2 zur mittleren Energie bei. Fiir hinreichen hohe Tem-
peraturen ist der Niveauabstand Aw klein verglichen mit der thermischen Energie
kT, so dass sich die diskrete Struktur des Energiespektrums nicht mehr bemerkbar
macht.

Tiefe Temperaturen

Im umgekehrten Grenzfall
hw > kT bzw. [hw>1 (12.60)

erwarten wir dagegen merkliche Abweichungen vom klassischen Resultat. In diesem
Fall ist (n) ~ exp(—fhw) und folglich gilt

Ur Nhw(t+e®) und O~ Nk (Bhw) e . (12.61)
Im Grenzfall T" — 0 sind alle Oszillatoren im Grundzustand und die innere Energie
strebt gegen die Grundzustandsenergie,

limU = Nifiw=FE, und limC=0. (12.62)

T—0 T—0

Wenn die thermische Energie klein gegeniiber dem Energiegap hw ist, dann ist
der Ubergang in einen angeregten Zustand exponentiell unterdriickt. Es ist sehr
unwahrscheinlich, dass das System die vom Wérmebad angebotene Energie kT
aufnimmt solange diese nicht ungefdhr von der Ordnung Aw ist.
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13 Ideale Quantengase

Unter bestimmten Bedingungen hédngen die Eigenschaften eines Gases entschei-
dend davon ab, ob die Gasteilchen Fermionen oder Bosonen sind — man spricht
dann von Quantengasen. Bosonen haben einen ganzzahligen und Fermionen haben
einen halbganzen Spin. Ganz ohne Wechselwirkung wiirde jedes Teilchen dauerhaft
einen der Einteilchen-Zusténde [1);) besetzen. Mit Wechselwirkung finden hin und
wieder Stofe statt. Diese verteilen die Teilchen zwischen den Zustdnden um. Erst
dadurch kann sich ein Gleichgewicht einstellen. Die Stofrate hangt von der Starke
der Wechselwirkung ab. Wir betrachten in diesem und im folgenden Kapitel Gase
mit einer hinreichend schwachen Wechselwirkung zwischen den Teilchen, wie sie in
verdiinnten Substanzen gegeben ist, so dass zu jedem Zeitpunkt fast alle Teilchen
ihren Einteilchenzustand besetzen und Stdfse sehr selten sind.

Wir kennzeichnen einen Einteilchenzustand |¢;) durch einen vollstdndigen Satz
von Quantenzahlen ;. Das heifst, &; soll die Eigenwerte eines vollstandigen Sat-
zes von vertréiglichen Einteilchen-Observablen repriasentieren. Um die Schreibweise
einfach zu halten, werden wir vorerst annehmen, die Menge {;} sei diskret.

13.1 Identische Teilchen in der Quantentheorie

Das Prinzip der Ununterscheidbarkeit identischer Teilchen besagt, dass sich die Er-
wartungswerte von Observablen nicht &ndern diirfen, wenn man in der N-Teilchen-
Wellenfunktion die Quantenzahlen der Teilchen ¢ und 7 miteinander vertauscht:

(|Of) = (Pt O Pyb) . (13.1)

Kennzeichnet & die Quantenzahlen des ,i’'ten Teilchens” dann transformiert die
Amplitude

w(glvg%"'?g]\f) = <£17£27"'7£N’w> (132>
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unter einer Vertauschung der Quantenzahlen der Teilchen 7 und £ wie folgt:

(ﬁjkw) (Elyeo oy & e ) = 0(EL oo Epy e Er e E). (13.3)

Zum Beispiel éndert die Wellenfunktion fiir spinlose Teilchen im Ortsraum gemaf

(f’ﬂczﬂ) (T, Ty Ty N) = (20, Ty, T, TN (13.4)

A

Die hermiteschen Austauschoperatoren Pj;, quadrieren zur Einheit und sind unitér,
H T 2 H—1
Pubu=1, P =D. (13.5)

Jede Permutation 7 von N Elementen gewinnt man durch sukzessive Vertauschun-
gen zweier Elemente. Als Produkt von unitdren Transpositionsoperatoren Pj;, sind
die Permutationsoperatoren P, unitdr. Im Allgemeinen quadrieren sie aber nicht

zu Eins.

Die Bedingung ([13.1)) impliziert dann, dass der Erwartungswert von Observablen

bei einer beliebigen Permutation 7 der (&1, ..., &y) nicht &ndert. Sie ist dquivalent
zu
P1OP, =0, (13.6)

beziehungsweise zu

O (&1, 62, 6n) = O (&x(1): En)s - - -+ En()) - (13.7)

Die Observablen von identischen Teilchen miissen also symmetrische Operatoren
sein. Dies sind Operatoren, die bei einer Permutation der Teilchenkoordinaten
nicht dndern. Keine Observable kann identische Teilchen unterscheiden und alle
Teilchen werden auf genau die gleiche Art behandelt. Beispiele von symmetrischen
Observablen sind der Gesamtimpuls und gesamte Bahndrehimpuls,

=S p . =YL (13.8)
Die Bedingung ([13.6]) gilt insbesondere fiir den Hamilton-Operator
P'HP, = H <= [H,P,]=0. (13.9)

Ist |¢) Eigenzustand von H, dann ist P(m)[t) ebenfalls Eigenzustand mit gleicher
Energie. Ist P(m)|m) nicht proportional zu |¢), dann ist die Energie entartet und
man spricht von der Austauschentartung.
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Nun ist es eine experimentelle Tatsache (die allerdings im Rahmen einer lokalen
relativistischen Quantenfeldtheorie verstanden werden kann), dass die Wellenfunk-
tionen von identischen Teilchen stets Eigenfunktionen der P, sind. Bei einem Aus-
tausch von zwei identischen Fermionen &ndert die Wellenfunktion das Vorzeichen
und bei Austausch von zwei identischen Bosonen bleibt sie unverdndert:

P,|)) = sign(m)|¢))  Fermionen
Py = i) Bosonen. (13.10)

Hier ist sign(m) das so-genannte Signum der Permutation: es ist 1 falls 7 aus
einer geraden Anzahl von Transpositionen besteht und sonst —1. Zum Beispiel ist
Pjlip) = —|¢) fiir identische Fermionen und Pj;|¢)) = |¢) fiir identische Bosonen.

Der Hamilton-Operator fiir ein System von nicht-wechselwirkenden identischen
Teilchen ist die Summe von Einteilchen-Operatoren,

Hy = Z h(i). (13.11)

Die orthonormierten Einteilchen-Zusténde |¢;) seien Eigenzusténde von h mit Ein-
teilchenenergien ¢;,

hlbi) = els) . (13.12)

Dann sind die Losungen der stationdren Schrodingergleichung

Hol) = El¢) (13.13)

offensichtlich die Produkt-Wellenfunktionen

Die Energien dieser Produktzustdnde sind gleich der Summe der Einteilchen-
Energien,
E:8i1+"'+€i1\7' (1315)

In der Losung ist das erste Teilchen im Zustand |¢;,) mit Energie ¢;,,
das zweite Teilchen im Zustand |v¢;,) mit Energie £;, usw. Wegen der Austau-
schentartung gibt es viele andere Lésungen von mit gleicher Energie. Alle
Produktzustande

P<7T)|wi1i2-"i1\r> (13'16>
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haben die gleiche Energie wie der Zustand in . Aber weder der Zustand
(13.14)) noch eine der anderen vermittels Permutation der Argumente gewonnenen
Losungen ist fiir identische Teilchen zugelassen. Wir miissen diejenigen Linear-
kombinationen der nicht erlaubten Losungen konstruieren die (anti)symmetrisch
in den Argumenten sind. Fir identische Bosonen sind dies die symmetrischen
Zustandsvektoren

W})s = |¢i1...iN>s X Z W}iw(l) - wiw(N)> . (1317)

Die Summe erstreckt sich tiber alle N! Permutationen der Indizes 1,..., N. Die
Energie dieses Zustandes ist gerade . Der Zustand [1)s ist vollstiandig sym-
metrisch: vertauschen wir zwei seiner Argumente, dann bedeutet dies nur eine
Umordnung der Summanden auf der rechten Seite.

Fiir identische Fermionen miissen wir vollstdndig antisymmetrische Zustands-
vektoren konstruieren. Wie man leicht einsieht, ist

&1 ) = % > sgn(mlen - Ex) (13.18)

vollstéindig antisymmetrisch, genauso wie die zugehorige Wellenfunktion,

i (0 ) =a (€ En i iy
1
= 7 2 S (60) - i (6. (1319)

Die Energie dieser Zusténde ist ebenfalls durch (13.15)) gegeben. Diese alternieren-
de Summe kann auch als Determinante geschrieben werden:

Vi, (§1) (&) - vn(En)

1
VNI : S :
Vi (§1) Yiy(§2) - Yiy(En)

Fiir orthonormierte Einteilchenfunktionen 1); ist diese sogenannte Slater-Deter-

isll?,iN(gh s >€N) =

minante auf Eins normiert.

Neben der symmetrischen und antisymmetrischen Darstellung gibt es noch viele
andere irreduzible Darstellungen der nicht-Abelschen Permutationsgruppe. In 3
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Raumdimensionen sind aber nur die (anti)symmetrischen erlaubt und in der Natur
realisiert. In tieferen Dimensionen sind auch andere Darstellungen kompatibel mit
einer lokalen Feldtheorie (Anyonen).

Wie sieht nun der Grundzustand fiir ein System von nicht wechselwirkenden
Elektronen aus? Offensichtlich verschwindet die Slater-Determinante, wenn nur
zwei Finteilchen-Wellenfunktionen gleich sind. Wir ordnen nun die Quantenzahlen
der Einteilchenzustiande, so dass die Einteilchenenergien der Grofe nach geordnet
sind,

g1 <y <eg <.l (13.21)

Die Grundzustandsenergie fiir nicht-wechselwirkende Fermionen ist offenbar

N
Ey=) e, (13.22)
=1

und der Grundzustand ist die Slaterdeterminante mit den Einteilchen-FEigenzustéinden
zu den N niedrigsten Energien. Im nichtrelativistischen Grenzfall ist der Einteilchen-
Hamilton-Operator spinunabhéngig und jede Einteilchenenergie ist mindestens
doppelt entartet, da die Zustédnde mit Spin % und —% dieselbe Energie haben.
Fiir N nicht-wechselwirkende identische Teilchen im Grundzustand sind die [N/2]
tiefsten Zustéinde des Einteilchen-Hamilton-Operators h doppelt besetzt.

13.2 Quantenstatistik identischer Teilchen

Fiir ein System aus identischer Teilchen lasst sich wegen der Ununterscheidbarkeit
der Teilchen ein Quantenzustand durch Angabe der Anzahlen n; von Teilchen in
den Einteilchenzusténden |i;) eindeutig festlegen. Wir kénnen nicht sagen, Teil-
chen 1 ist im Grundzustand und Teilchen 2 im ersten angeregten Zustand. Wir
konnen nur sagen, ein Teilchen ist im Grundzustand und ein Teilchen im ersten an-
geregten Zustand. Fiir identische Teilchen ist ein Zustand eindeutig charakterisiert,
wenn wir angeben, wieviele Teilchen die jeweiligen Einteilchenzustdnde besetzen
(beachte, dass diese Aussagen nur fiir nicht-wechselwirkende Teilchen zutreffen).
Ist nun n; der Operator fiir die Anzahl Teilchen, die sich in dem Einteilchenzustand
|1;) befinden, so lautet der Operator fiir die gesamte Teilchenzahl

N=> . (13.23)
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Die Zustandssumme eines Systems identischer Teilchen kann am einfachsten be-
rechnet werden, wenn die zu beriicksichtigenden Zustdnde nicht durch die Neben-
bedingung einer fest vorgegebenen Teilchenzahl eingeschrankt wird. Wir gehen
deshalb von der groffkanonischen Verteilung aus und betrachten die Zustandssum-

me R R
Zg, = tre PN (13.24)

Wir berechnen die Spur in der Besetzungszahldarstellung, d.h. in der Basis gegeben
durch Produkte von Eigenvektoren der Teilchenzahloperatoren

In) = |n1,n2,n3,...) mit  7;n) = ny|n), (13.25)

und entsprechend
Nln) = (Zi n) In) = Nin). (13.26)

Man beachte, dass die Summen in (13.23) und ((13.26)) sich nicht mehr auf die
verschiedenen Teilchen, sondern auf die Zustdnde des Einteilchensystems beziehen.
Der Teilchenzahloperator vertauscht mit dem Hamilton-Operator und

Zgu= Z<n|e_ﬂ(ﬁ_”m|n> = Zeﬁ“N(n|e_’3H|n> : (13.27)

n

Der Wechselwirkungsanteil im Hamilton-Operator
H=Hy+V (13.28)

beschreibt die gegenseitige Beeinflussung der Teilchen. Im Sinne einer idealen Gas-
ndherung nehmen wir an, dieser Anteil sei klein und wollen ihn vorerst vernachléssi-
gen. Da bei Vernachlédssigung von V die Teilchen nicht miteinander wechselwirken,
setzt sich die Energie des Mikrozustandes |n) aus den Einteilchen-Energien additiv

zusaminerl,
Hin) = (an) In). (13.29)

Die grofkanonische Zustandssumme ergibt sich in der Besetzungszahldarstellung

Zﬁ,u _ Z eﬂ doi(p—ei)ni _ Z (H (eﬁ(ﬂ—ai))m> . (1330)

{n:} {ni} \ 2
Dies bedeutet, dass die Zustandssumme faktorisiert,

Zs, = H Zi,  Zi=>) ()" (13.31)

zu
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und entsprechend das zugehdrige grofskanonische Potential sie Summe von Einteil-
chenpotentialen wird,

J=—kTlog(Zs,) = ZJZ, J; = —kTlog Z; . (13.32)

13.2.1 Bose-Einstein Verteilung

Ein Einteilchenzustand kann mit einer beliebigen Anzahl Bosonen besetzt sein.

Deshalb kann n in (13.31)) die Werte 0,1, 2,3, ... annehmen und die Reihe

Z; = Z Plu—ei)” (13.33)

ist eine geometrische Reihe, die allerdings nur fiir u — ¢; < 0 konvergiert. Wegen
g; > 0 konnen wir fiir Bosonen also kein positives chemisches Potential einfiihren.
Fiir negative p konvergiert die geometrische Reihe und ergibt

1

Zi= ey

(13.34)
Damit erhalten wir das grofkanonische Potential
J=> Ji,  Ji=kTlog(1—e ) (13.35)

Die mittlere Teilchenzahl ist bekanntlich

N=-"= (13.36)
Dies fithrt auf die Bose-Finstein- Verteilung
; 1
n; = _9k _ (13.37)

op  ePfle—m — 17
fiir die mittlere Anzahl Teilchen im Zustand |1;).

13.2.2 Fermi-Dirac Verteilung

Nach dem Pauli-Prinzip kann ein Einteilchenzustand mit keinem oder maximal

mit einem Fermion besetzt sein. Dann finden wir
1
7 = (eﬁ(u—ai))” =1 4 ePlu—ei) | (13.38)
n=0
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Das grofkanonische Potential lautet

J=Y Ji,  Ji=—kTlog (1+ =) (13.39)

Dies fithrt auf die Fermi-Dirac-Verteilung

_ 0J; 1
fiir die mittlere Anzahl von Teilchen im Zustand [¢);). Wegen des Pauli-Prinzips
ist diese Anzahl zwischen 0 und 1. Wir fassen zusammen:

Bose-Einstein und Fermi-Dirac Verteilungen

Fiir ein System von nicht-wechselwirkenden identischen Bosonen bzw. Fermio-
nen gilt
J=Y i,  Ji=+kTlog(1FefW=0) (13.41)

wobel das obere Vorzeichen fir identische Bosonen und das untere fiir identi-
sche Fermionen gilt. Die mittlere Teilchenzahl ist

N=> n, = (13.42)

Im Grenzfall, wenn
P > (13.43)

strebt die mittlere Anzahl von Teilchen im Zustand [¢);) fiir Bosonen und Fermio-
nen gegen
n; el « 1. (13.44)

In diesem Grenzfall sind die Einteilchenzustdnde im Mittel kaum besetzt, so dass
der Unterschied zwischen Bosonen und Fermionen nicht zum Tragen kommt und
die klassische Mazwell-Boltzmann-Statistik anwendbar ist. Das Gas verhélt sich
klassisch wenn die Bedingung fiir alle Energien erfiillt ist, oder in anderen
Worten, wenn die Fugazitit

=<1 (13.45)

sehr viel kleiner als Eins ist.
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w
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Abbildung 13.1: Die Bose-FEinstein und Fermi-Dirac Verteilungn.

13.3 ldeales Maxwell-Boltzmann-Gas

klassischer Bereich

Wir untersuchen zuerst den Grenzfall ((13.43) in dem die Maxwell-Boltzmann Sta-
tistik gilt. Wegen exp(f(u — €;)) < 1 kénnen wir den Logarithmus in ((13.41])

néhern,

so dass das grofkanonische Potential die Form

J = —kTer Ze_ﬁai

7

annimmt. Die mittlere Teilchenzahl ist
_ oJ
o) ry i

und somit gilt
J=—NkKT.

Allgemein ist das grofkanonische Potential proportional zum Druck,

J =—-pV

(13.46)

(13.47)

(13.48)

(13.49)

(13.50)

und wir gelangen zu der bekannten thermischen Zustandsgleichung eines idealen

Gases
pV = NKT, N=N.
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Die Auflésung von ([13.48)) nach dem chemischen Potential ergibt

1
— —Bei
w= —kTlog (N g e > . (13.52)

Fingesetzt in
F=J+uN (13.53)

finden wir mit Hilfe von ([13.49)) die freie Energie

F = —NkTlog (% Ze—ﬁfz) : (13.54)

%

Die klassische Theorie kennt nur spinlose Teilchen, fiir die die Summe iiber die
Einteilchen-Energien in thermodynamischen Grenzfall V' — oo in ein Impulsinte-
gral iibergeht. Die periodischen Eigenfunktionen des Einteilchen-Hamilton-Operators

h=——A (13.55)

in einem kubischen Kasten mit Ausdehnung L sind

1 . 2 2rh
by = Wezp-w/ﬁ mit ¢, = 2p_m’ p= %n, (13.56)

wobei der Vektor n € 7Z3 ganzzahlige Komponenten hat. Die p definieren das

Impulsgitter mit gleichen Absténden der Gitterpunkte in die drei Richtungen,

2rh

Fir L. — oo wird das Impulsgitter feiner und feiner und die Summe in (|13.52))
wird zu einem Riemannschen Integral,

zi:{...}: (;—h) zp:AplApgApg{...}ViO)O%/dgp{...}. (13.58)

Fiir Teilchen mit Spin s miissen wir noch mit dem Entartungsfaktor g = 2s + 1
multiplizieren. Damit ergibt sich fiir die Summe unter dem Logarithmus in (|13.54])

—Be; gv — 2 m g — 2 m
Do g [ diperriin = ﬁ/dgfﬂd%e ow*fam. (13.59)
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und entsprechend fiir die freie Energie
F=—NkTlog (-~ / dBrddp e PP/2m ) (13.60)
Nh3

Wir erinnern an die Formel ((11.43)) fiir die freie Energie in der klassischen statis-
tischen Physik:

1 N
Fklass. = —kT lOg (Nl h3N </ d3xd3p e/BPQ/Qm) )

1
= kT'log N! — kTN log <ﬁ/ Pz d3p eﬁp2/2m> : (13.61)

Mit der Stirlingschen Formel log N! ~ N log(N/e) sehen wir, dass die beiden For-
meln bis auf den Spinentartungsfaktor g iibereinstimmen. Insbesondere ist damit
der Faktor 1/(N!h*") im Phasenraumintegral der klassischen Statistischen Physik
begriindet.

13.4 ldeales Bose- und Fermi-Gas

Im thermodynamischne Grenzfall strebt die Summe ((13.42) gegen das Riemann-
Integral

- gV [_ B 1

worin die Einteilchenenergie ¢, nur vom Betrag des Impulses abhéngt. Deshalb
fithren wir Kugelkoordinaten im Impulsraum ein und erhalten

N = gh—‘géhr/ dpp® n(e,) . (13.63)
0

Zur Berechnung des verbliebenen eindimensionalen Integrals fithren wir die Ein-
teilchenenergie e = p?/2m anstelle von p als neue Variable ein. Mit

de=Ldap, dp="de (13.64)
m p

ergibt sich
p?dp = mp de = m (2me)"? de, (13.65)
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und somit nimmt ((13.62)) eine fiir die numerische Auswertung einfachere Form an,

N :/ de D(e)n(e) (13.66)
0
mit der Zustandsdichte freier Elektronen
D(e) = 4 (2m)>/? %Vslﬂ . (13.67)

Um das grofskanonische Potential zu berechnen, verfahren wir véllig analog wie bei
der Berechnung der Teilchenzahl und erhalten

J = ik;T/ de D(e) log (1 F ") . (13.68)
0
Die Zustandsdichte D ist proportional zur Ableitung von £3/2 und die Ableitung des

Logarithmus ist proportional zur Besetzungswahrscheinlichkeit 7(e). Entsprechend
fithrt die partielle Integration auf

J= —§ /0 " de D()ale) <. (13.69)
In analoger Weise ldsst sich die innere Energie
U= (H)=) ne (13.70)
im grofen Volumen durch ein Integral iiber die Einteilchen-Energien darstellen,
U= /OOO de D(e)n(e)e. (13.71)

Ein Vergleich mit dem Ausdruck zeigt J zeigt:

N

Fiir ein wechselwirkungsfreies Gas von identischen Bosonen oder identischen
Fermionen gilt immer die Beziehung

2
pV=—J=3U, (13.72)

unabhéngig von Temperatur und chemischen Potential.

Spéter werden wir sehen, dass bei Bildung eines Bose-Einstein Kondensats diese
Relation modifiziert wird.
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An dieser Stelle lohnt es sich, die von der dimensionslosen Variablen ¢ = Su
abhéngigen speziellen Funktionen

f(jF)(ﬁ)_ Bk /oo ett de = 1 /°° Gl d (13 73)
TR )y e El T Sy et Fl '

einzufithren, wobei das obere Vorzeichen zu Bosonen und das untere Vorzeichen zu

Fermionen gehort. Insbesondere ist die mittlere Teilchenzahl proportional zu fg(;z),

= 9V h
N=22 Py, Ap= - 13.74
)‘gB f3/2( ) dB 2mmkT ( )

und die innere Energie und das grofskanonische Potential proportional zu féﬁ):

3. gV gV
2 >‘dB )‘dB

13.4.1 Korrekturen zum klassischen Verhalten

Das Gas verhalt sich klassisch wenn die Fugazitat z gegen Null strebt. Deshalb
verwenden wir bei der Berechnung der Korrekturen zum klassischen Verhalten die
Potenzreihen-Entwicklung

1 * ze™® "
(F) _ k=1 4 :E:in—l _ o0 Bu 13.76
k F(k’) A 1$ze*$x x n>1( ) nkv (Z e € )7 ( : )

die im klassischen Regime 2z < 1, dass heifst fiir negative chemische Potentiale und
tiefe Temperaturen, schnell konvergiert. Im letzten Schritt entwickelten wir den
Integranden nach Potenzen der Fugazitat z und benutzten die Integraldarstellung
der Gamma-Funktion

o0 oo F
/ dra®le ™ =T(s) bzw. / dr o le ™ = (5) : (13.77)
0 0

aS

Fiir eine natiirlich Zahl k ist T'(k 4+ 1) = k! und fiir beliebige Argumente erfiillt die
Gamma-Funktion die Rekursionsrelation I'(s 4 1) = sI'(s). Aus der Reihendarstel-
lung folgen auch sofort die Rekursionsrelationen

d
e = 5 (13.78)
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Setzen wir die Entwicklungen (13.76]) bis zur Ordnung O(2?) in ((13.74)) und ((13.75)

ein, dann ergibt sich

N~ ==z

ol

z N gV z
Die zweiten Glieder zwischen den runden Klammern sind die fithrenden Quanten-
korrekturen fiir die Teilchenzahl und das grofskanonische Potential. Hohere Kor-
rekturen sind mit Potenzen der Fugazitit z < 1 unterdriickt. Um die Quan-
tenkorrekturen zur klassischen Zustandsgleichung pV' = kNT zu berechnen (wir

identifizieren N mit V), schreiben wir die erste Gleichung in (13.79)) in der Form

2422 7232003,/ =0, n= v (13.80)

worin die Teilchendichte n auftritt. Wir 16sen diese quadratische Relation nach
der Fugazitat auf. Im klassischen Grenzfall vernachléssigen wir den zweiten Term
zwischen den Klammern in und finden die einfache Losung z = n\35/g <
1. Von den jeweils zwei Losungen der quadratischen Gleichung wahlen wir
diejenige mit dem korrekten klassischen Limes,

(13.81)

—91/2 (2 + 23/271)\33/9)1/2 Bosonen
91/2 _ (2 — 23/2”/\313/9)1/2 Fermionen.

Im Rahmen unserer Néherung ist es ausreichend, die rechten Seiten bis zur zweiten
Ordnung in nA3; zu entwickeln. Dies fithrt auf die approximativen Losungen

2 nNp/g (LF27%2 0N, /9) (13.82)

wobei wieder das obere Vorzeichen fiir Bosonen und das untere fiir Fermionen gilt.
Zur Elimination von z in ([13.79)) brauchen wir

2(1£27922) ~n\ip/g (1 F 2_5/271/\3]3/9) . (13.83)
Eingesetzt in (13.79)) ergibt sich die gendherte Zustandsgleichung
prnkT (1F27°2n\5/9) . (13.84)

Unsere Naherung gilt nur wenn die thermische Wellenldnge sehr viel kleiner als
der mittlere Abstand (V/N)'/3 zwischen zwei Teilchen ist oder sich im Mittel we-
niger als ein Teilchen im Debye-Volumen aufhélt. Mit abnehmender Temperatur
wachst die thermischen Wellenldnge und die Korrekturen zum klassischen idealen
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Gasgesetz werden grofer. Die Korrekturen nehmen auch mit der Teilchendichte
zu. Die Quanteneffekte nehmen also mit sinkender Temperatur und/oder zuneh-
mender Dichte zu. Fiir identische Bosonen ist der Druck des Quantengases im
Vergleich zum klassischen Gas geringer. Die quantenmechanischen Effekte fiihren
hier einer effektiven ,,Anziehung* der identischen Teilchen untereinander. Dagegen
ist fiir «dentische Fermionen der Druck des Quantengases im Vergleich zum klassi-
schen Gas hoher. Die quantenmechanischen Effekte fithren hier zu einer effektiven
,Abstofsung* der identischen Teilchen untereinander.

Abhangigkeit von der Raumdimension

Betrachtet man ideale Quantengase in d Raumdimensionen, dann éndert sich we-
nig. Nur bei der Ersetzung der Summe iiber die Einteilchenzustdnde durch ein
Integral iiber die Impulse findet man die Modifikation

Z{ ] 29‘;) /ddp{-..}, (13.85)

und entsprechend ist das grofskanonische Potential

gV
J=+kT Y So [ dplog (15 efluer)) (13.86)

und daraus folgt die mittlere Teilchenzahl

oJ gV 1
N=—[—=— A dpp?t—— 13.
(m)w T 0980

worin die Oberfliche der Einheitssphére in d Dimensionen auftritt,

27.‘_d/2
Ai= (13.88)

Nach einer partiellen Integration und dem Ubergang von p zu £ = p?/2m mit

dp — @dg = pd_l dp — mpd_2 de = m(2m5)(d_2)/2 de (1389)
p

erhalten wir folgenden Ausdruck fiir das die Spektraldichte

D(e) = Ag(2m)%? QidVE(d 2)/ (13.90)
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Entsprechend findet man fiir die mittlere Teilchenzahl und die innere Energie

N:/daD(a)ﬁ( )\gB fd/Q( ) (13.91)

U= / deeD(e)n(e) = ék:T— fd/2+1( ), (13.92)

und das grof$kanonische Potential in d Raumdimensionen hat die Form

2 _
J = - / deeD(e)n(e) = f /2+1( ). (13.93)
Der Vergleich mit (13.92)) fiihrt auf die allgemeine Relation

2
PV =2U. (13.94)

Diese Formel gilt immer, wenn wir mit einer partiellen Integration das grofkano-
nische Potential in die Form ({13.93]) bringen kénnen.
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14 Kalte und dichte Quantengase

Der Ubergang vom normalen zum entarteten Gas findet statt, wenn die Wellen-
funktionen der Teilchen zu iiberlappen anfangen. Das geschieht, wenn die ther-
mische de-Broglie-Wellenldnge den mittleren Teilchenabstand iibertrifft. Entarte
Elektronen-Gase findet man in Festkorpern oder in dichten weifen Zwergen. Ent-
artete Neutronengase findet man in den noch viel dichteren Neutronensternen. Der
Ubergang zu einem entarteten Fermi-Gas findet nicht durch einen scharfen Pha-
seniibergang statt. Fiir ein System von identischen Bosonen ist die Situation eine
andere. Man beobachtet einen Phaseniibergang zwischen der normalen Gasphase
und der kondensierten Tieftemperaturphase.

14.1 Nicht-relativistisches entartetes Fermi-Gas

Wir wollen die Eigenschaften eines nicht-relativistischen Fermi-Gases bei hinrei-
chend tiefen Temperaturen oder bei hinreichend hohen Dichten etwas genauer
untersuchen. Ausgangspunkt ist das Resultat fiir die mittlere Anzahl Teilchen in
einem durch die Energie ¢; charakterisierten Einteilchenzustand,

_ 1
Fir T'— 0 oder 8 — oo ist dies eine Stufenfunktion
i 228 0 — &) (14.2)

Am absoluten Temperatur-Nullpunkt sind alle Einteilchenzustédnde bis zur Fermi-
Energie ep = p besetzt und alle energetisch hoher liegende Zustdnde unbesetzt.
Die Fermi-Energie gibt die héchste Energie an, die ein Teilchen in einem Fermi-
Gas haben kann, wenn das System in seinem Grundzustand ist. Die Fermi-Energie

203
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>

EF =)

Abbildung 14.1: Verteilungsfunktion am absoluten Nullpunkt der Temperatur

definiert iiber die Energie-Impuls Beziehung den Fermi-Impuls

2
Py
= —. 14.3
Er om ( )
Das Resultat (13.66|) fiir die (mittlere) Teilchendichte vereinfacht sich zu
. cF 2 2
N = / D(e)de = > Dler)er,  D(e) = S (2m)¥? VeV, (14.4)
0
und das dasjenige fiir die innere Energie (13.71)) zu
e 2 , 3
U= eD(e)de = 5D<€F)8F = gNgF. (14.5)
0

Die Auflésung von ((14.4) nach der Fermi-Energie fithrt zu folgender Beziehung
zwischen Fermi-Energie und Teilchendichte n fiir ein entartetes Fermi-Gas:

h? 2/3
=g n*3 mit a= <%> , (14.6)
beziehungsweise zwischen Fermi-Impuls und Teilchendichte
h
173 (14.7)

SN

Neben der Fermi-Energie und dem Fermi-Impuls fithrt man die Fermi- Temperatur,
auch Entartungstemperatur genannt, ein

h? n2/3

kTF = EF bzw. TF = Skma

(14.8)
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1 von oben
nach unten:
ET = /3
kT = /5
kT = p/10
ET = /20
kKT =0

1 i/

Abbildung 14.2: Die Besetzungswahrscheinlichkeit fiir identische Fermionen am
absoluten Temperaturnullpunkt

Teilchen in einem Ensemble der Temperatur T haben im Mittel eine thermische
Energie cp. Die Bedingung fiir starke Entartung ist offensichtlich

T < Ty . (14.9)

In der Tat, mit (14.8]) kann man nachpriifen, dass fiir T' < T die thermischen de
Broglie Wellenlénge deutlich grofer als der typische Teilchenabstand ist,

T\ /2 3rl/2

Die allgemeine Beziehung pV' = 2U/3 ergibt mit (14.5) die thermische Zustands-
gleichung am absoluten Temperatur-Nullpunkt:

(14.11)

Der Druck des entarteten Fermi-Gases verschwindet also nicht wenn die Tempera-
tur gegen Null strebt. Fiir 7' = 0 ist er proportional zur Potenz 5/3 der Dichte.

Nun erwéarmen wir ein Fermi-Gas, wobei wir aber deutlich unterhalb der Fermi-
Temperatur bleiben. Anstelle der Stufenfunktion als Verteilungsfunktion tritt dann
eine ,ausgewaschene Stufenfunktion” wie in der Figur dargestellt. Fiir 7" > 0 sind
nicht mehr alle Zustdnde mit Energien unterhalb p = ep besetzt. Umgekehrt gibt
es besetzte Zustande mit Energien oberhalb .
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Sommerfeld’sche Tieftemperaturentwicklung

Bei endlichen Temperaturen sind das grofkanonische Potential, die Teilchenzahl
und die innere Energie (in beliebigen Dimensionen) proportional zu den Integralen

FO(z) = L /Oo " g 0=p (14.12)
VT Sy e ¢ — P '

In diesem Abschnitt betrachten wir Fermionen und kénnen das Plus-Symbol an
f,gﬂ weglassen. Wir betrachten hier etwas allgemeinere Integrale von der Form

= plr)
I1,(9) = ———d 14.13
)= [ G (14.13)
mit einer langsam variierenden Funktion ¢ und approximieren diese Integrale fiir
tiefe Temperaturen § — oo. Dies fithrt auf die Sommerfeld-Entwicklung in inversen
Potenzen des bei tiefen Temperaturen grofsen Parameters 9 = Su fiir die Integrale
fx. Zunéchst wiahlen wir den Exponenten x—1 als neue Variable y, beziehungsweise

setzen x = ¢ + y. Dann folgt
0 [e'¢)
(0 +y) / p(0 +y)
1,(0) = —d — dy. 14.14
)= [ B gy [T AT, (14.14)
Im ersten Integral ersetzen wir y durch —y und benutzen dann
1 1

=1- . 14.15
1+ev eV +1 ( )

Danach finden wir
9 9 [e%)
(¥ —y) / (0 +y)
1,.(9) = ¥ —y) dy — —~ 77 d I~ 77 d
o (V) /0 P —y) dy /0 o1 W T

Bis hierher haben wir noch nicht genéhert. Nun wollen wir annehmen 9 > 1. Dann
diirfen wir im zweiten Integral die obere Integrationsgrenze ¥ durch oo ersetzen,
da der Integrand fiir grofe y exponentiell abfallt, und erhalten

L(Y) = /Oﬁ o(u) du + /OOO pWHY) =0 =9) 4 4 oge?), (14.16)

e¥Y +1

wobei wir im ersten Integral noch ¢ — y = u setzten. Nun diirfen wir fiir ¢ > 1
noch die Funktion ¢ in Potenzen von y entwickeln, da nur Funktionswerte in der
Umgebung von y = 0 zum Integral beitragen. Damit erhalten wir die Naherung

Lo~ [ewas 3 ) [Ty

e¥Y+1
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Das verbleibende Integral wird im Anhang ausgerechnet. Es ist proportional zu
eine Bernoulli-Zahl Bs,,:

2n—1 n—1
Yy (_1) 2n—1 2n
dy = 2 -1 Bs,, . 14.18
/ eV +1 Y 2n ( ) T 2 ( )

Die in den fithrenden Termen auftretenden Bernoulli-Zahlen sind

1 1 1
By=-, By=——, Bg=—. 14.19
T T 300 T 42 (14.19)
Somit nimmt die Reihenentwicklung ({14.17)) folgende Form an:
I(9) ~ / ’ p(u) du— Y (=" on (4" — 2) By, oD (¥9) (14.20)
® 0 o (27?,)' 2n . .
Mit obigen Bernoulli-Zahlen lauten die fithrenden Terme
9 2 4 6
m T 3l
I,(V) ~ du+ —¢'(9) + ——¢" G 9) + ... 14.21
)~ [ ptn) dut T 0) + 5 0) + HEeO@) + o (1421)

Fiir die spezielle Wahl op(u) = u*~1/T'(k) ist I, gleich dem gesuchten Integral fj
und

/0 o(u) du = ﬁ sowie o™ (u)]y—y = T —m) (14.22)

Setzen wir diese Resultate in (14.21]) ein, dann erhalten wir die gesuchte Reihen-
darstellung

fe(9) = F(kﬁ—il) (1 =) ()" -2) (2];) - Ban (%)%) : (14.23)

n>1

( Fermi-Integrale

Die Funktionen f5/5(¢) und f5/2(¢}) haben fiir grofe ¥ die Entwicklungen:

93/2 @1 7*1 3151
9 — - M T 14.24
f372(9) T(/2) ( TR a0 T 30m0s ) ’ 2
95/2 5n2 1  Ta*1 15570 1
_ gt L Hw L — ... 14.2
fs/2(9) T(7/2) ( u 8 ¥2 3849% 2150496 * ) 14.25)
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Die mittlere Teilchenzahl ist damit

%4 gV 932 ( w1 )
N=Tlp oy =22 Y (T ) 14.26
) = N T (14.26)

und fiir das groflkanonische Potential finden wir

gV 952 (1 5m2 1 )

N T(7/2) X2

gV
= —kT=— W) = —k1
! )‘(31Bf5/2( ) 8 2

(14.27)

Wir miissen noch das chemische Potential in ¢ = Su durch die Teilchenzahl bzw.
die Teilchenzahldichte ersetzen. Dazu dividieren wir ((14.26]) durch V' und erhalten
die Beziehung

71 '5/2)
93/2 (1+§@+...) =, Ngn = n. (14.28)
wobei wir, um die Notation einfach zu halten, die Hilfslange ¢ o< A\gg einfiihrten.
Diese formale Potenzreihe in 1/9? invertieren wir bis zur gewiinschten Ordnung
und erhalten 9 als Potenzreihe in (¢3n)~%/? < 1:

2 1 1

— (p3 23 4~ - % -
= ) R BB 0 (B

(14.29)

Nun ersetzen wir ¢ in der Entwicklung ((14.27) fiir das grofkanonische Potential um
den Druck als Funktion der Teilchendichte, also die thermische Zustandsgleichung
Zu gewinnen,

2 2 1 a1
=kTn | =(*n)*® + — - — ) 14.30

p=ran (5( N P TR Y (14.30)
Mit der fiir ideale Quantengase giiltigen Relation 3pV = 2U gewinnen wir die
Abhéngigkeit der inneren Energie von der Teilchendichte, d.h. die kalorische Zu-
standsgleichung:

1 S
U=kTN (g(e?’n)?/?’ + _om E + .. ) : (14.31)

m
4 (Bn)23 80 (£3n

Die Entropie ist proportional zur Ableitung des grofskanonischen Potentials bei
konstantem chemischen Potential,

oJ \% w21 Tt 1 317% 1
() gl (T T D S0 L) (1432
5 <8T)W I < 202 2001 179205 > (14.52)
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Setzen wir fiir ¥ wieder die Reihenentwicklung ([14.29) ein, dann finden wir

2 1 ot 1 247 1
S=kN|——7++—+———7~—— ————— ... ] . 14.33
(2 (@23~ 20 (Bn)? 315 (Bn)0B ) (14.33)

Fiir sehr kleine Temperaturen dominiert der erste Term, und

2
1
r «T. (14.34)

~kN—
S~k 2 (3n)?/3

In Ubereinstimmung mit dem dritten Hauptsatz verschwindet die Entropie am ab-
soluten Nullpunkt der Temperatur. In fithrender Ordnung ist die Warmekapazitét
Cy =T(90S/0T)y .y gleich der Entropie und verschwindet ebenfalls linear mit der
Temperatur.

Ubung: Ersetzen wir die Dichte durch die Fermi-Energie, dann vereinfachen sich
einige Resultate. Zeige, dass

2 2 4 4
€F = (KT 7 (kT
=" l1—-—=(=) = =(=) -...]. 14.

Zeige weiterhin, dass daraus folgende Entwicklung fiir den Druck p = —J/V folgt,
2 572 (kTN 7 [(kT\"

= - 14—(—) ——={— ) —... |]. 14.36

b 5"5F< LD (5F) 16<5F> ) (14.36)

Beim Studium des Verhaltens eines Fermi-Gases iiber den gesamten Tempe-

raturbereich muss man die auftretenden Integrale f; numerisch berechnen. Man
kann zum Beispiel wie folgt vorgehen. Zuerst bestimmt man die Werte {n} fiir
vorgegebene Werte {¢} mit Hilfe der Relation

n = %fs/z(ﬁ) : (14.37)
Ais

Fiir jedes ¥ muss dazu das Integral f3/2(¢}) berechnet werden. Nun bestimmen wir
fiir jedes ¥ den Druck
p= fTng)/Q(ﬁ) , (14.38)
dB
ebenfalls mit Hilfe einer numerischen Integration. Fiir jedes 9 kennen wir damit
die Dichte n und den Druck p und dies ergibt die gesuchte Abbildung n — p fiir
jedes gewdhlte .
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J I5/2
5 7 f3/2
_/ 9

|
NS
>
N

Abbildung 14.3: Die Fermi-Integrale f; als Funkionen von ¥ = fu fiir k = 3/2 und
k=5/2.

In Abbildung [14.3]sind die Fermi-Integrale

1 e’} xk—l
W) = d 14.39

f(®) F(k)/o T (14.39)
fiir die relevanten Parameter k = 3/2 und k = 5/2 gezeigt. Die Abbidlung [14.4]
zeigt die resultierende thermische Zustandsgleichung fiir das Fermigas. Neben der
numerischen Lésung sind auch die Ndherungen O(n®/3) in grau, O(n'/?) in griin

und O(n™!') in blau eingezeichnet. (14.30))

p KT/
10 1
8 numerisc_h’_
bis O /1'/)/"%
6 - . 1/3
bis O (n ¢
. . "
4 - bis O (nf )
92
T ny [1/6%]

Abbildung 14.4: Thermischen Zustandsgleichung fiir ein Fermigas.
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14.2 Fermi-Gase in Metallen

Alkalimetalle besitzen pro Atom ein Valenzelektron, das im Metall zu einem quasi-
freien Leitungselektron wird. Die Konzentration der Leitungselektronen ist somit
durch die Konzentration der Atome bestimmt. Wenn wir annehmen, dass sich die
Leitungselektronen in guter Ndherung wie ein ideales Elektronengas verhalten,
dann finden wir fiir die Fermi-Energie

n? 2\2/3 2/3
=g (37%) 7" n2/3. (14.40)
und daraus den Fermi-Impuls und die Fermi-Geschwindigkeit vp = (2e/m)"/?

sowie die Entartungstemperatur Ty = ep/k. Beispiele sind in der folgenden Tabelle
zusammengestellt. Da die Entartungstemperatur typisch einige zehntausend Grad
ist, ist fiir Zimmertemperaturen die Tieftemperaturndherung 7'/Ty < 1 eine sehr
gute Naherung.

ne [10%2cm ™3] vp [10%cm s ep[eV] TF [107K]
Li 4.60 1.30 4.7 2.5
Na 2.50 1.10 3.1 3.7
K 1.34 0.85 2.1 24
Rb 1.08 0.79 1.8 2.1
Cs 0.86 0.73 1.5 1.8
Cu 8.50 1.56 7.0 8.2
Ag 2.76 1.38 9.5 6.4
Au 5.90 1.39 5.5 6.4

Die spezifische Warme bei konstantem Volumen ist die Summe der Betrage von
den Elektronen und den Rumpfatomen, die zu Schwingungen im Gitter fahig sind.
Bei niedrigen Temperaturen erwarten wir

Cv =AT +BT*+ ..., (14.41)

Der Term linear in der Temperatur ist der Elektronenanteil und der kubische Term
ist im wesentlichen der Beitrag der Gitterschwingungen. Fiir ein ideales Fermi-Gas
mit g = 2 ist

7T2
Ap = iNkTF‘l : (14.42)

Die folgende Tabelle zeigt den Vergleich zwischen den gemessenen Werten von A
und den Werten fiir ein ideales Fermi-Gas.
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A[mJ mol 'K
Li 1.630
Na 1.380
K 2.080
Rb 2.410
Cs 3.200
Cu 0.695
Ag 0.646
Au 0.729

Ap [mJ mol 'K A/Ap
0.75 2.17
1.14 1.21
1.69 1.23
1.97 1.22
2.36 1.35
0.50 1.39
0.65 1.00
0.65 1.13

Man findet eine qualitativ gute Ubereinstimmung zwischen den experimentellen
Werten A und denjenigen fiir ein ideales Fermi Gas Ap. Die Abweichungen vom
idealen Verhalten riihren von der Elektron-Elektron-Wechselwirkung sowie der

Elektron-Gitter-Wechselwirkung her.

14.3 Weisse Zwerge

In der Astrophysik werden Sterne im Hertzsprung- Russell-Diagramm eingeordnet,

Leuchtkraft =——

Spektralklasse

in dem die absolute Helligkeit My
iiber der inversen Temperatur dar-
gestellten Spektralklassse aufgetragen
wird. Die meiste Zeit ihres Lebens ver-
bringen Sterne auf der Hauptreihe, in
der sich auch unsere Sonne, ein ge-
wohnlicher G-Stern, befindet. Bei ei-
nem Hauptreihenstern sind der Gra-
vitationsdruck, der den Stern zusam-
mendriickt, und der Druck des heifsen
Gases im Gleichgewicht. Es werden je-
doch auch weitere Objekte beobach-
tet — die sogenannten weiffen Zwer-
ge — die nicht durch den gewohnlichen
Gasdruck stabilisiert werden konnen,
da deren Gravitationsdruck viel grofer
als der Gasdruck ist.
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Zum Beispiel hat Sirius B, der von W. ADAMS im Jahre 1925 als kompaktes
Objekt identifizierte Begleiter von Sirius A, bei immerhin 1.05 Sonnenmassen einen
Radius von nur 5160 km oder von 0.0074 Sonnenradien. Trotzdem betragt seine
effektive Temperatur nur Tog ~ 27000 °K. Die Stabilitit der weien Zwerge war
ein Réatsel, das von der klassischen Physik nicht gelost werden konnte sondern erst
von der Quantenphysik und zwar mit den Methoden der Quantenstatistik. Die
Erklarung der Stabilitiat geht auf FOWLER zuriick, der zeigte, dass der Nullpunkts-
Druck des Elektronengases — ein reiner Quanteneffekt — fiir die Stabilitit der weifen
Zwerge verantwortlich ist. Die chemische Zusammensetzung von weifsen Zwergen
variiert und ist noch nicht in allen Details bekannt. Zum Beispiel haben viele
Kerne von planetarischen Nebel, dies sind weifse Zwerge in ihrer Friithphase, keinen
Wasserstoff mehr. Wenn weifte Zwerge abkiihlen beginnen sie zu kristallisieren.
Die Kiihlrate ist allerdings so langsam, dass die Zeit zur Bildung eines kristallinen
Festkorper sehr grofs ist.

Befindet sich ein kugelsymmetrischer Zwerg im hydrostatischen Gleichgewicht,
dann ist

dgi” —_— Gj\fz(r) p(r). (14.43)

Es sei p der mittlere Druck, p die mittlere Dichte und R der Radius des Zwergs.

Dann gelten

dp(r) D GM (r) GM _
R —— = 14.44
o g wd —5—=p(r) = —5p ( )
Es folgt dann
p_GMp p _R, . 2GM
B Tm = 2SR wobei R, = 2 (14.45)

der Schwarzschildradius des weifsen Zwerges ist. Kollabiert ein Stern bis zu sei-
nem Schwarzschildradius dann ist die Fluchtgeschwindigkeit v* = 2GM/R gerade
gleich der Lichtgeschwindigkeit. Der Faktor R,/R in ist ein Mak fiir die
Rotverschiebung eines Photons, dass von der Oberfliche des Zwerges abgesandt
wird. Das Verhéaltnis von Druck und Ruhemassendichte in , charakterisiert
die Kompaktheit eines gravitativen Korpers. Es ist ~ 1076 fiir die Sonne, ~ 1074
fiir weike Zwerge und ~ 1 fiir Neutronensterne.

Wird die Dichte eines Gases erhoht, dann nimmt der mittlere Abstand a zwi-
schen den Atomen ab. Die Elektronen konnen dann von Atom zu Atom tunneln
und dies fiihrt zu einer Verbreiterung der Energieniveaus. Das Linienspektrum geht
in ein Kontinuum iiber und wenn a kleiner als der Radius der K-Schale = C ao/Z
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(mit Bohrradius ay und Konstant C' = O(1)) wird, dann werden die Atome ioni-
siert. Der mittlere Abstand zwischen den Atomen wird durch die Massendichte o
bestimmt, so dass die Bedingung fiir lonisation lautet

Am, _ Am, (Z s
_ > = 14.46
RPERES a <C ) ’ ( )
wobei A die Massenzahl und m,, die Protonenmasse bezeichnen. Fiir Dichten grofier
als A 7
3

ist die Materie vollstdndig ionisiert und bildet ein Elektron-Kern Plasma. Quan-
tenmechanische Rechnungen ergeben den Wert C' = 6.

Zur Entartung des Kern- und Elektronengases: In einer ersten Ndherung
behandelt man die Elektronen und Kerne als Gas von nicht-wechselwirkenden Fer-
mionen. Es sei NV die Anzahl Teilchen im Volumen V. Fiir ein ideales klassisches
Gas bei Temperatur T ist die Anzahl Teilchen in einer Impulsschale

)\3
dNp = N% o~ P /2mkT 4mp? dp.

Elektronen gehorchen dem Pauliprinzip und deshalb ist ihre maximal maogliche
Anzahl im rédumlichen Volumen V' und Impuls-Intervall [p,p + dp| proportional
dem Volumen der Impulsschale,

v
dNpax = 52 4rp*dp. (14.48)

Der Faktor 2 berticksichtigt den Elektronenspin. Fiir kleine Energien F < kT
hat dNp.x ~ p*dp die gleiche Impulsabhingigkeit wie dNg. Damit die klassische
Boltzmannverteilung tiberhaupt realisiert werden kann muss offensichtlich gelten

dNB deax
b < p bzw. N/\gB§2V

Das Gleichheitszeichen markiert die Grenze zwischen dem klassischen idealen-Gas
Verhalten und dem entarteten Fermigas. Diese wird erreicht fiir

N, 2
P 14.49
TV TN, (14.49)
Fiir ein Elektronengas ist die Grenzdichte
nt =4.8-10°7%2ecm™3 (T in °K). (14.50)
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Im Zentrum von Sirius B ist 7. ~ 2.2 - 107 °K und deshalb
nta~5-10"cm™>.
Die zentrale Massendichte in Sirius B ist o, ~ 3.3 - 107 g/ cm® und ergibt

B 2
Ne = & ~ =103 em 3.

T Am, A

Die Elektronendichte n. ist viel grofer als die Grenzdichte n’. Die Elektronen in
einem weiflen Zwerg sind also in guter Néherung wvollstindig entartet. Sie wer-
den durch das Pauli-Verbot zu hoéheren Impulsen gezwungen als der Maxwell-
Boltzmann Verteilung entspréche. Fiir die Protonen ist die Grenzdichte grofer als
Ny &R Ne,
n, = <%)3/2 n' = 4.5-10% cm™3,
m

und deshalb konnen wir sie als nicht-entartetes klassisches Gas behandeln..

Die Dichte des vollstdndig entarteten Elektronengases ist proportional zur drit-
ten Potenz des Fermi-Impulses,

8t [PF 8 Pr Zos\ ' 0
=T dp= Ty PR (206) 2 (1451
e = s 0 PP = gpsbr mec A g 106 g /em® ( )

Der Fermi-Impuls wichst mit zunehmender Dichte. Im Zentrum von Sirius B ist
der Fermi-Impuls der Elektronen etwa m.c. Dies bedeutet, dass nahe der Fermi-
Kante die Elektronen relativistisch sind. Fiir relativistische Elektronen ist die Be-
ziehung zwischen Impuls und Energie

e2—(pe) = (mc®)? = —2 =—. (14.52)
Die Anderung der Energie-Impuls-Beziehung gegeniiber der nichtrelativischen Né-
herung ¢, = p?/2m hat physikalische Konsequenzen.

14.3.1 Das entartete relativistische Elektronengas

Das Pauli-Prinzip spielt eine wesentliche Rolle um weifse Zwerge gegen den Gravi-
tationskollaps zu stabilisieren. Wir miissen die Elektronen deshalb als Quantengas
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behandeln und die Maxwell-Boltzmann Verteilung durch die Dirac-Fermi Vertei-
lung ersetzen. Wir haben auch gesehen, dass die Elektronen in einem weifsen Zwerg
relativistisch sein konnen. Wir werden also die relativistische Beziehung
zwischen Energie und Impuls zugrunde legen.

Ausgangspunkt unserer Untersuchungen sind folgende Ausdriicke fiir das grof-
kanonische Potential und die mittlere Teilchenzahl:

J=—kT / dp D(p) log (1 + =) (14.53)
N = —g—i = / dp D(p)n(p) . (14.54)

Die Zustandsdichte D ist die maximale Zahl von Phasenraumzellen und mittlerer
Besetzungszahl n ist der Auffiillfaktor,

8V, _ 1

D(p)=—5p  nlp) = 5

T)_i_l . (14.55)

Im relativistischen Fall ist die etwas kompliziertere Beziehung ([14.52)) zu verwenden
und deshalb werden wir mit dem Betrag des Impulses anstelle der Einteilchen-
Energie rechnen. Fiir 7' — 0 gilt bekanntlich

A(p) = (i — <) (14.56)

Alle Impulseigenzusténde mit €, < p sind besetzt und alle Zustdnde mit hohe-
rer Energie bleiben unbesetzt. Das chemische Potential ist also gleich der Fermi-
Energie,

[t = EF. (14.57)

Die Impulse mit €, = ep liegen auf der Fermi-Fldche und wie fiir nicht-relativistische
freie Fermionen ist dies fiir relativistische Fermionen eine Kugeloberflache. Alle Zu-
stande innerhalb der Kugel sind besetzt, alle Zustidnde auflerhalb der Kugel sind
unbesetzt. Damit ist die Teilchenzahldichte fiir 7' = 0 gegeben durch

_ 81 4

Te

Diese Beziehung erlaubt uns, den Fermi-Impuls der Elektronen durch die im We-
sentlichen von den Kernen herrithrende Massendichte auszudriicken,

Am,, Am,, PE\3 A g
— — c=o. (2E). o =102 = 14.59
¢ A " ¢ (mc) ¢ 7 cm3 ( )
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Zustandsgleichung: Mithilfe von [pD(p)]’ = 3D und einer partiellen Integration
in ((14.53)) finden wir fiir den Druck des Fermi-Gases

kT d
= —— [ dp—[pD(p)] log (1 + =)
PV 2 P4 [pD(p)]log (1 +e )
1 de
== [ dpD(p)alp) p—= . 14.
2 / pD(p)n(p) p O (14.60)

Nach unseren fritheren Abschitzungen sind Elektronen in weiffen Zwergen hochgra-
dig entartet und der Druck riihrt im Wesentlichen von deren Nullpunktsbewegung.
Wir setzen im Folgenden also 7' = 0. Fiir das vollstindig entartete Elektronengas
mit relativistischer Energie-Impuls-Beziehung ist dann

B 87T PF p402 d
Pe = 313 0o /mict+p3c? b

Wir setzen x = p/m.c und erhalten

TE 8xt
Pe = P*/O m = P« f(ﬂUF)a (14'61>

wobei p, proportional zum Compton-Druck ist,

1 mec? d
T ~6-10% 22 =6 10° bar. (14.62)

P = 94 A2 cm?

Nun kénnen wir den skalierten Fermi-Impuls g = pr/mc mit Hilfe von ((14.59))
durch die Massendichte ersetzen und erhalten

Pe = P« - f ((Q/Q*)l/?)) : (146?))

Fiir nicht-relativistische und relativistische Fermi-Impulse findet man folgende
Entwicklungen fir p./p.:

. 8 5/3 4 7/3
p_N_(ﬁ) __(ﬁ) <t
Pe O\ 0« 7\ 0x

0 4/3 0 2/3
~2(—> —2<—) +o.. zp>1. (14.64)

Ox Ox

Der Druck in einem weiflen Zwerg kommt von der Nullpunktsbewegung der leichten
Elektronen, so dass p =~ p.. Die Masse kommt dagegen von den schweren Kernen.
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Masse-Radius Beziehung Fiir o < g, oder g > p,. erhalten wir in guter Nahe-
rung polytrope Zustandsgleichungen
K L+1/n dp K l/n@.

n—i—lg

14.65
dr n dr ( )

p:

Fiir kleine Sterndichten bzw. nicht-relativistische Elektronen ist der Polytropenin-
dex n = 3/2 und fiir groke Sterndichten bzw. relativistische Elektronen ist n = 3.
Es sei nun M (r) die Masse innerhalb des Radius r. Die Massenerhaltung

dM (r)
dr

zusammen mit der hydrodynamischen Gleichgewichtsbedingung

dp(r) __GM(r)

= 47 o(r) (14.66)

= 3 o(r) (14.67)
ergeben die Differentialgleichung
d [r*d d
= (%d_f) = G- M = —4nGr’p. (14.68)

Nach der Variablendnderung ¢ = g.y™ fiihrt die Zustandsgleichung ({14.65)) auf

1dp — K 1/n 4y

odr 0" (14.69)
Reskalieren wir noch die radiale Variable geméfs
KO\ V2
r=a« le_")/”x, o= (R) , (14.70)

dann ergibt sich die bekannte Emden’sche Differentialgleichung

1 d [/ ,dy
— — | = —y". 14.71
x? dz <x dx) Y (14.71)

Analytische Losungen sind bekannt fiir n = 0,1 und 5. Eine Randbedingung ist
offensichtlich y(x = 0) = 1. Um reguldre Losungen zu erhalten fordern wir zusétz-
lich ¥/(z = 0) = 0. Man kann zeigen, dass fiir n < 5 die skalierte Dichte y(z) eine
Nullstelle zo besitzt. Diese definiert den Sternradius R = axy. Benutzt man die
Emden’sche Differentialgleichung dann findet man fiir die Massenfunktion

M(r) = 4m /0 r?o(r)dr = —4ra® o>~/ 1y (2). (14.72)
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Die Gesamtmasse des Sterns ist

M = —4xra® oB~/2 g2y (o) (14.73)

c

Der Sternradius
R = agl=/yg, (14.74)

bestimmt offensichtlich die Massendichte in Zentrum des Zwergs, 0. = 0.(R, x).
Diese Beziehung setzen wir in (|14.73)) ein und erhalten

n/(n—1)
M = —4r (—4 G> g Oy () RE=/ A, (14.75)
™
Es folgt R3™™ oc M1~ oder
dR 1-—n
— MG, 14.
aMm > 3—n (14.76)

Fiir weifle Zwerge ist 1 < n < 3 und fiir diese Werte des Polytropenindex n nimmt
der Radius mit zunehmender Masse ab,

dR -
dM
Kleine Dichten: Fiir Zwerge mit Dichten klein gegeniiber o, sind die Elektronen

0. (14.77)

nicht-relativistisch und der Nullpunktsdruck

8 [0\ 3 4p,
pfvpe—gp*(a) :>n—§, K—Fa

nimmt relativ schnell mit der Dichte zu. Von der numerischen Losung der Emden-
schen Differentialgleichung findet man zy = 3.65 und z3y/(x¢) = —2.71. Eingesetzt

in ([14.75)) ergibt sich

-3 5
27
M—O.?O( i ) (—) Msonne. (14.78)

104 km A

Nach (14.73)) wéchst die Masse mit zunehmender Dichte gemak M ~ ,/g., bis die
Dichte g, erreicht ist. Mit zunehmender Masse schrumpft der weiker Zwerg.

Grofie Dichten: Fiir grofe Dichten (¢ > o.) werden die Elektronen im Zentrum
ultra-relativistisch und der Nullpunktsdruck wéchst langsamer mit der Dichte an,
als fiir nicht-relativistische Elektronen,

0 4/3 8p
p%pe=2p*(—> ., n=3 K=-—3.
Ox
Ox
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Von der numerischen Lésung der Emden’schen Gleichung findet man zy = 6.90
und 23y (zo) = —2.02. Eingesetzt in (14.75)) ergibt sich

27\ 2
Mgy, = 1.46 (7) Msonne. (14.79)

Fiir hohe Dichten ist die Masse also unabhéngig von der zentralen Dichte und
erreicht eine obere Grenze, die Chandrasekhar Masse Mcy,. Der Radius ist dann

-1/3 2/3
B 27

Fiir o. — oo werden alle Elektronen relativistisch und die Masse strebt gegen die
Chandrasekhar Grenzmasse Mcy,. Diese hdngt nur vom Verhéltnis A/Z ab. Werden
relativistische Elektronen dichter gepackt, konnen sie weniger Masse tragen als
vorher. Im Falle einer Storung kann der zusétzliche Fermi-Druck das Mehr an
Gravitationsdruck nicht ausgleichen. Die Kompression setzt sich fort, bis mit einem
Neutronenstern oder schwarzem Loch ein neuer Gleichgewichtszustand erreicht ist.

Lost man sich von der Polytropennaherung, dann findet man ganz &hnliche
Resultate. Im Grenzfall ep(r = 0) — oo erhélt man die Grenzmasse

27\?
Mgy, ~ 1.463 - <7) Msonne. (14.81)

Fiir ®Fe (mit 26 Protonen) ist Mcy, &~ 1.26 Mgone. Bei einer genaueren Behand-
lung der weifen Zwerge beriicksichtigt man noch die den negativen Druckbeitrag
durch die Coulomb-Krifte der Ionen und Temperatureffekte aufgrund der nicht
vollstdndigen Entartung. Der Wert der Grenzmasse dndert sich nur unwesentlich.

14.4 Bose-Einstein Kondensation

Das entartete Bose-Gas zeigt ein qualitativ anderes Verhalten als das entartete
Fermi-Gas. Die mittlere Anzahl Teilchen im Zustand mit Energie ¢;,

1

n;

strebt fiir alle £; > 0 gegen Null wenn die Temperatur gegen Null strebt. Also halten
sich bei tiefen Temperaturen die Teichen in den energetisch niedrigsten Zustanden
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mit ¢; — 0 auf. Wir erwarten, dass bei festgehaltener Teilchendichte das chemische
Potential fir 7" — 0 sehr klein wird, exp(—fu) ~ 1 und der Grundzustand mit
einer makroskopischen Anzahl von Teilchen besetzt wird. Beim Ubergang von den

d ni, Y em; oder > i (14.83)

zu den entsprechenden Integralen iiber die Impulse der Einteilchenzustéinde im

Summen

Grenzfall V' — oo ist nun Vorsicht geboten. Die Zustandsdichte ist proportional zu
£'/2 und bei einem sorglosen Ubergang zum Integral iiber die Einteilchen-Energien
fallen die Zustéinde mit verschwindender Energie heraus. Um dies zu verhindern
zerlegen wir die Summe iiber einen Beitrag von der mittleren Anzahl Teilchen im
Grundzustand und dem Beitrag der Gasteilchen in den angeregten Zusténden,

N=No+N,  Ny=> m. (14.84)

Der erste Beitrag ist

g z

N:—:
07 oBu _ 1 gl—z

. (z=e <) (14.85)

wahrend der zweite Term der normalen Materie wieder in gewohnter Weise in ein
Integral {iberfiihrt werden kann, so dass

N g )

Die Tatsache, dass das Bose-Integral

oo n

YIRS S T —
K@= | e 2o (<) (14.87)

n=1

bei x = 0 beginnt ist unproblematisch, da fiir £ > 1 der Integrand am Ursprung
verschwindet. Die Bose-Integrale wachsen monoton zwischen 0 und 1 und divergie-
ren fiir z > 1. Sie erreichen ihr Maximum bei z = 1, wo sie den Wert fi(1) = (g (k)
annehmen (wir schreiben nun f anstelle von f(7)). Die Funktionen mit & < 2
haben bei z = 1 eine vertikale Tangente. In der folgenden Abbildung sind die
Bose-Integrale f3,, und f5/,» geplotted.

Mit f3/5 ist auch die Dichte der Teilchen in den angeregten Zustdnden nach oben
beschrankt

My < Moo = % Cr(3/2) oc T3 . (14.88)
dB
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» Bose-Integrale
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Abbildung 14.5: Wichtige Bose-Integrale als Funktion der Fugazitit. Die Funktio-
nen sind endlich aber nicht analytisch bei z = 1.

Uberschreitet die Teilchendichte n die Grenzdichte nay, dann miissen die iiber-
zahligen Teilchen den Grundzustand bevolkern. Fiir diesen Zustand gibt es keine
obere Grenze fiir die Teilchenzahl. Fiir n > n,,,« erhalten wir eine untere Schranke
fiir die Dichte der Teilchen im Grundzustand:

Ny =N —Ng > N — Npax - (14.89)

Fiir gentigend grofse Dichten oder geniigend tiefe Temperaturen wird ein makrosko-

pische grofse Anzahl von Atomen im Grundzustand kondensieren. Wegen (|14.85|)
ist fiir eine makroskopisches Ny die Fugazitit ganz nahe bei 1,

1 g

1= 1—-=. 14.90

1+g/No No ( )

Im thermodynamischen Grenzfall divergiert bei konstanter Kondensatdichte ng >

0 die Anzahl Teilchen im Grundzustand und z strebt gegen 1. Gleichzeitig nimmt
wegen (|14.87) n, seinen maximalen Wert 7., an.

Die Bedingung
| 2rmkT)3/?
n= Nmax = gCr(3/2) %

unterscheidet die Phase ohne und mit Kondensation im Grundzustand und defi-

(14.91)

niert bei gegebener Dichte die kritische Temperatur

12 n 2/3
1= Sk (g<R<3/2>) | i
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unterhalb welcher die Bose-Finstein Kondensation im Grundzustand einsetzt. Eine
interessante Grofe ist die relative Héufigkeit der Kondensatteilchen fiir 7" < T..
Die Teilchendichte ist nach proportional zu Tc?’ /2 und Nmax 1St nach @
proportional zu 7°%/2. Deshalb gilt

n n—mn, v n T\*"?
o _ g VR max 4 (-) ) (14.93)
n n n T,

Das Kondensat tragt offensichtlich nicht zur inneren Energie bei und wir kénnen
in bekannter Weise von der Summen- zur Integration iibergehen, so dass

KT gV
U="290 f(2) o T2 (14.94)

Fiir hohe Dichten diirfen wir f5/» durch (g(5/2) néhern.

Zustandsgleichung

Die kondensierten Teilchen haben verschwindenden Impuls und liefern keinen Bei-
trag zum Druck. Deshalb gilt weiterhin die Relation 3pV = 2U, siehe (13.72), so

dass » g
— = = fon(z). (14.95)
KT~ 23, 7%

In der kondensierten Phase mit z = 1 ist der Druck unabhéngig von der Teilchen-

dichte,

P _ 9
T Cr(5/2) . (14.96)

In der Gasphase konnen wir jedem erlaubten Wert der Fugazitiat mit Hilfe der Be-
ziehung das Volumen je Gaseilchen — gemessen in Einheiten des de Broglie
Volumens — 1/(nyA\35) und mit den (mit der Temperatur) skalierten Druck
pA3g/kT zuordnen. Ahnlich wie fiir das klassische ideale Gas liegen diese Grofen
auf einer universellen Kurve, die in der Abbildung gezeigt ist. Zum Vergleich
haben wir die entsprechende Kurve fiir das klassische ideale Gas geplotted. Wir
sehen hier sehr schon das nicht-klassische Verhalten fiir hohe Drucke.

Spezifische Warme

Aus der Wirmekapazitit des Gases erkennen wir, dass die Temperatur 7, einen
thermodynamischen Phaseniibergang kennzeichnet. Zur Bestimmung der Warme-
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p)\ﬁB kT
klassisches
ideales Gas

Phasen-
iibergang

Gasphase

:

kondensierte
0.5 1 Phase

T T

1/¢r(3/2) 1.0 1.5 20 V/(NgNp)

Abbildung 14.6: Der passend skalierte Druck als Funktion des mittleren Volumen
je Gasteilchen in Einheiten von A\gp (fiir g = 1).

kapazitit benutzen wir das grofkanonische Potential. Zuerst berechnen wir die
Entropie aus

oJ
S=—|= 14.97
(57), (1497
und aus der Entropie dann die Warmekapazitét
08
Cy =T | =— . 14.98
=7 (51, )

Da hier die Konstanz der Teilchenzahl explizit gefordert wird, l&sst sich die Warme-
kapazitéit nicht direkt als zweite Ableitung von J bestimmen, da J als Argument
das chemische Potential und nicht die Teilchenzahl hat. Dieser Umstand wird
durch einen Korrekturterm beriicksichtigt, und man erhélt die Warmekapazitét

a8 ON\ 2 <6N)‘1
Cv =T (== T (= =L . 14.99
v (aT)V,M (aT)V,,u O TV ( )

Wir wollen diese allgemeine und niitzliche Formel beweisen. Dazu leiten wir

ganz allgemein

S(T,N,V) =S (T, u(T,N,V),V) (14.100)
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bei festem Volumen und fester Teilchenzahl nach T ab,

7)o ()., Gi) G7)
e =\ == + | = — . 14.101
(aT V,N T )y, o) 7y \OT )y x ( )
Benutzen wir hier die Maxwell-Relation
(3_5) _ (a_N) (14.102)
ou TV or Vi
fiir den zweitletzten Term, dann finden wir
oS ON 0
Cy=T (—> +T (-) <—“) . (14.103)
or )y, i or )y, i o)y n
Um den letzten Faktor umzuformen, betrachten wir
N N N
dN = <8—> dT + (8_) dV + (8_) du (14.104)
oT Vi oV T o )y

fiir konstante Teilchenzahl und Volumen, d.h. fir verschwindende dN und dV.

Nach Division der resultierenden Relation durch d7" ergibt sich

ON ON 8u>
0=1|— + | — — . 14.105
( or ) Vi ( o )T,V (8T V,N ( )

Damit kénnen wir den letzten Faktor in ((14.103)) durch Ableitungen der mittleren
Teilchenzahl ausdriicken, und erhalten die gesuchte Relation ((14.99). Man beachte,
dass das grofskanonische Potential und die zugehorige Entropie

v
J=Jy— k;Ti’T Fo2(2) (14.106)
dB
gV (5 7
=5+ kg <§f5/2(2) - k—Tf3/2(Z)> (14.107)

Kondensatbeitrage aufweisen,
Jo=kTglog(l—2) und Sp=%k Lal Ny — £ (14.108)
kT KT )’
ahnlich wie die Teilchenzahl

gV

N=N,+ 21—
Aig

z
f32(2),  No= 19_ p, (14.109)
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einen Kondensatanteil Ny hat. Wir wollen uns noch davon {iberzeugen, dass im
thermodynamischen Limes die Kondensatbeitrage J, und Sy langsamer als die
Teilchenzahl und bei konstanter Dichte dann auch langsamer als das Volumen
anwachsen. Fiir groe N, folgt aus der Bezichung nimlich sofort

log(1 ~ 2) = log 3= — O (4/No)

1

— No=—g+ O (g9/N,

T Vo 9+ 0(9/No)

Die Beitrage von den Teilchen in den angeregten Zusténden sind extensiv und
wachsen linear mit dem Volumen. Im thermodynamischen Limes fiir die Dichten

J/V und S/V tragen die Kondensate dann nicht mehr bei.

In der Gasphase gibt es auch in endlichen Systemen keine Kondensatbeitrége
und mit Hilfe der Rekursionsrelation ({13.78]) erhélt man

z
) fir T >1T.. (14.110)

Im klassischen Grenzfall z — 0 strebt fi(z) gegen z und deshalb konvergiert die
spezifische Wéarme gegen den klassischen Wert

15k k
Co G 106 () 3} 3y
fa2(2) 5 fiy2(2) 2
In den kondensierten Phase entwickeln wir die Wéarmekapazitat in (14.99), worin

wir die Potenziale J und S in (14.106)) und (14.107)) benutzen, in Potenzen von
1/V (dabei wird auch die Volumenabhéngigkeit von z benétigt) und erhalten im

N aV 4

thermodynamischen Grenzfall das einfache Resultat

15k gV
Cy = —397¢(5/2). (14.112)
Division durch die Teilchendichte, ausgedriickt durch die kritische Temperatur,

ergibt

Cy  15kCr(5/2) (T
N 4 ((3/2) \T.
Die Abbildung zeigt einen qualitativen Plot der spezifischen Warme. Der

Knick bei T, weist darauf hin, dass die Bose-Einstein-Kondensation einen thermo-

3/2
) fir T <T,. (14.113)

dynamischer Phaseniibergang aufweist.
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L, Cy /EN

1 T/T.

Abbildung 14.7: Die spezifischen Wéarme hat einen Knick bei T = T..

14.4.1 Ultrakalte Gase

Fliissiges “He geht unterhalb des A-Punktes, bei etwa 2,2K, in den superfluiden
Zustand iiber. Eine *He-Atom besteht aus 2 Protonen und 2 Neutronen und ist
daher als Ganzes betrachtet ein Boson. Daher war es naheliegend, eine Verbindung
zwischen der Bose-Einstein-Kondensation und der Superfluiditit von *He anzuneh-
men. Wenn man fiir die Dichte von *He o ~ 145kg m~ und fiir die Atommasse
m ~ 4m, ansetzt, erhalt man mit eine Wert von etwa 3,1K, was sehr
dicht am tatséchlichen Wert des Ubergangs zur Superfluiditit ist. Allerdings kann
4He nicht als ideales Bose-Gas beschrieben werden, da die Teilchendichte so hoch
ist, dass die Wechselwirkung zwischen den Helium-Atomen nicht vernachléssigt
werden kann. Tatséchlich gibt es viele Diskrepanzen zwischen den Eigenschaften
von suprafluiden *He und den Vorhersagen fiir ein ideales Bose-Gas. Die Theorie
des superfluiden Heliums ist wesentlich komplizierter als die Theorie der Bose-
Einstein-Kondensation.

Im Jahr 1995 gelang es erstmals, an einem realen physikalischen System die Bose-
Einstein-Kondensation zu realisieren. Dabei wurden stark verdiinnte atomare Gase
aus Alkalimetallen (Lithium, Natrium, Kalium, Rubidium, Caesium, Francium)
verwendet. Diese werden in Magnet- und Laserfallen eingefangen und gekiihlt. Die

Atomdichten in den Fallen liegen typischerweise im Bereich von 10! bis 10 ¢m ™3,

also um viele GroRenordnungen unter der atomaren Dichte n ~ 2 x 10?2 cm™3 von
“He. Dazu kommt, dass die Atome von Alkalimetallen wesentlich schwerer als die

von *He sind. Ausgehend von (14.92) erwarten wir kritische Temperaturen im

A. Wipf, Thermodynamik und Statistische Physik



14. Kalte und dichte Quantengase 14.5. Hohlraumstrahlung 228

Bereich 10 nK bis 1 uK. Die Temperaturen, bei denen Bose-Einstein-Kondensation
beobachtet wurde, lagen tatsachlich im Bereich von 0,5 bis 2 uK, wobei der genau
Wert von der Atomsorte (3*Rb, *Na und 7Li) und von der in der Falle erreichten
Teilchendichte abhéngt.

14.5 Hohlraumstrahlung

Wir betrachten das elektromagnetische Strahlungsfeld in einem Kasten, der von
vollstandig absorbierenden Wénden begrenzt sei. Die Strahlung im Kasten sei im
thermischen Gleichgewicht mit der Materie in den Wéanden. Man spricht in die-
sem Zusammenhang von einem schwarzen Kdérper. Die Beitrage von Max Planck
zur Schwarzkorperstrahlung im Jahr 1900 markierten den Beginn der Quantenme-
chanik. Die Quanten des Strahlungsfeldes sind die masselosen Photonen mit der
relativistischen Beziehung zwischen Energie und Impuls,

e = pe, (14.114)

was der Dispersionsrelation w = kc elektromagnetischer Wellen im freien Raum
entspricht, wenn die aus der Quantenmechanik bekannten Zuordnungen

e=hv=ho und p=hk (14.115)

vorgenommen werden. Photonen haben zwei Polarisationsfreiheitsgrade, so dass
g = 2 ist. Wegen der verschwindenden Ruhemasse der Photonen kdnnen diese
in beliebiger Anzahl erzeugt oder vernichtet werden. Die Photonenzahl ist also
keine Erhaltungsgrofie und wir konnen fiir Photonen kein chemisches Potential
einfithren. Die Anzahl der Photonenzustinde mit Impulsbetrdgen zwischen p und
p + dp bzw. Frequenzen zwischen v und v + dv ist

) 8tV 8tV
D(p)dp = D(v)dv mit D(p) = —5p*, D)=

wobei wir von der Beziehung pc = hr Gebrauch machten. Die mittlere Besetzungs-
zahl ist

v, (14.116)

3

1 B 1
epc/kT _ 1  ehv/kT _1°

Entsprechend erhalten wir fiir die mittlere Anzahl Photonen im Hohlraum

= (14.117)

0 2
N:/dyD(u)ﬁ(u):&cT—gv/o W’f’#_ldy. (14.118)
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" Planck’sche Strahlungsformel

Die innere Energie des Strahlungsfeldes Hohlraum ist gegeben durch die Planck-
sche Strahlungsformel

U= / dvhv D(v)a(v) = V/Q(T, v) dv, (14.119)

mit der spektralen Energiedichte

82 hv

(14.120)

oT,v) = 3 /KT _1°

Die Abbildung zeigt die von Max Planck erstmals abgeleitete spektrale Ener-
giedichte fiir drei verschiedene Temperaturen. Das Plancksche Gesetz beschreibt
die spektrale Energieverteilung der schwarzen Strahlung im gesamten Frequenz-
bereich richtig. RUBENS und KURLBAUM haben 1901 die verschieden Strahlungs-
formeln {iberpriift und Plancks Formel fiir korrekt befunden. Zur Berechnung der

Ty > Ty > 1Ty

hv

Rayleigh-  Mmax ~ T Wien
Jeans

Abbildung 14.8: Die Spektraldichten fiir drei verschiedene Temperaturen.

Photonenzahl und Energie im Hohlraum setzen hv/kT = x und erhalten mit (siehe
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(13.76))

1 0 ,Tk_l ( )
=f. (1) =(r(k 14.121
A Y A O (14.121)
das einfache Ergebnisse
N 2G(3) (KT’ U 6G(4) (kT
T P I e ET . (14.122)

Die Anzahl der Photonen wichst mit der dritten Potenz der Temperatur und die
Energie mit der vierten Potenz. Sie verschwinden beide fiir tiefe Temperaturen
T — 0. Wegen ;1 = 0 ist das grokkanonische Potential gleich der freien Energie,

F=kTY log(1—e /") (14.123)

Fiir grofse Volumen diirfen wir die Summe durch ein Riemannsches Integral nédhern,

F = kT/ dv D(v)log (1 — e_h"/kT)

= ﬂ kT / dvv?log (1 — e ™/*) . (14.124)
¢ 0
Die partielle Integration mit anschliefsender Variablensubstitution hv/kT = =z
fithrt auf
2V (r(4) (KT\® 4o, kir?
F=——"—|—| kKl=—=-VT = ——. 14.125
72 he 3c 77 60c2he ( )

Aus der freien Energie konnen wir in bekannter Weise die Entropie gewinnen,

oF 160
S=——) =—=VT° 14.126
(8T)V 3¢ ’ ( )
und genauso den Druck
oF 4o
=— (= | ==-=1". 14.127
b <8V)T Jc ( )

Die aus freier Energie und Entropie berechnete innere Energie
4
U=F+TS="yr* (14.128)
c

ist natiirlich identisch zum fritheren Resultat in (14.122)). Ein Photonengas hat
die spezifische Wirme Cy o< T° und diese ist verschieden zur spezifischen Wirme
eines Gases von nicht-relativistischen identischen Bosonen.
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14.6 Anhang: Zur Sommerfeld-Entwicklung

Zur Approximation des Integrals in (14.17)) von 0 bis oo entwickeln wir den Inte-
granden in Potenzen von exp(—x). Wegen ([13.77) sind die entstehenden Integrale
proportional zu Fakultaten:

2n—1 2n—1,,—x
/ x dx = /u dx
et +1 l1+e=

— /;z:in Z(—l)pfle’px dr = (2n — 1)! Z (_12:_1 )

p=1 b

Die letzte Summe ist genau die n-Funktion an der Stelle 2n. Diese kann durch die
Riemannsche (-Funktion ausgedriickt werden,

n(s) = (r(s) (1 — 21_3) )

Die Integrale in (14.17)) sind deshalb proportional zu Werten der Riemannschen
(-Funktion,

/ L (2n — 1)! (1 —2"7%") r(2n) = i (21 —1) 7B
e’ +1 ' " 2n e

In der letzten Gleichung benutzten wir, das (g(2n) proportional zu der Bernoulli-
Zahl B,, ist. Ganz analog findet man fiir die Bose-Integrale

e}

x2n—1 1 (271')2"
=(2n —1)! — = 2n - D!R((2n) = -"*B, .
[ o do=n-1 S o = en - Dicaen) = C- (-1 B

p=1
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15 Magnetische Eigenschaften
der Materie

Bringt man Materie in ein magnetisches (elektrisches) Feld, so entsteht eine ma-
kroskopische Magnetisierung (Polarisation). Dabei spielen folgende Effekte eine
Rolle:

e Schon vorhandene permanente Dipolmomente, zum Beispiel von Atomen mit
nicht-abgeschlossenen Schalen, werden im dufleren Feld ausgerichtet. Dies
fiihrt zum temperaturabhingigen Paramagnetismus. bzw. dem elektrischen
Analogon, der Orientierungspolarisation.

e AuRere Felder kénnen Dipolmomente induzieren. Ein elektrisches Feld kann
die Schwerpunkte positiver und negativer Ladungen in Atomen und Mole-
kiilen gegeneinander verschieben und so elektrische Dipole erzeugen deren
Feld das angelegte Feld abschwichen. Magnetische Felder dndern die Elek-
tronenzusténde, insbesondere den Bahndrehimpuls, und dies fiihrt zu einer
Anderung der atomaren magnetischen Momente und damit zum Diamagne-
tismus. Diamagnetismus ist eine Eigenschaft aller Materie, auch biologischer.

e Ein Material heifst ferromagnetisch, wenn es in einem &ufseren Magnetfeld
selbst eine Magnetisierung zeigt. Die Elementarmagnete richten sich entspre-
chend diesem Magnetfeld aus und diese Ausrichtung bleibt nach Ausschalten
des Feldes erhalten. Viele ferromagnetischen Materialien konnen bei Tempe-
raturen unterhalb einer kritischen Temperatur 7T, — der Curie-Temperatur —
zu Permanentmagneten magnetisiert werden, das heifst dauerhaft eine ma-
kroskopische Magnetisierung annehmen. Typische Ferromagneten sind Eisen,
Kobalt und Nickel mit Curie-Temperaturen 1043, 1403 und 631 °K.

e Beim Antiferromagneten sind die magnetischen Momente oder Spins der
Atome mit einem konstanten, von Null verschiedenen Drehwinkel zueinander
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ausgerichtet und kompensieren sich exakt iiber den gesamten Kristall. Im
einfachsten Fall ist dieser Drehwinkel 180°, so dass die Spins benachbarter
Atome antiparallel zueinander stehen.

e Der Ferrimagnetismus (z.B. in Ferriten) ist eine abgeschwichte Form des
Ferromagnetismus. Hier sind die magnetischen Momente der Atome inner-
halb gewisser Bereiche eines Kristalls abwechselnd antiparallel und parallel
zueinander ausgerichtet. Im Gegensatz zum Antiferromagnetismus heben sie
sich jedoch nicht gegenseitig auf, da eine der beiden Richtungen jeweils ein
starkeres Moment hat als die andere Richtung.

Die folgende Tabelle enthélt die magnetischen Suszeptibilititen x fiir ausgewéhlte
Substanzen bei Normalbedingungen. Am Vorzeichen kann man Para- und Diama-
gneten unterscheiden.

paramagnetisch X | diamagnetische X
Materialien (107%) | Materialien (1079)
MnSO4 H,O 2640 | Stickstoff -0.0003
Uran 400 | Kupfer -1,1
Platin 260 | Blei -1.8
CuSO, H,O 176 | Diamant -2,1
Aluminium 22 | Silber -2,4
Natrium 7,2 | Quecksilber -2,9
Sauerstoff 1,9 | Graphit(]|) -3,8
Benzol -7,2
NaCl -13,9
Wismut -16,6
Wasser -90
Graphit(L) -260

Auf ein atomares Moment wirkt sowohl das angelegte &ufsere Feld als auch das
von den atomaren Momenten der Umgebung erzeugte Feld. Bei der Behandlung
des Paramagnetismus von Gasen darf man den zweiten Anteil vernachlassigen,
im Gegensatz zum Ferro- und Antiferromagnetismus, wo gerade der zweite Anteil
wichtig ist.
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Wir werden einige einfache Systeme untersuchen und dabei zeitlich und rdumlich
konstante Felder voraussetzen. Als Betrag der Magnetisierung M definieren wir

81fl>: oF

M=M= ~(55) = 55

F = —kT log Z, (15.1)
wobei B der Betrag des Magnetfeldes ist und H der Hamilton-Operator des Sys-
tems bei Anwesenheit des dufieren Feldes. Diese Definition ist naheliegend, wenn
man sich an den Ausdruck fiir die Energie —u - B eines magnetischen Moments p
im Feld B erinnert. Entsprechend definiert man den Betrag der Polarisation,

r=~(35) =% 152

worin I der Betrag des elektrischen Feldes ist.

15.1 Theorem von Bohr - van Leeuwen

Das Bohr-van-Leeuwen-Theorem ist ein Theorem der klassischen statistischen Phy-
sik. Es besagt, dass die Magnetisierung im thermischen Gleichgewicht verschwin-
det, da die Zustandssumme nicht vom Vektorpotential abhdngt. Demnach ist Ma-
gnetismus in Festkorpern ein rein quantenmechanischer Effekt.

Der Beweis des Theorems ist denkbar einfach. Da es in der klassischen Phy-
sik keinen Spin gibt, tritt das Magnetfeld in der Hamiltonfunktion nur {iber das
Vektorpotential in

H = Z 2:'% (pi - ZA(t, ZIIZ))Q +V(zy,...,zy) (15.3)

auf. Die kanonische Zustandssumme eines Systems aus N geladenen Teichen im
Magnetfeld hat dann die Form

_ 1 3N 3N _ e
Z = TN /VN d x/RsN d*"p exp[ pH (pZ cA(a:l),:czﬂ . (15.4)

Hierin substituiert man p; = p; — £A(x;). Da alle Impulse iiber den gesamten
Raum R? integriert werden, dndern sich die Integrationsgrenzen nicht. Weiterhin
ist d*Nz d*Vp = A3V d*Vp'. Die Zustandssumme lautet dann

1
7 = —h3NN! /VN BV /R3N d3Np/ exp [—ﬁH (pll,wl)} , (15.5)

A. Wipf, Thermodynamik und Statistische Physik



15. Magnetische Eigenschaften der Materie 15.2. Paramagnetismus 235

und héngt offensichtlich nicht vom Vektorpotential ab. Somit ist sie unabhéngig
vom auferen Magnetfeld und deshalb verschwindet die Magnetisierung,

oF :
M = ~35 = 0 (klassisch). (15.6)

Ein klassisches Modell mit Hamiltonfunktion ([15.3)) ist also auferstande, den be-
obachteten Magnetismus von Materie zu erklaren.

15.2 Klassische Theorie des Paramagnetismus

Wir stellen hier ein einfaches klassisches Modell fiir den Para-Magnetismus vor.
Dabei werden die permanente magnetische Momente p als Vektoren konstanter
Lange o modelliert. Sie kénnen in einem dufseren Magnetfeld beliebig orientiert
sein und ihr Mittelwert in einer Substanz kann durch Mittlung iiber alle mdogli-
chen Richtungen berechnet werden . Ist # der Winkel zwischen dem Magnetfeld
Be, und dem magnetischen Moment, dann ist die Energie des Dipols im aufieren
Magnetfeld gleich —p - B = —poB cos§ und entsprechend der Boltzmann-Faktor
im klassischen kanonischen Ensemble proportional zu o exp(fuoB cosf). Wegen
sin#df < d(cos @) folgt dann

f_ll d(cos 0) g cos 6 exp(B o B cos 6)

sha = f_ll d(cos ) exp(BuoB cos ) (15.7)
Die Integrale im Zahler und Nenner sind berechenbar und fiihren auf
(=) = Ho (Coth(ﬁ,uoB) — ﬁﬁboB) = 1o L(BuoB) . (15.8)
Hierin ist
L(xz) = cothz — = — {1 v (15.9)
x z/3 x—0.

die in Abbildung (15.1]) gezeigte Langevin-Funktion.

Genauso wie in ([15.7) kann man die Polarisation eines Dielektrikums berechnen.
Fiir den Mittelwert des elektrischen Dipolmoments im dufseren elektrischen Feld
E = FEe, erhilt man das einfache klassische Resultat

(p=)a = po L(BpoE) . (15.10)
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L
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Abbildung 15.1: Die Langevin-Funktion in m

15.3 Freier Spin im Magnetfeld

Nach diesen Ausfiihrungen tiber Magnetismus im Rahmen der klassischen statisti-
schen Physik (mehr dazu im Abschnitt tiber Ising-Modelle) wenden wir uns wieder
Quantensystemen zu. Wenn das magnetische Moment eines Teilchens, z.B. eines
Elektrons, Protons, Atoms oder Atomkerns, ungleich Null ist, dann enthélt der
Hamiltonoperator des Teilchens im Magnetfeld den Term

>t | Wy

H=-p-B, jp=gu=, (15.11)
wobei 1 den Vektoroperator des magnetischen Moments und S den Spin-Operator

bezeichnet. Des Weiteren ist ;
q

2m,

= (15.12)

das Magneton und g der Lande-Faktor des Teilchens (nicht mit der Spin-Entartung
verwechseln). Fiir ein Elektron ist g ~ 2. Da das Elektron eine negative Ladung g =
—ep trigt, ist g = —pup < 0 negativ und der Spin und das magnetisches Moment
sind entgegengesetzt gerichtet. Fiir ein in 2-Richtung zeigendes Magnetfeld erhélt
man

F[:—ﬂ-B:—%S-B:—%%B. (15.13)
Der Spin ist festgelegt durch

Eigenwert <S2> —12S(S+1), Se{0,1/2.1,...}, (15.14)
und fiir einen festen Spin sind die moglichen Eigenwerte m von Ss/h gleich

m=-5,-S+1,....8 1,5 (15.15)
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Die zugehorigen Energie-Eigenwerte des Hamiltonoperators lauten dann
E,, = —guBm. (15.16)

Es ergeben sich im Magnetfeld also 25 4+ 1 Niveaus mit dquidistanten Energien.
Der Abstand zweier benachbarter Niveaus ist gleich dem reduzierten Magnetfeld
b= guB.

Fiir die zugehorige Zustandssumme erhalten wir

7 — iy (e—ﬁﬁ> _ ES: oBbm is: —Bb(k—S) _ Bbsz
m=—S k=0

Die letzte geometrische Reihe ergibt
1 — o Bb(25+1)
1 —ehb
und fithrt auf folgenden geschlossenen Ausdruck

_ sinh[Bb(S + 3)]
sinh[8b/2]

b=guB. (15.17)

Die freie Energie F' = —kT'log Z hiangt vom Betrag des Magnetfeldes ab, weil
dieser den Abstand der Energieniveaus bestimmt. Der statistische Mittelwert des
magnetischen Momentes ergibt sich als Ableitung der freien Energie nach der Feld-

starke,
1 oF
fy E— Biiz B —_
(1) = 7 v (je™P) = == (15.18)
Die explizite Rechnung ergibt
o _gp o _ _
(f1.) = E%ng guS Bs(pbS), b= guB, (15.19)
wobei wir die Brillouinfunktion Bg einfiihrten
25 +1 25 +1 1 1
B = h — — coth ) 15.2
s(x) 55 cot ( 55 a:) 2Scot (25 ) (15.20)

Die Figur zeigt die Funktion fiir folgende die Werte des Spins: S = 1/2,1,3/2,
2 und oo. Mit oo ist diejenige Kurve markiert, die sich im Grenzfall einer unend-
lich grofen Spinquantenzahl ergibt. Das entspricht dem klassischen Grenzfall, siehe
weiter unten.
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— Nl

0 1 2
Abbildung 15.2: Die Brillouinfunktion fiir verschiedene Werte des Spins

Das mittlere magnetische Moment héngt nur iiber den Quotienten B/T von der
Temperatur und dem Magnetfeldstédrke ab. Fiir kleine Werte des Arguments, also
fiir hohe Temperaturen oder niedrige Feldstarken, kann man die Brillouinfunktion
mit Hilfe von z cothz =1+ 2%/3 —2*/45+ ... entwickeln:

4
Bs(m):S—Fl 1S+nt-1

S 15.21
35 ' 45 (29 (15:21)

Es folgt, dass fiir guSB/kT < 1 das mittlere magnetische Moment proportional

zu B/T ist,

(gn)*S(S +1)
3k

die Curie-Konstante C bezeichnet. Die magnetische Suszeptibilitdt einer Probe von

il %gB, wobei C' = 15.22
T

N nicht-wechselwirkender magnetischen Momente pro Volumeneinheit ist demnach

C
x==N. (15.23)

Dies ist das Curie-Gesetz fiir die magnetische Suszeptibilitit eines Paramagneten.

Fiir starke Felder oder niedrige Temperaturen folgt aus cothx — 1 fiir z — oo

Bs(z) 25 +1—1) = 1.

Entsprechend wird
(fz) = gpsS. (15.24)

Das Moment ist in Feldrichtung ausgerichtet und nimmt seinen Maximalwert an.
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15.3.1 Entropie und Warmekapazitat

Die Entropie erhdlt man als Ableitung der freien Energie nach der Temperatur

OF

5=

0
= klog Z + kTa_T log Z. (15.25)

Wir werden nun den letzten Term iiber die soeben berechnete Magnetisierung
M = N{u.) ausdriicken. Da fiir freie Spins im Magnetfeld Z nur eine Funktion
von B/T ist, gilt

0 1 0 B
—log Z = —(log Z)' —logZ = ——(log Z)' 15.2
55 18 T(og )" und 5T 108 Tz(og ), (15.26)

wobei ” die Ableitung nach dem Argument B/T bezeichnet. Ersetzen wir in der
Formel fiir die Magnetisierung

oOF 0

mit Hilfe von (15.26)) die Ableitung von log Z nach dem Magnetfeld durch die
Ableitung nach der Temperatur, so ergibt sich

0 B

Benutzen wir dies im letzten Term in (15.25)) dann finden wir fiir die Entropie
B
S=klogZ — TM (15.28)

Man beachte, dass log Z und M nur Funktionen von B/T sind. Deshalb ist auch
die Entropie in (15.28) nur eine Funktion von B/T.

Die Wdrmekapazitit Cy bei konstantem Magnetfeld erhélt man iiber die Ablei-
tung der Entropie nach der Temperatur,

oS 0 B oM

Nun ersetzen wir drlog Z nach (|15.27)) durch die Magnetisierung und finden die

einfache Form )
oM B , (B
e (B) e (B). 159
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Im letzten Schritt benutzten wir, dass M nur tiber B/T von der Temperatur
abhéngt. Genauso wie Z und M ist auch die Warmekapazitat nur eine Funktion
von B/T. Fir schwache Magnetfelder oder hohe Temperaturen, wo man die Curie
Néherung M = NCB/T mit Curie-Konstante C' benutzen darf, fithrt dies auf

Cy = NC (?)2 . (15.30)

15.4 Molekularfeldnaherung

Das Heisenberg-Modell (Heisenberg, 1928) ist ein mathematisches Modell zur Be-
schreibung von Ferromagnetismus in Festkorpern. Der Ferromagnet wird durch
einen effektiven Hamiltonoperator modelliert, der lediglich aus wechselwirkenden
lokalisierten Spins {S;} auf den Punkten {7} eines Gitters (dem Kristallgitter) auf-
gebaut ist. Die Wechselwirkung ist eine Paarwechselwirkung zwischen Spins auf
verschiedenen Gitterpunkten,

H=- ZWBSi B - Z JiiSi - 8;, Jij > 0. (15.31)

.3
Die S; bzw. S'j sind quantenmechanische Operatoren mit den Kommutationsregeln
[Sizs Sjy] = 16,35, und zyklisch. (15.32)

Die Indizes ,j laufen iiber die Gitterplatze. Der erste Term in ist die
potentielle Energie der magnetischen Momente im &dufseren Magnetfeld. Die Vor-
zeichen sind hier so gewéahlt, dass die Richtung der Spins und des magnetischen
Moments iibereinstimmen und die Spins bevorzugt in Richtung des Magnetfelds
zeigen. Der zweite Term modelliert die Austauschwechselwirkung, verursacht durch
die Coulomb-Abstofsung und das Pauli-Prinzip. Bei Beschréinkung der Wechselwir-
kung auf néchste Nachbarn und Annahme der Isotropie wird die Wechselwirkung
durch eine einzige Kopplungskonstante, J , der sogenannten Austauschenergie, aus-
gedriickt,

H=-> gusSi-B-J) 88§, (15.33)
i (i.9)

Die spitzen Klammern deuten darauf hin, dass ¢ und j nichste Nachbarn sein miis-
sen. Das Heisenberg-Modell eignet sich zur Beschreibung des Ferromagnetismus in
Isolatoren, versagt aber bei den meisten Metallen.
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Anstelle des quantenmechanischen Heisenbergmodells betrachtet man der Ein-
fachheit halber oft klassische Heisenbergmodelle, bei denen die Spinoperatoren
durch klassische Vektoren konstanter Lénge ersetzt werden. Das klassische Heisenberg-
Modell liefert oft erstaunlich gute Resultate fiir statistische Grofen wie magneti-
sche Suszeptibilitdt oder spezifische Wérme.

Ohne Austauschenergie hat man den bereits behandelten Fall nicht-wechselwirkender
Spins im Magnetfeld vorliegen. Das Ergebnis fiir den Erwartungswert jedes Spins
in einem Magnetfeld Be, lautet

A

(Siz) = S By(BSgusB), (15.34)

siehe Gleichung (15.19). Bei Beriicksichtigung der Austauschwechselwirkung zwi-
schen Paaren von Spins ist die Dynamik des Spinsystems wesentlich komplizierter
und es ist schwierig, Eigenzustinde des Hamiltonoperators und thermische Erwar-
tungswerte zu bestimmen.

In der oft gebrauchten Molekularfeldniherung (mean field approximation) er-
setzt man die mikroskopische Wechselwirkung eines herausgegriffenen Spins mit
den anderen Spins durch die Wirkung des von den anderen Spins erzeugten effekti-
ven Magnetfelds. Danach kann man das Ergebnis fiir den Fall freier Spins benutzen,
indem man dieses effektive Feld anstelle des dort auftauchenden B-Feldes einsetzt.
Explizit ersetzt man im Hamiltonoperator

A A 1 A

den letzten Spinoperator durch seinen Erwartungswert, der fiir ein homogenes
System unabhéngig vom Gitterpunkt sein sollte,

8 — (8;) = (8).
Das entstehende effektive Magnetfeld

1 o 1 A
Bg=B+— Jii(8;) = B+ —Jy(S), Jy= Jii 15.35
ff QMB; J< ]> 9is 0( > 0 ; J ( )

enthélt einen duferen Anteil und einen von der Austauschwechselwirkung herriih-
renden inneren Anteil. Aus dem Ergebnis fiir freie Spins folgert man nun,
dass bei Anwesenheit eines Magnetfeldes in z-Richtung der Erwartungswert von
S, gegeben ist durch

(8,) =S Bs <ﬁSg,uBB + BSJ()(SZ)) . (15.36)
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Dies ist eine implizite Gleichung fiir
den mitteleren Spin. Mit Hilfe einer
grafischen Konstruktion erhdlt man
einen qualitativen Uberblick iiber
die Losungen dieser transzenden-
ten Selbstkonsistenzgleichung. Schal-
tet man das Magnetfeld aus, dann
lautet sie

worin die rechte Seite eine mono-
ton wachsende Funktion des Argu-
ments ist. Schneidet der Graph die-
ser Funktion im Intervall [0, S] die Diagonale, dann hat die transzendente Glei-

chung ((15.37) eine Losung (S.) # 0.

Magnetisierung und kritische Temperatur

Fiir hohe Temperaturen ist die Steigung des Graphen so klein, dass der einzige
Schnittpunkt bei (S.) = 0 ist. Mit sinkender Temperatur nimmt die Steigung zu
und unterhalb einer kritischen Temperatur 7T, erscheint ein zweiter Schnittpunkt
des Graphen mit der Diagonalen und damit eine nicht-triviale Losung (S’Z) 2 0 der
Gleichung . Das bedeutet, dass bei tiefen Temperaturen auch ohne aufieres
Magnetfeld eine gegenseitige Ausrichtung der magnetischen Momente stattfindet.
In der nebenstehenden Abbildung sind einige Graphen fiir S = 1 gezeichnet. Man
sieht, dass fiir T" — 0 der Schnittpunkt des Graphen mit der Diagonalen gegen
(S,) =S =1 strebt. Im Limes T' — 0 zeigen alle Spins in die gleiche Richtung,.

Bei angelegtem Magnetfeld weist die Magnetisierung in Richtung des Magnet-
feldes. Schaltet man das Magnetfeld ab, so zeigt die Magnetisierung in Richtung
des Feldes kurz vor Abschalten desselben. Die Magnetisierung ,erinnert* sich al-
so an die Richtung des Magnetfeldes bevor es abgeschaltet wurde. Obwohl der
Hamiltonoperator drehinvariant ist, ist bei einer Magnetisierung der thermische
Zustand nicht drehinvariant. Diese spontane Auswahl einer Richtung im Raum
nennt man spontane Symmetriebrechung. Tatséchlich ist die Situation noch et-
was komplizierter: In einer Rechnung ohne Molekularfeldndherung verschwindet
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die Magnetisierung fiir einen drehinvarianten Hamiltonoperator fiir jedes endliche
Spinsystem. Um eine spontane Magnetisierung zu finden muss man bei nicht-
verschwindendem Magnetfeld den thermodynamischen Limes vornehmen (Anzahl
Gitterpunkte gegen Unendlich) und erst danach das Magnetfeld ausschalten.

Um die kritische Temperatur in der Molekularfeldndherung zu gewinnen, muss
man die Steigung der Funktion S Bg(35.Jy(Sz)) am Ursprung berechnen. Ist diese

Steigung grofer Eins, dann hat (15.37)) eine nicht-triviale Losung, andernfalls nur
(L5.21

A

die triviale Losung (S.) = 0. Aus (15.21)) lesen wir die Steigung der Brillouinfunk-
tion am Ursprung ab und finden fiir die Steigung von SBg am Ursprung

S(S+1)

Jo.
5 P

Bei der kritischen Temperatur ist die Steigung gleich Eins, also gilt

S(S+1)
T="=0— = Z]: Jij. (15.38)

Die kritische Temperatur unterhalb derer permanenter Magnetismus vorliegt heifst
auch Curie-Temperatur.

15.4.1 Verhalten nahe T, und kritische Exponenten

Das Verhalten von statistischen Systemen in der Ndhe von Phaseniibergéngen
2. Ordnung ist durch kritischen FExponenten charakterisiert, welche das singulé-
re Verhalten von thermodynamischen Gréfen in der Umgebung des Ubergangs
parametrisieren. Zum Beispiel definiert die Suszeptibildt nahe 7. den kritischen

T-T,\"
= <) . 15.
XC<TC) (15.39)

In der Molekularfeldndherung werden wir v = 1 finden. Ist die Temperatur grofer

Ezxponenten ~:

T, dann verschwindet die Magnetisierung fiir B = 0. Fiir kleine Magnetfelder B ist

~

also auch der mittlere Spin (S.) klein, so dass das Argument der Brillouinfunktion
Bgs in (|15.36)) klein ist. Mit Hilfe der Entwicklung (15.21)) fiir kleine Argumente
von Byg ergibt sich also fiir schwache Felder

S(S+1)

() = =517

(guBB + J0<5’Z)) . (15.40)
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Dies kann man nach (S,) auflosen,

S(S+1) gupB
3k T —S(S+1)Jy/3k

<‘§Z> =
Fiir die Magnetisierung M = Ngup(S.) und magnetische Suszeptibilitéit oberhalb
der kritischen Temperatur findet man fiir schwache Magnetfelder
NC NC

B —
T_1.0 XTT_T

M = (T > T.), (15.41)
wobei C' die in eingefiihrte Curie-Konstante ist. Diese Formel fiir die Ma-
gnetisierung und Suszeptibilitdt wird als Curie- Weiss Gesetz bezeichnet. Ein Ver-
gleich mit zeigt, dass es gleichbedeutend mit der Aussage v = 1 ist. Expe-
rimente und genauere Rechnungen ergeben abweichende Werte fiir den kritischen
Exponenten 7.

Um die Temperaturabhéngigkeit der spontanen Magnetisierung etwas unterhalb
der kritischen Temperatur zu finden, benutzen wir die Entwicklung der Brillouin-
funktion bis zur dritten Ordnung, siehe ({15.21]), und erhalten fiir B =0

S(S+1)
kT

N 1 (2 Nt—1 A
oGy = 25D =L g, (15.42)

(5:) = 900 (2kT)3

Diese Entwicklung fiir kleine Argumente ist giiltig fiir Temperaturen knapp unter-
halb der kritischen Temperatur, fiir welche die Magnetisierung klein ist. Dividiert
man durch (S,) und benutzt den Wert fiir die kritische Temperatur 7, in (15.38))

um Jy zu eliminieren, dann gewinnt man

T 384+ (S+1)? EB&P
ST 10 S%AS+1)2 \T =

Aufgelost nach dem Quadrat des mittleren Spins ergibt sich

C$V=IZ;T<%)2(%§;%$§§ﬁ)A. (15.43)

Nahe der kritischen Temperatur sind der zweite und dritte Faktor in erster Ord-
nung konstant und man erhéalt

T.—T 1/2
) . (15.44)

(S,) = const ( 7
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Hier stoften wir auf einen weiteren kritischen Fxponenten, namlich fiir die Magne-
tisierung,

T — T>ﬁ . (15.45)

1e
In der Molekularfeldnidherung ist 5 = 1/2. Die tatsichlichen Werte sind kleiner.

M:MO(

Fiir die innere Energie findet man in der Molekularfeldnédherung
U= —NgupBeg(S.) = —NgupB(S.) — NJy(S.)2. (15.46)
Daraus erhélt man die Warmekapazitéat Cg bei konstantem Magnetfeld B = 0,
ou 0
= —_— — _N -
T | =0 Izt

Oberhalb der kritischen Temperatur verschwindet Cp, da es keine spontane Ma-
gnetisierung gibt. Unterhalb von T, folgt aus ({15.43) das Verhalten

sp=ct I (LY

Oy Sz>2’ (15.47)

B=0

T, T,

Dies bedeutet eine anndhernd konstante Warmekapazitat leicht unterhalb der kri-
tischen Temperatur,

NJy

Cp=C' T (15.48)
Die Warmekapazitat definiert die kritische Exponenten o und o/ geméaf
T—T,|~«
Cp ox | |t T T
T
T—-T, -«
Cp ( - fiir T < To. (15.49)

Diese verschwinden in der Molekularnédherung.

15.5 Ising-artige klassische Spinmodelle

Das Ising-Modell ist ein einfaches Modell fiir einen Ferromagneten mit ,Elementar-
magneten* an den Punkten i eines Kristallgitters A, die sich gemeinsam ausrichten
konnen. Es ist wohl das am meisten untersuchte Modell der Statistischen Physik
und man nennt es zurecht den harmonischen Oszillator der statistischen Physik.
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Von einem derart groben Modell sollte man keine genauen Resultate fiir realis-
tische Spinsysteme erwarten. Es geht dabei eher um ein qualitatives Verstédndnis
von Systemen mit sehr vielen oder — im Grenzfall eines unendlichen Gitters — mit
unendlich vielen Freiheitsgraden. Von besonderem Interesse sind hierbei Phasen-
tiberginge wie man sie bei Ferromagneten beobachtet.

Bei der Modellierung von Ferromagneten mithilfe des Ising-Modells wird ange-
nommen, dass die Spins sich nur parallel oder antiparallel zu einer ausgezeichneten
Achse ausrichten kénnen. Oft wird zusétzlich angenommen, dass J;; nur fiir be-
nachbarte Spins ungleich Null ist und nicht vom betrachteten Paar abhingt,

Hy=—J) sisi—h> si, si€{-1,1}. (15.50)
(i.5) ieA

Ist die Kopplungsstéirke J positiv, so spricht man von einer ferromagnetischen

Kopplung; ist sie negativ, so wird sie antiferromagnetisch genannt. Das Modell

wurde 1920 von E. ISINGs Doktorvater WILHELM LENZ bei der Untersuchung des

Ferromagnetismus eingefiihrt [2].

Das eindimensionale Modell, auch Isingkette genannt, wurde von ISING gelost
[3]. Die thermodynamischen Potentiale der Isingkette konnen exakt berechnet wer-
den. Es zeigt sich, dass in einer Dimension das Phianomen der spontanen Magne-
tisierung nicht auftritt.

Fiir das zweidimensionale Modell gelang es PEIERLS 1936 erstmalig einen Beweis
fiir die Existenz einer Tieftemperaturphase mit spontaner Magnetisierung zu fiih-
ren [4]. Es tritt ein Phaseniibergang bei endlicher Temperatur auf und KRAMERS
und WANNIER konnten im Jahr 1941 die Phasentiibergangstemperatur 7. ohne Ma-
gnetfeld exakt berechnen [5]. Drei Jahre spéter konstruierte LARS ONSAGER mit
algebraischen Methoden die exakte Losung [6]. Mit Hilfe der Transfermatrix fand
er den expliziten Ausdruck fiir die Zustandssumme fiir verschwindendes dufieres
Magnetfeld. Zweidimensionale Ising-artige Modelle sind nicht-triviale statistische
Systeme mit einen Phaseniibergang zeigen und analytisch gelost werden konnen.
Tatséchlich sind mehrere Losungsmethoden bekannt. Seine grofse Bedeutung er-
langt das Ising-Modell auch dadurch, dass Naherungsverfahren durch Vergleich
mit der exakten Losung getestet werden konnen.

In drei Dimensionen gibt es bis heute keine exakte Losung des Modells. Man ist
auf Approximationen, zum Beispiel die Hoch- und Tieftemperaturentwicklungen
oder Simulationen angewiesen. In vier und mehr Dimensionen werden die kritischen
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Eigenschaften des Modells durch die Molekularfeldnédherung korrekt beschrieben.

15.6 Spinsysteme im Gleichgewicht

Die Spins seien auf den Punkten eines endlichen hyperkubischen Gitters A C 74
definiert. Eine Spinkonfiguration ordnet jedem Gitterpunkt ¢ € A eine Spinvariable
s; zu. Im kanonischen Ensemble bestimmt die Energie H({s;}) einer Konfiguration
von Spins {s;} deren Wahrscheinlichkeit. Eine Konfiguration {s;} tritt mit einer
dem Boltzmannfaktor

exp (—BHA({s:})) (15.51)
proportionalen Wahrscheinlichkeit auf. Die Zustandssumme ist durch
Za(B) =) exp (~BHA({s:})) (15.52)
{si}

gegeben. Dabei erstreckt sich die Summe iiber alle Konfigurationen der V' = [A|
Spins. Der Erwartungswert einer Observablen A({s;}) ist gegeben durch

(A)a(B) = mZA({si})e_ﬁHA({si}). (15.53)
{si}

Die freie Energiedichte ist proportional zum Logarithmus der Zustandssumme,

Fa(B) = —%leog Zn(B). (15.54)

Fiir kurzreichweitige Wechselwirkungen wie im Ising-Modell wird im thermodyna-
mischen Grenzfall V' — oo die freie Energiedichte gegen die freie Energiedichte im
unendlichen Volumen konvergieren,

£ (8) =3 £(8). (15.55)

Auch die Dichte der inneren Energie

us() = TUAB) = Fa(8,h) — T (6, (15.56)

strebt im thermodynamischen Grenzfall gegen eine Energiedichte u(f3). Die ma-
kroskopischen Magnetisierung ist gegeben durch die 1-Punktfunktion

m = (M) = (s;) = —%f,\(ﬁ, By, M= %Zsi. (15.57)

i
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Die zweite Gleichung gilt wegen der Translationsinvarianz auf dem Gitter mit
periodischen Randbedingungen. Fiir ausgeschaltetes Magnetfeld ist die Magneti-
sierung ein Ordnungsparameter fir das System, da m|,—o # 0 bedeutet, daf das
System geordnet ist oder die Spins im Mittel ausgerichtet sind, und my—o = 0, dafs
das System ungeordnet ist.

Genauere Informationen iiber das System erhélt man aus den n—Punkt Korre-
lationsfunktionen

G(n)(’ll,,ln>: <3i1"'3in>7 il,...,inEA. (1558)
Speziell die Zweipunktfunktion
G (i,5) = G(i, ) = (si8;) (15.59)

beschreibt die Korrelation zwischen zwei moglicherweise weit voneinander entfern-
ten Spins. Ist sie zum Beispiel positiv, so gibt es eine Tendenz fiir diese Spins
parallel zu sein. Gilt dies fiir beliebig weit entfernte Spins, so liegt spontane Magne-
tisierung vor. Kennt man alle Korrelationsfunktionen, dann kann man im Prinzip
den Gibbs-Zustand rekonstruieren.

15.6.1 Molekularfeldnaherung fiir Ising Model

Wie bei der Behandlung des Heisenberg-Modells ersetzt man in der Energie die
Wechselwirkung eines Spins mit seinen nédchsten Nachbarn durch eine mittlere
Wechselwirkung mit allen Spins,

2dJ

1 Jo

Wegen der Translationsinvarianz auf dem Gitter hangt Jy nicht vom Gitterpunkt
¢ ab. In dieser Naherung vereinfacht sich der Ausdruck fiir die Energie wie folgt,

H — Hyp = —V{LJym*(s) + hm(s)}, m(s) = %Zsi. (15.61)

Fiir das Isingmodell sind die Werte fiir das mittlere Feld m(s) aus der Menge

M:{—1,—1+5,—1+25,...,1—5,1}, 5:%.
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Fiir ein mittleres Feld m € M zeigen 3V (1+m) Spins nach ’oben’ und V(1 —m)
Spins nach 'unten’. Also gibt es zu jedem Wert von m € M genau

V!

d(m) = (15.62)
V0 IV —m]!
Spinkonfigurationen {s;}. Nach der Stirling’schen Formel ist
log(n!) = n(logn — 1) + o(n),
und wir finden fiir die freie Energiedichte in der Zustandssumme
Tt = Z d(m) o BHME(m) _ Ze—BVfMF(m) (15.63)
meM m
die Naherungsformel
Jom? 1+4m. 1+4m 1—-m, 1—m
~ — —h 1 1 15.64
Jyr(m) 5 m+ g lg o+ 5 log (15.64)

Im thermodynamischen Grenzfall verschwinden die Korrekturterme und gleichzei-
tig wird m zu einem kontinuierlichen Feld mit Werten in [—1,1]. Obige Schritte

machen deutlich, dass
1

Pyp(m) = ——e AVhur(m (15.65)
Zvir

die Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir das Auffinden des mittleren Feldes m in der

Molekularfeldnéherung ist. Fiir grofse Volumen zeigt diese Verteilung ausgeprigte

Maxima bei den Minimas der freien Energiedichte.

In der Abbildung ist fyr/Jo fiir verschwindendes Magnetfeld und verschie-
dene Temperaturen geplotted. Fir T < T, = Jy hat fyr ein Maximum am Ur-
sprung und zwei Minima bei +my, fiir T > T, ein globales Minimum am Ursprung.
Die Werte des Potentials an den Endpunkten und am Ursprung sind

fur(h=0,m =0) = —kTlog2 und fuyp(h=0,m=1)=—-dJ. (15.66)

Die freie Energiedichte fyr(m) ist extremal fiir die Losung mq der Gapgleichung

1 1
Jomg + h = — log ] + ZO —> mg = tanh (8Jomo + Sh) . (15.67)
— My

26

In dieser transzendenten Selbstkonsistenzgleichung fiir das mittlere Feld setzen wir

x = BJoymg + Bh. Die Bestimmungsgleichung fiir z hat dann die Form
1

¥ (kTz — h) = tanhz. (15.68)
0
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0.9

\ \
-1 1

Abbildung 15.3: Die freie Energie in der Molekularfeldnéaherung als Funktion der
Magnetisierung fiir Werte von T'/T..

stabil
T < TC s -7
) h=0 -] instabil
stabil e
<" h>0
/stfbil

Abbildung 15.4: Zur graphischen Losung der transzendenten Gleichung

Die beiden Seiten der Gleichung sind in Abbildungen gezeigt. Sie besitzt eine
eindeutige Losung wenn die Steigung k7'/.Jy der linearen Funktion auf der linken
Seite grofer oder gleich der Steigung der tanh-Funktion auf der rechten Seite ist,
also wenn gilt

kT > kT, = Jo = 2d.J. (15.69)

Oberhalb der kritischen Temperatur strebt die Losung mg(h) fir h — 0 gegen Null

und die Suszeptibilitéat
8m0
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folgt mit (15.67)) dem Curie- Weiss’schen Gesetz,

mo(0)=0 1
= J )= =75~ 15.71
Es ist Brauch, die dimensionslose Temperaturdifferenz einzufiihren,
T.—T
== . 15.72
=% (15.72)

Die Divergenz der Suszeptibilitdt in der Néahe des kritischen Punktes bei T, wird
mit dem kritischen Exponenten v charakterisiert, siehe ((15.39)). In der Molekular-
feldndherung fiir das Ising-Modell erhalten wir v = 1.

Unterhalb der kritischen Temperatur und fiir b > 0 ist mg(h) die grofste der drei
Losungen der Gapgleichung . Fiir h | 0 ergibt sich eine spontane Magneti-
sierung mgy(7") > 0. In der Néhe der kritischen Temperatur strebt mg gegen Null
und wir koénnen tanh 5Jym in der Formel mit A = 0 in eine Potenzreihe
entwickeln,

1
mo = 6J0m0 — g(ﬁjomo)g + ...

Diese Gleichung hat wie erwartet drei Losungen,

1

3/2
 1\1/2
m) V3(BJo—1)"2. (15.73)

mo=0 und m0::|:<
Die erste Losung gehort zum ungeordneten paramagnetischen Hochtemperatur-
zustand und die beiden anderen Losungen zu den geordneten ferromagnetischen
Tieftemperaturzustanden. Fiir T' < T, = Jy haben die geordneten Zustdnde eine

geringere freie Energiedichte. Die Temperatuabhéangigkeit der spontanen Magne-
tisierung ist in Abbildung (|15.5)) gezeigt. Sie verschwindet fir T 1 T, geméafs

mo(T) = VaLar (15.74)

Der kritische Exponent fiir den Ordnungsparameter my ist g E|, siehe , SO
das in der MFA des Isingmodells dieser gleich % ist. Weiter springt in der Moleku-
larfeldnéherung die spezifische Wérme bei T, von einem endlichen Wert unterhalb
T. auf 0 oberhalb T.. Die Hohe des Sprungs ist 3k/2.

!Bitte nicht mit der inversen Temperatur verwechseln!
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1— 2e~ /T

1e

Abbildung 15.5: Die Magnetisierung unterhalb der kritischen Temperatur.

Die Magnetisierung als Funktion des Magnetfeldes h folgt aus der Selbstkonsis-
tenzgleichung (|15.67)) wenn wir die rechte Seite dieser Gleichung fiir 7' = T, bis
zur dritten Ordnung in h entwickeln,

1
mo = mo + Beh — g(m0 + Bh)? + ... (15.75)

Fiir sehr kleine mg und h diirfen wir S.h < my annehmen. Dann finden wir
mo ~ (36:0)'°, (T =T), (15.76)
was mit unserer Annahme vertraglich ist. Im Allgemeinen hat man
mo ~ hY? fir T =T.. (15.77)
In der Molekularfeldndherung ist § = 3.

Schlufsendlich vergleichen wir die Resultate der MFA in der Néhe des Phasen-
iibergangs mit exakten Resultaten. Die Tatsache, dass das MFA-Resultat fiir T,
nur von der Anzahl Nachbarn ¢ iiber

Jo = qJ (15.78)

abhéngt, und nicht von der Dimension des Gitters, ist eine der groffen Schwéachen
der Nédherung. Die einfache MFA sagt fiir das eindimensionale Isingmodell einen
Phasentibergang bei 7. > 0 voraus, und dies ist bekanntlich nicht richtig. In der
folgenden Tabelle werden die MFA-Werte fiir T, mit den best-bekannte Werten fiir
T, fiir 2- und 3-dimensionale Gitter verglichen. In jeder Dimension wird die Vorher-
sage der MFA besser wenn die Anzahl néchster Nachbarn (die Koordinationszahl)
zunimmt.
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Gitter d q Tc,MF/Tc Tc/Tc,MF
Quadrat 2| 4 1.763 0.567
Dreieck 21 6 1.648 0.607
(15.79)
einfach kubisch | 3| 6 1.330 0.752
bce 3] 8 1.260 0.794
fee 3112 1.225 0.816

Eine weitere Vorhersage ist, dass in der Nahe der kritischen Temperatur die ver-
schiedenen thermodynamischen Gréfen ein Potenzverhalten zeigen. In der MFA
sind die kritischen Exponenten 5 = 1/2; v = 1 und § = 3 unabhéngig von der
Dimension. Sie stimmen nicht mit den exakten kritischen Exponenten der Onsa-
gersche Losung fiir das 2-dimensionale Isingmodell iiberein. Weiterhin macht in
der MFA die spezifischen Warme einen Sprung bei 7,, im Gegensatz zur Onsager-
Losung, in der sie eine logarithmische Singularitit am kritischen Punkt hat. Ahn-
liche Diskrepanzen findet man in 3 Dimensionen. Aber in 4 und mehr Dimensionen
sind die kritischen Exponenten der MFA korrekt. In der folgenden Tabelle sind die
wichtigsten Exponenten fiir das Isingmodell tabelliert.

Grofe Exponent | d=2 (exakt) | d=3 MFA
spezifische Warme a 0 (logar.) | 0.113 0 (Sprung)
Ordnungsparameter 6] 1/8 0.324 1/2
Suszeptibilitét Y 7/4 1.238 1
Zustandsgleichung 4] 15 4.82 3
0 1/4 0.031(5)

Korrelationslange v 1 0.629(4) 1/2
Potenzgesetz bei T, n 0 1/4 0.04

Wir fassen zusammen:

e In der MFA sind die kritischen Exponenenten in allen Dimensionen gleich.
Der einzige dimensionsabhingige Parameter ist Jy = 2d.J.

e Die Art des Phaseniibergangs wird fiir d > 2 richtig und d = 1 falsch vor-
ausgesagt.
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e Fiir d > 2 ist die kritische Temperatur der MFA zu hoch und das kritische
Verhalten (die Art der Singularitét bei 7" = T, und h = 0) wir nicht immer
korrekt wiedergegeben.

e Die MFA zeigt nicht, dass kurzreichweitige Wechselwirkungen zu langreich-
weitigen Korrelationen fithren konnen.

A. Wipf, Thermodynamik und Statistische Physik



16 Fluktuationen, Korrelationen
und Linear Response

In diesem Kapitel untersuchen wir thermodynamische Systeme in der Néhe ei-
nes Gleichgewichtszustandes. In diesen Systemen fluktuiert jede Observable A um
ihren zeitgemittelten Wert, der (fiir ergodische Systeme) gleich dem Ensemble-
Erwartungswert <A) ist. Es wird sich zeigen, dass die spontanen Fluktuationen
um den Erwartungswert in enger Beziechung stehen zu den durch &dufere Eingrif-
fe erzwungenen Abweichungen vom Gleichgewicht. Fiir schwache Storungen wird
dieser Zusammenhang im Fluktuations-Dissipations-Theorem zum Ausdruck ge-
bracht.

16.1 Fluktuationen

Wir hatten bisher die Annahme gemacht, dass makroskopische Grofsen eines physi-
kalischen Systems durch Mittelwerte iiber die das System représentierende statisti-
sche Gesamtheit berechnet werden konnen. Als Maf fiir die Giite dieser Naherung
kann man die relative Schwankung

%7 mit A= (A), (AA?=(A) - (A)2>0 (16.1)

heranziehen. Wir betrachten nun einige wichtige Spezialfélle.
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16.1.1 Schwankungen der inneren Energie

Die innere Energie einer kanonischen Gesamtheit ist
. 1 ——
U= (H) = ~Sp (He ) , (16.2)

und deren Ableitung nach [ ist proportional zur quadratischen Schwankung der
Energie,
ou 2 7\ 2 2
—— =(H") — (H)* = (AH)". (16.3)
op
Benutzt man auf linken Seite 95 = —kT?0r und drU = Ney, worin ¢y die spezi-
fische Warmekapazitit bei konstantem Volumen ist, dann folgt

(AH)?  kT?Ney
U

(16.4)

Dieses Resultat hatten wir schon im Rahmen der klassischen statistischen Physik
abgeleitet, siehe die Uberlegungen in Abschnitt . Im Gegensatz zur intensiven
Temperatur wachst die extensive Groke U linear mit der Teilchenzahl N und die
relative Schwankung nimmt deshalb mit wachsender Teilchenzahl ab,
aff 1 (16.5)
H N
Bei groften Systemen sind die Schwankungen der Energie gegeniiber der Gesamt-
energie also vernachléssigbar klein, zumindest wenn man sich nicht in unmittelba-
rer Nahe eines Phaseniibergangs befindet, wo ¢y divergieren kann. Insbesondere fiir
ein ideales klassisches Gas mit ¢y = 3k/2 und U = ¢y NT die relative Fluktuation
der Energie
AH /21 16.6
" V3un (16.6)

16.1.2 Schwankungen der Teilchenzahl

Analog berechnet sich die mittlere quadratische Schwankung der Teilchenzahl in
der grofkanonischen Gesamtheit durch Ableiten der mittleren Teilchenzahl

. 1 . o
N = (N) = —Sp (Ne’B(H’“N)) (16.7)
M
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nach dem chemischen Potential

l @ O INT2\ /N2 2
5( o )T—<N> (N)* = (AN)~. (16.8)

Die quadratische Fluktuation der Teilchenzahl kann durch die isotherme Kompres-

stbilitat L oV
=—— [ — 16.9
M Vv ( Ip ) T ( )

ausgedriickt werden. Um dies zu beweisen benutzen wir die Gibbs-Duhem Relation,

Gleichung (4.55)) in Kapitel
Ndp =—-SdT + Vdp. (16.10)

Die thermodynamische Grofe N entspricht dem statistischen Mittelwert des Teil-

A

chenzahloperators (V). Fiir isotherme, quasistatische Prozesse folgt Vdp = N du

oder 5 5
P p

PN N[ 16.11

V(@N)T N(@N)T (16.11)

Fiir ein homogenes System héngt der intensive Druck aufer von 7" nur noch von
der Dichte N/V ab, so dass

dp op 1 O Vo1
Niaxv) = Viay) == 7= ) = — 16.12
(8N>T v <8V)T Kt — <3N>T N2 kp (16.12)

Damit finden wir

AN\’ @s 1 [ON kT
() Caw (@), -7 e

Da V eine extensive Grofe ist, 7' und kr jedoch intensive Grofsen, bleibt

av L (16.14)

N T UN
Wir schliefsen, dass fiir makroskopische Systeme die Fluktuationen von Energie
und Teilchenzahl vernachlassighar sind gegeniiber der Energie und Teilchenzahl
des Systems. Daher ist es fiir makroskopische Systeme praktische bedeutungslos,
ob man ein System durch die mikrokanonische, die kanonische oder groftkanonische
Gesamtheit beschreibt, solange man sich nur fiir Aussagen iiber das System im
Gleichgewicht interessiert.
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16.2 Linear Response Naherung

Der Hamiltonoperator H bestehe aus einem zeitunabhéngigen Systemanteil H,
und einer im Allgemeinen zeitabhéngigen duferen Storung V' (),

H(t) = Hy+ V(2). (16.15)

Nach den Regeln der Quantenmechanik ist der Erwartungswert einer zeitunab-
héngigen Observablen, reprasentiert durch den selbstadjungierten Operator A, in
einem gemischten Zustand g(¢) gegeben durch

(A) = Spo(t)A. (16.16)

Die Zeitabhéngigheit des Erwartungswertes im Schrodingerbild kommt von der
Zeitabhangigkeit des statistischen Operators (Dichtematrix, gemischter Zustand)
0(t). Dieser erfiillt die von-Neumann Gleichung

do ~
ih— = |H, 0 16.17

die quantenmechanische Version der klassischen Liouville-Gleichung, siche Ab-
schnitt . Nur spalten wir die vom System-Hamiltonian H, herrithrende Zeit-
entwicklung mit unitdrem

Up(t) = e~ itHo/n (16.18)

ab, indem wir ins Wechselwirkungsbild tibergehen. Dichtematrix und Operatoren
im Schrodinger- und Wechselwirkungsbild sind bekanntlich iiber eine Ahnlichkeit-
stransformation verbunden,

ow(t) =Ty (aTa(t) ,  Aw(t) =Ty Al(t), (16.19)
so dass ein Erwartungswert wie folgt geschrieben werden kann,
(A) = Spo(t)A = Spow () Aw(t). (16.20)
Die Dichtematrix im Wechselwirkungsbild erfiillt folgende Differentialgleichung:

ihdw = 05 (¢) (~ (o, 0+ [71,0)) Oot) = 05 9 [V, al Do), (16.21)

Der letzte Ausdruck ist gerade der Kommutator von V und 6 im Wechselwirkungs-

bild, so dass

ih% = [Viv, dw]. (16.22)
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Nachdem wir die von Hj herriihrende Zeitentwicklung wegtransformiert haben,
andert sich die Dichtematrix nur noch bei Anwesenheit der dufteren Stérung. Wir
nehmen an, dass die Storung in der Vergangenheit eingeschaltet wurde, so dass

~

Vir(t — —00) =0 (16.23)

gilt. Ahnlich wie in der Quantenmechanik ersetzen wir die Evolutionsgleichung

(116.22)) und die Anfangsbedingung

1 N ~
ot = =0) =0 =~ e AHo—nN), (16.24)
durch eine Integralgleichung. Mit unserer Annahme [I:IO, N | = 0 ist die Dichtema-
trix der groftkanonischen Gesamtheit in beiden Bilder gleich, 0y = 00w, so dass
i

t
. . ~ . . 1 i —ur
ow (t) = dow — %/ dt' [Viw ('), ow ()],  dow = Z°© P(Ho=iN) - (16.25)

Die Integralgleichung kann nun iterativ gelost werden. In tiefster Ordnung O(V?)
ist ow = 0o,w. Dies setzen wir auf der rechten Seite in ((16.25) ein und erhalten
die Ndherung erster Ordnung
i [ -

() = o — 5 [ ¥ [Vinle), o] (16.26)
Setzen wir die erste Ordnung auf der rechten Seite in (16.25)) ein, dann erhalten
wir die Naherung zweiter Ordnung. Setzt man diese Iteration fort, dann findet
man die Dyson’sche Reihenentwicklung in Potenzen der Stérung V.

Die Storungstheorie erster Ordnung fiihrt auf die lineare Response Nédherung. In
dieser Naherung ist

(A)r = Sparw(t) Aw (1)

A i 1 / ¥ n A A
—Spoowdw(®) — 3 [ dv'Sp ([Vinle). aoarl Aw(t)).

—0o0

Im ersten Term auf der rechten Seite diirfen wir, da 0o = 0o mit Ug(t) vertauscht,
Aw durch A ersetzen. Im zweiten Term benutzen wir die Invarianz der Spur unter
zyklischer Vertauschung der Argumente,

Sp <WW> @O]AW> = Sp (@0 [Aw, VW]) :
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Damit ergibt sich

(A)y = (A) — &

h /oo at’ ([Aw (1), Vi ()]}, (A)o = SpoA. (16.27)

Der Erwartungswert des Kommutators ist proportional zur Greenfunktion. Wir
sehen hier explizit, dass nur die zu Zeiten ¢’ < ¢ auf das System einwirkende
Storungen den Erwartungswert zur Zeit ¢ beeinflussen konnen. Dies ist in Einklang
mit dem kausalen Zusammenhang zwischen Ursache und Wirkung. In der linearen
Response Theorie ist die Antwort (A); —(A), auf eine dukere Stérung V' ein lineares
Funktional derselben. Die Storung, die ein System aus dem Gleichgewicht treibt,
kann ein dufseres Feld sein und die Antwort eine Magnetisierung oder ein Strom.

Im Folgenden soll die retardierte Greenfunktion G, in

A=A+ [ arGRiet) (16.28)
die nur fiir ¢ > ¢’ ungleich Null ist,
/ i / n ~ /
Gav(t,1) = —?_LH(t — ) ([Aw (), Vir (1)]), (16.29)

etwas niher untersucht werden. Weil Uy mit 0o vertauscht und die Spur sich bei
zyklischer Vertauschung der Argumente nicht éndert, ist sie nur eine Funktion der
Zeitdifferenz,

(1t = =00~ )(LAw (0), Vi (¢~ 1)), (16.30)

Wir betrachten nun eine zeitlich periodische dufsere Stérung, die langsam einge-

schaltet wird,
Vwt)=e" D e V(w). (16.31)

Der erste Faktor auf der rechten Seite modelliert den adiabatischen Einschaltvor-
gang. Im Endresultat lassen wir dann den Einschaltparameter ¢ gegen Null streben.
Im Schrédingerbild sind die V(w) zeitunabhéngige Operatoren.

Wir erhalten damit fiir den Erwartungswert in der Linear-Response Naherung
(A), = (A)y— 3 / v <[Aw(t) Viv (w, t’)]> C (16.32)
h < ’ 0

Der letzte Erwartungswert hangt nur von der Zeitdifferenz 7 =t — ¢ < 0 ab, z.B.

Sp 60 Uy ' () A Uy (—7)V (w) Uy (') = Sp b0 AUp(—7)V (w) U5 (=7) .
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Schreiben wir noch den letzten Faktor in ((16.32) geméfs

I . Ny .
pst/ —iwt’ _ el(w+za)(t t)eet iwt

und verschieben die Integrationsvariable, ¢’ =t + 7, dann ergibt sich

(A)y = (A)o + > Glw +ie) e (16.33)
mit der Responsefunktion

é@o:—%/:dTQmﬂmjw@mﬂ%. (16.34)

16.2.1 Kubo-Formel

Die lineare Response Nédherung hat viele Anwendungen, besonders in der Festkor-
perphysik. Stért man zum Beispiel ein Vielteilchensystem durch ein elektrisches
Feld

E(t) = E cos wt, (16.35)

dann ist der Storoperator proportional zur elektrischen Ladungsdichte p,
V(t) = e cos(wt) ep(z) p, p=F- .

Die lineare Response Theorie fiir den Erwartungswert der elektrischen Stromdichte
ergibt dann

(G (1)) = VR (" (w)Efe ) | (16.36)
wobei V' das Systemvolumen ist. Dies fithrt dann auf die wichtige Kubo-Formel fiir

die Leitfihigkeit,

2 1 00 )
WwﬂﬂW+7édwmm%mmwmr (16.37)

mw w

Hierin bezeichnet n = N/V die Teilchenzahldichte.
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17 Boltzmann-Transporttheorie

Die kinetische Gastheorie geht auf LUDWIG BOLTZMANN zuriick und damit auf
eine Zeit vor Entwicklung der Quantentheorie. In diesem Kapitel werden wir uns
auf ein klassisches Gas beschranken, d.h. wir werden die Gasmolekiile im Rah-
men der klassischen Mechanik beschreiben. Dies sollte dann ein gute Naherung
sein, wenn die de-Broglie Wellenldnge der Gasmolekiile klein ist gegeniiber ihrem
mittleren Abstand. Die typische kinetische Energie eines Gasteilchens ist von der
Grofsenordnung k7" und sein Impuls von der Gréfenordnung v 2mkT', so dass die
Bedingung lautet

/\—h—c<< (K)l/g oder _h n'/? =g -n'? <1 (17.1)
D N V2mmkT w ' ‘

Die klassische Beschreibung ist also gut bei hohen Temperaturen in verdiinn-
ten Systemen. Fiir eine klassische Beschreibung miissten wir auch noch fordern,
dass die de-Broglie Wellenlénge klein gegeniiber der Ausdehnung der Molekiile
sei. Andernfalls miissen wir ndmlich auch die Streuung der Molekiile aneinander
quantenmechanisch behandeln. Man kann die weiter unten eingefiithrte Boltzmann-
Gleichung allerdings so formulieren, dass sie problemlos sowohl die klassische als
auch die quantenmechanische Behandlung von Stofien zulédsst.

17.1 BBGKY-Hierarchie

Die im Folgenden vorgestellte Hierarchie ist benannt nach Bogoliubov, Born, Green,
Kirkwood und Yvon. Wir erinnern daran, dass ein klassisches statistisches Ensem-
ble mit N Teilchen und Zustanden, die als Punkte

x:(wlapla"'awNapN)E(517527"'>€N> (172>

im 6 N-dimensionalen Phasenraum I' dargestellt werden, durch eine Verteilungs-
funktion o(t, z) beschrieben wird. Dies ist eine Wahrscheinlichkeitsdichte dafiir,
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das Teilchen 1 am Ort a; mit Impuls p;, das Teilchen 2 am Ort a, mit Impuls p
usw. zu finden. Fiir Systeme weg vom Gleichgewicht wird die Verteilungsfunktion
explizit von der Zeit abhédngen. Ensemble-Mittelwerte von Observablen erhéilt man
durch Mittlung iiber die reinen Zusténde, d.h. iiber die Punkte im Phasenraum

(O(t)) :/dwO(x)p(t,x). (17.3)

Wir nehmen nun an, die Teilchen seien ununterscheidbar, d.h. alle Observablen
seien symmetrisch. Dann diirfen wir auch eine symmetrische Verteilungsfunktion
p annehmen. Diese erfiillt die Liouville-Gleichung

OH 0p O0H 0o
Op ={H, p} = Z (aqi o a_piaqi> = Lnp, (17.4)

siehe GI. (9.23). Fiir N Teilchen lautet der lineare Liouville Operator

N
Ly =Y (VoH -Vp —VypH-Vy). (17.5)

=1

In der nicht-relativistischen Néaherung hat die Hamilton-Funktion die Form

= 2m i
wobei U das Potential eines duferen Kraftfeld ist, F(®(z) = —VU(z), und die
Teilchen iiber ein Paarpotential V' wechselwirken. Wegen Actio=Reactio ist das
Paarpotential eine gerade Funktion seiner Argumente, V(§) = V(—§). Die Hamil-
ton’schen Bewegungsgleichungen lauten

. Pi .
P = d pi=F(x F(xz;, — z;). 17.
= und p (z;) + 5 (z; — x;) (17.7)

J#
Die negative Ableitung des Wechselwirkungspotentials V nach x; ergibt die Kraft

mit der die anderen Teilchen auf das Teichen i wirkt. Der Liouville-Operator hat
die Form

N

1 a
e (G s B S o) (79

i=1 ji
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Fiir viele Zwecke geniigt es, reduzierte Verteilungsfunktionen zu betrachten. Wich-
tige Beispiele sind die Einteilchen-Verteilungsfunktion, d.h. die Wahrscheinlich-
keitsdichte, irgendeines der Teilchen bei £ = (x, p) zu finden,

N
- <Z‘5(5 - fz)> = N/ A%, -+ d%n o(t, €, &, - - -, EN), (17.9)
=1

oder die Korrelationsfunktion (n-Teilchen-Verteilungsfunktion), d.h. die Wahr-
scheinlichkeitsdichte dafiir, gleichzeitig Teilchen bei &, ..., &, zu finden,

|
fulbrn. - 6) :(Nan)/d Eine d%Ex 06, o s Ex). (17.10)

Damit konnen wir bereits einfache physikalische Einteilchen-Grofsen berechnen,
z.B.

Teilchendichte n(t,x) = / d®p fi(t,x, p)
(Teilchen)Stromdichte j (¢, z) = / d3p £f1 (t,z,p), (17.11)
m

oder Zweiteilchen-Gréfsen, wie die mittlere Wechselwirkungsenergie. Nun berech-
nen wir die partielle Zeitableitung von f,:

of, N 6
ot (N —n)! /dfnﬂ PN (Lap) (s -5 €N )- (17.12)
Auf der rechten Seite verschwinden nach Integration {iber die Variablen &, 1, ..., &y

alle Beitrage in Ly p mit den Termen V4, p und Vy, p fiir ¢ > n. Ein Problem macht
die Wechselwirkung zwischen Paaren von Teilchen. Diese koppelt die Teilchen und
ist verantwortlich dafiir, dass die zeitliche Anderung von f, von f,.; abhingt.
Insbesondere erhalten wir auf der rechten Seite in den Beitrag

_n[Z/ pQ(£1,...,€N)d€2+1~"df?V

J#i
== > Fla—)V
1<i#j<n
N! ]
T i<n,i>1

Wegen der Symmetrie von p in seinen Argumenten sind in der letzten Summe die
Summanden unabhéingig von j. Wir wahlen 7 = n+ 1 und finden fiir diese Summe

B N—n—-—1 IZ/ m”""l zp(§1a7§N)d§g+1d§?\[

i<n
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Die Krafte hédngen nun nicht von den Variablen &,.o,...,&y ab, liber die wir
integrieren konnen. Dabei entsteht die Verteilungsfunktion f, ;. Die fiithrt schlus-
sendlich auf die gesuchte Hierarchie von Gleichungen

0 fn
a_f?; = Lnfn + On,n-i—lfn—f—l (1713)

wobei der Integraloperator C,, 41 die n 4 1-Teilchen Korrelationsfunktion in eine
n-Teilchen Korrelationsfunktion umwandelt,

(Crpst frrr) (8, 61s oo &) =— Z /d§n+1F($i — Zny1) Vi fror1 (6 €1 Engr)-
- (17.14)

Diese Hierarchie von Gleichungen ist immer noch zeitumkehrinvariant. Um ein
geschlossenes System von Gleichungen zu erhalten, miissen wir die Hierarchie mit
Hilfe einer Approximation abbrechen. Eine wichtige Approximation (Trunkierung)
nahert die rechte Seite der Gleichung fiir f; = f,

0
(E + % Vo + F9(z)- V,,) f(t,z,p) = Ci2fo(t, z, p) (17.15)
durch einen Stofsterm,
2+£.v +F(“)(:c)-V flt,z,p)= 2f(zfa:p) (17.16)
o m " i Y ot ) '

Die letzte approximative Gleichung ist die irreversible Boltzmann-Gleichung. Das
Problem ist nun, das Stofsintegral auf der rechten Seite, das von der Wechselwir-

kung herriihrt, zu bestimmen. Die Boltzmann-Gleichung war fiir verdiinnte Gase
entwickelt worden. Sie hat aber auch eine grofte Bedeutung in anderen Nichtgleichgewichts-
Prozessen der Physik und findet zum Beispiel Anwendung bei der Beschreibung

von Elektronen in Festkérpern.

17.2 Boltzmann-Gleichung

Es sei f(t, z,p) die frither eingefiihrte Einteilchen-Verteilungsfunktion, im Folgen-
den kurz Verteilungsfunktion genannt. Ziel der folgenden Betrachtungen ist es,
die Verteilungsfunktion fiir eine gegebene molekulare Wechselwirkung zu finden.
Fiir asymptotisch spéte Zeiten wird das System einen Gleichgewichtszustand an-
nehmen und entsprechend f(t) gegen eine Gleichgewichtsverteilung streben. Zur
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Ableitung der Bewegungsgleichung fiir f iiberlegen wir uns die Bilanz fiir f. Die
Verteilungsfunktion dndert sich mit der Zeit, weil

e cin Teilchen mit Koordinaten x,p zur Zeit ¢ sich zur Zeit t + dt bei x +
pdt/m, p + F@dt befindet, wobei F(® eine externe, auf das Teilchen wir-
kende Kraft ist, z.B. die Lorentzkraft im duferen elektrischen und magneti-
schen Feld.

e Teilchen aufgrund von Stéfsen ihren Impuls dndern konnen. Die Dichte der
Teilchen bei x, p wird im Zeitintervall d¢ durch Stofe verkleinert, da Teilchen
von p zu anderen Impulsen p’ streuen. Die Gesamtrate dieser Anderungen
werden wir mit S, bezeichnen, dem sogenannten Stoffintegral; es ist im all-
gemeinen ein Funktional der Verteilungsfunktion selbst. Genau sei

S, d®p d*x dt (17.17)

die Anderung in der Zeit dt der Anzahl Molekiile mit Impulsen d®p um p
und Orten in d*z um z.

Damit finden wir folgende Gleichung fiir die Verteilungsfunktion

fit+ dt,xz +pdt/m,p + Fdt)d*s' & = f(t,z,p)dPPxd’p + S, [f]d*x d*pdt.
(17.18)
Hierbei bezeichnet d32’d3p’ das durch die Bewegung der Teilchen (ohne Stofe)
wihrend der kleinen Zeit dt deformierte Volumenelement d®zd3p. Wir werden
uns nun davon iiberzeugen, dass bis zur Ordnung O(dt) die Gleichung d32’ d3p’ =
d3z d3p gilt. Ausgangspunkt sind die Bewegungsgleichungen

dp dx
dt =4 und dt

wobei H die Hamilton-Funktion fiir das System mit dufleren Kréften aber ohne

VpH, (17.19)

Wechselwirkung zwischen den Teilchen ist. Bezeichnen wir Ort und Impuls zur Zeit
t + dt mit einem Strich, dann gilt

p'=p—V Hdt und w’:w—i—VpHdt.

Die Volumenanderung ist durch die zugehorige Jacobi-Determinante gegeben. Be-
schranken wir uns auf die Koordinaten x;, p;, dann erhalten wir

dz. d ‘ (1 - }Ll‘ipi de _Hxixi de )
LiAP; =
[_I’Pipi dt L+ Hﬂﬂipi de

’o
(%7]97;)
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Die Determinante ist 1 + O(d¢?), und damit ist zu linearer Ordnung in d¢

&2’ &' = [ [ dedp; = [ [ daidps = &Pz d®p. (17.20)

Setzen wir dies in die Gleichung (|17.18]) ein und entwickeln bis zur ersten Ordnung
in dt, so erhalten wir die Bewegungsgleichung

o, P (a) _
<§+E'Vw+F -v,,) ft,z,p) = Splf], (17.21)
also die Gleichung (17.16]) mit der Identifikation
0
Splf] = (gf(t, w,p)) : (17.22)
coll

17.2.1 Das Stollintegral

Nun wenden wir uns dem Stofintegral S,[f] zu. Wir nehmen an, dass das Gas
derart verdiinnt ist, dass nur Stoke zwischen zwei Teilchen auftreten. Stéfke zwi-
schen drei oder mehr Teilchen werden also vernachléssigt. Es sei w(p1, p2; ps, ps)
die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass ein Stof p;, po — p3, ps zweier Teilchen statt-
findet. Es seien N7, N die in einem Impulsraum-Volumenelement und einem Ein-
heitsvolumen im Ortsraum enthaltenen Teilchen mit Impulsen p; und p,, d.h.
N; = f(t,z,p;) d®p;. Die Wahrscheinlichkeit w ist nun dadurch definiert, dass
nach einer Zeit dt in einem Volumenelement dz

dt Ny Now(py, p2; p3, pa) d°ps &Ppy Pz (17.23)

Stoke stattgefunden haben, wobei ein Teilchen in ein Impulsraum-Volumenelement
d3ps um p3 und das andere in ein Volumenelement d3p, um p, gestreut wurde. Wir
haben angenommen, dass die Wahrscheinlichkeiten ein Teilchen mit Impuls p; oder
ein Teilchen mit Impuls p, im Volumen d3z zu finden, unabhingig voneinander
sind. Fiir verdiinnte Gase ist dies eine verniinftige Annahme.

Bei jedem Stofs sind Energie und Impuls erhalten, und deshalb erwarten wir

w(p1, Pa; P3, Pa) X 0(e1 + 9 — €3 — €4)0(P1 + P2 — P3 — Pa), (17.24)

wobei ¢ die Einteilchen-Energie eines Teilchens mit Impuls p ist. Hier haben wir
wieder angenommen, dass das Gas verdiinnt ist.
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Symmetrien von w:
Wir konnen die Bezeichnung der beiden Teilchen beliebig vertauschen, so dass gilt

w(p1, P2; P3, Pa) = W(P2, P1; Pa, P3)- (17.25)

Nun werden wir die Relation

w(p1, P2; P3, Pa) = W(P3, P4; P1, P2) (17.26)

beweisen. Dazu bemerken wird, dass die Wahrscheinlichkeiten w in allen Inerti-
alsystemen gleich sein miissen. Der Ubergang zwischen Inertialsytemen geschicht
mit Hilfe einer Galilei-Transformation. Zum Beispiel sind in einem bewegten Be-
zugssystem alle Impulse um einen festen Impuls verschoben, p; — p; — ¢, und
deshalb gilt

w(p1, P2; P3, Pa) = wW(P1 — ¢, P2 — §;P3 — q, Pa — Q). (17.27)
Bei einem rotierten Bezugssysteme sind alle Impulse gedreht, p; — Rp;, und
w(p1, P2; P3, Pa) = W(Rp1, Rpo; Rps, Rpy). (17.28)

Nun transformieren wir in das Schwerpunktsystem der stofsenden Teilchen, indem
wir ¢ = (p1 + p2)/2 wéhlen. Dann laufen die Teilchen mit den Impulsen p = (p; —
p2)/2 und —p ein. Wegen der Impulserhaltung haben dann auch die auslaufenden
Teilchen entgegengesetzte Impulse, p’ und —p’. Damit erhalten wir

w(p1, po; p3, Pa) = w(p, —p;p’,—p’)

Drehen wir nun das Koordinatensystem um 7 um die Winkelhalbierende von p
und —p’, siehe die folgende Abbildung, dann folgt

w(p,—p;p',—p') =w(-p,p;—p,p).
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Benutzen wir nun noch die Eigenschaft ((17.25]), dann folgt
w(p,—p;p',—p') =w(p',—p'ip,—p).
Die ist aber genau die gesuchte Relation (17.26]) im Schwerpunktsystem.

Nun kehren wir zum Stofiintegral zuriick. Dieses enthélt einen positiven Beitrag
aufgrund von Stéfen, bei denen ein Teilchen nach p; gestreut wird und einen ne-
gative Beitrag aufgrund von Stofsen, bei denen ein Teilchen aus p; herausgestreut
wird. Dabei miissen wir noch iiber alle Prozesse mit beliebigen ps, ps, ps integrie-
ren. Deshalb haben wir fiir die Gesamtzahl der Stéfe im Zeitintervall dt in d®z

um z und d®p; um p; den Ausdruck

d3$d3p1 dt/ d3p2 d3p3 d3p4 [w<p37 D4; D1, pQ)f(ta T, p3)f(t7 €T, p4)
- w(pb D2; D3, p4)f(t7 T, pl)f(ta €T, pQ)] .

Durch Vergleich mit der Definition des Stofintegrals ((17.17)) ergibt sich

Sp1 = / d3p2 d3p3 d3p4 [w(p37p4;p17p2>f(t7 .’I;,p;;)f(t, 51;7174)
— w(p1, p2; P3, Pa) [ (L, @, p1) f(t, T, p2)] - (17.29)

Mit der Relation (17.26]) finden wir nun den Stofsterm

Spy = / d3p2d3p3d3p4 w(p1, Pa; P3; Pa)
[f(t7 $7p3)f(t7 .’IJ,p4) - f(ta Z, p1>f<t7 Il?,pQ)} : (17?’0)

Diese Ausdruck fiir den Stofterm S, wird nun in die Boltzmann-Gleichung
eingesetzt und macht diese zu einer im Allgemeinen schwer l6sbaren nichtlinearen
Integro-Differentialgleichung. Aber die interessanten Gleichgewichtslésungen kon-
nen leicht gefunden werden. Sie hédngen nicht von den Streuwahrscheinlichkeiten
w ab.

A. Wipf, Thermodynamik und Statistische Physik



18 Hydrodynamik

Interessieren wir uns fiir die makroskopischen Eigenschaften einer Fliissigkeit auf
Skalen grofs verglichen mit den Grofen seiner Bestandteile (Atome und Molekiile)
und deren mittleren Abstand, dann ist eine Kontinuumsbeschreibung angebracht.
Das Verhalten des Systems auf makroskopischen Skalen ist dann bestimmt durch
das gemittelte Verhalten einer groften Anzahl seiner Konstituenten. Man sollte aber
nicht vergessen, dass diese hydrodynamische Kontinuums-N&herung ihre Giiltigkeit
verliert, wenn man sich fiir Eigenschaften einer Fliissigkeit auf mikroskopischen
Skalen interessiert

Eine Fliissigkeit ist also ein Kontinuum und besteht in der hydrodynamischen
Beschreibung nicht aus diskreten Teilchen. Trotzdem spricht man oft von Fliissig-
keitsteilchen oder der Geschwindigkeit der Teilchen. Man meint damit ein infini-
tesimalen Element der Fliissigkeit (das man durch Einfarbung kenntlich machen
konnte. )

18.1 1-Teilchen Verteilungsfunktion

Als Ausgangspunkt wihlen wir die in Kapitel|8|eingefiihrte Einteilchen-Verteilungs-
funktion f(t, z,w). Wir bezeichnen die Geschwindigkeit hier mit w, um sie von der
spater eingefithrten mittleren Geschwindigkeit v zu unterscheiden. Die zeitliche
Anderung von f ist

df = f(t+ dt,z + udt, u + udt) — f(¢t, z, u) (18.1)
da das Fluidelement zum Zeitpunkt ¢t + d¢ an den Ort x + wdt gewandert ist und

die Geschwindigkeit sich ebenfalls nach w + wdt verschoben hat. Hier bezeichnet
u die Geschwindigkeit ldngs einer Stomlinie. Die Taylorentwicklung bis zur ersten
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Ordnung ergibt

0
df:(a—];—i—vmf-u—kvuf-u) dt. (18.2)
Langs der Trajektorien der Fliissigkeitsteilchen gilt
F
T=u und U=—. (18.3)
m

Nach dem Satz von Liouville ist die Teilchenzahl entlang der Trajektorien erhalten,
und deshalb lautet die Erhaltung der Teilchenzahl wie folgt,

df _of
dt ot
Dies ist keine geschlossene Gleichung, da die Kraftdichte F immer noch von al-

F
tue Vol + - Vuf =0. (18.4)

len anderen Teilchen abhéngt (Wechselwirkungsterme). Um zu einer praktikablen
Naherung zu gelangen, mittelt man die Kréfte iiber das Volumenelement. Dabei
werden die Wechselwirkungsbeitrige in einem Stofterm zusammengefasst, so dass
F nur noch die makroskopischen Krifte (Gravitationskraft, Lorentzkraft) enthélt.
Die neue, gemittelten Verteilungsfunktion gehorcht dann der Boltzmanngleichung

i—{:%+U'v$f+§'vuf:(6tf>(]oll‘ (18.5)

Von nach gelangt man nach einer Mittelung, so dass die Grofsen
(f,F) in den beiden Beziehungen unterschiedliche Bedeutungen haben, obwohl
wir der Einfachheit halber gleiche Symbole verwenden. Das Stofintegral auf der
rechten Seite in kann sehr komplex sein, selbst bei der Beschrankung auf
Zweierstofe. Der Term sollte aber mit der Erhaltung der Teilchenzahl und des
Impulses (bei einer Teilchenkomponente) vertréglich sein:

Teilchenzahlerhaltung: / d®u (0 f )con = 0 (18.6)

Impulserhaltung: / dAPuu(dif)con = 0. (18.7)

Die Anzahldichte n und Massendichte o erhélt man aus der Verteilungsfunktion
nach Integration iiber die Geschwindigkeiten,

n(t,x) = / dPuft,z,u), ot,z)=mn(t x).. (18.8)

Das mittlere Geschwindigkeitsfeld des Fluids erhélt man ebenfalls durch Mittelung
iiber die Geschwindigkeiten,

n(t,x)v(t,x) = / dPuf(t,z,u)u. (18.9)
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Es gibt nun zwei Arten, die Gleichungen der Hydrodynamik zu formulieren. Beide
gehen auf Leonard Euler (1707-1783) zurtick.

Lagrangesche (materielle) Beschreibung: Die Betrachtungsweise ist eng an
das Vorgehen in der Punktmechanik angelehnt und beschreibt ein Fluid aus der
Perspektive eines mit der mittleren Geschwindigkeit v mitbewegten Beobachters.
Sind xy die Koordinaten eines Fluidteilchens zur Zeit ¢t = 0, dann ist dessen Tra-
jektorie

x =x(t, ) (18.10)

eindeutig bestimmt. Die Geschwindigkeit der Elemente ist v (¢, xy) und weitere
Materie- oder Substanzgrofen, wie zum Beispiel Dichte und Temperatur, werden
durch Funktionen wie T'(¢, xy) und o(t, 2y) beschrieben. In der Lagrangeschen Be-
schreibung sind die Bewegungsgleichungen oft sehr kompliziert und erfordern dann
erheblichen mathematischen Aufwand. Deshalb wird diese selten benutzt.

Eulersche (rdumliche) Beschreibung: Hier interessiert nicht das Einzelschick-
sal der Fluidteilchen, sondern das Verhalten der stédndig wechselnden Fluidele-
mente, die eine festgelegte Stelle passieren. Man nimmt die Perspektive eine orts-
festen Beobachters ein. Dabei steht die Geschwindigkeit v(t, ) oder die Tempe-
ratur 7'(t, ) an einem festem Raumpunkt im Vordergrund. Die Bahn des Fliis-
sigkeitsteilchens, das zur Zeit ¢ am Ort x ist, interessiert nicht. Die sich aus der
Boltzmanngleichung ergebenden Eulerschen Gleichungen bilden die Grundlage der
Stromungsmechanik. Da eine Flusslinie tangential zur Geschwindigkeit bei x ist,
gilt

de = vdt (18.11)

In stationédren Stromungen sind die Flusslinien gleich den Trajektorien der Fluid-
elemente.

Kurz zusammengefasst gilt:

e In der Lagrangeschen Betrachtungsweise ist die Geschwindigkeitsbeschrei-
bung teilchengebunden: v = v(ty, t; 7).

e In der Eulerschen Betrachtungsweise ist die Geschwindigkeitsbeschreibung
ortsgebunden: v = v(t, ). Wir wihlen fast immer diese Darstellung.
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Die zeitliche Anderung einer Feldgrofe im bewegten Fluid, zum Beispiel der oben
eingefiihrten Massendichte, ist dp = o(t + dt, z + vt) — o(t, ), da das Element
zum Zeitpunkt ¢t 4+ dt an den Ort & + v dt gewandert ist, wobei v die mittlere Ge-
schwindigkeit 1ldngs einer Stomlinie ist. Die Taylorentwicklung bis zur 1. Ordnung
ergibt

do
ot

und fiihrt auf die sogenannte substantielle- oder Lagrangesche Zeitableitung Dy:

do= —dt+ Vp-dz

B
do=Diodt, Di=o +v-V. (18.12)

Angewandt auf die Geschwindigkeit erhélt man die Beschleunigung eines Fluidele-

ments,

a=Dw= 5 +(v-V)v. (18.13)

18.2 Kontinuitatsgleichung

Sie folgt unmittelbar aus der Evolutionsgleichung fiir die gemittelte Verteilungs-
funktion ([18.5)), nachdem wir iiber die Geschwindigkeiten mitteln,

omn = —/d3uu~fo— %/d?’uvuer/dSU(atf)Coll‘

Wir setzten voraus, dass das dufsere Kraftfeld nicht von der Geschwindigkeit ab-
héngt. Der Beitrag mit dem Stofsterm verschwindet wegen der Teilchenzahlerhal-
tung (18.6). Der zweitletzte Term ist ein Oberflichenintegral im Geschwindig-
keitsraum und verschwindet fiir eine normierbare Verteilungsfunktion f. Deshalb

erhalten wir mit ((18.9)) die Kontinuitétsgleichung
om+V,-(nv)=0. (18.14)

Diese driickt die Massenerhaltung im Fluid aus. Um dies ganz deutlich zu machen,
betrachten wir ein beliebig herausgegriffenes Volumenelement V' mit Rand 0V und
df als nach aufen gerichteten Oberflichenelement. Die Masse des Fluids in V' ist

m(V) = /ngg’x o=mn. (18.15)
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Wegen der Massenerhaltung kann diese nur zu- oder abnehmen, wenn die Massen-
stromdichte pv durch den Rand zu- oder abfliefst,

dm(V
m(V) = —7{ ov - df = —/ V(ov)d®z. (18.16)
dt ov v
Bei festgehaltenem V' ist die linke Seite
dm(V) 90 .3
= [ =d3x. 18.1
dt yot " (18.17)

Die rechten Seiten von (|18.16f) und (|18.17]) miissen fiir alle Volumenelemente gleich
sein, also folgt die Kontinuitatsgleichung

0
a_§+v(gv): Dio+0oV-v=0. (18.18)

Diese vereinfacht sich in zwei wichtigen Spezialfillen:

1. Bei einer stationdren Strémung verschwinden alle partiellen Ableitungen
nach der Zeit und es folgt
V(ov) =0. (18.19)

Die bedeutet, dass die Massenstromdichte quellenfrei ist.

2. Bei einer inkompressiblen Flissigkeit ist o konstant, und entsprechend
Dio=0<= V- -v=0. (18.20)

Das Geschwindigkeitsfeld hat also weder Quellen noch Senken.

Anwendung der Kontinuitéatsgleichung

Wir betrachten eine inkompressible Fliissigkeit in einem Rohr mit Engstelle.

v
—

V2

Ji7)

il

Die Geschwindigkeiten v; und vy sind in guter Naherung konstant. Die inte-
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grierte Kontinuitatsgleichung liefert
0= Q\% v - df = —Q?)lFl -+ Q’UQFQ = vl = v Fs. (1821)
v

Ist die Querschnittsflache F5 im engen Rohr die Hélfte der Flache F} im weiten
Rohr, dann gilt v, = 2v;. Die Fliissigkeit rechts muss doppelt so schnell fliefien.

Um den Unterschied zwischen der Eulerschen und Lagrangeschen Formulierung
noch deutlicher zu machen, betrachten wir ein einfaches Beispiel einer eindimen-
sionalen Fliissigkeit: Zur Zeit t = 0 beginnt jedes Teilchen eine Bewegung mit einer
Geschwindigkeit gleich dem Abstand vom Koordinatenursprung multipliziert mit
der Konstante K und behélt dann diese Geschwindigkeit bei.

In der Lagrangeschen Beschreibung ist
x(t,xg) = xg + Kxot und  wv(t, xy) = Kxo. (18.22)

In der Eulerschen Darstellung ist

Kzx

v(t,x) = Kxo(t,z) = T Kt (18.23)

Die Kontinuitétsgleichung fiir n (in der Eulerschen Formulierung) lautet
om + K Ox(nz) = 0. (18.24)

1+ Kt
Ist no(z) die Teilchenzahldichte zur Anfangszeit ¢ = 0 dann ist die Losung dieser
Gleichung
1 x

n(t,x) = TR (1 n Kt) . (18.25)

Insbesondere bleibt eine Gauls’sche Verteilung zu allen spateren Zeiten Gauk’sch,
wie in der Abbildung gezeigt.
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Ausgedriickt durch z ist die Dichte

n(t, o) = fgfi‘?t . (18.26)

Das Integral von n(t,z) tiber alle x ist konstant. Dies gilt nicht fiir n(t, z).

18.3 Die Eulersche Gleichung

Wir multiplizieren die kinetische Gleichung fiir die Verteilungsfunktion (|18.5)) mit
u und integrieren iiber die Geschwindigkeiten. Das Integral iiber den Stofsterm
verschwindet wegen (|18.7]) und wir erhalten

/d3u uof = / dPuu(u-V.f) +/d3uu (% : Vuf) : (18.27)

Der erste Summand ist wegen (|18.9)) gleich 9;(nv). Der zweite Term kann wie folgt
geschrieben werden,

/ dBPuu' e 0, f = 0y / dBuu'e’ f . (18.28)

Hier erscheint die Mittelung von Termen quadratisch in der Geschwindigkeit. Diese
kénnen mit der kinetischen Energie und dem Druck in Verbindung gebracht werden
(siche die Diskussion in Kapitel [§). Dazu zerlegen wir die Zufallsvariable u in eine
makroskopische Schwerpunktsgeschwindigkeit v und einen thermischen Anteil mit
verschwindendem Mittelwert

u="v-+w, nv:/d3ufu, /d3uwf:O. (18.29)

Insbesondere hangt v nicht mehr von w ab. Dann schreibt sich das Integral auf

der rechten Seite in ((18.28) geméaf

/ d*u (vivj + v'w? + w'v? + wiwj) f=nv'v? + %Pij (18.30)
mit Drucktensor ~ PY = m/ dPuw'w! f . (18.31)

Fiir eine isotrope Fliissigkeit ist
i—j: m/d3u (wf =" w?) =p  (Druck) (18.32)
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Sind w’ und w’ fiir i # j unkorreliert, dann verschwindet P und es gilt
P9 =p§v . (18.33)

Im allgemeinen Fall bezeichnet man P¥ in ((18.31)) als Drucktensor. Er ist Teil des
Energie-Impulstensors der Materie.

Die i’the Komponente des letzten Terms in ([18.27) ist wegen 0,u’ = 5; und
0,i F; = 0 proportional zu

/d3uuiFjaujf=/d3uauj (u'Fyf) —5;1/d3quf. (18.34)

Das erste Integral auf der rechten Seite kann mit dem Satz von Gauf in ein Oberfla-
chenintegral umgewandelt werden und verschwindet fiir zugelassene Verteilungs-
funktionen. Im letzten Integral diirfen wir die w-unabhéngige dufsere Kraft aus
dem Integral ziehen, so dass gilt

/ dPuw (F-V,f)=—-nF. (18.35)

Sammeln wir nun aller Terme in ([18.27]) ein, dann erhalten wir fiir ein Fluid mit
isotrop verteilten und statistisch unkorrelierten Komponenten der thermischen Ge-
schwindigkeit w folgende Bilanzgleichung fiir die Impulsstromdichte pv = mnw:

O(ov) =-Vp—-V (pv @ v) +nF. (18.36)

Dies ist beinahe schon die gesuchte Fulersche Gleichung. Sie besagt, dass die ge-
samte Impulsénderung (linke Seite) durch den Gradienten des Drucks, der seine
Ursache in der thermischen Bewegung hat, den Gradienten eine Terms quadra-
tisch in der Schwerpunktsgeschwindigkeit und der an den Fliissigkeitselementen
angreifenden dufseren Kraft verursacht wird.

Ohne &ufsere Kraft kann man mithilfe des symmetrischen Tensors der Impuls-
stromdichte
79 = ps + pv'! bazw. m=pl+ov Qv (18.37)

die Bilanzgleichung fiir die Impulsstromdichte etwas kompakter schreiben,

O(ov) = —Vr. (18.38)

Die Integration dieser Bilanzgleichung iiber irgendein Volumen liefert

0 3 ) 3 on’ ik
— ¢ — — 2 . 18.39
/dZCQU /d&? % f Tl d?k ( 8.3 )
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Demnach ist die zeitliche Anderung der i-ten Impulskomponente in einem Gebiet
gleich der Menge des Impulses, die pro Zeiteinheit in Richtung ¢+ durch den Rand
des Gebiets fliefit. Masse und Energie sind Skalare, Masse- und Energiestrom sind
Vektoren. Der Impuls ist ein Vektor und entsprechend ist der Impulsstrom ein
Tensor.

?

Uberzeugen Sie sich davon, dass die Bilanzgleichung fiir den Impuls mithilfe der
Kontinuitatsgleichung folgende Gleichung fiir die zeitliche Entwicklung des Ge-
schwindigkeitfeldes impliziert:

oDy = 0(dv + (vV)v) = —Vp+nF. (18.40)

Diese Gleichung ist nach Euler benannt. Sie enthélt die substantielle Ableitung
und beschreibt die Anderung der Geschwindigkeit im Ruhesystem.

18.4 Isentrope Stromungen

Das Fehlen des Warmeaustauschs zwischen Fliissigkeitselementen bedeutet, dass
die Bewegung iiberall adiabatisch (isentrop) verlduft. Dann &ndert sich die Entro-
pie eines jeden Fluidelements nicht. Die Entropie pro Masseneinheit sei s. Bei
isentroper Bewegung gilt dann

0
Dys = 8-? +(v-V)s=0. (18.41)
Mithilfe der Kontinuitatsgleichung fiir die Masse (18.18)) folgt dann sofort eine
Kontinuitatsgleichung fiir die Entropie
9(0s)
ot

Fiir isentrope Bewegungen kann man die Eulersche Gleichung in eine andere Form

+ V- (osv) =0. (18.42)

bringen. Dazu verwenden wir die Beziehung
dh =Tds+Vdp (18.43)

fir die Anderung der Enthalpie pro Masseneinheit. Hier bezeichnet s die spezifi-
sche Entropie und V' das spezifische Volumen (Volumen der Masseneinheit). Fir
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isentrope Stromungen ist ds = 0 und entsprechend
1 1
dh=Vdp=—-dp bzw. -Vp=Vh. (18.44)
0 0

Aus schreibt sich die Eulergleichung ((18.40|) gemaéfs

1
Dw = ~Vh+ —F. (18.45)

Eine weitere Variante der Euler-Gleichung enthélt nur die Geschwindigkeit. Wir
benutzen die Identitat

v %X (VXxwv)= %V?ﬂ —(v-V)v (18.46)

und ersetzen damit (v - V)wv in ((18.45). Dies fithrt auf folgende Form der Euler-
Gleichung

1 v? 1
ov—vx(Vxv)=—Vp-V|—|+—F. (18.47)
0 2 m
Die Rotation dieser Beziehung ergibt dann
2(V><v)ZV><(v><V><v)+ivXF. (18.48)
ot m

Fiir konservative Kraftdichten verschwindet der letzte Term auch noch.

18.5 Die Bernoullische Gleichung

Fiir stationdre Stromungen vereinfachen sich die Gleichungen der Hydrodynamik

erheblich. So vereinfacht sich mit d;v = 0 die Euler-Gleichung ([18.47) fiir eine
Potentialkraft F' = —V¢ geméf

Vb _
0

—Vh. (18.49)

21
V(%—I—E@)—vx(va):—

Es sein nun I der Einheitsvektor in Richtung von v. Das Einheits-Vektorfeld [ ist
damit tangential an den Stromlinien. Wir projizieren nun die Beziehung auf
die Richtung I und fithren die Richtungsableitung 0, = t - V ldngs der Stromlinien
ein. Dann gilt

0

v oin) =0 (18.50)
al\ 2 " m? o '
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Entlang einer Stromlinie gilt also

%v2 + ¢ + mh = const, (18.51)

wobel die Konstante fiir verschiedene Stromlinien verschiedene Werte annehmen
wird. Fiir eine Fluidstromung im Schwerefeld der Erde ist ¢ = mgz, und entspre-
chend

2

% + gz + h = const. (18.52)

Fiir eine konstante Massendichte ist h = p/p und es folgt

ov?
5 togrtp= const. (18.53)

Dieser Energieerhaltungssatz ist die Bernoulli-Gleichung fiir eine stationdre und
inkompressible Fliissigkeit. Er besagt, dass die Energiedichte plus die ,potenti-
elle Energie* p der inneren Kréfte konstant ist. Die Bernoulli-Gleichung ist eine
Energiegleichung, obwohl sie aus der Impuls-Bilanzgleichung abgeleitet wurde.

 Aufstau vor Hindernis

Befindet sich, wie in der Abbildung gezeigt, in einer gleichférmigen Strémung
mit Geschwindigkeit vy und Druck py ein Hindernis, so staut sich die Stromung
und zerteilt sich. Am Scheidepunkt oder Staupunkt kommt die Strémung zur
Ruhe. Vernachlassigen wir die Schwerkraft, so bedeutet

1
P1=Dpo+ 5@”3 : (18.54)
" /:
> D1

=

Die Differenz p; — py = gv2/2 ist der Staudruck am Staupunkt.
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18.6 Die Energiebilanzgleichung

Wir betrachten ein festes Fliissigkeitselement und bestimmen, wie sich dessen
Energie im Laufe der Zeit andert. Diese enthélt einen kinetischen und einen inneren
Betrag

gqﬂ + e, (18.55)

worin € die innere Energie pro Masseneinheit bezeichnet. Wir berechnen zuerst die
zeitliche Anderung der kinetischen Energie der mittleren Bewertung:

9 (0 5\ v v
= (5'0 ) = SO0+ ov- o (18.56)

Wir benutzen die Kontinuitatsgleichung (|18.18)) und die Eulergleichung (|18.40)

(0 5\ v
ot (5” ) = -5 Vlev)—v-Vp—pv-(v-V)o+nv-F. (18.57)

Der zweitletzte Term kann mit

v-(v-V)v= gV'UQ (18.58)

vereinfacht werden und den Druckgradienten ersetzen wir mit der thermodynami-
schen Beziehung

d
dh = Tds + ?p = Vp = oVh — pT'Vs. (18.59)

Damit finden wir

2

(0 5\ v v
§(§v>__?v.(gv)_gv.v 5 +h)+eTv-Vstno-F.  (1860)

Wir wenden uns der zeitlichen Anderung der inneren Energie in (18.55) zu. Nach
dem ersten Hauptsatz ist

de = Tds — pdV = Tds + 2 do (18.61)
%
Des weiteren, mit ¢ = h — pV = h — p/p folgt

d(ee) = (h — Z—;) do+ oT'ds + gdg = hdo+ oT'ds (18.62)
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und damit

O0i(0e) = hoyo + 0105 . (18.63)

Die beiden Terme auf der rechten Seite konnen mithilfe der Kontinuitétsgleichun-

gen fiir die Masse (|18.18)) und Entropie ((18.41f) umgeschrieben werden,

O(0e) = —hV - (ov) — oTv - Vs. (18.64)
Mit den Teilresultaten ((18.60) und (18.64) finden wir fiir die zeitliche Anderung
der Energie in ((18.55) den Ausdruck

2 2
O (§v2+ga> =— (%Jrh) V(ov) —ov -V (%Jrh) +nv-F, (18.65)

beziehungsweise

2
O <§v2 + QE> =-V- [gv (% + h>] +nv-F. (18.66)

Die Bedeutung dieser Bilanzgleichung ergibt sich nach Integration iiber ein beliebig
herausgegriffenes Volumen V' mit Rand 0V'. Ohne dufere Kraft findet man mit dem
Gaufischen Satz
% ; A3z (gvz + QE) =— év v (ng + Qh> df . (18.67)
Links steht die Energiedinderung der Fliissigkeit pro Zeiteinheit in dem gewahl-
ten Volumen. Rechts steht die pro Zeiteinheit aus dem Volumen heraus fliefsende

Energiemenge. Das Vektorfeld
g = v (gqﬂ + Qh) (18.68)

repréasentiert deshalb die Energiestromdichte. Die Fliissigkeit fiihrt pro Volumen-
einheit bei der Bewegung die Energie oh + ov?/2 mit sich. Man beachte, dass in
der Stromdichte die spezifische Enthalpie und nicht die spezifische innere Energie
auftritt. Die Enthalpie beriicksichtigt neben der transportierten Energie auch die
Arbeit, die von den Druckkréften an der Fliissigkeit geleistet wird.

18.7 Zirkulation und Potenzialstromungen

Die Zirkulation lings einer geschlossenen Kurve (Schleife) ist definiert als

r— 7{ v-de, (18.69)
C
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wobei df ein Linienelement auf der Kurve C ist. Bei der Bewegung der Fliissigkeit
andern sich v und die Gestalt einer von der Stromung mitgeschleppten Schleife.
Die zeitliche Anderung der Zirkulation rithrt von der Anderung des Geschwin-
digkeitsfeldes und der Bewegung der Schleife. Wir werden zeigen, dass in vielen
Situationen die Zirkulation gar nicht von der Zeit abhéngt.

?

Uberzeugen Sie sich davon, indem Sie d = £d¢ auf der Kurve zur Zeit ¢ mit dem
mitbewegten d#€ auf der Schleife zur Zeit t + dt vergleichen, dass gilt

d 1 , 1.,
P— — — . = — . 1 .
v de 2d£ Vv 2(%1} dl (18.70)

Rechts steht die Richtungsableitung von v? lings der Tangente an der Kurve.

Damit ist die zeitliche Anderung der Zirkulation gleich

d 1
— duv-dl= ]{ <ad£ + ~0yv? dé) , a=Dv. (18.71)

Da das Integral von 9,v? lings einer Schleife verschwindet, bleibt

d
— Quv-dl= 7{ adf. (18.72)
Fiir eine isentrope Stromung in einem konservativen Kraftfeld, FF = —V, ist die
Beschleunigung geméf ((18.45) gleich
a=-V <h + f) . (18.73)
m

Damit verschwindet auch noch das Schleifenintegral in ((18.72)). Es folgt, dass fiir
eine isentrope Stromung in einem konservativen Kraftfeld die Zirkulation gar nicht
von der Zeit abhéngt,

= 7{ v - d€ = const. (18.74)
c

Dies ist der Satz von Thomson. Er gilt, wenn die Strémung isentrop ist, d.h. ein
eindeutiger Zusammenhang zwischen p und o besteht.

Potentialstromungen: Eine Stromung mit wirbelfreiem Geschwindigkeitsfeld

Vxv=0 (18.75)
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heiftt Potentialstromung. Es sei nun v zu einer festen Zeit wirbelfrei. Dann ver-
schwinden zu dieser Zeit alle Zirkulationen, da

Fz}iv-dﬁzi(va)-df:O. (18.76)

WEeil fiir isentrope Fliissigkeiten in konservativen Kraftfeldern die Zirkulationen
konstant sind, verschwinden Sie auch zu allen spéateren Zeiten. Deshalb ist das Ge-
schwindigkeitsfeld auch zu spiteren Zeiten wirbelfreil] Ein wirbelfreies Geschwin-
digkeitsfeld ist ein Gradientenfeld,

v=Vo. (18.77)
so dass sich die Eulergleichung ((18.47)) wie folgt vereinfacht
0¢ 1
h+—¢|=0. 18.78
V(54 5(T0r + it o) (18.75)

Dies bedeutet, dass der Ausdruck zwischen den grofsen runden Klammern raumlich
konstant sein muss,

% 1
5t (v¢) tht —p=f(t). (18.79)

Dabei kénnen wir ohne Beschrankung der Allgemeinheit f = 0 setzen, da die

Potentiale nur bis auf additive zeitabhéngige Funktion bestimmt sind. Fiir eine
stationdre Stromung mit d¢ = 0 gilt sogar

1 1
5(v¢>)2 +—p+h=0. (18.80)

Dies ist die Bernoulli-Gleichung ([18.50) fiir wirbelfreie Stromungen. Fiir eine in-
kompressible Fliissigkeit ist das Geschwindigkeitspotential wegen V - v = 0 eine
harmonische Funktion,

Ap=V-(Vg)=0. (18.81)

ahnlich dem Potential in der Elektrostatik. Zusammen mit den Randbedingungen
bestimmt sie das Potential eindeutig. Die Randbedingung ergeben sich aus der
Tatsache, dak die Normalkomponente v - f der Geschwindigkeit am Rand mit der
Bewegung des Randes in Richtung der Normalen f iibereinstimmen muss. Man
hat also die Randbedingung

f-Vo=st ), (18.82)

wobei s(t, ) die Normalgeschwindigkeit des Randes zur Zeit ¢t am Ort @ beschreibt.

'Wir wollen hier annehmen, dass Strémungsgebiet sei einfach zusammenhingend, auch um
globale Fragen aus dem Weg zu gehen.
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18.8 Bemerkungen zu viskosen Fliissigkeiten

Die Euler-Gleichungen beschreiben die Stromung von reibungsfreien elastischen
Fluiden. Oft wird nur die Impulsgleichung als Euler-Gleichung bezeichnet. Die
Euler-Gleichungen im weiteren Sinn sind die Euler-Gleichung, die Kontinuitéts-
gleichung und die Energiegleichung. Es ist eine System von nichtlinearen partiellen
Differentialgleichungen erster Ordnung. Anwendung finden die Euler-Gleichungen
bei laminaren Strémungen, wie sie in technischen Rohrstrémungen oder in der
Flugzeugentwicklung in guter Naherung angenommen werden kénnen. Bei Inkom-
pressibilitét lasst sich aus den Euler-Gleichungen die Bernoulli-Gleichung ableiten
und bei zusatzlich wirbelfreier Stromung ergeben sich Potentialstromungen.

Die Euler-Gleichungen sind eine Sonderfall der Navier-Stokes-Gleichungen,in
dem die innere Reibung (Viskositdt) und die Wéarmeleitung des Fluids beriick-
sichtigt werden. Schon von d’Alembert bemerkte ein Paradoxon der Eulerschen
Gleichungen, demgeméfs von der Stromung viskositéatsfreier Fliissigkeiten auf einen
Korpre keine Kraft in Richtung der Stromung ausgeiibt wird. Wegen dieser und
weiterer Paradoxien viskositédtsfreier Stromungen war schon frith klar, dass die
Eulerschen Gleichungen erweitert werden miissen. Die Navier-Stokes-Gleichungen,
sind eine erfolgreiche Erweiterung der Euler-Gleichungen, die das Verhalten von
realen Fliissigkeiten sehr gut beschreiben. Es sind nichtlineare partielle Differenti-
algleichungen zweiter Ordnung. Wir notieren zuerst die Impulsbilanz:

0(0v+ (v-V)v) = =Vp+pAv+ A+ p)V(V-v) +nF. (18.83)

Bei den neuen Parametern o und A handelt es sich um die dynamische Viskositdt
und die erste Lamé-Konstante. In der Praxis gewinnt man analytische Losungen
dieser Gleichungen, indem man die physikalischen Modelle vereinfacht. Besonde-
re Schwierigkeit bei der analytischen Behandlung bereitet die Nichtlinearitdt der
konvektiven Beschleunigung

1
(’U-V)v:§V(v2)—v><w, w=Vxwv. (18.84)

Analysische Losungen existieren fast nur fiir Systeme, bei denen die Vortizitét w

parallel zu v ist, in welchem Fall der Term v X w in ([18.84]) verschwindet. Fiir

viskose Fliissigkeiten bleibt die Kontinuitatsgleichung fiir die Masse unveréndert
do

ET + V(ov) =0. (18.85)
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Die Energiegleichung fiir reibungsfreie Fliissigkeiten ({18.66)) erhalt dagegen Zusatz-
terme, die neben A und p auch den Warmeleitkoeffizienten « enthalten.
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