Kapitel 3

Spezielle Funktionen

In diesem Kapitel untersuchen wir die fiir die QM wichtigen Differentialgleichungen

w” + p(z)w' + q(z)w = 0, (3.1)

etwas genauer. Mit Hinblick auf die Anwendungen bezeichnen wir im Folgenden die un-
abhéingige Variable mit x anstatt mit ¢. Die Koeffizientenfunktionen p und ¢ kénnen dabei
Singularitdten aufweisen.

3.1 Die Legendresche Differentialgleichung

Eine DG von besonderem Interesse ist die Legendresche Differentialgleichung

(1 —2®)w” — 2zw’ +1(1 + 1)w = 0, (3.2)

wobei [ eine Konstante ist. Offensichtlich haben die Koeffizientenfunktionen p = —2z/(1—2?%)
und ¢ = I(I +1)/(1 — 2?) bei # = +1 einfache Pole. Wir versuchen eine Losung in Form
einer formalen Potenzreihe in x zu finden. Ist « die niedrigste vorkommende Potenz, dann
hat die Reihe die Form

w =z Zanx”, ap # 0. (3.3)
0

Wir nehmen an die Reihe konvergiert (dies kann hinterher iiberpriift werden), so daf} (3.3)
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gliedweise differenziert werden darf. Einsetzen von (3.3) in (3.2) ergibt

Zan(a +n)(a+n—1)z" "2 = Zan[(a +n)(a+n+1)=I(1+1)]z*t".

n

Dies ist nur moglich wenn der Koeffizient jeder Potenz von = verschwindet. Da n > 0 ist,
kommen als niedrigste Potenzen a—2 und a—1 vor, und zwar nur auf der linken Seite. Also
muf

apa(a—1)=0 und a(a+1)a; =0

gelten. Dies sind die sogenannten Bestimmungleichungen. Da ag # 0 vorausgesetzt wurde,
implizieren diese

a=0 oder a=1.
Der Koeffizientvergleich bringt a, 12 mit a,, folgendermassen in Verbindung

(a+n)(a+n+1)—1(1+1)
(a+n+1)(a+n+2)

An+42 = n-.

Fiir a = 0 kann man ap und a; beliebig vorgeben und findet

nn+1)—1(1+1)

Ap42 = CESICED) Qs n=20,1,2,...
mit den Losungen
B () =2) (1 =2r+2) - (I+1)(143) - - - (14+2r—1)
a2y =  Qpag = (27’)' Qg
B () U=10)(=3) (I =2r41) - (14+2)(I+4) - - - (1+27)
a2r+1 — ﬂral — (2T+1)' ai.

Fiir « = 1 mufl a; = 0 gelten und es treten nur gerade Potenzen in der Reihenentwicklung

auf. Fir ein willkiirlich vorgegebenes ag findet man fiir « = 1

(n+1)(n+2) =11+ l)a
(n+2)(n+3) v

Ap42 = n=20,2,4,...

mit der Losung

a2y = ﬁrao .

Es ergeben sich die folgenden Potenzreihenentwicklungen: Fiir o = 0:
w = ag Z a,z?" und w=az Z Braz?" (3.4)
r=0,... r=0,... '

und fir o = 1:

w = apx E Bra?".
r=0,...

A. Wipf, Mathematische Methoden der Physik
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Diese letzte Losung ist gleich dem ai-Anteil der ersten Losung. Es geniigt daher, den Fall
a = 0 zu untersuchen. Wegen

An+4-2
(22

—1 fir n— o

sind die obigen Reihen absolut konvergent fiir || < 1. Die Reihen definieren analytische
Funktionen innerhalb des Einheitskreises.

Es ist auch moglich Losungen auflerhalb des Einheitskreises zu finden. Dazu machen wir den
Reihenansatz

oo
an
an’

0

Setzen wir in die Differentialgleichung ein, so finden wir

0 = za([a(a+ 1) =1+ D]ao + [(a — Da—1( + 1)]%)

+ Z ([(a—n—Q)(a—n—l) — 1+ 1)) ans2 — (a—n)(a—n—l)an) ﬁ

Die Bestimmungsgleichungen ergeben sich nach Nullsetzen der Koeffizienten der héchsten
beiden Potenzen:
[a(a+1)=11+1)]Jap=0 und [(a—1)a—1(+1)]a; =0.
Da wir ag # 0 voraussetzen, muf}
a=1 oder a=-(+1)
gelten und damit muf} a; verschwinden. Die Rekursionsrelationen sind

R (a—n)(a—n-—1) "
" a—n-2(a—-n—-1)—Il+1)"

Fiir « =1 und @ = —1 — 1 vereinfachen sich diese zu
R (l—n)(l—n—l)a reso. a _(l+n+1)(l+n+2)a
2T k2™ P R T T S iy 21+ 3) ™

Damit sind die beiden Potenzreihenentwicklungen

B » (I=2r+1)(1-2r+2)---(I-1)I o
wo= xl(H 2. (D o2 (21—2r+1)- - (21-3)(21—1) )“0

r=1,...

(14+1) - (1+2r) (3.5)

= =11 —2r
v ’ ( +T;“2-4-~~2r(2l+3)(2l+5)--~(2l+2r+1) . )ao

Diese Reihen konvergieren absolut fiir || > 1 und definieren dort analytische Funktionen.

A. Wipf, Mathematische Methoden der Physik
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Wir verfiigen nun iiber zwei Arten von Losungen der Legendreschen DG: Die Reihen (3.4)
konvergieren innerhalb des Einheitskreises und die Reihen (3.5) aulerhalb. Fiir bestimmte
[ kénnen diese Reihen zu Polynomen werden. Die Reihe (3.4a) bricht ab fiir positive gerade
oder negative ungerade [. Im ersten Fall, [ = 2k 16st dann das Polynom

(+1 , pll=2)---2-(1+1)---(20-1) ,
w:a(lf 51 x4 ...+ (-1 I x)
die DG. Fiir diese [ bricht aber auch die Reihe (3.5a) ab und wird zum Polynom
(1-1) I

w:axl(l— x_2+...—|—(—1)l/2

) —1
2021 — 1) 0-2)..2-(1+1)--@-1n" )
Diese beiden Losungen werden identisch, wenn man die zweite mit dem konstanten Faktor

I0—2)-2-(1+1)...(2—1)
1l

(7 1)l/2
multipliziert. Die partikuldren Losungen (3.4a) und (3.5a) sind also gleich fiir gerade positive

[. Ist [ ungerade und negativ zeigt ein Vergleich, daf (3.4a) und (3.5b) identisch sind.

Die Reihe (3.4b) bricht ab wenn [ ungerade und positiv oder gerade und negativ ist. Ist [
ungerade und positiv, so ergibt sich aus (3.4b)

w=ar- %xa D (lfl)(173)~~~2l~!(1+2)~~-(2lf1)xl)

wéhrend (3.5a) zu

(-1 11 l! —l+1)

w=ao! (1= go=5a ™+ + (VT s e

wird. Diese beiden Polynome sind aber bis auf einen Faktor identisch. Ist | gerade und
negativ, so geht (3.4b) in (3.5b) iiber.

Die Losungen (3.5) sind in der mathematischen Physik von grofler Bedeutung. Setzt man
die Konstante in ag in (3.5a) gleich
20! @Q-1)20-3)---1

SDEA I

so heifit das sich ergebende Polynom [-ten Grades Legendrepolynom:

Pl(x):(%_l)”xl(l 0-1) _,  1(1-1)(1=2)(1-3) _4_.“)_ 36)

Il T2-n" T 2a@-n@E-3)"

Die Reihe ist bis zum konstanten Glied herab fortzusetzen. Anderseits bezeichnet man (3.5b)
mit der Konstanten

2L(11)?

TR

ag =

A. Wipf, Mathematische Methoden der Physik
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mit @;. Es ist eine unendliche Reihe:

Q=

l!x—lfl( +1)(1+2) _, (l+1)(l+2)(l+3)(l+4)z*4+...) (3.7)

(20 + 1! 2021+3) (2-4)(20+3)(20+5)
Wir fassen zusammen:

Ist [ ein ganze positive Zahl, so ist (3.6) ein Polynom und (3.7) eine unendliche Reihe. Die
allgemeine Losung der Legendreschen DG ist eine Linearkombination von P, und Q.

Ist I eine negative Zahl, so wird P; eine unendliche Reihe und (3.7) ein Polynom. Die allge-
meine Losung ist wiederum eine Linearkombination der beiden.

Bei fast allen Anwendungen ist die Variable x der Cosinus eines Winkels = cos; diese
Werte schlieflen © = £1 ein. Wir haben gesehen, daf§ Losungen die fiir x = +1 reguldr
sind, nur fiir ganzzahlige [ auftreten. Dann kénnen wir uns auf die Loésungen P, und @
beschrinken, da sich alle anderen Losungen auf diese reduzieren. Uberdies bemerkt man,
dafl die Losung (3.5b) mit —(I + 1) anstelle von [ gerade (3.5a) ist. Also kénnen wir [ > 0
annehmen und behalten nur noch (3.6) als regulire Losungen. In physikalischen Problemen
ist P(cos 0) die einzige Losung der Legendreschen DG von praktischem Interesse. Die tiefsten
Legendrepolynome sind:

Ph=1, Pi=z, Py=(32>-1)/2

3.8
Py = (523 — 32)/2, Py = (352* — 3022 + 3)/8. (3:8)

Der Vollsténdigkeit wegen gebe ich noch die tiefsten @’s an:

1 x 1 3z
QQ 2U(-T)a Ql 2’0(:1;) ) QQ 2 2($)U($) 2
1
WO v(x) =log e ist.
1—x

Erzeugende Funktion

Die Legendrepolynome kénnen durch Ableiten von einfachen Polynomen erzeugt werden:

1 d
Beweis: Wir differenzieren die Gleichung
(2 — 1)/ = 2zu (3.9)

(I + 1)-mal nach z. Unter Benutzung von

n

(u-v)™ = u™y 4+ pu Ny + (2

)u(”72)v(2) + ...

A. Wipf, Mathematische Methoden der Physik
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Pn

Py

Py

P,

Py
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Abbildung 3.1: Die Legendrepolynome P, fiir | =0,1,2,3,4.

ergibt sich
(2% — Du? 42200 + D)™ + 11+ 1)u® = 2020 4 201 4 1)u?
beziehungsweise die Legendresche Differentialgleichung fiir u("):
(22 — D)u™? 4 200D — 114 1)u® = 0.

Nun erfiillt aber gerade u = (2% — 1)! die Gleichung (3.9). Setzen wir noch w = u® /21!,
dann 16st w die Legendresche Differentialgleichung.

3.2 Orthogonale Polynome in Hilbertrdumen

Wir wollen nun beweisen, daf} die Legendrepolynome eine Orthogonalsystem auf dem Raum
der stetigen Funktionen von [—1,1] nach R bzw. C bilden. Die Funktionen f : [-1,1] — C
bilden einen linearen Raum. Als inneres Produkt wihlen wir

(f.9) = [ Fwygla)da, (3.10)

Dies ist in der Tat ein Skalarprodukt:
Es ist linear im ersten Argument und antilinear im zweiten Argument,

(f,a191 + azg2) = a1(f, 1) + aa(f,92) und  (f,g9) = (g, f),

A. Wipf, Mathematische Methoden der Physik
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und es ist positiv
(f,f)=0 und (f,f)=0 nurfalls f=0.

Zwei Funktionen f, g (Vektoren in diesem unendlich dimensionalen Funktionenraum) sind
orthogonal, falls (f,g) = 0 ist. Die Linge oder Norm einer Funktion ist

I£Il = (f, )2

Also ist der Raum der stetigen Funktionen [—1,1] — C' ein sogenannter normierter Raum.
Der Abstand zwischen zwei Funktionen ist

d(f.g) = Ilf— gl

Ist der Raum beziiglich dieser Metrik vollstindig, so heifit er Hilbertraum: Ein Hilber-
traum ist ein linearer Raum, der beziiglich der iiber das innere Produkt induzierten Me-
trik vollsténdig ist. In einem Hilbertraum konvergieren zum Beispiel alle Cauchy-Folgen
gegen ein Element des Hilbertraumes. Ist H ein Raum mit Skalarprodukt, dann gelten die
Ungleichungen

Satz:

(£l <[ fIHgll and {[f + gl < [1F]] + [lgll-

Weiterhin ist
llgll < IAf +g|| fiiralle AeC
genau dann, wenn (f, g) = 0 ist.

Beweis: Sei « = (f, g). Eine einfache Rechnung zeigt, daf

0 < [INf+gl* = IAPIFI? + 2R(@) + [|g*. (3.11)

Damit gilt die letzte Aussage im Satz fiir o = 0. Ist f = 0, dann sind die erste und letzte
Behauptung trivial erfiillt. Sei nun f # 0. Wir setzen A\ = —a/||f]|?>. Mit diesem X\ wird
(3.11) zu

|of?

1%

Dies beweist die erste Ungleichung und zeigt, dal die dritte Behauptung nur fiir a = 0
gelten kann. Die zweite Ungleichung im Satz folgt aus der ersten (man quadriere die zweite
Ungleichung).

0< IAf+gl”=llgll* -

Der Raum der stetigen Funktionen auf [—1, 1] ist beziiglich der von (3.10) induzierten Norm
nicht vollstdndig. Man kann in aber vervollstandigen. Der etwas grofiere Raum wird mit

Lo([-=1,1])

A. Wipf, Mathematische Methoden der Physik
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bezeichnet.

In der Physik treten oft Polynome oder allgemeiner Funktionensysteme auf (zum Beispiel
die Hermite-Polynome) die orthogonal beziiglich eines gewichteten Lo Raumes sind. Das
Skalarprodukt ist dann

(f.9) = [ s@f@g@d s, o) >0
M
Das Integrationsgebiet M C R™ kann ein endliches oder unendliches Gebiet sein. Die Dichte
p muf} eine positive Funktion sein. Die Vervollsténdigung des Funktionenraumes beziiglich

der von (.,.) induzierten Norm ist Lo(M, p). Das Skalarprodukt und die zugehérige Norm
erfiillen alle obigen Eigenschaften.

Orthogonalitit der Legendrepolynome
Die Legendrepolynome sind orthogonal in Ls([0,1]). Dies ist einfach zu beweisen. Dazu

schreiben wir die Legendresche Differentialgleichung wie folgt:

_4
dxr

d

Aw =1(l + 1w, A= (1—x2)d—.
x

(3.12)

Allgemein ist der zu A adjungierte Operator A wie folgt definiert:

(f, Ag) = (ATf,g).

Fiir einen symmetrischen Operator ist A = Af. Fiir den Differentialoperator A in (3.12) gilt
nun

1

(f,Ag) = /ng =—(1-2*)(fg - fl9)l"y +/A_fg = (Af,9),

wobei wir annahmen, daf3 f und g bei x = +1 regulér sind, so daf} die Oberflichenterme
verschwinden. Fiir Funktionenriume deren Elemente bei = +1 regulér sind, ist also A in
(3.12) symmetrisch. Insbesondere gilt

(APy, Py) = k(k + 1)(Pp, Py) = (Pe, AP) = I(1 + 1)(Py, ).

Fiir I # k muf} also (P, P) = 0 gelten. Deshalb sind die Legendrepolynome orthogonal
zueinander. Es verbleibt noch, die Norm von P, zu bestimmen. Mit

d 2 2
— (1 =2 = ——4lun?
/(dzl( x)) TR
—1
findet man, daf}

2 2
P.P)=——o0 d damit (P, P) = ——y;.
(P, P) 5 \nd dami (Px, Pr) TR

A. Wipf, Mathematische Methoden der Physik
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3.2.1 Zugeordnete Legendrefunktionen oder Kugelfunktionen
Bei der Behandlung von wasserstoffihnlichen Atomen in der QM wird man auf die DG

2

(1 —z®)w"” — 2zw + (l(l +1)— i T_nx2

)w =0 (3.13)
gefiihrt, wobei [ und m ganzzahlig sind. Es erfiille P, die Legendresche Differentialgleichung
(3.2), dann erfiillt die Helmholtzsche Funktion

dm
p™=-_p
! dam !

die DG

(12225 —26m + Do+ (104 1)~ mlm + 1)) P = 0

Man braucht nur die Legendresche DG m-mal zu differenzieren. Wir setzen nun
P (z) = (1= 2?) ™"/ 2™ ().

und bestimmen durch Einsetzen diejenige DG, der yl(m) geniigt. Man findet die DG (3.13)
und damit 16sen die

d—mPl($) (3.14)

(m) .y _ o\m/2
= (11—

die DG (3.13). Die Funktion yl(m) ist als zugeordnete Legendreschefunktion oder als zuge-

ordnete Kugelfunktion bekannt. Die Helmholtz-Funktion Pl(m) ist ein Polynom vom Grad
I —m. Die zugeordnete Legendrefunktion ist ein Polynom form Grad .

3.3 Der Satz von Fuchs

Wir wollen die Frage beantworten, wann die Losungen einer Differentialgleichung in eine
Potenzreihe entwickelt werden kénnen. Zur Vorbereitung betrachten wir die DG

w"—i—ci:O, m € 7.
Z.m
Setzen wir die Reihenentwicklung z® Y a, 2™ mit ag # 0 ein, so finden wir
Z an(n+a)(n+a—1)z" "2 4 ¢ Z apx" ™ = Q.

Fiir m > 2 erscheint die niedrigste Potenz ~ z“~" im zweiten Term. Der entsprechende

Koeffizient ag muB deshalb verschwinden. Fiir m = 2 muf ag(a® — a + ¢) = 0 gelten. Die

A. Wipf, Mathematische Methoden der Physik
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an,n > 0 miissen verschwinden, und die allgemeine Losung ist

/1
w:clxéﬂj—i—@x%*ﬁ, 6= Z_C’ m = 2.

Es gibt als immer zwei Potenzlosungen. Eine davon kann bei x = 0 singulidr werden. Fiir
m < 2 kann die Rekursionsformel gelost werden und fithrt auf eine konvergente und nicht-
triviale Losung:

c
n+2+a)(n+a+1

S {05 1}7 An+2 = 7( )aner-

Die entsprechende Reihe ist konvergent fiir alle x und definiert eine analytische Funktion.

Ein zweites instruktives Beispiel ist die Gleichung
/
W'+ Ci —0
:C’m
welche zu
Z an(n+a)(n+a—1)z" T2 4 CZ an(n+a)z"te"=m =

fithrt. Fiir m > 1 muf} aga, und damit «, verschwinden. Die Rekursrelation ist

Antm—1 _1 nin —1)

an T oen+m-—1
Die Reihe hat verschwindenden Konvergenzradius und es gibt keine Losung die eine Potenz-
reihenentwicklung hat. Fiir m = 1 ist die allgemeine Losung eine Linearkombination von
w=1und w=2'"¢ Fiir m < 1 folgt

Captm(n+m)
n+a)(n+a+1)

ac {Ovl}a An+1 :*(

Dies definiert wiederum eine analytische Funktion. Die Gleichungen

!

w w

w” + c— und w” + c—
x x

besitzen einen singuldren Punkt in = = 0, was die Ursache fiir das Versagen der Reihen-
entwicklung ist. Im Falle der Legendreschen DG haben die Funktionen p und ¢ einfache
Pole an den Stellen © = +£1, weshalb die erhaltene allgemeine Losung diese beiden Punkte
auslédsst. In den eben betrachteten Gleichungen ist 2 = 0 ein singuldrer Punkt. Ob Losungen
eine (konvergente) Potenzreihenentwicklung an einer singuldren Stelle zulassen héngt offen-
sichtlich vom Divergenzgrad von p und ¢ ab. Wir geben noch ein drittes Beispiel, um den
Sachverhalt zu illustrieren. Die Losung der Gleichung

w w

W'+ — — — =0
X X

A. Wipf, Mathematische Methoden der Physik
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kann in der Form z® Y a, 2™ entwickelt werden. Man findet fiir die allgemeine Losung
a
w = 20 + asx.
x

Es gibt eine bei # = 0 reguldre und eine divergente Losung. Welche Singularitdten von p,q
noch eine Integration durch Reihen in der Umgebung des singuldren Punktes erlauben wird
durch den Satz von Fuchs geklért:

Satz: Wenn die DG
W' +pw +quw =0

in x = xg einen singuldren Punkt besitzt, so gibt es dennoch eine konvergente Potenzrei-
henentwicklung der Losung in & = xg (eventuell mit endlich vielen negativen Potenzen) falls
(x — xo)p(z) und (x — x0)?q(z) endlich bleiben fiir 2z — .

Singuldre Punkte welche die Voraussetzungen des Fuchsschen Satzes erfiillen heiflen aufer-
wesentliche Singularitéiten der DG; alle {ibrigen heilen wesentlich. Eine DG, die in der ganzen
komplexen Ebene keine wesentlichen Singularitdten besitzt, heifit eine DG vom Fuchsschen
Typ. Selbst wenn xg eine auflerwesentliche Singularitéit ist, braucht man bei der Integra-
tion der DG durch Reihen nicht zwei unabhéngige Losungen zu erhalten. Man kann zwei
unabhéingige Losungen der Form

wy = (x — )™ Z an(z —20)" und we = (x — x9)*? Z bp(z — 20)"

immer dann erhalten, wenn die beiden Wurzeln o und as der bestimmenden Gleichung sich
nicht um eine ganze Zahl unterscheiden.

3.4 Integraltransformationen

Es sei eine Differentialgleichung
Lw+ A w =0

gegeben, wobei L ein Differentialoperator ist. Statt w(z) fithren wir eine neue Funktion v(()
der komplexen Variablen ¢ durch eine Gleichung

w(z) = / K (2, Q)v(¢)dC (3.15)
C

ein, wobei der Transformationskern K(z,() in jeder der beiden Variablen analytisch sein
soll. Der Integrationsweg C in der komplexen (-Ebene wird jeweils geeignet zu bestimmen
sein. Die Differentialgleichung geht iiber in

/ (LK + AK)u(C)dC = 0,

c

A. Wipf, Mathematische Methoden der Physik
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wobei sich der Operator L auf die Variable z bezieht. Nun soll K die partielle Differential-
gleichung

LK = AK,

erfiillen, wobei A nur auf die Variable ¢ wirkt, so folgt

/ (AK 4+ AK)v(Q)d¢ = /K(z, Q) (Alv + \v)d¢ = 0.
C C

Der Weg C' ist hier so zu wéhlen, dafl die Randterme verschwinden. Falls die partielle DG
LK = AK, fiir deren Wahl man Spielraum hat, und die transformierte DG

Al 4+ =0 (3.16)

explizit gelost werden kénnen, so erhilt man mit dieser Methode die Losung w(z) in der
angegebenen Integralform.

In der Analysis treten solche Integraltransformationen in verschiedener Gestalt auf. Fiir den
Kerne

K(z,()=¢*, K(z,()=¢" und K(z,() =(z-"

sind dies die Transformation von Laplace und Euler. Im Folgenden werden wir Integraltrans-
formationen fiir mehrere Differentialgleichungen diskutieren.

3.5 Besselfunktionen

Wir beginnen mit der fiir die QM wichtigen Besselschen Differentialgleichung. Dies ist die
folgende Differentialgleichung

20" + 2w’ + (22 = AN2)w = Lw — N2w =0, A = konstant.

Sie ist eine Gleichung vom Fuchsschen Typ mit einer auflerwesentlichen Singularitit bei
z = 0. Da z = 0 eine Stelle der Bestimmtheit der Gleichung ist, kann dort ihre Losung in
eine Potenzreihe entwickelt werden. Man findet

29

n—+2+a)?

(@ = X)ag =0, (@ +1)° = N)ar =0, a2 = 35

Offensichtlich ist & = A und a; = 0. Fiir = A findet man
2 4

w*azA<17 - + - +)
- 220 +2)  2-42A+2)(2A + 4)

und fir o« = —\

2 4

w:aOZ_A(H 22N —2) | 2-42r—2)(2A— 1) +)

A. Wipf, Mathematische Methoden der Physik
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Diese Losung geht aus der ersten durch die Ersetzung A — —A\ hervor. Setzen wir

1
2 T(A+ 1)

ao

dann nennt man den sich ergebenden Ausdruck

S (=)™ 2\ A2n
() 7;F(n+1)F(n+)\+1)(§) '

Besselfunktion vom Grade \.

Die Besselfunktionen vom Grade = 0,1,2,3.

Die vollsténdige Losung der Besselschen Differentialgleichung (A nicht ganzzahlig) ist also

w = aJx(z) + bJ_x(2).
Die J) sind die Besselfunktionen der Ordnung .
Fir A=1€{1,2,...} ist

Jaz) =Y ﬁ(g)%_l,

n=L,1+1,...

A. Wipf, Mathematische Methoden der Physik
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wobel wir

1

Iim ——— = fii =l-1,1-2,...
/\Lnill—‘(n—i—)\—l—l) 0 fir n ’ ’

benutzten. Setzten wir m =n — [ so finden wir
(=)™ 2 amai .
J- = — (5 = (—)"Ji(2).
W)mggmwmmg) () lz)
Fiir ganzzahlige A sind also Jy und J_) linear abhéngig.
Integraltransformation
Setzen wir w = [ Kvd( so folgt
/Kzﬁﬂg+ng+z%(fA?Kﬁ(QdC:0.
c
Wir fordern nun, daf3
LK = 2°K,, + 2K, + 2°K = —K¢c = AK
gilt, mit der in der ganzen z und (-Ebene regulédren Losung
K(Z, g) _ eiiz sinq.
Die Besselsche DG geht iiber in
/ (Kec + A K)v(¢)d¢ =0

(e}

oder, wie man nach partieller Integration erkennt, in

g

c

/K@owwv@«f/imwf&@@:a
c

Die transformierte DG v” + A?v = 0 hat die Losungen exp(44A¢). Nun miissen wir noch
den Integrationsweg C' geeignet wihlen damit die Oberflichenterme verschwinden. Auf den
senkrechten Abschnitten der in Abb. 3.2 mit C; und Cs bezeichneten Wege ist wegen sin(¢ =

& +in) = sin& cos(in) + sin(in) cos € gleich
sin ¢ = sin & coshn + i cos € sinhn = —i sinh |n|
und damit der Realteil von

—izsin( = —zsinh|n| gleich — R(z)sinh |n|,

also negativ fiir R(z) > 0. Setzen wir K(z,() = exp(—izsin() so strebt auf C; und Cy der

Zusatzterm Kv' — Kcv beiderseits gegen Null, und wir erhalten in den Integralen
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- T Hoo T +100
C,
C
Afl\ s
sin { =-1isinh n sin { =-isinh n
-Tt o 0 m

_—

sin { =isinh n

RN

sin { =isinh n

-ioc0

Abbildung 3.2: Integrationswege in der komplexen (-Ebene

1

1 —1iz sin i —izsin i
H/{(z) = f;/e CHACC und Hi(z) = f;/e CHACqC (3.18)

Cl CQ

zwei Losungen der Besselschen DG, die sogenannten Hankelfunktionen. Man sieht leicht, daf3
diese Integrale fiir R(z) > 0 konvergieren.

Fiir die analytische Fortsetzung zu R(z) < 0 deformieren wir den Integrationsweg Cy. Wir
setzen

A=a+ib, (=41, z=x+1y
dann sind der Real- und Imaginérteil der Funktion
f(¢) = —izsin¢ +iA¢
im Exponenten

Rf(C) = ysin& coshn + xcosEsinhn — b — an
Sf(¢) = —xzsinfcoshn + ycos&sinhn+ a& — bn.

Jetzt wahlen wir fiir die senkrechten Teile des Weges C statt der Abszissen 0 und — die
Abszissen &y und —7 — &;. Wegen

RF(C) ~ el (ysin€y — zcoséo) + Ofal) fiir o] — oo
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ist das Integral

/ef(C)dC
C1

ysinéy —xcoséy < 0

fiir solche z konvergent, fiir welche

ist. Vergroflert man nun &y, dann dreht sich die Halbebene auf welcher das Integral kon-

Abbildung 3.3: Deformation des Integrationsweges in der Integraltransformation

vergiert und eine in z analytische Funktion definiert, um den Punkt z = 0. Zum Beispiel,
definiert das Integral mit &, = 0 eine analytische Funktion in der Halbebenen %z > 0 und
das Integral mit &y = 7/2 eine analytische Funktion in der Halbebene &z < 0. Die Viertele-
bene mit Rz > 0 und Iz < 0 liegt in beiden Halbebenen. Auf dieser Viertelebene stimmen
die beiden Integrale aber iiberein. Sind C;(0) und Cy(7/2) die beiden Integrationswege mit
& =0 und & = 7/2, so gilt

/ef(c)dcz / O ¢
C1(0) Ci(m/2)

fiir Rz > 0 und $z < 0, da der eine Weg so in den anderen deformiert werden kann, ohne dafl
die Randterme beitragen. Lassen wir also &y in geeigneter Weise eine unbeschréinkte Folge
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positive oder negative Werte durchlaufen, so entsteht nach und nach das gesamte analytische
Gebilde der Funktion Hj(z), nimlich eine Riemannsche Fliche, die im Nullpunkt einen
Verzweigungspunkt mit von A abhéngiger Ordnung besitzt (sieche Abb. 3.3).

Fiir { = —n/2 verschwindet der waagerechte Bestandteil des Integrationsweges, und wir
erhalten
e*iﬂ"A/Q ® ]
Hl _ iz cosh annd
A(2) p= / e U (3.19)

welches die Funktion in der oberen Halbebene &z > 0 darstellt. Lassen wir im Sektor
d<argz<m—9§

ins Unendliche wachsen, so strebt der Integrand auf dem ganzen Integrationsweg gegen Null.
Ahnlich argumentiert man, dal H3(z) gegen Null strebt, wenn z im Sektor

T+0<argz<2wr—9
ins Unendliche wichst. Damit haben wir bewiesen, daf3
Lemma Die Hankelfunktionen erfiillen

Hy(z) — 0 fiir |z] —o00, 6<arg(z)<m—9§
Hi(z) — 0 fiir |z| —o00, 7+ <arg(z)<2m 4.

Man kann leicht zeigen, da§ H} auf der negativen und H} auf der positiven imaginiren
Achse mit |z| — oo iiber alle Grenzen wachsen. Damit miissen H}, H linear unabhéngige
Losungen der Besselschen Differentialgleichung sein.

Um die Hankel- mit den Besselfunktionen in Verbindung zu bringen, bemerken wir, daf fiir
reelle A und reelle z die Losungen H} und H3 konjugiert komplex zueinander sind.

Ersetzen wir in der Darstellung

1 iz sin (—1
() = - [ oo,

C
wobei € das Spiegelbild von C an der reellen Achse ist, ¢ durch —¢, so folgt

H)l\(z) P / e—iz Sin<+i}\<dc.
*él

Da —C gleich dem im negativen Sinne durchlaufenen Wege C ist, so wird

1 —iz sin 7
M = [ e nerac = o)
Ca
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Abbildung 3.4: Die verschiedenen Integrationswege.

was zu beweisen war. H}(z) und H" , (z) erfiillen dieselbe Differentialgleichung, die ja nur
A? enthélt. Deshalb miissen diese 4 Funktionen linear abhéingig sein. Da H}(z) und H" | (2)
dasselbe asymptotische Verhalten zeigen, liegt die Vermutung nahe, dafl sie abhéngig sind.

Um dies zu beweisen ersetzt man in der Integraldarstellung

1 N .
Hi/\(z) _ 7; /e—zzsm(—z/\(dg
Cy

¢ durch —¢ — 7. Dann ist
iTA

e

Hi)\(z) _ /efiz sin§+i/\cd§'

™

i
Aber da C; gleich das im negative Sinn durchlaufene C ist, haben wir gezeigt, daf
HY,(2) = e H(2)
gilt. Analog beweist man, dafl
H%,(2) = e " H(2)

Damit sind

1

In(z) = 5

(HA() + H3(2) wd Na(2) = o (HA(2) — HR(2))

Losungen der Besselgleichungen, welche fiir reelle A und z reell sind und welche
Jox(z) \ _ [cosmA —sinmA Ix(z)
N_x(z)) \sinwA cosmA Ni(z)

erfiillen. Es sind die Besselschen und Neumannschen Funktionen vom Index A.
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Integraldarstellung der Besselschen Funktionen

Addieren wir H} und H3, so heben sich die auf der imaginéren Achse laufenden Integrati-
onswege in Abb.(3.2). Wir erhalten also in fiir #(z) > 0 die folgende Darstellung fiir J):

1 - .
_ —iz sin (+iAC
Ixn(z) = 5 | € d¢, Rz >0, (3.20)
C

wobei C' der in Abb. 3.2 gekennzeichnete Weg ist.

Ist nun A eine ganze Zahl, so heben sich wegen der Periodizitdt des Integranden die Integrale

—TT+ice T+ioo
'L/I/WegC
0

- TT ' Tt

Abbildung 3.5: Integrationsweg fiir Besselfunktionen.

itber die senkrechten Abschnitte von C' weg und es ergibt sich

U 17
Jn(z) = o /ezzsmezngdC = ;/cos (zsingfnC)dC. (3.21)
- 0

Wir sehen, dafl die Besselschen Funktionen mit ganzzahligem Index ganze Funktionen auf
C sind. Die Darstellung (3.21) zeigt, dafl J,,(2) der n'® Fourierkoeffizient in der Fourierent-
wicklung von

eiz sin¢ _ Z Jn(z)ein(
nach ¢ ist. Beachten wir noch, daf§ J_,,(z) = (—)"Jn(z) ist, so erhalten wir

cos(zsin¢) = Jo+2 Z Jan(z) cos 2n¢
1
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sin(zsin¢) = 2 Z Jon—1(z)sin(2n — 1)¢,

und speziell fir ¢ = 7/2
cos(z) = Jo —2Ja +2J4(2) — ..., sin(z) = 2J1(2) — 2J5(2) +
Wir geben schluflendlich noch eine zweite Integraldarstellung der Besselfunktionen an, die

auf eine niitzliche Rekursionsformel fiir die Besselfunktionen mit ganzzahligem Index fiihrt.
Es sei

Abbildung 3.6: Der Integrationsweg C' in der komplexen ¢-Ebene.

. 1 -~
— o~ ; —
(=€, sodal sin(= 5 (g“

f\ll =

Dann geht (3.20) iiber in

- 1 62(< ()d
D) =50 | a9 (3.22)
c

wobei wir ¢ wieder mit ¢ bezeichneten. Der neue Integrationsweg C' ist in Abb. 3.6 dargestellt.

Wegen
d e3¢0 z,1 1 A 201
/dC ¢ O = /dCb(C_A + W) - W]ea(cfz)
c C
ergeben sich die wichtigen Rekursionsrelationen
2\
J,\,l(z) + :])\Jrl(z) = ?J,\(Z).

Diese gelten nicht nur fiir die Besselfunktionen, sondern auch fiir beide Hankelfunktionen.
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3.6 Hypergeometrische Differentialgleichung

Dies ist die Differentialgleichung

(22 = 2)w” + [(1+a+b)z—c]w + abw = 0. (3.23)

Die Parameter a,b und c sind Konstanten, ¢ wird als nicht ganzzahlig vorausgesetzt. Die
Gleichung hat aulerwesentliche Singularitéten in 0,1 und co. Die Bestimmungsgleichung fiir
die Entwicklung um z = 0 lautet

ala—1)+ac=0.
Also ist & = 0 oder « = 1 — ¢. Die Rekursionsrelation lautet

" _(a+n+a)a+n+b)
e (a+n+1)(a+n+c)

G-

Fiir o = 0 vereinfacht sich diese zu

(a+n)(b+n)

an+1 = (7’L+ 1)(7’L+C) Qnp

und damit erhalten wir fiir = 0 folgende Losung:

ab ala+1)b(b+1) 5 ala+1)(a+2)b(b+1)(b+ 2)23 + - )

w:A(lJrl—-chL 2 c(e+1) : 3l-cle+1)(c+2) (3.24)

Die Reihe in den Klammern heif3t hypergeometrische Reihe. Sie konvergiert innerhalb des
Einheitskreises. Fiir a = 1 und b = ¢ wird sie zur gewohnlichen geometrischen Reihe; daher
ihr Name. Man bezeichnet die Reihe mit F'(a,b,c;z). Damit ist die partikulire Losung
w= AF(a,b,c;z).

Fiir a = 1 — ¢ lautet die die Rekursionsformel

(a—c+n+1)b—c+n+1)
(n+1)(n+2-c¢)

an4+1 = Q.

Benutzt man die neuen Konstanten ¢’ =a —c+ 1,0’ =b—c+1 und ¢/ =2 — ¢, so entsteht

(@ +n)( +n)
CERCET

Ans

an+1 =

also dieselbe Rekursionsrelation wie fiir « = 0. Die entsprechende partikulidre Losung ist
daher

w=DBz'""Fla—c+1,b—c+1,2—¢;2).

Damit ergibt sich folgende allgemeine Losung der hypergeometrischen Differentialgleichung:
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w = AF(a,b,c;2) + Bz' °F(a —c+ 1,b—c+1,2 — ¢; 2). (3.25)

Die obige Reihendarstellung fiir F' konvergiert innerhalb des Einheitskreises. Wir {iberlassen
es einer Ubungsaufgabe, zu zeigen, dafl

P = F(+1,-1,1;75)

die Legendreschen Polynome sind. Die hypergeometrische Reihe ist ein Polynom, falls a oder
b negativ ganz oder 0 sind.
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