Kapitel 2

Differentialgleichungen

2.1 Lineare Systeme mit konstanten Koeffizienten
Systeme von Differentialgleichungen

’li)l = a11W1 + a12Wr + ...+ A1nWp

W = ag1wi + ag2wa + ...+ a2, Wy ]
. : = w=Aw (2.1)

Wpn = Ap1W1 + Apows + ... + AppWny

mit konstantem Koeffizienten a;; treten in vielen Problemen auf. Einfache Ratengleichun-
gen, Hamiltonsche Bewegungsgleichungen oder Schridingergleichungen (mit endlich vielen
Freiheitsgraden) sind Beispiele dafiir. Die kovariante Form der Bewegungsgleichung fiir ein
relativistisches Teilchen im &ufleren elektromagnetischen Feld,

dut e

S C pegyy

dr me Y% (2.2)
wobei m die Masse, 7 die Eigenzeit, u* = * = 7(c,¥) die Vierer-Geschwindigkeit des
Teilchen und

v Ey —Bs 0 By
Es By —-B; 0

1

der Feldstérketensor ist, ist fiir konstantes ( ,é) eine Differentialgleichungssystem mit kon-
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stanten Koeffizienten. Auch bei der Untersuchung von einparametrigen Untergruppen von
Lie-Gruppen werden wir diesen einfachen Differentialgleichungen wieder begegnen.

Eine Losung des Systems

w = Aw, weV, AeL(V), (2.3)

wobei V' ein n-dimensionaler Vektorraum mit Skalarprodukt ist (z.B. V' = R™ oder V = C"),
ist durch die Angabe des Anfangswertes

w(0) =wp €V (2.4)

eindeutig bestimmt. Da es n linear unabhiingige Vektoren w(0) gibt und Linearkombinatio-
nen von Losungen wieder Losungen sind, gibt es n unabhéngige Losungen.

2.1.1 Die allgemeine (formale) Losung

Bei der Losungssuche wollen wir benutzen, dafi w(t) genau dann eine Losung von (2.3,2.4)
ist, wenn es die Integralgleichung

/

16st. Diese Integralgleichung losen wir nun iterativ. In der nullten Ndherung ist wg(t) = wo.
Dies setzen wir in der rechten Seite in (2.5) ein und erhalten die erste Niherung

¢
wy (t) = wo + /Awodt1 = wo + Awot.
0
Nun benutzen wir wy (¢) in der rechten Seite in (2.5) und erhalten die zweite Nidherung
¢
wa(t) = wo + /Awl(tl)dtl = wo + Awpt + %AQwO.
0

Nach n Iterationen finden wir
Wn, (t) = —!pro.
p=0
Wir wollen uns nun davon iiberzeugen, dafl die rechte Seite konvergiert. Dazu erinnern wir
uns daran, dafi L(V'), versehen mit der Norm

1Al = e Aw],  |w] = (w,w)'/?,
w|=1

A. Wipf, Mathematische Methoden der Physik
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ein vollstédndiger Vektorraum ist. Wegen
|A + B|| = max |(A + B)w| < max(|Aw| + |Bw|) < max |Aw| + max |Bw|

erfiillt die Norm die Schwartzsche Ungleichung

A+ Bl <Al + B (2.6)

und aus der Definition der Norm folgt auch (Jw| = 1)

|ABw| = |A(Bw)| < [|A]||Bw| < [[A[||Bl| = [|AB|| < [[A[[ B[l ., [A7[] < [ A]/".
Damit ist
0 pl

eine absolut konvergente Reihe fiir jeden linearen Operator A. Also konvergiert w,, (t) gegen
die Losung

w(t) = Z ;;pro = e w(0). (2.7)
= !

Durch direktes Nachrechnen kann man sich auch davon iiberzeugen, daff w(t) = exp(tA)w(0)
die Differentialgleichung (2.3) 16st'. Wir sehen auch, daf$ w(t) eine in ¢ analytische Funktion
ist. In anderen Koordinaten w, die mit den w linear zusammenhéngen,

’lI)l = S$11W1 + S12W2 + ...+ S1p Wy
’lDQ = S21W1 + Soo2W2 + ...+ SopWy N

. . = w=Sw, (2.8)
'Lbn = Sp1Wi + Sp2W2 + ... + SppWn

wobei S eine regulidre Matrix ist, det S # 0, sieht das Differentialgleichungssystem folgen-
dermassen aus:

w= S =SAw = SAS " = Dip.

Damit ist die Losung in den w-Koordinaten

w(t) = ePw(0), D =SAS™L. (2.9)

1Zeige, das (2.7) die Differentialgleichung (2.3) 16st.

A. Wipf, Mathematische Methoden der Physik
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2.1.2 Wichtige Spezialfille

Wir wollen jetzt einige wichtige Spezialfiille diskutieren.

V = C" und A diagonalisierbar: In der linearen Algebra zeigt man, dafl eine Matrix B (im
Komplexen) diagonalisierbar ist, wenn die Nullstellen \; des charakteristischen Polynoms

p(\,B) = det(A\—B)=A"—Sp(B)\" ' +...+(—)"det B

= A=A =X)--(A=X\,) (2.10)

verschieden sind. Sind also die Nullstellen des Polynoms p(A, A) verschieden, dann kénnen
wir eine Matrix S finden, so dal SAS~! = D diagonal ist, D =diag(A1,...,\,). In den
w-Koordinaten ist die Losung dann einfach

w(t) = Pl (0) <= w;(t) = M (0), i=1,...,n. (2.11)

Da die w; vollstindig entkoppeln, geniigt es das Verhalten einer Komponente w; = w zu
betrachten. Zerlegen wir w in Real- und Imaginérteil, w = u+14v, so schreibt sich die Losung

wie

w(t)\ _ pa [ COSTIN  —sintSA u(0)
(U(t)) —° (sint%)\ cos tSA ) (’U(O)) '
Wir wollen die qualitativ verschiedenen Moglichkeiten etwas ndher anschauen: Verschwindet
der Imaginirteil des Eigenwertes, dann ist der Fixpunkt w = 0 fiir A > 0 ein Quelle und
fir A < 0 eine Senke. Im ersten Fall ist w = 0 ein instabiler, im zweiten Fall ein stabiler
Fixpunkt der Differentialgleichung. Ist der Eigenwert dagegen rein imaginér, dann ist w = 0
ein Zentrum. Die Losungen w(t) sind periodisch mit derselben Periode und rotieren um den
Fixpunkt. Ist A > 0 und S\ # 0 dann liegt ein auslaufender Strudel und fiir R\ < 0 ein
einlaufender Strudel vor.

Haben alle Eigenwerte \; einen negativen Realteil, dann ist w = 0 ein stabiler Fizpunkt.
Sind alle Realteile positiv, dann ist w = 0 ein instabiler Fizpunkt. Die Punkte w(t) laufen
dann von der Losung w = 0 weg.

V =(C", A beliebig

Hat das charakteristische Polynom P(\; A) von A mehrfache Nullstellen, dann ist A im
Allgemeinen nicht diagonalisierbar. Das charakteristische Polynom hat dann die Form

T

PN A) =det(A — A) = [T (A= x)™,

k=1

wobei A1,..., A, die verschiedenen Nullstellen von p sind und die n; > 0 ihre Vielfachheiten.
Wir definieren die verallgemeinerten Figenrdume von A zu den \j als die Unterriume

Vi = Kern(A — )" C V.

A. Wipf, Mathematische Methoden der Physik
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Abbildung 2.1: Senke, Quelle, Zentrum und Strudel

Ein Vektor w ist also genau in Vj, falls (A — A\g)™w = 0 ist. Offensichtlich ist mit w auch
Aw in Vj,. Damit ist A : Vi — Vj. Nun gilt folgender Satz:

Satz: Sei A € L(V), wobei V ein komplexer Vektorraum ist. Dann ist V' die direkte Summe
der verallgemeinerten Eigenrdume Vi, und dimVj, = ny.

Wir wollen sehen, was diese Zerlegung impliziert. Wir nehmen zuerst an, dafl das charakte-
ristische Polynom von A nur eine Nullstelle A der Vielfachheit n hat und setzen

A=)\N+N=D+ N.

Offensichtlich gilt [D, N] = 0 und D ist diagonal in jeder Basis. Wegen (A—X) = N ist Kern
N"™ =V und damit ist N nilpotent, N™ = 0. Also gilt

n—1
NP
eld = et Z — tP.
=0 ¥

Daher kann das System w = Aw leicht gelost werden.

Beispiel: Sei

w1 =wp —we , Wy = wy + Jws. (2.12)

A. Wipf, Mathematische Methoden der Physik
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Die zugehorige Matrix A hat das charakteristische Polynom (A — 2)2. Damit gilt

1 -1 2 0 -1 -1
A<1 3>(0 2)+<1 1)>\+N.
Man rechnet leicht nach, da$ in der Tat N2 = 0 ist, so dafl

tA _ ot _oa (1=t =t
=1 iN) =e ( t 1+t

und damit lautet die allgemeine Losung der Differentialgleichung (2.12)

wi(t) = ' ((1—t)wi(0) — tw(0))
wo(t) = € (twi(0) + (1 +t)w2(0)).

Im allgemeinen Fall von mehr als einer Nullstelle von p(\, A) setzten wir A, = Aly, . Jedes
Aj, hat nur einen Eigenwert und damit gilt

Ay = Dy, + Ny, Dy, N € L(Vi), [Dy,Ni)]=0, N =0.
Damit gilt der
Satz: Jeder lineare Operator in A € L(C™) hat die Zerlegung
A=D+N, D=D®...®#D,, N=N&...®N}.

Es gilt [D, N] = 0, N nilpotent und D diagonalisierbar. Man kann zeigen, dafl A die Ope-
ratoren D und N eindeutig bestimmt.

Beispiel: Es sei

A= 0 -1 4 | =p\A)=0O+1)*N-1). (2.13)

Damit hat A den zweifachen Eigenwert —1 und den einfachen Eigenwert 1. Wegen

000 -2 1 -2
(A+1)*>’=[0 0 8] wd (A-1)=| 0 -2 4
0 0 4 0 0 0

sind die verallgemeinerten Eigenrdume

Vi =span{é; = e1,62 = e} und Vi, = span{és = 2es + e3}.
Setzen wir w;e; = W;€; wobei €; = S]—_Z-lej, so ist w = Sw und damit geht w = Aw iiber in
0

—2

1
W= (SAS™1 )i = A, wobei S= |0
0 1

o = O

A. Wipf, Mathematische Methoden der Physik
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ist. Nach unserem allgemeinem Theorem ist

/-1 1 0 -1 0 0 o 1o\
A=[o -1 0)=[0 -1 0|+{000|=D+N
0 0 1 0 0 1 000

-1 0 0 0 1 -2
A=D+N=| 0 -1 4|+f0 0 0 |, [D,N]=0, N?=0.
0 0 1 0 0 O
Um exp(tA) zu berechnen, benutzen wir, dafl
~ ~ ~ et te t —2tet
et = §Tlethg = g71etP (1 + tN)S = 0 et 20 —e
0 0 et

Damit wiire auch die Differentialgleichung mit Matrix A in (2.13) geldst.

V = R" und allgemeines A: Jeden linearen Operator A € L(R") kénnen als linearen
Operator auf L(C™) auffassen. Dort hat er die Eigenschaft A = A. In C™ kénnen wir obiges
Resultat anwenden:

A=D+N=—A=A=D+N.

Da aber die (D, N)-Zerlegung eindeutig ist, schlieBen wir, da D = D und N = N ist. A
kann also in ein reelles und im Komplexen diagonalisierbares D und ein reelles nilpotentes
N zerlegt werden. Dann gibt es eine reelle Basis in R™, so dafl

D:diag()\l,...,)\T,D()\TH),...,D(AS)), D()\):(Z _ab) A =a+ib,

wobei A1,..., A\, die reellen Eigenwerte von A und A.41,...,As die komplexen Eigenwerte
sind. exp(tD) ist einfach zu berechnen, da

DO _ ta [ €OS tb —sintb
sintb  costb

ist.

Ubung: Berechne et fiir die Matrix

0 -1 0 O
1 0 0 0
A= 0 0 0 -1
2 0 1 0

mit p(\, A) = 1+ 2% + L.

A. Wipf, Mathematische Methoden der Physik
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A antihermitesch oder antisymmetrisch: Ein fiir die Physik wichtiger Spezialfall ist
gegeben, wenn A antihermitesch ist, AT = —A. In diesem Falle kann A mit einer unitéren
Matrix S diagonalisiert werden (da i A hermitesch ist) und alle Eigenwerte sind rein imaginér.
Damit ist auch exp(Dt) unitir und

w(t) = eMw(0) = STLeP Sw(0) = U(t)w(0), U(t) unitér.
Es sei nun V = R™ und A antisymmetrisch, A* = —A. Wegen

& (w(r),w() = (Aw(t), w(®) + (w(), Au(D)) =0

ist |w(t)| = |w(0)|. Damit ist R(t) = exp(tA) eine ldngenerhaltende lineare Abbildung, also
eine Drehung. Aus (2.10) folgern wir fiir eine beliebiges B, dafl

tr(B) =Y A und detB=]]\,

so daf fiir beliebige Operatoren B die niitzliche Identitat

log det(B) = tr log(B) (2.14)
folgt. Insbesondere ist
det (exp(tA)) =exp (ttrA) =1

und damit ist R(t) eine eigentliche Drehung, det(R) = 1.

2.1.3 Lineare Differentialgleichungen héherer Ordnung

Wir betrachten eine Differentialgleichung héherer Ordnung,

w4 au™ Y 4+ an_1t 4 anu = 0. (2.15)

Hier soll u eine reell- oder komplexwertige Funktion sein und «(™) bezeichnet die n’te Ab-
leitung nach ¢. Nun fithren wir neue Variablen geméf3

W1 =U Wy =W ... Wy = Wn_1

ein. Dann ist die Differentialgleichung (2.15) dquivalent zum System

0 1 0 ... 0
0 0 1 :
w = Aw, A= : : 0
0 0 0 1
—Qp —ap—-1 —Qn—2 e —aq

A. Wipf, Mathematische Methoden der Physik
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Das charakteristische Polynom von A ist
p(NA) =N+ a N+t a,.

Mit obigen Resultaten kann man nun zum Beispiel fiir

U+ at+bu =0 (2.16)
Folgendes zeigen:

Es seien A1, Ay die Nullstellen des Polynoms A% 4+ a\ + b. Dann ist jede Losung der Differen-
tialgleichung (2.16) von einem der folgenden 3 Typen:

A 75 A€ R: u(t) = CleAlt + 6'26/\215
AM=X=AER: u(t) = Cle’\t + Cgtekt
M=X=a+ibb#0: u(t):e“t(C’lcosthrC’gsinvt).
Ist im ersten Fall A; Ay > 0, so liegt eine Quelle oder eine Senke (bzw. ein Knoten) vor, ist

A1 A2 < 0 dann ein Sattelpunkt. Im zweiten Fall ist w = 0 ein uneigentlicher Knoten und im
letzten Fall ein Zentrum (2.2).

Abbildung 2.2: Sattelpunkt, uneigentlicher Knoten und Knoten.

2.2 Lineare Systeme mit variablen Koeffizienten

Wir wollen jetzt zulassen, daf die Koeffizienten in (2.1) zeitabhéngig sind. Auch in diesem
Falle ist das Differentialgleichungssystem zusammen mit der Anfangsbedingung dquivalent
zur Integralgleichung

A. Wipf, Mathematische Methoden der Physik
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wt) =) + [ Alt)u(t)dn, (2.17)
0

2.2.1 Formale Losung durch Dysonreihe

Genau wie frither 16sen wir diese Integralgleichung mit sukzessiver Approximation. Als nullte
Néherung wihlen wir wieder o = x(0). Nun erhalten wir

t ty

w(t) = (1+/tdt1A(t1)+/dt1/dt2 A(t1)Alts)
t ’ t to ’ 0 (2.18)

+O/dt10/dt20/dt3 A0)A(12)Alts) + . Jw(0).

Dies kann mit Einfithrung des zeitgeordneten Produktes noch etwas eleganter geschrieben
werden. Es sei

T(A(tl) R A(tn)) = A(try) - Altrm)), wobel trqy> - >trp)

das zeitgeordnete Produkt von (A(t1)A(t2)--- A(ty). Der Operator T der chronologischen
Ordnung verédndert also die Reihenfolge der Operatoren, so dafl der Operator zur spétesten
Zeit links steht und der zur friihesten Zeit rechts. Offensichtlich ist T'(A(t1) - - A(ty)) sym-
metrisch in ¢1,. .., %,. In (2.18) sind die auftretenden Operatoren schon zeitgeordnet, deshalb
konnen wir die auftretenden Produkte von Operatoren durch die zeitgeordneten Produkte
ersetzen. Benutzen wir noch, daf3

t t ty tn—1
/dtldtn f(tl,,tn):TL'/dtl/dtQ / dtn f(tl,...,tn)
0 0 0 0

fiir jede symmetrische Funktion f, so folgt unmittelbar

t t

1
w(t) = |1 1At = 1atg 1 2
{ +O/dt Ah) + 5 O/dt dt T(A(t VA(t ))
t (2.19)
+% /dtldthtg T(A(0)A(t2)Alts)) + .- |w(0).
0

Wir koénnen hier T" aus der Summe ’herausziehen’ und finden schlulendlich die kompakte
Formel

A. Wipf, Mathematische Methoden der Physik
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00 t

w(t) = U(t,0)w(0), U(t,0) = T[Z % /dt1 cdt, Alty) - -A(tn)] (2.20)

n=0 0

Diese Reihenentwicklung fiir U (¢, 0) ist diejenige der Exponentialfunktion und deshalb schreibt
man oft formal
t

U(t,0) = T exp (/A(s)ds)

Man soll hier die Exponentialfunktion entwickeln und auf jeden Term den Zeitordnungsope-
rator T" anwenden.

Statt den Anfangwert w(0) zur Zeit ¢ = 0 vorzugeben, kénnten wir dies auch zu jeder anderen
Zeit to machen. Dann lautet die Losung der Differentialgleichung mit diesem Anfangswert

w(t) = U(t, to)w(ty) wobei U(t,tg) =T exp (fA(s)ds)

to
LU (t,to) = A(t)U (L, to), Ulto,to) = 1.
Wegen
w(t) = U(t, s)w(s) = U(t, s)U(s,to)w(to) = U(t, to)w(to)
und der Eindeutigkeit der Losung, ist
Ul(t,s)U(s,to) = Ut to) = U (t,t0) = Ulto, ).

Die U(t, s) bilden eine einparametrige Gruppe von Transformationen.

2.2.2 Inhomogene lineare Differentialgleichungen
Wir suchen die Losungen der inhomogenen Differentialgleichung

W = A(t)w + B(t). (2.21)

Wir setzten
wlt) = UWFWD. U =Tesp / A(s)ds).

Wegen 1 = Aw + U f = Aw + B muB offensichtlich f = U~ B gelten, bzw.

t

ft) = /U_l(s)B(s)ds + K

0

A. Wipf, Mathematische Methoden der Physik
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mit konstantem K. Damit lautet die allgemeine Losung der inhomogenen Differentialglei-
chung (2.21)

w(t) = U [ U6 Bs)ds + w(0). (2.29)

Beispiel: Die Bewegungsgleichung eines harmonischen Oszillators unter dem Einfluf} einer
duBeren Kraft F ist
i) + wu(t) = f(t),

wobei wir die Masse m = 1 gesetzt haben. Diese Gleichung ist dquivalent zu

W= Aw + B, A<8}2 (1))’ B(t)<f(()t))

Wegen A? = —w? findet man

242 243 1
A Wit Wttt cos wt = sinwt
Ut) =€ =1+1tA 21 31 A== (—wsmwt coswt )’

Damit lautet die Losung der Differentialgleichung

vy =e( [ (T438) 4w,
0

Nach einer kurzen Rechnung ergibt sich

t

L1 / sinw(t — 5)f(s),

w w
0

u(t) = w1 (t) = u(0) coswt + a(o)sinwt

als allgemeine Losung fiir w. Dabei sind w;(0) = u(0) und wy(0) = 4(0) die anfingliche
Position und Geschwindigkeit des Oszillators. Ist f(t) = sinat,« # w, d.h. ist die dufere
Kraft nicht in Resonanz mit den Eigenschwingungen des harmonischen Oszillators, dann ist

1 sinat +sinwt  sinat — sinwt
t) = t) = u(0 t + —4(0) sinwt _
u(t) = wi(t) = u(0) cosw +wu( ) sinwt + ot o) o —w)w

Diese Losung ist fiir alle Zeiten beschrénkt. Der harmonische Oszillator ist stabil unter der
Storung. Im Resonanzfall f = sinwt ist die Losung

sin wt

1 t
u(t) = u(0) coswt + ;u(()) sin wt + 507 o cos wt.

Wegen des Resonanzterms ~ t coswt wichst die Amplitude an. Der Oszillator ist instabil.

A. Wipf, Mathematische Methoden der Physik
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2.3 Nichtlineare Differentialgleichungen

Es sei G ein offenes und zusammenhingendes Gebiet im R"™ und w € G. Gegeben sei eine
Funktion

f : RxG— R"
(t,w) — f(t,w).

Wir wollen allgemeine Differentialgleichungssysteme der Form

w= f(t,w) mit w(tg) =wy €G (2.23)

studieren. Wie im linearen Fall ist diese Differentialgleichung, zusammen mit der Anfangs-
bedingung, dquivalent zur Integralgleichung

w)) =wn + [ Fls.wlo)ds (2.24)

Wir wollen voraussetzen, dafl f in R x G stetig ist und stetig differenzierbar in G. Statt stetig
differenzierbar kann man auch die etwas schwéchere Lipschitzbedingung fordern:

|f(t,w) — f(t,@)| < Llw —w@| auf G.

Mit diesen Voraussetzungen kann man zeigen, dafl die Abbildung
t
w — T(w), (T(w))(t) = wy + / f(s,w(s))ds
to

auf der Menge der stetigen Funktionen w : [tg,t] — R™ fiir geniigend kleine ¢ — to einen
Fixpunkt hat. Solch ein Fixpunkt 16st die Differentialgleichung (2.23). Auf diesem Wege
gelangt man zu folgendem Existenz- und Eindeutigkeitssatz:

Satz: Unter den obigen Voraussetzungen hat das System (2.23) lokal genau eine Losung: Es
gibt ein Intervall (t1,t2) 3 to und genau eine differenzierbare Funktion w : (t1,t2) — G, so
daf (2.23) fiir t € (tl,tg) gilt.

Aufgrund dieses Existenz und Eindeutigkeitsatzes gibt es genau eine Losungsfunktion w =
L(t,tg, wg), wobei L(tg,to, wo) = wp ist. Im autonomen Fall ist [ zeitunabhingig und jede
Anfangszeit ist so gut wie jede andere. Nur die Zeitdifferenz ¢t — ¢ ist von Bedeutung. Des-
halb braucht man ¢y nicht zu schreiben. Die Kurve L(t, wy) ist fiir feste Anfangsbedingung
eine partikuldre Losungskurve (Trajektorie) der Differentialgleichung. Fiir festes ¢ ist die
Abbildung

woy — E(t, ’wo)

A. Wipf, Mathematische Methoden der Physik
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der Fluf}. Wegen
L(t+ s,wo) = L(t, L(s,wp)) st Ligs =LioLs

und der Flufl £; eine l-parametrige Gruppe. Wegen der Eindeutigkeit der Losungen geht
durch jeden Punkt € G genau eine Losungskurve.

2.3.1 Einige einfache und exakt 16sbare nichtlineare DG

In seltenen Féllen kann man eine nichtlineare DG explizit 16sen. Hier einige Beispiele:
Bernoullische DG: Ein Beispiel fiir eine l6sbare Gleichung ist die Bernoullische DG
w = a(t)w + b(t)w*, a # 1.
Ersetzt man w durch v = w!'~® dann geht diese némlich in die lineare DG
v = B(a(t)v+b(t)), f=1—-a

iiber. Mit den Resultaten des letzten Kapitels ist dann

t t

v(t) =U(t) (B/U_l(s)b(s)ds + v(O)), wobei U(t) = exp (ﬁ/a(s)ds).

0 0

Die Riccatische DG
W = a(t)w + b(t)w? + c(t),

ist allgemein 19sbar, wenn man eine spezielle Losung w*(t) kennt. Dazu setzen wir w =
w* + 1/v. Benutzen wir, dal w* die DG erfiillt, so ist w genau dann eine Lésung, wenn

—0=(a+2bw*)v+0b

ist. Zum Beispiel ist w* = 2 eine spezielle Losung der logistischen Gleichung w = w —w? + 2.
Damit lautet die Gleichung fiir v

1
v=3v+1=v= g(kegtfl).
Damit ist die allgemeine Losung der logistischen Gleichung

kedt —1°

Das néchste Beispiel ist nicht mehr analytisch 16sbar.
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2.3.2 Réiuber-Beute Problem

Es sei wy die Anzahl Beutetiere und wy die Anzahl Rauber. Als Modell fiir die Anderung
der Spezies nehmen wir

w1 = awy — CwiwWs
11.)2 = 7bw2 + dwlwg ’

a,b,c,d >0

Ohne Réuber wiirde die Anzahl Beutetiere exponentiell zunehmen und ohne Beutetiere
wiirde die Anzahl Réuber wegen Nahrungmangel exponentiell abnehmen. In der Tat,

w(t) = <€;t> wnd w(t) = (eobt>

sind spezielle Losungen der Differentialgleichung. Wegen dem Eindeutigkeitssatz kann des-
halb keine Losung die Achse w; = 0 bzw. wy = 0 schneiden.

Die quadratischen Terme modellieren die Abnahme der Beutetiere weil diese von den Rdubern
gefressen werden und die Zunahme der Rduber weil diese Nahrung finden. Qualitativ kann
man die Losungen diskutieren indem man das Vektorfeld

o awq — Cwiwsy . P
f(w) - (—bw2+dw1w2) m ’LU—f(’LU)
betrachtet (siche Figur (2.3)). Zum Beispiel ist es interessant zu wissen, ob es eine Gleich-
gewichtslosung gibt wobei f(w) = 0 und damit w = 0 ist, und wenn ja, ob diese stabil oder
instabil ist. Das Rduber-Beute-Modell hat zwei Gleichgewichtslosungen, ndmlich

w® = (8) und  w® = (f//cl)

Die linearisierten Gleichungen in der Niihe der Fixpunkte haben die Form w ~ (V f)(w®)w =
A®y. Man findet

(1): a 0 (2): 0 7bc/d
A (0 —b) und A (ad/c 0 .

Offensichtlich ist der Ursprung in der linearisierten Gleichung ein Sattelpunkt und damit
instabil und der zweite Fixpunkt ein Zentrum und damit stabil. Diese Verhalten gilt auch fiir
die exakten Losungen des nichtlinearen Problems. Das Gleichgewicht mit b/d Beutetieren
und a/c Réuber ist ein stabiles Gleichgewicht. Viele dieser Eigenschaften kann man schon
aus dem Vektorfeld f(w) in (2.3) ablesen. Die anschauliche Vektorfeldmethode funktioniert
allerdings nur schon bei autonomen Systemen fiir die f nicht explizit von der Zeit abhéngt.
Fiir nicht-autonome Systeme éndert sich das Vektorfeld f mit der Zeit.

2.3.3 Stabilitat

Es sei w*(t) eine Losung von (2.23). Wir wollen Losungen in der Nidhe von w* studieren,
d.h. wir setzen

w=w"(t) + .

A. Wipf, Mathematische Methoden der Physik



Kapitel 2. Differentialgleichungen 2.3. Nichtlineare Differentialgleichungen 21

W, stabiler Fixpunkt
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Abbildung 2.3: Vektorfeld fiir Rduber-Beute Problem (a =b=c=d=1)

Dann ist
o= —wi(t) = f(tw) — f(tw(t) = fEw () +n) — f(Ew(2))

- (;91]; (t,w™ () my +r(t,n) = Alt)n+r(t,n).

Vernachlissigen wir den Restterm r(¢,7) dann lautet die linearisierte Gleichung fiir die
Storung

n=A(t)yy mit Agy(t) = gg] (t,w*(1))- (2.25)

Eine Losung w(t, to, w) heifit stabil (im Sinne von Liapunov) falls es zu jedem e > 0 ein
d > 0 gibt, so daB fiir jwy — w§| < 6

1) w(t, to,wo) fiir to <t < oo existiert,
2) |w(t, to, wo) — w(t, to, w§)| < e fiir alle tg < ¢ < oo ist.
FEine Losung heiflt asymptotisch stabil, wenn zusétzlich

3) |w(t, to, wo) — w(t, to, ws)| — 0 fiir t — oo gilt.
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N

Abbildung 2.4: Die Losungskurven fiir das Réduber-Beute-Modell (a =b=c=d=1)

2.3.4 Liapunov Funktionen

Wir wollen zunéchst ein autonomes System betrachten,

w= f(w) mit f(0)=0. (2.26)

Dann ist w = 0 eine Gleichgewichtslosung des autonomen Differentialgleichungssystems.
In dieser Situation gibt es ein hilfreiches Kriterium von Liapunov fiir die Stabilitdt des
Fixpunktes w = 0. Dazu brauchen wir den Begriff der Liapunov-Funktion fiir das System
(2.26):

Eine Funktion V : U — R auf einer Umgebung U von w = 0 heifit Liapunov-Funktion
beziiglich (2.26) falls

1. VV auf U stetig ist,
2. V(0)=0und V > 0 auf U — {0}
3. VV . f<0auf U — {0}

gelten. Nun gilt der folgende
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w (tty,wg)
N

w (tty,wg)

e®—o0

Abbildung 2.5: Stabile und asymptotisch stabile Lésungen

Satz: Existiert eine Liapunov-Funktion fiir (2.26), dann ist w = 0 eine stabile Losung des
Systems. Ist VV - f < 0in U — {0} dann ist w = 0 asymptotisch stabil.

Dieses Theorem von Liapunov kann angewandt werden ohne die Differentialgleichung zu
16sen. Anderseits gibt es keine systematische Methode um eine Liapunov-Funktion zu finden.
Fiir mechanische Systeme ist die Energie eines benachbarten Systems ein guter Kandidat
fiir diese Funktion. Fiir thermodynamische Systeme ist die negative Entropiefunktion eine
Liapunovfunktion.

Beweis: Es sei € so klein gewéhlt, dal die Kugel K. mit Radius € in U liege. Es sei « das
Minimum von V auf der Kugeloberflédche,

a = min V(w) > 0.

|w|=e¢
Es sei weiter

M = {w|V (w) < %}mm

und M’ die Zusammenhangskomponente von M die w = 0 enthélt. Wihle nun ein § > 0, so
dafl K5 C M’. Es seien nun w(t, wo) eine Losung mit wy € K. Nach der zweiten Eigenschaft
der Liapunov Funktion ist

%V(w(t,wo)) =VV.-w=VV.f<0.
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Daraus folgt, daB V (w(t,w)) < a/2 ist, und damit ist w(t, wo) in M’ wegen der Stetigkeit
der Losung. Daraus folgt dann, dafl w(t,wg) € K., woraus die Behauptung folgt.

w(t)

W
1
vV

Abbildung 2.6: Liapunov Funktion fiir v = f(w).

Beispiel: Wir betrachten den harmonischen Oszillator mit Reibung,
&+ h(x, )t +2 =0, h(x,z)>0.

Mit wy = x und wy = & ist dies dquivalent zu

= f(w), f:(—h(w)wljz—wl).

Die Energie fiir den Oszillator ohne Reibung, V' = wf +w3 ist eine Liapunov Funktion. Dazu
miissen wir nur die dritte Bedingung nachpriifen:

av av
(V- = (Go-fr+ o) = =2h(wyus <0

Damit ist auch die dritte Bedingung erfiillt. Diese bedeutet auch, dafl VV -w < 0 ist. Langs
der Bahnen w(t) nimmt also die Liapunov-Funktion, in unserem Beispiel also die Energie des
reibungsfreien Vergleichsystems, ab. Das Pendel spiralt in den Gleichgewichtpunkt w = 0
hinein.

2.3.5 Lineare Stabilitidt bedingt Stabilitat

Wir wollen noch einen zweiten, wichtigen Satz behandeln.

Satz: Es sei w = f(w) mit f(0) = 0 ein autonomes System. Weiter sei f(w) = Aw +
r(w), A= (Vf)(0), wobei die Realteile der Eigenwerte von A alle kleiner als —¢ < 0 seien.
Dann gibt es eine Umgebung U C G von w = 0 so dafl
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i) w(t,wg) definiert ist und in U bleibt fiir alle wy € U, ¢ > 0.
ii) Es gilt
lw(t,wo)| < ae™|wo
fiir alle wo € U, t > 0. Speziell gilt w(t, wy) — 0 fiir t — oo fiir alle wy € U.

Dieser Satz besagt also, da der Fixpunkt attraktiv ist falls er beziiglich der linearisierten
Differentialgleichung attraktiv ist.

Es gilt in gewissem Sinne auch die Umkehrung: Hat ein Eigenwert von A einen positive
Realteil, dann ist der Fixpunkt instabil. Liegt ein Eigenwert auf der imagindren Achse,
dann mufl man die Methode der Zentrumsmannigfaltigkeiten anwenden.

Um zu entscheiden, ob alle Nullstellen von p(\, A) negative Realteil haben kann man das
Kriterium von Routh-Hurwitz benutzen:

Kriterium von Routh-Hurwitz: Alle Nullstellen des Polynoms
A\ + ap N+ A=0=0

mit reellen Koeffizienten a; und a, > 0 liegen genau dann in der linken offenen Halbebene
von C' wenn die Determinanten der Untermatrizen

al an 0 0 .
a1 ag ai ao 0 as as ai ag ce 0
ay, det , as az ap
43 a2 0 0 as
a2p—1 A2n—2 G2p—-3 ... ... Qp

(am = 0 fir m > n) positiv sind. Die Form der Matrizen wird ersichtlich, wenn man die
Diagonale betrachtet.
Beispiel: Der Gleichgewichtspunkt w = 0 der Differentialgleichung
W+ 20+ w=w", n=23,...
ist asymptotisch stabil.
Beweis des Satzes: Die allgemeine Losung der linearisierten Gleichung ist U (¢)w(0) und ist
die Summe von Termen t* exp(\;t). Damit gibt es Konstanten v, A > 0 so da8
U (t)wo| < e~ *fwo
fiir alle positiven ¢. Nun wollen wir den Einflufl des Restterms r(w) = o(w) abschéitzen. Zu
jedem x > 0 gibt es ein p > 0 so daf3
lw| < p = [r(w)] <X [w].

Wie im linearen Fall ist die Differentialgleichung zusammen mit der Anfangsbedingung dqui-
valent zu der Integralgleichung
t
w(t,we) = U(t)wo + / U(t — s)r[w(s,wo)]ds.
0
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Wir schitzen ab:

t

t
|w(t, wo)| < |U(#)wo| + / |U(t — s)r[w(s,wo)} |ds < 76_’\t|w0| + vx/e_)‘(t_s)|w(s,wo)|ds.
0 0

Setzen wir y(t) = exp(At)|w(¢t, wo)| dann schreibt sich diese Ungleichung auch

t
y(t) <c + Cz/y(s)d& c1 =ywo|, c2="7vx.
0

Offensichtlich ist y(t) kleiner oder gleich

¢
Y(t)=c1+ e /y(s)ds
0
Wegen

Y =coy st ilogY: =cy
Damit ist
logY(t) < cat +logY(0) bzw. Y (t) < cre®’.
Wir haben damit das Lemma von Cronwall bewiesen:

Lemma (Cronwall) Falls

t
y(t) <c + cQ/y(s)ds dann ist  y(t) < ce®’.
0

Damit haben wir gezeigt, dafl
[w(t, wo)| < ~woleX V!

gilt. Nun ist es einfach einzusehen, dafl die Losung stabil ist. Nun wéahlen wir y so klein, daf3
X — A negativ ist. Dies bedeutet eine Wahl von p. Als néichstes sei |wg| < § = ¢/. Dann ist
offensichtlich |w(t, wo)| < € fiir alle ¢ und strebt in der Tat gegen den Fixpunkt w = 0 fiir
grofle t. Damit streben Losungen, die in der Ndhe des Fixpunktes starten fiir grofie Zeiten
in den Fixpunkt. Der Fixpunkt w = 0 ist asymptotisch stabil.

2.4 Periodische Systeme

Gegeben sei ein System

A. Wipf, Mathematische Methoden der Physik
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w= f(t,w) = A(t)w + r(t,w) mit periodischem f: (2.27)
At +T)=A(t), r(t+T,w)=r(tw) '
und wir wollen annehmen, daf}

r(t,w) = o(|w|) gleichméBig in ¢.

Also ist w = 0 eine Losung der Differentialgleichung. Es sei nun w = L(t, t, wg) die Losung
die zur Zeit ty bei wq startet. Fiir die Stabilitdtsuntersuchung von periodischen Systemen
definiert man die

Def: Poincare Abbildung:
P:wy — L(T,0,wp).
Wegen
w-Raum w-Raum w-Raum

P(WO) =w(T,wg)

periodische Losungw (t.0)

Abbildung 2.7: Poincare Abbildung P : wo — P(wo).

,C(QT, O, wo) = E(QT, T, K(T, 0, wo)) = E(T, 0, K(T, 0, wo)) = (P o P)(’LUQ)

und der entsprechenden Relation fiir 27" — nT (Induktion) hat man die wichtige Eigenschaft

L(nT,0,wy) = P"(wy), n=0,1,2,... (2.28)

Da w = 0 eine Losung der Differentialgleichung ist, ist P(0) = 0. Wir wollen P um 0
entwickeln:

P(wo) = (VP)(0) - wo + g(wo) = Mwo + g(wo).

Die Matrix M ist die Monodromie-Matriz und die Eigenwerte von M sind die Floquet-
Multiplikatoren. Es stellt sich nun die Frage wie man M berechnet und was M iiber die
Stabilitit der Bahn w = 0 besagt.
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Um M zu bestimmen, stellen wir uns vor, dafl w(t, wp) eine Losung des periodischen Systems
ist

3

ow

E(t, wo) = A(t)w(t, wo) + r(t,w(t,wo))

und variieren die anfidngliche Position wy in dieser Gleichung. Wir differenzieren nach wq
und setzen dann wy = 0:

0 Ow ow or ow

B 5w, 00 = Al) 5, -(,0) + 5y (1w (t,0)) g 1 0)-

Da w(t,0) = 0 ist und die Ableitung von r an der Stelle w = 0 verschwindet, folgt

0 . ow
EU(t) = A(t)U(t) wobei U(t) = a—wo(t,O) = U(0) = 1. (2.29)
Anderseits ist
Plun) = w(T,u0) = 222 (0) = £(1,0) = U(T)

woraus folgt, dal die Monodromiematrix gerade U zur Zeit T ist. Die lineare Differenti-
algleichung (2.29) haben wir bereits im vorletzten Kapitel (formal) gelost. Damit finden
wir

M = U(T,0), wobei U(t,0)= T(eXp/A(s)ds). (2.30)
0

2.4.1 Mathieusche Differentialgleichung, Blochwellen und Stabilitét

Die Mathieusche Differentialgleichung (r = 0) wird gewshnlich in der Form
W+ (a+ 16bcos2t)w = 0

geschrieben; a und b sind Konstanten. Dies ist eine lineare DG mit

0 1
A= (a 16b cos 2t 0> ’

Die allgemeine Losung der Differentialgleichung ist w(t) = U(t,0)wo, wenn w(0) = wq die
Anfangsbedingung ist. Wegen

Ut+m0)=Ut+mn,m)U(r,0)=U(t+ m, m)M.
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Nun ist aber
Tt t

Ult+mm) = T(exp / A(s)ds) = T(eXp/A(s)ds) =U(t,0),

T 0

wobei wir benutzten, dal A(m + s) = A(s), und damit ist
U(t+ nm,0)=U(t,0)M"

Offensichtlich hat die Mathieusche DG eine periodische Losung, wenn w(r) = Mw(0) = w(0)
fiir mindestens ein w(0) gilt, d.h. wenn die Monodromie-Matrix M einen Eigenvektor mit
Eigenwert 1 hat. Im Allgemeinen kann man nicht erwarten eine periodische Losung zu finden,
wenn nicht die Konstante a bestimmten Beschrdnkungen unterliegt. Es stellt sich heraus,
daBl a eine komplizierte Funktion von b sein muf}, wenn die Losung periodisch sein soll.

Wir wollen annehmen, dafl die Monodromiematrix M eines linearen Differentialgleichungs-
systems mit periodischen Koeffizienten diagonalisierbar sei. Die Nullstellen des charakteri-
stischen Polynoms seien {);}. Es sei

@i (1) = A, T () = @i(T) = A7 wi(T) = A7 Mg (0).

Dann hat )\Z-_lM einen Eigenvektor mit Eigenwert 1 und der entsprechende Eigenvektor
w;(0) = w;(0) ist der Startpunkt einer periodischen Lésung w;(¢). Damit hat die Differenti-
algleichung Losungen der Form

t)T -

wi(t) =N wi(t), w; periodisch.

Die Mathieusche Differentialgleichung ist invariant unter ¢ — —t. Deshalb ist w(t) =
A"t/ (—t) die zweite unabhingige Losung. Damit hat man diese Differentialgleichung im
Prinzip gelost. Dieses Ergebnis ist als Satz von Floquet bekannt.

Eine wichtige Anwendung dieses Ergebnisses ist die Schrodingergleichung in einem periodi-
schen Kristall. Die Schrodingergleichung

d?e
e + [A + V(m)]’t/J =0,

wobei A eine Konstante und V eine periodische Funktion mit V(x + 1) = V(z) ist, hat
Losungen der Gestalt

Y = e*y(z), v periodisch.

Dies wird verschiedentlich als Satz von Bloch bezeichnet. Die Losungen sind die Blochwellen.

Im nichtlinearen Fall 16st eine Losung von (2.27) die Integralgleichung

t

w(t) = U(t)(/U_l(s)T(s,w(s))ds + w(O)), U(t) =U(t,0),

0
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so daf3
w(T) = Mw(0) + M/U_l(s)r(s, w(s))ds.
0

Mit dhnlichen Methoden wie beim Beweis der asymptotischen Stabilitéit von linear stabilen
Systemen kann die Stabilitéit von wy — P™wy untersucht werden. Man findet das

Lemma: Liegen alle Eigenwerte der Monodromie-Matrix M innerhalb des Einheitskreises
(|Ak] < 1) und ist det M > 0, dann ist der Fixpunkt w = 0 beziiglich P™ asymptotisch
stabil.

2.4.2 Feigenbaumbifurkation

Statt des Beweises diskutieren wir ein illustratives Beispiel, ndmlich die Feigenbaumbifur-
kation. Es sei

P(w) =4 w(l —w)

eine Poincareabbildung mit A < 1. Diese nicht-monotone Abbildung bildet das Intervall [0, 1]
auf sich ab. Sie hat die periodischen Bahnen

w=0 und w=1——=wy,

4N

da beides Fixpunkte von P sind. Die zweite Bahn existiert nur fiir A > A\; = 1/4 (fiir kleinere
N's ldge sie aulerhalb des Intervalls [0, 1]). Wegen P’ = 4\(1 — 2w) ist

P'(0) =4\ und P'(1—1/4)\)=2—4\.
Wir haben damit die folgende Situation:

1) Fiir festes 0 < A < A1 besitzt das System genau einen Fixpunkt w = 0. Dieser ist stabil,
weil |P'(0)] < 1 gilt.

2) Fiir festes A mit A\; < A < Ay = 3/4 besitzt das System zwei Fixpunkte w = 0 und
w = wi, wobei w = 0 instabil und w = w; stabil ist.

Nun wollen wir untersuchen was passiert, wenn A > Ay ist.

3) Fiir festes A mit Ay < A < A3 besitzt das System eine periodische Bewegung der Periode
2T zwischen den Punkten ws; und wso. Die Stabilitdt dieser periodischen Bewegung folgt
daraus, daf diese Punkte stabile Fixpunkte der iterierten Poincare-Abbildung P? ist: Wegen
P(’wgl) = W22 und P(’LUQQ) = W21 gllt offensichtlich

PQ(wgl) :P(’LUQQ) = W21 und P2(w22) :P(’w21) = W32.
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P(w) P(w)

P2(w)

instabiler
Fixpunkt

stabiler
Fixpunkt

P Q w

Abbildung 2.8: Feigenbaum-Bifurkation

Natiirlich sind die Fixpunkte von P auch Fixpunkte der iterierten Abbildung P2. Diese
Fixpunkte von P und P2, nimlich w = 0 und w = w1, sind instabil.

Bei weiterer Vergrofilerung von A werden die stabilen Fixpunkte von P? instabil und es
entstehen Bewegungen der Periode 27" von P2, d.h. Bewegungen der Periode 4T von P,
Usw.

Wir haben also gesehen, daf§ ein Attraktor (stabiler Fixpunkt) der Periode T' geht bei A =
3/4 in einen Attraktor der Periode 2T iiber. Fiir P sind dies zwei oszillierende Werte wa
und wag, fiir P2 entspricht dieser Orbit einem Fixpunkt. Uberschreitet A den Wert A3, so
wird der Fixpunkt von P? instabil. Die entsprechende Bahn der Periode 27" wird zu einer
oszillierenden Bahn, einer Bahn der Periode 47, usw. Das Interessante an der Feigenbaum
Bifurkation ist, dafl der Grenzwert

. )\nJrl - )\n
lim ——

=0 ~ 4.6692
no50 Atz — Anl

eine universelle Konstante ist: Fiir eine grofie Klasse von Iterationsverfahren auf [0, 1] tritt
bei Ubergéingen zum Chaos mit Periodenverdopplung dieselbe Konstante § auf. Fiir A >
Ae = 0.892486417967 ... tritt ein im Wesentlichen chaotisches Verhalten auf. Unabhéingig
von der Wahl von wy ist die Reihe wq, P(wy), P?(wp), . .. 'chaotisch’: Fiir einige Startwerte
wp sind die Orbits P™(wq) aperiodisch, d.h. konvergieren gegen keinen endlichen Attraktor.
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Fiir die meisten Startwerte sind die Orbits periodisch. Aber die Perioden sind so groff, daf3
sie kaum sichtbar sind. Weiterhin fithren nahe beieinander liegende Startwerte zu vollig
unterschiedlichen Orbits. Dies wurde zum erstenmal von P.J. Myrberg in den frithen 60’ern
festgestellt. Etwa 10 Jahre spater haben Metropolis, Stein und Stein die Resultate auf andere
Abbildungen [0,1] — [0, 1] verallgemeinert.

P

Abbildung 2.9: Feigenbaum-Bifurkation
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