
Kapitel 7

Lagranges
he Me
hanik

Häu�g ist man gar ni
ht an der Bere
hnung der Zwangskräfte interessiert. Dann ist es wesent�

li
h bequemer, eine Formulierung der Me
hanik zu wählen, bei der diese aus den Bewegungs�

glei
hungen eliminiert werden. Im folgenden werden wir sehen, daÿ diese Elimination der

Zwangskräfte von den Lagrange-Glei
hungen erster Art zu den Lagrange-Glei
hungen

zweiter Art führt.

7.1 Verallgemeinerte Koordinaten

Bei 3N Koordinaten x

ia

und s holonomen Zwangsbedingungen sind nur

f = 3N � s (7.1)

Koordinaten voneinander unabhängig. Wir nennen f die Anzahl Freiheitsgrade des me
ha�

nis
hen Systems. Wir wählen nun f geeignete verallgemeinerte Koordinaten q

1

; : : : ; q

f

, so

daÿ diese die Lage des me
hanis
hen Systems festlegen,

r

i

= r

i

(t; q

1

; : : : ; q

f

); i = 1; : : : ; N; (7.2)

und die holonomen Zwangsbedingungen identis
h erfüllt sind

F

�

�

t; r

1

(t; q

1

; : : : ; q

f

); : : : ; r

N

(t; q

1

; : : : ; q

f

)

�

= 0; � = 1; : : : ; s: (7.3)

Als Beispiel betra
hten wir die rheonome, holonome Zwangsbedingung, daÿ si
h ein Mas�

senpunkt auf der Ober�ä
he einer in z-Ri
htung bewegten Kugel mit Radius R bewegt. Die

Nebenbedingung für dieses in z-Ri
htung bewegte sphäris
he Pendel ist

F (t; r) = (r� z

0

(t)e

3

)

2

�R

2

= 0: (7.4)

Hierbei bes
hreibt das gegebene z

0

(t) die vers
hiebbare Position des Aufhängepunktes der

Kugel. Das System besitzt 2 Freiheitsgrade und entspre
hend 2 verallgemeinerte Koordina�

ten, die man mit den Winkeln # und ' der Kugelkoordinaten um den Aufhängepunkt des
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Pendels identi�zieren kann,

x(t; #; ') = R sin# 
os'

y(t; #; ') = R sin# sin' (7.5)

z(t; #; ') = R 
os#+ z

0

(t)

Die Nebenbedingung (7.4) ist damit identis
h erfüllt, wenn R die Pendellänge ist. Wie s
hon

bei früheren Systemen, zum Beispiel dem starren Körper, haben die verallgemeinerten Ko�

ordinaten ni
ht die Dimension einer Länge. Im vorliegenden Fall sind die Winkel # und '

dimensionslos.

Nun wollen wir das d'Alemberts
he Prinzip, na
h dem die Summe der eingeprägten und

Trägheitskräfte bei virtuellen Verrü
kungen keine Arbeit leisten,

N

X

i=1

�

F

i

�

_

p

i

) � Ær

i

= 0; (7.6)

in verallgemeinerte Koordinaten ums
hreiben. Für die virtuellen Verrü
kungen lesen wir

wegen Æt = 0 ab:

Ær
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Æq
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: (7.7)

Damit ergibt si
h für die Arbeit, die von den Kräften F

i

bei virtuellen Verrü
kungen geleistet

wird
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:

Hier führen wir die verallgemeinerten Kräfte

Q

j

=

N

X

i=1

F

i

�

�r

i

�q

j

(7.8)

ein. Dann vereinfa
ht si
h der Ausdru
k für die von den eingeprägten Kräften geleistete

Arbeit zu
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=

f

X

j=1

Q

j

Æq

j

: (7.9)

Entspre
hend erhalten wir für die Arbeit, die von den Trägheitskräften bei virtueller Ver�

rü
kungen verri
htet wird
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(7:7)
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: (7.10)

In einer Nebenre
hnung untersu
hen wir

d

dt
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Einerseits erhalten wir für den letzten Faktor

d

dt
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(7.12)

und andererseits gilt wegen

_
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+
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(7.13)

au
h

�
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=
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Verglei
hen wir die Resultate (7.14) und (7.12), so folgt die Identität

d
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: (7.15)

Die totale Zeitableitung von �r

i

=�q

j

ist also glei
h der partiellen Ableitung der Ges
hwin�

digkeit

_

r

i

na
h der verallgemeinerten Koordinate q

j

. Dies setzen wir in (7.11) ein, mit dem

Resultat
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so daÿ (7.10) übergeht in
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Mit (7.9) und (7.16) s
hreibt si
h das d'Alembert-Prinzip der virtuellen Verrü
kungen
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Es gilt in dieser Form no
h ganz allgemein. Wi
htig ist die Spezialisierung auf holonome

Zwangsbedingungen. Dann sind die virtuellen Verrü
kungen Æq

j

der verallgemeinerten Koor�

dinaten beliebig, und es folgt aus dem d'Alemberts
hen Prinzip (7.17)
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Die beiden Terme auf der linken Seite lassen si
h nun lei
ht mit der kinetis
hen Energie des

Systems in Verbindung bringen. Dazu di�erenzieren wir diese na
h den verallgemeinerten

Koordinaten,
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;
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und na
h den verallgemeinerten Ges
hwindigkeiten,

�T
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(7:13)

=
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:

Damit lautet das d'Alemberts
he Prinzip

d
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= 0: (7.19)

In dieser Form gilt das Prinzip für beliebige eingeprägte Kräfte. Für Potentialkräfte kann es

allerdings no
h eleganter formuliert werden.

7.2 Lagrange-Funktion

Für Potentialkräfte F

i

= �r

i

V vereinfa
hen si
h die verallgemeinerten Kräfte zu
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Um die verallgemeinerten Kräfte zu bestimmen, ersetzt man also die r

i

im Potential V (t; r

1

; : : : ; r

N

)

dur
h die verallgemeinerten Koordinaten,
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;

und bildet den Gradient bezügli
h der q

j

. Damit vereinfa
ht si
h das d'Alemberts
he

Prinzip zu

N

X

j=1

�

d

dt

�

� _q

j

�

T � V )�

�

�q

j

(T � V )

�

Æq

j
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Wir haben benutzt, daÿ V ni
ht von den verallgemeinerten Ges
hwindigkeiten _q

j

abhängt.

Mit der De�nition der in der theoretis
hen Physik äuÿerst wi
htigen Lagrange-Funktion
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; : : : ; q
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; _q

1
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folgt dann

f
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Für ein konservatives System mit holonomen Zwangsbedingungen, der Regelfall in den fol�

genden Betra
htungen, erhalten wir die Lagrange-Glei
hungen 2. Art,

d

dt

�L

� _q

j

�

�L

�q

j

= 0: (7.24)

Diese Lagrange-Glei
hungen ersetzen die Newtons
hen Bewegungsglei
hungen. Es sind f

gewöhnli
he Di�erentialglei
hungen zweiter Ordnung, deren vollständige Lösung die Kennt�

nis von 2f Anfangsbedingungen erfordert. Die holonomen Zwangsbedingungen tau
hen in

den Bewegungsglei
hungen ni
ht mehr auf.
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In derNewtons
hen Me
hanik sind Impuls und Kraft, also vektorielle Objekte, die primären

Gröÿen. In der Lagranges
hen Me
hanik sind es Energie, Arbeit, Lagrange-Funktion so�

wie die no
h einzuführende Wirkung, also skalare Objekte. Dies ist ein groÿer Vorteil bei der

Untersu
hung von Symmetrien und der Konstruktion von Erhaltungsgröÿen. Der Lagran-

ge-Formalismus ist au
h für klassis
he Feldtheorien von sehr groÿer Bedeutung. Darüber

hinaus spielt er eine wi
htige Rolle bei der Quantisierung von physikalis
hen Systemen

1

. Die

elegante und mä
htige Lagranges
he Formulierung ist aus der modernen theoretis
hen

Physik ni
ht mehr wegzudenken.

7.2.1 Rollpendel, zyklis
he Koordinaten

Wir wollen hier etwas üben, wie man übli
herweise me
hanis
he Probleme mit Hilfe des

Lagrange-Formalismus löst. Wir setzen zuerst holonome Zwangsbedingungen und konser�

vative Kräfte voraus. Die Lösungsmethode besteht aus fünf Teils
hritten:

� Formuliere die Zwangsbedingungen.

� Finde die verallgemeinerten Koordinaten.

� Stelle die Lagrange-Funktion L = T � V auf.

� Leite die Lagrange-Glei
hungen ab und löse sie.

� Transformiere zurü
k auf die ursprüngli
hen 'ans
hauli
hen' Koordinaten.

Der letzte S
hritt ist ni
ht immer notwendig und au
h ni
ht immer mögli
h.

Wir wollen folgende Aufgaben mit Hilfe des Lagrange-Formalismus lösen: Wir betra
hten

x

y

g

m

1

m

2

R

'

Abbildung 7.1:

ein Rollpendel der Länge R. Die Masse m

1

bewege si
h reibungsfrei entlang einer horizon�

talen Geraden. Wel
he Bahnen bes
hreiben die Massen m

1

und m

2

unter dem Ein�uÿ des

S
hwerefeldes?

1

So ma
hen die Pfadintegrale wesentli
hen Gebrau
h von der Lagrange-Funktion.
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Als Gerade wählen wir die x-A
hse wie in der Abbildung (7.1) angedeutet. Es liegen vier

holonom-skleronome Zwangsbedingungen vor:

0 = z

1

= z

2

0 = y

1

= 0

0 = (x

1

� x

2

)

2

+ y

2

2

�R

2

:

Es bleiben 6� 4 = 2 Freiheitsgrade übrig. Als verallgemeinerte Koordinaten wählen wir x

1

und '. Mit den Transformationsformeln

x

2

= x

1

+R sin'; y

2

= R 
os' (7.25)

lautet die kinetis
he Energie
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+
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;

und die potentielle Energie

V = �m

2

gR 
os':

Dies ergibt folgende Lagrange-Funktion
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+
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Wir sehen, daÿ L ni
ht von x

1

abhängt. Dies führt uns allgemeiner auf die De�nition einer

zyklis
hen Koordinate:

q

j

zyklis
h()

�L

�q

j

= 0()

�L

� _q

j

� p

j

= 
onst. (7.27)

Für kartesis
he Koordinaten ist

r

_

r

i

L = r

_

r

i

T = r

_

r

i

N

X

k=1

m

k

2

_

r

2

k

= m

i

_

r

i

= p

i

der Impuls des i

0

ten Teil
hens. Entspre
hend heiÿt p

j

der verallgemeinerte Impuls zur Ko�

ordinate q

j

oder au
h der zu q

j

(kanonis
h) konjugierte Impuls. Es folgt also, daÿ der zu

einer zyklis
hen Koordinate konjugierte Impuls zeitunabhängig ist. Jede zyklis
he Koordi�

nate führt automatis
h auf einen Erhaltungssatz. Man sollte deshalb die verallgemeinerte

Koordinaten so wählen, daÿ mögli
hst viele von ihnen zyklis
h sind.

Für ein Rollpendel ist x

1

zyklis
h. Der erhaltene konjugierte Impuls ist

p

1

=

�L

� _x

1

= (m

1

+m

2

) _x

1

+m

2

R _' 
os' = 
onst.

Er ist glei
h dem Gesamtimpuls des Systems in Ri
htung der x-A
hse. Wir lösen nun na
h

na
h der Ges
hwindigkeit _x

1

auf,

_x

1

=

p

1

M

� �

2

R _' 
os'; �

2

=

m

2

M

;

und integrieren

x

1

(t) = x

1

(0) +

p

1

M

t� �

2

R (sin'(0)� sin'(t)) (7.28)
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gesetzt wurde. Anfängli
h sei der erste Massenpunkt bei x

1

= 0 und der zweite Massenpunkt

hänge senkre
ht na
h unten. Der erste Massenpunkt bewege si
h na
h links und der Winkel

' nehme zu. Wir wählen die Anfangsbedingungen so, daÿ die Lösung eine einfa
he Form

hat:

x

1

(0) = 0 ; _x

1

(0) = ��

2

R!

0

'(0) = 0 ; _'(0) = !

0

: (7.29)

Daraus folgt zunä
hst

p

1

= 0 und 
 = 0:

Mit diesen Anfangsbedingungen s
hwingt der erste Massenpunkt um seine Ruhelage,

x

1

(t) = ��

2

sin'(t): (7.30)

Mit den Transformationsformeln (7.25) folgt für den zweiten Massenpunkt

x

2

(t) =

m

1

M

R sin'(t) und y

2

(t) = R 
os'(t):

Wegen

x

2

2

a

2

+

y

2

2

b

2

= 1; a =

m

1

M

R; b = R

bewegt si
h dieser auf einer Ellipse mit der horizontalen Halba
hse a = m

1

R=M und der

vertikalen Halba
hse b = R > a. Für m

2

� m

1

geht dies über in die S
hwingung eines

Pendels mit festem Aufhängepunkt.

Wir haben das Problem no
h ni
ht vollständig gelöst, da wir die Zeitabhängigkeit des Win�

kels ' no
h ni
ht kennen. Wir haben aber no
h eine weitere Lagrange-Glei
hung für ' zur

Verfügung. Mit

�L

� _'

= m

2

R

�

R _'+ _x
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os'
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d
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� _'
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�
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1

_' sin'

�

�L

�'

= �m

2

R

�

_x

1

_'+ g

�

sin'

lautet die entspre
hende Lagrange-Glei
hung 2. Art

R �'+ �x

1


os'+ g sin' = 0: (7.31)

Für kleine Werte des Winkels ' können wir


os' � 1 und sin' � '

setzen, wodur
h si
h (7.31) zu

R �'+ �x

1

+ g' = 0

vereinfa
ht. Aus (7.30) lesen wir ab

�x

1

= ��

2

�

�' 
os'� _'

2

sin'

�

� ��
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�':
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Dies ergibt für den Winkel ' folgende linearisierte Bewegungsglei
hung

�'+

g

R

M

m

1

' � 0:

Mit den gewählten Anfangsbedingen (7.29) ist die Lösung

'(t) =

!

0

!

sin!t; !

2

=

g

R

M

m

1

: (7.32)

Numeris
he Lösung: Wir wollen die soeben abgeleitete Lösung der linearisierten Glei�


hung mit der numeris
hen Lösung verglei
hen. Diese erhält man, indem man die ni
htlineare

Di�erentialglei
hung für den Winkel,

�' = �

sin'

1� �

2


os

2

'

�

g

R

+ �

2


os' � _'

2

�

mit Anfangswerten '(0) und _'(0) löst und in

x

1

(t) = x

1

(0) +

p

1

M

t+ �

2

R (sin'(0)� sin'(t))

einsetzt. Um die geplottete numeris
he und linearisierte Lösungen zu erhalten, haben wir

0:13 2:86

x

2

�1

�0:5

y

2

t = 0

t = 4

numeris
he

Lösung

linear.

Lösung

Abbildung 7.2:Die Bewegung des Massenpunktesm

2

für die im Text angegebenen Parameter

und Anfangsbedingungen.

die ni
htlineare Di�erentialglei
hung für den Winkel ' in ein System erster Ordnung umge�

wandelt und im File kugelpendel.s
i abgespei
hert:

fun
tion phidot=kugelpendel(t,phi)

phidot(1)=phi(2);

sinus=sin(phi(1));
osinus=
os(phi(1));
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phidot(2)=-sinus/(M-m2*
osinus

2

)*(m2*
osinus*phi(2)

2

+9.81*M/R)

endfun
tion

Die numeris
he Bere
hnung der Bahn von m

2

und deren graphis
he Darstellung wird von

der Routine kugelpendel.prg geleistet:

getf('kugelpendel.s
i');

p1=1.5; // Gesamtimpuls des Systems

x10=[0,0℄; // Anfangsort/ges
hwindigkeit von m1: [x10,dotx10℄

phi0=[1;1℄; // Anfangswinkel/ges
hwindigkeit von m2: [phi0,dotphi0℄

m2=1;M=3; // Massen in kg

R=1; // Länge des Pendelstabes in m

omega=sqrt(9.81*M/((M-m2)*R)); // Frequenz der linearierten Lösung

t=linspa
e(0,4,100);

// Lösung für phi in linearer Näherung

philin=phi0(1)*
os(omega*t)+phi0(2)/omega*sin(omega*t);

// numeris
he Lösung für phi

phi=ode(phi0,0,t,kugelpendel);

x1=x10(1)+p1/M*t+m2*R/M*(sin(phi0(1))-sin(phi(1,:))); // numeris
h

x1l=x10(1)+p1/M*t+m2*R/M*(sin(phi0(1))-sin(philin)); // linearisiert

// Bewegung des zweiten Körpers

x2=x1+R*sin(phi(1,:));

y2=-R*
os(phi(1,:));

x2l=x1l+R*sin(philin);

y2l=-R*
os(philin);

xbas
();

plot2d([x2',x2l'℄,[y2',y2l'℄);

In der obigen Figur (7.2) haben wir also folgende Parameter (in MKS-Einheiten) gewählt:

p

1

= 1:5; m

2

= 2; M = 3 und R = 1:

Die anfängli
hen Orte und Ges
hwindigkeiten sind

x

1

(0) = _x

1

(0) = 0; '(0) = _'(0) = 1:

Für die gewählten Anfangsbedingungen s
hwingt '(t) zwis
hen 1 und �1 hin und her.

Da die Linearisierung der Di�erentialglei
hung nur für ' � 1 begründet werden kann, ist

es do
h bemerkenswert, dass die Lösung der linearisierten Glei
hung für frühe Zeiten der

numeris
hen Lösung relativ genau folgt.

7.2.2 Homogenität der Zeit und Energieerhaltung

Im Lagranges
hen Formalismus ist es relativ einfa
h, einen Zusammenhang herzustellen

zwis
hen der Struktur des Euklidis
hen Raumes und der Zeit einerseits und den erhaltenen

Gröÿen andererseits. Diesen werden wir nun systematis
h ableiten.

Wir nennen ein System zeitli
h homogen, wenn si
h seine Eigens
haften als invariant ge�

genüber Zeitvers
hiebungen erweisen. Die Ergebnisse von Messungen sind dann unabhängig

vom Zeitpunkt der Messung. Dies bedeutet aber, daÿ die Lagrange-Funktion L des Systems
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ni
ht explizit von der Zeit abhängen kann. Wir werden sehen, daÿ die Invarianz bezügli
h

einer Vers
hiebung des Zeitursprungs,

L(t) = L(t+ �) =)

�L

�t

= 0: (7.33)

auf eine Erhaltungsgröÿe führt, die mit der Energie des Systems identi�ziert werden kann.

Wegen �L=�t = 0 hat man nämli
h

dL

dt

=

X

j

�

�L

�q

j

_q

j

+

�L

� _q

j

�q

j

�

(7:24)

=

X

j

(

�

d

dt

�L

� _q

j

�

_q

j

+

�L

� _q

j

�q

j

)

=

X

j

d

dt

�

�L

� _q

j

_q

j

�

=

d

dt

X

j

�L

� _q

j

_q

j

: (7.34)

De�nieren wir die Funktion

H(q; _q) =

X

j

�L

� _q

j

_q

j

� L (7.35)

so folgt für Systeme, deren Lagrange-Funktion ni
ht explizit von der Zeit abhängt, die

zeitli
he Konstanz dieser Funktion,

H(q

1

; : : : ; q

f

; _q

1

; : : : ; _q

f

) = 
onst. (7.36)

Sei nun L = T�V , mit T homogen quadratis
h in den verallgemeinerten Ges
hwindigkeiten.

Wir erinnern daran, daÿ F (x

1

; : : : ; x

n

) homogen vom Grade m heisst, wenn

F (�x

1

; : : : ; �x

n

) = �

m

F (x

1

; : : : ; x

n

) (7.37)

gilt. Dann gilt der Eulers
he Satz

n

X

j=1

�F

�x

j

x

j

= mF; (7.38)

wel
her lei
ht aus (7.37) folgt, wenn man diese Glei
hung na
h � ableitet und dann � = 1

setzt. Sei ferner das Potential V unabhängig von den verallgemeinerten Ges
hwindigkeiten

_q

j

. Dann ist die zeitunabhängige Funktion H in (7.35) glei
h

H =

X

j

�

� _q

j

(T � V ) _q

j

� T + V = T + V = E; (7.39)

also die Energie des Systems. In diesem Fall ist (7.36) der Energiesatz.

7.3 Kreisel im Lagrange Formalismus

Wenn ein Kreisel ni
ht frei ist, emp�ehlt si
h der Übergang von den Eulers
hen zu den La-

granges
hen Glei
hungen. Naheliegende verallgemeinerte Koordinaten sind die Eulers
hen

Winkel. Wählen wir das körperfeste kartesis
he System e

0

a

in Ri
htung der Haupta
hsen,
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dann s
hreibt si
h wegen (5.17) und (5.13) die kinetis
he Energie des unsymmetris
hen Krei�

sels gemäÿ

T =

A

2

!

02

1

+

B

2

!

02

2

+

C

2

!

02

3

=

A

2

�

sin sin# _'+ 
os 

_

#

�

2

+

B

2

�


os sin# _'� sin 

_

#

�

2

(7.40)

+

C

2

�


os# _'+

_

 

�

2

:

Dieser Ausdru
k ist homogen quadratis
h in den verallgemeinerten Ges
hwindigkeiten. Für

eine Potentialkraft mit Potential V ('; #;  ) führt die Lagrange-Funktion L = T � V auf

die Lagrange-Glei
hungen

d

dt

�T

� _'

�

�T

�'

= Q

'

d

dt

�T

�

_

#

�

�T

�#

= Q

#

(7.41)

d

dt

�T

�

_

 

�

�T

� 

= Q

 

mit den verallgemeinerten Kräften

Q

'

= �

�V

�'

=M

0

'

; Q

#

= �

�V

�#

=M

0

#

; Q

 

= �

�V

� 

=M

0

 

: (7.42)

Diese sind die Komponenten des Drehmoments um die raumfeste 3-A
hse, die Knotenlinie

und die körperfeste 3-A
hse. Die Energie E = T + V des Kreisels ist eine Konstante der

Bewegung.

In wel
her Beziehung stehen die Lagrange-Glei
hungen zu den Euler-Glei
hungen? Be�

tra
hte die dritte Lagrange-Glei
hung. Wegen

�T

�

_

 

= C!

0

3

und

�T

� 

= A!

0

1

!

0

2

�B!

0

2

!

0

1

ist die Lagrange-Glei
hung für  identis
h zur dritten Euler-Glei
hung

C _!

0

3

� (A�B)!

0

1

!

0

2

=M

0

 

:

Die erste und die zweite Euler-Glei
hung erhält man ebenfalls, allerdings ni
ht unmittelbar

als Lagrange-Glei
hungen für ' und #, weil diese die 'fals
hen' M-Komponenten haben.

Für den freien unsymmetris
hen Kreisel ist die kinetis
he Energie glei
h der Lagran-

ge-Funktion, T = L, und entspre
hend ist der Winkel ' eine zyklis
he Koordinate. Der

zugehörige zeitli
h erhaltene konjugierte Impuls

p

'

=

�L

� _'

= sin sin#A!

0

1

+ 
os sin#B!

0

2

+ 
os#C!

0

3

= R

31

L

0

1

+R

32

L

0

2

+R

33

L

0

3

= L

3

ist glei
h dem Drehimpuls um die raumfeste 3-A
hse.
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7.3.1 S
hwere symmetris
he Kreisel II

Für symmetris
he Kreisel vereinfa
ht si
h die kinetis
he Energie der Rotation (7.40) zu

T =

A

2

�

_

#

2

+ sin

2

# _'

2

�

+

C

2

�

_

 + 
os# _'

�

2

: (7.43)

Im Abs
hnitt (5.6) haben wir die potentielle Energie des gestützten symmetris
hen Kreisels

im S
hwerefeld bere
hnet. Damit ergibt si
h folgende Lagrange-Funktion

L =

A

2

�

_

#

2

+ sin

2

# _'

2

�

+

C

2

�

_

 + 
os# _'

�

2

�Mgs 
os#; (7.44)

wobei A;A;C die Hauptträgheitsmomente des symmetris
hen Kreisels bezügli
h des ruhen�

den Stützpunktes sind. O�ensi
htli
h sind ' und  zyklis
he Koordinaten. Die entspre
hen�

den zeitli
h konstanten konjugierten Impulse sind

p

 

= C(

_

 + 
os# _') � L

0

3

und p

'

= A sin

2

# _'+ L

0

3


os# � L

3

: (7.45)

Sie sind glei
h den erhaltenden Drehimpulsen um die Figurena
hse und die 3-A
hse. Da die

Lagrange-Funktion ni
ht explizit von der Zeit abhängt und da T homogen-quadratis
h in

den verallgemeinerten Ges
hwindigkeiten ist, ist na
h (7.36) die Energie

E =

A

2

�

_

#

2

+ sin

2

# _'

2

�

+

C

2

�

_

 + 
os# _'

�

2

+Mgs 
os#; (7.46)

eine Konstante der Bewegung. Mit (7.45) kann man _' und

_

 zu Gunsten von L

3

und L

0

3

aus der Energie eliminieren,

E =

A

2

_

#

2

+

(L

3

� 
os#L

0

3

)

2

2A sin

2

#

+

L

0 2

3

2C

+Mgs 
os# (7.47)

Dies ist eine Di�erentialglei
hung erster Ordnung für #. Führt man die Variable

u = 
os#

ein, so erhält man für u(t) die Di�erentialglei
hung

_u

2

= f(u); (7.48)

f(u) =

2

A

�

E �

L

0 2

3

2C

�Mgsu

�

�

1� u

2

�

�

�

L

3

� L

0

3

u

A

�

2

: (7.49)

Das kubis
he Polynom f(u) ist negativ für u = �1 und positiv für u ! 1. Die Variable u

liegt de�nitionsgemäÿ im Intervall [�1; 1℄ und deshalb muÿ das kubis
he Polynom f(u) in

diesem Intervall positive Werte annehmen, damit (7.48) eine reelle Lösung hat. Das Polynom

hat daher zwei Nullstellen u

1

� u

2

in diesem Intervall und die Bewegung ist auf den Berei
h

u

1

� u � u

2

bes
hränkt. Die dritte Nullstelle von f ist ebenfalls reell und gröÿer als 1, siehe

Abbildung (7.3).

Die Lösung ist als elliptis
hes Integral darstellbar,

t =

Z

u

u

0

du

0

p

f(u

0

)

: (7.50)
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u

f(u)

�1

1

u

1

u

2

Abbildung 7.3: Das kubis
he Polynom (7.49).

Die Figurena
hse pendelt zwis
hen den Werten #

1

= ar

osu

1

und #

2

= ar

osu

2

hin und

her und #(t) bes
hreibt die Nutation des s
hweren Kreisels, d.h. das 'Ni
ken' der Figuren�

a
hse gegenüber der raumfesten e

3

-A
hse.

Die Winkelges
hwindigkeit der Knotenlinie ergibt si
h na
h (7.45) zu

_' =

L

3

� L

0

3


os#

A sin

2

#

: (7.51)

Sie ändert bei der Bewegung ihr Vorzei
hen, wenn u

3

= L

3

=L

0

3

= 
os#

3

im Berei
h u

1

<

u

3

< u

2

liegt. Der Dur
hstoÿpunkt der Figurena
hse bes
hreibt dann auf der Einheitskugel

eine Kurve der in Abbildung (7.4
) skizzierten Art. Diese Kurve wird der Lo
us der Figu�

rena
hse genannt. Liegt aber #

3

ni
ht zwis
hen #

1

und #

2

, dann ergibt si
h eine Kurve wie

θ

θ

θ

θ

θ

θ

1

2

1

2

1

2

e3e3e3

a) b) c)

Abbildung 7.4: Der Lo
us der Figurena
hse des s
hweren symmetris
hen Kreisels.

in Abbildung (7.4a). Die Bewegung der Figurena
hse des s
hweren Kreisels in '-Ri
htung

bezei
hnet man als Präzession. Im allgemeinen hat man eine Überlagerung von Präzession

und Nutation. Wählt man die Bedingungen so, daÿ u

1

= u

2

gilt, dann ist # =konstant

und _'=konstant. Diese nutationsfreie Bewegung des Kreisels bezei
hnet man als reguläre
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Präzession. Die reguläre Präzession ist beim s
hweren Kreisel (im Gegensatz zum Fall des

kräftefreien symmetris
hen Kreisel) ein partikuläre Bewegungsform desselben.

Ähnli
h wie für den unsymmetris
hen kräftefreien Kreisel, kann die Lösung für den symmetri�

s
hen kräftefreien dur
h elliptis
he Funktionen ausgedrü
kt werden. Für ein weitergehendes

Studium von Kreiseln verweise i
h auf die Literatur [9℄.

7.4 Ei
htransformationen

Wir nehmen an es gäbe ein verallgemeinertes Potential V = V (t; q; _q) als Funktion der

verallgemeinerten Koordinaten und Ges
hwindigkeiten, so daÿ si
h die verallgemeinerten

Kräfte (7.8) wie folgt s
hreiben lassen,

Q

j

=

d

dt

�V

� _q

j

�

�V

�q

j

: (7.52)

Dann folgt aus (7.19)

f

X

i=1

�

d

dt

�T

� _q

j

�

�T

�q

j

�Q

j

�

Æq

j

=

f

X

i=1

�

d

dt

�T

� _q

j

�

�T

�q

j

�

d

dt

�V

� _q

j

+

�V

�q

j

�

Æq

j

=

f

X

i=1

�

d

dt

�L

� _q

j

�

�L

�q

j

�

Æq

j

= 0

mit der Lagrange-Funktion

L(t; q; _q) = T (t; q; _q)� V (t; q; _q): (7.53)

Für holonome Zwangsbedingungen sind die virtuellen Verrü
kungen Æq

j

beliebig und es

folgen die Lagrange-Glei
hungen zweiter Art

d

dt

�L

� _q

j

�

�L

�q

j

= 0: (7.54)

Das verallgemeinerte Potential kann ni
ht beliebig gewählt werden. Um dies einzusehen,

wenden wir die Kettenregel auf (7.52) an,

Q

j

=

f

X

k=1

�

2

V

�q

k

� _q

j

_q

k

+

f

X

k=1

�

2

V

� _q

k

� _q

j

�q

k

+

�

2

V

�t� _q

j

�

�V

�q

j

: (7.55)

Da die verallgemeinerten Kräfte (7.8) ni
ht von den Bes
hleunigungen abhängen sollen, darf

das Potential V hö
hstens linear von den verallgemeinerten Ges
hwindigkeiten _q

j

abhängen.

Es muÿ deshalb die Form

V (t; q; _q) = U(t; q) +

f

X

k=1

B

k

(t; q) _q

k

(7.56)

haben. Dies führt auf verallgemeinerten Kräfte der Gestalt

Q

j

= �

�U

�q

j

+

�B

j

�t

+

f

X

k=1

�

�B

j

�q

k

�

�B

k

�q

j

�

_q

k

; (7.57)

192



die hö
hstens linear von den Ges
hwindigkeiten abhängen.

Wir betra
hten nun den einfa
hen Fall eines Punktteil
hens, das keine Nebenbedingungen

erfüllt, so daÿ die kartesis
hen Koordinaten als verallgemeinerte Koordinaten gewählt werden

dürfen. Dann gehen die verallgemeinerten Kräfte (7.57) über in Komponenten der Kraft

bezügli
h einer kartesis
hen Basis,

F

a

= �

�U

�x

a

+

�B

a

�t

+

3

X

b=1

�

�B

a

�x

b

�

�B

b

�x

a

�

_x

b

: (7.58)

Für B

a

= 0 ist dies o�ensi
htli
h eine Potentialkraft.

Wir betra
hten nun die Lorentz-Kraft auf eine bewegte Ladung q im elektromagnetis
hen

Feld im SI-Einheitensystem,

F = qE+ qv ^B =) F

a

= qE

a

+ q�

ab


_x

b

B




: (7.59)

Die elektris
he Feldstärke E und die magnetis
he Induktion B lassen si
h aus dem skalaren

Potential ' und dem Vektorpotential A gewinnen

E = �r'�

�A

�t

() E

a

= �

�'

�x

a

�

�A

a

�t

B = r ^ A () B

a

= �

ab


�A




�x

b

: (7.60)

Wir setzen dies in die Formel (7.59) für die Komponenten der Lorentz-Kraft ein,

F

a

= �q

�'

�x

a

� q

�A

a

�t

+ q

�

�A

b

�x

a

�

�A

a

�x

b

�

_x

b

: (7.61)

Der Verglei
h mit (7.58) führt auf die Identi�kationen

U = q' und B

a

= �qA

a

:

Demna
h lautet die Lagrange-Funktion eines geladenen (ni
htrelativistis
hen) Teil
hens

im elektromagnetis
hen Feld

L(t; r;

_

r) = T (

_

r)� V (t; r;

_

r) =

m

2

_

r

2

� q'(t; r) + qA(t; r) �

_

r: (7.62)

Es stellt si
h nun die Frage, ob vers
hiedene Lagrange-Funktionen zu denselben Bewe�

gungsglei
hungen führen können, oder ob L eindeutig bestimmt ist. Wir werden nun zeigen,

daÿ es vers
hiedene Lagrange-Funktionen gibt, die zu denselben Bewegungsglei
hungen

Anlass geben. Dazu untersu
hen wir die Transformation

L

0

(t; q; _q) = L(t; q; _q) +

dF (t; q)

dt

; (7.63)

wobei F = F (t; q) eine beliebige Funktion der Zeit und Koordinaten darstellt, so daÿ

L

0

(t; q; _q) = L(t; q; _q) +

f

X

k=1

�F

�q

k

_q

k

+

�F

�t

(7.64)
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gilt. Die partiellen Ableitungen der neuen Lagrange-Funktion na
h den verallgemeinerten

Ges
hwindigkeiten und Koordinaten sind

�L
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� _q

j

=

�L

� _q
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+

�F

�q

j

;

�L
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j

=
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+
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2
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k
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k

+

�

2

F
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j

�t;

und führen s
hlieÿli
h zu

d

dt
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=
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�q
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�
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2

F

�q

j

�t

(7:54)

= 0: (7.65)

Es wurde benutzt, daÿ man die zweiten partiellen Ableitungen bei zweimal di�erenzierba�

ren Funktionen vertaus
hen darf. Man kann also die Lagrange-Funktion der me
hanis
hen

Ei
htransformation (7.63) unterziehen, ohne daÿ si
h die Bewegungsglei
hungen ändern.

Demna
h sind alle dur
h (7.63) miteinander verbundenen Lagrange-Funktionen als glei
h�

bere
htigt anzusehen. Man nennt die Abbildung L! L

0

eine Ei
htransformation mit Ei
h�

funktion F . Oft sagt man au
h, L und L

0

seinen ei
h-äqivalente Lagrange-Funktionen.

So ist zum Beispiel die Lagrange-Funktion L in (7.62) ei
h-äquivalent zu

L

0

(t; r;

_

r) =

m

2

_

r

2

� q'

0

(t; r) + qA

0

(t; r) �

_

r mit

'

0

= '+

��

�t

und A

0

= A�r�; (7.66)

wobei wir F = �q� gesetzt haben. Die ei
h-transformierten Potentiale '

0

und A

0

geben

Anlaÿ zu derselben Lorentz-Glei
hung wie die ursprüngli
hen Potentiale ' und A. Dies

sollte sie ni
ht erstaunen, da (';A) und ('

0

;A

0

) zu demselben elektris
hen Feld und zu

derselben magnetis
hen Induktion führen.

Das folgende einfa
he Beispiel zeigt, daÿ neben einer Standard-Lagrange-Funktion L wei�

tere Lagrange-Funktionen existieren können, die ni
ht ei
h-äquivalent zu L sind, aber auf

dieselben Bewegungsglei
hungen führen. So erhält man die einfa
he Bewegungsglei
hung

�x+ x = 0 (7.67)

sowohl aus der Standard-Lagrange-Funktion

L =

1

2

�

_x

2

� x

2

�

als au
h aus folgenden Lagrange-Funktionen:

^

L

1

= 2

_x

x

ar
tan

_x

x

� log( _x

2

+ x

2

)

^

L

2

=

1

3

_x

4

+ 2 _x

2

x

2

� x

4

^

L

3

=

1

x

2

�

_x

2

+ x

2

�

1=2

:

Diese sind ni
ht ei
h-äquivalent zu L. Es gibt keine Funktionen F

i

(t; q); i = 1; 2; 3, für die

^

L

i

= L+

_

F

i

gilt. Zum Beispiel führt

^

L

2

auf die Bewegungsglei
hung

f(x; _x)

�

�x+ x

�

= 0; f(x; _x) = 4(x

2

+ _x

2

) � 0;

wel
he die ursprüngli
he Glei
hung (7.67) impliziert.
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7.5 Forminvarianz der Lagrange-Glei
hungen

Die Bewegungsglei
hungen in Newtons
hen Me
hanik sind unter Punkttransformationen

q

j

�! Q

j

= Q

j

(t; q) mit det

�

�Q

j

�q

k

�

6= 0; (7.68)

ni
ht forminvariant. So lauten für die Zentralkraftbewegung die Bewegungsglei
hungen in

Polarkoordinaten ni
ht

m�r = �

�V

�r

und mr

2

�' = �

�V

�'

(fals
h!),

wie man es bei Forminvarianz erwarten würde, sondern

m(�r � r _'

2

) = �

�V

�r

und mr(r �' + 2 _r _') = 0;

siehe (2.105). Die Lagrange-Glei
hungen sind dagegen forminvariant, behalten also ihre

Form unter Punkttransformationen bei. Um dies zu beweisen, gehen wir von den Lagran-

ge-Glei
hungen in den alten Koordinaten aus und re
hnen sie in die neuen Koordinaten um.

Mit

_q

j

=

f

X

k=1

�q

j

�Q

k

_

Q

k

+

�q

j

�t

folgt

� _q

j

�

_

Q

k

=

�q

j

�Q

k

: (7.69)

Die Lagrange-Funktion in den neuen Koordinaten Q erhalten wir dur
h Einsetzen der

inversen Punkttransformation q

j

= q

j

(t; Q) in die alte Lagrange-Funktion

L

0

(t; Q;

_

Q) = L

h

q(t; Q); _q(t; Q;

_

Q); t

i

: (7.70)

Demna
h ändern Lagrange-Funktionen zwar ihre Form, ni
ht aber ihren Wert. Mit den

Umre
hnungen

�L

0

�Q

j

=

f

X

k=1

"

�L

�q

k

�q

k

�Q

j

+

�L

� _q

k

� _q

k

�Q

j

#

�L

0

�

_

Q

j

=

f

X

k=1

�L

� _q

k

� _q

k

�

_

Q

j

(7:69)

=

f

X

k=1

�L

� _q

k

�q

k

�Q

j

d

dt

�L

0

�

_

Q

j

=

f

X

k=1

"

�

d

dt

�L

� _q

k

�

�q

k

�Q

j

+

�L

� _q

k

� _q

k

�Q

j

#

;

wobei wir im letzten S
hritt die s
hon früher bewiesene Tatsa
he benutzten, daÿ die Zeita�

bleitung von �q

k

=�Q

j

glei
h der partiellen Ableitung von _q

k

na
h Q

j

ist, folgt dann

d

dt

�L

0

�

_

Q

j

�

�L

0

�Q

j

=

f

X

k=1

"

d

dt

�L

� _q

k

�

�L

�q

k

#

�q

k

�Q

j

;

oder, da für eine Punkttransformation die Ableitungsmatrix (�q

k

=�Q

j

) invertierbar ist, daÿ

d

dt

�L

0

�

_

Q

j

�

�L

0

�Q

j

= 0()

d

dt

�L

� _q

k

�

�L

�q

k

= 0 (7.71)
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ist. Wenn die Lagrange-Glei
hungen in einem Koordinatensystem erfüllt sind, so sind sie

es au
h in jedem anderen. Die Glei
hungen sind unter Punkttransformationen forminvari�

ant. Wegen der im Allgemeinen vers
hiedenen Gestalt der Lagrange-Funktionen ist das

explizite Aussehen der Bewegungsglei
hungen natürli
h von den Koordinaten abhängig. Die

Forminvarianz ist sehr nützli
h, da sie oft eine mühelose Aufstellung der Bewegungsglei
hun�

gen in beliebigen (zulässigen) Koordinatensystemen, zum Beispiel au
h in bes
hleunigten

Bezugssystemen, ermögli
ht.

7.6 Symmetrien und Erhaltungsgröÿen: Noether-Theorem

Im Abs
hnitt (7.2.1) haben wir bereits gesehen, daÿ die kanonis
h konjugierten Impulse

p

j

=

�L

� _q

j

(7.72)

von zyklis
hen Koordinaten q

j

Erhaltunggröÿen sind. Es folgt unmittelbar, daÿ Symmetrien

Erhaltungssätze na
h si
h ziehen: Wenn ein me
hanis
hes System unter der Vers
hiebung

einer Koordinate q

j

invariant ist (eine Symmetrie aufweist), so kann diese Koordinate ni
ht

in der Lagrangefunktion auftreten und ist daher zyklis
h. Der zugehörige Impuls p

j

bildet

dann eine Erhaltungsgröÿe. Somit liefern Symmetrien zyklis
he Koordinanten und damit die

Erhaltung der entspre
henden Impulse. Die Ausarbeitung dieser Beoba
htung ist der Inhalt

des Theorems von Emmy Noether

2

, das wir jetzt bespre
hen werden.

Wie soeben diskutiert, sind Koordinaten, deren Vers
hiebung

q

j

�! q

0j

= q

j

+ �; (7.73)

die Lagrange-Funktion ni
ht ändern,

L(t; q

1

; : : : ; q

j�1

; q

j

+ �; q

j+1

; : : : ; q

f

; _q

1

; : : : ; _q

i

; : : : ; _q

f

)

= L(t; q

1

; : : : ; q

j�1

; q

j

; q

j+1

; : : : ; q

f

; _q

1

; : : : ; _q

i

; : : : ; _q

f

)

zyklis
h, und die entspre
henden Impulse sind Erhaltungsgröÿen. Man sagt dann, L sei

translationsinvariant bezügli
h der verallgemeinerten Ri
htung q

j

, oder au
h L sein invari�

ant bezügli
h der Transformation

q

0j

= q

j

+ �; q

0k

= q

k

für k 6= j:

Man kommt so ganz natürli
h auf die Idee, daÿ allgemein das Auftreten von Konstanten der

Bewegung mit Transformationseigens
haften von L zusammenhängt. In der Tat ist es Em-

my Noether gelungen, einen sol
hen allgemeinen Zusammenhang herzustellen. Um diesen

einzusehen, untersu
hen wir Koordinatentransformationen

q

j

�! q

0j

= q

0j

(t; q; �); j = 1; : : : ; f; (7.74)

die invertierbar

q

j

= q

j

(t; q

0

; �) (7.75)

2

Genau genommen, gibt es zwei Theoreme von E. Noether, wel
he si
h auf Symmetrien beziehen.
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und in dem kontinuierli
hen Parameter � stetig di�erenzierbar sein müssen. Für � = 0 sollen

die neuen Koordinaten q

0

in die alten übergehen,

q

0j

(t; q; � = 0) = q

j

: (7.76)

Beispiele für sol
he Koordinatentransformationen sind die Galilei-Transformationen. Wir

ersetzen die alten Koordinaten dur
h die neuen und �nden die Lagrange-Funktion in den

neuen Koordinaten,

L(t; q; _q) = L

h

t; q(t; q

0

; �);

d

dt

q(t; q

0

; �)

i

� L

0

(t; q

0

; _q

0

; �); (7.77)

Wir bere
hnen die partielle Ableitung von L

0

na
h dem Parameter �, wobei die Variablen

q

0j

; _q

0j

festgehalten werden:

�L

0

��

=

f

X

j=1

"

�L

�q

j

�q

j

(t; q

0

; �)

��

+

�L

� _q

j

�

��

n

d

dt

q

j

(t; q

0

; �)

o

#

(7:54)

=

f

X

j=1

"

n

d

dt

�L

� _q

j

o

�q

j

(t; q

0

; �)

��

+

�L

� _q

j

d

dt

n

�

��

q

j

(t; q

0

; �)

o

#

(7.78)

=

d

dt

"

f

X

j=1

�L

� _q

j

�q

j

(t; q

0

; �)

��

#

:

Diese Identität gilt für alle Werte von �. Sie vereinfa
ht si
h für � = 0, da wegen (7.76)

dann die neuen Koordinaten glei
h den alten sind.

Interessant sind für uns Koordinatentransformationen, wel
he die Lagrange-Funktion in�

variant lassen

L(t; q; _q)

(7:77)

= L

0

(t; q

0

; _q

0

; �)

Invarianz

= L(t; q

0

; _q

0

) (7.79)

Wegen der zweiten Glei
hung hängt L

0

bei festgehaltenen q

0

und _q

0

ni
ht von � ab. Dies darf

man ni
ht aus der ersten Glei
hung s
hlieÿen: Ändern wir � bei festgehaltenen q

0

und _q

0

, so

ändern si
h im allgemeinen die alten Koordinaten q

j

und alten Ges
hwindigkeiten _q

j

und

damit L(t; q; _q). Aber wegen der Invarianz von L vers
hwindet die linke Seite in (7.78) und

es folgt sofort das bedeutende

Satz von Emmy Noether: Die Funktion

I(t; q; _q) =

f

X

j=1

�L

� _q

j

�q

j

(t; q

0

; �)

��

�

�

�

�=0

(7.80)

ist eine Erhaltungsgröÿe, wenn die Lagrange-Funktion unter der kontinuierli
hen, stetig

di�erenzierbaren Koordinatentransformation (7.74) invariant ist. Zu jeder Transformation

(7.74), wel
he L ni
ht ändert, gehört eine Konstante der Bewegung.

Der zu einer zyklis
hen Koordinate gehörende Erhaltungssatz folgt sofort aus (7.80) mit

q

0j

= q

j

+ �.
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Verallgemeinerungen: Man erhält au
h eine Erhaltungsgröÿe, wenn die Lagrange-Funktion

L unter den Transformationen (7.74) in ei
h-äquivalente Lagrange-Funktionen übergeht,

L

0

(t; q

0

; _q

0

; �) = L

h

t; q(t; q

0

; �);

d

dt

q(t; q

0

; �)

i

= L(t; q

0

; _q

0

) +

d

dt

F (t; q

0

; �): (7.81)

In dieser allgemeineren Situation lautet die Erhaltungsgröÿe

I =

f

X

j=1

�L

� _q

j

�q

j

(t; q

0

; �)

��

�

�

�

�=0

�

�F (t; q

0

; �)

��

�

�

�

�=0

: (7.82)

Die Glei
hungen (7.80) sind ein Spezialfall dieser Glei
hung.

7.6.1 Isotropie des Raumes und Drehimpulserhaltung

Man nennt eine System räumli
h isotrop, wenn si
h die Eigens
haften des Systems bei belie�

bigen Drehungen ni
ht ändern. Die Lagrange-Funktion eines räumli
h isotropen Systems

sollte invariant sein unter glei
hzeitiger Drehung der Positionen aller Teil
hen. Zum Beispiel

ist die Lagrange-Funktion

L(t; r;

_

r) =

m

2

_

r

2

� V (t; r); r = jrj (7.83)

für ein Punktteil
hen in einem rotationssymmetris
hen Potential invariant unter Drehungen

um den Ursprung,

r = R

�

r

0

; R = R

�

2 SO(3); (7.84)

wie man lei
ht sieht,

L(t; r;

_

r) = L

0

�

t; r

0

;

_

r

0

; �

�

� L

�

t; R

�

r

0

;

d

dt

(R

�

r

0

)

	

= L

�

t; r

0

;

_

r

0

):

Hier könnte man zum Beispiel für � einen der drei Euler-Winkel wählen. Na
h dem

Noether-Theorem ist

I = m

_

r

�

��

�

R

�

r

0

�

�

�

�=0

zeitunabhängig. Für R

�

wählen wir nun eine Drehung um die A
hse in Ri
htung von e mit

Winkel �. Dann ist

3

I = p �

�

e ^ r) = e � (r ^ p) = e � L: (7.85)

Ist L invariant unter Drehungen um beliebige A
hsen, dann sind alle e �L Erhaltungsgröÿen,

daÿ heiÿt alle Komponenten des Drehimpulses. Insbesondere sind für die drehinvariante

Lagrange-Funktion (7.72) alle Komponenten des Drehimpulses,

L

1

; L

2

; L

3

(7.86)

Konstanten der Bewegung.

3

setze w = e in (5.10)
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Wie man lei
ht beweist, ist für ein N -Körpersystem die Lagrange-Funktion

L =

X

m

i

2

_

r

2

i

�

X

i<j

V

�

jr

i

� r

j

j

�

(7.87)

ebenfalls drehinvariant, also invariant unter

r

i

= R

�

r

0

i

; i = 1; : : : ; N; (7.88)

d.h. unter glei
hzeitiger Drehung aller N Teil
hen. Die zugehörige Erhaltungsgröÿe �ndet

man ganz analog wie für ein Punktteil
hen. Es ist der gesamte Drehimpuls,

L =

N

X

i=1

L

i

; L

i

= r

i

^ p

i

: (7.89)

Ist die Lagrange-Funktion nur invariant unter Rotationen um die z-A
hse, dann ist L

3

eine

Konstante der Bewegung, ni
ht aber L

1

oder L

2

. Dies erklärt zum Beispiel, warum für den

s
hweren symmetris
hen Kreisel die Drehimpulse L

1

und L

2

ni
ht erhalten sind. Dagegen

wird au
h für den s
hweren unsymmetris
hen Kreisel die Komponente L

3

des Drehimpulses

in Ri
htung der S
hwerebes
hleunigung eine erhaltene Gröÿe sein.

7.6.2 Homogenität des Raumes und Impulserhaltung

Ein System heiÿt räumli
h homogen, wenn seine Eigens
haften unabhängig vom Ort sind,

d.h., wenn eine Vers
hiebung des gesamten Systems die Meÿergebnisse ni
ht ändert. Glei�


he Messungen an identis
hen Systemen im Abbeanum und Max-Wien-Platz sollten glei
he

Resultate ergeben. Das ist z.B. dann der Fall, wenn die auftretenden Kräfte nur von den Teil�


henabständen abhängen. Zum Beispiel ist die Lagrange-Funktion (7.87) invariant unter

glei
hzeitiger Vers
hiebung aller N Teil
hen um einen konstanten Vektor,

r

i

= r

0

i

+ a: (7.90)

Wählen wir für a eine Vers
hiebung um die Länge � in Ri
htung von e, so ist die zugehörige

Erhaltungsgröÿe in (7.80) glei
h

I =

X

m

i

_

r

i

d

d�

�

r+ �e

�

�

�

�=0

= e �

X

i

p

i

= e �P: (7.91)

Damit sind alle drei Komponenten des gesamten Impulses P,

P

1

; P

2

; P

3

(7.92)

erhaltene Gröÿen. Ist das System zum Beispiel nur invariant bezügli
h Translationen in die

x-Ri
htung, dann ist nur der Impuls in diese Ri
htung eine Konstante der Bewegung. Dies

ist der Grund dafür, daÿ beim Rollpendel nur der Impuls in die x-Ri
htung erhalten ist.

Die erstaunli
hen Beziehungen zwis
hen Symmetrien der Raumzeit und Erhaltungssätzen

Homogenität der Zeit () Energieerhaltungssatz

Homogenität des Raumes () Impulserhaltungssatz

Isotropie des Raumes () Drehimpulserhaltungssatz
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sind keinesfalls auf die ni
htrelativistis
he Me
hanik bes
hränkt. Sie gelten zum Beispiel

au
h in relativistis
hen (Quanten)Feldtheorien.
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