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Aufgabe 22: Adiabatische Entmagnetisierung (Kiihlung) 2+2+1 = 5 Punkte

Wir betrachten ein magenetisierbares Medium, modelliert durch N Spins, und vernachléssigen mecha-
nische Betrédge aufgrund einer Volumenénderung, so dass dF' = —SdT — MdH. Die Magnetisierung
héange vom magnetischen Feld wie folgt ab:

uH
M(T,H) = Nptanh — .
(T, H) = Nputanh &7

Aus der Statistischen Mechanik ist bekannt, dass fiir (nicht-wechselwirkende) Spins die Entropie .S nur

eine Funktion der Variablen x = pH/kT ist, und wegen ihrer informationstheoretischen Bedeutung
erwarten wir, dass S(x = 0) = kN log 2 ist.

1. Berechnen Sie nCy (T, H) — nCg(T,0) als Funktion von .

2. Berechnen Sie die Entropieanderung S(7', H).
Hinweis: um die ,Integrationskonstante S(7°,0) zu finden, kénnte die Information in der Aufga-
benstellung niitzlich sein.

3. Charakterisieren Sie die Adiabaten und begriinden Sie, dass bei einer adiabatischen Entmagne-
tisierung der Paramagnet abkiihlt.

Aufgabe 23: Trajektorie und Hamiltonscher Fluss 14+142+1+2 = 7 Punkte

Wir betrachten den ein-dimensionalen harmonischen Oszillator mit Hamiltonfunktion

P mw?

£ L
om T 9 ¢

Der Phasenraum ist I' = R?. Im Folgenden wihlen wir ein Einheitensystem, in dem m = w = 1 gilt.

1. Bestimmen Sie das Hamiltonsche Vektorfeld Xy = JV H. Skizzieren Sie das Vektorfeld.
2. Bestimmen Sie die Trajektorie mit Anfangspunkt (go,pp) im Phasenraum.
3. Der Fluss ®; : R2 — R? ist eine lineare Abbildung

Oy(z) =Mz, x= (q>
p
Was fiir eine Matrix ist M;? Zeigen Sie, dass M; eine symplektische Matrix ist.
Bemerkung: fiir nichtlineare Systeme ist ®; natiirlich keine lineare Abbildung.
4. Betrachte nun ein im Schwerefeld fallendes Teilchen mit

2
H = L + mg=z.
2m

Skizziere das Hamiltonsche Vektorfeld.



5. Der Fluss hat die Form

¢i(x) = Myx+b(t), x= <;>

Bestimme M; und b(t) und beweise, dass ¢; symplektisch ist.

Aufgabe 24: Volumen einer n-dimensionalen Kugel 2+1 = 3 Punkte

Argumentieren Sie, warum das gesamte Volumen einer n-dimensionalen Kugel vom Radius R bereits
in der diinnen Oberflachenschicht an der Kugeloberfliche enthalten ist, wenn n hinreichen grofs ist.

1. Wie groR muss n sein, damit innerhalb der diinnen Kugelschale mit innerem Radius (1—107%)R
und #uferem Radius R bereits der (1 — 1076)’te Teil des Volumens der Kugel enthalten ist.

2. Plotten Sie die relevanten Funktionen r — ™ fiir n = 1,5, 10 und 100.
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