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Aufgaben fir Bachelorstudenten

Aufgabe 20: Trajektorie und Hamiltonscher Fluss 14+142+1+2 = 7 Punkte
Wir betrachten den ein-dimensionalen harmonischen Oszillator mit Hamiltonfunktion
2 2
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Der Phasenraum ist I' = R2. Im Folgenden wihlen wir ein Einheitensystem, in dem m = w = 1 gilt.

1. Bestimmen Sie das Hamiltonsche Vektorfeld Xy = JV H. Skizzieren Sie das Vektorfeld.
2. Bestimmen Sie die Trajektorie mit Anfangspunkt (qo, pg) im Phasenraum.
3. Der Fluss ®; : R2 — R? ist eine lineare Abbildung

Oy(x) =Mz, == (q)
p
Was fiir eine Matrix ist M,;? Zeigen Sie, dass M; eine symplektische Matrix ist.
Bemerkung: fiir nichtlineare Systeme ist ®; natiirlich keine lineare Abbildung. Betrachte nun ein
im Schwerefeld fallendes Teilchen mit

2
H= b + mg=z.
2m
4. Skizziere das Hamiltonsche Vektorfeld.
5. Der Fluss hat die Form

¢i(x) = Myx +b(t), &= (;)

Bestimme M; und b(t) und beweise, dass ¢; symplektisch ist.

Aufgabe 21: Volumen im Phasenraum 141 = 2 Punkte

Ein Teilchen mit Energie E bewegt sich frei in einem Kasten mit Volumen V. Berechne das Volumen
®(F) im Phasenraum, welches das Teilchen ,ausfiillt“. Und zwar im allgemeinen Fall und im nicht-
relativistischen Grenzfall.

Aufgabe 22: Energieschale 4 Punkte

In einem Behélter befinden sich NV Teilchen eines idealen Gases. Ein Makrozustand umfasse alle Phasen-
raumpunkte z € I’ mit Energien Fy < H(z) < E. Wir untersuchen das Phasenraumvolumen, welche
diese Zustdnde im Phasenraum einnehmen. Berechnen und diskutieren Sie fiir grofse N das Phasen-
raumvolumen einer Energieschale mit £y = F — ¢ und Fy = E mit einer relativen Dicke 0 < ¢ < 1
im Verhaltnis zum Phasenraumvolumen aller Zustdnde innerhalb der Energiekugel mit £; = 0 und
Ey, = F.



Hinweis: Die nicht-wechselwirkenden Teilchen haben alle die gleiche Masse, so dass die Bedingung
H(xz) < E eine einfache geometrische Bedeutung im Impulsraum hat. Berechnen Sie nur das Verhalt-
nis der Volumen im Phasenraum, dann heben sich geometrische Faktoren weg.

Aufgabe 23: Poisson-Verteilung und ideales Gas 3+3 = 6 Punkte

Betrachte eine (mono-atomares) ideales Gas mit N Molekiilen in einem Volumen V. Zeige, dass die
Wahrscheinlichkeit, n Molekiile in einem kleinen Teilvolumen A C V zu finden im Grenzfall N — oo
durch eine Poisson-Verteilung gegeben ist,

p, = <M
n!

wobei (n) = NA/V die mittlere Anzahl Molekiile im Teilvolumen ist.
Hinweis: Als Zwischenresultat (gibt 3 Punkte) sollten sie

P v <§)n<l‘§>m

erhalten. Hierin lassen Sie N bei endlichem (n) gegen Unendlich streben und benutzen die Stirling’sche
Néherungsformel fiir N! sowie die Naherung (1 — 2/N)N ~ 2.

Abgabetermin: vor der Vorlesung am Donnerstag, 08. Dezember 2016



