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@ Warum Raumzeitkontinuum — Gitter

e Funktionalintegrale

© Skalarfeld auf dem Gitter und Spinmodelle
@ Monte Carlo Simulationen

G Gittereichtheorien
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Warum diskretisieren wir Quantenfeldtheorien

@ schwach wechselwirkende Systeme:
Teilsystem weitgehend unabhéngig von anderen Teilsystemen

>

vV Yy VY VY VY

schwach korrelierte Quantensysteme

schwach wechselwirkende eff. Freiheitsgrade (Quasiteilchen)
Halbleiterphysik

Quantenelektrodynamik

Schwache Wechselwirkung

Starke Wechselwirkung bei hohen Energien
Schwachfeld-Gravitation

@ Stérungstheorien anwendbar
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@ stark wechselwirkende Systeme:
Eigenschaften durch Zusammenwirken der Teilsysteme erklarbar

» stark wechelwirkende, stark korrelierte Teilsysteme
Hochtemperatur-Supraleiter

ultrakalte Atome in optischen Gittern

Spinsysteme in der N&ahe von Phaseniibergédngen

Starke Wechselwirkung bei niedrigen Energien
Starkfeldgravitation, Binarsysteme von schwarzen Léchern

vV vy vYVvYyy

@ Je nach Skala kann Theorie schwach oder stark wechselwirken
@ braucht nicht-stérungstheoretische Methoden
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Was kann ein Theoretiker tun?

@ exakt Iésbare Modelle (Ising-, Schwinger-, Thirringmodell)
@ phanomenologische Modelle fiir effektive Freiheitsgrade
@ N&herungen:

Molekularfeldn&dherung, starke Kopplungsentwicklung,
Entwicklung fir hohe/tiefe Temperaturen, . ..

@ funktionale Methoden:
oo-System von gekoppelten Schwinger-Dyson Gleichungen
funktionale Renormierungsgruppengleichungen

@ ab-initio Gittersimulationen
Gitter-QFT bei T > 0 : spezielles statistisches System
méchtige Simulationsmethoden der statischen Physik
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Pfadintegraldarstellung der Quantenmechanik

@ Wahrscheinlichkeitsamplitude fiir Propagation von ¢ — ¢’ in Zeit t
K(t,q',q) = (q'|e""/"|q) Propagator

@ Feynman: K(t, g, q') = gewichtete Summe (ber alle Pfade
@ System kann langs jedes Pfades von g nach g’ gelangen

q0)=q and q(t)=¢

@ Superpositionsprinzip fir Wahrscheinlichkeitsamplitude

K(t, qu q) -~ Z eiS[Weg]/h

alleWege
@ einzelner Weg tragt mit ~ exp (iS[Weg]/h) bei
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@ formales Pfadintegral

q(t)=q’ )
K(t,q,q) x / Dqe'Sla/n
q(0)=q

@ Beispiel: Teilchen in R:

q

Andreas Wipf (FSU Jena)

stickweise linearer Weg
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@ Diskretisierung fur Teilchen in R

! : m .
Sz/o L(q.q)ds,  L=754"-V(q)

@ Zeitgitter: t — tx = ke, k=0,1,...,n
Gitterkonstante ¢ = t/n
Daten eines Wegs: q(fx) = gx mit go = q, q(n) =
@ Ableitung — Differenzenquotient

q(tk) ~ qk+1€_ Ak

@ Integral — Riemannsche Summe
t
/ ds V ZS V qk
0
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@ Pfadintegral durch Grenzprozess definiert:

/ f— i RS m n/2
K(t.q,q) = nleoo/dm dgn-1 (27715)

k=n—1 2
; m(Qk+1 — Gk _
exp{ 5 kz_; (2 ( . ) V(Qk)) }

@ freies Teilchen (V = 0)

X

m 1/2 : / 2
/ _ im(q’'—q)</2ht
KO(tvqaq) <27Tlht> €

@ AauBere Eich- oder Gravitationsfelder: Diskretisierung subtiler
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Euklidsches Pfadintegral

@ euklidische Formulierung <= Hilbertraumtheorie
@ setze t = —ir in Propagator =

K(-ir,q',q) = K(7,q',q) = (q'le"""""|q)

@ Pfadintegral fir K(t, q’, g) = Pfadintegral fir K(7,q, q)
o flirt — —ir =
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@ euklidisches Pfadintegral
q(r)=q'
K(7.q,q) / Dge~ =/
9(0)=q

@ regularisierte Gitterversion go = q, gn = ¢'.

S M N2 5.(q0.Gr..qn)/h
K(r.q,q) = lim /dcﬁ dan-1 ()

mit _EZ{ <qk+1q")2+ V(qk)}

@ wohldefiniertes Wiener-Maf auf Wegen g — ¢’
@ MaB(diff.bare Wege) = 0
Maf3(stetige Wege) = 1
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Quantenstatistik

@ Setze 7 = hB und @' = g, integriere Uber g
[ daKns.q.0) =ue = Z(6) = Y P

@ kanonische Zustandssumme zu Hamilton-Operator H
@ inverse Temperatur 5 =1/kgT
@ Pfadintegraldarstellung fur Zustandssumme

Z(B) ?{ DqeSelal/h
q(0)=q(ng)

@ euklidisches Pfadintegral Gber g-periodische Wege
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@ Gittertheorie = klassisches Spinmodell

— i M "2 (g1, 0/
Z(8) = nleoo/dm YT (zmg) e

@ Periodizitat: go = qn
@ Temperaturabhangigkeit e = #3/n
@ harmonischen Oszillator mit Kreisfrequenz w (h = 1)

_ e 2
Kw(/Bv aq, q) = meXp{—mwtanh(wﬁ/Z)q }

@ Integral Gber g =

1 —,Bw/2 —nBw __ —BEn
25) = S sinn(Bw/2) ~ Ze =D ¢
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@ Energien des harmonischen Oszillators
.1
En:w(n+§>, n=0,1,2,...
@ allgemein: freie Energie
1 ﬁ—>oo
F(3) = 3 log Z(8) — Eo
@ Euklidscher Ortsoperator

Mg eTHIM - gr(0) = §(0)

@ thermische Korrelationsfunktionen von gg(7;)

Ge(r) =

(@s(re) - (o)) = 75 1 (e M) - ()
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@ Pfadintegraldarstellung der zeitgeordneten Produkte

(T8e(r1) - Ge(7m)) s = Zgﬁ) ¢ DS g(ry) - ()

@ Zustandssumme mit auBBerer Quelle j

2(8,)) = / 4qZ(8.j, . q) = f DgeSeldH+] mir)ar)

@ ist erzeugendes Funktional

1 a"
3,0) 6j(1) - - - 6j(n)

(Tae(r) - Gelro))s = 5 Z(8.1)|1o
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@ Schwingerfunktional

W(5,)) = log Z(5,J)

@ erzeugt verbundene Korrelationsfunktionen

(T8e(r1)0e(2) - Be(rn))ess = 5o W(B.1) o

J(m1) -+ 0j(7n)

@ Berechnung von Energiellicke und Wellenfunktionen

(Ge(r1)Ge(T2))8 = tr (e*w’” )’:’é‘] e (7 *Tz)F/ae*Tzf:l)

1
Z(8)

@ Zerlegung der Eins mit Energie-Eigenzustédnden |n) =

1 - 2 iy na— (T —T; m A A
(- )o = 5 3 e BB =mEn (o) m) (mi )
n,m
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@ Beitrage der angeregten Zustande exponentiell unterdriickt

((m1)8E(r2)), =5 e~ (=) En—Eo) (0] g|m) 2

m>0
@ Ahnlich fiir Einpunktfunktion: 8 — co = VEV

lim (ge(7))s = (0|g|0)

B—o0
@ verbundene Zweipunktfunktion
(e(71)8e(72)) 0.5 = (Ge(71)Ge(72)) 5 — (Ge(T1)) 5 (Ge(72)) 5

@ bei tiefen Temperaturen

lim (@e(1)8e(r2))p = Y e (2 E=E) (0]g|m) >

P00 m>0
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thermische Erwartungswerte =0 Vakuumerwartungswerte
Zusatzlich gro3e Zeitdifferenzen 7y — 7 =

(6(71)8e(72) g, e — €~ FIHRNT772) [(0]g11) 2

Energielicke Eq — Ey aus exponentiellem Abfall
Ubergangswahrscheinlichkeit [(0|g|1)|? als Koeffizient
héhere angeregte Energien/Zustande ebenfalls extrahierbar
Samtliche Eigenschaften in Korrelationsfunktionen codiert
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Skalarfeld auf dem Gitter

@ beschreiben spinlose Teilchen (keine Polarisationsfreiheitsgrade)
@ Subsektor des Standardmodells (Higgssektor)

@ wichtige Rolle in kosmologischen Inflation

@ Fluktuationen = Keime fiir Strukturentstehung

@ Wirkung fur reelles (ungeladenes) Skalarfeld

il = [ a¥x26.0,6) = [ 0 (50,000~ V(9)) .
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@ Ubergang Punktmechanik — Feldtheorie
ahy=alt) —olta) , > — [¢x
5 :
@ Quantisierung:
klassisches Feld ¢(x) — ortsabhangiger Operator ¢(x)
@ Zeitabhangigkeit geman Heisenberg-Gleichungen

@ Substitutionsregeln —
Funktionalintegral fUr zeitgeordnete VEV

<O\T¢A>(x1). b(Xn) \0 /p¢¢ X1) - d(xp) eS11/A

@ Integration Uber alle Skalarfelder
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Endliche Temperatur

@ imaginare Zeit - = —it = euklidischer Feldoperator

ggg(x) = QASE(T, x) = eTpl(/A)(O, a:)e*TH, x=(r,z)

@ VEV haben (formale) Funktionalintegral-Darstellung

(OITde(4) - Bexn)]0) = 5 [ Do o) -+ o(0m) =S/
@ endliche Temperatur (A = 1): g-periodische Felder
(Téea) e}, = spstee A Tde(x) - el
_ 2(1 7{D¢¢X1 Xp) e~ Sel9]
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Effektive Potentiale

@ Phasenlbergange mit Ordnungsparameter = effektives Potential
= Legendre-Transformierte der Schwingerfunktion
= freie Energiedichte im Magnetfeld

@ Funktionalintegraldarstellung: homogenes j = W « gV

. 5
20) = "0 — § Dooxp (~Selol +1 [ a?xo0))
0
@ Schwingerfunktion w(j) = mittleres Feld ¢ = <<;ASE(X)>,-
iy = 1 ~Selol+i [ 6 —

@ konjugierte Variable j «— ¢
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@ Krimmung « verbundene Zweipunktfunktion

‘%" — BV (<M2> — (M)2> , M= ;—V/q%E(X)

o effektives Potential u = Legendre Transformierte von w:

u(p) = (Lw)(v) = Slj%p U —w()))

@ Minimum von u(p) = Erwartungswert von ¢g
u(p)=Jj

@ u(po) < u(yp) fr alle p = g = (M);—o
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J

4

Die L-Transformation bildet Plateaus in Knicke ab und umgekehrt

@ Beispiel: V(—¢) = V(¢) = H hat Z>-Symmetrie, aber

lim w'(j) = (¢>E>7é0

J10

@ spontane Brechung der Z,-Symmetrie (spontane Magnetisierung)
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Gitterregularisierung

@ d-dim. euklidische Raumzeit — hyperkubisches Gitter A
@ Gitterpunkte

x*=an* mit n*eZ, a Gitterkonstante

@ endliches Gitter: Lange in
p-Richtung: L, = aN,
n, @ periodisches Gitter (Torus):
e o o o o o Identifikation x* ~ x* + L,
@ Gitterkonstante a
Volumen: V = a@NyNs - - - Ny

N1
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@ Diskretisierung der Wirkung: Integral — Riemannsche Summe

/ddx...—>adz...

@ partielle Ableitung

(0u9)X) = © (bxras, — 9%)

@ euklidische Wirkung des freien Gitterfeldes

a’ bx — by > mal 2
SE — E (z% < a ) + D) Z ¢x
X7y
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@ (x,y): nachste Nachbarn
@ alle dimensionsbehaftete Gro3en in Einheiten von a:

am=my, a9 ?2¢=g

@ m; und ¢, dimensionslose Gittergré3en
@ Volumen als Vielfache von a?
@ Gitterwirkung des freien Feldes

SLZ%Z((/M,X ¢Ly > Z¢

(x.y)

@ wechselwirkendes Skalarfeld (lasse Index L weg)

1
S = > Z (fx — ¢y)2 + Z V(ox)
x.y) X
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Spinsysteme

@ Skalarfeld — spezielles klassisches Spinsystem

@ allgemeiner: Spins sy in allgemeinem Targetraum 7°
T diskret: Isingartige Modelle
7T kontinuierlich: kontinuierliche Spinmodelle

@ klassische Hamiltonfunktion

H==Y dJysxsy+ Y V(sx)
X,y X

@ homogene néchste-Nachbarn Wechselwirkung =

H=-J) s+ > V(sy)

x.y) X
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@ Zustandssumme (allgemeiner Fall)

Z(3) = /d,u(w) e PHW) = {s e TIx e A}

@ Verteilungen der einzelnen Spins (fur nichtlineare 7)

au(w) = T] du(s:)

XEN

@ Ising-Modell (harmonischer Oszillator der SM)
du(s) = (s> — 1)ds = s € {-1,1}

@ Zo-symmetrische H = Zustandssumme far Ising-Modell

Z(B)= > exp (ﬂJ > sxsy)

Sx==+1 (X,y)
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@ Erwartungswert von O(w) im kanonischen Ensemble

(O)(B) = % / dp(w) O(w) e~PH)

@ Kopplung an &uBeres Feld: H = Hp_o — h)_, sx
@ grundlegende GroBen der Thermodynamik:

freie Energie: F= —% log Z
innere Energie: U= (H)= _8I;gz
. of
Magnetisierung:  m = (sx) = ~h
L 0°f
Suszeptibilitat: X = Z((sxsy>—<sx><sy>) = _W|h:0
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Ising-Modell

@ einfaches Modell flir Ferromagnete
@ exakt Iésbar in 1d (Ising, Lenz)

(s0) T=2

Magnetisierung als Funktion von h fir das 1d Ising-Modell
keine spontane Magnetisierung fir T > 0
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@ exakt I6sbar in 2d und fur h = 0 (Onsager)
@ freie Energiedichte: x = 2tanh(25J)/ cosh(248J) =

w/2

Bf(T) =23J — logcosh(23J) — i/de log (1 + \/m>
0

@ f(T) — innere Energiedichte, spezifische Warme ¢ = ou/0T
@ findet Phasenlbergang bei

ke =1 & 2J8 = log (1 +\f2) o T, ~ 2.269J

@ Cc, m, x,...singularbei T,

Andreas Wipf (FSU Jena) Quantenfeldtheorien auf dem Gitter



u/J
c/kp

T T T
0.2 0.4 0.6 &
Innere Energiedichte und spezifische Warme des

2d Ising-Modells als Funktion von K = 3J.
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@ Singularitaten von ¢, m, x, - - - = kritische Exponenten
@ Exponenten universell: nur abh&ngig von
Dimension, Symmetrie, Anzahl Freiheitsgrade
@ 2d-Ising-Modell: kritische Exponenten berechenbar
@ 3d Ising-Modell, Skalarfelder auf Gitter, Eichtheorienin d > 2. ..
keine analytischen Lésungen bekannt
@ Wie extrahiert man Information Gber
thermodynamische GréBen
kritisches Verhalten
Spektrum (Massen), Matrixelemente, ...
aus einer Gittertheorie
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Monte Carlo Simulationen
@ Gitterfeldtheorien bzw. Spinmodelle: Berechne

1
0)= 3 § dufw)e )

@ Zustandssumme
2(9) =  dufw) =S
@ a-priori Mafi3
=[] du(éx), zB. du(w Hd¢x
X
@ Spinmodelle

Si(w) = BH(W), dp(w) =[] du(sx)
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Numerische Integration?

@ Skalarfeld auf 64*-Gitter: ~ 10”-dimensionales Integral
@ 10 Stiitzstellen in jeder Richtung = 10'%” Stiitzstellen
@ undenkbar mit numerischen Algorithmen
Traub und Pahkov: Finanzproblem auf [0, 1]36°
@ Hauptbeitrag zu Integral von
Konfigurationen mit minimalem S;. oder H
= Algorithmen die wichtige Konfigurationen auswahlen
@ erzeuge Konfigurationen {wy,ws, ...} verteilt nach e~ S.(«)

(0) 3~ O(w,)
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Stochastische Methoden

@ stochastische 'important sampling’-Algorithmen
@ Markovkette:
erzeuge Konfigurationen verteilt nach W’keitsverteilung

1
Peg(w) = Z e 5L()

@ Ubergangswahrscheinlichkeit W (w,w’)
= Wabhrscheinlichkeit, dass w — «’ in einem Zeitschritt
@ Forderungen an stochastische Matrix

Www')>0 and > W(w,w')=1

w
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@ Ubergangswahrscheinlichkeit w — «’ nach zwei Schritten

WO (w,u') = Z W(w,wi)W(wq,w')

w1
@ nach n Schritten

W(” (w,w’) Z W(w,wi)W(wq,ws) - W(wp_q,w)

wq - Wn—1

@ hohe Potenzen von W bestimmen Langzeitverhalten
@ Wahrscheinlichkeitsverteilung P(w)

(w) >0, ZP
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@ W wirkt auf Raum der W’keitsverteilungen

(PW)(') = ) Pw)W(w,u') >0

Z(PW)(W/) = Z P(w) Z W(w,w') = Z P(w) =1

w! w

@ Gehen alle w mit Wkeit > 0 in jedes gegebene v’ =
W hat eindeutigen attraktiven Fixpunkt

PyW =Py und PW" =% P,

@ jede anfangliche P strebt gegen die P
e finde W, so dass P, x e~ Gleichgewichtsverteilung
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Detailiertes Gleichgewicht
@ Gleichgewicht zwischen je zwei Konfigurationen:
im Gleichgewicht Prozesse w — ' und w’ — w gleich haufig

Peg(w)W(w, W' = Peq(w/) W(w',w)

@ W erflillt diese Bedingung = P4 Fixpunkt von W
@ Testwahrscheinlichkeit und Akzeptanzrate

W(w,w') = T(w,w) Alw, )

@ ist w realisiert, dann ist
T(w,w") Wahrscheinlichkeit dafiir " zu testen
A(w,w") Annahmewahrscheinlichkeit des getesteten '
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@ Bedingung

=
€
E\
=
€
E\
R

eq(wl)
T(w, w)A(W,w) Peg(w)

@ gute Wahl: hohe Akzeptanz max {A(w,w’), A(w',w)} =1
@ Metropolis Algorithmus (diskrete Modelle)
Testwahrscheinlichkeiten gleich fir alle N erreichbaren «’

1/N  wenn w — ' mdglich
0 sonst

T(w,w) = {
Akzeptanzrate, die detaillierte Gleichgewicht erfullt

, . Peg(W)T(',w)
A =min ()

Andreas Wipf (FSU Jena) Quantenfeldtheorien auf dem Gitter 41/75



Startkonfiguration w = {sy, s, ... }

@ Vorschlag fir Anderung s; — s} mit zufélligem s
@ Nimmt Wirkung ab, AS; < 0, dann ersetze sy durch s

@ AS, >0 = wahle Zufallszahl r € [0, 1]. Vorschlag s} akzeptiert
fir exp(—ASL) > r. Andernfalls s; nicht verandert.

© Verfahre ebenso mit allen anderen Spinvariablen s, s3, . . .
@ letzter Gitterpunkt erreicht = Monte Carlo Iteration beendet
© beginne wieder bei Schritt 1
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@ gute Wahl der Startkonfiguration spart Rechenzeit

@ realistische Simulationen:
tausende von MC-lterationen (sweeps) = kleine stat. Fehler
braucht etwas Zeit, um Gleichgewicht zu erreichen
messe Observable um zu testen, ob Gleichgewicht erreicht
Gleichgewicht nach ME lterationen erreicht = jetzt messen
sukzessive Konfigurationen korreliert (Autokorrelationszeit)
= werte nur jede MA’te Konfiguration

@ andere lokale Algorithmen: Hasting, Warmebad, ...

@ lokale Algorithmen: u.U. grof3e Autokorrelationszeiten
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3-Niveausystem (Boltzmannverteilung)

@ Konfiguration ~ Energie-Niveaus, AS; ~ AE

@ Eigenzustande [1),|2),|3), Energien E; < E; < E3
@ ergodische stochastische Matrix

(2 —Bxy — B3t By Bgy

1 1-Bp Bgp|, Byy=e /&7F)
1 1 0

1
W=3

@ z.B. 3 — 1 erniedrigt Energie = A(3,1) = 1
@ z.B. 1 — 2 erhdht Energie = A(1,2) = e 5E2 /e P = By,
@ Potenzen W" konvergieren gegen

1 e_IBE1 e_6E2 e_ﬁES
Weq — 2 efﬂE1 ef/@EZ efﬂE3
efﬂE1 ef/GE2 efﬁES
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jede Anfangsverteilung konvergiert gegen Boltzmannverteilung
1
n — _ (o BE1 o—BEx .—BEs
(PW)—>Peq—Z(e Ne ,€ )

Konvergenzgeschwindigkeit hdngt von Anfangsverteilung P ab
T — 0: anfanglich Niveau mit kleinster Energie besetzt
T — oc: alle Niveaus gleich besetzt
Beispiel:
BE; —BE; =05 |, pBEz—pBE>=0.3

schlechte Konvergenz fir invertierte Besetzung (p3 = 1)
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kalter
Start

YV llae Y loe"los

pP1 P2 P3 b1 P2 P3 P1 P2 P3 pP1 P2 P3

JLMM:LELM
ﬂ Il Ham [Mms

warmer
Start

B EA u N 0

Konvergenz von Anfangsverteilungen ins Gleichgewicht
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Anharmonischer Oszillator

@ euklidische Wirkung (in GittergréB3en)

n—1
m
Sw)=>Y_ {E(QK—H — Qk)? + ud? + Aq“}
k=0

@ Anderung der Wirkung bei gx — g}

(W) = Sw) =~ (Gh— )| = M(Ges1 +ae-r)
+ (G +a0) {m+n+x(af + )} ]
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@ Virialsatz = ’
o ~2 o !
o1 (0[p [0) = S{01aV'(@)[0)

@ Grundzustandsenergie
Es = 0IA10) = 5 [ Pge9 (Fav(@) + V(@)
@ C-Programm berechnet

(qz) und (g§) = Eo
@ ahnlich: E; und |o(q)[2
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/x program constants.h x/

/+ sets constants: N, ME, MA x/

/* mass, mu, lambda, DELTA x/

#define N 100 /«xnumber of lattice pointsx/

#define M 1000000 /xnumber of iterationsx/

#define ME 500 /x until equilibrium is reachedx/
#define MA 5 /xevery MA'th configuration is measuredx/
#define mass 1.0

#define mu 1.0 /xcoupling of qxx2x/

#define lambda 0.0 /«xcoupling of qxx4x/

#define DELTA 0.5 /xchange of variable = DELTA(1—2 random)x/
double muleff=mass+mu;

double gnew,q[N];

unsigned int reject=0;
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/+* program stadanho.h =/
/x change of action x/
double delta_action (double y,double x,double xs)
{ return (y—x)=*((y+x)=(muleff+lambdax(y*y+x%x))—massxxs);};
/x program mcsweep, arguments: array q[N], pointer to reject x/
void mcsweep(int xzgr,double xq)
{ int i,j; double gnew,dS;

for (i=0;i<MA;i++)

for (j=0;j<N;j++)

{ gnew=q[ j]+DELTAx(1—2xdrand48 ())
dS=delta_action (gnew,q[j],q[(j+1)%N]+q[
if (dS<0) q[jl=agnew;
else

if (exp(—dS)>drand48() ) q[j]=agnew;
else xzgr=*xzgr+1;

it

(J+N=1)%N]) ;

/+x calculation of momentsx/
double moments(int n,double xq)
{ int i; double sum=0;
for (i=0;i<N;i++)
sum=sum+pow (q[i],n);
return sum/N;

}
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/x program anharmonic2.c x/
/x Metropolis algorithm for anharmonic oscillator
/x calculates ground state energyx/
#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
#include <math.h>
#include <time.h>
#include "constants.h"
#include "stdanho.h"
int main(void)
{
unsigned int i,j;
int xzgr,p; double moment2=0,moment4=0;
zgr=&reject;
srand48 (time (NULL));
/xinitialize =/
for (i=0;i<N;i++)
q[i]=DELTAx(1—2xdrand48 ());
/xthermalize x/
for (i=0;i<ME;i++)
mcsweep (zgr,q);
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/x simulation and calculation of momentsx/
reject=0;
for (i=0;i<M;i++)
{
mcsweep (zgr,q);
moment2=moment2+moments(2,q) ;
moment4=moment4+moments (4 ,q) ;
Be
/x ground state energy, outputx/
moment2=moment2/M;
moment4=moment4 /M;
printf ("2nd_moment_=\t\t_%7.4f\n4th_moment_=\t\t_%7.4f\n"
"ground_state_energy _=\t_%7.4f\n",
moment2 , moment4, 2 xmuxmoment2+3xlambdaxmoment4 ) ;
printf("\nrejected_configurations_%.2f\n",
(float)reject /(N«M«MA)) ;
return 0;

}
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Resultate der MC-Simulation

@ harmonischer Oszillator: (m, u) = (1,0.5)
@ anharmonischer Oszillator: (m, u, A) = (1,—-3,1)
@ ’exakte Werte’ numerisch berechnet

a Eo(1,05)  Eg(exakt)  Eo(1,-3,1)
1 0.4477 0.4473 1.4624
1/2 0.4851 0.4851 -1.1339
1/3 0.4928 0.4932 -1.0177
1/4 0.4926 0.4962 -0.9758
1/5 0.4970 0.4976 -0.9466
1/6 0.4948 0.4983 -0.9369
117 0.5016 0.4988 -0.9173
1/8 0.4989 0.4991 -0.9144
1/9 0.4992 0.4993 -0.9160
1110 0.4985 0.4994 -0.9097
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Eo . 02 0.5 a
0.50 5 * ; ; *

0.48 4 (m,u, \) =(1,0.5,0)

—0.90

\
%0 o

—-1.104  (m,pu, ) =(1,-3,1)

Extrapolation der MC-Resultate zum Kontinuum (Skala m = 1)
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Hybrid-MC Algorithmus

@ Kombination von Molekulardynamik und Metropolis-Algorithmus
@ Update ganze Konfigurationen mit guter Akzeptanz =
erhalt schnell unabhangige Konfigurationen
@ MD: I6se Bewegungsgleichungen numerisch und benutze
Ergodenhypothese: Scharmittel = Zeitmittel
@ Anfangskonfiguration (go, po) = eindeutige Lésung von

OH . OH

== = —— 1

qi

@ ohne numerische Fehler: Energie erhalten
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Implementierung fur skalares Feld

@ erweiterter Phasenraum, Dimension 2|A|
@ Punktim Phasenraum < {¢, 7}

¢ = (ox|x eN) |, m=(mx|x €N)

@ Hilfs-Hamiltonfunktion
2

H(p.m) = 5 +S(@), =°=) =3

XEN

@ erzeugt Evolution in fiktiver Zeit, (¢, w) — (¢, 7').
@ Bildpunkt als Vorschlag, akzeptiert mit Wahrscheinlichkeit

A(p,m — ¢, 7') =min{1,exp (H(¢,7) — H(¢', 7))}
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@ exakte Lésung: AH = 0 = mit Sicherheit akzeptiert

@ numerische Rundungsfehler: kleinere Akzeptanz méglich
@ Wabhl der Integrationszeit, so dass A ~ 1

@ meiste Implementierungen: fiktive Impulse verteilt nach

Pg(m) = Ne ™ /2
@ Ubergangswahrscheinlichkeit
W(ep, o) = /DTrDTr’PG(Tr) T (qb, T — q')/,ﬂ/) A (q.’),ﬂ — q,’)’,ﬂ")

@ detailliertes Gleichgewicht falls Integrator zeitreversibel, e.g.
leap-frog
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@ Bewegungsgleichungen

b= o=, o=
. OH  aS o
= e = ag, = F(®), F=F(9)

@ Zeitschritt fir numerische Integration h

@ ein Sweep: Integration Uber N Zeitschritte

@ Punkt im Phasenraum nach k Schritten: (¢, 7))

@ Endpunkt (¢ny, m(n))

@ Algorithmus: Anfangskonfiguration ¢ (kalt oder warm)
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@ erzeuge Gauss-verteilte Impulse ™ (o), Varianz 1, Mittel 0
@ integriere einen halben Schritt

m(1/2) = 7o) + 2hF (o))
© lteriere folgende zwei Schritte

a) Dk) = Pk—1) + hP(k—1,2), k=1,2,...,N
b) T(k+1/2) = TW(k—1/2) + DF (D)), k=1,...,N—1

© Integriere Impulse einen halben Schritt
T(n) = T(n-1/2) T NF (D))
O akzeptiere (¢, 7') = (¢(n), 7(n)) Mit obigem A(--- — ...)

© beginne von vorne bei Punkt 1
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Eichtheorien

@ Alle fundamentalen Theorien = Eichtheorien

Elektrodynamik: Abelsche U(1) Eichtheorie
elektroschwache Wechselwirkung: SU(2) x U(1) Eichtheorie
starke Wechselwirkung: SU(3) Eichtheorie

Gravitation: Eichtheorie

Materiefeld ¢(x) € W, globale Transformation ¢(x) — Ug(x)
invariante Lagrangedichte £(¢, 0,.¢), z.B.

L= (8u¢a 8,@) - V(¢)

@ in invariantes Skalarprodukt auf W : (Ug, Ug) = (¢, ¢)
@ invariantes Potential V(U¢) = V(¢)
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@ Konstruktion einer lokale eichinvarianten Feldtheorie

#(x) — ¢'(x) = U(x)¢(x), U(x) e Eichgruppe

@ bendtigen kovariante Ableitung
D,u¢ - a,ud) - igAu¢
@ D, ¢ transformiert wie ¢ falls
4 1 . :
Ay — A, =UA U - g 9,UU" € Liealgebra
@ Feldstarke

Fu = [ ,D,] = 0,A, — 0,A, — ig[A.,A)] € Liealgebra
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homogene Transformation

Fuv(X) — U(X)Fu()U™" (x)
Lagrangedichte £(A,, d,A,, ¢, 0u¢)
lorentzinvariant, spiegelinvariant, eichinvariant =

L= —%U’FWJF;W + (D[L¢7 D“<f>) - V(¢)

Prinzip der minimalen Kopplung:

starte mit global invarianter Theorie, ersetze 9, — D,
addiere Yang-Mills Term —%trF“”FW (cp. Elektrodynamik)
Symmetrien und Teilcheninhalt — Lagrangedichte (beinahe)

Andreas Wipf (FSU Jena) Quantenfeldtheorien auf dem Gitter

62/75



Paralleltransport

@ Cyx Weg von x nach y, Parametrisierung x(s)
@ Paralleltransport von ¢(x(s)) = #(s):
do(s) _

0=x"D,¢p < 5 igA.(8)x"(8)p(S)

@ zeitabhéngige Schrodingergleichung mit H = A, (x(s)) x*(s)
@ seix(0)=xundx(1) =y =

;
oly) = Pexp (ig | aua, (X(U))X“(U)> o(x)
@ Paralleltransporter langs Weg C

U(C,A) = Pexp (ig/ A) € Eichgruppe
c
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Kovariante Gitterableitung

@ Eichtransformation
U(Cpxi A) = U(Y) U(Cyxi A) U~ (x)

@ konnen Felder an verschiedenen Punkten vergleichen, z.B.
U(Cyx)o(x) transformiert wie ¢(y)

@ Ubergang zum Gitter: Materiefeld ¢(x) nur auf x € A definiert
@ kovariante Gitterableitung

{00+ 28,) — U, ()60}

@ U,(x) Paralleltransporter von x nach x + ae,
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Gittereichtheorien
@ Gitterwirkung fur Materiefeld (a = 1)

Skin = —2%2 d(x + ey, Uu(X)o(x))

+ Z(Zdz ) + V(g(x ))

@ klassisches Spinsystem
@ lokal eichinvariante NN-Wechselwirkung
@ Yang-Mills Wirkung
nichtkompaktes Feld A, (x) — kompaktes Feld U, (x)

U (x) ~ e'94()

@ kompakte Eichfelder auf Links definiert (x, 1) — U,(x)
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@ Transport um Plakette p ~ (x, p, )

X+ & X+e, +6,
) Up(X) - U—V(X + e,,) X
U_(x+e,+e)lU.(x+e,)U.x)
| plaquettep 4 @ Baker-Hausdorff Formel
Uu(x) = eiagAu(X)7 a< 1
K g X+ €, = Up = eiaZQF#,,(x)+O(a3)

Transporter U, (x) um @ transformiert homogen

eine Plakette
Up(x) = U(X)Up(x)U~ (x)

Up+ Up~2-1— a*gPF2,(x) + O(&°)
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Yang-Mills Theorie auf Gitter

@ eichinvariante Gitterwirkung fir Eichfeld U = {U,(x)}
1 1 : .
@ speziell SU(2) Yang-Mills Theorie
1

@ verbesserte Gitterwirkungen: verkleinere Fehler (Symanzik)

Sym — Sw = O(&?)
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Funktionalintegral
@ Mittelung tber Gitterfelder {U,,(x)}

/DAM —>/ IT du.(%)
(X.1)

@ Forderung: MaR eichinvariant
= dU,(x) eindeutiges Haarmaf
@ Erwartungswerte in reiner Eichtheorie

©=z [ T ath (9 oy

@ Zustandssumme

Z= /HdU e W
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Observablen

@ Confinement
nur farbneutrale (eichinvariante) Zustande im Spektrum
charakteristisch fiir stark wechselwirkende Eichtheorien
QED: keine Confinement — Photonen
QCD: Confinement bei tiefen Temperaturen
@ Glueballe = farbneutrale gebundene Zustéande von Gluonen
@ Wie in Quantenmechanik

Ge(r) = (0| TO(r)O( ZI (0|0l ) [Pe~ &

@ asymptotisch flr gro3e euklidische Zeiten

Ge(7) — 101010} |2 + (01O 1) Pe 517 (1 + O(e"(E=E))
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@ angeregter Zustand mit (0|f) |1) # 0 diktiert Asympotik
@ ME # 0 falls O|0) und |1) gleiche Quantenzahlen
Paritat, Ladungskonjugation, kubische Gruppe
@ eichinvariante Funktion O(U) der Linkvariablen
@ Glueballe: O Kombination von Paralleltransportern, korrekte QZ
@ berechne Erwartungswerte mit MC-Simulationen
@ Spekirum der Gluebélle in MeV (Chen et al.)

JFC ot+ 2++ o+ 1+ o-—+ 3+-

mg[MeV] 1710 2390 2560 2980 3940 3600

JIHE gtt {1— 27— 33— 2+t- 0ot-

mg[MeV] 3670 3830 4010 4200 4230 4780
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Eichtheorien bei endlicher Temperatur

@ Zustandssumme: g-periodische Eichfelder

9= f avere=

= thermodynamische Potentiale
@ tiefe Temperaturen: confinement — Gluebélle
@ hohe Temperaturen: deconfinement — Plasma von Gluonen
@ Phasendiagramm, Ordnung der Phasenibergange
@ QCD: Eichfelder plus minimal gekoppelte Quarkfelder
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Verhalten der Polyakovschleifen beim Phaseniibergang, 3 ~ 1/g?
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maogliches Phasendiagramm der QCD
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@ Simulationen: (lokaler) Hybrid-MC Algorithmus
@ unproblematisch far Theorien ohne Fermionenund T > 0
@ Simulationen mit Fermionen schwierig und kostspielig
Extrapolation zum Kontinuum a — 0
realistische kleine Quarkmassen
@ Theorien bei endlicher Dichte (. # 0):
mit Fermionen Wirkung nicht reell, keine W’keitsmass
= Ubliche Simulationstechniken nicht anwendbar
@ bisher
Simulation von SU(2) Baby-QCD (Swansea, ...)

Simulation von G»>-QCD (Jena, B. Wellegehausen, A. Maas, A.W.)
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