
Kapitel 9Heiÿe und kalte SpinmodelleWir besprehen hier die Hohtemperaturentwiklung in Potenzen von v = tanh βJ und dieTieftemperaturentwiklung in Potenzen von e−2βJ für das Isingmodell. In beiden Entwik-lungen werden die Terme einer festen Ordnung durh eine bestimmt Klasse von Graphenauf dem Gitter harakterisiert. Zur Einstimmung betrahten wir die einfahe Isingkette.9.1 IsingketteIm Zustand mit der geringsten Energie sind alle Spins der Isingkette vollständig ausge-rihtet und in diesem Zustand be�ndet sih das System bei T = 0. Was geshieht nun,wenn wir das System leiht erwärmen. Die Energie kann nur durh Umklappen einigerSpins zunehmen. Bei einer festen tiefen Temperatur können wir angeregte Zustände mit
1, 2, . . . , N umgeklappten Spins betrahten. Zum Beispiel, für ein System mit 5 Spins

−5J − 5h −5J + 5h

−J − 3h −J + 3h

−J − h −J + h

3J − h 3J + hDie Zustandssumme hat die folgende Tieftemperaturentwiklung für e−K ≪ 1:
Z = e−βE0

(

1 + e−10h + 5e−β(4J+2h) + 5e−β(4J+8h)

+5e−β(4J+4h) + 5e−β(4J+6h) + 5e−β(8J+4h) + 5e−β(8J+6h)
)Die systematishe Tieftemperaturentwiklung wird im 2d-Modell besprohen.148



KAPITEL 9. HEIßE UND KALTE SPINMODELLE 9.1. Isingkette 149Bei hohen Temperaturen K = βJ ≪ 1 ist der E�ekt der Spinwehselwirkung geringund eine Störungsentwiklung im kleinen Parameter K maht Sinn. Wir betrahten dieKette ohne äuÿeres Magnetfeld und shreiben
ZΛ =

∑

w

∏

〈x,y〉

eKsxsy , K = βJ. (9.1)Wir benutzen die Identität
eKsxsy = cosh K + sxsy sinh K = cosh K (1 + vsxsy), v = tanhK.Zum Beweis der Identität betrahte man die beiden Fälle sxsy ∈ {−1, 1}. Der Parameter

v strebt für hohe Temperaturen gegen Null und dient als Entwiklungsparameter. Es folgt
ZΛ = (cosh K)p

∑

w

∏

〈x,y〉

(

1 + vsxsy

)

, (9.2)wobei p die Anzahl nähster Nahbarn-Paare im Gitter ist, also die Anzahl Wehselwir-kungsterme. Für ein hyperkubishes Gitter in d Dimensionen ist p = V d. Wir betrahtenwieder ein einfahes Beispiel eines eindimensionalen periodishes Gitters mit 3 Gitterpunk-ten. Dann ist p = 3 und das Produkt (9.2) hat 3 Faktoren, (1+vs1s2)(1+vs2s3)(1+s3s1).Entwikeln wir es in Potenzen von v, dann erhalten wir 2p = 8 Terme,
ZΛ = (cosh K)3

1
∑

s1=−1

1
∑

s2=−1

1
∑

s3=−1

(

1 + v(s1s2 + s2s3 + s3s1)

+v2(s1s2s2s3 + s1s2s3s1 + s2s3s3s1) + v3(s1s2s2s3s3s1)
)

. (9.3)Hier ist es angebraht, eine bijektive Beziehung zwishen den aht Termen und Diagram-men auf dem Gitter herzustellen. Die Menge der zugehörigen aht Diagramme ist in derfolgenden Figur gezeigt. Da der Entwiklungsparameter v im Produkt (9.3) in der Form
vsxsy ersheint, hat ein Diagramm der Ordnung n genau n Linien.

v0 :
1 3

2

b b

b

v1 :
b b

b

b b

b

b b

b
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b

v3 :
b b

b
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KAPITEL 9. HEIßE UND KALTE SPINMODELLE 9.2. 2d Ising-Modell 150Wegen der Identität
1

∑

sx=−1

sn
x =

{

2 n gerade
0 n ungerade (9.4)�nden wir folgende Zustandssumme für 3 Spins

Z = cosh3 K
(

8 + 8v3
)

= 23
(

cosh3 K + sinh3 K
)

.Nun verallgemeinern auf die Kette mit N Spins. Wir haben gesehen, dass nur Diagrammebeitragen, an deren Verties eine gerade Anzahl von Linien enden. Derartige Diagrammenennt man geshlossen. Für die Isingkette können an einem Vertex höhstens zwei Linienenden (jeder Vertex hat zwei nähste Nahbarn). Obwohl es für N Gitterpunkte 2N Dia-gramme gibt, tragen nur diejenigen der Ordnung v0 (keine Linie) und der Ordnung vN zu
ZΛ bei. Also ist

ZΛ = (cosh K)N
(

2N + 2NvN
)

= 2N
(

coshN K + sinhN K
)

. (9.5)Die Hohtemperaturentwiklung führt bei der Isingkette auf das exakte Resultat für dieZustandssumme.9.2 2d Ising-ModellNeben Monte-Carlo Simulationen und der Molekularfeldapproximation sind die Hoh-und Tieftemperaturentwiklungen in Gittertheorien von groÿer Bedeutung. Bei der Tief-temperaturentwiklung studiert man die Abweihungen vom Zustand minimaler Energie(oder Wirkung in der Feldtheorie). Sie entspriht der Entwiklung für kleine Kopplungs-konstanten in der Feldtheorie. Für kontinuierlih variierende Felder �ndet man die übliheStörungstheorie (im Kontinuum oder auf dem Gitter). Bei der Hohtemperaturentwik-lung entwikelt man um einen zufälligen Zustand. Sie entspriht der starken Kopplungs-entwiklung in der Feldtheorie.9.2.1 HohtemperaturentwiklungAnalog zum eindimensionalen Fall shreiben wir für sehr hohe Temperaturen oder K =

βJ ≪ 1 beziehungsweise v = tanh K ≪ 1 die Zustandssumme des 2-dimensionalen Ising-Modells auf dem quadratishen Gitter für vershwindendes Magnetfeld wie folgt um
Z =

∑

w

∏

〈xy〉

eKsxsy = (cosh K)P
∑

w

∏

〈xy〉

(1 + vsxsy)������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 9. HEIßE UND KALTE SPINMODELLE 9.2. 2d Ising-Modell 151
= (cosh K)P

∑

w



1 + v
∑

〈xy〉

sxsy + v2
∑

〈xy〉6=〈x′y′〉

sxsysx′sy′ + . . .



 . (9.6)Hier bezeihnet P die Anzahl Paare von nähsten Nahbarn. Jedem Spinprodukt wird einGraph zugeordnet
x y z

u v

∼ sxs
3
ys

2
zs

2
us

2
v

= sxsyDie Verties x, y sind ungerade und die Verties u, v, z gerade. Ein Graph gibt den Beitrag
2V zur Zustandssumme falls alle Verties gerade sind und 0 sonst. Somit ist

Z = (cosh K)P 2V
P

∑

ℓ=0

gℓ vℓ, (9.7)wobei gℓ die Zahl der Graphen aus ℓ Linien mit lauter geraden Verties ist. g0 ist 1. AlsBeispiel betrahten wir das 2-dimensionale Ising-Modell mit quadratishem Gitter, fürdas P = 2V ist. Die folgende Tabelle enthält alle Graphen mit und bis zur Ordnung v8.Die dritte Spalte enthält die Anzahl Graphen der entsprehenden Sorte.
ℓ Graphen Anzahl gℓ

4 V V

6 2V 2V

4V

2V 1
2
V 2 + 7

2
V8

1
2
V (V −5)Zum Beispiel, die Zahl V (V − 5)/2 in der letzten Zeile erhält man wie folgt: Die erste derbeiden Plaketten kann man irgendwo auf das Gitter legen, also an V vershiedene Orte.Der Mittelpunkt der zweiten Plakette darf dann weder mit demjenigen der ersten Plakettezusammenfallen noh im Mittelpunkt der 4 benahbarten Plaketten liegen. Wir können������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 9. HEIßE UND KALTE SPINMODELLE 9.2. 2d Ising-Modell 152sie also an V − 5 vershiedene Stellen legen und erhalten V (V − 5) Möglihkeiten diebeiden Plakette so zu legen, dass keine ihrer Seiten zusammenfallen. Beim Vertaushender beiden Plaketten erhalten wir aber denselben Graphen, so dass wir shlussendlih
V (V − 5)/2 vershiedene Graphen �nden.Damit hat die Zustandssumme des 2-dimensionalen Ising-Modells die Hohtempera-turentwiklung

Z = (cosh K)P 2V

(

1 + V v4 + 2V v6 +
1

2

(

V 2 + 7V
)

v8 + . . .

)

. (9.8)Den thermodynamishen Grenzfall erhält man durh formales Rehnen mit Potenzreihen.Dazu mahen wir wegen
Z = exp(−V βf) (9.9)folgenden Ansatz für die frei Energiedihte,

e−βf = (cosh K)P/V · 2 ·
∞

∑

ℓ=0

cℓv
ℓ. (9.10)Aus (9.9) folgt dann mit (9.7)

1 +
∑

ℓ≥1

gℓv
ℓ =

(

1 +
∑

ℓ≥1

cℓv
ℓ
)V

= 1 +

(

V

1

)

(

c1v + c2v
2 + . . .

)

+

(

V

2

)

(

c1v + c2v
2 + . . .

)2
+ . . .und durh Koe�zientenvergleih erhält man c0, . . . , cn aus g0, . . . , gn. Dabei fällt V exaktheraus, falls die gℓ für ein genügend groÿes Gitter auf dem Torus berehnet werden.Für das 2-dimensionale Ising-Modell auf dem quadratishen Gitter ist Z ∼ (1+V v4 +

. . .) und deshalb ist c1 = c2 = c3 = 0. Man �ndet
V v4 + 2V v6 +

1

2

(

V 2 + 7V
)

v8 + . . .

= V c4v
4 + V c6v

6 +
(

V c8 +
1

2
(V 2 − V ) c2

4

)

v8 + . . .oder c4 = 1, c6 = 2 und c8 = 4. Deshalb ist
e−βf = 2(cosh K)2

(

1 + v4 + 2v6 + 4v8 + O(v10)
)

. (9.11)������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 9. HEIßE UND KALTE SPINMODELLE 9.2. 2d Ising-Modell 153Daraus kann man die Potenzreihe für die freie Energiedihte ausrehnen.KorrelationsfunktionenOberhalb der kritishen Temperatur vershwindet für h = 0 die Magnetisierung, 〈sx〉 = 0,und die Suszeptibilität ist
χ =

1

V

∑

xy

〈sxsy〉 =
∑

y

〈sxsy〉. (9.12)Nun wird wieder jedem Term in der Hohtemperaturentwiklung
〈sxsy〉 =

coshP K

Z

∑

w

sxsy

(

1 + v
∑

〈uv〉

susv + v2
∑

〈uv〉6=〈u′v′〉

susvsu′sv′ + . . .
) (9.13)ein eindeutiger Graph zugeordnet. Zum Beispiel

u v

x
u′

y

u v

u′′ v′′

∼ s2
xs

4
ys

4
u′s2

us
2
vs

2
u′′s2

v′′ = 1

Dieser Graph trägt mit 2V zur Summe über alle Kon�gurationen in (9.13) bei. Ein Graphträgt genau mit 2V bei, wenn die Verties x und y ungerade, und alle anderen Vertiesgerade sind. Andere Graphen tragen wegen
1

∑

sx=−1

sn
x =

{

2 n gerade
0 sonstniht bei. Der Faktor coshP K · 2V kann gegen den gleihen Faktor von Z in (9.8) gekürztwerden. Es folgt dasLemma Die Zweipunktsfunktion hat folgende Hohtemperaturentwiklung,

〈sxsy〉 =

∑

ℓ g′
ℓv

ℓ

∑

ℓ gℓvℓ������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 9. HEIßE UND KALTE SPINMODELLE 9.2. 2d Ising-Modell 154wobei die g′
ℓ die Anzahl Graphen mit ℓ Linien ist, deren Verties x und y ungerade undalle anderen Verties gerade sind.Aus diesem Lemma folgt unmittelbar dasKorrolar Ist ℓ kleiner als die Länge d(x, y) des kürzesten Weges auf dem Gitter von xnah y, dann vershwindet g′

ℓ.Wäre das Korollar niht wahr, dann gäbe es einen Graphen mit < ℓ Linien, für den
x, y ungerade und alle anderen Verties gerade wären. Die Linien könnte die Punkte xund y also niht verbinden und der Graph bestünde aus zwei unverbundenen Subgraphen.Da für jeden Graphen die Relation

∑

Vertices

Vertexordnung = 2 · Anzahl Liniengilt, wobei die Ordnung eines Vertex die Anzahl der einlaufenden Linien ist, muss dieSumme der Vertexordnungen für jeden Subgraph gerade sein. Aber die Ordnung des zu
x gehörenden Subgraphen istOrd(x) + gerade Zahl = ungerade,im Gegensatz zu der Forderung, dass diese Zahl gerade sein muss. Also gibt es keinenzulässigen Graphen der Ordnung < ℓ.Für das 2-dimensionale Ising-Modell auf dem quadratishen Gitter gilt also

〈sxsy〉 = O
(

vd(x,y)
)

= O
(

e−d(x,y)/ξ
)

,
1

ξ
= log

1

v
≫ 1, (9.14)wobei d(x, y) der kleinste Abstand von x und y auf dem Gitter ist. Die Korrelationslängewird mit zunehmender Temperatur kleiner. Die thermishen Fluktuation unterdrükenKorrelationen über gröÿere Distanzen.Wollen wir die Suszeptibilität χ bis zur Ordnung vn berehnen, so müssen wir in derSumme (9.12) nur Zweipunktsfunktionen 〈sxsy〉 mit d(x, y) ≤ n berüksihtigen, unddiese nur bis zur Ordnung vn. In jeder Ordnung von v ist χ daher eine endlihe Summe.Bei der formalen Division der Potenzreihen fällt V wieder exakt heraus. Zum Beispiel,für Gitterpunkte x, y, deren Koordinaten sih um 1 untersheiden, so dass d(x, y) = 2 ist,�nden wir folgende Graphen bis zur Ordnung v6:

������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 9. HEIßE UND KALTE SPINMODELLE 9.2. 2d Ising-Modell 155
ℓ Graphen Anzahl g′

ℓ

2
b

2 2

4
b b

b

4 4

b b b

bb

3 × 4
b

b b

b

b

bb

b

b b

b b b

b

b

2 × 2 2V + 106
b b

b b

b

b b b

bb

2(V −3)Wir �nden die Reihen
〈sxsy〉 =

(

2v2 + 4v4 + (2V + 10)v6 + . . .
)

/
(

1 + V v4 + . . .
)

,wobei der Nenner die führenden Terme in der Hohtemperatur-Entwiklung von Z enthält.Es ergibt sih die Reihe
〈sxsy〉 = 2v2 + 4v4 + 10v6 + O(v8) (9.15)für die betrahtete Zweipunktsfunktion. Diese Reihe tritt in der Suszeptibilität χ viermalauf. Berüksihtigt man die Graphen aller Zweipunktsfunktionen, deren Aufpunkte x, yeinen Abstand ≤ 6 haben, so �ndet man folgende Hohtemperaturentwiklung für dieSuszeptibilität,

χ = 1 + 4v + 12v2 + 36v3 + 100v4 + 276v5 + 740v6 + . . . . (9.16)Mit der Taylorreihe
v = tanh K = K − K3

3
+

2K5

15
− 17

315
K7 + . . .erhält man die Reihenentwiklung

χ =
∑

ℓ

aℓK
ℓ, K = J/T. (9.17)������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 9. HEIßE UND KALTE SPINMODELLE 9.2. 2d Ising-Modell 156mit den Koe�zienten
ℓ 0 1 2 3 4 5 6

aℓ 1 4 12 34.666 92 240.543 611.200Extrapolation zum kritishen PunktIn der Reihe (9.17) sind alle Koe�zienten aℓ positiv. Falls die Reihe einen Konvergenz-radius R > 0 hat, ist χ analytish auf der Kreissheibe mit Mittelpunkt 0 und Radius Rund hat eine Singularität bei K = R. Wir wollen annehmen dies sei der kritishe Wert
Kc = J/Tc. Wir benutzen das Quotientenkriterium

R = lim
ℓ→∞

aℓ

aℓ−1
=

J

Tc
. (9.18)Wir versuhen den kritishen Exponenten γ und Kc in der Interpolationsformel

f(K) =
(

1 − K/Kc

)−γ
= 1 +

∞
∑

ℓ=1

γ(γ + 1) · · · (γ + ℓ − 1)

ℓ!

(

K

Kc

)ℓ

≡
∑

a′
ℓK

ℓso zu wählen, dass diese Reihe mit der Hohtemperaturentwiklung (9.17) möglihst gutübereinstimmt. Die Quotienten
a′

ℓ

a′
ℓ−1

=
1

Kc

+
γ − 1

Kc

1

ℓ
,sind eine lineare Funktion in 1/ℓ. Aus der Steigung der Geraden und dem Wert für ℓ → ∞kann man die kritishe Temperatur und den kritishen Exponenten ablesen.

a1/a0 a2/a1 a3/a2 a4/a3 a5/a4 a6/a5

4 3 2.8888 2.6539 2.6146 2.5409
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KAPITEL 9. HEIßE UND KALTE SPINMODELLE 9.2. 2d Ising-Modell 157

11/2

1/ℓ

aℓ/aℓ−14

0

b

b

b

bb
b

∼ 2.3

(1, 4)Steigung ∼ 1.7

Eine linearer Fit an die Quotienten aℓ/aℓ−1 ergibt
1

Kc
∼ 2.3 und γ ∼ 1.7

2.3
+ 1 = 1.74.Für die kritishe Temperatur �nden wir den Wert

Tc = 2.3 J bzw. Tc ∼
2.3

4
TMF ∼ 0.575 TMF, TMF = 4J.Dies liegt bereits relativ nahe am exakten Wert für die kritishe Temperatur des 2d Ising-Modells,

Tc

TMF
=

1

2 log(1 +
√

2)
∼ 0.5673. (9.19)Für das dreidimensionale Ising-Modell haben Gaunt und Sykes die Hohtemperatur-entwiklung bis zur Ordnung 20 berehnet [42℄. Die führenden Terme sind

χ = 1 + 6 K + 30 K2 + 148 K3 + 706 K4 +
16804 K5

5
47260 K6

3
+

7744136 K7

105
+

35975026 K8

105
+ . . . (9.20)Die Quotienten der Koe�zienten sind

a1/a0 a2/a1 a3/a2 a4/a3 a5/a4 a6/a5 a7/a6 a8/a7

6 5 4.9333 4.7703 4.7603 4.6874 4.6818 4.6455
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KAPITEL 9. HEIßE UND KALTE SPINMODELLE 9.2. 2d Ising-Modell 158

1

1/ℓ

aℓ/aℓ−16

2

b

b
b

bb
bbb

∼ 4.5

(1, 6)Steigung ∼ 1.5

Eine linearer Fit an die Quotienten aℓ/aℓ−1 ergibt
1

Kc
∼ 4.5 und γ ∼ 1.5

4.5
+ 1 = 1.33.Wegen TMF = 6J ist

Tc

TMF

∼ 4.5

6
= 0.75,und dieser Wert ist weniger als 1 Prozent vom best-bekannten Wert entfernt. Die Extra-polation für den kritishen Exponenten γ ist allerdings niht so gut.9.2.2 TieftemperaturenwiklungFür ein positives Magnetfeld h hat die geordnete Kon�guration

w0 = {sx = 1|x ∈ Λ} (9.21)die niedrigste Energie,
E0 = −PJ − V h. (9.22)Diese Grundzustandsenergie hat die Vielfahheit g0 = 1, ist also niht entartet. AngeregteZustände erhält man durh das Umklappen von Spins an gewissen Punkten • des Gitters.Einer Kon�guration w ist eindeutig durh die Menge X(w) der Gitterpunkte mit umge-klappten Spins harakterisiert. Im folgenden Beispiel enthält X 5 Punkte, n(X) = 5 und

p(X) = 12 nähste Nahbarn mit vershiedenen Spins.
������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 9. HEIßE UND KALTE SPINMODELLE 9.2. 2d Ising-Modell 159
◦ : Spin +1

• : Spin −1

X ⊂ Λ : Gitterpunkte • mit Spins −1

n(X) = Zahl der Punkte von X (das Volumender Teilmenge X)
p(x) = Zahl der NN-Paare antiparalleler Spins(Ober�ähe von X)Man kann X wie in der Figur durh ein Polygon (Polyeder) darstellen. Auf dem Torus istallerdings niht klar, was das Innere oder äuÿere des Graphen von X ist. Die Kon�gura-tionen w und −w haben identishe Graphen.Thermodynamishe PotentialeJeder Gitterpunkt •mit Spin−1 gibt einen Beitrag 2h zur Energie, jedes nähste Nahbarn-Paar • ◦ einen Beitrag 2J , also ist

E(X) = E0 + 2J p(X) + 2h n(X). (9.23)Ist gn die Vielfahheit der Anregungsenergie En, dann lautet die Zustandssumme
Z = e−βE0

∑

n

gne−β(En−E0) = eβ(PJ+V h) Ξ (9.24)und Ξ hat folgende Tieftemperaturentwiklung:
Ξ(z, ζ) =

∞
∑

n=0

znFV (n, ζ) =

∞
∑

n=0

zn
∞

∑

p=0

ζpGV (n, p). (9.25)Für eine ferromagnetishe Kopplung J > 0 ist bei tiefen Temperaturen
ζ = e−2βJ ≪ 1 (9.26)und ζ darf als Entwiklungsparameter gewählt werden. Wir dürfen annehmen, dass hpositiv ist, oder dass
z = e−2βh < 1 (9.27)
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KAPITEL 9. HEIßE UND KALTE SPINMODELLE 9.2. 2d Ising-Modell 160gilt. Dann ist der Grundzustand geordnet und die Mengen X, X ′ zu den Kon�gurationen
w,−w haben vershiedene statistishe Gewihte, nämlih

X : znζp und X ′ : zV −nζp.Im thermodynamishen Limes V → ∞ vershwindet das Gewiht von X ′ relativ zu demje-nigen von X. Dies ist der Grund dafür, dass man im thermodynamishen Limes für h ↓eine spontane Magnetisierung erwarten kann. Setzt man dagegen h = 0 bei endlihemVolumen, dann vershwindet wegen E(X) = E(X ′) der Mittelwert von sx und es gibtkeine Magnetisierung.Man beahte, dass die Variablen z und ζ eine andere Bedeutung haben als im letztenKapitel. Der Koe�zient GV (n, p) in (9.25) ist gleih der Anzahl Kon�gurationen X mitVolumen n(X) = n und Ober�ähe p(X) = p. Die Reihe (9.25) kann auh als grosska-nonishe Zustandssumme eines Gittergases mit Wehselwirkung 2J zwishen NN-Paaren
◦ • und hemishen Potential µ = −2h interpretiert werden.Wie in der Hohtemperaturentwiklung muss man die auftretenden Graphen und ihreAnzahl bestimmen. Für das 2d-Ising-Modell sind die führenden Graphen

n p Graphen Anzahl FV (n, ζ)

1

2

3

4

6

8

8

10

12

V V ζ4

2V 2V ζ6

1
2
V (V − 5) 1

2
V (V − 5)ζ8

2V

4V
6V ζ8

2V (V − 8) 2V (V − 8)ζ10

(

V
3

)

− 6V

−2V (V − 8)

1
6
(V 3 − 15V 2

+62V )ζ12Die Analogie zu den Hohtemperaturgraphen ist leider nur ein 2-dimensionales Eigenheit.Wir werden darauf zurükkommen. Im Gegensatz zu Z existiert die freie Energiedihte
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KAPITEL 9. HEIßE UND KALTE SPINMODELLE 9.2. 2d Ising-Modell 161im thermodynamishen Limes und wir mahen den Ansatz
Ξ(z, ζ) = ξ(z, ξ)V mit ξ(z, ζ) =

∞
∑

n=0

zncn(ζ). (9.28)Der Vergleih der Koe�zienten von zn in
∞

∑

n=0

znFV (n, ζ) =
(

1 + c1z + c2z
2 + . . .

)V

= 1 + zV c1 + z2V

(

c2 +
1

2
(V − 1) c2

1

)

+ . . .liefert die V −unabhängigen Koe�zienten cn. Zum Beispiel ergibt sih für c1, c2, c3:
z1 : ζ4 = c1 =⇒ c1 = ζ4

z2 : 2ζ6 +
1

2
(V − 5)ζ8 = c2 +

1

2
(V − 1)c2

1 =⇒ c2 = 2ζ6 − 2ζ8

z3 : 6ζ8 + 2(V − 8)ζ10 +
1

6
(V 2 − 15V + 62)ζ12

= c3 + (V − 1)c1c2 +
1

6
(V − 1)(V − 2)c3

1 =⇒ c3 = 6ζ8 − 14ζ10 + 8ζ12und damit
ξ(z, ζ) = 1 + zζ4 + z2

(

2ζ6 − 2ζ8
)

+ z3

(

6ζ8 − 14ζ10 +
26

3
ζ12

)

+ . . . (9.29)Um die freie Energiedihte zu gewinnen, müssen wir die Logarithmus-Funktion in
f = −P

V
J − h − 1

β
log ξ (9.30)entwikeln. Da ξ von der Ordnung 1 und FV (n, ζ) von der Ordnung V ist, folgt mit

log Ξ = V log ξ = log
(

1 + zFV (1, ζ) + z2FV (2, ζ) + . . .
)

=

∞
∑

n=1

znFV (n, ζ) + O(V 2),dass sih die höheren Ordnungsterme in der Entwiklung der Logarithmusfunktion weg-heben. Deshalb ist
log ξ =

∞
∑

n=0

zngn(ζ), gn(ζ) =
d

dV
FV (n, ζ)

∣

∣

V =0
. (9.31)������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 9. HEIßE UND KALTE SPINMODELLE 9.2. 2d Ising-Modell 162Für das 2d−Ising-Modell erhalten wir
log ξ = zζ4 + z2

(

2ζ6 − 5

2
ζ8

)

+ z3

(

6ζ8 − 16ζ10 +
31

3
ζ12

)

+ . . . , (9.32)was man auh mit (9.29) erhält.MagnetisierungDie Magnetisierung gewinnen wir durh Ableiten der freien Energiedihte nah h,
m(β, h) = − ∂

∂h
f

(9.30)
= 1 +

1

β

∂

∂h
log ξ

= 1 − 2z
∂

∂z
log ξ = 1 − 2

∞
∑

n=1

nzngn(ζ). (9.33)Die spontane Magnetisierung ist dann
m(β, h = 0) = 1 − 2

∞
∑

n=1

ngn(ζ). (9.34)Wihtig ist, dass in 2 und mehr Dimensionen die minimale Ober�ähe eines Graphen mitdem Volumen gegen unendlih strebt. Für n = 9 zum Beispiel ist der Graph mitminimalerOber�ähe das Quadrat mit Seitenlängen 3 (p = 12). Für jedes n besteht der Graph mitmaximale Ober�ähe aus n disjunkten Quadraten der Seitenlänge und hat die Ober�ähe
p = 4n. Deshalb hat die spontane Magnetisierung m0 eine (formale) Potenzreihe in ζ . Ineiner Dimension oder für ein unendlih langes Gitter mit endliher Breite gilt dies niht.Es gibt dann Graphen fester Ober�ähe mit beliebig groÿem Volumen.Für das 2d quadratishe Ising-Modell sind

g1 = ζ4

2g2 = 4ζ6 − 5ζ8

3g3 = 18ζ8 − 48ζ10 + 31ζ12

4g4 = 4ζ8 + 72ζ10 − 340ζ12 + . . .

5g5 = 40ζ10 + 215ζ12 + . . .

6g6 = 12ζ10 + 240ζ12 + . . .

7g7 = 154ζ12 + . . .

8g8 = 48ζ12 + . . .

9g9 = 9ζ12 + . . . .������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 9. HEIßE UND KALTE SPINMODELLE 9.2. 2d Ising-Modell 163Zum Beispiel ist der Koe�zient 31/3 von ζ12 in g3(ζ) bestimmt als Koe�zient von V inder Zahl GV (3, 12) aller Graphen mit Volumen n(X) = 3 und Ober�ähe p(X) = 12. Fürdie Summe in (9.34) �nden wir
∑

ngn(ζ) = ζ4 + 4ζ6 + 17ζ8 + 38ζ10 + 357ζ12 + . . . (9.35)In der folgenden Abbildung ist die spontane Magnetisierung (9.34) geplotted.

0.52091 ζ

1
m

Extrapolation zum kritishen PunktDie Extrapolation ergibt eine vershwindende Magnetisierung bei
ζc = 0.52091 oder Tc = 3.06665 · J ∼ 0.76666 · TMF. (9.36)Die Tieftemperaturreihe für die Magnetisierung,

m0 =
∑

anyn = 1 − 2y2 − 8y3 − 34y4 − 152y5 − 714y6 + . . . , (9.37)mit y = ζ2 ist, hat bis auf a0 nur negative Koe�zienten. Falls die Reihe einen endlihenKonvergenzradius yc hat, so liegt die Singularität von m0(y) auf der positiven reellenAhse bei yc. Wir analysieren die Reihe wie früher mit dem Quotientenkriterium.
m0 ∼

(

1 − y

yc

)β

=
∑

anyn =⇒ an

an−1
=

1

yc
− 1 + β

yc

1

n
. (9.38)In [43℄ wurde die Tieftemperaturentwiklung für das 2d-Ising-Modell auf dem quadrati-shen Gitter bis zur Ordnung y76 berehnet. Die Koe�zienten und Koe�zientenquotientenbis zur Ordnung y15 sind in der folgenden Tabelle enthalten.
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KAPITEL 9. HEIßE UND KALTE SPINMODELLE 9.3. Aufgaben 164
n an an/an−1 n an an/an−1 n an an/an−11 9 6 -714 4.69737 11 -2373048 5.222632 -2 7 -3472 4.86275 12 -12515634 5.274083 -8 4.00000 8 -17318 4.98790 13 -66551016 5.317434 -34 4.25000 9 -88048 5.08419 14 -356345666 5.354475 -152 4.47059 10 -454378 5.16056 15 -1919453984 5.38649Die Quotienten an/an−1 sind in der nähsten Abbildung über n aufgetragen. Die Steigungder interpolierenden Gerade ist etwa −6.54 und der Shnittpunkt mit der Ordinate bei

1/yc ∼ 5.83. Daraus ergibt sih folgende Shätzung für die kritishe Temperatur
1

yc

= e4βcJ = 5.83 =⇒ Tc = 2.269 · J = 0.567 · TMF. (9.39)Dies ist nahe am exakten Wert (9.19). Für den kritishen Koe�zienten β �nden wir
β ∼ 6.54/5.83 − 1 ∼ 0.122. (9.40)anstelle des exakten Wertes β = 1/8 = 0.125.

1/3

1/n

an/an−16

3
1/61/10

b

b

b

b

b

bb

b
b

b
b

bbb

1/15

∼ 5.83
3.65Steigung ∼ −6.54

9.3 AufgabenAufgabe 14: Hohtemperaturentwiklung für das 3d-IsingmodellUntersuhen sie die Graphen für die Hohtemperaturentwiklung der Zustandssumme des
3-dimensionalen Ising-Modells mit

H = −J
∑

〈xy〉

sxsy mit sx, sy ∈ {−1, 1} .������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 9. HEIßE UND KALTE SPINMODELLE 9.3. Aufgaben 165Die Anzahl NN-Paare ist P = 3N . Sie sollten folgende Reihe
Z = (cosh K)3V · 2V ·

(

1 + 3V v4 + 22V v6 +
1

2
{9V (V −1) + 375V } v8 + ..

)mit v = tanh(βJ) erhalten. Geben Sie weiterhin für e−βf (f ist die Dihte der FreienEnergie) die Entwiklung ebenfalls bis zur Ordnung v8 an.
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