
Kapitel 8TransfermatrizenIn den Kapiteln 2 und 5 haben wir klassis
he Feldtheorien in d − 1 Raumdimensionenüber den Funktionalintegralformalismus quantisiert und sind dur
h die analytis
he Fort-setzung der Vakuumerwartungswerte zur euklidis
hen Formulierung der quantisierten Sys-teme gelangt. Diese hatte die Interpretation eines klassis
hen statistis
hen Systems in dDimensionen. Die Diskretisierung der Funktionalintegrale führte uns s
hlieÿli
h zu denGittertheorien. In diesem Kapitel gehen wir teilweise den umgekehrten Weg. Ausgehendvon einer Gittertheorie soll ein Zustandsraum und ein Hamilton-Operator konstruiert wer-den, der im Kontinuumslimes gegen den Hamilton-Operator der ursprüngli
hen Theoriekonvergiert. Der Formalismus zeigt den Übergang vom Gittermodell zur entspre
hendenQuantenfeldtheorie. Die dabei vorgestellte Transfermatrix-Methode ist in Gitterfeldtheori-en und Spinmodellen glei
hermaÿen einsetzbar. Dies wird im vorliegenden Kapitel anhandeinfa
her eindimensionaler Spinmodelle, au
h Spinketten genannt, und Skalarfeldtheorienillustriert.8.1 Ising-KetteWir werden zunä
hst die Transfermatrix über die einfa
he Isingkette einführen. Ans
hlie-ÿend wird der Transfermatrix-Formalismus allgemein behandelt. In seiner Dissertation un-tersu
hte Ernst Ising 1928 die lineare Kette von magnetis
hen Momenten oder �Spins�[38℄. Ising-spins können, wie in der folgenden Abbildung gezeigt, dur
h in zwei entgegen-gesetzte Ri
htungen zeigende Vektoren dargestellt werden.
x : 1 2 3 N

sx :Wir betra
hten ein eindimensionales endli
hes Gitter Λ ⊂ Z bestehend aus N Gitter-punkten. Auf jedem Gitterpunkt x lebt ein Spin sx ∈ {↑, ↓} oder sx ∈ {1,−1}. Ein127



KAPITEL 8. TRANSFERMATRIZEN 8.1. Ising-Kette 128Zustand des Systems wird spezi�ziert dur
h eine Kon�guration w = {s1, . . . , sN}. Wirwählen periodis
he Randbedingungen, so dass 1 und N nä
hste Na
hbarn sind. Für dieIsingkette vereinfa
ht si
h die Energiefunktion (6.2) zu
HΛ(w) = −J

N∑

x=1

sxsx+1 − h

N∑

x=1

sx. (8.1)Zur Bere
hnung der Zustandssumme s
hreiben wir diese wie folgt um,
ZΛ(β) =

∑

w

e−βHΛ(w) =
∑

s1,...,sN

eKs1s2+
1

2
βh(s1+s2) · eKs2s3+

1

2
βh(s2+s3) · · ·

=
∑

s1,...,sN

Ts1s2Ts2s3 · · ·TsN s1 = trTN , K = βJ. (8.2)Hier wurde eine zweidimensionale Transfermatrix so de�niert, daÿ ihre Elemente dur
h
〈s|T̂ |s′〉 = eKss

′+ 1

2
βh(s+s′) (8.3)gegeben sind, wobei s und s′ unabhängig die Werte ±1 annehmen können. Die expliziteDarstellung der Transfermatrix lautet

T̂ =

(
eK+βh e−K

e−K eK−βh

)

. (8.4)Sie ist symmetris
h und positivitätserhaltend, T̂ = T̂ † und Tss′ > 0. Zur weiteren Aus-wertung diagonalisieren wir T̂ mit einer Drehung R,
T̂ = RDR−1, R =

(
cos γ − sin γ

sin γ cos γ

)

, D =

(
λ+ 0

0 λ−

)

. (8.5)Die beiden reellen Eigenwerte sind positiv,
λ± = eK

(

cosh βh±

√

sinh2 βh+ e−4K

)

, (8.6)und λ+ ist der gröÿere Eigenwert. Der Drehwinkel γ in (8.5) ist bestimmt dur
h
sin 2γ =

e−2K

√

sinh2 βh+ e−4K
, cos 2γ =

sinh βh
√

sinh2 βh+ e−4K
. (8.7)
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KAPITEL 8. TRANSFERMATRIZEN 8.1. Ising-Kette 129Benutzt man dies im Ausdru
k (8.2) für die Zustandssumme dann ergibt si
h
ZΛ(β, h) = tr T̂N = λN+ + λN− = λN+

(
1 + pN

)
, p =

λ−
λ+

< 1. (8.8)Wi
htige Gröÿen der Thermodynamik sind damit s
hon allein dur
h die Eigenwerte derTransfermatrix bestimmt. Zum Beispiel ist die freie Energiedi
hte
fΛ(β, h) =

1

N
FΛ(β, h) = −

1

β
log λ+ −

1

βN
log(1 + pN ). (8.9)Im thermodynamis
hen Limes N → ∞ strebt pN gegen Null und f ist proportional zumLogarithmus des gröÿten Eigenwertes der Transfermatrix,

lim
N→∞

fΛ(β, h) = f(β, h) = −
1

β
log λ+. (8.10)Die innere Energiedi
hte uΛ = UΛ/N wird mit (6.29) zu

uΛ(β, h) = −
∂

∂β

(

log λ+ +
1

N
log
(
1 + pN

)
)

. (8.11)Für ein vers
hwindendes Magnetfeld h = 0 oder im thermodynamis
hen GrenzfallN → ∞vereinfa
ht si
h die Formel wie folgt,
uΛ(β, 0) = − tanhK

(
1 + (tanhK)N−2

1 + (tanhK)N

)

u(β, h) = lim
N→∞

uΛ(β, h) = −
∂

∂β
log λ+. (8.12)Für die unendli
h ausgedehnte Isingkette mit ausges
haltetem Magnetfeld ist u(β, 0) =

− tanK. Die Magnetisierung bere
hnet si
h mit Hilfe der Transfermatrix,
m = 〈s1〉 =

1

Z

∑

w

e−βHs1

=
1

Z

∑

w

s1Ts1s2Ts2s3 · · ·TsN s1 =
1

Z
trST̂N , (8.13)wobei S = σ3 die dritte Pauli-Matrix ist. Wegen T̂ = RDR−1 und der Zyklizität der Spurerhalten wir

m =
1

Z
tr (R−1SRDN

) mit R−1SR =

(
cos 2γ − sin 2γ

− sin 2γ − cos 2γ

)

. (8.14)������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 8. TRANSFERMATRIZEN 8.1. Ising-Kette 130Mit der obigen Form für die diagonalisierte Transfermatrix �nden wir das Resultat
m =

1 − pN

1 + pN
cos 2γ

N→∞
−→

sinh βh
√

sinh2 βh+ e−4K
. (8.15)Na
h (6.30) erhält man die Magnetisierung au
h dur
h Ableiten der freien Energiedi
hte(8.9) na
h dem Magnetfeld. S
haltet man das Magnetfeld aus, so vers
hwindet die Magne-tisierung (8.15) für alle positiven Temperaturen. Im eindimensionalen Ising-Modell gibtes also keine spontane Magnetisierung. Man kann zeigen, dass alle Spinketten mit kurz-rei
hweitiger We
hselwirkung zwis
hen den Spins keine spontane Symmetrie-Bre
hungzeigen.Für die 2-Punktsfunktion �ndet man auf ähnli
he Art für y ≥ x die Formel

〈sxsy〉 =
1

Z

∑

w

e−βHsxsy

=
1

Z

∑

s1,sx,sy

(T x−1)s1sx
sx(T

y−x)sxsy
sy(T

N+1−y)sys1

=
1

Z
tr (ST̂ y−xST̂N−(y−x)

) (8.16)
=

1

Z
tr ((R−1SR)Dy−x (R−1SR)DN−(y−x)

)mit den in (8.5,8.14) eingeführten Matrizen D und R−1SR. Eine kurze Re
hnung liefert
〈sxsy〉 = cos2 2γ +

p y−x + pN−(y−x)

1 + pN
sin2 2γ, y ≥ x. (8.17)Wegen der Translationsinvarianz auf dem periodis
hen Gitter und der Symmetrie 〈sxsy〉 =

〈sysx〉 hängt die Zweipunktsfunktion wie erwartet nur vom Abstand |y − x| von x und yab. Im thermodynamis
hen Grenzfall gilt
lim
N→∞

〈sxsy〉 = cos2 2γ + e−|y−x|/ξ sin2 2γmit ξ−1 = log
1

p

h→0
−→ − log tanhK. (8.18)Für alle positiven Temperaturen ist die Korrelationslänge ξ endli
h. Es gilt die Clusterei-gens
haft ,

〈sxsy〉 − 〈sx〉〈sy〉
︸ ︷︷ ︸

=m2

N→∞
−→ sin2 2γ e−|y−x|/ξ |y−x|→∞

−→ 0. (8.19)
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KAPITEL 8. TRANSFERMATRIZEN 8.1. Ising-Kette 131Das 1-dimensionale Ising-Modell hat keine geordnete Phase für T > 0. Nur für eineves
hwindende absolute Temperatur sind (abhängig von der Reihenfolge der Grenzüber-gänge) alle Spins au
h ohne Magnetfeld parallel ausgeri
htet. Das mag verwunderli
hers
heinen, da der Zustand ↑↑↑↑↑ . . ., d.h sx = 1 für alle Gitterpunkte x, die niedrigsteEnergie hat (entartet mit sx = −1 für alle x). Dieser Zustand hat aber ni
ht die nied-rigste freie Energie F = U − TS. Um dies zu zeigen, betra
hten wir eine Kon�gurationwie ↑↑↑↑↑↓↓↓↓↓, bei der die Spins teilweise umgedreht sind. Die Trennwand zwis
hen denbeiden Berei
hen erhöht die Energie um ∆U = 2, sie kann aber an N Stellen liegen. DerEntropiegewinn ist ∆S = k logN . Dies bedeutet, dass bei T 6= 0 die freie Energie desSystems dur
h die Trennwand abgesenkt ist. Später werden wir Modelle in mehr als ei-ner Dimension untersu
hen. Dann werden wir Phasenübergänge und spontan gebro
henePhasen bei endli
hen Temperaturen �nden.8.1.1 Der �Hamilton-Operator�Nun gehen wir teilweise den umgekehrten Weg wie in den Kapitel 2 und 5 und extrahiereneinen Operator Ĥ über die Beziehung
T̂ = e−Ĥ . (8.20)Da T̂ positiv ist, kann Ĥ hermites
h gewählt werden. Die Matrix Ĥ ist eine Art diskreterHamilton-Operator für das betra
htete Spinsystem. Für Gitterfeldtheorien sollte er imKontinuumslimes gegen den Hamilton-Operator der entspre
henden Quantenfeldtheoriestreben. Mit Hilfe der Formel

exp

(

α
∑

i

niσi

)

= coshα + sinhα
3∑

i=1

niσi , (8.21)wobei σi die Pauli-Matrizen sind, lässt si
h die Bere
hnung von Ĥ ges
hlossen ausführen.Der Einfa
hheit halber betra
hten wir den Fall h = 0, für den die Transfermatrix (8.4)die folgende einfa
he Form annimmt
T̂ = eK1+ e−Kσ1 =

eK

coshK∗
eK

∗σ1 , K = βJ. (8.22)Hier haben wir die sogenannte duale Kopplung K∗ über die Relation
tanhK∗ = e−2K ⇐⇒ tanhK = e−2K∗

. (8.23)
������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 8. TRANSFERMATRIZEN 8.1. Ising-Kette 132eingeführt. Wir erhalten also für den Hamilton-Operator
Ĥ = −K + log coshK∗ −K∗σ1 = E0 +K∗(1 − σ1), (8.24)mit Grundzustandsenergie E0 = log coshK∗ −K −K∗. Mit Hilfe von (8.22) s
hreibt si
hdiese gemäss

E0 = − log(2 coshK) = βf(β, h = 0). (8.25)Der renormierte Hamilton-Operator Ĥ ′ mit der Grundzustandsenergie 0 lautet
Ĥ ′ = Ĥ − E0 = K∗(1 − σ1). (8.26)Der einzige angeregte Energieeigenwert liegt 2K∗ über dem Grundzustand und bestimmtdie Korrelationslänge der Zweipunktfunktion 〈sxsy〉.8.1.2 Die anti-ferromagnetis
he KetteFür J < 0 werden Kon�gurationen mit antiparallelen bena
hbarten Spins energetis
h be-günstigt. Sol
he Systeme heiÿen �Anti-Ferromagnete�. Ohne Magnetfeld und für negatives

J vereinfa
hen si
h die die Ausdrü
ke (8.6) für die Eigenwerte der Transfermatrix zu
λ+ = 2 cos(K) > 0 und λ− = 2 sin(K) < 0 für J < 0. (8.27)Die Eigenwerte der Transfermatrix sind ni
ht mehr alle positiv. Die freie Energie, diedur
h den betragsmäÿig maximalen Eigenwert bestimmt wird, ist davon allerdings ni
htbetro�en. Ohne Magnetfeld ist cos(2γ) = 0 und sin(2γ) = 1 in (8.7) und die Korrelati-onsfunktion (8.18) hat die einfa
he Form

lim
N→∞

〈sxsy〉 = (tanhK)|y−x| = (−1)|y−x|(tanh |K|)|y−x|. (8.28)Sie hat auf bena
hbarten Gitterpunkten vers
hiedene Vorzei
hen. Die T̂ -Matrix ist ni
htmehr dur
h exp(Ĥ) mit einer hermites
hen Matrix Ĥ gegeben, da T̂ keine positive Ma-trix ist. Das langrei
hweitige Verhalten des Isingmodells lässt si
h jedo
h au
h dur
h dieMatrix T̂ bes
hreiben. Dies ist eine positive Matrix und wir können
Ĥ = −

1

2
log T̂ 2 (8.29)de�nieren. Ĥ ist identis
h zum Hamilton-Operator der gewöhnli
hen Isingkette.������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 8. TRANSFERMATRIZEN 8.2. Pottskette 1338.2 PottsketteEine Kon�guration w = {σ1, . . . , σN} des eindimensionalen Pottsmodells hat die Energie
HΛ(w) = −J

∑

x

δ(σx+1, σx) − 2h
∑

x

δ(σx, 1), (8.30)wobei wir periodis
hen Randbedingungen wählen. Bei der Bere
hnung der Zustandssum-me
ZΛ(β, J, h) =

∑

w

e−βH(w) (8.31)ma
hen wir Gebrau
h von der Transfermatrix-Methode. Eine Wahl für diese Matrix ist
(Tσσ′) = 〈σ|T̂ |σ′〉 =







ζz z . . . z

1 ζ . . . 1... ... . . . ...
1 1 . . . ζ






, ζ = eβJ , z = e2βh. (8.32)Zur Bestimmung der Eigenwerte bere
hnen wir das 
harakteristis
he Polynom. Dazu zie-hen wir die zweite Reihe von T̂ − λ1 von den darunterliegenden Reihen ab. Dana
h ad-dieren wir die dritte und alle na
hfolgenden Spalten zur zweiten Spalte. Auf diese Weise�nden wir

det(T̂ − λ1) = det










ζz − λ z(q − 1) z . . . z

1 ζ + q′ − λ 1 . . . 1

0 0 ζ − 1 − λ . . . 0... . . .
0 0 . . . ζ − 1 − λ










=
{
λ2 − (ζz + ζ + q′)λ+ z(ζ − 1)(ζ + q − 1)

}{
ζ − 1 − λ

}q−2
,wobei q′ = q − 2 für das Isingmodell vers
hwindet. Dies führt auf den q′-fa
h entartetenEigenwert ζ−1 und die einfa
hen Eigenwerte λ±, die Wurzeln der quadratis
he Glei
hung

λ2 −
(
ζz + ζ + q′)λ+ z(ζ − 1)(ζ + q − 1) = 0. (8.33)Es ergibt si
h der folgende explizite Ausdru
k für die Zustandssumme

ZΛ(ζ, z) = tr T̂N = λN+ + λN− + q′(ζ − 1)N , (8.34)
������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 8. TRANSFERMATRIZEN 8.3. Der allgemeine Formalismus 134mit den Eigenwerten der Transfermatrix
λ± =

1

2

(

(z + 1)ζ + q′ ±
√

(ζz − ζ − q′)2 + 4(q − 1)z
)

= eβh
(

eβJ cosh βh+ q′e−βh ±
√

(eβJ sinh βh− q′e−βh)2 + (q − 1)
)

. (8.35)Für q = 2 vers
hwindet q′ und die Zustandssumme proportional zu derjenigen des Ising-modells. Im thermodynamis
hen Grenzfall N → ∞ werden die thermodynamis
hen Po-tentiale von dem gröÿten Eigenwert λ+ der Transfermatrix bestimmt. Zum Beispiel �ndenwir für die freie Energiedi
hte der Pottskette mit q-wertiger Gittervariablen,
f(βJ, βh) = β(J + h) + log

(

cosh βh+ q′e−β(J+h)

+
√

(sinh βh− q′e−β(J+h))2 + (q − 1)e−2βJ
)

. (8.36)8.3 Der allgemeine FormalismusDer Formalismus lässt auf Spinsysteme anwenden deren Gitter die Form Λ = Z×R hat.Die dur
h Z dur
hnummerierte Koordinate heiÿt man
hmal �Zeit�-Ri
htung, der Teil R�räumli
hes� Gitter. Sei x eine Dur
hnummerierung der Punkte von R, so kennzei
hnet
x = (τ, x ) mit τ ∈ Z einen Punkt im gesamten Gitter. Eine Spinkon�guration auf Λ kannals die Menge von Spinkon�gurationen auf dem räumli
hen Gitter angesehen werden,

w = {sx|x ∈ Λ = Z×R} = {wτ |τ ∈ Z}, mit wτ = {sτ,x |x ∈ R}. (8.37)Bei einem d-dimensionalen hyperkubis
hen Gitter Λ ist R ein d− 1-dimensionales hyper-kubis
hes Gitter. Auf diesen Fall wollen wir uns im Folgenden bes
hränken.Wir konstruieren zunä
hst den �Hilbert-Raum� der Zustände auf dem räumli
hen Git-ter, wobei wie früher T der Targetraum der mögli
hen lokalen Zustände an einem Punktbezei
hnet. Für das Isingmodell ist T = Z2 und bei einem ungeladenen Skalarfeld ist
T = R . Nun de�nieren wir Hx als den Vektorraum der komplexwertigen Funktionen überden lokalen Zuständen,

Hx = {ψ|ψ : T → C }. (8.38)Die lokalen Zustände s ∈ T zei
hnen eine mögli
he Basis von Hx aus:
|s〉 = ψs mit ψs(s

′) = δs,s′. (8.39)Diese Basis besteht also aus den 
harakteristis
hen Funktionen zu den Zuständen. Auf������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 8. TRANSFERMATRIZEN 8.3. Der allgemeine Formalismus 135dieser Basis de�nieren wir das Skalarprodukt
〈s|s′〉 = δs,s′. (8.40)Ist der Targetraum diskret unendli
h oder kontinuierli
h, dann fordern wir ähnli
h wie inder Quantenme
hanik ψ ∈ ℓ2 oder ψ ∈ L2(T ). Beim Isingmodell ist Hx glei
h dem zwei-dimensionalen Vektorraum C 2. Für ein reelles Skalarfeld ist Hx = L2(R ). Nun de�nierenwir zu dem räumli
hen Gitter einen Zustandsraum
H =

⊗x∈RHx . (8.41)Es ist der Raum aller (komplexwertigen) Funktionen über den Kon�gurationen (Zustän-den) auf R. Das Skalarprodukt auf H ist das Produkt der Skalarprodukte in den Faktoren
Hx . Eine mögli
he Basis in H sind die Produktzustände

|w〉 =
⊗x∈R |sx〉. (8.42)Im diskreten Fall sind dies die 
harakteristis
hen Funktionen auf einer Kon�guration zufester �Zeit� w = {sx |x ∈ R}. Man bezei
hnet diese Basis die �Kon�gurationsraumbasis�.Entspre
hend der Aufspaltung Λ = Z×R des Gitters spalten wir au
h die Energiefunk-tion auf. Dabei setzen wir voraus, dass es nur We
hselwirkungsterme zwis
hen nä
hstenNa
hbarn gibt,

H(w) =
∑

τ

H0(wτ+1,wτ ) +
∑

τ

U(wτ ). (8.43)Der Anteil H0 enthält die We
hselwirkungsterme zwis
hen Spins in bena
hbarten Zeit-s
hi
hten des Gitters. Er ändert ni
ht bei Vertaus
hung der Kon�gurationen, H0(w ′,w) =

H0(w ,w ′). Mit unserer Annahme an die We
hselwirkungsterme gilt
H0 =

∑x h0(sτ+1,x , sτ,x ) und U =
∑

〈x ,y〉u(sτ,x , sτ,y) (8.44)Wir de�nieren nun die Transfermatrix als linearen Operator auf H dur
h seine Matrix-elemente in der Kon�gurationsraumbasis
Tw ,w ′ = 〈w |T̂ |w ′〉 = e−β(H0(w ,w ′)+ 1

2
U(w)+ 1

2
U(w ′)). (8.45)Die so de�nierte Matrix T̂ ist reell und symmetris
h und hat reelle Eigenwerte. Die Ma-trixelemente von T̂ sind positiv und na
h dem Satz von Frobenius-Perron (siehe nä
hsten������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 8. TRANSFERMATRIZEN 8.3. Der allgemeine Formalismus 136Abs
hnitt) ist der hö
hste Eigenwert λmax von T̂ positiv und ni
ht entartet. Sind ni
ht alleEigenwerte λn von T̂ positiv wie beim Anti-Ferromagneten, dann wählt man die positiveMatrix T̂ 2 um den Quantenoperator Ĥ der Gittertheorie zu de�nieren,
T̂ 2 = e−2Ĥ , Ĥ selbstadjungiert. (8.46)Für die Zustanssumme auf einem periodis
hen Gitter, wel
hes in Zeitri
htung die Länge

N hat, gilt
ZΛ = tr T̂N =

∑

n

λNn
N→∞
−→ λNmax. (8.47)In der Kon�gurationsraumbasis können wir in H einen ausgezei
hneten Satz von Opera-toren de�nieren: die Operatoren ŝx , die in dieser Basis diagonal sind, und die Operatoren

π̂x , die Basisvektoren in andere Basisvektoren abbilden, beispielsweise
ŝx |w〉 = sx |w〉 und π̂x |w〉 = |wδ〉. (8.48)Hier geht wδ aus w dur
h eine Vers
hiebung von sx hervor. π̂x entspri
ht dem exponen-zierten Impulsoperator der Quantenme
hanik, der Ortseigenzustände um eine Konstantevers
hiebt. Je na
h Modell können die π̂x eine andere Bedeutung haben. Für reelle sxwird es die Addition einer Konstanten sein und für gruppenwertige sx die Multiplikationmit einem (bei zyklis
hen Gruppen) generierenden Gruppenelement. Man kann nun jedenOperator auf H dur
h die Operatoren ŝx und π̂x ausdrü
ken.Für die Isingkette besteht R aus einem Punkt. Wählen wir die Basis
|1〉 =

(
1

0

) und | − 1〉 =

(
0

1

) (8.49)dann sind die Matrizen ŝ und π̂ dur
h
ŝ = σ3 und π̂ = σ1 (8.50)gegeben. Wie bereits bei der Isingkette gezeigt, lassen si
h au
h Erwartungswerte imOperatorformalismus ausdrü
ken, beispielsweise

〈sτ,xsτ+∆,y〉 =
1tr T̂N tr (ŝx T̂∆sy T̂N−∆

)
N→∞
−→ λ−∆

max 〈0|ŝx T̂∆ŝy |0〉. (8.51)Im letzten S
hritt haben wir ausgenutzt, dass im Grenzfall N → ∞ von allen Zustän-den nur der Grundzustand |0〉 von Ĥ, also der Zustand zum hö
hsten Eigenwert derTransfermatrix T̂ = exp(−Ĥ) beiträgt.������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 8. TRANSFERMATRIZEN 8.3. Der allgemeine Formalismus 1378.3.1 Transfermatrix für reelles SkalarfeldWir betra
hten eine ni
ht-we
hselwirkende skalare Gitterfeldtheorie mit Wirkung
S =

1

2

∑

〈x,y〉

(φx − φy)
2 +

m2

2

∑

x

φ2
x. (8.52)Die lokalen Freiheitsgrade sind reelle Felder φx ∈ R und der Hilbert-Raum an jedemraumartigen Gitterpunkt ist glei
h L2(R ) ≃ {ψ(φ)}. Der Hilbertraum ist entspre
hend dasTensorprodukt dieser Räume, über alle Punkte des räumli
hen Gitters, H = ⊗x∈RL2(R ).Jeder Feldkon�guration w auf dem räumli
hen Gitter entspri
ht ein Basisvektor |w〉 inder Kon�gurationsbasis von H. Die Transfermatrix ist

〈w |T̂ |w ′〉 = e−E(w ,w ′) (8.53)mit der (symmetrisierten) Energiebeitrag für den Übergang zwis
hen zwei Raumgittern,
E(w ,w ′) =

1

2

∑x (φx − φ′x )2 +
m2

4

∑x (
φ2x + φ′ 2x )

+
1

4

∑

〈x ,y〉{(φx − φy)2 + (φ′x − φ′y)2
}
. (8.54)Die diagonalen Operatoren sind die Feldoperatoren,

φ̂x|w〉 = φx|w〉, |w〉 = |{sx |x ∈ R}〉 (8.55)und die Vers
hiebungsoperatoren sind die Impulse,
π̂x =

1

i

δ

δφx =⇒ [φ̂x , π̂y ] = iδ(x , y). (8.56)Nun kann man wie bei der Isingkette die Transfermatrix dur
h diese Operatoren aus-drü
ken. Man erhält mit Hilfe der Identität
〈w |e−K(π̂)|w ′〉 =

1

(2π)|R|/2
exp

{

−1
2

∑x (φx − φ′x )2
}

, (8.57)wobei K(π̂) = 1
2

∑x π̂2x der kinetis
he Operator ist, folgende einfa
he Darstellung für dieMatrixelemente der Transfermatrix
〈w |T̂ |w ′〉 = (2π)|R|/2 e−F (φ̂)e−K(π̂)e−F (φ̂). (8.58)������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 8. TRANSFERMATRIZEN 8.3. Der allgemeine Formalismus 138Hierin tritt der in der Kon�gurationsbasis diagonale Operator
F (φ̂) =

1

4

∑

〈x ,y〉(φ̂x − φ̂y)2 +
m2

4

∑x φ̂2x (8.59)auf. Aus der Gestalt (8.58) kann man erkennen, das T̂ ni
ht die Exponentialfunktion eineseinfa
hen Operators Ĥ ist. Nur im Kontinuumslimes (siehe später) geht Ĥ über in denbekannten Hamilton-Operator des freien Skalarfeldes.
Ĥ =

1

2

∫

dx (π̂2x +m2φ̂2x) . (8.60)8.3.2 Satz von FrobeniusBei der Lösung des eindimensionalen Ising-Modells spielt der gröÿte Eigenwert λ+ derTransfermatrix o�ensi
htli
h eine herausragende Rolle. Der folgende Satz ma
ht Aussa-gen über die Eindeutigkeit dieses Eigenwertes und die Form des zugehörigen Eigenvektors.Satz [Perron-Frobenius℄ Es sein T̂ eine hermites
he Matrix mit positiven Matrixele-menten Tij. Dann hat T̂ einen eindeutigen Eigenvektor zum gröÿten Eigenwert ‖T̂‖. DieKomponenten des Eigenvektors sind alle unglei
h Null und können positiv gewählt werden.Beweis: Es sei ‖ψ‖2 =
∑
ψ∗
iψi die quadrierte Norm des Vektors ψ ∈ C n. Die Norm einer

n× n-Matrix T̂ ist
‖T̂‖ = max

ψ 6=0

‖T̂ ψ‖

‖ψ‖
. (8.61)Es sei nun Ω̃ = (Ω̃1, . . . , Ω̃n)

T ein Vektor zum maximalen Eigenwert ‖T̂‖,
(Ω̃, T̂ Ω̃) = ‖T̂‖(Ω̃, Ω̃),und Ω = (|Ω̃1|, . . . , |Ω̃n|)

T . Die Vektoren Ω̃ und Ω haben dieselbe Norm. Da na
h Voraus-setzung die Matrixelemente von T̂ ni
ht-negativ sind gilt o�ensi
htli
h
(Ω, T̂Ω) ≥ (Ω̃, T̂ Ω̃) = ‖T̂‖(Ω̃, Ω̃) = ‖T̂‖(Ω,Ω). (8.62)Mit der S
hwartzs
hen Unglei
hung folgt weiter

(Ω, T̂Ω) ≤ ‖Ω‖ ‖T̂Ω‖ ≤ ‖T̂‖ ‖Ω‖2 = ‖T̂‖ ‖Ω̃‖2 = ‖T̂‖(Ω,Ω). (8.63)
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KAPITEL 8. TRANSFERMATRIZEN 8.4. Nullstellen der Zustandssumme 139Diese beiden Unglei
hungen implizieren, dass
(Ω, T̂Ω) = ‖T̂‖ (Ω,Ω).Damit ist Ω genauso wie Ω̃ ein Eigenvektor zum maximalen Eigenwert von T̂ . Kein Ele-ment des reellen Eigenvektors Ω kann wegen

0 <
∑

j

TijΩj = (T̂Ω)i = ‖T̂‖Ωi =⇒ Ωi > 0vers
hwinden. Es folgt nun, dass Ω̃ und Ω linear abhängig sein müssen. Um dies einzusehensetzen wir
Ω̃j = eiϕj |Ω̃j| ≡ eiϕjΩjin (Ω̃, T̂ Ω̃) = (Ω, T̂Ω) ein, und dies führt auf

∑

Ω̃∗
jTjkΩ̃k =

∑

ΩjTjkΩke
i(ϕk−ϕj) =

∑

ΩjTjkΩk,was ϕk = ϕj ≡ ϕ na
h si
h zieht. Also ist Ω̃ = eiϕΩ. Nun folgt sofort der Satz von Perronund Frobenius: es seien Ω(1) und Ω(2) zwei Eigenvektoren zum gröÿten Eigenwert. Gemäÿunseren Betra
htungen dürfen wir annehmen, dass alle Komponenten dieser Vektorenpositive Zahlen sind. Dann gibt es immer ein α > 0, so dass der Eigenvektor zum glei
henmaximalen Eigenwert
Ω(1) − αΩ(2)positive und ni
ht-positive Komponenten hat. Dies widerspri
ht aber den gerade bewie-senen Eigens
haften eines derartigen Eigenvektors.8.4 Nullstellen der ZustandssummeDie Nullstellen von ZΛ(β, h) als Funktion der komplexen Fugazität
z = e2βh (8.64)geben na
h Yang und Lee Aufs
hluss über eventuelle Phasenübergänge [40℄. Oberhalbder kritis
hen Temperatur Tc ist die Zustandssumme unglei
h Null in der Umgebungder reellen A
hse in der komplexen z−Ebene. Für T → Tc+ nähern si
h Nullstellen derreellen A
hse und zeigen einen Phasenübergang an. Für das Ising-Modell mit K = βJ������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 8. TRANSFERMATRIZEN 8.4. Nullstellen der Zustandssumme 140und Fugazität z = exp(2βh) ist die Zustandssumme
ZΛ(K, z) = z−V/2

∑

w

exp
(

K
∑

〈xy〉

sxsy

)

z(V +
P

sx)/2
︸ ︷︷ ︸

zk

= z−V/2
V∑

k=0

ak(K)zk = z−V/2PΛ(z), (8.65)bis auf den Faktor z−V/2 ein Polynom vom Grad V = |Λ| in der Fugazität. Damit ist für dasendli
he System die freie Energie eine analytis
he Funktion in z > 0 und entspre
hend gibtes keinen Phasenübergang. Aber für V → ∞ können Phasenübergänge auftreten und na
hLee und Yang müssen wir das Verhalten der Nullstellen für groÿe Volumen untersu
hen.Falls es ein Gebiet G in der komplexen Fugazitätsebene gibt, wel
hes frei von Nullstel-len ist und die reelle A
hse eins
hlieÿt, so sind dort die thermodynamis
hen Gröÿen imLimes V → ∞ analytis
h. Phasenübergänge werden dur
h S
hnitte der Nullstellenmen-ge mit R+ bestimmt. S
hnittpunkte geben die Werte der Systemparameter (Temperatur,Magnetfeld,...) von Phasenübergängen an.Das obige Polynom PΛ(z) hat V komplexe Nullstellen zk. Da die Koe�zienten ak in(8.65) reell sind, ist mit zk au
h z̄k eine Nullstelle. Da sie zudem positiv sind, liegendie zk ni
ht auf der positiven reellen A
hse. Die Menge der Spinkon�gurationen enthältmit w = {sx|x ∈ Λ} au
h die gespiegelte Kon�guration −w = {−sx|x ∈ Λ}. Wegen
H(w, h) = H(−w,−h) ändert die Zustandssumme si
h ni
ht, wenn wir h dur
h −h oder
z dur
h 1/z ersetzen,

ZΛ(K, z) =
∑

w

e−βH(w,h) w′=−w
=

∑

w′

e−βH(w′,−h) = ZΛ(K, 1/z). (8.66)Wir folgern aus dieser Z2−Invarianz, dass mit zk au
h 1/zk eine Nullstelle von PΛ seinmuss. Dies s
hränkt das Polynom PΛ weiter ein,
PΛ(z) = zV PΛ (1/z) oder ak = aV−k > 0, (8.67)Für das eindimensionale Ising-Modell können wir die Nullstellen der Zustandssumme (8.8)explizit angeben: ZΛ vers
hwindet für

λN+ + λN− = 0 oder λ+ = einπ/Nλ−, n = 1, 3, . . . , 2N − 1.Mit (8.6) folgt daraus
i sin

( nπ

2N

)

cosh(βhn) =

√

e−4K + sinh2(βhn) cos
( nπ

2N

)
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KAPITEL 8. TRANSFERMATRIZEN 8.4. Nullstellen der Zustandssumme 141und mit βhn = iθn die Glei
hung
sin

nπ

2N
cos θn =

√

sin2 θn − e−4K cos
( nπ

2N

)

.Quadrieren wir diese Glei
hung und benutzen cos2 = 1 − sin2, so �nden wir folgendeFormeln für die halben Phasen θn der Yang-Lee Nullstellen zn = exp(2iθn),
cos θn(K) =

√

1 − e−4K cos
( nπ

2N

)

, n = 1, 3, . . . , 2N − 1. (8.68)Da der Wurzelfaktor im Intervall [0, 1] liegt gibt es zu jedem n eine reelle Lösung θn undalle Nullstellen liegen auf dem Einheitskreis in der komplexen Fugazitätsebene. Für T = 0ist die Wurzel 1 und die Nullstellen sind äquidistant. In der folgenden Abbildung habenwir Argumente der Nullstellen,
2θ = 2 arccos (α cosx) mit α =

√

1 − e−4K ,für die Werte α = 1.0, 0.8, 0.6 und 0.4 geplottet.
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Für positive Temperaturen ist α kleiner 1 und entspre
hend ist θ ∈ [∆, π − ∆] mit ∆ =

arccosα > 0. Der Abstand zwis
hen R+ und den Nullstellen ist mindestens sin ∆ > 0 undes gibt keinen Phasenübergang für T > 0. Nur für T = 0 erwarten wir eine Singuläritätder freien Energiedi
hte bei z = 1, also bei vers
hwindendem Magnetfeld.Die Lee-Yang-Nullstellen liegen alle auf dem Einheitskreis in der komplexen Fugazi-tätsebene. In der folgenden Abbildung sind die Nullstellen von ZΛ(z) für |Λ| = 30 undvers
hiedene Werte von α eingezei
hnet.
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hsten Abbildung sind die Nullstellen für

α =
√

1 − e−4K = 0.9,also für eine positive Temperatur und für vers
hiedene Gittergröÿen geplottet. Im thermo-dynamis
hen Grenzfall N → ∞ häufen si
h die Nullstellen von ZΛ(z) an der Lee-Yang-Kante bei
ℜz = cos

(
2 arccos 0.9

) und ℑz = sin
(
2 arccos 0.9

)
.
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bb8.5 Dualitätsrelationen für PottsketteIn diesem Abs
hnitt werden wir zeigen, dass die Zustandssummen der Pottskette (8.34) ei-ne Dualitätstransformation zulässt. Diese Eigens
haft bestimmt die Lage ihrer Nullstellen������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II
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hten wir die Hilfsfunktion
Z̃Λ(ζ, z) = ((ζ − 1)(z − 1))−N/2 ZΛ(ζ, z)

= q′
(
ζ − 1

z − 1

)N/2

+

(

λ+
√

(ζ − 1)(z − 1)

)N

+

(

λ−
√

(ζ − 1)(z − 1)

)N

,die unter der Dualitätstransformation der Variablen z = e2βh und ζ = eβJ gemäÿ
(ζ∗ − 1)(z − 1) = q, (z∗ − 1)(ζ − 1) = q (8.69)in si
h übergeht,

Z̃Λ (ζ, z) = Z̃Λ (ζ∗, z∗) . (8.70)Die Beziehungen (8.69) de�nieren zwei gebro
hen lineare Möbius-Transformationen,
ζ∗ =

z + q − 1

z − 1
und z∗ =

ζ + q − 1

ζ − 1
, (8.71)die verallgemeinerte Kreislinien in verallgemeinerte Kreislinien abbilden. Die Terme

ζ − 1

z − 1
,

λ+
√

(ζ − 1)(z − 1)
und λ−

√

(ζ − 1)(z − 1)
,aus deren Potenzen Z̃Λ bere
hnet wird, sind einzeln invariant unter der Transformation(8.69). Für den ersten Term ist dies evident, für die beiden anderen Terme weniger.Für die Isingette hat die Zustandssumme auf der re
hten Seite in

ZΛ(ζ, z) =

(
(ζ − 1)(z − 1)

(ζ∗ − 1)(z∗ − 1)

)N/2

ZΛ(ζ∗, z∗) (8.72)Nullstellen bei
ζ∗ = e2K

∗

> 0 und z∗ = e2iθn(K∗), (8.73)wobei θ∗n(K∗) ∈ R in (8.68) gegeben ist. Mit der inversen Dualitätstransformation
ζ ≡ e2K =

z∗ + 1

z∗ − 1
= −i cot θn(K

∗) (8.74)folgt, dass für festes βh ∈ R die Nullstellen von Zustandssumme ZΛ(ζ, z) des Ising-Modellsin der komplexen ζ = e2K-Ebene auf der imaginären A
hse liegen [41℄.������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 8. TRANSFERMATRIZEN 8.6. Programm: Simulation des 1d Ising Modells 1448.6 Programm: Simulation des 1d Ising ModellsDas folgende Programm glgew1d.
 simuliert das eindimensionale Ising-Modell mit Ener-giefunktion
H(w) = −J

N∑

x=1

sxsx+1 − h

N∑

x=1

sx, sx = ±1. (8.75)Die ersten 500 Iterationen dienen zur Thermalisierung des Systems. Dana
h wird nurjede 20'ste Kon�guration ausgewertet um Korrelationen zwis
hen den Kon�gurationen zuunterdrü
ken. Das Programm ist selbsterklärend. Es brau
ht die Datei 
onstantsising.hauf Seite 145, in der die globalen Variablen und Konstanten N,M,MG,MA und dieKopplungskonstante J de�niert sind sowie die header-datei stdm
ising.h mit wi
htigenFunktionen.Für die Temperatur T = 2.0 werden die bere
hneten Werte für die Magnetisierungim File iisingT=2.0 gespei
hert. Dieser File be�ndet si
h im Unterverzei
hnis .is1datades Verzei
hnisses, aus dem das Programm glgew1d.
 aufgerufen wird.glgew1d.
 Brau
ht 
onstantsising.h und stdm
ising.h./∗ Programm i s i n g1d . 
 ∗//∗ Simula t ion des ferromagnet i s
hen 1d I s i n gmode l l s ∗//∗ Es wird d i e Magnet is ierung fuer ve r s 
h i edene Werte ∗//∗ des Mangent fe ldes be re
hne t und im F i l e ∗//∗ . / i s1da ta / i s ingT =.. g e s p e i 
 h e r t . ∗/#in
lude <std i o . h>#in
lude <s t d l i b . h>#in
lude <math . h>#in
lude <s t r i n g . h>#in
lude <time . h>#in
lude " 
 on s t a n t s i s i n g . h"#in
lude " stdm
is ing . h"int main (void ){ srand48 ( time (NULL) ) ;/∗ Temperatur e i n l e s en ∗/puts ( "Temperatur (3 Zei
hen )  = " ) ;s 
an f ( "%3s " , temp ) ;beta=1/a t o f ( temp ) ;s t r n 
a t ( i s i ng1 , temp , 3 ) ;a=4∗beta ∗J ;fp=fopen ( i s i ng1 , "w" ) ;f p r i n t f ( fp , "# N = %i  ,  T = %.3 f \n" ,N,1/ beta ) ;f p r i n t f ( fp , "# Magnet is ierung  1−d I s i n g \n" ) ;������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 8. TRANSFERMATRIZEN 8.6. Programm: Simulation des 1d Ising Modells 145/∗ Anfangskon f i gura t i on ∗/for ( i =0; i<N; i++)s [ i ℄=−1; ∗/ ka l t e Anfangskonf igurat ion ∗//∗ i f ( rand ()<1073741823) s [ i ℄=1 e l s e s [ i ℄=−1 ∗//∗ Ins G le i 
hgew i
h t br ingen ∗/h=−5.0;b=2∗beta ∗h ;/∗ Boltzmanngewi
hte bere
hnen ∗/boltzmann ( ) ;for ( i =0; i<MG; i++) m
sweep( s ) ;/∗ Simula t ion und Bere
hnung ∗//∗ Simula t ion fuer h von −5 b i s 5 ∗//∗ in S 
h r i t t en von 0.5 ∗/for ( i =−10; i <11; i++){h=0.5∗ i ; b=2∗beta ∗h ;boltzmann ( ) ; prue f ( ) ;ann=0;mi t t e l 1 =0;for ( j =0; j<M; j++){m
sweep( s ) ;m i t t e l 1=mi t t e l 1+moments (1 , s ) ;} ;p r i n t f ( "angenommen %.2 f \n" , ( f loat ) ann/(N∗MA∗M) ) ;f p r i n t f ( fp , "%4.1 f     %6.3 f \n" ,h , 2∗ mit t e l 1 /M) ;} ;f 
 l o s e ( fp ) ;return 0 ;}
onstantsising.h Diese Datei enthält Konstanten und globale Variablen./∗ Headerdatei 
 o n s t a n t s i s i n g . h ∗//∗ Konstanten : N,M,MG,MA, J ∗//∗ Variab len s [N℄ , i s i n g 1 [ ℄ , e t 
 . ∗/#define N 128 /∗ Anzahl G i t t e rpunk t e ∗/#define M 10000 /∗ Anzahl I t e r a t i on en ∗/#define MG 500 /∗ b i s zum Gle i 
hgew i
h t ∗/#define MA 20 /∗ j ede MA−t e Konf igurat ion gemessen ∗/#define J 1 .0short nn , s i , s [N℄ , t e s t [ 3 ℄ [ 5 ℄ ;unsigned int j , k ;double mit t e l 1 ;f loat a , b , vorz , beta , bo l t z [ 3 ℄ [ 5 ℄ , h ;int i , ann=0;FILE ∗ fp ;
har temp [ 2 0 ℄ , i s i n g 1 [ ℄=" . / i s1data / i s ingT=" ;
������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 8. TRANSFERMATRIZEN 8.6. Programm: Simulation des 1d Ising Modells 146stdm
ising.h Die Datei enthält wi
htige vom Hauptprogramm glgew1d.
 aufgerufenenFunktionen. Es werden die in 
onstantsising.h deklarierten Konstanten, Variablen unddie Gröÿen
a = 4βJ und b = 2βh.benötigt. Die Arrays test und boltz werden für die Monte-Carlo Iterationen gebrau
ht.Das erste Argument dieser Arrays ist der Wert des behandelten Spins sx, plus 1, und daszweite Argument die Summe der Spins der nä
hsten Na
hbarn, plus 2. Nimmt die Energiebei der Änderung von sx ab, so ist test = 0, andernfalls 1. Im Array boltz werden dieBolzmanngewi
hte abgelegt. Damit spart man etwas Re
henzeit, da die Bere
hnung derExponentialfunktion Zeit kostet. Die Kernroutine ist m
sweep. Hier �nden si
hMA ·MC-Iterationen dur
h das Gitter. Es wird jeweils no
h geprüft, wie oft ein Änderungsvors
hlagangenommen wird./∗ Headerdatei s t dm
 i s ing . h ∗//∗ Funktionen prue f und b o l t z : ∗//∗ Be r e i t s t e l l u n g der Arrays t e s t und boltzmann . ∗//∗ m
sweep : MA sweeps dur
h das G i t t e r ∗//∗ moments : Bere
hnung des m i t t l e r en Spins ∗/void prue f (void ){ i f (b>0){t e s t [ 2 ℄ [ 4 ℄= 1 ; t e s t [ 2 ℄ [ 2 ℄ = 1 ; t e s t [ 0 ℄ [ 2 ℄= 0 ; t e s t [ 0 ℄ [ 4 ℄ = 0 ;i f (b>a ) { t e s t [ 0 ℄ [ 0 ℄= 0 ; t e s t [ 2 ℄ [ 0 ℄= 1 ; }else { t e s t [ 0 ℄ [ 0 ℄= 1 ; t e s t [ 2 ℄ [ 0 ℄ = 0 ; } ;}else{t e s t [ 2 ℄ [ 0 ℄= 0 ; t e s t [ 0 ℄ [ 2 ℄ = 1 ; t e s t [ 2 ℄ [ 2 ℄= 0 ; t e s t [ 0 ℄ [ 0 ℄ = 1 ;i f ( a+b>0) { t e s t [ 2 ℄ [ 4 ℄= 1 ; t e s t [ 0 ℄ [ 4 ℄= 0 ; }else { t e s t [ 2 ℄ [ 4 ℄= 0 ; t e s t [ 0 ℄ [ 4 ℄ = 1 ; } ; } ;}void boltzmann(void ){ bo l t z [ 2 ℄ [ 4 ℄= exp(−a−b ) ; bo l t z [ 2 ℄ [ 2 ℄= exp(−b ) ;bo l t z [ 2 ℄ [ 0 ℄= exp (a−b ) ; bo l t z [ 0 ℄ [ 4 ℄= exp ( a+b ) ;bo l t z [ 0 ℄ [ 2 ℄= exp (b ) ; bo l t z [ 0 ℄ [ 0 ℄= exp(−a+b ) ;}void m
sweep( short ∗ s ){ int p , q ;for (p=0;p<MA; p++)for ( q=0;q<N; q++){nn=s [ ( q+1)%N℄+ s [ ( q+N−1)%N℄+2;s i=s [ q ℄+1;������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 8. TRANSFERMATRIZEN 8.6. Programm: Simulation des 1d Ising Modells 147i f ( t e s t [ s i , nn℄==0) { s [ q℄=−s [ q ℄ ; ann=ann+1;}elsei f ( drand48()< bo l t z [ s i ℄ [ nn ℄ ) {s [ q℄=−s [ q ℄ ; ann=ann+1;};} ;}/∗ Bere
hnung der Momente ∗/double moments( short n , short ∗ s ){ int p , sum=0;for (p=0;p<N; p++)sum=sum+s [ p ℄ ;/∗sum=sum+pow( s [ i l ℄ , n ) ; ∗/return (double )sum/N;}Mit diesem Code haben wir die Magnetisierung in Abhängigkeit von h für vers
hiedeneTemperaturen bestimmt. In der folgenden Abbildung sind die Resultate unserer Monte-Carlo Simulationen für N = 128 eingezei
hnet.
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Die kleinen Quadrate sind dieWerte für T = 2 und die Dreie-
ke gehören zu T = 4. Die Kur-ven gehören zur exakten Lösungim thermodynamis
hen Grenzfall
N → ∞. Die Übereinstimmungzwis
hen den MC-Daten für N =

128 und der exakten Lösung für
N = ∞ ist bemerkenswert.
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