Kapitel 8
Transtfermatrizen

In den Kapiteln 2 und 5 haben wir klassische Feldtheorien in d — 1 Raumdimensionen
iiber den Funktionalintegralformalismus quantisiert und sind durch die analytische Fort-
setzung der Vakuumerwartungswerte zur euklidischen Formulierung der quantisierten Sys-
teme gelangt. Diese hatte die Interpretation eines klassischen statistischen Systems in d
Dimensionen. Die Diskretisierung der Funktionalintegrale fiihrte uns schliefslich zu den
Gittertheorien. In diesem Kapitel gehen wir teilweise den umgekehrten Weg. Ausgehend
von einer Gittertheorie soll ein Zustandsraum und ein Hamilton-Operator konstruiert wer-
den, der im Kontinuumslimes gegen den Hamilton-Operator der urspriinglichen Theorie
konvergiert. Der Formalismus zeigt den Ubergang vom Gittermodell zur entsprechenden
Quantenfeldtheorie. Die dabei vorgestellte Transfermatrix-Methode ist in Gitterfeldtheori-
en und Spinmodellen gleichermafsen einsetzbar. Dies wird im vorliegenden Kapitel anhand
einfacher eindimensionaler Spinmodelle, auch Spinketten genannt, und Skalarfeldtheorien
illustriert.

8.1 Ising-Kette

Wir werden zunéchst die Transfermatrix iiber die einfache Isingkette einfithren. Anschlie-
flend wird der Transfermatrix-Formalismus allgemein behandelt. In seiner Dissertation un-
tersuchte ERNST ISING 1928 die lineare Kette von magnetischen Momenten oder ,,Spins*
[38]. Ising-spins konnen, wie in der folgenden Abbildung gezeigt, durch in zwei entgegen-
gesetzte Richtungen zeigende Vektoren dargestellt werden.

7S N T A A A
rz: 1 2 3 N
Wir betrachten ein eindimensionales endliches Gitter A C Z bestehend aus N Gitter-

punkten. Auf jedem Gitterpunkt z lebt ein Spin s, € {1,]} oder s, € {1,—1}. Ein
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KAPITEL 8. TRANSFERMATRIZEN 8.1. Ising-Kette 128

Zustand des Systems wird spezifiziert durch eine Konfiguration w = {sy,...,sy}. Wir
wahlen periodische Randbedingungen, so dass 1 und N néchste Nachbarn sind. Fiir die
Isingkette vereinfacht sich die Energiefunktion (6.2) zu

N N
Hy(w) = —JstSxH — thm. (8.1)
=1 =1

Zur Berechnung der Zustandssumme schreiben wir diese wie folgt um,

ZA(/B) = Z e_ﬁHA(’w) — Z 6K8182+%6h(81+82) . 6K5283+%ﬁh(52+33) .
w

815-4SN

= Y TooTas Toye =tr TV, K =3J. (8.2)

S15-3SN

Hier wurde eine zweidimensionale Transfermatriz so definiert, daf ihre Elemente durch
<8‘j\‘7‘8/> _ eKss’—',—%ﬁh(s—i—s’) (8.3)

gegeben sind, wobei s und s’ unabhéngig die Werte +1 annehmen koénnen. Die explizite
Darstellung der Transfermatriz lautet

. K+6h K
T= < oK eK—Bh) : (8.4)

Sie ist symmetrisch und positivitdtserhaltend, T =Tt und T,e > 0. Zur weiteren Aus-
wertung diagonalisieren wir 7" mit einer Drehung R,

P = RDR™,  R= (57 TSmYY o p_ (M 0 (8.5)
siny  cosvy 0 A

Die beiden reellen Eigenwerte sind positiv,

A = €f <cosh Gh + \/sinh2 Gh + 6_4K) , (8.6)

und A, ist der grokere Eigenwert. Der Drehwinkel v in (8.5) ist bestimmt durch

e 2K sinh Bh
, COs2y = .
V/sinh? Bh + e—1K V/sinh? Bh + e~1K

sin 2y =

A. Wipf, Quantenfeldtheorie 11



KAPITEL 8. TRANSFERMATRIZEN 8.1. Ising-Kette 129

Benutzt man dies im Ausdruck (8.2) fiir die Zustandssumme dann ergibt sich
ZaBh)y =t TV = XY + AN =2V (1+p"), p=T< L (8.8)

Wichtige Gréfen der Thermodynamik sind damit schon allein durch die Eigenwerte der
Transfermatrix bestimmt. Zum Beispiel ist die freie Energiedichte

1 1

fA(ﬁu h) = NFA(ﬁu h) = _E

Im thermodynamischen Limes N — oo strebt p”¥ gegen Null und f ist proportional zum

log Ay — log(1 + p™). (8.9)

1
6]\7
Logarithmus des grofsten Eigenwertes der Transfermatrix,

JmFa(8.) = (8. = =S log . (8.10)

Die innere Energiedichte uy = Up/N wird mit (6.29) zu

up (B, h) = 95 (logAJr—ir Jiflog (1—|—pN)) . (8.11)

Fiir ein verschwindendes Magnetfeld h = 0 oder im thermodynamischen Grenzfall N — oo
vereinfacht sich die Formel wie folgt,

h N-2
ux(B,0) = —tanhK(ll_:(t(?;lnhng)N )
w(B.h) = Jim ua(0,h) =~ log A (5.12)

Fiir die unendlich ausgedehnte Isingkette mit ausgeschaltetem Magnetfeld ist u(3,0) =
—tan K. Die Magnetisierung berechnet sich mit Hilfe der Transfermatrix,

m = 51 ZZ€_6H81

1 ~
— Zsl vrsoTsnss - Thnsy :EtrSTN, (8.13)

wobei S = o3 die dritte Pauli-Matrix ist. Wegen T = RDR™* und der Zyklizitiit der Spur
erhalten wir

1

m = —tr (R'SRDY) mit R'SR= (

cos2y  —sin2y ) (8.14)

—sin2y —cos2y
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Mit der obigen Form fiir die diagonalisierte Transfermatrix finden wir das Resultat

1—p" Neoo sinh 8h
V/sinh? Bh + e 4K

(8.15)

Nach (6.30) erhdlt man die Magnetisierung auch durch Ableiten der freien Energiedichte
(8.9) nach dem Magnetfeld. Schaltet man das Magnetfeld aus, so verschwindet die Magne-
tisierung (8.15) fiir alle positiven Temperaturen. Im eindimensionalen Ising-Modell gibt
es also keine spontane Magnetisierung. Man kann zeigen, dass alle Spinketten mit kurz-
reichweitiger Wechselwirkung zwischen den Spins keine spontane Symmetrie-Brechung
zeigen.

Fiir die 2-Punktsfunktion findet man auf dhnliche Art fiir y > x die Formel

1 _
(Sz8y) = ZZ@ A 5,5,

1 xr— —x —
- E Z (T 1)5159081‘(Ty )Sacsysy(TN+1 y)SySI

$1,8z,5y

1 ~ ~
_ y—z QN —(y—x)
—tr (ST ST ) (8.16)

— %tr ((R"'SR) DY~ (R™'SR) DN~v=2))

mit den in (8.5,8.14) eingefiihrten Matrizen D und R~'SR. Eine kurze Rechnung liefert

3o sin? 27, y > x. (8.17)
b

(848,) = cos® 2y +

Wegen der Translationsinvarianz auf dem periodischen Gitter und der Symmetrie (s;s,) =
(sys;) hingt die Zweipunktsfunktion wie erwartet nur vom Abstand |y — x| von z und y
ab. Im thermodynamischen Grenzfall gilt

lim (s,s,) = cos? 2y + e /¢ in? 2

N—o0
) 1 1 noo
mit £ =log - — —logtanh K. (8.18)
p
Fiir alle positiven Temperaturen ist die Korrelationsldnge £ endlich. Es gilt die Clusterei-
genschayft,
(528y) — (Sz)(Sy) 2% gin2 2y e lv-el/e gy, (8.19)
———

=m?2
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Das 1-dimensionale Ising-Modell hat keine geordnete Phase fiir 7' > 0. Nur fiir eine
veschwindende absolute Temperatur sind (abhéngig von der Reihenfolge der Grenziiber-
giange) alle Spins auch ohne Magnetfeld parallel ausgerichtet. Das mag verwunderlich
erscheinen, da der Zustand {77117 ..., d.h s, = 1 fiir alle Gitterpunkte z, die niedrigste
Energie hat (entartet mit s, = —1 fiir alle z). Dieser Zustand hat aber nicht die nied-
rigste freie Energie F' = U — T'S. Um dies zu zeigen, betrachten wir eine Konfiguration
wie TTTTTLLLL], bei der die Spins teilweise umgedreht sind. Die Trennwand zwischen den
beiden Bereichen erhoht die Energie um AU = 2, sie kann aber an N Stellen liegen. Der
Entropiegewinn ist AS = klog N. Dies bedeutet, dass bei T" # 0 die freie Energie des
Systems durch die Trennwand abgesenkt ist. Spater werden wir Modelle in mehr als ei-
ner Dimension untersuchen. Dann werden wir Phaseniibergiinge und spontan gebrochene
Phasen bei endlichen Temperaturen finden.

8.1.1 Der ,Hamilton-Operator*

Nun gehen wir teilweise den umgekehrten Weg wie in den Kapitel 2 und 5 und extrahieren
einen Operator H iiber die Beziehung

T=ec" (8.20)

DaT positiv ist, kann H hermitesch gewahlt werden. Die Matrix H ist eine Art diskreter
Hamilton-Operator fiir das betrachtete Spinsystem. Fiir Gitterfeldtheorien sollte er im
Kontinuumslimes gegen den Hamilton-Operator der entsprechenden Quantenfeldtheorie
streben. Mit Hilfe der Formel

3

exp (aZniaZ) = cosha + sinhozZniai, (8.21)

i=1

wobei o; die Pauli-Matrizen sind, liisst sich die Berechnung von H geschlossen ausfiihren.
Der Einfachheit halber betrachten wir den Fall h = 0, fiir den die Transfermatrix (8.4)
die folgende einfache Form annimmt

K

ey I (5.22)

Hier haben wir die sogenannte duale Kopplung K* iiber die Relation

tanh K* = ¢ 2K <= tanh K = ¢ 2K, (8.23)
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eingefithrt. Wir erhalten also fiir den Hamilton-Operator
H=—K +logcosh K* — K*oy = By + K*(1 — 0y), (8.24)

mit Grundzustandsenergie Ey = logcosh K* — K — K*. Mit Hilfe von (8.22) schreibt sich
diese gemiss

Ey = —log(2cosh K) = Bf(5,h =0). (8.25)

Der renormierte Hamilton-Operator H’ mit der Grundzustandsenergie 0 lautet
H =H—Ey=K*(1—0y). (8.26)
Der einzige angeregte Energieeigenwert liegt 2K* iiber dem Grundzustand und bestimmt

die Korrelationsliange der Zweipunktfunktion (s,s,).

8.1.2 Die anti-ferromagnetische Kette

Fiir J < 0 werden Konfigurationen mit antiparallelen benachbarten Spins energetisch be-
giinstigt. Solche Systeme heifsen ,Anti-Ferromagnete“. Ohne Magnetfeld und fiir negatives
J vereinfachen sich die die Ausdriicke (8.6) fiir die Eigenwerte der Transfermatrix zu

Ay =2cos(K) >0 und A_=2sin(K)<0 fir J<O0. (8.27)

Die Eigenwerte der Transfermatrix sind nicht mehr alle positiv. Die freie Energie, die
durch den betragsméfig maximalen Eigenwert bestimmt wird, ist davon allerdings nicht
betroffen. Ohne Magnetfeld ist cos(2y) = 0 und sin(2y) = 1 in (8.7) und die Korrelati-
onsfunktion (8.18) hat die einfache Form

lim (s,s,) = (tanh K)V=* = (=1)#=*l(tanh | K|)l¥==I. (8.28)

N—oo

Sie hat auf benachbarten Gitterpunkten verschiedene Vorzeichen. Die T-Matrix ist nicht
mehr durch exp(f[) mit einer hermiteschen Matrix H gegeben, da T keine positive Ma-
trix ist. Das langreichweitige Verhalten des Isingmodells ldsst sich jedoch auch durch die
Matrix 7 beschreiben. Dies ist eine positive Matrix und wir konnen

A 1 A
H= —§logT2 (8.29)

definieren. H ist identisch zum Hamilton-Operator der gewohnlichen Isingkette.
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8.2 Pottskette

Eine Konfiguration w = {0y, ...,0x} des eindimensionalen Pottsmodells hat die Energie
Hy(w) = =J > 6(00i1,00) =20 8(0s, 1), (8.30)

wobei wir periodischen Randbedingungen wihlen. Bei der Berechnung der Zustandssum-
me

Z\(B,J.h) = e PH®) (8.31)

machen wir Gebrauch von der Transfermatrix-Methode. Eine Wahl fiir diese Matrix ist

(z z ... z
(Tyor) = <J\T\a') = 1 C 1 , ¢ =eb, 2= e (8.32)
11 ... ¢

Zur Bestimmung der Eigenwerte berechnen wir das charakteristische Polynom. Dazu zie-
hen wir die zweite Reihe von T'— A1 von den darunterliegenden Reihen ab. Danach ad-
dieren wir die dritte und alle nachfolgenden Spalten zur zweiten Spalte. Auf diese Weise

finden wir
Cz—X z(g—1) z z
1 C+q¢ —X 1 1
det(T — A1) = det 0 0 C—1—-X ... 0
0 0 oo C—1—=X

= N (G OA 2D g - DHC—1- A",

wobei ¢ = ¢ — 2 fiir das Isingmodell verschwindet. Dies fiihrt auf den ¢’-fach entarteten
Eigenwert ( —1 und die einfachen Eigenwerte A, die Wurzeln der quadratische Gleichung

A2 — (Cz+§+q'))\+z(§—1)(c+q—1):O. (8.33)
Es ergibt sich der folgende explizite Ausdruck fiir die Zustandssumme

Za(C2) =te TN = MY 4 2V 1 g/(¢— 1), (8.34)
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mit den Eigenwerten der Transfermatrix

1 (GRS SV (SR ey PR VEy

= ¢fh <eﬁ‘] cosh Bh + ¢'e P + \/(eﬁJ sinh Sh — ¢'e=PM)2 4+ (¢ — 1)) . (8.35)

Fiir ¢ = 2 verschwindet ¢’ und die Zustandssumme proportional zu derjenigen des Ising-
modells. Im thermodynamischen Grenzfall N — oo werden die thermodynamischen Po-
tentiale von dem groften Eigenwert A, der Transfermatrix bestimmt. Zum Beispiel finden
wir fiir die freie Energiedichte der Pottskette mit g-wertiger Gittervariablen,

f(BJ,ph) = B(J+h)+log <cosh Bh + ¢ e PUHh)

4/ (sinh B — =AU 4 (g — 1)e-200 ) (8.36)

8.3 Der allgemeine Formalismus

Der Formalismus lasst auf Spinsysteme anwenden deren Gitter die Form A = Z x R hat.
Die durch Z durchnummerierte Koordinate heift manchmal ,Zeit“-Richtung, der Teil R
ycaumliches” Gitter. Sei & eine Durchnummerierung der Punkte von R, so kennzeichnet
x = (7, ) mit 7 € Z einen Punkt im gesamten Gitter. Eine Spinkonfiguration auf A kann
als die Menge von Spinkonfigurationen auf dem raumlichen Gitter angesehen werden,

w={slr e A=Z xR} ={w, |t € Z}, mit w, = {s,z|x € R}. (8.37)

Bei einem d-dimensionalen hyperkubischen Gitter A ist R ein d — 1-dimensionales hyper-
kubisches Gitter. Auf diesen Fall wollen wir uns im Folgenden beschrianken.

Wir konstruieren zunéchst den ,Hilbert-Raum® der Zustdnde auf dem rdumlichen Git-
ter, wobei wie frither 7 der Targetraum der moglichen lokalen Zustinde an einem Punkt
bezeichnet. Fiir das Isingmodell ist 7 = Z, und bei einem ungeladenen Skalarfeld ist
7 = R. Nun definieren wir H, als den Vektorraum der komplexwertigen Funktionen iiber
den lokalen Zusténden,

He ={¢|: T — C}. (8.38)
Die lokalen Zustinde s € 7 zeichnen eine mogliche Basis von H, aus:
‘8> = ws mit 1/13(5/) = 55,3’- (839)

Diese Basis besteht also aus den charakteristischen Funktionen zu den Zustianden. Auf
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dieser Basis definieren wir das Skalarprodukt
(s]s') = b5 (8.40)

Ist der Targetraum diskret unendlich oder kontinuierlich, dann fordern wir dhnlich wie in
der Quantenmechanik ¢ € ¢y oder ¢ € Ly(7). Beim Isingmodell ist H, gleich dem zwei-
dimensionalen Vektorraum C?. Fiir ein reelles Skalarfeld ist H, = Ly(R). Nun definieren
wir zu dem rdumlichen Gitter einen Zustandsraum

H =) Ha. (8.41)

zER

Es ist der Raum aller (komplexwertigen) Funktionen iiber den Konfigurationen (Zustéin-
den) auf R. Das Skalarprodukt auf H ist das Produkt der Skalarprodukte in den Faktoren
‘H,. Eine mogliche Basis in ‘H sind die Produktzusténde

w) = X) [sa). (8.42)

Im diskreten Fall sind dies die charakteristischen Funktionen auf einer Konfiguration zu
fester ,Zeit* w = {sz|x € R}. Man bezeichnet diese Basis die ,Konfigurationsraumbasis®.
Entsprechend der Aufspaltung A = 7Z x R des Gitters spalten wir auch die Energiefunk-
tion auf. Dabei setzen wir voraus, dass es nur Wechselwirkungsterme zwischen néchsten
Nachbarn gibt,

H(w) =Y Ho(wy1,w) + > Ulw,). (8.43)

Der Anteil Hy enthélt die Wechselwirkungsterme zwischen Spins in benachbarten Zeit-
schichten des Gitters. Er dndert nicht bei Vertauschung der Konfigurationen, Hy(w', w) =
Hy(w, w’). Mit unserer Annahme an die Wechselwirkungsterme gilt

Hy = Zho(sﬂrl,m,sﬂm) und U = Z U(Srq, Sry) (8.44)

(z,y)

Wir definieren nun die Transfermatriz als linearen Operator auf H durch seine Matrix-
elemente in der Konfigurationsraumbasis

Tw,w’ _ <w‘j\‘7‘w/> _ e—ﬁ(Ho(w,w’)-l—%U(w)—l—%U(w’)). (8.45)

Die so definierte Matrix 7" ist reell und symmetrisch und hat reelle Eigenwerte. Die Ma-
trixelemente von 7 sind positiv und nach dem Satz von Frobenius-Perron (siehe néchsten
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Abschnitt) ist der héchste Eigenwert Ay von T positiv und nicht entartet. Sind nicht alle
Eigenwerte \,, von T positiv wie beim Anti-Ferromagneten, dann wahlt man die positive
Matrix 72 um den Quantenoperator H der Gittertheorie zu definieren,

~

T2:e_2H, H selbstadjungiert. (8.46)

Fiir die Zustanssumme auf einem periodischen Gitter, welches in Zeitrichtung die Lénge
N hat, gilt

Zy =t TN =3 AN =N (8.47)

max*

n

In der Konfigurationsraumbasis konnen wir in ‘H einen ausgezeichneten Satz von Opera-
toren definieren: die Operatoren §,, die in dieser Basis diagonal sind, und die Operatoren
7., die Basisvektoren in andere Basisvektoren abbilden, beispielsweise

Splw) = sglw) und Tz|lw) = |ws). (8.48)

Hier geht ws aus w durch eine Verschiebung von s, hervor. 7, entspricht dem exponen-
zierten Impulsoperator der Quantenmechanik, der Ortseigenzustidnde um eine Konstante
verschiebt. Je nach Modell kénnen die 7, eine andere Bedeutung haben. Fiir reelle s,
wird es die Addition einer Konstanten sein und fiir gruppenwertige s, die Multiplikation
mit einem (bei zyklischen Gruppen) generierenden Gruppenelement. Man kann nun jeden
Operator auf ‘H durch die Operatoren S, und 7, ausdriicken.

Fiir die Isingkette besteht R aus einem Punkt. Wihlen wir die Basis

|1>:((1]) und \-1):(2) (8.49)

dann sind die Matrizen § und 7 durch
§$=o03 und 7 =0 (8.50)

gegeben. Wie bereits bei der Isingkette gezeigt, lassen sich auch Erwartungswerte im
Operatorformalismus ausdriicken, beispielsweise

1 ~ - —00 A A A

($r.05r2n.y) = ——tr (émTAsyTN_A> N2 N=A (015,725, [0). (8.51)
’ 7 tr TN e

Im letzten Schritt haben wir ausgenutzt, dass im Grenzfall N — oo von allen Zustéin-

den nur der Grundzustand |0) von H, also der Zustand zum hochsten Eigenwert der

Transfermatrix T' = exp(—H) beitrigt.
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8.3.1 Transfermatrix fiir reelles Skalarfeld

Wir betrachten eine nicht-wechselwirkende skalare Gitterfeldtheorie mit Wirkung

S_EZ(qg _¢)2+222¢2 (8.52)
2 SR 2 &~ '

(z,y)

Die lokalen Freiheitsgrade sind reelle Felder ¢, € R und der Hilbert-Raum an jedem
raumartigen Gitterpunkt ist gleich Ly(R) ~ {t(¢)}. Der Hilbertraum ist entsprechend das
Tensorprodukt dieser Rdume, iiber alle Punkte des rdumlichen Gitters, H = Qgzer L2(R).
Jeder Feldkonfiguration w auf dem rdumlichen Gitter entspricht ein Basisvektor |w) in
der Konfigurationsbasis von H. Die Transfermatrix ist

(w|T|w') = e~ Pl (8.53)
mit der (symmetrisierten) Energiebeitrag fiir den Ubergang zwischen zwei Raumgittern,

2
Blw,w) = 3 (60— + 37 (64 +62)

T

b2 S (6 6y 4 (0 — ) (8.54)
(z,y)

Die diagonalen Operatoren sind die Feldoperatoren,
Oo|w) = @ow),  |w) = [{sz]z € R}) (8.55)

und die Verschiebungsoperatoren sind die Impulse,

_1o = [pa, 7] = i0(z, y). (8.56)

A~

e i 56

Nun kann man wie bei der Isingkette die Transfermatrix durch diese Operatoren aus-
driicken. Man erhilt mit Hilfe der Identitét

(w|e X0 |’y = (277)%/2 exp {—% Zm(gbm — ¢;)2} , (8.57)

wobei K () = 3 Y., @2 der kinetische Operator ist, folgende einfache Darstellung fiir die
Matrixelemente der Transfermatrix

(w|T|w') = (27)RI/2 e F@) K@) ~F(9), (8.58)
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Hierin tritt der in der Konfigurationsbasis diagonale Operator

n 1 ; N2 m’ )
F() =72 (e =)+ > 6 (8.59)

(z,y)

auf. Aus der Gestalt (8.58) kann man erkennen, das 7" nicht die Exponentialfunktion eines
einfachen Operators H ist. Nur im Kontinuumslimes (siehe spéter) geht H iiber in den
bekannten Hamilton-Operator des freien Skalarfeldes.

i = %/dm (ﬁ + m%i) . (8.60)

8.3.2 Satz von Frobenius

Bei der Losung des eindimensionalen Ising-Modells spielt der grofite Eigenwert A der
Transfermatrix offensichtlich eine herausragende Rolle. Der folgende Satz macht Aussa-
gen iiber die Eindeutigkeit dieses Eigenwertes und die Form des zugehorigen Eigenvektors.

Satz [Perron-Frobenius| Es sein T eine hermitesche Matriz mit positiven Matrizele-
menten T;;. Dann hat T einen eindeutigen Eigenvektor zum gréfiten Eigenwert ||T'||. Die
Komponenten des Figenvektors sind alle ungleich Null und kénnen positiv gewdhlt werden.

Beweis: Es sei ||¢||? = Y ¢7); die quadrierte Norm des Vektors 1 € C". Die Norm einer
n x n-Matrix 7" ist

. T
|T|| = max M (8.61)
o0 |9
Es sei nun Q = (Q,...,Q,)7 ein Vektor zum maximalen Eigenwert || T,

(Q,70) = |T)1(2, ),

und Q = (|, ...,|Q.])7. Die Vektoren Q und Q haben dieselbe Norm. Da nach Voraus-
setzung die Matrixelemente von 7' nicht-negativ sind gilt offensichtlich

(Q,79) > (2,7Q) = |TI(2,9Q) = [T](%, Q). (8.62)
Mit der Schwartzschen Ungleichung folgt weiter

(Q,70) < [QITR < TR = 1T IR = 17112, Q). (8.63)
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Diese beiden Ungleichungen implizieren, dass
(Q,79Q) = 7] (2,9

Damit ist ) genauso wie Q ein Eigenvektor zum maximalen Eigenwert von T. Kein Ele-
ment des reellen Eigenvektors (2 kann wegen

O<ZTQ_ )i = 1T = Q: >0

verschwinden. Es folgt nun, dass 2 und 2 linear abhdngig sein miissen. Um dies einzusehen
setzen wir

Qj = 6i¢j|§2j| = 67;('0ij
n (Q,7Q) = (Q,T9Q) ein, und dies fiihrt auf
Z UT S = Z QT e’ Pr—91) = Z QT3 %,

was @ = ¢; = ¢ nach sich zieht. Also ist Q = Q. Nun folgt sofort der Satz von PERRON
und FROBENIUS: es seien Q) und Q) zwei Eigenvektoren zum groften Eigenwert. Gemif
unseren Betrachtungen diirfen wir annehmen, dass alle Komponenten dieser Vektoren
positive Zahlen sind. Dann gibt es immer ein o > 0, so dass der Eigenvektor zum gleichen
maximalen Eigenwert

00 _ ,0®
positive und nicht-positive Komponenten hat. Dies widerspricht aber den gerade bewie-
senen Eigenschaften eines derartigen Eigenvektors.
8.4 Nullstellen der Zustandssumme
Die Nullstellen von Zx (3, h) als Funktion der komplexen Fugazitit
z =¥t (8.64)

geben nach YANG und LEE Aufschluss iiber eventuelle Phaseniibergéinge [40|. Oberhalb
der kritischen Temperatur 7, ist die Zustandssumme ungleich Null in der Umgebung
der reellen Achse in der komplexen z—Ebene. Fiir T" — T, né&hern sich Nullstellen der
reellen Achse und zeigen einen Phaseniibergang an. Fiir das Ising-Modell mit K = (J
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und Fugazitit z = exp(20h) ist die Zustandssumme

ZANK,z) = 27V Zexp <KZ sxsy) S(VHY52)/2
w (zy)

2k

14
VY ap(K) = 27V (2), (8.65)
k=0

bis auf den Faktor z="/2 ein Polynom vom Grad V' = |A| in der Fugazitiit. Damit ist fiir das
endliche System die freie Energie eine analytische Funktion in z > 0 und entsprechend gibt
es keinen Phaseniibergang. Aber fiir V' — oo konnen Phaseniiberginge auftreten und nach
LEE und YANG miissen wir das Verhalten der Nullstellen fiir grofse Volumen untersuchen.
Falls es ein Gebiet G in der komplexen Fugazititsebene gibt, welches frei von Nullstel-
len ist und die reelle Achse einschliefst, so sind dort die thermodynamischen Groéfen im
Limes V' — oo analytisch. Phaseniibergiinge werden durch Schnitte der Nullstellenmen-
ge mit R™ bestimmt. Schnittpunkte geben die Werte der Systemparameter (Temperatur,
Magnetfeld,...) von Phaseniibergéingen an.

Das obige Polynom P,(z) hat V' komplexe Nullstellen z;. Da die Koeffizienten ay in
(8.65) reell sind, ist mit z; auch Z; eine Nullstelle. Da sie zudem positiv sind, liegen
die z; nicht auf der positiven reellen Achse. Die Menge der Spinkonfigurationen enthélt
mit w = {s;|r € A} auch die gespiegelte Konfiguration —w = {—s,|z € A}. Wegen
H(w,h) = H(—w, —h) dndert die Zustandssumme sich nicht, wenn wir A durch —h oder
z durch 1/z ersetzen,

Zp(K z) =) e PHwM R D e HWL = Z)(K,1/2). (8.66)

Wir folgern aus dieser Zs—Invarianz, dass mit z; auch 1/z; eine Nullstelle von P, sein
muss. Dies schrinkt das Polynom P, weiter ein,

Py(2) =2YPy(1/2) oder aj =ay_; >0, (8.67)

Fiir das eindimensionale Ising-Modell kénnen wir die Nullstellen der Zustandssumme (8.8)
explizit angeben: Z, verschwindet fiir

M+ A =0 oder Ay =N, n=1,3,...,2N — 1.

Mit (8.6) folgt daraus

isin (;l_;) cosh(Bh,) = \/6—41{ + sinh?(Bhy,) cos <;L—]7\Tf>

A. Wipf, Quantenfeldtheorie 11



KAPITEL 8. TRANSFERMATRIZEN 8.4. Nullstellen der Zustandssumme 141

und mit Sh, = i6, die Gleichung

.. nm X nm
sin — cos f,, = v/sin? 6, — e—4K cos <—> )

2N 2N

Quadrieren wir diese Gleichung und benutzen cos? = 1 — sin?, so finden wir folgende
Formeln fiir die halben Phasen 6,, der Yang-Lee Nullstellen z, = exp(2i,,),

cos 0, (K) =1 — e * cos (%) , n=1,3,...,2N — 1. (8.68)

Da der Wurzelfaktor im Intervall [0, 1] liegt gibt es zu jedem n eine reelle Losung 6,, und
alle Nullstellen liegen auf dem Einheitskreis in der komplexen Fugazititsebene. Fiir T' = 0
ist die Wurzel 1 und die Nullstellen sind dquidistant. In der folgenden Abbildung haben
wir Argumente der Nullstellen,

20 = 2arccos (acosz) mit a=+/1—e 4K,

fiir die Werte a = 1.0, 0.8, 0.6 und 0.4 geplottet.

27 1.0
20
0.8
0.6
0.4
T
\
|
T
0
0 s

Fiir positive Temperaturen ist « kleiner 1 und entsprechend ist 6 € [A; 7 — A] mit A =
arccos o > 0. Der Abstand zwischen Rt und den Nullstellen ist mindestens sin A > 0 und
es gibt keinen Phaseniibergang fiir 7" > 0. Nur fiir 7" = 0 erwarten wir eine Singularitit
der freien Energiedichte bei z = 1, also bei verschwindendem Magnetfeld.

Die Lee-Yang-Nullstellen liegen alle auf dem Einheitskreis in der komplexen Fugazi-
tatsebene. In der folgenden Abbildung sind die Nullstellen von Z,(z) fiir [A|] = 30 und
verschiedene Werte von « eingezeichnet.
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] 1.0 Vo 0.8
o
o... 0/
: 0.6 0.4
o.. .\

In der néachsten Abbildung sind die Nullstellen fiir
a=+v1-—e*K =0.9,

also fiir eine positive Temperatur und fiir verschiedene Gittergrofen geplottet. Im thermo-
dynamischen Grenzfall N — oo hédufen sich die Nullstellen von Z,(z) an der Lee-Yang-

Kante bei

Rz = cos (2 arccos 0.9) und &z =sin (2 arccos 0.9).

. by ° %e .o. %o
*ON=10 . N=2 s N=40
. . o . ... .... ..'

8.5 Dualitatsrelationen fiir Pottskette

In diesem Abschnitt werden wir zeigen, dass die Zustandssummen der Pottskette (8.34) ei-
ne Dualitatstransformation zulédsst. Diese Eigenschaft bestimmt die Lage ihrer Nullstellen
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im Raum der Kopplungen K. Dazu betrachten wir die Hilfsfunktion

Z\¢2) = (C=1(E-1) 2 )

(E=1) v )
q(mﬂ) *( «—meJ +<<oww—w>’

die unter der Dualitiitstransformation der Variablen z = ¢2°* und ¢ = ¢/ gemiif

C=DeE-1)=q¢ (-1DC-1)=gq (8.69)

in sich iibergeht,

Die Beziehungen (8.69) definieren zwei gebrochen lineare Mobius-Transformationen,

—1 -1
el g oo Srat (8.71)

= (-1

die verallgemeinerte Kreislinien in verallgemeinerte Kreislinien abbilden. Die Terme

(—1 Ay

A
U Je-he-n Vi ne-1

aus deren Potenzen Z, berechnet wird, sind einzeln invariant unter der Transformation
(8.69). Fiir den ersten Term ist dies evident, fiir die beiden anderen Terme weniger.

d

Fiir die Isingette hat die Zustandssumme auf der rechten Seite in

) (s — N/2
znic) = (SHETE) Tz (8.72)
Nullstellen bei

C=e" >0 und 2t = 20K (8.73)

wobei 7 (K*) € R in (8.68) gegeben ist. Mit der inversen Dualititstransformation

=" = 1= —icot 0, (K™) (8.74)

folgt, dass fiir festes Bh € R die Nullstellen von Zustandssumme Z, ((, z) des Ising-Modells
in der komplexen ¢ = e?X-Ebene auf der imaginiren Achse liegen [41].
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8.6 Programm: Simulation des 1d Ising Modells

Das folgende Programm glgewld.c simuliert das eindimensionale Ising-Modell mit Ener-
giefunktion

N N
H(w) = —Jstst — thx, s, = +1. (8.75)
r=1 =1

Die ersten 500 Iterationen dienen zur Thermalisierung des Systems. Danach wird nur
jede 20’ste Konfiguration ausgewertet um Korrelationen zwischen den Konfigurationen zu
unterdriicken. Das Programm ist selbsterklarend. Es braucht die Datei constantsising.h
auf Seite 145, in der die globalen Variablen und Konstanten N, M, MG, MA und die
Kopplungskonstante J definiert sind sowie die header-datei stdmcising.h mit wichtigen
Funktionen.

Fiir die Temperatur 7' = 2.0 werden die berechneten Werte fiir die Magnetisierung
im File iisingT=2.0 gespeichert. Dieser File befindet sich im Unterverzeichnis .isldata
des Verzeichnisses, aus dem das Programm glgewld.c aufgerufen wird.

glgewld.c Braucht constantsising.h und stdmcising.h.

/+ Programm isingld.c x/
/+ Simulation des ferromagnetischen 1d Isingmodells x/
/+* Es wird die Magnetisierung fuer verschiedene Werte x/
/+ des Mangentfeldes berechnet und im File x/
/+ ./isldata/isingT —.. gespeichert. x/
#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
#include <math.h>
#include <string.h>
#include <time.h>
#include "constantsising.h"
#include "stdmcising.h"
int main(void)
{
srand48 (time (NULL));
/+* Temperatur einlesen */
puts ("Temperatur_(3_Zeichen)_=_");
scanf ("%3s" ,temp);
beta—1/atof (temp);
strncat (isingl ,temp,3);
a=d4dxbetax]J;
fp=fopen (isingl ,"w");
fprintf (fp,"#.N.=%i_,. T_=_%.3f\n" ,N,1/beta);
fprintf (fp,"#_Magnetisierung _1-d_Ising\n");
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/+* Anfangskonfiguration x/
for (i=0;i<N;i++)
s[i]=—1; */ kalte Anfangskonfiguration =/
/x if (rand()<1078741828) s[i]=1 else s[i]-——1 %/
/x Ins Gleichgewicht bringen x/
h=-5.0;b=2«betaxh;
/x Boltzmanngewichte berechnen x/
boltzmann ();
for (1=0;1<MG;i++) mcsweep(s);
/x Simulation und Berechnung */
/% Simulation fuer h von —5 bis 5 %/
/* in Schritten von 0.5 %/
for (i——10;i<11;i++){
h=0.5%1i;b=2«betaxh;
boltzmann (); pruef ();
ann=0;mittell =0;
for (j=0;j<M;j++){
mcsweep (s );
mittell=mittell1+moments(1,s);

}s

printf ("angenommen_%.2f\n" ,(float )ann /(N«MA«M));

fprintf (fp ,"%4.1f____%6.3f\n" ,h,2xmittell /M);
b
fclose (fp);

return 0;

}

constantsising.h Diese Datei enthilt Konstanten und globale Variablen.

/+ Headerdatei constantsising.h x/

/+x Konstanten : N,M,MG,MA,J x/

/+* Variablen s[N], isingl[], etc. x/
#define N 128 /« Anzahl Gitterpunkte x/
#define M 10000 /« Anzahl Iterationen x/
#define MG 500 /x bis zum Gleichgewicht x/

#define MA 20 /x jede MA-te Konfiguration gemessen x/

#define J 1.0

short nn,si,s[N],test [3][5];

unsigned int j , k;

double mittell ;

float a,b,vorz ,beta,boltz[3][5] ,h;

int i,ann=0;

FILE xfp;

char temp[20],isingl[]="./isldata/isingT=";
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stdmcising.h Die Datei enthélt wichtige vom Hauptprogramm glgewld.c aufgerufenen
Funktionen. Es werden die in constantsising.h deklarierten Konstanten, Variablen und
die Grofen

a=4pJ und b=2p3h.

benoétigt. Die Arrays test und boltz werden fiir die Monte-Carlo Iterationen gebraucht.
Das erste Argument dieser Arrays ist der Wert des behandelten Spins s,, plus 1, und das
zweite Argument die Summe der Spins der nachsten Nachbarn, plus 2. Nimmt die Energie
bei der Anderung von s, ab, so ist test = 0, andernfalls 1. Im Array boltz werden die
Bolzmanngewichte abgelegt. Damit spart man etwas Rechenzeit, da die Berechnung der
Exponentialfunktion Zeit kostet. Die Kernroutine ist mcsweep. Hier finden sich M A- MC-
Iterationen durch das Gitter. Es wird jeweils noch gepriift, wie oft ein Anderungsvorschlag
angenommen wird.

/+* Headerdatei stdmcising.h x/

/+* Funktionen pruef und boltz: x/

/+x Bereitstellung der Arrays test und boltzmann.x/

/+* mcsweep: MA sweeps durch das Gitter x/

/+* moments: Berechnung des mittleren Spins x/
void pruef(void)

{
if (b>0){
test [2][4]=1;test [2][2]=1;test [0][2]=0;test [0][4]=0;
if (b>a) {test[0][0]=0;test[2][0]=1;}
else {test[0][0]=1;test[2][0]=0;};
}
else{
test [2][0]=0;test [0][2]=1;test[2][2]=0;test [0][0]=1;
if (a+b>0) {test[2][4]=1;test[0][4]=0;}
else {test[2][4]=0;test [0][4]=1;};};
}
void boltzmann(void)
{

boltz[2][4]=exp(—a—b);boltz[2][2]=exp(=Db);
boltz[2][0] —exp(a—b);boltz[0][4] —exp(ath);
boltz[0][2] —exp(b);boltz[0][0] —exp(—atb);
}
void mcsweep(short x*s)
{
int p,q;
for (p—0;p<MA;p++)
for (q=0;9<N;q+-+){
nn=s | (q+1)%N]+s [ ( q¢+N—=1)%N] +2;
si=s[q]+1;
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if (test[si,nn]==0) {s[q]J=—s[q];ann=ann+1;}
else
if (drand48()<boltz[si]|[nn]){
s[al=—s[q];ann—=ann+1;};
};
}
/+* Berechnung der Momente %/
double moments(short n,short xs)
{
int p,sum=0;
for (p=0;p<N;p++)
sum=sum+s [p | ;
/xsum=sum+pow (s[il],n);*/
return (double)sum/N;

}

Mit diesem Code haben wir die Magnetisierung in Abhéngigkeit von h fiir verschiedene
Temperaturen bestimmt. In der folgenden Abbildung sind die Resultate unserer Monte-
Carlo Simulationen fiir N = 128 eingezeichnet.

{0) T:2 - g Die kleinen Quadrate sind die
ey Werte fiir 7 = 2 und die Dreie-
cke gehoren zu T = 4. Die Kur-

A h ven gehoren zur exakten Losung
| im thermodynamischen Grenzfall

N — oo. Die Ubereinstimmung
« zwischen den MC-Daten fiir N =
iy 128 und der exakten Losung fiir

N = oo ist bemerkenswert.
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