
Kapitel 7MolekularfeldnäherungNur wenige statistis
h-me
hanis
he Modelle können explizit gelöst werden und deshalb istman an e�zienten Näherungsmethoden interessiert. Eine sol
he liefert die Molekularfeld-näherung. Diese Näherung ist relativ einfa
h und universell einsetzbar. Sie �rmiert au
hunter anderen Namen: mean �eld Näherung, Curie-Weiss-Näherung (für Ferromagnete)oder Bragg-Williams-Näherung (für Gittergase). Molekularfeldnäherungen sind relativlei
ht zu bekommen und geben s
hon qualitativ ri
htige Resultate. Wir bespre
hen hierdie Molekularfeldnäherung für Spinmodelle und Euklidis
he Gitterfeldtheorien in beliebi-gen Dimensionen.7.1 MFA für SpinmodelleIn der mean-�eld Approximation (MFA) lässt man im Variationsprinzip (6.40) nur Pro-duktmasse zu,
dP (w) =

∏

x

dνx(sx), dνx(s) = dµ(s)px(s). (7.1)Dabei ist νx(s) ein Wahrs
heinli
hkeitsmass auf dem Targetraum des Spinmodells und µdas x-unabhängige apriori-Maÿ. Da man in der Molekularfeldnäherung nur bezügli
h einerTeilmenge von Wahrs
heinli
hkeiten minimiert, bes
hränkt das freie Energiefunktional indieser Näherung FMF[m] das exakte Funktional F [m] von oben,
FMF[m] ≥ F [m]. (7.2)Im Gegensatz zur Menge aller Wahrs
heinli
hkeitsmasse ist die Teilmenge der Produkt-masse ni
ht konvex und deshalb brau
ht FMF ni
ht konvex zu sein. Zur Bere
hnung von111
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FMF notieren wir

dP (w) log p(w) = −
∏

x

dνx(sx)
∑

y

log py(sy),so dass aufgrund von ∫ dνx(s) = 1 die Entropie des Gesamtsystems die Summe der Entro-pien auf den Gitterpunkten wird,
SB(P ) =

∑

x

sB(px) mit sB(px) = −
∫

dνx(s) log px(s). (7.3)Die Zwangsbedingung in (6.40) faktorisiert,
∫

dνx(s) s = mx. (7.4)Wir untersu
hen hier allgemeine Spinsysteme mit Energiefunktionen
H(w) = −

∑

x 6=y

Jxysxsy − h
∑

x

sx +
∑

x

A
(

sx

)

, sx ∈ T . (7.5)Wegen der Nebenbedingung (7.4) gilt für Produktmaÿe
∫

dP (w)H(w) = −
∑

x 6=y

Jxymxmy − h
∑

x

mx +
∑

x

∫

dνx(s) A(s), (7.6)Damit lautet die Molekularfeldnäherung für das freie Energiefunktional
FMF[m] = −

∑

〈xy〉

Jxymxmy − h
∑

x

mx +
∑

x

αMF(mx), mit
βαMF(m) = inf

p

{
∫

dν(s)
{

βA(s) + log p(s)}
∣

∣

∣

∫

dν(s) s = m

}

. (7.7)Für die minimierende Wahrs
heinli
hkeitsdi
hte �ndet man mit der Multipliermethode
pj(s) =

1

z0(j)
e−βA(s)+js mit z0(j) =

∫

dµ(s) e−βA(s)+js, (7.8)wobei j aus der Selbstkonsistenzglei
hung (Gapglei
hung) zu bere
hnen ist
m =

1

z0(j)

∫

T

dµ(s)e−βA(s)+js s =
dw0

dj
, w0(j) = log z0(j). (7.9)

������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 7. MOLEKULARFELDNÄHERUNG 7.1. MFA für Spinmodelle 113Für das minimierende Mass dν(φ) in (7.8) vereinfa
ht si
h αMF zu
βαMF(m) = jm − w0(j) = (Lw0)(m). (7.10)Für ein homogenes mittleres Spinfeld ist FMF[m] = V fMF(m) mit freien Energiedi
hte

fMF(m) = − J̃m2

2
− hm + αMF(m) mit J̃ =

2

V

∑

x,y

Jxy. (7.11)Ist wie beim Isingmodell Jxy = J für nä
hste Na
hbarn x und y und sonst glei
h Null,dann ist die e�ektive Kopplung J̃ für ein hyperkubis
hes Gitter
J̃ = 2dJ. (7.12)Nur über diese Relation geht die Dimension des Gitters in die Molekularfeldapproximationein. Für ni
ht-hyperkubis
he Gitter lautet die Beziehung J̃ = qJ , wobei q die Anzahlnä
hster Na
hbarn eines Gitterpunktes ist.7.1.1 MFA für das IsingmodellWir können die allgemeinen Resultate sofort auf das Isingmodell übertragen, wenn wirden Isingspin als reellwertig ansehen, T = R , und die Eins
hränkung auf die Werte ±1mit Hilfe des apriori Punktmaÿes erzwingen,

dµ(w) =
∏

x

dµ(sx), dµ(s) = δ(s − 1) + δ(s + 1). (7.13)Für das Isingmodell vers
hwindet A in (7.8) und
z0(j) = 2 cosh j. (7.14)Es genügt hier das freie Energiefunktional für ein konstantes mittleres Feld zu untersu
henund zur freien Energiedi
hte überzugehen,

fMF = −dJ m2 − hm + T (Lw0)(m). (7.15)Man bea
hte, daÿ im Gegensatz zur mikroskopis
hen Spinvariablen sx das gemittelteSpinfeld m kontinuierli
h ist, m ∈ [−1, 1].Wir benötigen no
h die Legendre-Transformierte von w0 = log(2 cosh j). Dazu lösenwir m = tanh j na
h j auf, und benutzen das Resultat j(m) = arctan m in
(Lw0)(m) = jm − log(2 cosh j). (7.16)������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 7. MOLEKULARFELDNÄHERUNG 7.1. MFA für Spinmodelle 114Eingesetzt in (7.15) �nden wir für die freie Energiedi
hte bei homogenen mittleren Feldin der Molekularnäherung den einfa
hen Ausdru
k
fMF(m) = − J̃m2

2
− hm +

1 + m

2β
log

1 + m

2
+

1 − m

2β
log

1 − m

2
. (7.17)Eine alternative Herleitung von fMF: Bei dier alternativen Ableitung der Moleku-larfeldnäherung ersetzt man in der Energie die We
hselwirkung eines Spins mit seinennä
hsten Na
hbarn dur
h eine mittlere We
hselwirkung mit allen Spins,

Jxy −→ 1

V

∑

y

Jxy =
J̃

V
. (7.18)Wegen der Translationsinvarianz auf dem Gitter hängt J̃ ni
ht vom Punkt x ab. In dieserNäherung vereinfa
ht si
h der Ausdru
k für die Energie wie folgt,

H −→ HMFA = −V
{

1
2
J̃m2(s) + hm(s)

}

, m(s) =
1

V

∑

sx. (7.19)Für das Isingmodell sind die Werte für das mittlere Feld m(s) aus der Menge
M ∈

{

− 1,−1 + δ,−1 + 2δ, . . . , 1 − δ, 1
}

, δ =
2

V
.Für ein mittleres Feld m ∈ M zeigen 1

2
V (1 + m) Spins na
h 'oben' und 1

2
V (1−m) Spinsna
h 'unten'. Also gibt es zu jedem Wert von m ∈ M genau

d(m) =
V !

[

1
2
V (1 + m)

]

!
[

1
2
V (1 − m)

]

!
(7.20)Spinkon�gurationen w = {s}. Na
h der Stirlings
hen Formel ist

log(n!) = n(log n − 1) + o(n),und wir �nden für die Zustandssumme die Näherungsformel
ZMF =

∑

m∈M

d(m)e−βHMF(m) =
∑

m

e−V βfMF(m) (7.21)mit der freien Energiedi
hte (7.17), bis auf Korrekturterme der Ordnung o(V )/V . Imthermodynamis
hen Grenzfall vers
hwinden diese diese Korrekturterme m wird zu einemkontinuierli
hen Feld mit Werten im Intervall [−1, 1]. Diese zweite Ableitung der MFA������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II
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ht deutli
h, dass
PMF(m) =

1

ZMF

e−βV fMF(m) (7.22)die Wahrs
heinli
hkeitsverteilung für das Au�nden des mittleren Feldes m in der Mole-kularfeldnäherung ist. Für groÿe Volumen zeigt diese Verteilung ausgeprägte Maxima beiden Minimas der freien Energiedi
hte.In der folgenden Abbildung ist fMF/J̃ für vers
hwindendes Magnetfeld und vers
hie-dene Temperaturen geplotted. Für T < Tc = J̃ hat fMF ein Maximum am Ursprung undzwei Minima bei ±m0, für T > Tc ein globales Minimum am Ursprung. Die Werte desPotentials an den Endpunkten und am Ursprung sind
fMF(h = 0, m = 0) = −T log 2 und fMF(h = 0, m = 1) = −dJ.

−1 1

fMF/J̃

m

0.9

T =0.8

1

1.1

Die freie Energiedi
hte fMF(m) in (7.17) ist minimal für die Lösung m0 der Gapglei
hung
J̃m0 + h =

1

2β
log

1 + m0

1 − m0

=⇒ m0 = tanh
(

βJ̃m0 + βh
)

. (7.23)In dieser transzendenten Selbstkonsistenzglei
hung für das mittlere Feld setzen wir x =

βJ̃m0 + βh. Die Bestimmungsglei
hung für x hat die Form
1

J̃

(

Tx − h
)

= tanh x. (7.24)Sie besitzt eine eindeutige Lösung wenn die Steigung T/J̃ der linearen Funktion auf der������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 7. MOLEKULARFELDNÄHERUNG 7.1. MFA für Spinmodelle 116linken Seite gröÿer oder glei
h der Steigung der tanh-Funktion auf der re
hten Seite ist,also wenn gilt
T > Tc = J̃ = 2dJ. (7.25)

h > 0

T > Tc

bstabil h = 0

T < Tc

bstabil b instabil
bstabil

Oberhalb der kritis
hen Temperatur strebt die Lösung m0(h) für h → 0 gegen Null unddie Suszeptibilität
χ =

(

∂m0

∂h

)

∣

∣

h=0
(7.26)folgt mit (7.23) dem Curie-Weisss
hen Gesetz,

χ
m0(0)=0

= β(J̃χ + 1) =⇒ χ =
1

T − Tc
. (7.27)Es ist Brau
h, die dimensionslose Temperaturdi�erenz einzuführen,

ǫ =
Tc − T

Tc

. (7.28)Die Divergenz der Suszeptibilität in der Nähe des kritis
hen Punktes bei Tc (für T ↓ Tcoder T ↑ Tc) ist
χ ∼ |ǫ|−γ. (7.29)In der Molekularfeldnäherung ist der kritis
he Exponent γ glei
h 1.Unterhalb der kritis
hen Temperatur und für h > 0 ist m0(h) die gröÿte der dreiLösungen der Gapglei
hung (7.23). Für h ↓ 0 ergibt si
h eine spontane Magnetisierung������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II
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m0(T ) > 0. In der Nähe der kritis
hen Temperatur strebt m0 gegen Null und wir können
tanh βJ̃m in der Formel (7.23) mit h = 0 in eine Potenzreihe entwi
keln,

m0 = βJ̃m0 −
1

3
(βJ̃m0)

3 + . . . .Diese Glei
hung hat wie erwartet drei Lösungen,
m0 = 0 und m0 = ±

(

1

βJ̃

)3/2 √
3
(

βJ̃ − 1
)1/2

. (7.30)Die erste Lösung gehört zum ungeordneten paramagnetis
hen Ho
htemperaturzustandund die beiden anderen Lösungen zu den geordneten ferromagnetis
hen Tieftemperatur-zuständen. Für T < Tc = J̃ haben die geordneten Zustände minimale freie Energiedi
hte.Die Temperatuabhängigkeit der spontanen Magnetisierung ist in der folgenden Figuregezeigt. Sie vers
hwindet für T ↑ Tc gemäÿ
m0(T ) =

√
3

T

Tc
ǫ1/2. (7.31)Die spontane Magnetisierung ist ein Ordnungsparameter für das System, da m0 6= 0bedeutet, daÿ das System geordnet ist und m0 = 0, daÿ es ungeordnet ist.

T

Tc

m

∼
(

1 − T
Tc

)1/2

1 − 2e−2Tc/T

Der Exponent für das asymptotis
he Potenzgesetz des Ordnungsparameters ist β, so daÿim Allgemeinen
m0(T ) ∼ ǫβ . (7.32)Die Vorhersage der MFA für den kritis
hen Exponenten1 β ist 1

2
. In der Molekularfeldnä-herung springt die spezi�s
he Wärme bei Tc von einem endli
hen Wert unterhalb Tc auf1Ni
ht mit der inversen Temperatur verwe
hseln!������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II
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0 oberhalb Tc. Die Höhe des Sprungs ist 3k/2.Die Magnetisierung als Funktion des Magnetfeldes h folgt aus der Selbstkonsistenz-glei
hung (7.23) wenn wir die re
hte Seite dieser Glei
hung für T = Tc bis zur drittenOrdnung in h entwi
keln,

m0 = m0 + βch − 1

3
(m0 + βch)3 + . . . . (7.33)Für sehr kleine m0 und h dürfen wir βch ≪ m0 annehmen. Dann �nden wir

m0 ∼ (3βch)1/3, (T = Tc), (7.34)was mit unserer Annahme verträgli
h ist. Im Allgemeinen hat man
m0 ∼ h1/δ für T = Tc. (7.35)In der Molekularfeldnäherung ist δ = 3.S
hluÿendli
h verglei
hen wir die Resultate der MFA in der Nähe des Phasenübergangsmit exakten Resultaten. Die Tatsa
he, dass das MFA-Resultat für Tc nur von der AnzahlNa
hbarn q über

J̃ = qJ (7.36)abhängt, und ni
ht von der Dimension des Gitters, ist eine der groÿen S
hwä
hen der Nä-herung. Die einfa
he MFA sagt für das eindimensionale Isingmodell einen Phasenübergangbei Tc > 0 voraus, und dies ist o�ensi
htli
h inkorrekt. In der folgenden Tabelle werdendie MFA-Werte für Tc mit den best-bekannte Werten für Tc für 2- und 3-dimensionale Git-ter vergli
hen. In jeder Dimension wird die Vorhersage der MFA besser wenn die Anzahlnä
hster Na
hbarn (die Koordinationszahl) zunimmt.Gitter d q TMF/Tc Tc/TMFQuadrat 2 4 1.763 0.567Dreie
k 2 6 1.648 0.607einfa
h kubis
h 3 4 1.330 0.752b

 3 8 1.260 0.794f

 3 12 1.225 0.816

(7.37)
Eine weitere Vorhersage ist, dass in der Nähe der kritis
hen Temperatur die vers
hiedenenthermodynamis
hen Gröÿen ein Potenzverhalten zeigen. In der MFA sind die kritis
hen������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 7. MOLEKULARFELDNÄHERUNG 7.2. MFA für Gitterfeldtheorien 119Exponenten β = 1/2, γ = 1 und δ = 3 unabhängig von der Dimension. Sie stimmen ni
htmit den exakten kritis
hen Exponenten der Onsagers
he Lösung für das 2-dimensionaleIsingmodell überein. Weiterhin ma
ht in der MFA die spezi�s
hen Wärme einen Sprungbei Tc, im Gegensatz zur Onsager-Lösung, in der sie eine logarithmis
he Singularität amkritis
hen Punkt hat. Ähnli
he Diskrepanzen �ndet man in 3 Dimensionen. Aber in 4 undmehr Dimensionen sind die kritis
hen Exponenten der MFA korrekt. In der folgendenTabelle sind die wi
htigsten Exponenten für das Isingmodell tabelliert.Gröÿe Exponent d=2 (exakt) d=3 MFAspezi�s
he Wärme α 0 (logar.) 0.113 0 (Sprung)Ordnungsparameter β 1/8 0.324 1/2Suszeptibilität γ 7/4 1.238 1Zustandsglei
hung δ 15 4.82 3

η 1/4 0.031(5) 0Korrelationslänge ν 1 0.629(4) 1/2Potenzgesetz bei Tc η 0 1/4 0.04Wir fassen zusammen:
• Die Dimension geht in der MFA verloren. Der einzige d-abhängige Parameter ist J̃ .
• Die Art des Phasenübergangs wird für d ≥ 2 ri
htig und d = 1 fals
h vorausgesagt.
• Für d ≥ 2 ist die kritis
he Temperatur der MFA zu ho
h und das kritis
he Verhalten(die Art der Singularität bei T = Tc und h = 0) wir inkorrekt wiedergegeben.
• Die MFA zeigt ni
ht, dass kurzrei
hweitige We
hselwirkungen zu langrei
hweitigenKorrelationen führen können.7.2 MFA für GitterfeldtheorienIm vorherigen Abs
hnitt haben wir die Molekularfeldnäherung für das freie Energiefunk-tional von Spinmodellem bestimmt. Nun übertragen wir die Ergebnisse um die Mole-kularfeldnäherung für die e�ektive Wirkung Γ[ϕ] zu gewinnen. Dazu lässt man bei derMinimierung in (6.48) nur Produktmasse zu,

dµ(φ) =
∏

x

dνx(φx), dνx(φ) = px(φ)dµ(φ), (7.38)������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 7. MOLEKULARFELDNÄHERUNG 7.2. MFA für Gitterfeldtheorien 120die folgende Nebenbedingung erfüllen,
∫

dνx(φ)φ = ϕx. (7.39)Um fortzufahren setzen wir die Standard-Wirkung für das Skalarfeld voraus,
S[φ] =

1

2

∑

x

(

∇φx

)2
+
∑

x

V
(

φx

)

. (7.40)Mit Berü
ksi
htigung der Nebenbedingung (7.39) �ndet man für die gemittelte Wirkung
∫

dν(φ)S[φ] =
1

2

∑

x

(

∇ϕx

)2
+
∑

x

∫

dνx(φ) V (ϕx, φ), (7.41)wobei wir das vers
hobene Potential
V (ϕ, φ) = d (ϕ − φ)2 + V (φ). (7.42)mit V (φ, φ) = V (φ) einführten. Eine ähnli
he Re
hnung wie für die Spinmodelle führt auffolgende Molekularfeldnäherung für die e�ektive Wirkung,

ΓMF[ϕ] =
1

2

∑

x

(∇ϕx)
2 +

∑

x

uMF(ϕx). (7.43)Das e�ektive Potential uMF ist bis auf den additiven Term −dϕ2 glei
h der LegendreTransformierten von log z0(j), wobei z0(j) die Lapla
e-Transformierte von dφ2 +V (φ) ist,
uMF(ϕ) = −dϕ2 + (Lw0)(ϕ) mit z0(j) = ew0(j) = log

∫

dµ(φ) ejφ−dφ2−V (φ). (7.44)Für ein translationsinvarianten System mit ferromagnetis
her Kopplung wird ϕx ortsun-abhängig sein. Für ein homogenes ϕ ist die e�ektive Wirkung proportional zur Gröÿe desGitters βV und zum e�ektiven Potential uMF in der Molekularfeldapproximation,
ΓMF[ϕ] = βV uMF(ϕ), ϕx = ϕ. (7.45)Man kann zeigen, dass uMF au
h die Molekularfeldapproximation für das 
onstraint e�e
-tive potential [58℄ ist, und deshalb ist
dPMF(ϕ) =

1

ZMF

e−βV uMF(ϕ)dµ(ϕ) (7.46)
������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 7. MOLEKULARFELDNÄHERUNG 7.2. MFA für Gitterfeldtheorien 121die Wahrs
heinli
hkeitverteilung für das Au�nden des mittleren konstanten Feldes ϕ inder Molekularfeldnäherung, siehe [63℄. Da uMF das konvexe e�ektiven Potential u na
hoben bes
hränkt, ist seine konvexe Hülle
(L2uMF)(ϕ) ≥ u(ϕ) (7.47)eine no
h bessere Approximation für u(ϕ). Diese verbesserte Approximation heisstMaxwell-Konstruktion.Für die freie Theorie mit Potential V (φ) = 1

2
m2φ2 ist bis auf eine additive Konstante

w0(j) =
1

2

j2

m2
d

⇒ (Lw0)(ϕ) =
1

2
m2

d ϕ2, m2
d = m2 + 2d,und deshalb ist das e�ektive Potential glei
h dem klassis
hen Potential, uMF(ϕ) = V (ϕ).Für eine we
hselwirkende φ4-Theorie mit Potential

V (φ) =
m2

2
φ2 +

λ

4
φ4 (7.48)lautet die strikt konvexe �S
hwinger-Funktion�

w0(j) = log

∫

dφ exp

(

jφ − m2
d

2
φ2 − λ

4
φ4

)

. (7.49)Für die Lokalisierung eines Phasenübergangs im Raum der Parameter (m, λ) bestimmenwir die zweite Ableitung von w0(j) am Ursprung,
w′′

0(0) =
4z

m2
d

K3/4(z) − K1/4(z)

K1/4(z)
, z =

m4
d

8λ
. (7.50)Für das Z2-symmetris
he Potential (7.48) hat das ebenfalls symmetris
he w0(j) seinenMinimum am Ursprung und ϕ(j = 0) = 0. Na
h (5.59) ist die Krümmung von Lw0 amUrsprung glei
h

(Lw0)
′′(0) =

1

w′′
0(0)

(7.51)Deshalb ändert das Vorzei
hen der Krümmung von uMF in (7.44) am Ursprung für
2d =

m2
d

4z

K1/4(z)

K3/4(z) − K1/4(z)
⇐⇒ 8d

m2
d

=
1

z

K1/4(z)

K3/4(z) − K1/4(z)
≡ F (z). (7.52)Die Funktion F (z) ist in der folgenden Abbildung geplotted. Für positive z nimmt sie������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 7. MOLEKULARFELDNÄHERUNG 7.2. MFA für Gitterfeldtheorien 122monoton ab und strebt für groÿe z gegen 4. Daraus folgt, dass (7.52) nur für m2 < 0 eineLösung besitzt. Für z → 0 strebt F (z) gegen positiv Unendli
h. Also gibt es für jedes
m2 < 0 eine Lösung λ(m2) dieser Glei
hung.

z

F (z)

4Für s
hwa
h gekoppelte Systeme ist z >> 1 und wir dürfen die asymptotis
hen Entwi
k-lungen der Kelvin-Funktionen Kν benutzen. Dann vereinfa
ht si
h (7.52) zu
−m2

2d
=

3

8z
− 3

8z2
+ . . . =

3λ

m4
d

(

1 − 8λ

m4
d

+ . . .

)

. (7.53)Verna
hlässigen wir auf der re
hten Seite Terme der Ordnung O(λ3), dann hat dieseGlei
hung die beiden Lösungen
λ(m) =

(

2d + m2

4

)2
(

1 ±
√

1 +
16m2

3d

)

. (7.54)Nur für das negative Vorzei
hen der Wurzel vers
hwindet, wie erwartet, die �kritis
heMasse� für λ = 0. Für diese Lösung der Parameter m2 negativ für positive λ.In den folgenden Abbildungen sind das e�ektive Potential uMF und das klassis
henPotential
V (φ) = λ(φ2 − 1)2, (7.55)für vers
hiedene Werte von λ abgebildet. Der Graph von V (φ) ist in grau, derjenige von

uMF in s
hwarz geplotted. Das o
tave-Programm zur Bere
hnung von uMF �ndet si
h imAnhang zu diesem Kapitel.
������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II
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ϕ

uMF, V

d = 3
λ = 1

ϕ

uMF, V

d = 1
λ = 1

Mit zunehmender Dimension liegen die Minimas des ni
ht-konvexen uMF näher an denMinimas des klassis
hen Potentials.In den folgenden Abbildungen sind das Z2-symmetris
he klassis
he Potential
V (φ) = φ6 − 3φ4 + µφ2 (7.56)und das e�ektive Potential uMF in 3 Dimensionen für vers
hiedene Werte von µ geplottet.

ϕ

uMF, V

µ = 1

ϕ

uMF, V

µ = 2

ϕ

uMF, V

µ = 2.25

ϕ

uMF, V

µ = 2.5

Das System zeigt in der Molekularfeldnäherung einen Phasenübergang s
hwa
h ersterOrdnung. Für µ etwa kleiner 2 liegt eine gebro
hene Phase vor. Für µ ≈ 2 springt derOrdnungparameter auf den Wert 0.
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KAPITEL 7. MOLEKULARFELDNÄHERUNG 7.3. Programme zu Kapitel 7 1247.3 Programme zu Kapitel 7Mit dem folgende o
tave-Programm mfs
alar.m wurde das e�ektive Potential uMF inder Molekularfeldnäherung für das klassis
he Potential
V (φ) = λ(φ2 − 1)2 (7.57)bere
hnet. Einige Plots �nden si
h auf der Seite 122. Die Dimension d der Raumzeit kannim Quell
ode geändert werden.f un
 t i on mf s
a l a r ;# bere
hnet das e f f e k t i v e Po t en t i a l f u e r S k a l a r f e l d t h e o r i e# mit V( phi)=lam∗( phi ∗∗2−1)∗∗2 in der Moleku lar fe ldnaeherung .# Dimension d und Kopplung lam in Quel l
ode eingeben !# Spei
herung in mf s 
a l a r . dat#d=3; # Dimensionlam=input ( "lambda " ) ;a=(d−2∗lam ) ;
 l o s e p l o t ;Nx=501; eps=2/(Nx−1); # Nx S t u e t z s t e l l e n : ungerade !x=l i n spa 
 e (−10 ,10 ,Nx ) ; x2=x .∗ x ; x4=x2 .∗ x2 ; eps=eps /3 ;z=eps ∗exp(−a∗x2−lam∗x4−lam ) ;j=l i n spa 
 e (−20 ,20 ,80) ' ;N=length ( j ) ;# Fuer Simpson In t e g r a t i on ;f o r  i =2:2:Nx−1;  z ( i )=4∗z ( i ) ;endfor ;f o r  i =3:2:Nx−2;  z ( i )=2∗z ( i ) ;endfor ;i n t0=zero s (N,Nx ) ; i n t1=int2=int0 ;L=zero s (N, 1 ) ; s0=s1=umf=umf1=L ;f o r  i =1:N  in t0 ( i , : )= z .∗ exp ( j ( i )∗x ) ;  s0 ( i )=sum( in t0 ( i , : ) ) ;  in t1 ( i , : )= x .∗ i n t0 ( i , : ) ;  s1 ( i )=sum( in t1 ( i , : ) ) ;endfor ;# S
hwinger funkt ionw0=log ( s0 ) ;L=s1 . / s0 ;# e f f e k t i v e s  Po t en t i a l  bere
hnen ,  p lo t t en  und spe i 
he rnumf=−d∗L.∗L+j .∗L−w0 ;# Minimum su
hen um Poten ia l  zu normieren[ min1 , nmin℄=min (umf ) ;  # Minimum von u������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 7. MOLEKULARFELDNÄHERUNG 7.4. Aufgaben 125nmin=max(nmin ,N+1−nmin ) ;umf (nmin)=umf (nmin )+.5 ;  # Markierung des  Minimumsdata=[L , umf−min1 ℄ ;  # Minimum von u auf  0 se t z en# k l a s s i s 
 h e s  Po t en t i a lL2=L.∗L ;V=lam∗L2 .∗L2−2∗lam∗L2+lam ;[ vmin1 , vnmin ℄=min(V) ;datav=[L ,V−vmin1 ℄ ;gp lo t  [ − 1 . 5 : 1 . 5 ℄  data , datav ;mf s 
a l a r=fopen (" mf s
a l a r . dat " ,"w" ," nat ive " ) ;f o r  i =1:Nf p r i n t f ( mfs
a lar ,"(%4.2 f ,%4.2 f )" ,L( i ) , umf ( i )−min1 ) ;i f  ( rem( i ,5)==0) f p r i n t f ( mfs
a lar , "\n " ) ;e nd i f ;endfor ;f 
 l o s e ( mf s 
a l a r ) ;endfun
t ion ;7.4 AufgabenAufgabe 13: Molekularfeldnäherung des Z3-ModellsGegeben ist die Hamiltonfunktion
H = −

∑

x,y∈Λ

Jxy cos(θx − θy) mit θx ∈
{

2πk

3

∣

∣

∣

∣

k = 0, 1, 2

}

.Bestimmen Sie die Zustandssumme Z =
∑

ω∈Ω exp(−βH(ω)) in der Molekularfeldnähe-rung. Führen Sie als Ordnungsparameter
m =

1

V

∑

x∈Λ

exp(iθx)ein und drü
ken Sie die Hamiltonfunktion dur
h m und m̄ aus. Wieviele Kon�gurationengibt es für ein vorgegebenes m? Geben Sie f(m, m̄) in
Z =

∑

m

exp(−βV f(m, m̄))an und diskutieren Sie das Ergebnis.Hinweis: Führen Sie a0, a1, a2 ein, wobei ak die Anzahl der Gitterplätze mit θ = 2πk
3ist. Drü
ken Sie m dur
h die ak aus. Sind für ein �xiertes m und V = |Λ| die ak eindeutigbestimmt? Benutzen Sie die ak um die Anzahl der Kon�gurationen zu bestimmen. Führen������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 7. MOLEKULARFELDNÄHERUNG 7.4. Aufgaben 126Sie als Ordnungsparameter
m =

1

V

∑

x∈Λ

exp(iθx)ein und drü
ken Sie die Hamiltonfunktion dur
h m und m̄ aus. Wieviele Kon�gurationengibt es für ein vorgegebenes m? Geben Sie f(m, m̄) in
Z =

∑

m

exp(−βV f(m, m̄))an und diskutieren Sie das Ergebnis.
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