
Kapitel 6Klassis
he SpinmodelleMan unters
heidet zwis
hen diskreten und kontinuierli
hen Spinmodellen. Das reelle Ska-larfeld auf dem Gitter ist ein kontinuierli
hes Spinmodell, da die Variablen auf den Gitter-punkten Werte im kontinuierli
hen Targetraum T = R annehmen. Als typis
hes Beispielfür ein diskretes Spinmodell mit diskretem Targetraum werden wir oft das Ising-Modellund seine Verallgemeinerungen bemühen. Hier ist der Targetraum T sogar endli
h. DasIsing-Modell dient als einfa
hes statistis
hes Modell für einen Ferromagneten mit �Ele-mentarmagneten� an den Punkten eines Kristallgitters, die si
h entlang einer festen A
hseausri
hten können. Von einem derart groben Modell sollte man keine genauen Resultate fürrealistis
he Spinsysteme erwarten. Es geht dabei eher um ein qualitatives Verständnis vonSystemen mit sehr vielen und im Grenzfall unendli
h vielen Freiheitsgraden. Von beson-derem Interesse sind hierbei Phasenübergänge wie man sie bei Ferromagneten beoba
htet:unterhalb der Curie-Temperatur Tc zeigt das Material eine spontane Magnetisierung, dieoberhalb Tc vers
hwindet. Typis
he Vertreter der Ferromagneten sind Eisen, Kobalt undNi
kel mit Curie-Temperaturen 1 043, 1 403 und 631 0K.6.1 Isingartige SpinmodelleDas Ising-Modell zählt zu den meistuntersu
hten Modellen der statistis
hen Physik undman nennt es zure
ht den harmonis
he Oszillator der statistis
hen Physik. Bei der Mo-dellierung von Ferromagneten wird angenommen, daÿ die zu magnetis
hen Momentenführenden Spins der Gitteratome nur diskrete Zustände annehmen können. Der allgemei-ne Energieausdru
k für eine sol
he Situation ist dur
h das Heisenberg-Modell gegeben,
H = −

∑

x,y∈Λ

Jxysxsy − h
∑

x∈Λ

sx. (6.1)
98



KAPITEL 6. KLASSISCHE SPINMODELLE 6.1. Isingartige Spinmodelle 99Hierbei bezei
hnet sx den mehrkomponentigen Spin des Atoms am Platz x des Kristall-gitters, h ist das Magnetfeld und Jxy die We
hselwirkungsstärke (die Austaus
hkopplung)zwis
hen den Spins an den Gitterplätzen x und y. Beim Ising-Modell berü
ksi
htigt mannur die Spinkomponente in Ri
htung einer ausgezei
hneten A
hse, d.h. parallel oder an-tiparallel zu einer ausgezei
hneten A
hse. Oft wird zusätzli
h angenommen, dass Jxy nurfür bena
hbarte Spins unglei
h Null ist und ni
ht vom betra
hteten Paar abhängt,
H = −J

∑

〈xy〉

sxsy − h
∑

x∈Λ

sx, sx ∈ {−1, 1}. (6.2)Ist die Austaus
hkopplung positiv, so spri
ht man von einer ferromagnetis
hen Kopplung;ist sie negativ, so wird sie antiferromagnetis
h genannt. Das Modell (6.2) wurde 1920von E. Isings Doktorvater Wilhelm Lenz bei der Untersu
hung des Ferromagnetismuseingeführt [37℄.Das eindimensionale Modell, au
h Isingkette genannt, wurde von Ising gelöst [38℄. Diethermodynamis
hen Potentiale der Isingkette können exakt bere
hnet werden. Es zeigtsi
h, dass in einer Dimension das Phänomen der spontanten Magnetisierung no
h ni
htauftritt.Für das zweidimensionale Modell gelang es Peierls 1936 erstmalig einen Beweis fürdie Existenz einer Tieftemperaturphase mit spontaner Magnetisierung zu führen [45℄.Es tritt ein Phasenübergang bei endli
her Temperatur auf und 1941 konnten KramersundWannier die Phasenübergangstemperatur Tc ohne Magnetfeld exakt bere
hnen [46℄.Drei Jahre später konstruierte Lars Onsager dann mit algebrais
hen Methoden dieexakte Lösung [47℄. Mit Hilfe der Transfermatrix fand er den expliziten Ausdru
k fürdie Zustandssumme für vers
hwindendes äuÿeres Magnetfeld. Casimir, der aufgrund derVerwi
klungen des Zweiten Weltkriegs von den aktuellen Entwi
klungen der Physik der40er Jahre abges
hnitten war, fragte Pauli, was denn in der Theorie ges
hehen sei. Pauliantwortete:Ni
ht so viel Interessantes ... auÿer Onsagers Lösung des zweidimensionalenIsing-Modells.Dieser Kommentar soll verdeutli
hen, wel
he Bedeutung Onsagers Lösung in der Theore-tis
hen Physik zukommt. S
hlieÿli
h sind Ising-artige Modelle die einzigen ni
ht-trivialenstatistis
hen Modelle, die analytis
h gelöst werden können und einen Phasenübergangaufweisen. Heute sind mehrere Lösungsmethoden für das 2−dimensionale Ising-Modellbekannt und einige werden wir in dieser Vorlesung bespre
hen. Seine groÿe Bedeutung er-langt das Modell au
h dadur
h, dass Näherungsverfahren dur
h Verglei
h mit der exaktenLösung getestet werden können.In drei Dimensionen gibt es bis heute keine exakte Lösung des Ising-Modells. Manist auf Approximationen, zum Beispiel die Ho
h- und Tieftemperaturentwi
klungen oder������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 6. KLASSISCHE SPINMODELLE 6.2. Beispiele von Spinsystemen 100Simulationen angewiesen. In vier und mehr Dimensionen werden wi
htige Eigens
haftendes Modells exakt dur
h die Mean-�eld Näherung bes
hrieben.Nun zur De�nition der Spinmodelle: Die Gitterpunkte x = (x1, . . . , xd) sind Elementeeines d-dimensionalen einfa
h kubis
hen Gitters Λ mit Gitterkonstante a = 1. Wir be-nutzen dieselbe Notation wie bei der Untersu
hung von Skalarfeldern auf dem Gitter inKapitel 5. Oft wählen wir periodis
he Randbedingungen, für die (x1, . . . , Nµ, . . . x
d) und

(x1, . . . , 1, . . . , xd) nä
hste Na
hbarn sind. Dann wird das Gitter zu einem (diskretisierten)Torus. Man wählt zunä
hst eine endli
he Anzahl Gitterpunkte V = N1 · · ·Nd, obwohl amEnde der thermodynamis
he Grenzfall V → ∞ steht. Für a = 1 hat die Einheitszelledas Volumen Eins und V ist das Gittervolumen. Jedem Gitterpunkt wird eine T -wertigeVariable sx zugeordnet. Wegen den periodis
hen Randbedingungen gilt
sx′ = sx für x′ = x + Nµeµ, µ = 1, . . . , d. (6.3)Hier ist eµ der Einheitsvektor in Ri
htung µ. Jeder Punkt im Innern des hyperkubis
henGitters hat 2d nä
hste Na
hbarn und 2d Linien (links) zu diesen Na
hbarn.Eine Kon�guration w = {sx|x ∈ Λ} ist eine mögli
he Belegung der sx,

w : Λ −→ T × T × · · · × T = T V . (6.4)Da jeder Spin |T | vers
hiedene Werte annehmen kann, gibt es für einen endli
hen Targe-traum |T |V vers
hiedene Kon�gurationen.6.2 Beispiele von SpinsystemenHier stellen wir die bekanntesten Spinmodelle vor.(1) Ising-Modelle: Wir beginnen mit dem bekannten und oben bereits vorgestellten Ising-Modell mit Targetraum Z2 = {−1, 1} und entspre
hend 2V vers
hiedenen Kon�guratio-nen. Die Energie einer Kon�guration ist glei
h
H Ising

Λ (w) = −J
∑

〈xy〉

sxsy − h
∑

x

sx mit sx ∈ {−1, 1}. (6.5)Dabei bezei
hnet 〈xy〉 ein Paar von nä
hsten Na
hbarn der Gitterpunkte. J ist die Kopp-lungsstärke zwis
hen bena
hbarten Spins und h ein äuÿeres Magnetfeld. Oft werden wirden Spezialfall h = 0 betra
hten. Dann wird für J > 0 die Energie minimal wenn alleSpins den glei
he Wert annehmen und dies ist die Eigens
haft eines Ferromagneten.(2) Potts-Modelle: Potts fand seine verallgemeinerten Ising-Modelle na
h einem ent-spre
henden Vors
hlag von Domb [39℄. In seiner Arbeit untersu
hte er die sogenannten������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 6. KLASSISCHE SPINMODELLE 6.2. Beispiele von Spinsystemen 101ZN -Modelle und die na
h ihm benannten Modelle. Für beide Familien wird jedem Gitter-punkt eine q-wertige Variable σx zugeordnet und entspre
hend gibt es qV Kon�gurationen.Im Potts-Modell ist die Energie einer festen Kon�guration glei
h
HPotts

Λ (w) = −J
∑

〈x,y〉

δ(σx, σy)− h
∑

x

δ(σx, 1), σx ∈ {1, 2, . . . , q}, (6.6)wobei δ(σx, σy) das Krone
kersymbol ist. Das Modell mit q = 2 ist identis
h zum Ising-Modell. Allgemeiner kann der Hamiltonian (6.6) in die Form (6.5) für q Vektoren inR q−1 gebra
ht werden. Als Targetraum wählen wir die Menge der Vektoren {s(1), . . . , s(q)}die vom Ursprung in Ri
htung von q auf der Einheitssphäre in R q−1 glei
hmäÿig verteiltePunkte zeigen. Diese Punkte sind die Vertizes eines q-Simplex oder eines regulären q-Eder(q-hedron). Die Spezialfälle q = 2, 3, 4 sind in der Abbildung zu sehen.
s(1)

s(2)

b s(1)

s(2)

s(3)

b b

s(1)

s(2)

s(3)

s(4)

Diese Vektoren haben die Skalarprodukte
s(σ) · s(σ′) =

{

1 für σ = σ′

− 1
q−1

sonst. (6.7)Die Existenz dieser Vektoren kann mit Hilfe der Induktion na
hgewiesen werden. Ordnenwir der Variablen σx am Gitterplatz x den Vektor s(σx) = sx zu, dann gilt
sx · sy = q̃ δ(σx, σy)−

1

q − 1
mit q̃ =

q

q − 1
. (6.8)Eingesetzt in (6.6) �ndet man für die Energiefunktion

HPotts
Λ (w) = −J̃

∑

xy

sx · sy − h̃ s(1) ·
∑

x

sx − C mit J = q̃J̃ , h = q̃h̃, (6.9)
������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 6. KLASSISCHE SPINMODELLE 6.2. Beispiele von Spinsystemen 102und einer irrelevanten additiven Konstante
C = J̃ · (Anzahl nä
hste Na
hbarn) + h̃ · (Anzahl Gitterpunkte).Insbesondere ist das q = 2 das Potts-Modell glei
h dem Ising-Modell. Das Modell mit

q = 1 steht mit dem Bond-Perkolationsmodell in enger Beziehung.(3) O(n)-Modelle: Diese haben den kontinuierli
hen und kompakten Targetraum Sn−1 ⊂Rn und die Energiefunktion ist
HOn

Λ (w) = −J
∑

〈xy〉

sx · sy mit sx ∈ Rn, sx · sx = 1, (6.10)wobei der Punkt das gewöhnli
he Skalarprodukt im Rn ist und die Kopplung J positivsein soll. Ist R eine Rotation im Rn, dann gilt
Rsx · Rsy = sx · syund deshalb ist die Energie invariant unter globalen Drehungen der Spinvariablen,

HΛ(Rw) = HΛ(w), Rw = {Rsx |x ∈ Λ} (6.11)Dieser O(n)-Invarianz verdankt das Modell seinen Namen. Für n = 2 heiÿt das Modellau
h Rotor-Modell und für n = 3 klassis
hes Heisenberg-Modell.(4) Gauÿs
hes Modell: Wir notieren, dass für h = 0 die Energiefunktionen der betra
hte-ten Modelle bis auf eine additive Konstante die allgemeine Form
HΛ(w) =

1

2

∑

x,y

Jxy (sx − sy)
2 (6.12)mit passenden Kopplungskonstanten Jxy haben. Diese Aussage ist ri
htig, weil die Spin-variablen sx eine feste Länge haben. Dies legt nahe, die allgemeinere Klasse von Modellenmit sx ∈ R und Energiefunktion

HΛ(w) =
1

2

∑

x,y

Jxy(sx − sy)
2 (6.13)zu untersu
hen. Für spezielle Kopplungen Jxy geht sie über in den kinetis
hen Term fürdas freie Skalarfeld auf dem Gitter. Dabei wird der kontinuierli
he Spin sx mit dem Wert

φx des Gitterfeldes am Punkt x identi�ziert.(5) We
hselwirkende kontinuierli
he Spins: Läÿt man no
h eine Selbstwe
hselwirkung der������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 6. KLASSISCHE SPINMODELLE 6.3. Spinsysteme im Glei
hgewi
ht 103Spinvariablen sx ∈ R zu, dann hat die Energiefunktion die Form
HΛ(w) =

1

2

∑

x,y

Jxy(sx − sy)
2 +

∑

x

V (sx). (6.14)Für spezielle Kopplungen Jxy ist diese Energiefunktion für die kontinuierli
hen Spins glei
hder euklidis
hen Wirkung für das we
hselwirkende Skalarfeld. Analog kann die Energie-funktion (6.10) des O(N)-Modells als euklidis
hen Wirkung für das Sigma-Modell auf demGitter,
SSigma

Λ (w) =
1

2g2

∑

〈xy〉

(φx − φy)
2, φx ∈ Rn, φx · φx = 1 (6.15)identi�ziert werden.Die Identi�kation von Spinkon�gurationen als Gitterfelder einer diskretisierten euklid-s
hen Feldtheorie und von Energiefunktionen als euklids
he Wirkungen,

w = {sx|x ∈ Λ} ←→ w = {φx|x ∈ Λ}

βH(w) ←→ SE(w)/h̄ (6.16)war und ist sehr fru
htbar für den Forts
hritt der Quantenfeldtheorie als au
h der sta-tistis
he Physik. Insbesondere erlaubt sie uns die mä
htigen Methoden der statistis
henPhysik auf Probleme der Quantenfeldtheorien bei Temperatur Null oder bei endli
henTemperaturen anzuwenden.6.3 Spinsysteme im Glei
hgewi
htIn der statistis
hen Physik sehen wir von einer exakten Bes
hreibung der Systemdynamikab. Man brau
ht ni
ht alle mikroskopis
hen Freiheitsgrade zu kennen um makroskopi-s
he Variablen wie etwa Dru
k oder Magnetisierung zu bestimmen. Wir bes
hreiben dasSystem dur
h eine sogenannten Di
htematrix , die angibt, mit wel
her Wahrs
heinli
hkeiteine Kon�guration auftritt. Im hier interessierenden kanonis
hen Ensemble bestimmt dieEnergie H(w) einer Kon�guration w deren Wahrs
heinli
hkeit. Für allgemeinere Spin-systeme wird die Energiefunktion von mehreren Parametern λ = (λ1, . . . , λn) abhängen.Diese können zum Beispiel Kopplungen zwis
hen den Spins oder der Spins an äussereFelder bes
hreiben. Im kanonis
hen Ensemble tritt eine Kon�guration w mit dem Boltz-mannfaktor
exp (−βHΛ(w)) , β =

1

kbT
(6.17)������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 6. KLASSISCHE SPINMODELLE 6.3. Spinsysteme im Glei
hgewi
ht 104als Gewi
ht auf. T bezei
hnet die absolute Temperatur und kb die Boltzmannkonstante.Die Zustandssumme ist dur
h
ZΛ(β, λ) =

∑

w

exp (−βHΛ(w)) (6.18)gegeben. Für diskrete Systeme erstre
kt si
h die Summe über alle Kon�gurationen der VSpins. Für kontinuierli
he Systeme wird die Summe zu einem Integral über alle Gitterva-riablen. Zum Beispiel für das Gauÿs
he Modell
ZΛ(β) =

∫

Dw e−βH(w), H(w) =
1

2

∑

x,y

Jxy(sx − sy)
2, (6.19)mit dem apriori Lebesgue Maÿ auf RV ,

Dw =
∏

x∈Λ

dsx, sx ∈ R . (6.20)Die Zustandsummen der O(n)-Modelle hat eine ähnli
he Form wie (6.19),
ZΛ(β, J) =

∫

dµ(w) e−βH(w), H(w) = −J
∑

x,y

sx · sy, (6.21)allerdings mit dem von Rn auf die Sphäre Sn−1 induzierten apriori Maÿ,
dµ(w) =

∏

x∈Λ

dµ(sx), dµ(s) = δ
(

s2 − 1
)

ds , sx ∈ Rn. (6.22)Im Allgemeinen hängt die Zustandssumme von der inversen Temperatur β, den Parame-tern λ in der Energiefunktion und dem Gitter Λ ab.Für ein diskretes Spinmodell ist der Erwartungswert einer Observablen A(w) im ka-nonis
hen Ensemble gegeben dur
h
〈A〉Λ(β, λ) =

1

ZΛ(β, λ)

∑

w

A(w)e−βHΛ(w) , (6.23)und für ein kontinuierli
hes Modell dur
h
〈A〉Λ(β, λ) =

1

ZΛ(β, λ)

∫

dµ(w) A(w)e−βHΛ(w). (6.24)Im Folgenden werden wir nur no
h die Abhängigkeit von den jeweils relevanten System-parametern andeuten, zum Beispiel von der inversen Temperatur β und dem Gitter Λ.������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 6. KLASSISCHE SPINMODELLE 6.3. Spinsysteme im Glei
hgewi
ht 105Wir werden die Notation für diskrete Spinmodelle benutzen. Die entspre
henden Formelnfür kontinuierli
hen Modelle erhält man na
h der Ersetzung ∑

w →
∫

dµ(w).Die wi
htigsten Gröÿen der Thermodynamik lassen si
h aus der Zustandssumme ab-leiten. Zum Beispiel ist die Helmholtzs
he freie Energie proportional zum Logarithmusder Zustandssumme,
FΛ(β) = −

1

β
log ZΛ(β). (6.25)Im thermodynamis
hen Grenzfall V → ∞ divergiert diese extensive Gröÿe und manbenutzt statt ihrer die freie Energiedi
hte

fΛ(β) =
1

V
FΛ(β). (6.26)Für kurzrei
hweitige We
hselwirkungen wie im Ising-Modell wird im thermodynamis
henGrenzfall V → ∞ die freie Energiedi
hte gegen die freie Energiedi
hte im unendli
henVolumen konvergieren,

fΛ(β)
V →∞
−→ f(β). (6.27)Die Energie einer einzelnen Kon�gurationen ist dem Experimentator ni
ht zugängli
h.Gemessen wird der Erwartungswert der Energie im Glei
hgewi
htszustand, die sogenannteinnere Energie

UΛ(β) = 〈H〉Λ(β) =
1

ZΛ(β)

∑

w

HΛe−βHΛ(w)

= −
1

ZΛ(β)

∂

∂β

∑

w

e−βHΛ(w) = −
∂

∂β
log ZΛ(β). (6.28)Ersetzen wir den Logarithmus der Zustandssumme dur
h die freie Energie, dann folgt

UΛ(β, h) =
∂

∂β
(βFΛ(β, h)) = FΛ(β, h)− T

∂

∂T
FΛ(β, h). (6.29)Die Magnetisierung einzelner Spinkon�gurationen ist uninteressant, im Gegensatz zurmittleren makroskopis
hen Magnetisierung . Sie entspri
ht der 1-Punktfunktion

m := 〈M〉 = 〈sx〉 = −
1

V

∂

∂h
FΛ(β, h) = −

∂

∂h
fΛ(β, h), M =

1

V

∑

x

sx. (6.30)Die zweite Glei
hung gilt wegen der Translationsinvarianz auf dem Gitter mit periodis
henRandbedingungen.������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 6. KLASSISCHE SPINMODELLE 6.4. Variationsprinzipien 106Genauere Informationen über das System erhält man aus den n−Punkt Korrelations-funktionen
G(n)(x1, . . . , xn) = 〈sx1

· · · sxn
〉, x1, . . . , xn ∈ Λ. (6.31)Speziell die Zweipunktfunktion

G(2)(x, y) ≡ G(x, y) =
〈

sxsy

〉 (6.32)bes
hreibt die Korrelation zwis
hen zwei mögli
herweise weit voneinander entfernten Spins.Ist sie zum Beispiel positiv, so gibt es eine Tendenz für diese Spins parallel zu stehen. Giltdies für beliebig weit entfernte Spins, so liegt spontane Magnetisierung vor. Kennt man alleKorrelationsfunktionen, dann kann man im Prinzip den Gibbs-Zustand rekonstruieren.An dieser Stelle ist ein interessanter Unters
hied zwis
hen klassis
hen Spinmodellenund diskretisierten euklids
hen Quantenfeldtheorien bemerkenswert. Bei den Spinmodel-len rührt die Temperaturabhängikeit vom temperaturabhängigen Boltzmannfaktor desWahrs
heinli
hkeitsmaÿes
dPβ(w) =

1

ZΛ(β)
e−βH(w) dµ(w) (6.33)mit dem die Erwartungswerte im thermis
hen Glei
hgewi
ht bere
hnet werden. In einereuklids
hen Gitterfeldtheorie mit Wahrs
heinli
hkeitsmaÿ

dPβ(w) =
1

ZΛ(β)
e−S(w) dµ(w) (6.34)kommt die Temperaturabhängigkeit von der Geometrie des zugrundeliegenden Gitters.Bei Temperatur T hat das Gitter in die euklids
he Zeitri
htung die Länge β und dasGitterfeld ist periodis
h mit Periode β.6.4 VariationsprinzipienIn diesem Abs
hnitt studieren wir die auf Variationsprinzipien beruhenden De�nitionender Zustandssumme und der e�ektiven Wirkung. Wir benutzen die Notation für kontinu-ierli
hen Spinmodelle um den Zusammenhang zu den Gitterfeldtheorien zu unterstrei
hen.Näheres �ndet man au
h im Bu
h von Roepstor� [17℄. Es sei P ein Wahrs
heinli
hkeits-mass mit Di
hte p ≥ 0 auf dem Kon�gurationsraum,

dP (w) = p(w) dµ(w) mit ∫

dP (w) = 1. (6.35)������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 6. KLASSISCHE SPINMODELLE 6.4. Variationsprinzipien 107Die Boltzmann-Gibbs-Shannon Entropie ist de�niert als
SB(P ) = −

∫

dµ(w) p(w) log p(w). (6.36)Die freie Energie hat nun folgende variationelle Charakterisierung,
βF = inf

P

(

β

∫

dP (w) H(w)− SB

)

. (6.37)Das In�mum ist bezügli
h aller Wahrs
heinli
hkeitsmasse zu nehmen. Die Nebenbedin-gung in (6.35) erzwingen wir mit Hilfe der Addition von λ(
∫

dP (w) − 1) mit LagrangeMultiplikator λ. Das Extremum des Ausdru
ks in Klammern unter Variationen von p(w)führt dann auf
0 =

∫

dµ(w)δp(w) (βH(w) + log p(w) + 1 + λ)⇒ p(w) = 
onst · e−βH(w).Das eindeutige In�mum bezügli
h aller Wahrs
heinli
hkeitsmasse ist also das Gibbs-Maÿ
dPβ(w) =

1

Z
e−βH(w) dµ(w) mit Z =

∫

dµ(w) e−βH(w). (6.38)Eingesetzt in (6.37) ergibt si
h der bekannten Ausdru
k für die freie Energie,
F = −

1

β
log Z. (6.39)Das thermodynamis
he Äquivalent zur e�ektiven Wirkung in der Feldtheorie ist das freieEnergiefunktional bei Vorgabe eines im Allgemeinen inhomogenen mittleren Spinfeldes

mx. Dieses Funktional kann ebenfalls über ein Variationsprinzip de�niert werden,
βF [m] = inf

P

(

β

∫

dP (w) H(w)− SB(P )
∣

∣

∣

∫

dP (w) sx = mx

)

. (6.40)Hier wird bezügli
h aller Wahrs
heinli
hkeitsmasse P bei vorgegebenen mittleren Spin-feld minimiert. Das resultierende F [m] ist konvex, da die Menge der Wahrs
heinli
h-keitsmasse konvex ist. Wir werden nun zeigen, daÿ F die Legendre-Transformierte desS
hwinger-Funktionals ist. Dazu erzwingen wir die Nebenbedingung in (6.40) mit Hilfeeines Lagrange-Multiplikatorfeldes jx. Zuerst minimiert man
βF [m] = inf

P

(
∫

dP (w)
{

βH(w)− (j, s−m)
}

− SB(P )

)

,

������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 6. KLASSISCHE SPINMODELLE 6.4. Variationsprinzipien 108wobei (j, s) =
∑

x jxsx das ℓ2-Skalarprodukt ist, bezügli
h aller Wahrs
heinli
hkeitsmasse.Das minimierende Maÿ ist
dPj(w) =

1

Z[j]
e−βH(w)+(j,s) dµ(w) mit Z[j] =

∫

dµ(w) e−βH(w)+(j,s) (6.41)Eingesetzt in (6.40) �ndet man folgende einfa
he Formel für F [m],
βF [m] = (j, m)−W [j] mit W [j] = log Z[j]. (6.42)Darin ist die Quelle j so zu wählen, dass die Nebenbedingung (6.40) an das mittlere Feld

mx erfüllt ist,
mx =

∫

dPj(w)sx =
δW [j]

δjx
. (6.43)Das Resultat (6.42,6.43) bedeutet, dass F [m] die Legendre Transformierte der S
hwinger-Funktion ist,

βF [m] = sup
j

(

(j, m)−W [j]
)

= (LW )[m]. (6.44)Ist man nur an der mittleren Magnetisierung und ni
ht an allgemeinen Korrelationsfunk-tionen der Spins interessiert, dann genügt es das freie Energiefunktional F [m] für ein kon-stantes mittleres Spinfeld mx = m zu bestimmen. Für ein translationsinvariantes Systemist der Mittelwert von 〈sx〉 glei
h dem Mittelwert von M =
∑

x sx/V und entspre
hendlöst die freie Energiedi
hte f(m) das Variationsprinzip
βf(m) =

1

V
inf
P

(

β

∫

dP (w) H(w)− SB(P )
∣

∣

∣

∫

dP (w) M = m

)

. (6.45)Ähnli
h wie bei der e�ektiven Wirkung beweist man, dass
βf(m) = (Lw)(m) mit w(j) =

1

V
log

∫

dµ(w)e−βH(w)+j
P

sx . (6.46)Der Übergang von den Spinmodellen bei endli
hen Temperaturen zu Gitterfeldtheorienges
hieht dur
h die Ersetzungen
βH −→ S/h̄, βF [m] −→ Γ[ϕ]/h̄, βf(m) −→ u(ϕ)/h̄. (6.47)
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KAPITEL 6. KLASSISCHE SPINMODELLE 6.5. Aufgaben 109Insbesondere hat die e�ektive Wirkung des quantisierten Skalarfeldes folgende variatio-nelle Charakterisierung,
Γ[ϕ] = inf

P

(
∫

dP (w) S(w)− h̄SB(P )
∣

∣

∣

∫

dP (w) φx = ϕx

)

. (6.48)Das konvexe Γ ist die Legendre-Transformierte des S
hwingerfunktionals,
Γ[ϕ] = (LW )[ϕ] mit W [j] = log

∫

Dwe−S(w)/h̄+(j,φ). (6.49)Entspre
hend �ndet man für das oben eingeführte e�ektive Potential
u(ϕ) = (Lw)(ϕ) mit w(j) =

1

βV
log

∫

dµ(w) e−S(w)+j
P

φx . (6.50)Im klassis
hen Grenzfall geht die e�ektive Wirkung Γ in die klassis
he Wirkung über. Dievariationelle Charakterisierung der e�ektive Wirkung oder des e�ektiven Potentials ist einAusgangspunkt für die nützli
he Mean-Field Näherung. Diese wird im nä
hsten Kapitelbespro
hen.6.5 AufgabenAufgabe 11: 2-dimensionales Ising Modell, Teil IBestimmen Sie mittels Summation über alle Kon�gurationen die innere Energiedi
hte unddie Magnetisierung für ein 2×2, 3×3 und 4×4 Gitter mit periodis
hen Randbedingungenfür β = 0.0 bis 1.0 in S
hritten von 0.05. Das äuÿere Feld sei Null (h = 0). Stellen Sie dasResultat in einem Plot dar.Setzen sie J in
H = −J

∑

〈xy〉

sxsyglei
h 1. Bere
hnen Sie sowohl 〈m〉 als au
h 〈|m|〉. Kann man au
h ohne Re
hnung sagen,wel
hen Wert 〈m〉 annimmt?Aufgabe 12: 2-dimensionales Ising Modell, Teil IIVerwenden Sie das gegebene Programm (siehe Homepage) zur Simulation des 2D Ising-modells bei β = 0.4406868 und h = 0 mit dem Metropolisalgorithmus. Simulieren Sie fürGittergröÿen 4 × 4, 8 × 8 und 32 × 32. Führen Sie dazu jeweils 200000 sweeps über das
������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 6. KLASSISCHE SPINMODELLE 6.5. Aufgaben 110Gitter aus. Bestimmen Sie
u =

1

V
〈H〉, 〈|m|〉 und 〈m2〉Verglei
hen Sie das Resultat für das 4 × 4 Gitter mit dem Resultat der analytis
henRe
hnung.
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