
Kapitel 5Reelles SkalarfeldSkalarfeldtheorien gehören zu den einfahsten wehselwirkenden Feldtheorien und werdenauh deshalb gerne bei einer Einführung in die Quantenfeldtheorie behandelt. Wihtigerals ihr pädagogishe Wert ist allerdings ihr Auftreten als Bestandteil des Standardmodellsder elektroshwahen Theorie. Das spinlose Higgs-Teilhen wird durh ein vierkomponenti-ges Skalarfeld beshrieben, das mit den Feldern der Leptonen, Baryonen und Eihbosonenwehselwirkt. Würden wir die Wehselwirkung mit den anderen Feldern abshalten, dannerhielten wir eine selbstwehselwirkende Theorie für ein vierkomponentiges Skalarfeld.Wir wissen, dass diese Subtheorie des Standardmodells, der sogenannte Higgs-Sektor,für sih genommen wahrsheinlih uninteressant ist. Entfernt man nämlih den Cuto�der regularisierten φ4-Theorie in mehr als vier Dimensionen dann wird die renormierteTheorie trivial � die Wehselwirkung zwishen den skalaren Teilhen vershwindet [35℄.Es gibt gute Argumente dafür, dass dies auh in vier Dimensionen geshieht. In wenigerals vier Dimensionen erhält man eine wehselwirkende Theorie. Der Higgssektor ist auhdafür verantwortlih, dass die elektroshwahe Eihtheorie vermutlih nur als e�ektiveTheorie unterhalb eines ut-o�s Λ sinnvoll ist1, es sei denn sie besitzt eine niht-GauÿshenFixpunkt. Danah wurde im Rahmen von Gittertheorien erfolglos gesuht. Sollte dasStandardmodell also � wie allgemein erwartet � �trivial� sein, so stellt sih die Frage nahdem Wert des uto�s Λ. Liegt dieser bei ∼ 1TeV oder etwas bei der Plankmasse? DieAntwort auf diese Frage hängt vom Wert der Masse des Higgs-Teilhens ab. Auh deshalbist die Suhe nah diesem Teilhen eine erstrangige Aufgabe der Hohenergiephysik.Für Modelle des frühen Universums spielen Skalarfelder eine zentrale Bedeutung, dasie in vielen Untersuhungen zur In�ation, Phasenübergänge, topologishen Defekten oderStrukturentstehung eine wihtige Rolle spielen. In diesem Kapitel untersuhen wir skalare(Gitter)Felder in d Dimensionen. Im Zentrum wird dabei die Behandlung von Systemenim thermishen Gleihgewiht stehen.1Es ist aber auh möglih, dass eine triviale φ4-Theorie durh Kopplung an Eihfelder nihttrivialwird. 78



KAPITEL 5. REELLES SKALARFELD 5.1. Quantisierung des Skalarfelds 795.1 Quantisierung des SkalarfeldsIn diesem Abshnitt untersuhen wir skalare Feldtheorien in d Dimensionen. Ih werdeannehmen, dass sie mit relativistishen Feldtheorien vertraut sind. Ein reelles Skalarfeld
φ : R d −→ R , x = (xµ) = (ct, x ) ∈ R d, (5.1)erfüllt eine kovariante Feldgleihung und diese sei die Euler-Lagrange Gleihung zu einerklassishen invarianten Wirkung S =

∫

ddxL(φ, ∂µφ),
δS

δφ
= 0 =⇒ ∂µ

∂L
∂µφ(x)

− ∂L
∂φ(x)

. (5.2)Insbesondere erfüllt das freie Feld die Klein-Gordon Gleihung (2 +m2)φ = 0. Ein einfa-her heuristisher Übergang von der Quantenmehanik zur Quantenfeldtheorie geht überdie Ersetzung
qi(t) ≡ q(t, i) −→ φ(t, x ) = φ(x),

∑

i

−→
∫

dd−1x. (5.3)Formal können wir viele Resultate der Quantenmehanik übernehmen, wenn wir dieseErsetzungen vornehmen. So hat zum Beispiel die Vakuum-Erwartungswerte zeitgeordneterProdukte von Feldoperatoren folgende Funktionalintegral-Darstellung,
〈0|T φ̂(x1) · · · φ̂(xn)|0〉 =

1

Z

∫

Dφφ(x1) · · ·φ(x1) e
iS[φ]/h̄, (5.4)wobei S die klassishe Wirkung des Skalarfeldes ist. Hier ist Dφ die Verallgemeinerungdes Integrals über alle Wege. Man integriert über alle Funktionen φ : R d → R . Dieeindimensionale Quantenmehanik ist eine eindimensionale Feldtheorie, bei der man überFunktionen q : R → R , also über Wege, integriert. Der Normierungsfaktor Z ist dieVakuum-Vakuum Amplitude,

Z =

∫

Dφ eiS[φ]/h̄.Ähnlih wie in der Quantenmehanik zu imaginären Zeiten oder in der Quantenstatistikführt man die euklidshen Feldoperatoren ein,
φ̂E(x) ≡ φ̂E(τ, x ) = eτĤ φ̂(0, x )e−τĤ , x = (τ, x ) = (−ix0, x ), (5.5)
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KAPITEL 5. REELLES SKALARFELD 5.1. Quantisierung des Skalarfelds 80und beweist formal, dass die thermishen Erwartungswerte von zeitgeordneten Produktendieser operatorwertigen Distribution folgende Funktionalintegral-Darstellung besitzen
〈T φ̂E(x1) · · · φ̂E(xn)〉β =

1

Z(β)
tr e−βĤT φ̂E(x1) · · · φ̂E(xn)

=
1

Z(β)

∮

Dφφ(x1) · · ·φ(xn) e−SE [φ]/h̄ (5.6)wobei β = 1/kBT ist. Es wird über alle β-periodishen Funktionen
φ : [0, β] × R d−1 −→ R , φ(τ + β, x ) = φ(τ, x ), (5.7)funktional integriert. Hier tritt die euklidshe Wirkung SE auf. Der Normierungsfaktor in(5.6) ist die Zustandssumme

Z(β) = e−βF =

∮

Dφ e−SE[φ]/h̄. (5.8)Ein Hauptanliegen der Quantenfeldtheorie bei endlihen Temperaturen ist die Berehnungder freien Energiedihte f = F/V .Strebt die Temperatur gegen Null oder β gegen ∞, dann erhalten wir die in ihrenArgumenten symmetrishen Shwinger-Funktionen,
S(n)

(

x1, . . . , xn

)

= 〈0|T φ̂E(x1) · · · φ̂E(xn)|0〉

=
1

Z

∫

Dφφ(x1) · · ·φ(xn) e−SE [φ]/h̄. (5.9)Diese sind invariant unter euklidshen Lorentz-Transformationen, ändern also niht bei
SO(d)-Drehungen der Argumente xi. Unter teilweise natürlihen Annahmen an die Shwin-gerfunktionen kann man aus ihnen die vollständige Quantentheorie im Minkowski-Raumrekonstruieren. Die Vakuumerwartungswerte von Produkten von Feldoperatoren in der re-lativistishen Theorie, die sogenannten Wightman-Funktionen W (n), sind Randwerte deranalytishen Wightman-Funktionen für komplexe Zeiten und die S(n) sind die Wightman-Funktionen zu imaginären Zeiten. Im folgenden werden wir den Index E unterdrüken,da wir ausshlieÿlih euklidshe Theorien untersuhen werden.Die thermishen Erwartungswerte von zeitgeordneten Produkten des euklidshen Fel-des (5.6) werden vom Funktional

Z[β, j] =

∮

Dφ e−SE [φ]/h̄+
R

j(x)φ(x) = exp
(

W [β, j]
)

, (5.10)
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KAPITEL 5. REELLES SKALARFELD 5.1. Quantisierung des Skalarfelds 81der Zustandssumme in Anwesenheit einer äusseren Quelle j(x), generiert
〈T φ̂E(x1) . . . φE(xn)〉β =

1

Z[β, 0]

δnZ[β, j]

δj(x1) · · · δj(xn)

∣

∣

∣

j=0
, (5.11)während die verbundenden Korrelationsfunktionen von W = logZ erzeugt werden,

〈T φ̂E(x1) . . . φE(xn)〉c,β =
δnW [β, j]

δj(x1) · · · δj(xn)

∣

∣

∣

j=0
, Z[β, j] = eW [β,j]. (5.12)Das FunktionalW [β, j] spielt die Rolle einer freien Energie bei Anwesenheit einer Quelle.Für tiefe Temperaturen geht es in das Shwingerfunktional W [j] über, das die verbunde-nen Vakuumerwartungswerte erzeugt,

〈0|T φ̂E(x1) . . . φE(xn)|0〉c =
δnW [j]

δj(x1) · · · δj(xn)

∣

∣

∣

j=0
, W [j] = lim

β→∞
W [β, j]. (5.13)Die euklidshe Wirkung des freien Skalarfeld

S0(φ) =
1

2

∫

ddx
(

∇φ · ∇φ+m2φ2
)

=
1

2

∫

ddxφ
(

−△ +m2
)

φ (5.14)ist eine quadratishe Funktion und das Funktionalintegral (5.10) für Z[β, j] wird zu einemberehenbaren Gauÿshen Integral mit der Lösung
Z[β, j] =

onst
det1/2(−△ +m2)

exp
(

W [β, j]
) mit

W [β, j] =

∫

ddxddy j(x)∆F (β; x− y)j(y), (5.15)wobei der euklidshe Feynman-Propagator im Ortsraum auftritt,
∆F (β; x− y) = 〈T φ̂E(x)φ̂E(y)〉β = 〈x| 1

−△ +m2
|y〉. (5.16)Berüksihtigt die Periodizitätsbedingung (5.7) für die Felder, dann �ndet man folgendeFourierdarstellung für diesen Propagator bei endlihen Temperaturen

∆F (β; x) =
1

β

∑

n

∫

d3k

(2π)3

e−iωnx0−ikx
ω2

n + k 2 +m2
, ωn =

2π

β
n. (5.17)Für tiefe Temperaturen liegen die Matsubara-Frequenzen ωn sehr diht und die Riemann-she Summe geht in ein Riemannshes Integral über. Deshalb strebt ∆F (β; x) für T → 0������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 5. REELLES SKALARFELD 5.1. Quantisierung des Skalarfelds 82gegen den bekannten euklidshen Feynmanpropagator bei Temperatur Null,
∆F (x) = lim

β→∞
∆F (β; x) =

∫

d4k

(2π)4

e−ikx

k2 +m2
. (5.18)Die Addition eines Potentialterms zur freien Wirkung S0 in (5.14) führt auf die euklidsheWirkung des selbst-wehselwirkenden Skalarfeldes,

SE = S0 +

∫

ddxV (φ). (5.19)Entwikelt man nun die Funktionalintegrale (5.6) oder (5.9) in Potenzen der Wehsel-wirkung V , dann erhält man die mit Divergenzen behaftete Störungsentwiklungen fürdie Shwingerfunktionen bei endliher Temperatur oder bei Temperatur Null. Den dabeiauftretenden Amplituden können Feynmangraphen mit entsprehenden Regeln zur Be-rehnung der Amplituden zugeordnet werden. Zum Beispiel wird jeder inneren Linie einesGraphen der Feynmanpropagator ∆F zugeordnet und die möglihen Vertizes des Graphenwerden durh die Selbstwehselwirkung V bestimmt.5.1.1 Das freie Feld bei endlihen TemperaturenFür das freie Feld mit euklidsher Wirkung
S0(φ) =

1

2
(φ,Aφ), A = −△ +m2, (5.20)wobei (., .) das L2-Skalarprodukt bezeihnet, führt das Funktionalintegral für die Zu-standssumme (5.8) auf die Determinante des Operators A, und entsprehend ist

F (β) =
1

2β
log detA+ onst. (5.21)Der Operator wirkt auf β-periodishe Funktionen und diese Randbedingung an die Modenführt auf eine Temperaturabhängigkeit der A-Eigenwerte und damit der freien Energie.Determinanten von Di�erentialoperatoren treten in vielen feldtheoretishen Untersu-hungen auf, zum Beispiel bei der semiklassishen Näherung. Es lohnt sih daher, dieseDeterminanten näher zu betrahten. Wir shlieÿen das Systems in eine endlihe Box ein,damit der niht-negative Operator A ein diskretes Spektrum hat. Die zu A gehörige ζ-Funktion ist durh die Reihe

ζA(s) =
∑

n

λ−s
n , (5.22)������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 5. REELLES SKALARFELD 5.1. Quantisierung des Skalarfelds 83de�niert und diese konvergiert für genügend groÿe ℜ(s). Die Reihe de�niert die ζ-Funktionin einer Halbebene der komplexen s-Ebene. Über die analytishe Fortsetzung gewinnt mandie Funktion in der gesamten komplexen Ebene [55℄.Zum Beispiel konvergiert die Reihe (5.22) für den einfahen Operator in (5.20) für alle
s mit ℜ(s) > d/2 und de�niert eine meromorphe Funktion in der komplexen s-Ebene diein einer Umgebung von 0 sogar analytish ist. Die für Matrizen gültige Identität

log detA = Sp logA =
∑

log λn = −ζA(s)

ds

∣

∣

s=0
(5.23)wird nun für Operatoren übernommen, und dies de�niert die ζ-Funktion-Regularisierungder Funktionaldeterminante. Indem man den Realteil des Arguments s von ζA genügendgroÿ wählt, wird die Determinante regularisiert. Die Fortsetzung der Funktion nah s =

0 entspriht einer speziellen Renormierung. Der Zusammenhang zu anderen 1-ShleifenRenormierungsshemen ist bekannt [56℄.Mit Hilfe der Mellin-Transformation kann man die ζ-Funktion mit dem Wärmelei-tungskern von A in Verbindung bringen,
ζA(s) =

∑

n

1

Γ(s)

∫ ∞

0

dt ts−1e−tλn =
1

Γ(s)

∫ ∞

0

dt ts−1 Sp (e−tA
)

. (5.24)Bezeihnet K(t; x, y) der Integralkern des Operators exp(−tA), dann istSp (e−tA
)

=

∫

dxK(t; x, x), t > 0, (5.25)und die ζ-Funktionen hat die Darstellung
ζA(s) =

1

Γ(s)

∫ ∞

0

dt ts−1

∫

dxK(t; x, x). (5.26)In Anwendungen ist A ein Di�erential-Operator Ax in der Ortsdarstellung und der Wär-meleitungskern K erfüllt die Di�erentialgleihung
∂

∂t
K(t; x, y) = −AxK(t; x, y) und lim

t→0
K(t; x, y) = δ(x− y). (5.27)Damit können wir die Determinante von A sheinbar wie folgt berehnen: wir konstruie-ren die eindeutige Lösung des Anfangswertproblems (5.27), setzen die Lösung K(t, x, y) indie Darstellung (5.24,5.25) für die ζ-Funktion ein und berehnen dann die Determinantemit Hilfe der Formel (5.23). Diese Vorgehensweise hat mindestens zwei Probleme. Fürviele Operatoren von Interesse kann man K niht explizit berehnen und zudem existiertdie Integraldarstellung (5.26) nur für genügend groÿe ℜ(s). Es brauht noh die analy-������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 5. REELLES SKALARFELD 5.1. Quantisierung des Skalarfelds 84tishe Fortsetzung der ζ-Funktion nah s = 0. Allerdings genügt uns die Ableitung der
ζ-Funktion am Ursprung, und im Gegensatz zur Funktion selbst ist diese Gröÿe in vielenFällen berehenbar. Für interessante Anwendungen dieser Renormierungs Methode aufProbleme der Quantenfeldtheorie verweise ih auf [55, 57℄.Für den Operator A = −△ +m2 hat der Wärmekern die Form

K(t; x, x′) =
e−m2t

(4πt)d/2

∑

n∈Z

e−{(τ−τ ′+nβ)2+(x−x ′)2}/4t (5.28)Der n = 0 Term ist der Wärmekern zum Shrödinger-Operator des freien Teilhens in R dund die Summe maht daraus den Wärmekern auf dem Zylinder [0, β]×R d−1. Wir �nden
ζA(s) =

βV

(4π)d/2Γ(s)

∫

dt ts−1−d/2e−m2t
∞
∑

n=−∞

e−n2β2/4t. (5.29)Das Spektrum von −△ + m2 auf S1 × R d−1 ist niht diskret und dies zeigt sih in derharmlosen Volumendivergenz der Zetafunktion. Beim Übergang zur freien Energiedihtewerden wir diesen divergenten Faktor los. Wir könnten auh periodishe Randbedingun-gen in allen Raumrihtungen fordern und am Shluss der Rehnung den Limes L → ∞durhführen. Dieses Vorgehen führt für die freie Theorie zu identishen Resultaten.Mit Hilfe folgender Integraldarstellung für die Kelvin-Funktionen
∫ ∞

0

dt tae−bt−c/t = 2
(c

b

)(a+1)/2

Ka+1

(

2
√
bc
) (5.30)können die t-Integrale berehnet werden und führen auf die Reihendarstellung

ζA(s) =
βV

(4π)d/2

md−2s

Γ(s)

(

Γ(s− d
2
) + 4

∞
∑

1

(

nmβ

2

)s−d/2

Kd/2−s(nmβ)

)

. (5.31)Die Gammafunktion hat einfahe Pole an den Stellen 0,−1,−2, . . ., und 1/Γ(s) ∼ s. Inunserer Welt mit 4 Raumzeit-Dimensionen benutzt man
Γ(s− 2)

Γ(s)
=

1

(s− 1)(s− 2)
und 1

Γ(s)
= s+O(s2)um die Ableitung der Zetafunktion am Ursprung zu berehnen. Man �ndet für die freieEnergiedihte

f(β) = − 1

2βV
ζ ′A(0) = − m4

128π2

(

3 − 2 logm2 + 64
∑

n=1,2...

K2(nmβ)

(nmβ)2

)

. (5.32)������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 5. REELLES SKALARFELD 5.1. Quantisierung des Skalarfelds 85Um das Resultat für masselose Teilhen zu gewinnen benutzen wir K2(x) ∼ 2/x2, so dass
lim
m→0

f(β) = −T
4

π2
ζR(4), (5.33)wobei die in der Zahlentheorie so wihtige Riemannshe Zetafunktion auftritt,

ζR(x) =
∑

n∈N

n−x . (5.34)Die weiter unten benötigten Werte dieser Funktion und ihrer Ableitung sind
ξR(0) = −1

2
, ξR(2) =

π2

6
, ξR(4) =

π4

90
und ζ ′R(0) = −1

2
log(2π). (5.35)Sie ist in der ganzen komplexen Ebene regulär, bis auf einen einfahen Pol mit Residuum

1 bei s = 1. Damit lautet die freie Energiedihte und innere Energiedihte für masselosespinlose Teilhen
f(β) = −π

2T 4

90
und u(β) = ∂β(βf) =

π2T 4

30
. (5.36)Für Photonen mit zwei Polarisation sind die Energiedihten der Hohlraumstrahlung dop-pelt so groÿ.Um die freien Energie für ein freies Gas von massiven spinlosen Teilhen zu berehnen,entwikeln wir die Besselfunktion für kleine Argumente,

K2−s(x) ∼
2

x2
+

1

8

(

3

4
− γ − log

x

2

)

+O(x4) (5.37)und benutzen die Formel
∑

log(nmβ) = log(mβ)ζR(0) − ζ ′R(0) (5.38)für die mit Hilfe der ζ-Funktionsregularisierung de�nierte Summe der Logarithmen. Diesführt auf folgende Entwiklung der Energiedihte für hohe Temperaturen T ≫ m,
f(β) = − 1

128π2

(

128ζR(4)T 4 − 32ζR(2)m2T 2 − 8m4ζR(0) log
m

2T

+
{

3 + 8ζ ′R(0) + (6 − 8γ)ζR(0) − 2 logm2
}

m4
)

+O

(

m2

T 2

)

, (5.39)mit Euler-Konstanten γ ≈ 0, 5772. Die Werte für die Riemannshe ζ-Funktion sind in(5.35) angegeben.������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 5. REELLES SKALARFELD 5.2. Shwingerfunktion und e�ektives Potential 865.2 Shwingerfunktion und e�ektives PotentialE�ektive Potentiale sind nützlih bei der Untersuhung der Phasen und Phasenübergängevon Systemen mit Ordnungparameter. In der Feldtheorie ist das e�ektive Potential dieLegendre-Transformierte der Shwinger-Funktion bei Anwesenheit einer homogenen Quel-le, in der statistishen Mehanik ist es die freie Energie bei festem Ordnungsparameter. Esgibt allerdings Alternativen zu diesem konventionellen e�ektiven Potential. Dazu gehörtdas �onstraint e�etive potential�, das später in der Vorlesung vorgestellt wird.In Anwesenheit einer homogenen äusseren Quelle j hat die �Zustandssumme� die for-male Pfadintegral-Darstellung [24℄
Z(β, j) ≡ eβV w(β,j) = c ·

∮

Dφ exp

(

−SE [φ] + j

∫ β

0

φ(x)

)

, (5.40)wobei in der Quantenstatistik über β-periodishe Funktionen integriert wird,
φ(τ + β, x ) = φ(τ, x ), β =

1

T
, (5.41)und V das räumlihe Volumen bezeihnet. Bis auf den Volumenfaktor βV ist die Shwin-gerfunktion w(β, j) in (5.40) gleih dem Shwingerfunktional W in (5.10) für eine kon-stante Quelle. Eine konstante Quelle ist verträglih mit der Translationsinvarianz desSystems. Die Funktion −w(β, j) ist gleih der freien Energiedihte für das System mitHamiltonoperator Ĥj = Ĥ − jφ̂ und strebt für tiefe Temperaturen gegen die negativeGrundzustandsenergiedihte −E0(j)/V des Systems mit Hamiltonian Ĥj .Aus w kann man leiht den quantentheoretishen Mittelwert des Feldes berehnen,

dw

d j
=

∫

DφM e−S[φ]+j
R

φ

∫

Dφ e−S[φ]+j
R

φ
= 〈φ(x)〉j. (5.42)Wir haben hier benutzt, dass für translationsinvariante Systeme der Erwartungswert von

φ(x) unabhängig von x ist, so dass gilt
〈φ(x)〉 = 〈M〉, wobei M =

1

βV

∫

φ(x) (5.43)den raum-zeitlihe Mittelwert von φ(x) bezeihnet. Man beahte, dass Erwartungswertevon der äusseren Quelle j abhängen, da sie mit der Wirkung S[φ] − j
∫

φ(x) berehnetwerden. An Stellen wo w niht di�erenzierbar ist, kann man die Formel (5.42) niht direktanwenden. Die Shwingerfunktion w(β, j) ist strikt konvex, da ihre zweite Ableitung gleih
������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 5. REELLES SKALARFELD 5.2. Shwingerfunktion und e�ektives Potential 87dem Erwartungswert einer positiven Grösse ist,
d2w

dj2
=
〈

(M − 〈M〉)2
〉

. (5.44)Das e�ektive Potential gewinnt man mit Hilfe einer Legendre-Transformation aus derShwingerfunktion,
u(β, ϕ) = (Lw)(ϕ) = sup

j
(jϕ− w(β, j)) . (5.45)Die maximierende Quelle j heisst zu ϕ konjugiert. Im Gegensatz zum mikroskopishenFeld φ ist ϕ ein makroskopishes mittleres Feld. Ist das Minimum ϕ0 von u niht entartet,dann ist es gleih dem Erwartungswert des Feldoperators im Gleihgewihtszustand,

u(β, ϕ0) ≤ u(β, ϕ), ∀ϕ⇐⇒ ϕ0 = 〈φ(x)〉j=0. (5.46)Dies folgt aus der Ungleihung (5.55) im Abshnitt 5.2.1 über Legendre Transformationen.Es gibt mehrere Verallgemeinerungen der gerade betrahteten Systeme. Ist man ander Vakuumstruktur einer euklidshen Skalarfeldtheorie mit Lagrangedihte
L(φ(x)) =

∫

Ω

ddx

{

1

2
∇φ(x)∇φ(x) + V (φ(x))

}

, (5.47)interessiert, dann brauht das Quantisierungsgebiet Ω weder ein Zylinder oder der ganzeRaum R d zu sein und es werden allgemeinere Gebiete Ω ⊂ R d bei der Funktionalintegral-Quantisierung betrahtet. Auh kann das φ-Feld mehrere Komponenten aufweisen undniht-trivial unter einen globalen inneren Symmetriegruppe G transformieren. Das Feldkann auh Werte in einer Lieshen Gruppe oder einem homogenen Raum annehmen.Der �klassishe Grundzustand� entspriht dem homogenen Feld, welhes das klassishePotential V minimiert. Dieser Wert ist niht notwendigerweise gleih dem quantenme-hanishen Erwartungswert 〈φ̂(x)〉 des Quantenfeldes. Um die Quantenkorrekturen zumklassishen Vakuum zu studieren setzt man die Shwingerfunktion w ein,
Z(Ω, j) =

∫

Dφ exp

(

−S[φ] + j

∫

Ω

φ(x)

)

= eΩw(Ω,j). (5.48)Wir benutzen das gleihe Symbol Ω für das Quantisierungsgebiet und sein Volumen.Hat das Gebiet Ω einen Rand ∂Ω, dann wird das Feld noh gewisse Randbedingungenerfüllen. Auf derlei Fragen soll hier niht weiter eingegangen werden. Auh für Feldtheorienin allgemeineren Quantisierungsgebieten de�niert man das e�ektives Potential u(Ω, ϕ)genauso wie in (5.45) als Legendre-Transformierte der Shwingerfunktion. Wählen wir������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 5. REELLES SKALARFELD 5.2. Shwingerfunktion und e�ektives Potential 88als Raumzeit einen Kasten mit Volumen βV und fordern periodishe Randbedingungen,dann ist Z(Ω, j) die thermishe Zustandssumme in Anwesenheit der Quelle j (5.40) und
u(Ω, ϕ) das e�ektive Potential bei endlihen Temperaturen.5.2.1 Die Legendre-TransformationDie Legendre-Transformation tritt in der Mehanik, Thermodynamik, Quantenstatistikund Quantenfeldtheorie auf und wir wollen hier ihre wihtigsten Eigenshaften notieren.Im Folgenden seien ϕ und j Elemente einer konvexen Menge im R d.1. Die Legendre-Transformierte einer für genügend groÿe Argumente konvexen Funktionist immer konvex.Zum Beweis betrahten das zwishen ϕ1 und ϕ2 interpolierende Feld

ϕα = (1 − α)ϕ1 + αϕ2, 0 ≤ α ≤ 1. (5.49)Es gilt die Abshätzung
u(ϕα) = sup

j

{

(1 − α)(j, ϕ1) + α(j, ϕ2) −
(

(1 − α) + α
)

w(j)
}

≤ (1 − α) sup
j

{

(j, ϕ1) − w(j)
}

+ α sup
j

{

(j, ϕ2) − w(j)
} (5.50)

= (1 − α)u(ϕ1) + αu(ϕ2),wobei wir benutzten, dass das Supremum einer Summe kleiner oder gleih der Summe derSupremen der Summanden ist. Damit liegt der Graph von u unterhalb der die Punkte
(ϕi, u(ϕi)) verbindenden Streke. Dies beweist die Konvexität von u.2. Die Legendre-Transformation ist involutiv für konvexe Funktionen.Für ein konvexes w gibt es für jeden Punkt (j0, w(j0)) eine Hyperebene unterhalb desGraphen von w. In anderen Worten, es gibt ein von j0 abhängiges ϕ0, so dass

w(j0) + (ϕ0, j − j0) ≤ w(j) für alle j,oder auh
(ϕ0, j) − w(j) ≤ (ϕ0, j0) − w(j0) für alle j.Das Supremum der linken Seite bezüglih j ist Lw an der Stelle ϕ0, so dass gilt

(Lw)(ϕ0) ≤ (ϕ0, j0) − w(j0). (5.51)������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 5. REELLES SKALARFELD 5.2. Shwingerfunktion und e�ektives Potential 89Shreiben wir dies in der Form
w(j0) ≤ (ϕ0, j0) − (Lw)(ϕ0). (5.52)und bemerken, dass die rehte Seite kleiner gleih der Legendre-Transformierten von Lwist, dann folgt w(j0) ≤ (L2w)(j0). Deshalb ist die zweifahe Legendre-Transformierteimmer gröÿer oder gleih der ursprünglihen Funktion. Andererseits gilt

(Lw)(ϕ) ≥ (ϕ, j) − w(j) für alle ϕ =⇒ w(j) ≥ (ϕ, j) − (Lw)(ϕ). (5.53)Nehmen wir das Supremum über alle ϕ in der letzten Ungleihung, dann folgt w(j) ≥
(L2w)(j), oder dass die zweifahe Legendre-Transformierte immer kleiner oder gleih derursprünglihen Funktion ist. Zusammen mit der obigen Ungleihung folgern wir, dass fürjede konvexe Funktion gilt

(L2w)(j) = w(j). (5.54)3. Für beliebige ϕ und j gilt die Ungleihung von Fenhel und Young
w(j) + u(ϕ) ≥ (j, ϕ), u = Lw. (5.55)Sie wird zu einer Gleihung für konjugierte Variablen ϕ und j. Diese Eigenshaft folgtunmittelbar aus der Ungleihung (5.53).4. Ist die stetige Shwingerfunktion niht di�erenzierbar und hat einen Knik, dann hat

u = Lw ein Plateau. Für ein einkomponentiges Feld ist die Breite des Plateau gleih demSprung von w′. Umgekehrt wird ein Plateau in einen Knik abgebildet.

j

w(j)

L(j)Steigung ϕ
−u(ϕ)

b

b

Diese Eigenshaft folgt aus der gra-phishen Konstruktion der Trans-formation: u(ϕ) ist −L(0), wobeider Graph der linearen Funktion
L(j) mit Steigung ϕ denjenigen von
w(j) berührt. Für gegebenes ϕ undeine konvexe und di�erenzierbareShwingerfunktion ist der konjugier-te Strom durh die Forderung de�-niert, dass L(j) beim konjugiertenStrom tangential an w(j) ist.In der folgenden Abbildung ist eine typishe Situation für ein System mit spontaner������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 5. REELLES SKALARFELD 5.2. Shwingerfunktion und e�ektives Potential 90Symmetriebrehung skizziert. Die Shwingerfunktion hat einen Knik bei ausgeshalteterQuelle und entsprehend das e�ektive Potential u ein Plateau.
j

w

ϕ

u

5. Die zweifahe Legendre-Transformierte einer für groÿe Argumente konvexe Funktiondie konvexe Hülle dieser Funktion ist.Dies folgt sofort aus dem bisher gezeigten Eigenshaften.
U

ϕ
L2U6. Für di�erenzierbare w und u sind die konjugierten Variablen ϕ und j wie folgt verbun-den,

ϕ = w′(j) und j = u′(ϕ). (5.56)Ersetzen wir (j, ϕ) durh (p, ẋ) und (w, u) durh (H,L), dann ist dies die bekannteLegendre-Transformation der klassishen Mehanik von der Hamiltonshen zur Lagran-geshen Formulierung.7. Ist u die Legendre-Transformierte von w, dann ist uα die Legendre-Transformierte von
wα. Dabei ist Fα(x) die reskalierte Funktion

Fα(x) = αF
( x

α1/2

)

. (5.57)������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 5. REELLES SKALARFELD 5.3. Skalares Gitterfeld 91Die Legendre-Transformierte des Monoms mit Exponenten α > 1 ist das Monom mitdualem Exponent β,
w(j) =

1

α
|j|α ⇐⇒ u(ϕ) =

1

β
|ϕ|β, mit 1

α
+

1

β
= 1. (5.58)Mit zunehmendem Exponent β entwikelt u ein Plateau von −1 bis 1. Der Exponent αder transformierten Funktion w strebt gegen Eins und die Funktion konvergiert gegen diestükweise lineare Funktion w(j) = |j|.8. Sind w′′(j) und u′′(j) die Matrizen der zweiten Ableitungen von w und u, dann gilt

w′′(j) u′′(ϕ) = 1, (j, ϕ) dual. (5.59)Diese Eigenshaft folgt unmittelbar aus den Relationen
∂2w

∂jr∂js
=
∂ϕr

∂js
und ∂2u

∂ϕr∂ϕs
=
∂jr
∂ϕs

.9. Als weitere Eigenshaften notieren wir:Verhalten unter Translationen:
w(j) = w1(j) + b ⇒ (Lw)(ϕ) = (Lw1)(ϕ) − b

w(j) = w1(j + k) ⇒ (Lw)(ϕ) = (Lw1)(ϕ) − ϕ · k (5.60)Verhalten unter Inversion:
w(j) = w−1

1 (j) ⇒ (Lw)(ϕ) = −ϕ · (Lw1)

(

1

ϕ

)

. (5.61)Nah dieser Erinnerung an wesentlihe Eigenshaften der Legendre-Transformation kehrenwir zur Quantenfeldtheorie zurük.5.3 Skalares GitterfeldBei der Gitterregularisierung der Funktionalintegrale wird die euklidshe Raumzeit R ddurh ein d-dimensionales Gitter Λ ersetzt. Für ein endlihes Λ geht das formale Funk-tionalintegral (5.6) in ein gewöhnlihes endlih-dimensionales Integral über, dass mit denMethoden der statistishen Mehanik behandelt werden kann.Das Gitter wird aus theoretishen und praktishen Gründen zunähst als endlih an-genommen. Der Einfahheit halber betrahten wir meistens ein einfah kubishes Gitter .������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 5. REELLES SKALARFELD 5.3. Skalares Gitterfeld 92Die Gitterpunkte x = (x1, . . . , xd) sind Elemente eines d-dimensionalen Gitters Λ,
xµ = na mit n = 1, . . . , Nµ, Lµ = aNµ. (5.62)Bei periodishen Randbedingungen werden die Gitterpunkte x = (x1, . . . , xµ, . . . xd) und

x′ = (x1, . . . , xµ + Lµ, . . . , x
d) identi�ziert und das Gitter wird zu einem (diskretisierten)Torus,

u u u u u

u u u u u

u u u u u

u u u u u

u u u u u

N1

N2

a

Ein Gitterfeld φ de�niert eine Abbildung von Λ in den Targetraum,
Λ ∋ x −→ φx ∈ T . (5.63)Im einfahsten Fall ist der Targetraum T = R , im Standardmodell der elektroshwahenWehselwirkung ist φ ∈ C 2. Für Sigma-Modelle ist der Targetraum eine Lie-Gruppe oderein homogener Raum und für isingartige Spinmodelle ist er eine endlihe Gruppe.Als Randbedingung wird dann meistens eine der folgenden Bedingungen auferlegt:

• Periodishe Randbedingungen: Mit die Randbedingungen φx+Lµeµ
= φx für µ =

1, . . . , d wird, wie bereits erwähnt, das Gitter zu einem Torus und die Skalarfeld-theorie ist invariant unter diskreten Translationen.
• Feste Randbedingungen φ|∂Λ =fest.
• O�ene Randbedingungen: In diesem Fall ist die Wehselwirkung der Felder mit denNahbarfeldern am Rand ∂Λ abzuändern, so dass nur Wehselwirkungen innerhalbdes Gitters bestehen. Bei Festkörpern sind diese Randbedingungen am natürlihsten,allerdings können Ober�ähenphänomene auftreten.
• Antiperiodishe Randbedingungen: Diese dienen dazu, unerwünshte langreihweiti-ge Korrelationen zu unterdrüken oder künstlihe Grenz�ähen zu erzeugen. Ver-allgemeinerungen von periodishen Randbedingungen sind in Gittereihtheorien be-liebt. Wir werden in diesem Kapitel periodishe Randbedingungen auferlegen.������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 5. REELLES SKALARFELD 5.3. Skalares Gitterfeld 93Die euklidshe Wirkung des freien Klein-Gordon-Feldes (5.14) soll zu einer Funktion desGitterfeldes werden. Dabei wird das Integral durh eine Riemann-Summe und die parti-ellen Ableitungen durh Di�erenzen der Felder an benahbarten Gitterpunkten ersetzt.Hier hat man eine Freiheit bei der Wahl der Gitterableitung. Oft wählt man die Vorwärts-oder Rükwärtsableitung
(∂µφ)(x) =

φx+aeµ
− φx

a
oder (∂µφ)(x) =

φx − φx−aeµ

a
(5.64)Für beide Wahlen lautet die diskretisierte Wirkung des freien Skalarfeldes

S =
ad−2

2

∑

〈xy〉

(

φx−φy

)2
+
m2ad

2

∑

x

φ2
x

=
ad−2

2

(

2d+ (am)2
)

∑

x

φ2
x − ad−2

∑

〈xy〉

φxφy, (5.65)wobei die letzte Summe über alle nähsten-Nahbarn Paare 〈xy〉 geht. Wie in der Quan-tenmehanik reskalieren wir dimensionsbehaftete Gröÿen mit der Gitterkonstanten um zudimensionslosen Gröÿen zu gelangen. Die dimensionslose Masse mL und das dimensions-lose Gitterfeld φL lauten
am = mL und a(d−2)/2φ = φL, (5.66)der Abstand zwishen benahbarten Gitterpunkten wird zu 1 und das Gitter hat in Rih-tung µ die Länge Lµ = Nµ. Die Anzahl Gitterpunkte ist V = N1 · · ·Nd. Im Folgendenwerden wir den Index L an den Gittergöÿen wieder unterdrüken.Die Wirkung (5.65) de�niert eine quadratishe Form des Feldes,

S =
1

2

∑

x,y∈Λ

φxKxyφy, Kxy = (m2 + 2d) δxy −
d
∑

µ=1

(

δx,y+eµ
+ δx,y−eµ

)

. (5.67)Für eine positive Masse m ist die symmetrishe Matrix (Kxy) positiv. Ist der Targetraumlinear, dann fassen wir die {φx|x ∈ Λ} als Komponenten eines Vektors auf. Für ein reellesSkalarfeld auf einem Gitter Λ mit V Gitterpunkten ist dieser Vektorraum gleih RV mit
ℓ2-Skalarprodukt

(φ, χ) =
∑

x∈Λ

φxχx. (5.68)
������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 5. REELLES SKALARFELD 5.3. Skalares Gitterfeld 94Die Gitterwirkung (5.67) shreibt sih dann gemäÿ
S =

1

2
(φ,Kφ) mit K = (Kxy). (5.69)Die Bestimmung der 2-Punktfunktion der freien euklidshen Theorie reduziert sih aufdie Berehnung eines einfahen Gauÿshen Integrals,

〈φxφy〉 =
1

Z

∫

Dφφxφy e
− 1

2
(φ,Kφ), Dφ =

∏

x∈Λ

dφx (5.70)mit Zustandssumme
Z =

∫

Dφ e− 1

2
(φ,Kφ) = (2π)V/2 det−1/2K. (5.71)Derartige Gauÿshe Integrale wurden im zweiten Kapitel besprohen. Man �ndet folgen-den Propagator für das freie Feld,

〈φxφy〉 = K−1
x,y ≡ G(x, y). (5.72)Zu seiner Berehnung suhen wir die Eigenfunktionen und Eigenwerte der symmetrishenToeplitz-Matrix K. Diese hängen von den Randbedingungen an das Skalarfeld ab. Fürdie hier gewählten periodishen Randbedingungen auf dem hyperkubishen Gitter ist Ksogar zirkulant. Die Anzahl Gitterpunkte sei in jede Rihtung N , so dass die GesamtzahlGitterpunkte V = |Λ| = Nd ist.Wegen der Translationsinvarianz auf dem diskreten Torus haben die V orthonormier-ten Eigenvektoren ψp der symmetrishen Matrix K in (5.67) die Form

ψp(x) =
1√
V

exp (ipx) mit px =

N
∑

µ=1

pµx
µ. (5.73)Wegen der periodishen Randbedingungen liegen die Gitterimpulse auf dem dualen Gitter,

pµ =
2π

N
nµ ∈ Λ∗, nµ ∈ {1, 2, . . . , N}. (5.74)Die zugehörigen V = Nd Eigenwerte haben die Form

λ(n) = m2 + 2d− 2
∑

µ

cos(pµ) = m2 + p̂2, p̂µ = 2 sin(1
2
pµ). (5.75)
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KAPITEL 5. REELLES SKALARFELD 5.3. Skalares Gitterfeld 95Für den Propagator ergibt sih die Reihendarstellung
〈φxφy〉 =

∑ ψp(x)ψ
†
n(y)

λ(n)
=

1

V

∑

{pµ}

eip(x−y)

m2 + p̂2
. (5.76)Diese Reihe enthält V Terme. Für Gitter mit untershiedlihen Kantenlängen L1, . . . , Ldmuÿ in der obigen Formel nµ/L durh nµ/Lµ ersetzt werden.Im thermodynamishen Limes N → ∞ füllen die Gitterimpulse die Brilloin-Zone

(0, 2π]d aus. Die Riemannshe Summe (5.76)
〈φxφ0〉 =

1

(2π)d

∑

{pµ}

∆p1 · · ·∆pd
eipx

m2 + p̂2mit ∆pµ = 2π/N , strebt dann gegen das folgende Integral über die Brilloin-Zone,
〈φxφ0〉 N→∞−→ 1

(2π)d

∫ 2π

0

ddp
eipx

m2 + p̂2

=
1

(2π)d

∫ 2π

0

ddp
cos(px)

m2 + p̂2
, p̂µ = 2 sin

pµ

2
. (5.77)Die Zweipunktfunktion auf Λ = Zd ist reell, invariant unter Gittertranslationen und Ro-tationen die das Gitter in sih überführen. Auf der Diagonalen ist ihr Wert

〈φ0φ0〉 ≡ Cm =
1

m
√
m2 + 4

(5.78)
1

Cm
〈φxφ0〉

x

m2 = .5

b

b

b

b

b

b b b b b b b b b b b b b b b b

m2 = .2

b

b

b

b

b

b

b

b b b b b b b b b b b b b b

m2 = .05

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b
b

b
b

b b b b b b b bIn der Abbildung sind die (normierten) Werte der Zweipunktsfunktion für drei Massen������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 5. REELLES SKALARFELD 5.4. 2-Punktfunktion als Wegintegral 96an den Gitterpunkten x = 0, . . . , 20 geplotted. Die exponentiellen Fits exp(−mx) fürganzzahlige x sind hervorragend. Für reelle x oszilliert das Integral (5.77) allerdings enormum den exponentiellen Fit.5.4 2-Punktfunktion als WegintegralWir werden nun zeigen, dass sih die 2-Punktfunktion des freien Skalarfeldes (5.77) als�gewihtete Summe über alle Wege� von x nah y darstellen lässt. Dieses Resultat istnützlih für Abshätzungen und Näherungen. Wir betrahten die Gröÿe
G(x) = e−µ

∑Wege 0→x

e−µℓ = e−µ
∞
∑

ℓ=0

Pℓ(x)e
−µℓ (5.79)auf dem unendlihen Gitter. Dabei ist ℓ die Länge des Weges (in Einheiten des Gitterab-standes) und µ ein noh festzulegender Parameter. Pℓ(x) ist die Anzahl Wege der Länge

ℓ von 0 zum Punkt x ∈ Zd. Für Pℓ gibt es eine erzeugende Funktion,
(

eip1 + e−ip1 + . . .+ eipd + e−ipd
)ℓ

=
∑

x∈Z
d

Pℓ(x) e
i(p1x1+...+pdxd). (5.80)Zum Beweis multipliziert man die linke Seite aus. Dabei ergibt sih eine Summe überalle möglihen Kombinationen von jeweils ℓ Faktoren e±ipµ. Jeder dieser Terme ist ineindeutiger Korrespondenz zu einem Weg der Länge ℓ auf dem Gitter, wenn man e±ipµals Shritt in die ±µ Rihtung interpretiert. Die Summe über x konvergiert, da Pℓ(x) = 0für alle Punkte x, deren Abstand von 0 gröÿer als ℓ ist.

1 1

1

1

9 9

9

9

3

3 3

3

3

3 3

3

In der Abbildung links sind beispielsweisedie Anzahl Wege der Länge 3 auf einem
2-dimensionalen quadratishen Gitter ange-deutet. So führen 9 vershieden Wege derLänge ℓ = 3 vom Ursprung (durh einenPunkt gekennzeihnet) zu jedem nähstenNahbarn. Für ℓ = 3 gibt es keine Wegezu den übernähsten Nahbarn. O�ensiht-lih ist P3(x) = 0 für Punkte x mit einemAbstand gröÿer als 3. Die Anzahl Wege derLänge 3 ist (2d)3 = 64.Die Integration der Exponentialfunktion exp(ipx) über die Brillouin-Zone pµ ∈ [0, 2π)ergibt 0, solange der Exponent niht vershwindet. Damit können wir die Polynome Pℓ������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 5. REELLES SKALARFELD 5.5. Zur Leibniz-Regel auf dem Gitter 97wie folgt gewinnen,
Pℓ(x) =

1

(2π)d

∫ 2π

0

ddp e−ipx
(

eip1 + e−ip1 + . . .+ eipd + e−ipd
)ℓ (5.81)Eingesetzt in (5.79) erhält man eine geometrishe Reihe,

G(x) =
e−µ

(2π)d

∫ 2π

0

ddp e−ipx
∑

ℓ

{

2e−µ
(

cos p1 + . . .+ cos pd

)}ℓ

=
e−µ

(2π)d

∫ 2π

0

ddp

(

e−ipx

1 − 2e−µ
∑

µ cos pµ

) (5.82)
=

1

(2π)d

∫ 2π

0

ddp

(

e−ipx

eµ − 2d+ 4
∑

µ sin2 pµ

2

)

.Wir erkennen die Integraldarstellung der Zweipunktfunktion des freien Klein-Gordon-Feldes (5.77), vorausgesetzt wir wählen
eµ − 2d = m2. (5.83)Die Au�ösung nah e−µ setzen wir in (5.79) ein mit dem Resultat

〈φxφ0〉 =
1

(m2 + 2d)

∑Wege 0→x

1

(m2 + 2d)ℓ
. (5.84)5.5 Zur Leibniz-Regel auf dem GitterEinige Probleme von Gitterfeldtheorien sind in der fehlenden Leibnizregel begründet. Mankann nämlih beweisen, dass es keine Gitterableitung gibt, welhe diese Regel erfüllt.Lemma Ein linearer Operator D auf Map(Λ, C ) → Map(Λ, C ), der die Leibnizregel

D(f · g) = (Df) · g + f · (Dg), ∀ f, g : Λ → C , (5.85)erfüllt, ist trivial, D = 0.Beim Beweis benutzen wir die Leibnizregel in Komponentenform. Eine Gitterfunktion
f ∈Map(Λ, C ) wird mit dem entsprehenden V -komponentigen Vektor fx identi�ziert undder lineare Operator D mit einer V × V �Matrix Dxy,

(Df)x =
∑

z∈Λ

Dxzfz. (5.86)������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 5. REELLES SKALARFELD 5.6. Programme zu Kapitel 9 98Dann lautet die Leibnizregel
∑

z

Dxzfzgz = gx

∑

z

Dxzfz + fx

∑

z

Dxzgz. (5.87)Wählen wir für f und g die harakteristishe Funktion δy, wobei δy(z) = δy,z ist, dannvereinfaht sie die Regel (5.87) zu
Dxy = Dxyδy,x +Dxyδy,x. (5.88)Daraus folgt sofort Dxy = 0 für alle x, y ∈ Λ. Das obige Lemma shliesst niht aus, dassfür spezielle Gitterfunktionen die Leibnizregel gilt.Für periodishe Gitterfunktionen werden wir fordern, dass

∑

x∈Λ

(Df)x = 0 (5.89)gilt, in Anlehnung an die entsprehend Formel für Felder auf R d. Die Links- und Rehts-ableitungen auf dem Gitter erfüllen diese Forderung.5.6 Programme zu Kapitel 9Das folgende otave-Programm korrsalar berehnet die Zweifunktfunktion (5.77) alsFunktion von x, dividiert durh die massenabhängige Konstante Cm in (5.78). Die resul-tierende Korrelationsfunktion ist 1 für x = 0. Abgefragt wird das Quadrat der Masse.Das Resultat und der exponentiellen Fit exp(−mx) mit der Masse im Propagator werdenangezeigt.f un t i on k o r r s  a l a r ;# berehnet d i e Zweipunktsfunktion f "ur f r e i e s# Ska l a r f e l d in e i n e r Dimension mit der naiven# Gi t t e r ab l e i t ung . Quadrat der Masse wird abge f rag t .# Speiherung in k o r r s  a l a r . dat#m2=input ( "Masse im Quadrat " ) ;wo=sq r t (m2)∗ s q r t (4+m2)/(2∗ pi );# fu e r Normierung des I n t e g r a l s l o s e p l o t ;Np=1001; eps=2∗pi /(Np−1); # Np S t u e t z s t e l l e n : ungerade !p=l i n spa  e (0 ,2∗ pi ,Np ) ; ph=0.5∗p ;sph=s i n (ph ) ; nenner=m2+4∗sph .∗ sph ; eps=eps /3 ;#z=eps ∗ os (p ) . ∗ os (p ) ;z=eps . / nenner ;# Fuer Simpson In t e g r a t i on ;for i =2:2:Np−1;������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 5. REELLES SKALARFELD 5.7. Aufgaben 99z ( i )=4∗z ( i ) ;endfor ;for i =3:2:Np−2;z ( i )=2∗z ( i ) ;endfor ;x=l i n spa  e (0 , 20 , 21 ) ' ;N=length (x ) ;i n t0=zero s (N,Np ) ;s0=zero s (N, 1 ) ;f o r  i =1:N  in t0 ( i , : )= z .∗ os ( x ( i )∗p ) ;  s0 ( i )=sum( in t0 ( i , : ) ) ;endfor ;s0=wo∗ s0 ;data=[x , s0 ℄ ;  # Minimum von u auf  0 se t z endata1=[x , exp(− s q r t (m2)∗x ) ℄ ;gp lo t  [ 0 : 2 0 ℄  data ,  data1 ;k o r r s  a l a r=fopen (" k o r r s  a l a r . dat " ,"w" ," nat ive " ) ;f o r  i =1:Nf p r i n t f ( k o r r s  a l a r ,"(%4.2 f ,%4.2 f )" , x ( i ) , s0 ( i ) ) ;i f  ( rem( i ,5)==0) f p r i n t f ( k o r r s  a l a r , "\n " ) ;e nd i f ;endfor ;f  l o s e ( k o r r s  a l a r ) ;endfunt ion ;5.7 AufgabenAufgabe 10: HohlraumstrahlungBerehne die freie und innere Energiedihte für masselose skalare Teilhen in zwei unddrei Dimensionen.
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