
Kapitel 4SimulationenIm diesem Kapitel sollen Simulationsverfahren erläutert werden, die für die Untersuhun-gen in Spin- und Quantensystemen verwendet wurden und werden. Wir wenden sie aufeinfahe quantenmehanishe Systeme, zum Beispiel den anharmonishen Oszillator, an.In späteren Kapiteln �nden sih Anwendungen der hier besprohenen Methoden zur Un-tersuhung von nihtstörungstheoretishen Eigenshaften von Spinsystemen und quanten-feldtheoretishen Modellen. Wir beginnen mit der Besprehung von Markovprozessen, daalle Simulation derartige Prozesse realisieren.4.1 MarkovprozesseWir diskutieren nun eine Realisierung der in Kapitel 3 bereits besprohenen Methodedes �important sampling�. Dazu betrahten wir ein System mit f Freiheitsgraden. Wirbezeihnen die Zustände mit s ∈ 1, 2, . . . , f . Die nah P -verteilten Kon�gurationen wer-den nun mit Hilfe eines geeigneten Markovprozeÿes erzeugt. Bei einem derartigen Prozesshängt die Übergangswahrsheinlihkeit W (s, s′) = W (s→ s′) in den Zustand s′ nur vomunmittelbar �früheren� Zustand s ab. Das System hat ein Kurzzeitgedähtnis und erinnertsih niht daran, was früher geshah. Da W (s, s′) eine Übergangswahrsheinlihkeit ist,muss die stohastishe Matrix W positiv und normiert sein,
W (s, s′) ≥ 0 und ∑

s′

W (s, s′) = 1. (4.1)Bei einem Zweistufenprozess von s nah s′ durhläuft das System irgend einen Zwishen-zustand s1. Deshalb ist die Wahrsheinlihkeit für den Übergang s→ s′ in zwei Shritten
W (2)(s, s′) =

∑

s1

W (s, s1)W (s1, s
′) = (W ·W )(s, s′). (4.2)52



KAPITEL 4. SIMULATIONEN 4.1. Markovprozesse 53Ähnlih gilt für einen n−Stufen-Prozess
W (n)(s, s′) =

∑

s1···sn−1

W (s, s1)W (s1, s2) · · ·W (sn−1, s
′) = (W n)(s, s′). (4.3)Das Langzeitverhalten des System wird von W n mit n→ ∞ bestimmt. Man versuht nuneinen Markovprozess zu konstruieren, für den die Kon�gurationen für grosse �Zeiten� nnah der Boltzmannverteilung (3.37) verteilt sind.Stohastishe Matrizen transformieren stohastishe Vektoren, also Vektoren P mitniht-negativen Elementen Ps die zu Eins addieren, ∑

Ps = 1, in stohastishe Vektoren,
∑

s′

(PW ) (s′) =
∑

ss′

PsW (s, s′) =
∑

s

Ps = 1.Das Element Ps des stohastishen Vektors ist die Wahrsheinlihkeit dafür, das Systemim Zustand s zu �nden. Zum Beispiel konvergieren die Potenzen der stohastishen Matrix
W =

(
a 1 − a

0 1

)

, (4.4)mit Eigenwerten 1 und a < 1 exponentiell shnell gegen eine stohastishe Matrix,
W n =

(
an 1 − an

0 1

)

n→∞
−→

(
0 1

0 1

)Später werden wir zeigen, dass unter gewissen Bedingungen an W die W n gegen einestohastishe Matrix mit identishen Zeilen konvergiert. Ein zweites einfahes Beispiel ist
W =





a 1
2
(1 − a) 1

2
(1 − a)

0 0 1

0 1 0



 mit a ≤ 1. (4.5)Die geraden Potenzen von W sind
W n =





an 1
2
(1 − an) 1

2
(1 − an)

0 1 0

0 0 1



 −→





0 1
2

1
2

0 1 0

0 0 1



 , n geradeund die ungeraden Potenzen
W n =





an 1
2
(1 − an) 1

2
(1 − an)

0 0 1

0 1 0



 −→





0 1
2

1
2

0 0 1

0 1 0



 , n ungerade.
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KAPITEL 4. SIMULATIONEN 4.1. Markovprozesse 54Für a < 1 wird ein stohastisher Vektor P inPW 2n n→∞
−→

(

0, P2 +
P1

2
, P3 +

P1

2

)PW 2n+1 n→∞
−→

(

0, P3 +
P1

2
, P2 +

P1

2

)abgebildet. Die Folge PW n nähert sih exponentiell shnell einer periodishen Bahn mitder Periode 2. Wir werden weiter unten zeigen, dass die Folge deshalb niht konvergiertweil jede Spalte von W mindestens eine Null enthält.Jede stohastishe Matrix hat den Eigenwert 1. Der entsprehende Rehtseigenvektorist ∼ (1, 1, . . . , 1)T . Zur Bestimmung des Linkseigenvektors betrahten wir die FolgePn =
1

n

n−1∑

j=0

PW j. (4.6)Stohastishe Vektoren bilden eine kompakte Menge und deshalb hat die Folge (4.6) einekonvergente Teilfolge,
1

nk

nk−1∑

0

PW j −→ P eq.Wir multiplizieren von rehts mit W und �nden
1

nk

nk∑

1

PW j −→ P eqW.Lassen wir nun in der Di�erenz der beiden letzten Formeln, also in
1

nk
(P −PW nk) −→ P eq −P eqW

nk gegen ∞ streben, dann folgt P eqW = P eq. (4.7)Damit hat jede stohastishe MatrixW mindestens einen Fixpunkt P eq, d.h. einen Links-eigenvektor mit Eigenwert 1.Wir nehmen nun an,W habe mindestens eine Spalte, deren minimales Element gröÿergleih einer positiven Zahl δ ist. Dann können alle Zustände mit niht-vershwindenderWahrsheinlihkeit in einen bestimmten Zustand übergehen. Matrizen mit dieser Eigen-������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 4. SIMULATIONEN 4.1. Markovprozesse 55shaft heissen attraktiv. M in (4.4) ist attraktiv während dasjenige in (4.5) niht attraktivist. Wir notieren noh, dass für zwei reelle Zahlen p und p′ gilt
|p− p′| = p+ p′ − 2 min(p, p′),so dass für zwei stohastishe Vektoren

‖P −P ′ ‖ = 2 − 2
∑

s

min(Ps, P
′
s). (4.8)Nun beweisen wir, dass ein attraktives W auf Vektoren ∆ = (△1, . . . ,△f) mit

‖∆‖ ≡
∑

|△s| = 2 und ∑

△s = 0 (4.9)kontraktiv ist. Zuerst beweisen wir diese Eigenshaft für die Di�erenz zweier kartesisherBasisvektoren es, s = 1, . . . , f (alle Einträge bis auf den s'ten vershwinden). Dazuwenden wir die Identität (4.8) auf die stohastishen Vektoren esW und es′W an, also aufZeilen von W mit den Nummern s und s′. Für ein attraktives W �nden wir für s 6= s′

‖esW − es′W‖ = 2 − 2
∑

s′′

min {W (s, s′′),W (s′, s′′)}

≤ 2 − 2δ = (1 − δ) ‖es − es′‖
︸ ︷︷ ︸

=2

mit 0 < δ < 1, (4.10)was beweist, dass W auf den Di�erenzvektoren es − es′ kontraktiv ist. Wir haben
min

s′′
{W (s, s′′)W (s′, s′′)} ≥ min {W (s, s∗)(W (s′, s∗)} ≥ δbenutzt, wobei s∗ zur Spalte mit Elementen gröÿer oder gleih δ gehört.Nun beweisen wir diese Eigenshaft für alle Vektoren ∆ in (4.9). Wegen

∑

s:△s≥0

△s −
∑

s:△s<0

△s = ‖∆‖ = 2

∑

s:△s≥0

△s +
∑

s:△s<0

△s = 0folgt unmittelbar
∑

△s≥0

△s = 1 und ∑

△s<0

△s = −1. (4.11)Um die Notation einfah zu halten bezeihnen wir in den folgenden Formeln die niht-������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 4. SIMULATIONEN 4.1. Markovprozesse 56negativen Elemente von ∆ mit △s und die negativen Elemente mit △s′. Man beahte,das die Indexmengen {s} und {s′} eine leere Shnittmenge haben. Wegen (4.11) gilt
‖∆‖ = 2 = −2

∑

△s

∑

△s′ = −
∑

△s△s′ ‖es − es′‖
︸ ︷︷ ︸

=2

, (4.12)wobei s 6= s′ angenommen wurde. Um die Norm von ∆W abzushätzen benutzen wir
∑

△ses = −
∑

△s′

∑

△ses ,
∑

△s′es′ = +
∑

△s

∑

△s′es′,wobei wir von (4.11) Gebrauh mahten, und dies führt auf die Ungleihung
‖∆W‖ =

∥
∥

∑

△sesW +
∑

△s′es′W
∥
∥ =

∥
∥ −

∑

△s′△s(es − es′)W
∥
∥

≤ −
∑

△s△s′
∥
∥(es − es′)W

∥
∥ ≤ −

∑

△s△s′
∥
∥es − es′

∥
∥(1 − δ), (4.13)wobei wir die Abshätzung (4.10) benutzten. Der Vergleih mit (4.12) führt dann auf diegesuhte Ungleihung,

‖∆W‖ ≤ (1 − δ)‖∆‖ (4.14)die besagt, dass W auf den Vektoren (4.9) kontraktiv ist. Da die Ungleihung linear in
∆ ist, können wir die Bedingung ‖∆‖ = 2 aufgeben. Damit ist W kontraktiv auf allenVektoren deren Elemente zu Null addieren und insbesondere auf Di�erenzen von zweistohastishen Vektoren.Iterieren wir die Ungleihung, so erhalten wir

‖∆W n‖ ≤ (1 − δ)n‖∆ ‖. (4.15)Nun wenden wir diese Abshätzung auf P − P eq an, wobei P eq den Fixpunkt in (4.7)bezeihnet und P ein beliebiger stohastisher Vektor ist. Da die Elemente von P −P eqzu Null addieren, gilt o�ensihtlih (4.15) und wir folgern
‖(P −P eq)W n‖ = ‖PW n −P eq‖

n→∞
−→ 0oder, dass PW n n→∞

−→ P eq. (4.16)Für die stohastishen Vektoren es ist die linke Seite die s'te Zeile von limW n = W eqund deshalb hat W eq identishe Zeilen. Also sind alle Elemente in einer Spalte von W eq������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 4. SIMULATIONEN 4.2. Detailliertes Gleihgewiht 57gleih, wie im obigen ersten Beispiel,
W eq(s, s′) = lim

n→∞
W n(s, s′) = P eq

s′ , (4.17)wobei P eq
s′ das Element s′ von P eq bezeihnet. Nun folgt, dass die GleihgewihtsgröÿenP eq und W eq eindeutig sind: Es sei P eq′ ein zweiter Fixpunkt des Markovprozeÿes. Dannist
P ′eq

s′ =
∑

s

P ′eq
s W (s, s′) = lim

n→∞

∑

s

P ′eq
s W n(s, s′) =

∑

s

P ′eq
s P eq

s′ = P eq
s′ ,und dies beweist, dass P eq der eindeutige Fixpunkt ist.Es sollte klar sein, wie man auf Systeme mit kontinuierlihen Freiheitsgraden, zumBeispiel ein mehanishes System, dessen reine Zustände durh Punkte q ∈ Rn gegebensind, verallgemeinert: Anstelle der Elemente Ps von stohastishen Vektoren führt manWahrsheinlihkeitsdihten P (q) ein. Summen über den diskreten Index s werden zu In-tegralen über die kontinuierlihe Variable q . Für derartige System haben die Bedingungen(4.1) die Form

W (q , q ′) ≥ 0 und ∫

Dq ′ W (q , q ′) = 1. (4.18)Bezeihnet P eq(q) die Gleihgewihtsverteilung, so lautet die Bedingung (4.7)
P eq(q ′) =

∫

DqP eq(q)W (q , q ′). (4.19)4.2 Detailliertes GleihgewihtIn der Euklidshen Quantenmehanik oder der Quantenstatistik ist P eq(q) die Boltzmann-verteilung (3.37). Eine einfahe Gleihung, welhe die Bedingung (4.7) beziehungsweise(4.19) impliziert, ist die detailierte Bilanzgleihung : Die Wahrsheinlihkeit P eq
s einer Kon-�guration s, multipliziert mit der Übergangswahrsheinlihkeit W (s, s′) in eine Kon�gu-ration s′, ist gleih der Wahrsheinlihkeit für den inversen Prozess, beginnend mit derKon�guration s′ mit P eq

s′ und Übergangswahrsheinlihkeit W (s′, s), so dass
P eq

s W (s, s′) = P eq
s′ W (s′, s) (keine Summe). (4.20)Der Übergang von s nah s′ ist wahrsheinliher als der umgekehrte Prozess, wenn dieGleihgewihtsdihte bei s′ gröÿer ist als bei s. Die Wahrsheinlihkeitsverteilung P eq istin der Tat ein Fixpunkt von W ,������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 4. SIMULATIONEN 4.2. Detailliertes Gleihgewiht 58
∑

s

P eq
s W (s, s′) =

∑

s

P eq
s′ W (s′, s) = P eq

s′ . (4.21)Die Bedingung des detaillierten Gleihgewihts (4.20) legt W noh niht fest. Man be-nutzt diese Freiheit in der Wahl um einen möglihst einfahen und shnellen Algorithmuszu �nden. Metropolis- und Wärmebadalgorithmus sind besonders beliebt, weil sie fastimmer einsetzbar sind. In den letzten Jahren spielen allerdings die sogenannten Cluster-Algorithmen eine zunehmend wihtige Rolle, da sie das �ritial slowing down� berüksih-tigen. Eine Einführung in die Monte-Carlo Methode �nden sie im Lehrbuh von Newmanund Barkenna [30℄.4.2.1 AkzeptanzrateDie Übergangswahrsheinlihkeit W (s, s) wird durh (4.20) niht eingeshränkt und wirkönnen eine Änderung der W (s, s′) durh Anpassung von W (s, s) die Summenregel in(4.1) beibehalten. Wir shreiben nun die Übergangswahrsheinlihkeit als Produkt einerSelektions- oder Testwahrsheinlihkeit und einer Akzeptanzrate,
W (s, s′) = T (s, s′)A(s, s′). (4.22)Dabei ist T (s, s′) die Wahrsheinlihkeit, bei einem gegebenem Anfangszustand s denneuen Zustand s′ zu testen. Starten wir mit s und testen s′, dann ist 0 ≤ A(s, s′) ≤ 1 dieWahrsheinlihkeit, dass die Änderung nah s′ auh akzeptiert wird. Die Bedingung fürdas detailierte Gleihgewiht,
T (s, s′)A(s, s′)

T (s′, s)A(s′, s)
=
P eq

s′

P eq
s
, (4.23)legt das Verhältnis der Akzeptanzraten niht fest. Ein e�zienter Monte-Carlo Algorith-mus bedingt eine möglihst gute Wahl für dieser Raten. Sind sie nämlih sehr klein, dannwerden nur wenige Änderungen angenommen und man bleibt im Anfangszustand �hän-gen�. Man vershwendet wertvolle Rehenzeit ohne den Zustandsraum zu durhlaufen. Inder Praxis setzt man die grössere der Akzeptanzraten A(µ, ν) und A(ν, µ) gleih Eins undwählt die kleinere so, dass die Bilanzgleihung (4.23) erfüllt wird.4.2.2 Hasting und Metropolis MethodeBei diesem Algorithmus wird die Selektionswahrsheinlihkeit T (s, s′) für alle von s auserreihbaren Zustände s′ gleih gewählt [31℄. Die Selektionswahrsheinlihkeiten der an-������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 4. SIMULATIONEN 4.2. Detailliertes Gleihgewiht 59deren Zustände ist Null. Bezeihnet N ≤ f die Anzahl erreihbarer Zustände, dann gilt
T (s, s′) =

{

1/N s→ s′ möglih
0 sonst. (4.24)Als Akzeptanzrate wählt man

A(s, s′) = min

(
P eq

s′ · T (s′, s)

P eq
s · T (s, s′)

, 1

) (4.25)und dann erfüllt W in (4.22) die Bedingung für das detailierte Gleihgewiht,
P eq

s T (s, s′) · min

(
P eq

s′ T (s′, s)

P eq
s T (s, s′)

, 1

)

= P eq
s′ T (s′, s) · min

(
P eq

s T (s, s′)

P eq
s′ T (s′, s)

, 1

)

,wie man durh die Falluntersheidung P eq
s′ T (s′, s) kleiner oder gröÿer als P eq

s T (s, s′) leihtnahprüft. Eine Verallgemeinerung dieser Methode stammt von Hasting [32℄. Gegenüberdem einfahen und universell einsetzbaren Metropolis-Algorithmus kann damit unter Um-ständen eine beträhtlihe Verbesserung erreiht werden.Beim Metropolis-Algorithmus beginnt man mit einer Startkon�guration s. Eine guteAnfangsbedingung kann unter Umständen viel Rehenzeit ersparen. Bei hohen Tempera-turen wird man anfänglih die Variablen zufällig wählen, bei tiefen Temperaturen und ineiner geordneten Phase dagegen stark korreliert.Wir stellen nun eine Impementierung des Algorithmus für die Simulation von Gitter-systemen, zum Beipiel eines diskretisierten quantenmehanishen Systems auf n Gitter-punkten, vor. Man wählt eine anfänglihe Kon�gurationen q = (q1, . . . , qn) und verändertoder belässt die Variable q1 auf dem ersten Gitterpunkt gemäÿ folgenden Regeln:1. Zuerst ersetzt man q1 versuhsweise durh eine zufällig ausgewähltes q′1.2. Nimmt die Wirkung beim Übergang q1 → q′1 ab, ∆S < 0, so wird q1 durh q′1 ersetzt.3. Nimmt die Wirkung zu, dann wählt man eine gleihverteilte Zufallszahl r ∈ [0, 1]und der Vorshlag q′1 wird nur angenommen wenn exp(−∆S) > r ist. Andernfallsändert man die Gittervariable q1 niht.4. Nun verfährt man mit den Variablen q2, q3, . . . auf den anderen Gitterplätzen analog,bis alle Variablen getested sind.5. Ist der letzte Gitterplatz erreiht, so ist ein �sweep� über das Gitter oder eineMonte-Carlo-Iteration beendet und man fängt wieder mit dem ersten Gitterplatz an.Bei einer realistishen Simulation streiht man zig-tausend mal übers Gitter, um statisti-she Fehler zu verkleinern.������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 4. SIMULATIONEN 4.2. Detailliertes Gleihgewiht 60Um nahzuprüfen, ob der Markovprozess in der Nähe der Gleihgewihtsverteilungist, �misst� man Erwartungswerte als Funktionen der Monte-Carlo-Zeit mit einer MC-Iteration als Zeiteinheit. Nahdem die Erwartungswerte nur noh statistih shwanken,beginnt man die Observablen gemäÿ (3.38) zu messen.
2-Zustandssystem: Wir betrahten ein System mit zwei Zuständen,

H |1〉 = E1 |1〉 und H |2〉 = E2 |2〉 , ∆E = E2 − E1 > 0. (4.26)Beim Übergang |2〉 → |1〉 wird die Energie erniedrigt, so dassW (2, 1) = 1 ist. Andererseitsist die Anregungswahrsheinlihkeit W (1, 2) gleih dem Boltzmannfaktor
b21 = e−β(E2−E1) < 1.Deshalb ist die stohastishe Matrix
W =

(
1 − b21 b21

1 0

)

. (4.27)Die Potenzen dieser Matrix lauten
W n =

1

1 + b21

(
1 + (−b21)n+1 b21(1 + (−b21)n)

1 + (−b21)n b21(1 + (−b21)n−1)

)

,und sie konvergieren exponentiell shnell gegen die stohastishe Matrix
W∞ =

1

1 + b21

(
1 b21
1 b21

)

=
1

Z

(
e−βE1 e−βE2

e−βE1 e−βE2

)

. (4.28)Hier bezeihnet Z die Zustandssumme des 2-Zustandssystems Z = exp(−βE1)+exp(−βE2).Entsprehend konvergiert jede anfänglihe Wahrsheinlihkeitsverteilung P = (P1, P2) ge-gen die BoltzmannverteilungP −→ P eq =
1

Z

(
e−βE1 , e−βE2

)
. (4.29)

3-Zustandssystem: Es seien |i〉 die drei Energieeigenzustände mit Energien E1 < E2 <

E3. Die stohastishe Matrix hat die Form
W =

1

2





2 − b21 − b31 b21 b31
1 1 − b32 b32
1 1 0



 , bpq = e−β(Ep−Eq), (4.30)
������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 4. SIMULATIONEN 4.2. Detailliertes Gleihgewiht 61und ihre Potenzen konvergieren gegen
W∞ =

1

Z





e−βE1 e−βE2 e−βE3

e−βE1 e−βE2 e−βE3

e−βE1 e−βE2 e−βE3



 . (4.31)Deshalb konvergiert jede Anfangverteilung gegen die Boltzmannverteilung.P eq =
1

Z

(
e−βE1 , e−βE2, e−βE3

)
. (4.32)Die folgende Abbildung zeigt das Streben ins Gleihgewiht für vier untershiedlihe An-fangsverteilungen. Es wurden die Energiedi�erenzen E2 − E1 = 0.5 und E3 − E2 = 0.3gewählt.

P1 P2 P3

W

P1 P2 P3

W

P1 P2 P3

W

P1 P2 P3

kalterStart

warmer Start
Für den �kalten Start� mit Grundzustand als Anfangszustand und den �warmen Start�mit gleihverteilten Anfangswahrsheinlihkeiten ist die Konvergenz besonders gut. Startetman im Zusand mit gröÿter Energie, dann ist die Konvergenz am shlehtesten.������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 4. SIMULATIONEN 4.2. Detailliertes Gleihgewiht 624.2.3 Wärmebad-MethodeBei dieser Methode hängt die Übergangswahrsheinlihkeit W (s, s′) nur vom Endzustand
s′ ab. Wegen der Bilanzgleihung (4.20) ist dann W (s, s′) ∝ P eq

s′ und mit den Normie-rungsbedingungen an P eq und W folgt
W (s, s′) = P eq

s′ . (4.33)In dieser Form eignet sih sih die Methode besonders gut wenn die Gleihgewihtsvertei-lung leiht integriert beziehungsweise summiert werden kann. Wir illustrieren dies anhandder Berehnung der eindimensionalen Integrale 〈O〉 =
∫
O(x)P eq(x)dx, wozu wir nah

P eq(x) verteilte Zufallszahlen generieren wollen. Zu deren Erzeugung betrahten wir diemonoton wahsende Stammfunktion
y(x) =

∫ x

−∞

P eq(x′)dx′ ∈ [0, 1]der Wahrsheinlihkeitsdihte und erzeugen gleihverteilte Zufallszahlen yi im Wertebe-reih [0, 1] von x→ y(x). Wegen
dy = P eq(x)dxsind deren Urbilder {xi = x(yi)} nah P eq verteilt, wie in folgender Abbildung skizziert.

P eq(x)

x

y(x)

x

y1

y2

1

x1 x2Für ein System mit einer endlihen Anzahl Zustände ist die Stammfunktion eine Trep-penfunktion. Wir ordnen die Systemzustände s = {1, 2, . . . , n} nah ihren Wahrshein-lihkeiten, P eq
1 ≥ P eq

2 ≥ . . . ≥ P eq
n .

������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 4. SIMULATIONEN 4.2. Detailliertes Gleihgewiht 63
0 P eq

1 P eq
1 +P eq

2 P eq
1 +P eq

2 +P eq
3 1Bei der direkten Wärmebadmethode lautet dann eine möglihe Implementierung wie folgt:1. Ziehe eine gleihverteilte Zufallszahl r ∈ [0, 1].2. Ist r < P eq

1 , dann wird die erste Kon�guration mit s = 1 gewählt. Gehe zu 1.3. Andernfalls, falls r < P eq
1 + P eq

2 , wird die zweite Kon�guration gewählt. Gehe zu 1.4. und so weiter.Die stohastishe Matrix für diesen einfahen Algorithmus ist ideal,
W =








P eq
1 P eq

2 . . . P eq
n

P eq
1 P eq

2 . . . P eq
n... ... . . .
...

P eq
1 P eq

2 . . . P eq
n








=⇒W 2 = W. (4.34)Der Algorithmus hat aber einen grossen Nahteil: Er ist in dieser Form nur auf diskreteund relativ kleine Systeme anwendbar und wird langsam für eine zunehmende AnzahlZustände. Sind die Kon�gurationen Boltzmann-verteilt, so muss man die Zustandssummekennen, um die Wahrsheinlihkeiten zu berehnen.Für kontinuierlihe Variablen kann der Algorithmus modi�ziert werden. Dazu wähltman den Metropolis-Algorithmus für die bedingten Wahrsheinlihkeiten der gemeinsa-men Verteilung P eq(q). Man beginnt mit der Dihte P (q1|q2, . . . , qn) für die Wahrshein-lihkeit von q1 bei festgehaltenen q2, . . . , qn. Eine einfahe Iteration, ausgehend von derKon�guration q zur MC-Zeit t = 1, wäre zum Beispiel zur Zeit t = 2

q1(2) ∼ P (q1|q2(1), q3(1), . . . , qn(1))

q2(2) ∼ P (q2|q1(2), q3(1), . . . , qn(1))

q3(2) ∼ P (q3|q1(2), q2(2), . . . , qn(1))... ∼
...

qn(2) ∼ P (qn|q1(2), q2(2), . . . , qn−1(2)) .Hier bedeutet q1(2) ∼ P (q1|q2(1), q3(1), . . . , qn(1)), dass das neue q1 entsprehend der be-dingten Wahrsheinlihkeit P (. . .) zu wählen ist. Wir werden später eine Implementierungdieses Algorithmus für spezielle Systeme, zum Beispiel Spinmodelle, besprehen.������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 4. SIMULATIONEN 4.3. Anharmonisher Oszillator 644.3 Anharmonisher OszillatorWir untersuhen eindimensionale Systeme mit diskretisierter Euklidsher Wirkung
S = ǫ

n−1∑

j=0

{
m

2

(qj+1 − qj)
2

ǫ2
+ V (qj)

}

. (4.35)Insbesonders betrahten wir hier den anharmonishen Oszillator
V (q) = µq2 + λq4. (4.36)Bei den Simulationen, deren Resultate unten angegeben werden, hatte das Raumgitter et-wa 1000 Gitterpunkte. Die Wahl von n und ǫ ist durh zwei Gesihtspunkte eingeshränkt:

• ǫ muss genügend klein sein um dem Kontinuums-Limes nahe zu kommen.
• Die Gröÿen von Interesse müssen ins Volumen nǫ passen. Zum Beispiel sollte dieBreite des Grundzustandes kleiner als nǫ sein.De�niert man eine typishe physikalishe Skala λ0 des Systems, so werden wir

ǫ ≤
λ0

10
und nǫ ≥ 10λ0 (4.37)fordern. Ein weiteres Problem ist die Gröÿe der statistishen Fluktuationen. Für eineObservable O sind die relativen Streuungen um den Mittelwert 〈O〉 etwa

∆O =

√

〈O2〉

〈O〉2
− 1 ∼ (Anz. Gitterpunkte)−1/2. (4.38)Zur Shätzung der Erwartungswerte mitteln wir nah (3.38) über identishe Gitter,
Ō =

1

M

M∑

µ=1

O(qµ). (4.39)Es brauht einige Zeit, gemessen in Metropolis-Iterationen, bis das Gleihgewiht erreihtist, d.h. bis der Markovprozeÿ konvergiert. Für den anharmonishen Oszillator und diegewählten Gitterabstände ǫ ist bei vernünftiger Wahl der Anfangsbedingung das Gleihge-wiht nah etwa 10−100 Iterationen erreiht. Die danah erzeugen Gitterkon�gurationenwerden bei der Auswertung berüksihtigt. Da aber die Kon�gurationen aufeinander fol-gender Sweeps korreliert sind, wird nur jeder MA'te Sweep durh das Gitter ausgewertet.Will man M Kon�gurationen auswerten dann müssen also M ·MA Kon�gurationen er-zeugt werden. Mit wahsender Autokorrelationszeit mussMA grösser gewählt werden. Für������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 4. SIMULATIONEN 4.3. Anharmonisher Oszillator 65den anharmonishen Oszillator und die unten gewählten Modellparameter ist MA = 5eine sinnvolle Wahl. Die Autokorrelationszeit hängt auh von der zu betrahteten Obser-vablen ab. In Gitterfeldtheorien kann sie für räumlih gemittelte Grössen gross werden.Gemessen werden die Korrelationsfunktionen
q2
i , q4

i und qiqi+m.Damit kann man shon die niedrigsten Energien bestimmen. Zur Berehnung der Grund-zustandsenergie benutzen wir den Virialsatz (wir folgen hier Creutz und Freedman [34℄)
1

2m
〈0| p̂2 |0〉 =

1

2
〈0| q̂V ′(q̂) |0〉 , (4.40)so dass gilt

E0 = 〈0|
1

2
q̂V ′(q̂) + V (q̂) |0〉 =

1

Z

∫

Dq e−S[q]

(
1

2
qV ′(q) + V (q)

)

. (4.41)Für die Energie des ersten angeregten Zustands �nden wir mit (2.66) den Ausdruk
E1 = −

1

∆τ
lim
τ→∞

log
〈0| q̂E(τ + ∆τ)q̂E(0) |0〉

〈0| q̂E(τ)q̂E(0) |0〉
+ E0. (4.42)Um die Wellenfunktion des Grundzustandes zu berehnen, benutzen wir

K(τ, q′, q) =
∑

n

e−τEnψn(q′)ψn(q), (4.43)wobei ψn die reellen und normierten Eigenfunktionen von H sind. Für grosse euklidsheZeiten und festgehaltene Endpunkte q′ = q kann man aus
lim
τ→∞

K(τ, q, q)
∫
dqK(τ, q, q)

= |ψ0(q)|
2 (4.44)die Aufenthaltswahrsheinlihkeit des Teilhens (im Grundzustand) im Intervall [q, q+∆q]berehnen. Dazu zählt man in jeder gemessenen MC-Kon�guration den Anteil Koordina-ten qi die im untersuhten Intervall liegen. Diese relative Häu�gkeit bestimmt man fürjeden Bin in der Unterteilung des interessierenden q-Gebiets in kleine Intervalle der Länge

∆ und für viele Kon�gurationen.Reskalieren wir die Konstanten (m,µ, λ) in (4.35,4.36) und die Koordinaten mit Po-tenzen von ǫ und führen die dimensionslosen Gittergröÿen (mL, µL, λL) ein
qL = q/ǫ, mL = ǫm, µL = ǫ3µ und λL = ǫ5λ, (4.45)������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 4. SIMULATIONEN 4.3. Anharmonisher Oszillator 66dann vereinfaht sih der Ausdruk für die Gitterwirkung,
S(q) =

n−1∑

j=0

{mL

2
(qj+1 − qj)

2
L + µLq

2
j,L + λLq

4
j,L

}

. (4.46)Die Di�erenz der Wirkungen zweier Kon�gurationen q ′ und q , welhe sih nur in der j'tenVariablen untersheiden, ist
S(q ′) − S(q) ≈ (q′j − qj)L

{

−mL(qj+1 + qj−1)L

+(q′j + qj)L

{
mL + µL + λL(q′2j + q2

j )L

}}

. (4.47)Der Nahteil dieser Methode ist, dass wir physikalishe Grössen in Einheiten der unphy-sikalishen und in S(q) niht mehr auftretenden Länge ǫ messen. Man muss zuerst einephysikalishe Grösse (zum Beispiel eine Masse oder Energie) berehnen und mit dem�experimentellen� Wert vergleihen und kann erst danah eine Skala festlegen.Alternativ können wir alle dimensionsbehafteten Gröÿen in Einheiten einer festen Ein-heitslänge ℓ messen:
ǫ = aℓ, q = q̃ℓ, m = m̃/ℓ, µ = µ̃/ℓ3 und λ = λ̃/ℓ5. (4.48)Dann ist

S(q ′) − S(q) = (q̃ ′
j − q̃j)

{

−
m̃

a
(q̃j+1 + q̃j−1)

+(q̃ ′
j + q̃j)

(m̃

a
+ aµ̃+ aλ̃(q̃ ′2

j + q̃ 2
j )

)}

. (4.49)Diese Formel wurde im Programm anharmoni1. auf Seite 72 bei der De�nition derFunktion deltaS in der Header-datei stdanho.h auf Seite 75 benutzt. Die Modellparame-term,µ und λ, die Anzahl GitterpunkteN und die Gitterkonstante a sind in onstants.hauf Seite 74 als Konstanten abgelegt und können leiht geändert werden. Nur jede MA'teIteration wird gemessen, und zwar erst ab der MA ·MG'ten Iteration. Das Quadrat derWellenfunktion wird auf [−INTERV, INTERV ] gebinnt, und die Anzahl Bins ist BIN .Mit dem Parameter DELTA stellt man ein, wie sehr eine Koordinate versuhsweise ab-geändert wird, q′ = q+DELTA · (1− 2r), wobei r eine gleihverteilte Zufallszahl in [0, 1]ist. Das Programm gibt als Wertepaare das Histogramm der Wahrsheinlihkeitsvertei-lung aus. Der q-Bereih geht von −INTERV bis INTERV , auf BIN Bins verteilt. DieAnzahl Punkte im Histogramm ist gleih der Anzahl N der Gitterpunkte.In der folgenden Abbildung haben wir die Wahrsheinlihkeitsdihte |ψ0(q)|2 für denharmonishen und anharmonishen Oszillator geplotted.������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II
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m=1, µ=−3, λ=1

q

|ψ0(q)|2

Das sehr ähnlihe Programm anharmoni2. auf der Seite 73 berehnet die Grund-zustandsenergie E0 mit Hilfe des Virialsatzes (4.41). Bei festgehaltender physikalisherLänge Na (in Einheiten von ℓ) wurde die Anzahl Gitterpunkte oder äquivalent dazu dieGitterkonstante verändert. Bei allen Rehnungen sind für das Volumen aN = 10 unddie Kopplungskonstanten (m,µ, λ) = (1, 0.5, 0) beziehungsweise (m,µ, λ) = (1,−3, 1).O�ensihtlih ist man bereits für a ∼ 0.2 dem Kontinuumslimes a → 0 relativ nahe.Die Abhängigkeit der Grundzustandsenergien des harmonishen- und anharmonishenOszillators von der Gitterkonstante �nden sie in der folgenden Tabelle. Die Werte derGitterkonstante sind dabei a = 1, 1/2, 1/3, . . . , 1/10.
a E0(1, 0.5, 0) Wik E0(exakt) E0(1,−3, 1)

1 0.4477 −0.0008 0.4473 −1.4624

1/2 0.4851 0.0010 0.4851 −1.1339

1/3 0.4928 0.0016 0.4932 −1.0177

1/4 0.4926 0.0014 0.4962 −0.9758

1/5 0.4970 0.0040 0.4976 −0.9466

1/6 0.4948 0.0006 0.4983 −0.9369

1/7 0.5016 0.0003 0.4988 −0.9173

1/8 0.4989 0.0067 0.4991 −0.9144

1/9 0.4992 0.0012 0.4993 −0.9160

1/10 0.4985 0.0009 0.4994 −0.9097

(4.50)
Die folgenden zwei Abbildungen zeigen, dass sih die Grundzustandsenergien für a <

0.2 nur noh wenig ändern. Die Extrapolation zum Kontinuum a → 0 ergeben für diegewählten Massen und Kopplungskonstanten die Shätzwerte E0(harm. Osz) ≈ 0.50 und
E0(anharm. Osz.) ≈ −0.91.Der exakte Wert für den harmonishen Oszillator ist E0 = 0.5.������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II
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(m,µ, λ) = (1,−3, 1)Für den harmonishen Oszillator gilt die Wik-Relation
〈0| q̂4 |0〉 − 3 〈0| q̂2 |0〉2 = 0.In der obigen Tabelle haben wir den Shätzwert für die linke Seite in der Spalte mit demNamen �Wik� gelisted. Die Abweihung von Null ist ein Maÿ für die Güte der Monte-Carlo-Simulation.4.4 Hybrid-Monte-Carlo AlgorithmusDer Hybrid-Monte-Carlo (HMC) Algorithmus wurde erstmalig von S. Duane et al. in [26℄vorgestellt. Wir folgen hier den Darstellungen in [27℄ und [28℄. Der HMC-Algorithmus isteine Kombination aus der Molekulardynamik-Methode und dem Metropolis Algorithmus.Ziel ist es, ein globales update der Kon�gurationen durhzuführen und gleihzeitig einevernünftige Akzeptanzrate zu erhalten, damit der Rehenaufwand für die Generierungunabhängiger Kon�gurationen möglihst klein ist.Die Molekular-Dynamik (MD) Methode wird erfolgreih bei der Untersuhung vonklassishen Vielteilhensystemen eingesetzt. Anwendungen �ndet sie zum Beispiel in derMaterialwissenshaft, Astrophysik oder der Untersuhung von Biomolekülen. Dabei wer-den die Hamiltonshen Bewegunggleihungen numerish integriert und die ergodishe Hy-pothese vorausgesetzt, nah der das statistishe Ensemblemittel durh das Zeitmittel er-setzt werden kann. Aus einem Anfangszustand (q0, p0) erhält man durh Integration derBewegungsgleihungen im Phasenraum
q̇i =

∂H

∂pi
, ṗi = −

∂H

∂qi
(4.51)den eindeutigen Zustand zu jedem späteren Zeitpunkt. Ohne numerishe Fehler wäre fürkonservative Systeme die Energie eine Konstante der Bewegung.Um nun bei einem Makrovprozess globale Updates und hohe Akzeptanzrate zu ver-������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 4. SIMULATIONEN 4.4. Hybrid-Monte-Carlo Algorithmus 69binden, benutzt man die Modell-Hamiltonfunktion
H(q ,p) =

1

2

n∑

i=1

p2
i + S(q), q = (q1, . . . , qn), (4.52)in einem erweiterten Phasenraum. In der diskretisierten Quantenmehanik mit n Gitter-punkten in der euklidshen Zeitrihtung hat der künstlih eingeführte Phasenraum dieDimension 2n. Jedem diskretisierten Weg q und jedem Impuls p im erweiterten Pha-senraum wird die �Energie� H zugeordent. Bei der Zeit in der Hamiltonshen Dynamikhandelt es sih niht um die physikalishe Zeit des Systems wie bei der molekularen Dy-namik, sondern um eine �ktive �Computer-Zeit�.Durh die Integration der Bewegunggleihungen über die �künstlihe Zeit� u wird ausder Kon�guration (q ,p) die Kon�guration (q ′,p ′) deterministish berehnet. Das Paar

(q ′,p ′) wird dann mit der Wahrsheinlihkeit
A

(q ,p → q ′,p ′
)

= min
{
1, exp

(
H(q ,p) −H(q ′,p ′)

)} (4.53)akzeptiert. Für eine exakte Integration wäre diese Wahrsheinlihkeit immer gleih 1 unddie neue Kon�guration (q ′,p ′) würde akzeptiert werden. Bei einer numerishen Integrationist der Wert von H allerdings nur bis auf einen Diskretisierungsfehler erhalten und A kannkleiner 1 werden. Wir werden weiterhin fordern, dass die Impulse Gauÿsh verteilt sind,
PG(p) = N e−

1

2

P

x p2
x (4.54)mit einer Normierungskonstanten N . Dann kann gezeigt werden, dass der entsprehendeMarkovprozeÿ die Bedingung für das detaillierte Gleihgewiht erfüllt. Dies wollen wirjetzt beweisen.Zunähst müssen wir die Übergangswahrsheinlihkeit von q nah q ′ berehnen. We-gen der Zeitumkehrinvarianz der Hamiltonshen Bewegunggleihungen gilt für die Wahr-sheinlihkeit T durh die Integration der Bewegungsgleihungen von der Kon�guration

(q ,p) zur Kon�guration (q ′,p ′) zu gelangen, folgende Gleihheit:
T

(q ,p → q ′,p ′
)

= T
(q ′,−p ′ → q ,−p)

. (4.55)Diese Bedingung wird für den Beweis benötigt, und deshalb sollte der in den Simulationeneingesetzte Integrator reversibel sein. Nun berehnen wir aus mit (4.53) und (4.54) dieÜbergangswahrsheinlihkeiten W (q , q ′) wie folgt,
W (q , q ′) =

∫

DpDp ′PG(p)T
(q ,p → q ′,p ′

)
A

(q ,p → q ′,p ′
)
. (4.56)������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 4. SIMULATIONEN 4.4. Hybrid-Monte-Carlo Algorithmus 70Die Bedingung für das detaillierte Gleihgewiht lautet
e−S(q)W (q , q ′) = e−S(q ′)W (q ′, q). (4.57)Die linke Seite der Bedingung ist

e−S(q)W (q , q ′) = N

∫

DpDp ′e−H(q ,p) T
(q ,p → q ′,p ′

)
A

(q ,p → q ′,p ′
)
. (4.58)Ähnlih wie beim Beweis der Bedingung im Monte-Carlo-Algorithmus im Unterabshnitt4.2.2 kann man wegen der Form von A zeigen, daÿ gilt

e−H(q ,p)A
(q ,p → q ′,p ′

)
= e−H(q ′,p′)A

(q ′,p ′ → q ,p)
.Verwendet man diese Beziehung in (4.58) und berüksihtigt noh, dass H und A geradeFunktionen der Impulse sind, dann folgt mit (4.55)

e−S(q)W (q , q ′) = N

∫

DpDp ′e−H(q ′,p′) T
(q ,p → q ′,p ′

)
A

(′q ,p ′ → q ,p)

= N

∫

DpDp ′e−H(q ′,p′) T
(q ′,p ′ → q ,p)

A
(q ′,p ′ → q ,p)

= e−S(q ′)W (q ′, q).Der Beweis maht deutlih, warum die Wahrsheinlihkeitsverteilung der Impulse nihtbeliebig sein darf. PG(p) · exp(−S(q)) muss proportional zu exp(−H(q ,p)) sein. Wegender Form der Hamiltonfunktion müssen die Impulse gaussverteilt sein.Wir haben betont, dass der Integrator zur numerishen Lösung der �ktiven Hamilton-shen Dynamik reversibel sein sollte um die Bedingung für das detaillierte Gleihgewihtzu erfüllen. Ein reversibler Algorithmus ist der leap-frog Algorithmus. Dabei werden zu-nähst die Impulse einen halben Zeitshritt integriert. Dann werden jeweils abwehselnddie Impulse und Koordinaten integriert, um abshlieÿend noh einmal einen Halbshrittim Impulsraum zu berehnen. Die diskretisierten Bewegungsgleihungen mit Vorwärts-ableitung ḟ(u)∆u = f(u+ ∆u) − f(u) führen aufq(u+ ∆u) = q(u) + ∆up(u)p(u+ ∆u) = p(u) − ∆u S,q (q(u)
) (4.59)Implementierung des HMC-Algorithmus: Die Integration soll über ein �Zeitinter-vall� u = N∆u ausgeführt werden. Aus einer anfänglihen Kon�guration (q(0),p(0))werden q(n∆u) ≡ q(n) und p((n+ 1

2
)∆u) ≡ p(n+ 1

2
) wie folgt generiert:������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 4. SIMULATIONEN 4.4. Hybrid-Monte-Carlo Algorithmus 711. Man beginne mit einer anfänglihen Kon�guration q(0). Je nah Temperatur oderStärke der Kopplungskonstante wählt man meist einen warmen oder kalten Start.2. Erzeugung von kanonish konjugierten Impulskomponenten (p1, . . . , pn) die mit Va-rianz 1 und Mittelwert 0 gaussverteilt sind.3. Berehnung eines Halbshrittes für p:p(1
2
) = p(0) −

∆u

2
S,q (q(0)

)
. (4.60)4. Iteration der beiden folgenden Shritte

a) q(k) = q(k − 1) + ∆up(k − 1
2
), k = 1, 2, . . . , N

b) p(k + 1
2
) = p(k − 1

2
) − ∆uS,q (q(k)

)
, k = 1, . . . , N − 1. (4.61)5. Berehnung des abshlieÿenden Halbshrittes:p(N) = p(N − 1

2
) −

∆u

2
S,q (q(N)

)
. (4.62)6. Akzeptiere die neue Kon�guration (q ′,p ′) =

(q(N),p(N)
) mit der Wahrsheinlih-keit (4.53).7. Beginne wieder mit der neuen oder der alten Kon�guration bei Shritt zwei.Der so generierte Markovprozess strebt gegen die Boltzmannverteilung. Allerdings ist we-gen der unvermeidlihen Rundungsfehler die Reversibilität des leap-frog Integrators nihtexakt gegeben. Ein Test für die Korrektheit der Impementation maht davon Gebrauh,dass die Abbildung q ,p → q ′,p ′ im Phasenraum volumenerhaltend ist,DqDp = Dq ′Dp ′.Dehalb gilt

∫

Dq ′Dp ′e−H(q ′,p′) =

∫

DqDpe−H(q ,p)−∆H(q ,p), (4.63)wobei ∆H(q ,p) = H(q ′,p ′) − H(q ,p) die Endergieänderung nah N Zeitshritten ist.Daraus folgt nun unmittelbar
1 =

〈
e−∆H

〉
≥ e−〈∆H〉, (4.64)wobei die Jensen-Ungleihung aus der Konvexität der Exponentialfunktion folgt.

������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 4. SIMULATIONEN 4.5. Programme zu Kapitel 4 72Beim HMC gibt es zwei einstellbare Parameter, mit deren Hilfe sih die E�zientz beigegebenen Volumen beein�ussen läÿt: Dies sind die Trajektorienlänge u = N∆u und dieShrittweite ∆u.In einem leap-frog Integrationsshritt wird die Energieerhaltung wegen der Diskreti-sierungsfehler verletzt [29℄,
∆H ∝ (∆u)3 +O

(
(∆u)4

)
, (4.65)und der Erwartungswert von ∆H bei konstantem u zeigt folgende Abhängigkeit vomVolumen V und der Shrittweite ∆u,

〈∆H〉 ∝ V (∆u)4, u konstant. (4.66)Über die Shrittweite läÿt sih bei festem Volumen die Akzeptanzrate des HMC so ein-stellen, und zwar für beliebiges u. Je gröÿer u gewählt wird, deso unkorrelierter sind dieerzeugten Kon�gurationen. Gleihzeitig steigt der Rehenaufwand zur Erzeugung einerKon�guration. Wie immer gilt es, hier einen vernünftigen Kompromiss zu �nden.HMC für den anharmonishen Oszillator: Die Übertragung des HMC Algorithmusauf den anharmonishen Oszillator ist einfah, da der Modell-Hamiltonian die einfaheForm
H =

1

2

N∑

i=1

p2
i + S(q) mit S(q) =

1

2

∑

i

(
(qi+1 − qi)

2 + ω2q2
i + 2q4

i

) (4.67)hat. Bei der Integration der Hamiltonshen Bewegungsgleihungen mit der leap-frog Me-thode nah (4.60-4.62) sind die Komponenenten von S,q gleih
∂S

∂qi
=
m̃

a
(2qi − qi−1 + qi+1) + 2aµ̃qi + 4aλ̃q3

i . (4.68)4.5 Programme zu Kapitel 4Hier �nden sie die im Kapitel benutzten Programme anharmoni1., anharmoni2.und onstants.h, stdanho.h.anharmoni1.: Es wird die Wahrsheinlihkeitsdihte |ψ0(q)|2 für den harmonishenund anharmonishen Oszillator mit dem Monte-Carlo Verfahren berehnet. Die Modell-parameter sind in den header-Dateien abgelegt./∗ Programm anharmoni .  ∗/������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 4. SIMULATIONEN 4.5. Programme zu Kapitel 4 73/∗ MC Simulat ion des anharmonishen Os z i l l a t o r s ∗//∗ L=MASSE/2 v^2+MU q^2+LAMBDA∗q^4 ∗//∗ Metropo l i s Algori thmus ∗//∗ Berehnung des Quadrates der Grundzus tandswe l l en funkt i on ∗/#inlude <std i o . h>#inlude <s t d l i b . h>#inlude <math . h>#inlude <time . h>#inlude " ons tant s . h" /∗ De f i n i t i on von N,A,MG,MA,BIN ,INTERV ∗//∗ MASSE,MU,LAMBDA,DELTA ∗//∗ I n i t i a l i s i e r u n g von q [N℄ , qneu ∗//∗ massel , lambdal , mue le f f , abg , s t r e k , versh ∗/#inlude " stdanho . h" /∗ Funktion de l t aS ( qneu , q a l t , summenn) ∗//∗ MA MC−I t e r a t i on en : msweep (∗ zgr ,∗ q ) ∗/int main (void ){ unsigned int i , j ;int ∗ zgr , p , bin [BIN ℄ ;zgr=&abg ; srand48 ( time (NULL) ) ;/∗ I n i t i a l i s i e r u n g des Systems ∗/for ( i =0; i<N; i++)q [ i ℄=DELTA∗(1−2∗drand48 ( ) ) ;for ( i =0; i<BIN ; i++)bin [ i ℄=0;/∗ Thermal i s i erung des Systems ∗/for ( i =0; i<MG; i++)msweep( zgr , q ) ;/∗ Berehnung und Binning ∗/abg=0;for ( i =0; i<M; i++){ msweep( zgr , q ) ; b inn ing ( bin , q ) ; } ;/∗ Ausgabe der W' k e i t s d i  h t e und Ablehnungsrate ∗/for ( i =0; i<BIN ; i++)p r i n t f ( "(%i ,%0.3 f ) " , i ,20∗ bin [ i ℄ / ( double )M) ;p r i n t f ( "\ nabgelehnt  wurden %.2 f \n" , ( f loat ) abg /(N∗M∗MA) ) ;return 0 ;}anharmoni2.: Es wird die Grundzustandsenergie E0 für den anharmonishen Oszil-lator mit Hilfe des Metropolis-Algorithmus und Virialsatzes (4.41) berehnet. Die Modell-parameter sind in den header-Dateien abgelegt./∗ Programm anharmoni2 .  ∗//∗ MC Simulat ion des anharmonishen ∗//∗ Os z i l l a t o r s mit Metropo l i s Algori thmus ∗//∗ L=MASSE/2 v^2+MU q^2+LAMBDA∗q^4 ∗/������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 4. SIMULATIONEN 4.5. Programme zu Kapitel 4 74/∗ Berehnung der Grundzustandsenerg ie ∗/#inlude <std i o . h>#inlude <s t d l i b . h>#inlude <math . h>#inlude <time . h>#inlude " ons tant s . h"#inlude " stdanho . h"int main (void ){ unsigned int i , j ;int ∗ zgr , p ; double mit t e l 1 =0,mi t t e l 2 =0;zgr=&abg ;srand48 ( time (NULL) ) ;/∗ I n i t i a l i s i e r u n g des Systems ∗/for ( i =0; i<N; i++)q [ i ℄=DELTA∗(1−2∗drand48 ( ) ) ;/∗ Thermal i s i erung des Systems ∗/for ( i =0; i<MG; i++)msweep( zgr , q ) ;/∗ Simula t ion und Momentenberehnung ∗/abg=0;for ( i =0; i<M; i++){ msweep( zgr , q ) ;m i t t e l 1=mi t t e l 1+moments (2 , q ) ;m i t t e l 2=mi t t e l 2+moments (4 , q ) ;} ;/∗ Berehnung der Grundzustandsenergie , Wik−Test , Ausgabe ∗/mit t e l 1=mit t e l 1 /M;mi t t e l 2=mit t e l 2 /M;p r i n t f ( "q2 = %.4 f   q4 = %.4 f   E0 = %.4 f   wik = %.4 f \n" ,mit te l1 , mit te l2 ,2∗MU∗mit t e l 1+3∗LAMBDA∗mitte l2 ,3∗mit t e l 1 ∗mitte l1−mit t e l 2 ) ;p r i n t f ( "\ nabgelehnt  wurden %.2 f \n" , ( f loat ) abg /(N∗M∗MA) ) ;return 0 ;}4.5.1 HeaderdateienDie folgenden Headerdateien werden in anharmoini1. und anharmoni2. eingebunden.onstants.h: Hier werden die Konstanten N, A, MG, MA, BIN, INTERV, MASSE,MU, LAMBDA, DELTA und die Variablen q[N℄, qneu, massel, lambdal, muele�, abg,strek, versh de�niert und teilweise initialisiert:������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 4. SIMULATIONEN 4.5. Programme zu Kapitel 4 75/∗ Programm ons tan t s . h ∗//∗ Konstanten : N,A,MG,MA,BIN ,INTERV ∗//∗ MASSE,MU,LAMBDA,DELTA ∗//∗ I n i t i a l i s i e r u n g von q [N℄ , qneu ∗//∗ massel , lambdal , mue le f f , abg , s t r e k , versh ∗/#define N 10 /∗ Anzahl G i t t e rpunk t e ∗/#define A 1.0 /∗ Gi t t e r k on s t an t e ∗/#define M 500000 /∗ Anzahl I t e r a t i on en ∗/#define MG 100 /∗ b i s zum Gle i hgew ih t ∗/#define MA 5 /∗ j ede MA−t e Konf igurat ion gemessen ∗/#define BIN 40 /∗ Anzahl Bins fue r Wel l en funkt ion ∗/#define INTERV 2 /∗ I n t e r v a l l f u e r Binning [−INTERV,INTERV℄ ∗/#define MASSE 1 .0#define MU 1.0#define LAMBDA 0.0#define DELTA 0.5 /∗ Variab lenaenderung = DELTA(1−2 random) ∗//∗ Umrehnung in G i t t e r g r o e s s en ∗/double massel=MASSE/A;double lambdal=A∗LAMBDA;double mue l e f f=MASSE/A+A∗MU;double qneu , q [N ℄ ;unsigned int abg=0;double versh=(double )BIN/2 . 0 ;double s t r e  k =0.5∗(double )BIN/(double )INTERV;stdanho.h: Hier werden mehrere und oft gebrauhte Funktionen für die Simulationenin der Quantenmehanik bereitgestellt:Die erste Funktion deltaS(double y,double x,double xs) berehnet die Änderung der Wir-kung wenn x versuhsweise in y abgeändert wird. xs ist die Summe der Variablen aufden benahbarten Gitterplätzen. Es werden die Variablen muele�, lambdal und masselgebrauht.Die zweite Funktion msweep(int *zgr,double *q) vollführt MA Monte-Carlo-sweeps. ∗qzeigt auf den Array q[N ] und ∗zgr auf die Variable abg, welhe zählt, wie oft eine Änderungabgelehnt wurde. Es werden die Werte der Konstanten N,MA und DELTA gebrauht.Die dritte Funktion binning(int *bin,double *q) binnt die Werte von q[N ] im Intervall
[−INTERV, INTERV ] im Array bin[BIN ]. Die Variablen q[N℄, bin[BIN℄, strek, vershund BIN sollten de�niert und initialisiert sein.Die vierte Funktion moments(short n,double *q) berehnet die Summen

1

N

∑

qn
i ./∗ Programm stdanho .m ∗/������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 4. SIMULATIONEN 4.6. Aufgaben 76/∗ Aenderung der Wirkung ∗/double de l taS (double y , double x , double xs ){ return (y−x )∗ ( ( y+x )∗ ( mue l e f f+lambdal ∗(y∗y+x∗x))−massel∗xs ) ; } ;/∗ MA sweeps durh das G i t t e r ∗//∗ Erwartet Konstanten N,MA,DELTA ∗//∗ Argumente : Array q [N℄ , Ze iger auf abg ∗/void msweep( int ∗ zgr , double ∗q ){ int i , j ; double qneu , dS ;for ( i =0; i<MA; i++)for ( j =0; j<N; j++){ qneu=q [ j ℄+DELTA∗(1−2∗drand48 ( ) ) ;dS=de l taS ( qneu , q [ j ℄ , q [ ( j+1)%N℄+q [ ( j+N−1)%N℄ ) ;i f (dS<0) q [ j ℄=qneu ;elsei f ( exp(−dS)>drand48 ( ) ) q [ j ℄=qneu ;else ∗ zgr=∗zgr+1;} ;}/∗ Binning der Werte in q [N℄ ∗/void binn ing ( int ∗bin , double ∗q ){ int i , p ;for ( i =0; i<N; i++){p=( int ) ( q [ i ℄∗ s t r e  k+versh ) ; i f ((0<=p)&&(p<BIN) ) bin [ p ℄++;};}/∗ Berehnung der Momente ∗/double moments( int n , double ∗q ){ int i ; double sum=0;for ( i =0; i<N; i++)sum=sum+pow(q [ i ℄ , n ) ;return sum/N;}4.6 AufgabenAufgabe 8: Detailliertes GleihgewihtEin statistishes System habe zwei Zustände, die mit den Wahrsheinlihkeiten Ps, s =

1, 2 angetro�en werden. Die Ps seien beide ungleih Null. Finden Sie die allgemeinstestohastishe Matrix W (s, s′), die die Bedingung des detaillierten Gleihgewihts
P (s)W (s, s′) = P (s′)W (s′, s) für s, s′ ∈ {1, 2}erfüllt. Was ist die optimale Wahl für W damit W n möglihst shnell gegen W eq konver-giert.������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 4. SIMULATIONEN 4.6. Aufgaben 77Aufgabe 9: Markov ProzessBetrahte ein System mit 3 Energie-Eigenzuständen mit Energien E1 < E2 < E3. Dieerlaubten Übergänge sind von µ → (µ+1)mod 1. Ein derartiger Prozess kann niht dieBedingung für das detaillierte Gleihgewiht erfüllen. Zeige, dass es trotzdem möglihist, eine Übergangswahrsheinlihkeit W (µ, ν) mit der Boltzmannverteilung als Gleihge-wihtszustand zu konstruieren.

������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II


