Kapitel 3
Hochdimensionale Integrale

Das Pfadintegral kann nur fiir sehr einfache Systeme wie den harmonischen Oszillator
oder das freie Teilchen explizit berechnet werden. Fiir kompliziertere Systeme macht man
Gebrauch von Storungstheorien (z.B. semiklassische Entwicklung, Storungstheorie in der
Wechselwirkung, Hochtemperaturentwicklung) oder numerischen Methoden. Wir haben
gesehen, dass die Pfadintegrale fiir thermodynamische Grofsen und Korrelationsfunktionen
durch endlichdimensionale Integrale approximiert werden. Dabei wird die Zeit diskreti-
siert, s € {0,¢,...,ne = 7}, und die Wirkung durch eine Riemannsche Summe genéhert.
Diese hiangt von den Werten

a=1{q0,q, - %} ={q(0),q(c), ..., q(ne)}

des Weges ¢(s) an den Gitterpunkten s, = ke ab. In dieser Gitterapproximation ist jeder
Erwartungswert durch ein endlich-dimensionales Integral gegeben,

o—5(a) T
<0>:fDqO(q) o /qu/quj, (3.1)

f Dq e—S(a)

mit der in (2.53) eingefiihrten euklidischen Gitterwirkung S(q) = S(q1, ..., ¢,) (statt Sg
schreiben wir in diesem Abschnitt S).

3.1 Hochdimensionale Integrale

Nicht nur in Quantenstatistik, Festkorperphysik, euklidschen Quanenfeldtheorie, Hoch-
energiephysik oder anderen Teilgebieten der Physik und Chemie gilt es hochdimensionale
Integrale moglichst effizient zu berechnen und dabei den Fluch der Dimenion zu vermei-
den. Zum Beispiel ldst sich der Erwartungswert von Zinsderivatien als hochdimensionales
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Integral schreiben. Bei einer Laufzeit von 30 Jahren zu je 12 Monaten und Verwendung
eines eigenen Zinssatzes fiir jeden Monat handelt es sich hier um 360-dimensionale Inte-
grale. Integrale von noch viel hoherer Dimension sind in Physik und Chemie nicht unge-
wohnlich. Hier sind effiziente Algorithmen gefragt, die derartige Integrale bis auf einen
abschatzbaren Fehler berechnen.

3.1.1 Numerische Algorithmen

Numerische Integrationsmethoden werden seit Jahrhunderten benutzt. Es gibt zwei be-
kannte Kategorien: Formeln, welche den Integrand an dquidistanten Stiitzstellen auswer-
ten (Newton-Cotes Integrationsregeln) und Formeln, welche den Integranden an sorgfiltig
ausgewdhlten, aber nicht dquidistanten Stiitzstellen auswerten (Gaufsche Integrationsre-
geln). Fiir spezielle Integranden fiihrt die zweite Klasse meistens zu besseren Resultaten.

Die numerischen Algorithmen beruhen auf der Riemannschen Definition von Integra-
len. Um nachzupriifen, ob ein Funktion f : [a,b] — R Riemann-integrierbar ist, wihle
man eine Einteilung des Intervalls,

Yioa=20< T <x3< ... <Tpo<Tp1<Tp=~= (3.2)

und definiert die zu dieser Einteilung gehorende Riemannsche Unter- und Obersumme
Uf,vn) = Z(l’iﬂ — ;) -inf{ f(2)|2; < & < @i}
O(f,v) = Z(%’H — ;) -sup{f(z)|z; < @ < ipa},

mit O(f,7) > U(f,7). Ist

supU(f,7y) = ing(fﬁ),

v

dann heifst f im Riemannschen Sinne integrierbar und

/ fa)ds = supU(£.7) (3.3)

das Riemannsche Integral von f. Diese Definition kann leicht auf mehrdimensionale Inte-
grale ausgedehnt werden und wird bei numerischen Rechnungen gebraucht.

Die meisten Algorithmen beruhen darauf, dass jede glatte Funktion durch Interpolati-
onspolynome approximiert werden kann. Wir erinnern daran, dass es genau ein Polynom
P,, vom Grade < m gibt, welches an (m+1) vorgegebenen Stiitzstellen xq, 1, ..., Tp_1, Tm
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vorgegebene Werte fy, ..., f,, annimmt, wobei f; = f(x;) ist. Zur expliziten Konstruktion
definiert man die m + 1 Lagrangeschen Polynome vom Grade m:
r—I;

Lg”)(:v):Hx — p=0,...,m, mit L™ () = 6. (3.4)
P 1

i=0
i#p

Das interpolierende Polynom vom Grade m ist dann

Pu(x) =) fl,) L™ (x). (3.5)

p=0
Es gilt nun der folgende

Satz: Fs sei [ eine auf dem Intervall A (m + 1)-mal stetig differenzierbare Funktion,
und sei Py, das zu den Stitzstellen xq,...,x,, € A gehdrige Interpolationspolynom vom
Grade < m. Dann existiert zu jedem x € A ein Punkt {(x) (gelegen im kleinsten Intervall,
welches die Punkte (xg, ..., Tm,x) enthdlt) derart, dass

FrE) i o
o L@ @ = [l ). (3.6)

=0

f(@) = P(x) =

Aufgrund des Satzes ergibt sich fiir das Integral [ dz f(x) von der kleinsten bis zur grokten
Stiitzstelle die Formel

Tm m (m+1) (¢(
/ do f(z) =) f(x,) / de L (z) + [ da f—ML<m>(x). (3.7)

s (m+1)!
= S———
75

Die 7,(7""”) heiflen Gewichte und die z, Knoten der Integrationsformel. Fiir dquidistante

Knoten an den Stellen
To, T1 =T+ €, To=Tg+ 26, ..., Ty, = To+ Me (3.8)

erhalten wir mit der Substitution z = zo + €t, ¢t € [0,m] die Gewichte

. mrt—i . m
71()):6/ II _,dt::ewl()):ewfn_)p, p=0,1,...,p. (3.9)
0 o P—1
i#p

Wenden wir das allgemeine Resultat (3.7) auf die konstante Funktion f = 1 an, so ergibt
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)

sich die Summenformel ) %()m = me oder auch

w(()m) + wgm) +. o Fw™ =m, (3.10)

Die Newton-Cotes-Formeln lauten nun

m

/ " dxf(z) NZE’LUI()m)f(io—FEp), T = To + MeE. (3.11)

o p:()

Man findet folgende Gewichte

Name wp  (p=0,1,...,m)

—_

Rechteckregel
Trapezregel

(3.12)

®|© Wl

3/8 — Regel

Milne-Regel 24 64 14

45 45 45

95 375 250 250 375 95
283 283 283 283 288 283

41 216 27 212 27 216 A1
140 140 140 140 140 140 140

© u>|»—t o[ Wl N
S G
%|® WO Wik N
Ot

m
0
1
2 | Simpson-Regel
3
4
5
6

i
i

Weddle-Regel

Wir illustrieren die Fehleranalyse fiir

f(x) die Simpson-Regel. Dazu betrachten

wir die Differenz zwischen dem Integral

der Funktion f(z) von —e bis € (sie-

i 0 . he Abbildung) und der Ndherung (3.11)
fiir m = 2, also den Fehler

Bale) = [ d (o) = (5= + 45(0) + £(0).

Wir leiten Esy(e) dreimal nach e ab und erhalten

€

Ey'(e) = —3 (=/"(=e) + f"(€)).

Dies kann betragsmifig wie folgt abgeschitzt werden:

2
B = 31" = (=l S My mit M= sup |f"()]

te[—e,€]

A. Wipf, Quantenfeldtheorie 11



KAPITEL 3. HOCHDIMENSIONALE INTEGRALE  3.1. Hochdimensionale Integrale 33

Die Integration ergibt die Fehlerabschitzung

64

=% (3.13)

| E2(€)| < M -

Falls die Funktion f mindestens viermal stetig differenzierbar ist, kann man auf EJ" den

Mittelwertsatz anwenden,

B0 =S fO0),

und es folgt die verbesserte Abschéitzung

5
€ .
[Ba(O)] < My o mit My = sup 1FB (). (3.14)

te[—e,€]

Hieraus ergibt sich die bemerkenswerte Tatsache, dass durch die Keplersche Fassregel
sogar kubische Polynome exakt integriert werden. Fiir die anderen Verfahren erhélt man
analoge Fehlerschranken fiir das Integral von der kleinsten bis zur gréfiten Stiitzstelle

(M = SUP(g 4, | F]):

m | Name E,.(¢) | m | Name E,.(e)

0 | Rechteckregel | €M, || 4 | Milne-Regel oz € Mg

1 | Trapezregel % EMy | 5 % €’ Mg (3.15)
2 | Simpson-Regel % oM, | 6 | Weddle-Regel % €’ My

3 | 3/8 — Regel 3 M,y

Allgemein gilt, dass fiir gerade m sogar Polynome vom Grad m+-1 exakt integriert werden.
Fiir grofe m werden die Koeffizienten in den Newton-Cotes Formeln allerdings gross und
haben wechselnde Vorzeichen. Dies fiihrt zu Differenzen grosser Zahlen und auch deshalb
werden die Newton-Cotes Verfahren hoherer Ordnung in der Praxis kaum eingesetzt. Fiir
nicht geniigend oft differenzierbare Funktionen konnen die auf Interpolationspolynomen
beruhenden Methoden voéllig falsche Resultate liefern!

Zusammengesetzte Integrationsformeln: Indem das Integrationsintervall, iiber
das die Funktion f integriert werden soll, in kleinere, gleich grofe Teilintervalle zerlegt
wird, gelangt man zum Rechteck-, Trapez-, Simpson- oder den héheren Integrationsver-
fahren. Die Anzahl Intervalle sollte ein Vielfaches von m sein. Zum Beispiel wird beim
Simpsonverfahren die Keplersche Fassregel auf Doppelintervalle angewandt.
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Simpson

Milne

Wir betrachten die zusammengesetzte Simpsonregel etwas ndher. Das Integrationsintervall
la,b] = [z, z2,] enthalte 2n Teilintervalle der Lange €, b—a = 2ne. Die 2n+ 1 Stiitzstellen
sind z; =a+e¢€j, 7 =0,1,...,2n. Das Integral wird approximiert durch

Sa(f) = %(U(%) +4f(x1) + flx2)} 4+ {f(x2) +4f(z3) + fza)} + ...
ot @+ Af (020m0) + ()

= % (f(xo) + 42 f(@2541) +2 i flx25) + f(372n)> :

Der Fehler kann wie folgt abgeschétzt werden

b 1 b—a
— < . @) = M. 1
/af(af)d:v Sz(f)‘_goe ntilﬁ]f (t) 750 € Ma (3.16)
—_——

My

Allgemeiner gilt fiir eine dquidistante Einteilung des Integrationsintervalls in m - n Teil-
intervalle, so dass b — a = (mn)e ist, die Abschétzung

b—a
<

[ e - SE

En(e) (3.17)

me

mit E,,(€) aus (3.15). Dabei ist natiirlich M, = supy, ; f™.

Mit Hilfe eines C-Programms berechnen wir das Integral einer Funktion iiber das In-
tervall [a, b] und zwar auf vier Arten: mit dem Rechteck-, Trapez- und Simpsonverfahren
sowie mit Hilfe der Monte-Carlo Methode. Das letzte Verfahren wird weiter unten bespro-

chen. Nochmals zur Erinnerung:

n

1
Rechteckregel : Z ef (x;)
0,1,2
1

Toapeegel: 3 & (F(w) + () (3.18)
2

i

0717
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3.1. Hochdimensionale Integrale

n—2

Z % (f () +4f (ig1) + f(Tig2)) -

i=0,2,4

Simpson-Methode :

In der letzten Formel soll n eine gerade Zahl sein. Die Ndherungen sind in der folgenden
Figur skizziert.

a.

Rechteck Trapez Simpson

Das Programm 1dintegral.c auf Seite 47 berechnet das Integral fol dx e” fiir
ce{10™"n=1,2,...,6}.

Die Werte fiir die stiickweise konstante, lineare oder quadratische Ndherung sind in der
folgenden Tabelle enthalten. Fiir das Simpsonverfahren konvergiert wie erwartet die Na-
herung sehr schnell gegen den exakten Wert 1.7182818.

n,log M

einfach

Trapez

Simpson

MC

1

2
3
4
3
6

1.633799
1.709705
1.717423
1.718196
1.718273
1.718281

1.719713
1.718296
1.718282
1.718282
1.718282
1.718282

1.718283
1.718282
1.718282
1.718282
1.718282
1.718282

1.853195
1.793378
1.720990
1.711849
1.719329
1.718257

3.1.2 Monte-Carlo Integration

Die Monte-Carlo Methode stammt wahrscheinlich von STANISLAW UrLAM. Er fand die
Methode 1946, als er sich Gedanken iiber die Gewinnwahrscheinlichkeiten beim Solitair-
Spiel machte. In seinen Worten:
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The first thoughts and attempts I made to practice [the Monte Carlo Method]
were suggested by a question which occurred to me in 1946 as I was conva-
lescing from an illness and playing solitaires. The question was what are the
chances that a Canfield solitaire laid out with 52 cards will come out successful-
ly? After spending a lot of time trying to estimate them by pure combinatorial
calculations, I wondered whether a more practical method than ,abstract thin-
king“ might not be to lay it out say one hundred times and simply observe and
count the number of successful plays. ...

Einige Jahre spater wurde die Methode auf das Neutronendiffusionsproblem angewandt,
das mit anderen Methoden nicht 16sbar schien [25|. Eine wichtige Anwendung ist die
Berechnung hochdimensionaler Integrale. Ein sehr einfacher Algorithmus wire:

e crzeuge M gleichverteilte Punkte {xy,..., 25} im Integrationsgebiet G,
e berechne fiir jeden Punkt den Funktionswert f(z;), i =1,..., M,

e berechne den Mittelwert

Vol(G) o
(M) = — ;ﬂxi). (3.19)
Fiir eine Riemann-integrierbare Funktion konvergiert I(M) fiir grofe M gegen das Integral
fg f. Die Werte in der letzten Spalte der obigen Tabelle enthalten (M = 10,100, .. .) fiir
das Integral der Exponentialfunktion.

Die folgende Abbildung illustriert das Konvergenzverhalten der drei Integrationsme-
thoden mit dquidistanten Stiitzstellen und der einfachen Monte-Carlo Integration. Fiir
die Exponentialfunktion liefert die Methode von Simpson schon fiir zehn Intervalle das
richtige Resultat e bis auf die 6. Stelle hinter dem Komma.

1.78 +— MC
Trapez
= — =" \/ —
1.70 + ,
/// Simpson
/- einfach
//
loggn

1629 3 3 4 5 6
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Unpraktikabel werden Standardverfahren wenn die Dimension n des Integrals

I:/dQ1-..dan(Q1>---aQn) = /d"qf(Q) (3.20)

gross wird. Sind zum Beispiel die Integrationsgrenzen in jeder Dimension gleich 0 und
1, und wahlt man in jeder Dimension den gleichen Abstand e zwischen den Stiitzstellen,
dann ist deren Anzahl e™". Der Rechenaufwand ist proportional zur Anzahl Stiitzstellen.
Nehmen wir als Beispiel € = 0.1, was sicherlich eine grobe Einteilung des Intervalls [0, 1]
ist, dann ist die Anzahl Stiitzstellen ~ 10". Die Auswertung einer Stiitzstelle auf einem
PC dauert etwa 10~7 s und die Berechnung eines 12-fachen Integral etwa einen Tag.

Hit-or-miss Monte Carlo Methode und Binomialverteilung

Gesucht sei wieder der Wert des Integrals I = [ dz f(x),
wobei wir ohne Beschriankung der Allgemeinheit

1 annehmen diirfen, dass wir von 0 bis 1 integrieren.
Yy Mit einem Zufallszahlengenerator, der zwischen 0
und 1 gleichverteilte Zahlen liefert, werden zwei
Zufallszahlen 0 < ry, 7y < 1 erzeugt,

r =T s Yy = Ta.

Wir haben getroffen, wenn y < f(z) ist. Die

Wahrscheinlichkeit fiir einen Treffer ist

r 1

B Anzahl Treffer B dunkle Fliache B I _ g (3.21)
p= Anzahl Versuche  Gesamtfliche 1 '

Bei M statistisch unabhéingigen Versuchen kénnen wir k& € {0, ..., M} Treffer landen und
die Wahrscheinlichkeit dafiir ist durch die Binomialverteilung

P(M,k) = (]\lj>p’f(1—p)M—’f mit  » _ P(M,k) =1 (3.22)

gegeben. Hier ist zum Beispiel p*(1—p)¥~* die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass die ersten k
Versuche Treffer und die letzten M — k Versuche Nieten ergeben. Der Binomialkoeffizient
zahlt die Anzahl Moglichkeiten, aus der Menge von M Versuchen k Treffer auszuwéhlen.
Die Binomialverteilung beschreibt eine bei pM lokalisierte Glockenkurve und ist in der
folgenden Figur fiir M = 10 und p = 0.3 geplotted.

A. Wipf, Quantenfeldtheorie 11



KAPITEL 3. HOCHDIMENSIONALE INTEGRALE  3.1. Hochdimensionale Integrale 38

Ihre erzeugende Funktion kann leicht be-
P(M, k) rechnet werden,

1T M =10 Z(t) = (") =Y e P(M, k)
- k=0

] = (e'p+(1—p)". (3.23)

Als Summe von Wahrscheinlichkeiten ist

1 o L Z(0) = 1. Erwartungswerte von beliebigen
| ° Potenzen von k konnen durch ableiten der

2 4 6 8 10 erzeugenden Funktion gewonnen werden.

Nicht unerwartet ist der mittlere Anteil Treffer gleich

k 1 X A
<M>_M;kP(M,k)—ME}tZO—p- (3.24)

Das Quadrat der Streuung um den Ursprung ist

k2 1 &, 1 &7 p 1\
(37) = LR PR = gl = g (1) 6
k=0
und fiir das Quadrat der Streuung um die mittlere Anzahl Treffer findet man

, 1 N 1 dPlogZ 1
o :W<(k—<k:>) >:WT§L=0:¥' (3.26)

Die Streuung um den Mittelwert vermindert sich relativ langsam mit der Anzahl Versuche,
o ~ M~'/2, Eine Schitzung von p ist h/M, wobei h die Anzahl Treffer bei M Versuchen
ist. Die folgende Tabelle enthilt die Schitzwerte p und o fiir das Integral

x2e”

= (3.27)
1 —x+ xe®

1
1= [ @ @
fiir verschiedene Anzahl M von Versuchen. Die Streuung um den wahren Wert des Inte-
grals, I = 0.376370, nimmt mit M ab. Die Werte in den ersten drei Spalten wurden mit
dem Programm hitmissflaeche.c auf Seite 48 generiert.
Die grobe Hit-or-Miss Methode kann mit wenig Aufwand verbessert werden. Wenn
ndmlich p gegen 1 oder 0 strebt so wird o sehr klein (allerdings wird fiir p — 0 der
relative Fehler gross). Wir nehmen nun eine Hilfsfunktion g(z), die f(z) moglichst gut
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approximiert aber analytisch noch integriert werden kann. Ist das erste Integral in

1= / (f(2) - gla)) de + / g(z)dz (3.28)

p wird klein bekannt

klein und der Integrand zwischen 0 und 1, dann kénnen wir dieses Integral mit dem Hit-
or-miss Verfahren mit verminderter Varianz berechnen. Fiir f(z) in (3.27) wihlen wir

g(z) =2* mit /g(m) dr =1/3.

Dann ergeben sich fiir das Integral die verbesserten Schiatzwerte in der drittletzten Spalte
und die Varianz in der letzten Spalte der Tabelle. Diese Werte wurden ebenfalls mit
hitmissflaeche.c berechnet.

log,g M p I—p o Pverb I — pyers Overb

1 0.500000 —0.123630 0.158114 | 0.333333 0.043037  0.000000
2 0.330000 0.046370 0.047021 | 0.363333 0.013037 0.017059
3 0.399000 —0.022630 0.015485 | 0.377333 —0.000963 0.006486
4 0.378900 —0.002530 0.004851 | 0.376833 —0.000463 0.002040
5}
6
7

0.376570 —0.000200 0.001532 | 0.377693 —0.001323 0.000651
0.374857 0.001513 0.000484 | 0.376305 0.000065 0.000203
0.376273  0.000097  0.000153 | 0.376303 0.000067  0.000064

Summen von Zufallszahlen, Gaufiverteilung und Grenzwertsatz

Das Programm gaussdistr.c auf Seite 49 erzeugt die Summe s von n auf dem Intervall
0, 1] gleichverteilten unabhéngigen Zufallszahlen x4, ..., z,. Die erzeugende Funktion fiir
die Summe ist

1 n
Z(t) — <€ts> — . dnx et(fE1+...+fEn) — </0 d.f(: etw) — t_n (et o 1)"7 (329)

und fir den Mittelwert von s finden wir

dz

m=(s) = E‘t:O

:/ &z () + .+ 1) = = (3.30)
In

[\
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und fiir dessen Streuungsquadrat

d*log Z ) ) s, N
7‘15:020' :<S>—m :E (331)
Nach dem Gesetz der grossen Zahlen erwarten wir die Gaufverteilung
1
P, = ERa (3.32)
2o

Das Programm gaussdistr.c auf Seite 49 berechnet die Verteilung von s fiir die Summe
von 10,50 und 100 Zufallszahlen. Zur Bestimmung der Verteilung werden jeweils eine
Million Versuche gemacht. Mit den zufilligen Werten fiir s wird ein Histogramm erstellt
und im array mean|100| gespeichert. Wir haben die Zufallsvariable s mit n reskaliert,
so dass das Maximum der Verteilung bei 1/2 liegt. In der folgenden Abbildung werden
die Resultate der MC-Simulation (Punkte, Dreiecke, Vierecke) mit den entsprechenden
Gaukverteilungen verglichen.

P(n,3)

Fit: P(n,3) oc e~ (6-05)%/207
a=o/n

5=s/n

1/2 5

Im Anhang C findet sich ein Beweis fiir das Gesetz der grofien Zahlen. Fiir gleichverteilte
Zahlen in [0, 1] ist der Mittelwert 1/2 und die Varianz 1/12. Die Ungleichung (3.56) fiir
die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass s/n mehr als § vom Mittelwert 1/2 abweicht, nimmt

folgende Form an

s 1 1
—— = > < . .
Pr “ 2‘ 5] = 12n6? (3:33)
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3.2 Important Sampling

Numerische Integrationsverfahren nahern Integrale durch endliche Summen,

M
[af@~3 fa)aa.
pn=1

Fiir grofse n und schwach verdnderliche Funktionen f kann es vorteilhaft sein, die Stiitz-
punkte g, zuféllig zu wihlen. In vielen Anwendungen variiert der Integrand allerdings
um Grofkenordnungen fiir verschiedene Punkte und man vergeudet Rechenzeit wenn man
Stiitzpunkte mit sehr kleinem Integranden auswéhlt. Beim important sampling, zum Bei-
spiel dem Metropolis-Algorithmus, werden bevorzugt Punkte g, mit grokem Integranden
beriicksichtigt. Die Stiitzstellen liegen iiberwiegend da, wo der Integrand gross ist und
dies verringert die Varianz der einzelnen Schitzung fiir das Integral.

Dazu nimmt man eine Funktion ¢(gq), deren Integral berechenbar ist und welche f(q)
moglichst gut anndhert, und schreibt

/0 Hayda= | %g@dnq. (3.34)

Durch die Erzeugung von Zufallspunkten g, die mit g(q)d"q verteilt sind, ergibt sich bei
M ,Messungen“ die Schitzung

[raaa=-5y Lol (3.35)

und dabei variieren die Summanden jetzt nicht mehr so stark. Allerdings muf das Integral
von g bekannt sein, um aus gleichverteilten Zufallszahlen solche zu erhalten, die mit g
verteilt sind.

Bei der Berechnung von Erwartungswerten in Gitterfeldtheorien,

/DqO —S(a), Dq=d"q, 7= /e‘S(Q)Dq, (3.36)

wire es wiinschenswert die Boltzmannverteilung

1
P(g) = — ™7, (3.37)

als Vergleichsfunktion g zu wéhlen, weil dann nur noch iiber die im Vergleich zu P in den
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meisten Féllen glatten Observablen O(q) gemittelt werden miisste,

(0)~0 = % ;O(qu)- (3.38)

Hier ist M die Anzahl der erzeugten Punkte g,. Damit wird die Monte Carlo-Schatzung
O fiir den Mittelwert von O zu einem arithmetischen Mittel. Passend verteilte {q1, @, ...}
sind aber nicht ohne Weiteres zu erzeugen.

Wir haben folgendes Problem: Die n—dimensionalen Integrale

(O) :/dQ1---/dQnO(Q)P(Q)> /DqP(q) =1, (3.39)

sollen fiir verschiedene Funktionen (Observablen) O(q), aber die gleiche Wahrscheinlich-
keitsdichte P(q) berechnet werden. Dazu sollen Algorithmen gefunden werden, die nach
P verteilte Punkte generieren. Der folgende Metropolis-Algorithmus [25] (er wird spéter
begriindet werden) erzeugt {g,}, die geméf P(q) verteilt sind:

1. Beginne mit x4 = 0 und einem beliebigen Startpunkt g, im Integrationsbereich.
2. Wihle einen zweiten zufilligen Punkt ¢’ und ein Zufallszahl r € [0, 1].

3. Ist P(q')/P(q,) > r dann setze man g, = q', andernfalls g, = g,.

4. Erhohe g um eins und wiederhole die Schritte 2,3 und 4.

Die so erzeugten Punkte g, im Integrationsgebiet sind geméf P(q) verteilt, so dass

0=+ f;‘low (3.40)

ein Schitzwert fiir (O) ist, der fiir groke M gegen (O) konvergiert. Jeder Punkt g, der
Markovkette heisst Konfiguration.

Das Programm samplingflaeche.c auf Seite 50 berechnet mit Hilfe des Metropolis-
Algorithmus Schéatzwerte fiir das eigentliche Integral

fol drdydz 23y*z exp (—2% — y? — 2?)

=128 0™
Jy drdydz exp (—x? — y? — 22)

=128 - (2%y*2) ~ 2.4313142,

wobei fiir P die Exponentialfunktion gewéhlt wurde. Die Konvergenz zum exakten Resul-
tat ist langsam, der Fehler ist von der Ordnung 1/+v/ M. Die folgende Tabelle enthélt die
berechneten Schiitzwerte. Der letzte Eintrag ist das Resultat von M = 10°® MC-Iterationen
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und hat einen Fehler von —0.00555.

5000 10000 15000 20000 25000 30000 35000
2.33113 2.31536 2.33432 2.38934 2.3568 2.34805  2.35253
0.10018 0.11595 0.09699 0.04197 0.07449 0.08327  0.07878

40000 45000 50000 55000 60000 65000 70000
2.34528 2.34193 2.35193 2.35089 2.35659 2.35952  2.36130
0.08603 0.08939 0.07938 0.08043 0.07473 0.07179  0.07001

75000 80000 85000 90000 95000 100000 1000000
2.36969 2.37196 2.36937 2.38248 2.38742 2.38448  2.43686
E 10.06162 0.05935 0.06194 0.04884 0.04390 0.04683 —0.00555

~ EE o~ Z e o~ g

3.3 Elemente der Wahrscheinlichkeitstheorie

In den bisher angestellten und auch kommenden Untersuchungen spielen Begriffe und Er-
gebnisse der Wahrscheinlichkeitstheorie eine nicht unerhebliche Rolle. Es lohnt sich des-
halb die fiir uns wesentlichen Begriffe dieser Theorie zusammenzutragen. Die axiomatische
Begriindung der Theorie wurde in den 1930er Jahren von KOLMOGOROW entwickelt. Sie
handelt von Ereignissen die als Mengen aufgefasst werden und denen Wahrscheinlich-
keiten zugeordnet sind. Wahrscheinlichkeiten sind reelle Zahlen zwischen 0 und 1. Die
Zuordnung von Wahrscheinlichkeiten zu Ereignissen geniigt gewissen Anforderungen.

Wir denken uns einen Vorgang, ein Ereignis oder ein Experiment mit zufilligem Er-
gebnis. 2 sei die Menge der Elementarereignisse. Ein allgemeines Ereignis ist eine Teil-
menge von {2 und entsprechend ist der Ereignisraum > eine Menge von Teilmengen von
2. Ein Maf Pr: ¥ — [0, 1] im Sinne der Maftheorie heisst Wahrscheinlichkeitsmaf wenn
Pr(Q2) =1 gilt. Das Tripel (2, X, Pr) wird als Wahrscheinlichkeitsraum bezeichnet.

Ein Wahrscheinlichkeitsmaf sollte folgende Axiome erfiillen:

e Fiir jedes Ereignis A C 2 ist die Wahrscheinlichkeit Pr(A) € [0, 1].
e Das sichere Ereignis hat die Wahrscheinlichkeit 1, Pr(£2) = 1.

e Die Wahrscheinlichkeit einer Vereinigung abzahlbar vieler disjungter Ereignisse ist
die Summe der Wahrscheinlichkeiten der Einzelereignisse (o-Additivitét)

Pr(AyUAyU---) =Y Pr(4;) falls A;NA;=0.
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Aus diesen Kolmogorowschen Axiomen folgen zum Beispiel die Eigenschaften
PT(Q\A) =1- PT’(A) und PT(Al U Ag) = PT‘(A1> + PT(AQ) - P’T’(Al N Ag)
Das zuféllige Ergebnis X : Q — R heisst Zufallsvariable mit Erwartungswert (Mittelwert)

(X)=> X(w) -Prlw]= Y x- Y Prlw= Y xz-Px(x) (3.41)

wen zeX(Q) X’vae)ﬂzx zeX ()

wobei Pr{w] die Wahrscheinlichkeit fiir das Ereignis w ist und
Px(z) = Pr (X '(z)) (3.42)

die Wahrscheinlichkeit dafiir angibt, dass X den Wert x annimmt. Der mittlere Wert
bei einer wiederholten Messung von X ist gerade (X). Die Wahrscheinlichkeit dafiir, ein
Ergebnis im Intervall A zu finden ist

Px(A) =Y Px(x). (3.43)

TEA

Ist X eine stetige reellwertige Zufallsvariable, dann wird Py zu einer Wahrscheinlichkeits-
dichte und

Fiir eine stetige Funktion f ist der Erwartungswert der Zufallsvariablen f(X) gleich

(FXN) =) f(Xw)= > flx)-Px(x). (3.45)

weQ zeX(Q)
Fiir beliebige Zufallsvariablen X, ..., X ist der Erwartungswert linear,
(X)=(X1)+...+ (Xn). (3.46)
Sie heissen unabhdngig, wenn die Wahrscheinlichkeit fiir die Ereignisse w mit X;(w) = x;
fiir beliebige Ergebnisse x1, ..., xy faktorisiert,
Pr({w|Xi(w) = z1,..., Xn(z) = zn5}) = Px,(21) - - - Pxy(zn). (3.47)

Nach dieser Definition kann X nur unabhéngig von X sein, wenn Py (z) € {0, 1} fiir alle
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x gilt. Die erzeugende Funktion von unabhéngigen Zufallsvariablen faktorisiert,

<€i(t1X1+...+tNXN)> — Z ei(tlm1+...+tNmN)P,r({w‘Xl(w> =1x,... ,XN(QU) — xN})

w

Z H "k Py, () = (€M) o (AN, (3.48)

Z1,.,ZN k=1

Daraus folgt fiir ¢t = t; = ... = ty eine niitzliche Gleichung fiir die erzeugende Funktion
der verbundenen Korrelationen unabhéngiger Zufallsvariablen,

N
log (&™) = Zlog ("), X=X1+...+ Xn. (3.49)
i=1
Leiten wir zweimal nach ¢ ab und setzen danach ¢ = 0, so ergibt sich
N
Var[X] = ZVar[Xi], Var[X] = <(AX)2> = (X?) — (X)?, (3.50)
i=1

wobei AX die Zufallsvarialbe X — (X) bezeichnet. Die Varianz der Summe von unabhén-
gigen Zufallsvariablen X; ist gleich der Summe der Varianzen der X;.

Satz [Markov] Sei X eine Zufallsvariable, die nur nicht-negative Werte annimmt. Dann
gilt fiir allet € R™

P[X >1] <

~ | =

(X). (3.51)
Der Beweis ist nicht sehr schwierig,

(X) = > a-Px(z) =) x-Px(x)>> t-Px(x)

>0 x>t x>t
=ty Px(x)=t-P[X>1]
x>t

Aus der Markovschen Ungleichung ergibt sich die niitzliche Chebyshevsche Schranke fiir
die mittlere Abweichung einer reellwertigen Zufallsvariablen von ihrem Mittelwert,

Satz [Chebyshev] Sei X eine Zufallsvariable und t € RT. Dann gilt

fﬂ&ﬂzﬂgéﬂﬂﬂ. (3.52)

A. Wipf, Quantenfeldtheorie 11



KAPITEL 3. HOCHDIMENSIONALE INTEGRALE 3.3. Wahrscheinlichkeiten 46

Der Beweis dieser Ungleichung ist ein Einzeiler,

(3.51)
PllAX|> ] = Plax) > #) < AT

Ein sehr wichtiges Theorem ist das

Satz [Gesetz der grofien Zahlen| Gegeben sei eine Zufallsvariable X. Ferner seien
€,0 > 0 beliebig aber fest. Setzt man

Var[X]
€- 02

dann gilt fir alle N > K: Sind Xy,..., Xy unabhdingige Zufallsvariablen mit derselben
Verteilung wie X und setzt man Z = (X1 + ...+ Xy)/N. Dann gilt

K =

= const, (3.53)

P[|AZ| > 6] <e (3.54)

Beweis: Offensichtlich ist

1 B 1 _ Var[X]
_NZ(XZ->_(X> und Var[Z]—ﬁZVar[Xi]— Y

Die letzte Ungleichung ist fiir sich interessant. Es ist das beriihmte Quadratwurzelgesetz

fiir die relativen Schwankungen,

Var|Z] < 1 4/ Var[X]

@) SN X (3.55)

Die Gréfenordnung der relativen Schwankungen von Z ist somit von O(N~1/2). Bei einer

grofen Menge von X; (Systemen) diirfen wir infolgedessen die Schwankungen vernachlés-

sigen. Mit der Chebyshev-Ungleichung erhalten wir mit Hilfe der vorletzten Gleichung
Var[Z]  Var[X]

> < = <e. .
PlIaz| 2 8 < =5 o < (3.56)

Sei nun X eine Folge unabhingiger, gleichverteilter Zufallsvariablen mit verschwindenden
Mittelwerten und Kovarianzmatrix (X;X;) = ¢;;02, und sei

Z (3.57)

av

A. Wipf, Quantenfeldtheorie 11



KAPITEL 3. HOCHDIMENSIONALE INTEGRALE 3.4. Programme fiir Kapitel 3 47

Die Erzeugende Funktion fiir Y berechnet sich zu

t 1¢2 1 Ny 1
_ 1 X, - x24 — 2252
< +Z\/N ' onN 1+0(N3/2)> eXp( 2“’)

Andererseits ist die erzeugende Funktion einer Gaufschen Zufallsvariable mit Mittel m
und Varianz (Streuungsquadrat) o>

1 2/952 1
d —(z—m)?/20% itz _ imt — _t2 2 ]
\/%0_/ xTe € exXp { 1m 5 o

Ein Vergleich zeigt, dass fiir grosse N die Zufallsvariablen Yy Gaufverteilt sind mit Mittel

0 und Varianz o2.

3.4 Programme fiir Kapitel 3

Hier finden sie die im Kapitel iiber ,Hochdimensionale Integrale” benutzten Programme
ldintegral,c, hitmissflaeche.c, gaussdistr.c und samplingflaeche.c

1dintegral.c: Dieses Programm berechnet das Integral [ exp(z) von 0 bis 1 fiir
ce{10™"n=1,2,...,6}.

mit dem Rechteck-, Trapez- und Simpsonverfahren sowie mit Hilfe der Monte-Carlo-
Methode.

/+ Programm 1dintegral.c

/+* numerische Integration von f(z) von |alpha bis beta
/* mit vier verschiedenen Verfahren =/

#include <stdio.h> #include <stdlib .h> #include <math.h>
/+ Hier die zu integrierende Funktion eingeben x/
double f(double x)

{return exp(x);}

/x Zufallszahl zwischen 0 und 1 */

double randa(void)

{return (double)rand()/((double)RAND MAX);}

int main(void)

{

double epsi ,Sum,I1,12 13 14 ,x0,x1,x2; /* Integrationsgrenzen x/
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double alpha=0,beta=1;
long N.,i M=0;
for (N=10;N<1000001;N+x=10)
{
M-M+1;epsi—(beta—alpha)/N;Sum—0;
/+ einfache Methode */
for (i=0;i<N;i++)
{x0=alpha+epsixi;Sum=Sum+f (x0);}
I1=Sumx*epsi ;
/+x Trapezregel x/
Sum=0;
for (i=0;i<N;i++)

{x0=alpha+epsixi;xl=x0+epsi;Sum-Sum+(f(x0)+f(x1))/2.0;}

[2=Sumxepsi ;

/x Simpson—Methode x/
Sum=0;
for (i=0;i<N-1;i=i+2)

{x0—alpha+epsixi;xl-x0+epsi;x2—x1+epsi;
Sum=Sum+(f (x0)+4.0«f (x1)+£f(x2))/3.0;}

I3=Sumsx*epsi ;
/% Monte—Carlo—Methode x/
Sum=0;
for (i—=0;i<N;i++)
{x0=randa () ; Sum-Sum+f (x0);}
I4=epsi*Sum;

printf ("%i__%.6f__%.6f__%.6f__%.6f_\n" MI1,12,13,14);

}

return 0; }

hitmissflaeche.c: Das Programm berechnet die Fliche unter einer Funktion mit Hilfe
der ,Hit-or-Miss* Monte-Carlo Methode. Naiv und mit Verbesserung.

/+ Programm hitmissflaeche .c

/+ Integration von f(z)

/+* mit hit—or miss—Verfahren x/
#include <stdio.h>

#include <stdlib.h>

#include <math.h>

#include <time.h>

#define M 10000001 /« Anzahl Versuche x/

/+ Hier die zu integrierende Funktion eingeben x/

double f(double x)

{return xxxxexp(x)/(1—x+xxexp(x));}

/x Funktion fuer verbessertes Verfahren x/
double g(double x)

{return xs*xxexp(x)/(1—x+x*exp(x))—x*x;}
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int main(void)
{double suml, sum2,11 12 sigl , 6 sig2 ,x,y;
long n,m;
srand48 (time (NULL));
for (m—10;m<M;m«—10)
{sum1=0;5um2=0;
for (n=1;n<m+1;n++)
{x=drand48 ();y=drand48();
if (y<f(x)) suml-=suml+1;
if (y<g(x)) sum2-sum2+1;
b
I1=suml /m; I2=sum2 /m;
sigl=sqrt (I1%(1—11)/m);sig2—sqrt (I12«(1—12)/m);
n—(int)logl0 (m);
/x Ausgabe in TeX—array—Format */
printf ("%i&%.6f&%.6f&%.6f&%.6f&%.6f&%.6f\\\\_\n",
n,11,0.376370—11,sigl,1/3.0+12,0.043037 — 12, sig2);
}3

return 0;

}

gaussdistr.c: Das Programm berechnet die Verteilung der Summe von 10, 50 und 100
Zufallszahlen. Zur Bestimmung der Verteilung werden jeweils 1 Million Versuche gemacht.
Aus den zufilligen Werten fiir s wird ein Histogramm erstellt und im array mean|[100)]
gespeichert. Wir haben die Zufallsvariable s mit 2m reskaliert, so dass das Maximum der
Verteilung bei 1/2 liegt.

/* Programm gaussdistr.c
/+ Summe wvon M Zufallszahlen
/x im Intervall [0,1] *x/
#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
#include <math.h>
#include <time.h>
#define PI 3.1415926
#define ANZ 10 /x Wieviele Zufallszahlen addiert werden x/
#define M 1000000 /+ Anzahl MG-Iterationen x/
int main(void)
{ double sum,mean[1000];
double dM—100.0/(double)M; /x Skalierungsfaktor 100 x/
int i,j,sumi;
/+ Initialisierung =/
for (i=0;i<100;i++)
mean|[i]=0;sum—0;srand48 (time (NULL) );
/+* M-fache Wiederholung des Ezperiments x/
for (i=0;i<M;i++)
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{sum=0;
/x Summe von ANZ Zufallszahlen in jedem Ezperiment x/
for (j=0;j<ANZ;j++)

sum—sum+drand48 () ;

/x 100 Bins fuer Histogram x/
sumi=(int ) (100.0%sum/ANZ);
++mean [ sumi | ;

};

for (i-30;i<70;i=i+2)
printf ("(%i,%.2f)",i ,mean|i|*dM);

puts ("_");

for (i=30;i<70;i=i+2)
{sum—i —49.5;
printf ("(%i,%.2f)",i,sqrt (6+xANZ/PI)*exp(—6+xANZ+sum*sum*dM ) ) ;
b

puts ("_");

return 0;

samplingflaeche.c: Beim important sampling zur Berechnung von Integralen werden
bevorzugt Punkte mit groflem Integranden beriicksichtigt und dies verringert die Varianz
der einzelnen Schitzung. Das Programm samplingflaeche.c berechnet mit Hilfe des
Metropolis-Algorithmus das eigentliche Integral

fol dadydz 23y*z exp (—a? — y? — 2?)

128 - ~ 2.4313142.

1dxdydz exp (—x? — y? — 22
0

/+ Pogramm samplingflaeche . c
/+* Berechnet 3—d Integral mit important sampling.
#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
#include <math.h>
#include <time.h>
#define M 100000 /x Anzahl gemessener MG-Iterationen x/
#define MA 1000 /x jede MA’te Konfiguration gemessen x/
/x Verteilung =/
double P(double xx)
{return exp(—x[0]*x[0]—x[1]*x[1]—x[2]*x][2]);}
/+* Funktion x/
double f(double xx)
{return 128.0xx[0]*x[0]*x[0]*x[1]*x[1]*x][2];}
int main(void)
{ double I,Sum,x[3],y[3];
long i,j;
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srand48 (time (NULL));
Sum=0; x[0]=drand48();x[l1]=drand48();x[2]=drand48();
for (i=1;i<M+1;i++)
{ for (j—=0;j<MA;j++)
{ y[0]=drand48(); y[1]—drand48(); y[2]—drand48();
if (P(y)>P(x)*xdrand48() )
{ xlo]=y[0];x[t]=y[1];x[2]=y[2]: };
};
Sum—Sum+f (x ) ; I-Sum/ i ;
if (i%5000—-0)
printf ("i_=%ld,_1_=_%.5f__Fehler =_%.5f\n",i,1,2.4313142-1);
};

return 0;

}

3.5 Aufgaben

Aufgabe 7: Numerische Berechnung von Integralen
Berechnen Sie mit Hilfe der Simpson-Regel das Integral

1
/ dz e”
0

und vergleichen Sie mit dem exakten Resultat.
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