
Kapitel 3Hohdimensionale IntegraleDas Pfadintegral kann nur für sehr einfahe Systeme wie den harmonishen Oszillatoroder das freie Teilhen explizit berehnet werden. Für kompliziertere Systeme maht manGebrauh von Störungstheorien (z.B. semiklassishe Entwiklung, Störungstheorie in derWehselwirkung, Hohtemperaturentwiklung) oder numerishen Methoden. Wir habengesehen, dass die Pfadintegrale für thermodynamishe Gröÿen und Korrelationsfunktionendurh endlihdimensionale Integrale approximiert werden. Dabei wird die Zeit diskreti-siert, s ∈ {0, ǫ, . . . , nǫ = τ}, und die Wirkung durh eine Riemannshe Summe genähert.Diese hängt von den Wertenq = {q0, q1, . . . , qn} = {q(0), q(ǫ), . . . , q(nǫ)}des Weges q(s) an den Gitterpunkten sk = kǫ ab. In dieser Gitterapproximation ist jederErwartungswert durh ein endlih-dimensionales Integral gegeben,
〈O〉 =

∫
Dq O(q) e−S(q)

∫
Dq e−S(q)

, mit ∫

Dq =

∞∫

−∞

n∏

1

dqj, (3.1)mit der in (2.53) eingeführten euklidishen Gitterwirkung S(q) = S(q1, . . . , qn) (statt SEshreiben wir in diesem Abshnitt S).3.1 Hohdimensionale IntegraleNiht nur in Quantenstatistik, Festkörperphysik, euklidshen Quanenfeldtheorie, Hoh-energiephysik oder anderen Teilgebieten der Physik und Chemie gilt es hohdimensionaleIntegrale möglihst e�zient zu berehnen und dabei den Fluh der Dimenion zu vermei-den. Zum Beispiel läst sih der Erwartungswert von Zinsderivatien als hohdimensionales29



KAPITEL 3. HOCHDIMENSIONALE INTEGRALE 3.1. Hohdimensionale Integrale 30Integral shreiben. Bei einer Laufzeit von 30 Jahren zu je 12 Monaten und Verwendungeines eigenen Zinssatzes für jeden Monat handelt es sih hier um 360-dimensionale Inte-grale. Integrale von noh viel höherer Dimension sind in Physik und Chemie niht unge-wöhnlih. Hier sind e�ziente Algorithmen gefragt, die derartige Integrale bis auf einenabshätzbaren Fehler berehnen.3.1.1 Numerishe AlgorithmenNumerishe Integrationsmethoden werden seit Jahrhunderten benutzt. Es gibt zwei be-kannte Kategorien: Formeln, welhe den Integrand an äquidistanten Stützstellen auswer-ten (Newton-Cotes Integrationsregeln) und Formeln, welhe den Integranden an sorgfältigausgewählten, aber niht äquidistanten Stützstellen auswerten (Gauÿshe Integrationsre-geln). Für spezielle Integranden führt die zweite Klasse meistens zu besseren Resultaten.Die numerishen Algorithmen beruhen auf der Riemannshen De�nition von Integra-len. Um nahzuprüfen, ob ein Funktion f : [a, b] → R Riemann-integrierbar ist, wähleman eine Einteilung des Intervalls,
γ : a = x0 < x1 < x2 < . . . < xn−2 < xn−1 < xn = b (3.2)und de�niert die zu dieser Einteilung gehörende Riemannshe Unter- und Obersumme

U(f, γ) =
n−1∑

i=0

(xi+1 − xi) · inf{f(x)|xi ≤ x ≤ xi+1}

O(f, γ) =

n−1∑

i=0

(xi+1 − xi) · sup{f(x)|xi ≤ x ≤ xi+1},mit O(f, γ) ≥ U(f, γ). Ist
sup

γ
U(f, γ) = inf

γ
O(f, γ),dann heiÿt f im Riemannshen Sinne integrierbar und

∫ b

a

f(x)dx ≡ sup
γ

U(f, γ) (3.3)das Riemannshe Integral von f . Diese De�nition kann leiht auf mehrdimensionale Inte-grale ausgedehnt werden und wird bei numerishen Rehnungen gebrauht.Die meisten Algorithmen beruhen darauf, dass jede glatte Funktion durh Interpolati-onspolynome approximiert werden kann. Wir erinnern daran, dass es genau ein Polynom
Pm vom Grade≤ m gibt, welhes an (m+1) vorgegebenen Stützstellen x0, x1, . . . , xm−1, xm������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 3. HOCHDIMENSIONALE INTEGRALE 3.1. Hohdimensionale Integrale 31vorgegebene Werte f0, . . . , fm annimmt, wobei fi = f(xi) ist. Zur expliziten Konstruktionde�niert man die m + 1 Lagrangeshen Polynome vom Grade m:
L(m)

p (x) =
m∏

i=0
i6=p

x − xi

xp − xi

, p = 0, . . . , m, mit L(m)
p (xq) = δpq. (3.4)Das interpolierende Polynom vom Grade m ist dann

Pm(x) =

m∑

p=0

f(xp)L
(m)
p (x). (3.5)Es gilt nun der folgendeSatz: Es sei f eine auf dem Intervall ∆ (m + 1)-mal stetig di�erenzierbare Funktion,und sei Pm das zu den Stützstellen x0, . . . , xm ∈ ∆ gehörige Interpolationspolynom vomGrade ≤ m. Dann existiert zu jedem x ∈ ∆ ein Punkt ξ(x) (gelegen im kleinsten Intervall,welhes die Punkte (x0, . . . , xm, x) enthält) derart, dass

f(x) − Pm(x) =
f (m+1)(ξ(x))

(m + 1)!
L(m)(x), L(m)(x) =

m∏

i=0

(x − xi). (3.6)Aufgrund des Satzes ergibt sih für das Integral ∫ dxf(x) von der kleinsten bis zur gröÿtenStützstelle die Formel
∫ xm

x0

dx f(x) =

m∑

p=0

f(xp)

∫

dxL(m)
p (x)

︸ ︷︷ ︸

γ
(m)
p

+

∫

dx
f (m+1)(ξ(x))

(m + 1)!
L(m)(x). (3.7)Die γ

(m)
p heiÿen Gewihte und die xp Knoten der Integrationsformel. Für äquidistanteKnoten an den Stellen

x0, x1 = x0 + ǫ, x2 = x0 + 2ǫ, . . . , xm = x0 + mǫ (3.8)erhalten wir mit der Substitution x = x0 + ǫt, t ∈ [0, m] die Gewihte
γ(m)

p = ǫ

∫ m

0

m∏

i=0
i6=p

t − i

p − i
dt := ǫw(m)

p = ǫw
(m)
m−p, p = 0, 1, . . . , p. (3.9)Wenden wir das allgemeine Resultat (3.7) auf die konstante Funktion f = 1 an, so ergibt������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 3. HOCHDIMENSIONALE INTEGRALE 3.1. Hohdimensionale Integrale 32sih die Summenformel∑p γ
(m)
p = mǫ oder auh

w
(m)
0 + w

(m)
1 + . . . + w(m)

m = m. (3.10)Die Newton-Cotes-Formeln lauten nun
∫ xm

x0

dxf(x) ∼
m∑

p=0

ǫ w(m)
p f(x0 + ǫp), xm = x0 + mǫ. (3.11)Man �ndet folgende Gewihte

m Name w
(m)
p (p = 0, 1, . . . , m)

0 Rehtekregel 1

1 Trapezregel 1
2

1
2

2 Simpson-Regel 1
3

4
3

1
3

3 3/8 − Regel 3
8

9
8

9
8

3
8

4 Milne-Regel 14
45

64
45

24
45

64
45

14
45

5 95
288

375
288

250
288

250
288

375
288

95
288

6 Weddle-Regel 41
140

216
140

27
140

272
140

27
140

216
140

41
140

(3.12)

x

f(x)

−ǫ 0 ǫ

Wir illustrieren die Fehleranalyse fürdie Simpson-Regel. Dazu betrahtenwir die Di�erenz zwishen dem Integralder Funktion f(x) von −ǫ bis ǫ (sie-he Abbildung) und der Näherung (3.11)für m = 2, also den Fehler
E2(ǫ) =

∫ ǫ

−ǫ

dx f(x) − ǫ

3
(f(−ǫ) + 4f(0) + f(ǫ)) .Wir leiten E2(ǫ) dreimal nah ǫ ab und erhalten

E ′′′
2 (ǫ) = − ǫ

3
(−f ′′′(−ǫ) + f ′′′(ǫ)) .Dies kann betragsmäÿig wie folgt abgeshätzt werden:

|E ′′′
2 (ǫ)| =

ǫ

3
|f ′′′(ǫ) − f ′′′(−ǫ)| ≤ 2ǫ

3
M3 mit M3 = sup

t∈[−ǫ,ǫ]

|f ′′′(t)|.������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 3. HOCHDIMENSIONALE INTEGRALE 3.1. Hohdimensionale Integrale 33Die Integration ergibt die Fehlerabshätzung
|E2(ǫ)| ≤ M3 ·

ǫ4

36
. (3.13)Falls die Funktion f mindestens viermal stetig di�erenzierbar ist, kann man auf E ′′′

2 denMittelwertsatz anwenden,
E ′′′

2 (ǫ) =
2ǫ

3
ǫ · f (4)(ξ),und es folgt die verbesserte Abshätzung

|E2(ǫ)| ≤ M4 ·
ǫ5

90
mit M4 = sup

t∈[−ǫ,ǫ]

|f (4)(t)|. (3.14)Hieraus ergibt sih die bemerkenswerte Tatsahe, dass durh die Keplershe Fassregelsogar kubishe Polynome exakt integriert werden. Für die anderen Verfahren erhält mananaloge Fehlershranken für das Integral von der kleinsten bis zur gröÿten Stützstelle(Mm = sup[x0,xm] |f (m)|):
m Name Em(ǫ) m Name Em(ǫ)

0 Rehtekregel 1
2
ǫ2M1 4 Milne-Regel 8

945
ǫ7M6

1 Trapezregel 1
12

ǫ3M2 5 275
12096

ǫ7M6

2 Simpson-Regel 1
90

ǫ5M4 6 Weddle-Regel 9
1400

ǫ9M8

3 3/8 −Regel 3
80

ǫ5M4

(3.15)
Allgemein gilt, dass für gerade m sogar Polynome vom Grad m+1 exakt integriert werden.Für groÿe m werden die Koe�zienten in den Newton-Cotes Formeln allerdings gross undhaben wehselnde Vorzeihen. Dies führt zu Di�erenzen grosser Zahlen und auh deshalbwerden die Newton-Cotes Verfahren höherer Ordnung in der Praxis kaum eingesetzt. Fürniht genügend oft di�erenzierbare Funktionen können die auf Interpolationspolynomenberuhenden Methoden völlig falshe Resultate liefern!Zusammengesetzte Integrationsformeln: Indem das Integrationsintervall, überdas die Funktion f integriert werden soll, in kleinere, gleih groÿe Teilintervalle zerlegtwird, gelangt man zum Rehtek-, Trapez-, Simpson- oder den höheren Integrationsver-fahren. Die Anzahl Intervalle sollte ein Vielfahes von m sein. Zum Beispiel wird beimSimpsonverfahren die Keplershe Fassregel auf Doppelintervalle angewandt.
������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 3. HOCHDIMENSIONALE INTEGRALE 3.1. Hohdimensionale Integrale 34
MilneSimpson

Wir betrahten die zusammengesetzte Simpsonregel etwas näher. Das Integrationsintervall
[a, b] = [x0, x2n] enthalte 2n Teilintervalle der Länge ǫ, b−a = 2nǫ. Die 2n+1 Stützstellensind xj = a + ǫj, j = 0, 1, . . . , 2n. Das Integral wird approximiert durh

S2(f) ≈ ǫ

3

(

{f(x0) + 4f(x1) + f(x2)} + {f(x2) + 4f(x3) + f(x4)} + . . .

. . . + {f(x2n−2 + 4f(x2n−1) + f(x2n}
)

=
ǫ

3

(

f(x0) + 4
n−1∑

j=0

f(x2j+1) + 2
n−1∑

j=1

f(x2j) + f(x2n)

)

.Der Fehler kann wie folgt abgeshätzt werden
∣
∣
∣
∣

∫ b

a

f(x)dx − S2(f)

∣
∣
∣
∣
≤ 1

90
ǫ5 · n sup

t∈[a,b]

f (4)(t)

︸ ︷︷ ︸

M4

=
b − a

180
ǫ4M4. (3.16)Allgemeiner gilt für eine äquidistante Einteilung des Integrationsintervalls in m · n Teil-intervalle, so dass b − a = (mn)ǫ ist, die Abshätzung

∣
∣
∣
∣

∫ b

a

f(x)dx − Sm(f)

∣
∣
∣
∣
≤ b − a

mǫ
Em(ǫ) (3.17)mit Em(ǫ) aus (3.15). Dabei ist natürlih Mm = sup[a,b] f

(m).Mit Hilfe eines C-Programms berehnen wir das Integral einer Funktion über das In-tervall [a, b] und zwar auf vier Arten: mit dem Rehtek-, Trapez- und Simpsonverfahrensowie mit Hilfe der Monte-Carlo Methode. Das letzte Verfahren wird weiter unten bespro-hen. Nohmals zur Erinnerung:Rehtekregel :

n−1∑

i=0,1,2

ǫf(xi)Trapezregel :

n−1∑

i=0,1,2

ǫ

2
(f(xi) + f(xi+1)) (3.18)������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 3. HOCHDIMENSIONALE INTEGRALE 3.1. Hohdimensionale Integrale 35Simpson-Methode :
n−2∑

i=0,2,4

ǫ

3
(f(xi) + 4f(xi+1) + f(xi+2)) .In der letzten Formel soll n eine gerade Zahl sein. Die Näherungen sind in der folgendenFigur skizziert.

Rehtek Trapez Simpsonb

b

b b

b

b

b

b b

b

b

b

b b

b

Das Programm 1dintegral. auf Seite 47 berehnet das Integral ∫ 1

0
dx ex für

ǫ ∈
{
10−n|n = 1, 2, . . . , 6

}
.Die Werte für die stükweise konstante, lineare oder quadratishe Näherung sind in derfolgenden Tabelle enthalten. Für das Simpsonverfahren konvergiert wie erwartet die Nä-herung sehr shnell gegen den exakten Wert 1.7182818.

n, log M einfah Trapez Simpson MC
1 1.633799 1.719713 1.718283 1.853195

2 1.709705 1.718296 1.718282 1.793378

3 1.717423 1.718282 1.718282 1.720990

4 1.718196 1.718282 1.718282 1.711849

5 1.718273 1.718282 1.718282 1.719329

6 1.718281 1.718282 1.718282 1.7182573.1.2 Monte-Carlo IntegrationDie Monte-Carlo Methode stammt wahrsheinlih von Stanislaw Ulam. Er fand dieMethode 1946, als er sih Gedanken über die Gewinnwahrsheinlihkeiten beim Solitair-Spiel mahte. In seinen Worten:������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 3. HOCHDIMENSIONALE INTEGRALE 3.1. Hohdimensionale Integrale 36The �rst thoughts and attempts I made to pratie [the Monte Carlo Method℄were suggested by a question whih ourred to me in 1946 as I was onva-lesing from an illness and playing solitaires. The question was what are thehanes that a Can�eld solitaire laid out with 52 ards will ome out suessful-ly? After spending a lot of time trying to estimate them by pure ombinatorialalulations, I wondered whether a more pratial method than �abstrat thin-king� might not be to lay it out say one hundred times and simply observe andount the number of suessful plays. . . .Einige Jahre später wurde die Methode auf das Neutronendi�usionsproblem angewandt,das mit anderen Methoden niht lösbar shien [25℄. Eine wihtige Anwendung ist dieBerehnung hohdimensionaler Integrale. Ein sehr einfaher Algorithmus wäre:
• erzeuge M gleihverteilte Punkte {x1, . . . , xM} im Integrationsgebiet G,
• berehne für jeden Punkt den Funktionswert f(xi), i = 1, . . . , M ,
• berehne den Mittelwert

I(M) =
Vol(G)

M

M∑

i=1

f(xi). (3.19)Für eine Riemann-integrierbare Funktion konvergiert I(M) für groÿe M gegen das Integral
∫

G
f . Die Werte in der letzten Spalte der obigen Tabelle enthalten I(M = 10, 100, . . .) fürdas Integral der Exponentialfunktion.Die folgende Abbildung illustriert das Konvergenzverhalten der drei Integrationsme-thoden mit äquidistanten Stützstellen und der einfahen Monte-Carlo Integration. Fürdie Exponentialfunktion liefert die Methode von Simpson shon für zehn Intervalle dasrihtige Resultat e bis auf die 6. Stelle hinter dem Komma.

1.62

1.70

1.78

log10 nb

b

b b b beinfahb b b b b b

Trapez
b b b b b bSimpson

b

b

b

b b

MC
1 2 3 4 5 6������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 3. HOCHDIMENSIONALE INTEGRALE 3.1. Hohdimensionale Integrale 37Unpraktikabel werden Standardverfahren wenn die Dimension n des Integrals
I =

∫

dq1 . . . dqnf(q1, . . . , qn) ≡
∫

dnqf(q) (3.20)gross wird. Sind zum Beispiel die Integrationsgrenzen in jeder Dimension gleih 0 und
1, und wählt man in jeder Dimension den gleihen Abstand ǫ zwishen den Stützstellen,dann ist deren Anzahl ǫ−n. Der Rehenaufwand ist proportional zur Anzahl Stützstellen.Nehmen wir als Beispiel ǫ = 0.1, was siherlih eine grobe Einteilung des Intervalls [0, 1]ist, dann ist die Anzahl Stützstellen ∼ 10n. Die Auswertung einer Stützstelle auf einemPC dauert etwa 10−7 s und die Berehnung eines 12-fahen Integral etwa einen Tag.Hit-or-miss Monte Carlo Methode und BinomialverteilungGesuht sei wieder der Wert des Integrals I =

∫
dx f(x),

x 1

1
y

wobei wir ohne Beshränkung der Allgemeinheitannehmen dürfen, dass wir von 0 bis 1 integrieren.Mit einem Zufallszahlengenerator, der zwishen 0und 1 gleihverteilte Zahlen liefert, werden zweiZufallszahlen 0 ≤ r1, r2 ≤ 1 erzeugt,
x = r1 , y = r2.Wir haben getro�en, wenn y ≤ f(x) ist. DieWahrsheinlihkeit für einen Tre�er ist

p =
Anzahl Tre�erAnzahl Versuhe =

dunkle FläheGesamt�ähe =
I

1
= I. (3.21)Bei M statistish unabhängigen Versuhen können wir k ∈ {0, . . . , M} Tre�er landen unddie Wahrsheinlihkeit dafür ist durh die Binomialverteilung

P (M, k) =

(
M

k

)

pk(1 − p)M−k mit M∑

k=0

P (M, k) = 1 (3.22)gegeben. Hier ist zum Beispiel pk(1−p)M−k die Wahrsheinlihkeit dafür, dass die ersten kVersuhe Tre�er und die letzten M − k Versuhe Nieten ergeben. Der Binomialkoe�zientzählt die Anzahl Möglihkeiten, aus der Menge von M Versuhen k Tre�er auszuwählen.Die Binomialverteilung beshreibt eine bei pM lokalisierte Glokenkurve und ist in derfolgenden Figur für M = 10 und p = 0.3 geplotted.������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 3. HOCHDIMENSIONALE INTEGRALE 3.1. Hohdimensionale Integrale 38

b

b

b

b

b

b

b

b
b b b

2 4 6 8 10

1

2

3
P (M,k)

k

M = 10

p = 0.3

Ihre erzeugende Funktion kann leiht be-rehnet werden,
Z(t) =

〈
etk
〉

=

M∑

k=0

ekt P (M, k)

=
(
et p + (1 − p)

)M
. (3.23)Als Summe von Wahrsheinlihkeiten ist

Z(0) = 1. Erwartungswerte von beliebigenPotenzen von k können durh ableiten dererzeugenden Funktion gewonnen werden.Niht unerwartet ist der mittlere Anteil Tre�er gleih
〈

k

M

〉

=
1

M

M∑

k=0

k P (M, k) =
1

M

dZ

dt

∣
∣
t=0

= p. (3.24)Das Quadrat der Streuung um den Ursprung ist
〈

k2

M2

〉

=
1

M2

M∑

k=0

k2 P (M, k) =
1

M2

d2Z

dt2
∣
∣
t=0

=
p

M
+

(

1 − 1

M

)

p2 (3.25)und für das Quadrat der Streuung um die mittlere Anzahl Tre�er �ndet man
σ2 =

1

M2

〈(
k − 〈k〉

)2
〉

=
1

M2

d2 log Z

dt2
∣
∣
t=0

=
p(1 − p)

M
. (3.26)Die Streuung um den Mittelwert vermindert sih relativ langsammit der Anzahl Versuhe,

σ ∼ M−1/2. Eine Shätzung von p ist h/M , wobei h die Anzahl Tre�er bei M Versuhenist. Die folgende Tabelle enthält die Shätzwerte p und σ für das Integral
I =

∫ 1

0

f(x), f(x) =
x2ex

1 − x + xex
. (3.27)für vershiedene Anzahl M von Versuhen. Die Streuung um den wahren Wert des Inte-grals, I = 0.376370, nimmt mit M ab. Die Werte in den ersten drei Spalten wurden mitdem Programm hitmissflaehe. auf Seite 48 generiert.Die grobe Hit-or-Miss Methode kann mit wenig Aufwand verbessert werden. Wennnämlih p gegen 1 oder 0 strebt so wird σ sehr klein (allerdings wird für p → 0 derrelative Fehler gross). Wir nehmen nun eine Hilfsfunktion g(x), die f(x) möglihst gut������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 3. HOCHDIMENSIONALE INTEGRALE 3.1. Hohdimensionale Integrale 39approximiert aber analytish noh integriert werden kann. Ist das erste Integral in
I =

∫

(f(x) − g(x)) dx
︸ ︷︷ ︸

p wirdklein

+

∫

g(x)dx
︸ ︷︷ ︸

bekannt

(3.28)klein und der Integrand zwishen 0 und 1, dann können wir dieses Integral mit dem Hit-or-miss Verfahren mit verminderter Varianz berehnen. Für f(x) in (3.27) wählen wir
g(x) = x2 mit ∫

g(x) dx = 1/3.Dann ergeben sih für das Integral die verbesserten Shätzwerte in der drittletzten Spalteund die Varianz in der letzten Spalte der Tabelle. Diese Werte wurden ebenfalls mithitmissflaehe. berehnet.
log10 M p I − p σ pverb I − pverb σverb

1 0.500000 −0.123630 0.158114 0.333333 0.043037 0.000000

2 0.330000 0.046370 0.047021 0.363333 0.013037 0.017059

3 0.399000 −0.022630 0.015485 0.377333 −0.000963 0.006486

4 0.378900 −0.002530 0.004851 0.376833 −0.000463 0.002040

5 0.376570 −0.000200 0.001532 0.377693 −0.001323 0.000651

6 0.374857 0.001513 0.000484 0.376305 0.000065 0.000203

7 0.376273 0.000097 0.000153 0.376303 0.000067 0.000064Summen von Zufallszahlen, Gauÿverteilung und GrenzwertsatzDas Programm gaussdistr. auf Seite 49 erzeugt die Summe s von n auf dem Intervall
[0, 1] gleihverteilten unabhängigen Zufallszahlen x1, . . . , xn. Die erzeugende Funktion fürdie Summe ist

Z(t) =
〈
ets
〉

=

∫

In

dnx et(x1+...+xn) =

(∫ 1

0

dx etx

)n

= t−n
(
et − 1

)n
, (3.29)und für den Mittelwert von s �nden wir

m = 〈s〉 =
dZ

dt

∣
∣
t=0

=

∫

In

dnx (x1 + . . . + xn) =
n

2
. (3.30)

������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 3. HOCHDIMENSIONALE INTEGRALE 3.1. Hohdimensionale Integrale 40und für dessen Streuungsquadrat
d2 log Z

dt2

∣
∣
t=0

= σ2 = 〈s2〉 − m2 =
n

12
. (3.31)Nah dem Gesetz der grossen Zahlen erwarten wir die Gauÿverteilung

Ps =
1√
2π σ

e−(s−m)2/2σ2

. (3.32)Das Programm gaussdistr. auf Seite 49 berehnet die Verteilung von s für die Summevon 10, 50 und 100 Zufallszahlen. Zur Bestimmung der Verteilung werden jeweils eineMillion Versuhe gemaht. Mit den zufälligen Werten für s wird ein Histogramm erstelltund im array mean[100℄ gespeihert. Wir haben die Zufallsvariable s mit n reskaliert,so dass das Maximum der Verteilung bei 1/2 liegt. In der folgenden Abbildung werdendie Resultate der MC-Simulation (Punkte, Dreieke, Viereke) mit den entsprehendenGauÿverteilungen verglihen.
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P (n, s̃)

n = 10

n = 50

n = 100

α = σ/n

s̃ = s/n

Fit: P (n, s̃) ∝ e−(s̃−0.5)2/2α2

Im Anhang C �ndet sih ein Beweis für das Gesetz der groÿen Zahlen. Für gleihverteilteZahlen in [0, 1] ist der Mittelwert 1/2 und die Varianz 1/12. Die Ungleihung (3.56) fürdie Wahrsheinlihkeit dafür, dass s/n mehr als δ vom Mittelwert 1/2 abweiht, nimmtfolgende Form an
Pr

[∣
∣
∣
s

n
− 1

2

∣
∣
∣ ≥ δ

]

≤ 1

12nδ2
. (3.33)
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KAPITEL 3. HOCHDIMENSIONALE INTEGRALE 3.2. Important Sampling 413.2 Important SamplingNumerishe Integrationsverfahren nähern Integrale durh endlihe Summen,
∫

dnq f(q) ∼
M∑

µ=1

f(qµ)∆qµ.Für groÿe n und shwah veränderlihe Funktionen f kann es vorteilhaft sein, die Stütz-punkte qµ zufällig zu wählen. In vielen Anwendungen variiert der Integrand allerdingsum Gröÿenordnungen für vershiedene Punkte und man vergeudet Rehenzeit wenn manStützpunkte mit sehr kleinem Integranden auswählt. Beim important sampling , zum Bei-spiel dem Metropolis-Algorithmus, werden bevorzugt Punkte qµ mit groÿem Integrandenberüksihtigt. Die Stützstellen liegen überwiegend da, wo der Integrand gross ist unddies verringert die Varianz der einzelnen Shätzung für das Integral.Dazu nimmt man eine Funktion g(q), deren Integral berehenbar ist und welhe f(q)möglihst gut annähert, und shreibt
∫ 1

0

f(q) dnq =

∫ 1

0

f(q)

g(q)
g(q) dnq. (3.34)Durh die Erzeugung von Zufallspunkten qµ die mit g(q)dnq verteilt sind, ergibt sih bei

M �Messungen� die Shätzung
∫

f(q)dnq ≈ f̄ =
1

M

M∑

µ=1

f(qµ)

g(qµ)
, (3.35)und dabei variieren die Summanden jetzt niht mehr so stark. Allerdings muÿ das Integralvon g bekannt sein, um aus gleihverteilten Zufallszahlen solhe zu erhalten, die mit gverteilt sind.Bei der Berehnung von Erwartungswerten in Gitterfeldtheorien,

〈O〉 ≈ 1

Z

∫

Dq O(q)e−S(q), Dq = dnq, Z =

∫

e−S(q) Dq , (3.36)wäre es wünshenswert die Boltzmannverteilung
P (q) =

1

Z
e−S(q), (3.37)als Vergleihsfunktion g zu wählen, weil dann nur noh über die im Vergleih zu P in den
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KAPITEL 3. HOCHDIMENSIONALE INTEGRALE 3.2. Important Sampling 42meisten Fällen glatten Observablen O(q) gemittelt werden müsste,
〈O〉 ≈ Ō =

1

M

M∑

µ=1

O(qµ). (3.38)Hier ist M die Anzahl der erzeugten Punkte qµ. Damit wird die Monte Carlo-Shätzung
Ō für den Mittelwert von O zu einem arithmetishen Mittel. Passend verteilte {q1, q2, . . .}sind aber niht ohne Weiteres zu erzeugen.Wir haben folgendes Problem: Die n−dimensionalen Integrale

〈O〉 =

∫

dq1 . . .

∫

dqn O(q)P (q),

∫

Dq P (q) = 1, (3.39)sollen für vershiedene Funktionen (Observablen) O(q), aber die gleihe Wahrsheinlih-keitsdihte P (q) berehnet werden. Dazu sollen Algorithmen gefunden werden, die nah
P verteilte Punkte generieren. Der folgende Metropolis-Algorithmus [25℄ (er wird späterbegründet werden) erzeugt {qµ}, die gemäÿ P (q) verteilt sind:1. Beginne mit µ = 0 und einem beliebigen Startpunkt qµ im Integrationsbereih.2. Wähle einen zweiten zufälligen Punkt q ′ und ein Zufallszahl r ∈ [0, 1].3. Ist P (q ′)/P (qµ) > r dann setze man qµ+1 = q ′, andernfalls qµ+1 = qµ.4. Erhöhe µ um eins und wiederhole die Shritte 2, 3 und 4.Die so erzeugten Punkte qµ im Integrationsgebiet sind gemäÿ P (q) verteilt, so dass

Ō =
1

M

M∑

µ=1

O(qµ) (3.40)ein Shätzwert für 〈O〉 ist, der für groÿe M gegen 〈O〉 konvergiert. Jeder Punkt qµ derMarkovkette heisst Kon�guration.Das Programm samplingflaehe. auf Seite 50 berehnet mit Hilfe des Metropolis-Algorithmus Shätzwerte für das eigentlihe Integral
I = 128 ·

∫ 1

0
dxdydz x3y2z exp (−x2 − y2 − z2)
∫ 1

0
dxdydz exp (−x2 − y2 − z2)

= 128 · 〈x3y2z〉 ≈ 2.4313142,wobei für P die Exponentialfunktion gewählt wurde. Die Konvergenz zum exakten Resul-tat ist langsam, der Fehler ist von der Ordnung 1/
√

M . Die folgende Tabelle enthält dieberehneten Shätzwerte. Der letzte Eintrag ist das Resultat von M = 106 MC-Iterationen������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 3. HOCHDIMENSIONALE INTEGRALE 3.3. Wahrsheinlihkeiten 43und hat einen Fehler von −0.00555.
M 5 000 1 0000 15 000 20 000 25 000 30 000 35 000

Ī 2.33113 2.31536 2.33432 2.38934 2.3568 2.34805 2.35253

E 0.10018 0.11595 0.09699 0.04197 0.07449 0.08327 0.07878

M 40 000 45 000 50 000 55 000 60 000 65 000 70 000

Ī 2.34528 2.34193 2.35193 2.35089 2.35659 2.35952 2.36130

E 0.08603 0.08939 0.07938 0.08043 0.07473 0.07179 0.07001

M 75 000 80 000 85 000 90 000 95 000 100 000 1 000 000

Ī 2.36969 2.37196 2.36937 2.38248 2.38742 2.38448 2.43686

E 0.06162 0.05935 0.06194 0.04884 0.04390 0.04683 −0.005553.3 Elemente der WahrsheinlihkeitstheorieIn den bisher angestellten und auh kommenden Untersuhungen spielen Begri�e und Er-gebnisse der Wahrsheinlihkeitstheorie eine niht unerheblihe Rolle. Es lohnt sih des-halb die für uns wesentlihen Begri�e dieser Theorie zusammenzutragen. Die axiomatisheBegründung der Theorie wurde in den 1930er Jahren von Kolmogorow entwikelt. Siehandelt von Ereignissen die als Mengen aufgefasst werden und denen Wahrsheinlih-keiten zugeordnet sind. Wahrsheinlihkeiten sind reelle Zahlen zwishen 0 und 1. DieZuordnung von Wahrsheinlihkeiten zu Ereignissen genügt gewissen Anforderungen.Wir denken uns einen Vorgang, ein Ereignis oder ein Experiment mit zufälligem Er-gebnis. Ω sei die Menge der Elementarereignisse. Ein allgemeines Ereignis ist eine Teil-menge von Ω und entsprehend ist der Ereignisraum Σ eine Menge von Teilmengen von
Ω. Ein Maÿ Pr : Σ → [0, 1] im Sinne der Maÿtheorie heisst Wahrsheinlihkeitsmaÿ wenn
Pr(Ω) = 1 gilt. Das Tripel (Ω, Σ, P r) wird als Wahrsheinlihkeitsraum bezeihnet.Ein Wahrsheinlihkeitsmaÿ sollte folgende Axiome erfüllen:

• Für jedes Ereignis A ⊂ Ω ist die Wahrsheinlihkeit Pr(A) ∈ [0, 1].
• Das sihere Ereignis hat die Wahrsheinlihkeit 1, Pr(Ω) = 1.
• Die Wahrsheinlihkeit einer Vereinigung abzählbar vieler disjungter Ereignisse istdie Summe der Wahrsheinlihkeiten der Einzelereignisse (σ-Additivität)

Pr(A1 ∪ A2 ∪ · · ·) =
∑

Pr(Ai) falls Ai ∩ Aj = ∅.
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KAPITEL 3. HOCHDIMENSIONALE INTEGRALE 3.3. Wahrsheinlihkeiten 44Aus diesen Kolmogorowshen Axiomen folgen zum Beispiel die Eigenshaften
Pr(Ω\A) = 1 − Pr(A) und Pr(A1 ∪ A2) = Pr(A1) + Pr(A2) − Pr(A1 ∩ A2).Das zufällige Ergebnis X : Ω → R heisst Zufallsvariable mit Erwartungswert (Mittelwert)

〈X〉 =
∑

w∈Ω

X(w) · Pr[w] =
∑

x∈X(Ω)

x ·
∑

w∈Ω
X(w)=x

Pr[w] =
∑

x∈X(Ω)

x · PX(x), (3.41)wobei Pr[w] die Wahrsheinlihkeit für das Ereignis w ist und
PX(x) = Pr

(
X−1(x)

) (3.42)die Wahrsheinlihkeit dafür angibt, dass X den Wert x annimmt. Der mittlere Wertbei einer wiederholten Messung von X ist gerade 〈X〉. Die Wahrsheinlihkeit dafür, einErgebnis im Intervall ∆ zu �nden ist
PX(∆) =

∑

x∈∆

PX(x). (3.43)Ist X eine stetige reellwertige Zufallsvariable, dann wird PX zu einer Wahrsheinlihkeits-dihte und
PX(∆) =

∫

∆

PX(x) dx. (3.44)Für eine stetige Funktion f ist der Erwartungswert der Zufallsvariablen f(X) gleih
〈f(X)〉 =

∑

w∈Ω

f (X(w)) =
∑

x∈X(Ω)

f(x) · PX(x). (3.45)Für beliebige Zufallsvariablen X1, . . . , XN ist der Erwartungswert linear,
〈X〉 = 〈X1〉 + . . . + 〈XN〉. (3.46)Sie heissen unabhängig, wenn die Wahrsheinlihkeit für die Ereignisse w mit Xi(w) = xifür beliebige Ergebnisse x1, . . . , xN faktorisiert,

Pr
({

w|X1(w) = x1, . . . , XN(x) = xN

})
= PX1(x1) · · ·PXN

(xN). (3.47)Nah dieser De�nition kann X nur unabhängig von X sein, wenn PX(x) ∈ {0, 1} für alle
������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 3. HOCHDIMENSIONALE INTEGRALE 3.3. Wahrsheinlihkeiten 45
x gilt. Die erzeugende Funktion von unabhängigen Zufallsvariablen faktorisiert,

〈
ei(t1X1+...+tN XN )

〉
=

∑

w

ei(t1x1+...+tN xN )Pr
({

w|X1(w) = x1, . . . , XN(x) = xN

})

=
∑

x1,...,xN

N∏

k=1

eitkxkPXk
(xk) =

〈
eit1X1

〉
· · ·
〈
eitN XN

〉
. (3.48)Daraus folgt für t = t1 = . . . = tN eine nützlihe Gleihung für die erzeugende Funktionder verbundenen Korrelationen unabhängiger Zufallsvariablen,

log
〈
eitX

〉
=

N∑

i=1

log
〈
eitXi

〉
, X = X1 + . . . + XN . (3.49)Leiten wir zweimal nah t ab und setzen danah t = 0, so ergibt sihVar[X] =

N∑

i=1

Var[Xi], Var[X] ≡
〈
(∆X)2

〉
= 〈X2〉 − 〈X〉2, (3.50)wobei ∆X die Zufallsvarialbe X −〈X〉 bezeihnet. Die Varianz der Summe von unabhän-gigen Zufallsvariablen Xi ist gleih der Summe der Varianzen der Xi.Satz [Markov℄ Sei X eine Zufallsvariable, die nur niht-negative Werte annimmt. Danngilt für alle t ∈ R+

P [X ≥ t] ≤ 1

t
〈X〉. (3.51)Der Beweis ist niht sehr shwierig,

〈X〉 =
∑

x≥0

x · PX(x) ≥
∑

x≥t

x · PX(x) ≥
∑

x≥t

t · PX(x)

= t
∑

x≥t

PX(x) = t · P [X ≥ t].Aus der Markovshen Ungleihung ergibt sih die nützlihe Chebyshevshe Shranke fürdie mittlere Abweihung einer reellwertigen Zufallsvariablen von ihrem Mittelwert,Satz [Chebyshev℄ Sei X eine Zufallsvariable und t ∈ R+. Dann gilt
P
[
|∆X| ≥ t

]
≤ 1

t2
Var[X]. (3.52)
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KAPITEL 3. HOCHDIMENSIONALE INTEGRALE 3.3. Wahrsheinlihkeiten 46Der Beweis dieser Ungleihung ist ein Einzeiler,
P [|∆X| ≥ t] = P

[
(∆X)2 ≥ t2

] (3.51)

≤ Var[X]

t2
.Ein sehr wihtiges Theorem ist dasSatz [Gesetz der groÿen Zahlen℄ Gegeben sei eine Zufallsvariable X. Ferner seien

ǫ, δ > 0 beliebig aber fest. Setzt man
K :=

Var[X]

ǫ · δ2
= onst, (3.53)dann gilt für alle N ≥ K: Sind X1, . . . , XN unabhängige Zufallsvariablen mit derselbenVerteilung wie X und setzt man Z = (X1 + . . . + XN)/N . Dann gilt

P
[
|∆Z| ≥ δ

]
≤ ǫ. (3.54)Beweis: O�ensihtlih ist

〈Z〉 =
1

N

∑

〈Xi〉 = 〈X〉 und Var[Z] =
1

N2

∑Var[Xi] =
Var[X]

N
.Die letzte Ungleihung ist für sih interessant. Es ist das berühmte Quadratwurzelgesetzfür die relativen Shwankungen,

√Var[Z]

〈Z〉 ≤ 1

N

√Var[X]

〈X〉 . (3.55)Die Gröÿenordnung der relativen Shwankungen von Z ist somit von O(N−1/2). Bei einergroÿen Menge von Xi (Systemen) dürfen wir infolgedessen die Shwankungen vernahläs-sigen. Mit der Chebyshev-Ungleihung erhalten wir mit Hilfe der vorletzten Gleihung
P [|∆Z| ≥ δ] ≤ Var[Z]

δ2
=

Var[X]

N · δ2
≤ ǫ. (3.56)Sei nun Xi eine Folge unabhängiger, gleihverteilter Zufallsvariablen mit vershwindendenMittelwerten und Kovarianzmatrix 〈XiXj〉 = δijσ

2, und sei
YN =

1√
N

N∑

i=1

Xi. (3.57)
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KAPITEL 3. HOCHDIMENSIONALE INTEGRALE 3.4. Programme für Kapitel 3 47Die Erzeugende Funktion für YN berehnet sih zu
〈
eitYN

〉
=

N∏

i=1

〈

exp

(

i
t√
N

Xi

)〉

=

〈

1 + i
t√
N

X1 −
1

2

t2

N
X2

1 +
1

O(N3/2)

〉N
N→∞−→ exp

(

−1

2
t2σ2

)

.Andererseits ist die erzeugende Funktion einer Gauÿshen Zufallsvariable mit Mittel mund Varianz (Streuungsquadrat) σ2

1√
2π σ

∫

dx e−(x−m)2/2σ2

eitx = exp

(

imt − 1

2
t2σ2

)

.Ein Vergleih zeigt, dass für grosse N die Zufallsvariablen YN Gauÿverteilt sind mit Mittel
0 und Varianz σ2.3.4 Programme für Kapitel 3Hier �nden sie die im Kapitel über �Hohdimensionale Integrale� benutzten Programme1dintegral,, hitmissflaehe., gaussdistr. und samplingflaehe.1dintegral.: Dieses Programm berehnet das Integral ∫ exp(x) von 0 bis 1 für

ǫ ∈
{
10−n|n = 1, 2, . . . , 6

}
.mit dem Rehtek-, Trapez- und Simpsonverfahren sowie mit Hilfe der Monte-Carlo-Methode./∗ Programm 1 d i n t e g r a l . /∗ numerishe In t e g r a t i on von f ( x ) von \ a lpha b i s be ta/∗ mit v i e r versh iedenen Verfahren ∗/#inlude <std i o . h> #inlude <s t d l i b . h> #inlude <math . h>/∗ Hier d i e zu i n t e g r i e r end e Funktion e ingeben ∗/double f (double x){return exp (x ) ; }/∗ Zu f a l l s z a h l zwishen 0 und 1 ∗/double randa (void ){return (double ) rand ( ) / ( ( double )RAND_MAX) ; }int main (void ){ double eps i , Sum, I1 , I2 , I3 , I4 , x0 , x1 , x2 ; /∗ I n t e g r a t i on s g r en z en ∗/������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 3. HOCHDIMENSIONALE INTEGRALE 3.4. Programme für Kapitel 3 48double alpha=0,beta=1;long N, i ,M=0;for (N=10;N<1000001;N∗=10){ M=M+1; ep s i=(beta−alpha )/N;Sum=0;/∗ e in fahe Methode ∗/for ( i =0; i<N; i++){x0=alpha+ep s i ∗ i ;Sum=Sum+f ( x0 ) ; }I1=Sum∗ ep s i ;/∗ Trapezrege l ∗/Sum=0;for ( i =0; i<N; i++){x0=alpha+ep s i ∗ i ; x1=x0+ep s i ;Sum=Sum+( f ( x0)+ f ( x1 ) ) / 2 . 0 ; }I2=Sum∗ ep s i ;/∗ Simpson−Methode ∗/Sum=0;for ( i =0; i<N−1; i=i +2){x0=alpha+ep s i ∗ i ; x1=x0+ep s i ; x2=x1+ep s i ;Sum=Sum+( f ( x0 )+4.0∗ f ( x1)+ f ( x2 ) ) / 3 . 0 ; }I3=Sum∗ ep s i ;/∗ Monte−Carlo−Methode ∗/Sum=0;for ( i =0; i<N; i++){x0=randa ( ) ; Sum=Sum+f ( x0 ) ; }I4=ep s i ∗Sum;p r i n t f ( "%i   %.6 f   %.6 f   %.6 f   %.6 f  \n" ,M, I1 , I2 , I3 , I4 ) ;}return 0 ; }hitmiss�aehe.: Das Programm berehnet die Flähe unter einer Funktion mit Hilfeder �Hit-or-Miss� Monte-Carlo Methode. Naiv und mit Verbesserung./∗ Programm h i tm i s s f l a e  h e . /∗ I n t e g r a t i on von f ( x )/∗ mit h i t−or miss−Verfahren ∗/#inlude <std i o . h>#inlude <s t d l i b . h>#inlude <math . h>#inlude <time . h>#define M 10000001 /∗ Anzahl Versuhe ∗//∗ Hier d i e zu i n t e g r i e r end e Funktion e ingeben ∗/double f (double x){return x∗x∗exp (x)/(1−x+x∗exp (x ) ) ; }/∗ Funktion fuer v e r b e s s e r t e s Verfahren ∗/double g (double x){return x∗x∗exp (x)/(1−x+x∗exp (x))−x∗x ; }������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 3. HOCHDIMENSIONALE INTEGRALE 3.4. Programme für Kapitel 3 49int main (void ){double sum1 , sum2 , I1 , I2 , s ig1 , s ig2 , x , y ;long n ,m;srand48 ( time (NULL) ) ;for (m=10;m<M;m∗=10){sum1=0;sum2=0;for (n=1;n<m+1;n++){x=drand48 ( ) ; y=drand48 ( ) ;i f (y<f ( x ) ) sum1=sum1+1;i f (y<g (x ) ) sum2=sum2+1;} ;I1=sum1/m; I2=sum2/m;s i g 1=sq r t ( I1 ∗(1− I1 )/m) ; s i g 2=sq r t ( I2∗(1− I2 )/m) ;n=(int ) log10 (m) ;/∗ Ausgabe in TeX−array−Format ∗/p r i n t f ( "%i&%.6 f&%.6 f&%.6 f&%.6 f&%.6 f&%.6 f \\\\ \n" ,n , I1 ,0.376370− I1 , s ig1 ,1/3.0+ I2 ,0.043037− I2 , s i g 2 ) ;} ;return 0 ;}gaussdistr.: Das Programm berehnet die Verteilung der Summe von 10, 50 und 100Zufallszahlen. Zur Bestimmung der Verteilung werden jeweils 1 Million Versuhe gemaht.Aus den zufälligen Werten für s wird ein Histogramm erstellt und im array mean[100℄gespeihert. Wir haben die Zufallsvariable s mit 2m reskaliert, so dass das Maximum derVerteilung bei 1/2 liegt./∗ Programm gau s s d i s t r . /∗ Summe von M Zu f a l l s z a h l e n/∗ im I n t e r v a l l [ 0 , 1 ℄ ∗/#inlude <std i o . h>#inlude <s t d l i b . h>#inlude <math . h>#inlude <time . h>#define PI 3.1415926#define ANZ 10 /∗ Wievie l e Zu f a l l s z a h l e n add i e r t werden ∗/#define M 1000000 /∗ Anzahl MC−I t e r a t i on en ∗/int main (void ){ double sum ,mean [ 1 0 0 0 ℄ ;double dM=100.0/(double )M; /∗ S k a l i e r u n g s f a k t o r 100 ∗/int i , j , sumi ;/∗ I n i t i a l i s i e r u n g ∗/for ( i =0; i <100; i++)mean [ i ℄=0; sum=0; srand48 ( time (NULL) ) ;/∗ M−fahe Wiederholung des Experiments ∗/for ( i =0; i<M; i++)������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 3. HOCHDIMENSIONALE INTEGRALE 3.4. Programme für Kapitel 3 50{sum=0;/∗ Summe von ANZ Zu f a l l s z a h l e n in jedem Experiment ∗/for ( j =0; j<ANZ; j++)sum=sum+drand48 ( ) ;/∗ 100 Bins fue r Histogram ∗/sumi=( int ) (100 .0∗ sum/ANZ) ;++mean [ sumi ℄ ;} ;for ( i =30; i <70; i=i +2)p r i n t f ( "(%i ,%.2 f ) " , i ,mean [ i ℄∗dM) ;puts ( " " ) ;for ( i =30; i <70; i=i +2){sum=i −49.5;p r i n t f ( "(%i ,%.2 f ) " , i , s q r t (6∗ANZ/PI )∗ exp(−6∗ANZ∗sum∗sum∗dM) ) ;} ;puts ( " " ) ;return 0 ;}sampling�aehe.: Beim important sampling zur Berehnung von Integralen werdenbevorzugt Punkte mit groÿem Integranden berüksihtigt und dies verringert die Varianzder einzelnen Shätzung. Das Programm samplingflaehe. berehnet mit Hilfe desMetropolis-Algorithmus das eigentlihe Integral
128 ·

∫ 1

0
dxdydz x3y2z exp (−x2 − y2 − z2)
∫ 1

0
dxdydz exp (−x2 − y2 − z2)

≈ 2.4313142./∗ Pogramm samp l ing f l a e h e . /∗ Berehnet 3−d I n t e g r a l mit important sampl ing .#in lude <s t d i o . h>#in lude <s t d l i b . h>#in lude <math . h>#in lude <time . h>#de f i n e M 100000 /∗ Anzahl gemessener MC−I t e r a t i on en ∗/#define MA 1000 /∗ j ede MA' t e Konf igurat ion gemessen ∗//∗ Ver t e i l ung ∗/double P(double ∗x){return exp(−x [ 0 ℄ ∗ x [0℄−x [ 1 ℄ ∗ x [1℄−x [ 2 ℄ ∗ x [ 2 ℄ ) ; }/∗ Funktion ∗/double f (double ∗x){return 128 .0∗x [ 0 ℄ ∗ x [ 0 ℄ ∗ x [ 0 ℄ ∗ x [ 1 ℄ ∗ x [ 1 ℄ ∗ x [ 2 ℄ ; }int main (void ){ double I , Sum, x [ 3 ℄ , y [ 3 ℄ ;long i , j ;������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 3. HOCHDIMENSIONALE INTEGRALE 3.5. Aufgaben 51srand48 ( time (NULL) ) ;Sum=0; x [0 ℄= drand48 ( ) ; x [1 ℄= drand48 ( ) ; x [2 ℄= drand48 ( ) ;for ( i =1; i<M+1; i++){ for ( j =0; j<MA; j++){ y [0℄= drand48 ( ) ; y [1 ℄= drand48 ( ) ; y [2 ℄= drand48 ( ) ;i f (P(y)>P(x)∗ drand48 ( ) ){ x [0 ℄=y [ 0 ℄ ; x [1 ℄=y [ 1 ℄ ; x [2 ℄=y [ 2 ℄ ; } ;} ;Sum=Sum+f (x ) ; I=Sum/ i ;i f ( i %5000==0)p r i n t f ( " i  = %ld ,  I  = %.5 f   Fehler  = %.5 f \n" , i , I ,2.4313142− I ) ;} ;return 0 ;}3.5 AufgabenAufgabe 7: Numerishe Berehnung von IntegralenBerehnen Sie mit Hilfe der Simpson-Regel das Integral
∫ 1

0

dx exund vergleihen Sie mit dem exakten Resultat.
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