
Kapitel 2PfadintegraleAus Ihren bisherigen Vorlesungen kennen Sie die Formulierungen der Quantenmehanikvon Heisenberg, Shrödinger und Kollegen. Bereits 1933 spekulierte Dira, ob dieklassishe Wirkung in der Quantenmehanik eine ähnlih wihtige Rolle spielen könntewie in der klassishen Mehanik [7℄. Er glaubte, daÿ die Wahrsheinlihkeitsamplitude fürdie Propagation von q nah q′ in der Zeit t,
K(t, q′, q) = 〈q′|e−iHt/h̄|q〉 (2.1)gegeben ist durh
K(t, q′, p) ∝ eiS[qcl]/h̄, (2.2)wobei qcl die klassishe Bahn von q nah q′ in der Zeit t bezeihnet. Der Exponent ist di-mensionslos, da h̄ die Dimension einer Wirkung hat. Für ein freies Teilhen mit Hamilton-und Lagrangefunktion

H0 =
1

2m
p2 und L0 =

m

2
q̇2 (2.3)kann man die obige Formel leiht nahprüfen: Freie Teilhen bewegen sih längs Geradenund der zur Zeit 0 bei q beginnende und zur Zeit t bei q′ endende Weg ist

qcl(s) =
1

t
{sq′ + (t− s)q} =⇒ S[qcl] =

∫ t

0

dsL0[qcl(s)] =
m

2t
(q′ − q)2 .Dies führt auf die Amplitude

K0(t, q
′, q) ∝ eim(q′−q)2/2h̄t.6



KAPITEL 2. PFADINTEGRALE 7Der Proportionalitätsfaktor ist bestimmt durh die Bedingung e−iHt/h̄ t→0−→ 1, welhe inder Ortsdarstellung die Form
lim
t→0

K(t, q′, q) = δ(q′, q) (2.4)annimmt. Er ist auh bestimmt durh die Eigenshaft e−iHt/h̄e−iHs/h̄ = e−iH(t+s)/h̄ mit derentsprehenden Form in der Ortsdarstellung,
∫

duK(t, q′, u)K(s, u, q) = K(t+ s, q′, q). (2.5)Auf diese Weise �ndet man den korrekten Propagator für ein freies Teilhen,
K0(t, q

′, q) =
( m

2πih̄t

)1/2

eiS[qcl]/h̄. (2.6)Ähnlihe Resultate erhält man für Systeme in denen 〈q̂〉 die klassishe Bewegungsglei-hung erfüllt, d.h. Systeme für die gilt 〈V ′(q̂)〉 = V ′(〈q̂〉). Für nihtlineare Systeme muÿdie Formel (2.6) modi�ziert werden. 1948 gelang es Feynman shlieÿlih, das DirasheResultat auf allgemeinere Systeme zu erweitern [8℄. Er fand eine alternative Formulierungder Quantenmehanik, aufbauend auf der Tatsahe, daÿ der Propagator als Summe derAmplituden aller Wege (und niht nur der klassishen) von q nah q′ geshrieben werdenkann. In der Quantenmehanik kann ein Teilhen auf beliebigen Wegen q(s) vom Anfangs-zum Endpunkt gelangen,
q(0) = q und q(t) = q′. (2.7)Die Amplitude für einen einzelnen Weg ist ∼ exp

(

iS[Weg]/h̄) und die Amplitude für alleWege ist nah den Regeln der Quantenmehanik die Summe der einzelnen Amplituden,
K(t, q′, q) ∼

∑

alle Wege

eiS[Weg]/h̄. (2.8)Bei der Untersuhung von stohastishen Prozessen beshäftigte sih Wiener shon frü-her mit der Summe über alle Wege [13℄. Dabei wurde dem einzelnen Weg aber eine reelleund positive Wahrsheinlihkeit und niht eine komplexe Amplituden zugeordnet. DasWienershe Wegintegral entspriht dem Feynman Wegintegral für �imaginäre Zeiten�und�ndet seine Anwendungen in der statistishen Physik. Die Wegintegralmethode gestatteteine einheitlihe Sihtweise auf Quantenmehanik, Quantenfeldtheorie und statistisheMehanik und ist ein unersetzlihes Werkzeug in der modernen theoretishen Physik. Sieist ein alternativer Zugang zur kanonisher Quantisierung klassisher Systeme.������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 2. PFADINTEGRALE 2.1. Wiederholung der Quantenmehanik 8Sie feierte erste groÿe Erfolge in den 1950er Jahren und ist sehr shön und verständ-lih in Feynman's ursprünglihen Arbeit [8℄ und in seinem Buh mit Hibbs [14℄ darge-legt. Dieses Buh enthält auh viele Anwendungen und gilt heute immer noh als eineStandardreferenz. Funktionalintegrale wurden von herausragenden Mathematikern undPhysikern, und insbesondere von Ka, weiterentwikelt [15℄. Eine gute Referenz für dieseEntwiklung ist der Übersihtsartikel von Gelfand und Yaglom [16℄.Ih kann in dieser Vorlesung nur eine Einführung in Wegintegrale geben. Für ein tiefe-res Verständnis müssen sie die Literatur konsultieren. Es gibt viele gute Büher und Über-sihtsartikel über Wegintegrale. Einige sind in der Literaturliste angegeben. Insbesonderedie Zitate [17℄-[21℄ enthalten einführendes Material.Etwa alle zwei Jahre wird an unserer Fakultät eine Vorlesung über Pfadintegrale ange-boten. Zur Vorlesung im Wintersemester 2001/2002 existiert ein Skript, welhes Sie unterhttp://www.tpi.uni-jena.de/� wipf/hpwipf.html, über den Link leture notes inps.gz format abrufen können. Das vorliegende Kapitel ist eine verkürzte und übersetzteVersion von Teilen des Skriptes.2.1 Wiederholung der QuantenmehanikBekanntlih gibt es zwei Zugänge zur Quantisierung eines klassishen Systems - kano-nishe Quantisierung und Pfadintegral Quantisierung. Ih gehe davon aus, daÿ sie mitder ersten, also Shrödingers Wellenmehanik und Heisenbergs Matrizenmehanik, ver-traut sind. Trotzdem wiederhole ih nohmals die wesentlihen Shritte der kanonishenQuantisierung.Ein klassishes System wird beshrieben durh seine Koordinaten {qi} und Impulse
{pi} im Phasenraum Γ. Observablen sind Funktionen O : Γ → R . Die Energie H(q, p) istein wihtiges Beispiel. Es existiert eine symplektishe Struktur auf Γ, d.h. lokal existierenKoordinaten mit Poisson-Klammern

{qi, pj} = δi
j , (2.9)und diese Struktur wird mit Hilfe der Derivationsregel {OP,Q} = O{P,Q}+{O,Q}P undder Antisymmetrie auf Observablen ausgedehnt. Die Zeitentwiklung einer Observablenist gegeben durḣ

O = {O,H}, e.g. q̇i = {qi, H} und ṗi = {pi, H}. (2.10)Nun �quantisieren� wir das System, indem wir Observablen durh hermiteshen Operato-
������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 2. PFADINTEGRALE 2.1. Wiederholung der Quantenmehanik 9ren auf einem Hilbertraum und Poisson-Klammern durh Kommutatoren ersetzen:
O(q, p) → Ô(q̂, p̂) und {O,P} −→ 1

ih̄
[Ô, P̂ ]. (2.11)Die Zeitentwiklung einer niht explizit zeitabhängigen Observablen ist im Heisenbergbilddurh die Heisenberggleihung

dÔ

dt
=
i

h̄
[Ĥ, Ô] (2.12)bestimmt. Speziell die Phasenraumkoordinaten (qi, pi) werden zu Operatoren mit einerZeitentwiklung gemäÿ

dq̂i

dt
=
i

h̄
[Ĥ, q̂i] und dp̂i

dt
=
i

h̄
[Ĥ, p̂i] mit [q̂i, p̂j] = ih̄δi

j.Für niht-relativistishe Teilhen mit Hamiltonoperator
Ĥ = Ĥ0 + V̂ , mit Ĥ0 =

1

2m

∑

p̂2
i (2.13)�ndet man die bekannten Bewegungsgleihungen

dq̂i

dt
=

p̂i

2m
und dp̂i

dt
= −V̂,i . (2.14)Die Observablen werden auf einem Hilbertraum H, dessen Elemente die Systemzuständeharakterisieren, dargestellt,

Ô(q̂, p̂) : H −→ H. (2.15)Für ein in einer Dimension gefangene Teilhen ist der Hilbertraum H = L2(R ) und in derOrtsdarstellung haben Ort- und Impulsoperator die Darstellung
(q̂ψ)(q) = qψ(q) und (p̂ψ)(q) =

h̄

i
∂qψ(q). (2.16)In Experimenten werden Matrixelemente von Observablen gemessen, zum Beispiel derErwartungswert des der Observablen zugeordneten Operators Ô in einem gegebenen Zu-stand |ψ〉. Die Zeitabhängigkeit des Erwartungswertes 〈ψ|Ô(t)|ψ〉 folgt dann aus denHeisenberg-Gleihungen (2.12). Im Folgenden kennzeihnen wir Operatoren nur noh beiBedarf mit einem Hut.Wehselt man mit einer (zeitabhängigen) Ähnlihkeitstransformation vom Heisenberg-������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 2. PFADINTEGRALE 2.1. Wiederholung der Quantenmehanik 10ins Shrödingerbild ,
Os = e−itH/h̄O eitH/h̄ und |ψs〉 = e−itH/h̄|ψ〉, (2.17)dann werden Observablen zeitunabhängig,
d

dt
Os = e−itH/h̄

(

− i

h̄
[H,O] +

d

dt
O

)

eitH/h̄ = 0.Der Hamilton-Operator ändert allerdings niht, Hs = H . Nah Konstruktion bleiben auhErwartungswerte invariant,
〈ψ|O(t)|ψ〉 = 〈ψs(t)|Os|ψs(t)〉. (2.18)Nah der Transformation {O(t), |ψ〉} −→ {Os, |ψs(t)〉} ins Shrödingerbild entwikeln sihdie Zustände gemäÿ der Shrödingergleihung

ih̄
d

dt
|ψs〉 = H|ψs〉 ⇐⇒ |ψs(t)〉 = e−itH/h̄|ψs(0)〉. (2.19)In der Ortsdarstellung hat diese formale Lösung die Form

ψs(t, q
′) ≡ 〈q′|ψs(t)〉 =

∫

〈q′|e−itH/h̄|q〉〈q|ψs(0)〉dq

≡
∫

K(t, q′, q)ψs(0, q)dq. (2.20)Dabei benutzten wir die Zerlegung der Eins,
∫

dq |q〉〈q| = 1, (2.21)und führten den Kern für die unitäre Zeitentwiklung ein,
K(t, q′, q) = 〈q′|e−itH/h̄|q〉 (2.22)Hier ist K(t, q′, q) die Wahrsheinlihkeitsamplitude für die Propagation von q zur Zeit 0nah q′ zur Zeit t. Man shreibt auh
K(t, q′, q) ≡ 〈q′, t|q, 0〉. (2.23)

������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 2. PFADINTEGRALE 2.2. Feynman-Ka Formel 11Diese Amplitude erfüllt die zeitabhängige Shrödingergleihung
ih̄
d

dt
K(t, q′, q) = HK(t, q′, q), (2.24)wobei H auf q′ wirkt, und die Anfangsbedingung

lim
t→0

K(t, q′, q) = δ(q′ − q). (2.25)Der Propagator K ist durh diese beiden Bedingungen eindeutig bestimmt. Zum Beispielhat für das niht-relativistishe freie Teilhen in d Dimensionen mit Hamiltonoperator H0in (2.13) der Propagator die explizite Form
K0(t, q

′, q) = 〈q′|e−itH0/h̄|q〉 =
( m

2πih̄t

)d/2

eim(q′−q)2/2h̄t, q, q′ ∈ R d. (2.26)Speziell in einer Dimension ist
K0(t, q

′, q) =
( m

2πih̄t

)1/2

eim(q′−q)2/2h̄t. (2.27)Nah diesen Vorbereitungen kommen wir nun zur Pfadintegraldarstellung des Propagatorsfür ein Quantensystem mit Hamiltonoperator H .2.2 Feynman-Ka FormelIn diesem Abshnitt leiten wir die Feynmanshe Pfadintegraldarstellung für den unitärenZeitentwiklungsoperator exp(−iHt) und die Ka'she Pfadintegraldarstellung für denpositiven Operator exp(−Hτ) ab.Wir werden die Produktformel von Trotter benötigen. Für Matrizen wurde sie bereitsvon Lie bewiesen, und in dieser Version lautet sie:Satz von Lie Für zwei Matrizen A und B gilt
eA+B = lim

n→∞

(

eA/neB/n
)n
.Wir beweisen diese einfahe Formel. Mit den De�nitionen Sn := exp[(A + B)/n] und

Tn := exp[A/n] exp[B/n] können wir shreiben
‖eA+B −

(

eA/neB/n
)n‖ = ‖Sn

n − T n
n ‖

= ‖Sn−1
n (Sn − Tn) + Sn−2

n (Sn − Tn)Tn + · · ·+ (Sn − Tn)T n−1
n ‖.������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 2. PFADINTEGRALE 2.2. Feynman-Ka Formel 12Die Norm eines Produktes ist kleiner gleih dem Produkt der Normen, und deshalb gilt
‖ exp(X)‖ ≤ exp(‖X‖). Mit der Dreieksungleihung folgt dann

‖Sn‖, ‖Tn‖ ≤ a1/n mit a = e‖A‖+‖B‖,und damit
‖Sn

n − T n
n ‖ ≤ n · a(n−1)/n‖Sn − Tn‖.Benutzen wir noh Sn−Tn = −[A,B]/2n2+O(1/n3), so ist die Produktformel für Matrizenbewiesen.Der Satz gilt allerdings auh für unbeshränkte selbstadjungierte Operatoren A,B fürdie A + B auf dem Durhshnitt ihrer De�nitionsbereihe (wesentlih) selbstadjungiertist:Satz von Trotter: Sind A,B selbstadjungierte Operatoren und ist A + B (wesentlih)selbstadjungiert auf dem Durhshnitt D ihrer De�nitionsbereihe, so gilt

e−it(A+B) = s− lim
n→∞

(

e−itA/ne−itB/n
)n
. (2.28)Sind A und B zusätzlih nah unten beshränkt, dann gilt auh

e−τ(A+B) = s− lim
n→∞

(

e−τA/ne−τB/n
)n
. (2.29)Der starke Limes bedeutet, daÿ die Konvergenz für alle Zustände ψ ∈ D gilt. Die For-mel (2.28) wird in der Quantenmehanik gebrauht, die Formel (2.29) dagegen in derstatistishen Mehanik sowie euklidishen Formulierung der Quantenmehanik [22, 23℄.Nun nehmen wir an, daÿ H = H0 + V ist und wenden die Produktformel (2.28) auf(2.22) an. Mit ǫ = t/n und h̄ = 1 erhalten wir

K(t, q′, q) = lim
n→∞

〈

q′|
(

e−iǫH0e−iǫV
)n |q

〉

= lim
n→∞

∫

dq1 · · · dqn−1

j=n−1
∏

j=0

〈qj+1|e−iǫH0e−iǫV |qj〉, (2.30)wobei wir ∫ dqj |qj〉〈qj | = 1 benutzten sowie q = q0 und q′ = qn setzten. Das Potential Vist diagonal in der Ortsdarstellung, so daÿ
〈qj+1|e−iǫH0e−iǫV |qj〉 = 〈qj+1|e−iǫH0|qj〉 e−iǫV (qj). (2.31)Jetzt setzen wir für den Propagator des freien Teilhens mit Hamiltonoperator H0 das������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 2. PFADINTEGRALE 2.2. Feynman-Ka Formel 13Resultat (2.26) ein. Es folgt
K(t, q′, q) = lim

n→∞

∫

dq1 · · ·dqn−1

( m

2πiǫ

)n/2

· exp

{

iǫ

j=n−1
∑

j=0

[

m

2

(

qj+1 − qj
ǫ

)2

− V (qj)

]}

. (2.32)Diese Feynman-Ka Formel liefert die gesuhte Pfadintegraldarstellung für den Zeitent-wiklungskern.Um zu sehen, warum die rehte Seite Pfad- oder Wegintegral heiÿt, verbinden wir diePunkte q = q0, q1, . . . , qn−1, qn = q′ mit Streken, so daÿ wir einen Weg bestehend auskleinen Geradenstüken erhalten, wie in der folgenden Abbildung gezeigt.
q

0 ǫ 2ǫ

s

t=nǫ

bq=q0

q1
q2 bq′=qn

Wir unterteilen das Intervall [0, t] in n gleih lange Teilintervalle der Länge ǫ = t/n undidenti�zieren qk mit q(s=kǫ). Dann ist der Exponent in (2.32) das Riemannshe Integralfür die klassishe Wirkung eines sih längs des stükweise geraden Weges bewegendenPunktteilhens,
j=n−1
∑

j=0

ǫ

[

m

2

(

qj+1 − qj
ǫ

)2

− V (qj)

]

=

t
∫

0

ds

[

m

2

(

dq

ds

)2

− V
(

q(s)
)

]

. (2.33)Das n− 1-fahe Integral ∫ dq1 . . . dqn−1 ist dann die Summe über alle stükweise geradenWege von q nah q′. Da jeder stetige Weg von q nah q′ durh einen stükweise geradenWeg approximiert werden kann und da wir den Kontinuumslimes n→ ∞ beziehungsweise
ǫ→ 0 vollführen, können wir das Integral als Summe über alle Wege ansehen, die zur Zeit
t = 0 bei q beginnen und zur Zeit t bei q′ enden. Setzen wir noh

( m

2πiǫ

)n/2

= C (2.34)mit einer Konstanten C, welhe zu einem unitären Zeitentwiklungskern Anlaÿ gibt, dann�nden wir������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 2. PFADINTEGRALE 2.3. Euklidishes Pfadintegral 14
K(t, q′, q) = C

∫ q(t)=q′

q(0)=q

Dq eiS[q]/h̄. (2.35)Das formale Maÿ Dq ist über den Grenzprozess (2.32) erklärt. Da das unendlihe Produktvon Lebesquemaÿen niht existiert, hat D keine präzise mathematishe Bedeutung. Aberman kann ein Maÿ auf allen Wegen de�nieren, wenn man das Pfadintegral zu imaginärenZeiten fortsetzt.Die Formel (2.35) gilt auh für Teilhen, die sih in mehr als einer Dimension bewegen,oder für allgemeinere Systeme mit verallgemeinerten Koordinaten q1, . . . , qN . Für weitereEigenshaften des Pfadintegrals sowie Beispiele und Anwendungen verweise ih auf [24℄.2.3 Euklidishes PfadintegralDer oszillierende Integrand exp(iS) im Pfadintegral (2.35) führt auf Distributionen. Fallses gelingen würde, die Oszillationen zu unterdrüken, dann gäbe es vielleiht die Mög-lihkeit, ein wohlde�niertes Pfadintegral zu konstruieren. Dies mag erklären, warum inbeinahe allen rigorosen Arbeiten zum Pfadintegral eine imaginäre Zeit angenommen wird.Für imaginäre Zeiten kann in der Tat ein Maÿ auf allen Pfaden streng konstruiert werdenund die Konstruktion führt auf das Wiener-Maÿ. Mit einer sogenannten Wikdrehungwird also t zu imaginären Zeiten analytish fortgesetzt und bei der inversen Wikdrehungrotiert man wieder zurük zu reellen Zeiten. In der Praxis ersetzt man im Pfadintegral(2.35) die Zeit t durh −iτ , versuht das so erhaltene euklidishe Pfadintegral zu lösen,und ersetzt in der Lösung die imaginäre Zeit τ wieder durh it.2.3.1 Quantenmehanik für imaginäre ZeitenFür selbstadjungierte Hamilton-Operatoren hat der unitäre Zeitentwiklungsoperator dieSpektraldarstellung
U(t) = e−iHt =

∫

e−iEtdPE, (2.36)wobei PE die spektrale Familie von H ist. Der Träger des Integrales ist das Spektrum von
H . Für ein diskretes Spektrum ist PE der orthogonale Projektor auf den von allen Eigen-funktionen mit Energien ≤ E aufgespannten Unterraum von H. Wir wollen annehmen,daÿ der Hamilton-Operator nah unten beshränkt ist. Dann können wir eine Konstanteaddieren, so daÿ H ≥ 0 gilt und das Integral (2.36) von 0 bis ∞ geht. Jetzt ersetzen wir
������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 2. PFADINTEGRALE 2.3. Euklidishes Pfadintegral 15
t→ t− iτ mit dem Resultat

e−(τ+it)H =

∫ ∞

0

e−E(τ+it)HdPE. (2.37)Mit unseren Annahmen ist dies eine holomorphe Halbgruppe in der unteren komplexenHalbebene
{t− iτ ∈ C , τ ≥ 0}. (2.38)Kennen wir den Operator (2.37) auf der unteren imaginären Ahse (t = 0, τ ≥ 0), dannkönnen wir zur reellen Ahse (t, τ = 0) analytish fortsetzen. Wenn wir in der MinkowskiMetrik ds2 = dt2 − dx2 − dy2 − dz2 die Zeit fortsetzen, t → −iτ dann erhalten wir eineMetrik mit euklidisher Signatur. Deshalb nennt man die Theorie mit imaginärer Zeit ofteuklidishe Theorie. Streng genommen ist dieser Name nur für relativistishe Feldtheorien(und niht in der Quantenmehanik) angebraht.Die Entwiklungsoperatoren U(t) sind für alle reellen Zeiten de�niert und bilden eineeinparametrige unitäre Gruppe. U(t) erfüllt die Shrödingergleihung
i
d

dt
U(t) = HU(t)und der Kern K(t, q′, q) = 〈q′|U(t)|q〉 ist komplex und oszillierend.Für imaginäre Zeiten sind die �Entwiklungsoperatoren�
U(τ) = e−τH (2.39)hermitesh (und niht unitär) mit reellem Spektrum. Die U(τ) existieren für positive τund bilden eine Halbgruppe. Für beinahe alle Anfangsdaten ist eine Entwiklung in die�imaginäre Vergangenheit� allerdings unmöglih. U(τ) erfüllt eine Di�usionsgleihung,

d

dτ
U(τ) = −HU(τ), (2.40)mit einem für reelle Hamilton-Operatoren reellen Kern1

K(τ, q′, q) = 〈q′, τ | q, 0〉 = 〈q′|e−τH |q〉 mit K(0, q′, q) = δ(q′, q). (2.41)Der Kern ist strikt positiv:Satz: Das Potential V sei stetig und nah unten beshränkt, und H = −1
2
△ + V sei1Bei einer Kopplung an das magnetishe Feld wird H und damit U(τ) komplex.������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 2. PFADINTEGRALE 2.3. Euklidishes Pfadintegral 16wesentlih selbstadjungiert. Dann ist
〈q′|e−τH |q〉 > 0. (2.42)Für einen Beweis dieses Satzes verweise ih auf das Buh von Glimm und Jaffe [21℄,Seite 50. Zum Beispiel sind die Kerne für das freie Teilhen in d Dimensionen und fürimaginäre Zeiten

K0(τ, q
′, q) =

( m

2πτ

)d/2

e−m(q′−q)2/2τ (2.43)und den harmonishen Oszillator in d Dimensionen und für imaginäre Zeiten
Kω(τ, q′, q) =

( mω

2π sinhωτ

)d/2

exp

{

−mω
2

[

(q′
2
+ q2) cothωτ − 2q′q

sinhωτ

]

}

, (2.44)o�ensihtlih positiv. Diese Positivität ist wesentlih für die weitreihende Beziehung zwi-shen der euklidishen Quantenmehanik (Quantenfeldtheorie) und der Wahrsheinlih-keitstheorie. Die Gröÿe
P (τ, q) = C · 〈q, τ | 0, 0〉 = C ·K(τ, q, 0), (2.45)kann als Wahrsheinlihkeit für die Bewegung von 0 nah q im Zeitintervall τ interpretiertwerden2. Die Wahrsheinlihkeit dafür irgendwo zu landen muÿ Eins sein,

C ·
∫

dq 〈q, τ | 0, 0〉 = C ·
∫

dqK(τ, q, 0) = 1, (2.46)und diese Forderung legt C fest. Für ein freies Teilhen erhält man
Pτ (q) =

( m

2πτ

)d/2

e−mq2/2τ ,und dies ist die Wahrsheinlihkeitsdihte für die Brownshe Bewegung mit Di�usionsko-e�zient D = 1/2m.Vakuumerwartungswerte von Feldoperatoren an vershiedenen Raumzeitpunkten sindin einer Quantenfeldtheorie sehr wihtig und werden in dieser Vorlesung eine groÿe Rollespielen. In der Quantenmehanik haben diese Erwartungswerte die Form
W (n)(t1, . . . , tn) = 〈0| q(t1) · · · q(tn) |0〉 , q(t) = eitHq e−itH . (2.47)2Um die Notation einfah zu halten bezeihnet hier q und niht q′ den Endpunkt.������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 2. PFADINTEGRALE 2.3. Euklidishes Pfadintegral 17Diese nah Arthur Wightman benannten Funktionen ändern bei Vertaushung zweierArgumente, da Ortsoperatoren zu vershiedenen Zeiten niht vertaushen. Wir dürfenwieder annehmen, daÿ die Energie des Grundzustandes |0〉 vershwindet. Nun setzen wirdie Wightmanfunktionen zu komplexen Zeiten zi = ti − iτi fort,
W (n)(z1, . . . , zn) = 〈0| qe−i(z1−z2)Hqe−i(z2−z3)Hq · · · q e−i(zn−1−zn)Hq |0〉 . (2.48)Wir haben benutzt, daÿ H den Grundzustand annihiliert und deshalb exp(iζH) |0〉 = |0〉gilt. Hier müssen die Imaginärteile der zk geordnet sein,

ℑ(zk − zk+1) ≤ 0.Mit obiger De�nition der komplexen Zeiten zi folgt die Analyzität von W (n) im Gebiet
τ1 > τ2 . . . > τn. (2.49)Die Wightmanfunktionen für reelle Zeiten sind deshalb die Randwerte der analytishenWightmanfunktionen für komplexe Argumente

W (n)(t1, . . . , tn) = lim
ℑzi→0

ℑ(zk+1−zk)>0

W (n)(z1, . . . , zn). (2.50)Die Funktionen mit imaginären Argumenten heiÿen Shwingerfunktionen,
S(n)(τ1, . . . , τ2) = W (n)(−iτ1, . . . ,−iτn)

= 〈0| q e−(τ1−τ2)Hqe−(τ2−τ3)Hq · · · q e−(τn−1−τn)Hq |0〉 . (2.51)Wie sieht dies nun für den Oszillator mit (renormiertem) Hamilton-Operator
H = ωa†a,aus, wobei a und a† die bekannten Absteige- und Aufsteigeoperatoren sind,

q =
1√

2mω

(

a† + a
) und p = i

√

mω

2

(

a† − a
) mit [a, a†] = 1.Der Grundzustand |0〉 hat die Energie E0 = 0 und der erste angeregte Zustand |1〉 = a† |0〉die Energie E1 = ω. Die Zweipunkt-Wightmanfunktion hängt nur von der Zeitdi�erenz

t1 − t2 ab,
W (2)(t1 − t2) = 〈0| q(t1)q(t2) |0〉 =

1

2mω
〈0| (a+ a†)e−i(t1−t2)H(a+ a†) |0〉������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 2. PFADINTEGRALE 2.3. Euklidishes Pfadintegral 18
=

1

2mω
〈1| e−itωa†a |1〉 =

e−iω(t1−t2)

2mω
,und die zugehörige Shwingerfunktion hat die Form

S(2)(τ1 − τ2) =
e−ω(τ1−τ2)

2mω
. (2.52)In einer relativistishen Quantenfeldtheorie sind die Shwingerfunktionen S(n) invariantunter der euklidishen Lorentzgruppe SO(4) und S(n)(x1, . . . , xn) ist eine symmetrisheFunktion seiner Argumente xi ∈ R 4. In der Quantenmehanik ist dies niht der Fall.2.3.2 Das Pfadintegral für imaginäre ZeitenNun wollen wir die Pfadintegral-Formulierung der Quantenmehanik mit imaginärer Zeitformulieren. Wir erinnern daran, daÿ die Produktformel von Lie und Trotter (2.29) ausder Formel (2.27) hervorgeht, wenn man it durh τ ersetzt. Genauso wie im kanonishenZugang dreht man die reelle Zeit t mit einer Wikrotation in die imaginäre Zeit −iτ odereuklidishe Zeit τ . Dies ist allerdings nur statthaft, wenn H nah unten beshränkt ist.Mit denselben Argumenten wie in der Quantenmehanik mit reeller Zeit kann man die zu(2.32) analoge Formel für die euklidishe Zeit τ beweisen. Die einzige Änderung ist dieErsetzung von iǫ durh ǫ. Man �ndet

K(τ, q′, q) = 〈q′|e−τH/h̄|q〉 = lim
n→∞

∫

dq1 · · · dqn−1

( m

2πh̄ǫ

)n/2

e−SE(q0,q1,...,qn)/h̄mit SE(. . .) = ǫ

n−1
∑

j=0

{

m

2

(qj+1 − qj
ǫ

)2
+ V (qj)

}

, (2.53)wobei wieder q0 = q und qn = q′ gesetzt wurden.Die rehte Seite ist die Zustandssumme für ein System auf einem eindimensionalenGitter, dessen Gitterpunkte mit j bezeihnet sind. Auf jedem Gitterpunkt j ist eine reell-wertige Variable qj de�niert und die Wehselwirkung ist eine zwishen nähsten Nahbarn
qj und qj+1. Die Werte des Gitterfeldes

{0, 1, . . . , n− 1, n} −→ {q0, q1, . . . , qn−1, qn}werden am Rande des Gitters festgehalten, q0 = q und qn = q′. Das vielfahe Integral(2.53) entspriht der Summe über alle Gitterkon�gurationen. Mit dieser Interpretationwird h̄ zu einer Temperatur und der klassishe Grenzfall h̄→ 0 geht über in den Tieftem-peraturlimes des Gittersystems.Im Kontinuumslimes n → ∞ wird die rehte Seite in (2.53) zu einem euklidishen������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 2. PFADINTEGRALE 2.3. Euklidishes Pfadintegral 19Pfadintegral mit euklidisher Wirkung
SE [q] =

τ
∫

0

dσ
[1

2
mq̇ 2 + V (q(σ))

] (2.54)und positiven Kern
K(τ, q′, q) = 〈q′|e−τH/h̄|q〉 = C

∫ q(τ)=q′

q(0)=q

Dq e−SE [q]/h̄. (2.55)Die Kerne für das freie Teilhen und den harmonishen Oszillator wurden bereits in (2.43)und (2.44) angegeben.2.3.3 Pfadintegrale in der statistishen MehanikDie Pfadintegralformulierung führt unmittelbar zu einer Verbindung zwishen Quanten-mehanik und statistisher Mehanik. Die Zustandssumme ist ein Pfadintegral mit ima-ginärer Zeit.Die Spur des Operators K(τ) = exp(−τH/h̄), dessen Kern die Pfadintegraldarstellung(2.55) hat, ist gerade die kanonishe Zustandssumme zur Temperatur T = h̄/τ oder zurinversen Temperatur β,
Z(β) = tr e−βH =

∑

e−βEn =

∫

dq K(h̄β, q, q), β =
1

T
. (2.56)Im auftretenden Kern K ist q = q′ und deshalb wird in dessen Pfadintegraldarstellung(2.55) nur über periodishe Wege von q nah q integriert. Wegen der anshlieÿendenIntegration über q ergibt sih dann das Wegintegral über alle periodishen Wege,

Z(β) = C

∮

Dq e−SE [q]/h̄, q(h̄β) = q(0). (2.57)Im Folgenden setzen wir wieder h̄ = 1. Für den harmonishen Oszillator ist
K(β, q′, q) =

√

mω

2π sinh(ωβ)
exp

{

−mω
2

[

(q′
2
+ q2) coth(ωβ) − 2q′q

sinh(ωβ)

]

}

, (2.58)und die Zustandssumme hat die Form
Z(β) =

√

mω

2π sinh(ωβ)

∫

dq exp

{

−mω tanh(
1

2
ωβ)q2

}

������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II
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=

1

2 sinh(1
2
ωβ)

=
e−

1
2
ωβ

1 − e−ωβ
= e−

1
2
ωβ

∞
∑

n=0

e−nωβ, (2.59)wobei wir sinh x = 2 sinh x/2 · cosh x/2 benutzten. Vergleihen wir mit (2.56), so könnenwir die Energien des harmonishen Oszillators mit Kreisfrequenz ω ablesen,
En = ω

(

n+
1

2

)

, n = 0, 1, . . . . (2.60)Für groÿe ωβ, d.h. für sehr tiefe Temperaturen, wird die Summe (2.56) vom Beitragdes Grundzustandes dominiert, und entsprehend konvergiert die freie Energie gegen dieGrundzustandsenergie,
F (β) ≡ − 1

β
logZ(β)

ωβ→∞−→ E0. (2.61)Oft ist man an den Energien und Wellenfunktionen der angeregten Zustände interessiert.Wir diskutieren nun eine elegante Methode zur Berehnung dieser Gröÿen.2.3.4 Korrelationsfunktionen in der QuantenstatistikDie Energien der angeregten Zustände kann man aus den thermishen Korrelationsfunk-tionen zu imaginären Zeiten gewinnen. Dies sind Erwartungswerte von Produkten desOrtsoperators zu vershiedenen imaginären Zeiten,
qE(τ) = eτH/h̄q e−τH/h̄, qE(0) = q(0), (2.62)im kanonishen Ensemble,

〈

qE(τ1) · · · qE(τn)
〉

β
≡ 1

Z(β)
tr e−βHqE(τ1) · · · qE(τn), (2.63)wobei Z(β) die kanonishe Zustandssumme ist. Am absoluten Temperaturnullpunkt gehensie, wie wir gleih zeigen werden, in die Shwingerfunktionen über.Die Energielüke zwishen dem Grundzustand und dem ersten angeregten Zustandkann man aus der thermishen Zweipunktfunktion

〈qE(τ1)qE(τ2)〉β =
1

Z(β)
tr e−βHqE(τ1)qE(τ2)

=
1

Z(β)
tr e−(β−τ1)Hq e−(τ1−τ2)Hq e−τ2H (2.64)wie folgt gewinnen: Zur Berehnung der Spur verwenden wir die orthonormierten Energie-������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 2. PFADINTEGRALE 2.3. Euklidishes Pfadintegral 21Eigenzustände |n〉 und shieben den Einheitsoperator 1 =
∑ |m〉〈m| ein, mit dem Resul-tat

〈. . .〉β =
1

Z

∑

n,m

e−(β−τ1+τ2)Ene−(τ1−τ2)Em〈n|q|m〉〈m|q|n〉. (2.65)Für tiefe Temperaturen β → ∞ sind die Terme mit En, n 6= 0 exponentiell unterdrüktund die thermishe Zweipunktfunktion geht in die Shwingerfunktion über,
〈

qE(τ1)qE(τ2)
〉

β

β→∞−→
∑

m≥0

e−(τ1−τ2)(Em−E0)|〈0|q|m〉|2 = 〈0|qE(τ1)qE(τ2)|0〉. (2.66)Ganz analog �ndet man für die Einpunktfunktion
lim

β→∞
〈qE(τ)〉β = 〈0|q|0〉. (2.67)Die verbundene Zweipunktfunktion

〈qE(τ1)qE(τ2)〉c,β ≡
〈

qE(τ1)qE(τ2)
〉

β
−
〈

qE(τ1)
〉

β

〈

qE(τ2)
〉

β
(2.68)wird für groÿe Zeituntershiede τ1 − τ2 exponentiell klein,

lim
β→∞

〈qE(τ1)qE(τ2)〉c,β =
∑

m>0

e−(τ1−τ2)(Em−E0)|〈0|q|m〉|2, (2.69)da im Gegensatz zur Zweipunktfunktion der Term mitm = 0 niht vorkommt. Die verbun-dene Zweipunktfunktion ist die Zweipunktfunktion für den vershobenen Ortsoperator,
〈qE(τ1)qE(τ2)〉c,β ≡ 〈∆qE(τ1)∆qE(τ2)〉β ∆qE(τ) = qE(τ) − 〈qE(τ)〉β . (2.70)In der Störungstheorie tragen nur verbundene Feynmangraphen zu 〈. . .〉c bei. Für groÿeeuklidishe Zeitdi�erenzen τ1 − τ2 kann man nun die Energielüke und den Betrag desMatrixelementes 〈0|q|1〉 leiht ablesen,
〈qE(τ1)qE(τ2)〉c,β→∞ −→ e−(E1−E0)(τ1−τ2) |〈0|q|1〉|2 , τ1 − τ2 → ∞. (2.71)Als nähstes leiten wir die Pfadintegraldarstellung für die thermishen Korrelationsfunk-tionen ab. Wir lassen eine Zeitabhängigkeit von H zu. Wie beim Zeitentwiklungsoperatorberehnen wir zuerst das Matrixelement

〈q′|K(β)qE(τ1)qE(τ2)|q〉, mit qE(τ) = K(−τ)qK(τ). (2.72)������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 2. PFADINTEGRALE 2.3. Euklidishes Pfadintegral 22Hierin istK(τ) der euklidishe Propagator, dessen Kern die Pfadintegraldarstellung (2.55)hat. Wir shieben zweimal die Eins ein, so daÿ
〈. . .〉 =

∫

dvdu〈q′|K(β − τ1)|v〉v〈v|K(τ1 − τ2)|u〉u〈u|K(τ2)|q〉.Setzen wir für die Propagatoren das Resultat (2.55) ein, dann ist die Pfadintegraldarstel-lung der thermishen Zweipunktfunktion evident: Zuerst summieren wir über alle Wegevon q → u in der �imaginären� Zeit τ2 und anshlieÿend multiplizieren wir mit der Ko-ordinate u zur Zeit τ2. Danah summieren wir über alle Wege u → v in der Zeit τ1 − τ2und multiplizieren mit der Koordinate v zur Zeit τ1. Zum Shluÿ summieren wir nohüber alle Wege v → q′ in der Zeit β − τ1. Die Integration über die Zwishenorte u und
v bedeutet, daÿ über alle Wege q → q′ summiert wird und niht nur über Wege die zurZeit τ2 durh u und zur Zeit τ1 durh v gehen. Neben exp(−SE) enthält der Integrandden Faktor vu = q(τ1)q(τ2). Die gesamte Zeit ist β, so daÿ shlussendlih

〈q′|e−βĤ q̂E(τ1)q̂E(τ2)|q〉 = C ·
∫ q(β)=q′

q(0)=q

Dq e−SE [q]q(τ1)q(τ2), τ1 > τ2. (2.73)Zur Berehnung der Spur im thermishen Erwartungswert (2.64) setzen wir q = q′, inte-grieren über q und dividieren das Resultat durh die Zustandssumme Z(β). Im Pfadin-tegral bedeutet q = q′ und das Integral über q, daÿ wir über alle periodishen Wege mitPeriode β summieren,
〈q̂E(τ1)q̂E(τ2)〉β =

1

Z(β)

∮

Dq exp (−SE [q]) q(τ1)q(τ2),

Z =

∮

Dq exp(−SE [q]). (2.74)Bei der Anwendung der Trotter-Formel haben wir τ1 > τ2 vorausgesetzt.Die Pfadintegraldarstellung für die höheren zeitgeordneten thermishen Korrelations-funktionen erhält man analog. Sie können aus dem erzeugenden Kern
Z(β, j, q′, q) = C

q(β)=q′
∫

q(0)=q

Dq e−SE [q]+
R

j(τ)q(τ), (2.75)oder dem zugehörigen erzeugenden Funktional, der Zustandssumme in Gegenwart einer
������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II
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Z(β, j) =

∫

dqZ(β, j, q, q) = C

∮

q(0)=q(β)

Dq e−SE [q]+
R

j(τ)q(τ), (2.76)gewonnen werden. Man brauht diese nur genügend oft nah der Quelle j(τ) abzuleiten.So ist die thermishe Zweipunktfunktion (2.64) gleih
〈T q̂E(τ1)q̂E(τ2)〉β =

1

Z(β, 0)

δ2

δj(τ1)δj(τ2)
Z(β, j)

∣

∣

j=0
, (2.77)wobei T für die Zeitordnung steht. Beide Seiten stimmen für τ1 > τ2 überein und da dierehte Seite symmetrish in den Zeitargumenten ist, müssen wir auf der linken Seite dieZeitordnung einshieben. Wir erhielten die Zeitordnung natürlih auh wenn wir die obigeRehnung für τ2 > τ1 wiederholten.Die verbundenen Korrelationsfunktionen werden vom Logarithmus der Zustandssum-me, dem Shwingerfunktional

W (β, j) = logZ(β, j) (2.78)erzeugt. Für ein konservatives System mit zeitunabhängiger Quelle j ist W proportionalzur freien Energie. Die verbundenen Korrelationsfunktionen erhält man durh funktionaleAbleitungen des Funktionals,
〈T q̂E(τ1)q̂E(τ2) · · · q̂E(τn)〉c,β =

δn

δj(τ1) · · · δj(τn)
W (β, j)|j=0. (2.79)

2.4 Anhang A: Der harmonishe OszillatorNah Diskretisierung der euklidishen Zeit lautet die Pfadintegraldarstellung für die Zu-standssumme des harmonishen Oszillators mit Lagrangefunktion
L =

m

2
q̇2 + µq2 (A-1)auf dem Gitter mit Gitterkonstanten ǫ und n Stützstellen wie folgt,

Z =

∫

dq1 · · · dqn
( m

2πǫ

)n/2

exp

{

−ǫ
n−1
∑

j=0

[

m

2

(

qj+1 − qj
ǫ

)2

+ µq2
j

]}
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=

( m

2πǫ

)n/2
∫

dq1 · · · dqn exp

(

−1

2
(q , Aq)

)

. (A-2)Im ersten Integral ist q0 = qn und im zweiten haben wir die reguläre symmetrishe Matrix
A =

m

ǫ















α −1 0 · · · 0 −1

−1 α −1 · · · 0 0. . . . . . −1

−1 0 0 · · · −1 α















, α = 2
(

1 +
µ

m
ǫ2
)

, (A-3)eingeführt. Dies ist eine Toeplitz-Matrix mit denselben Elementen in jeder Nebendiago-nalen. Diese Eigenshaft folgt aus der Invarianz der Wirkung unter Gittertranslationen.Zur Berehnung von Momenten ist es vorteilhaft, von der erzeugenden Funktion
Z[j] =

( m

2πǫ

)n/2
∫

dnq exp

{

−1

2
(q , Aq) + (j , q)

}

=
(m/ǫ)n/2

√
detA

exp

{

1

2
(j , A−1j )} (A-4)Gebrauh zu mahen. Hier haben wir die als bekannt vorausgesetzte Formel für GauÿsheIntegrale zur Anwendung gebraht. Die Eigenwerte von A sind

λk =
m

ǫ

(

α− 2 cos
2π

n
k

)

=
2

ǫ

(

µǫ2 + 2m sin2 πk

n

)

, k = 1, . . . , n, (A-5)und die zugehörigen orthonormierten Eigenvektoren haben die Form
ψ(k) =

1√
n

(

zk, z2k, . . . , znk
)T mit z = e2πi/n. (A-6)Damit ergibt sih für die inverse Matrix

A−1 =
∑

k

ψ(k)ψ†(k)

λk

bzw. (

A−1
)

pq
=

ǫ

2n

n
∑

k=1

e2πik(p−q)/n

µǫ2 + 2m sin2 πk
n

. (A-7)Die verbundenen Korrelationenfunktionen des Oszillators
〈qi1 · · · qim〉 =

∂m

∂ji1 · · ·∂qim
logZ[j]

∣

∣

j=0
(A-8)

������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 2. PFADINTEGRALE 2.5. Aufgaben 25vershwinden für m > 2. Die einzige niht-vershwindende Funktion ist
〈qiqj〉c = 〈qiqj〉 =

∂2

∂ji∂jj

(j , A−1j ) =
(

A−1
)

ij
. (A-9)Es folgt insbesondere, daÿ unabhängig von i gilt

〈q2
i 〉 =

ǫ

2n

n
∑

k=1

1

µǫ2 + 2m sin2 πk
n

. (A-10)Zusammen mit dem Virialtheorem führt dieses Resultat auf die Grundzustandsenergie E0des Oszillators auf dem endlihen Gitter. Die entsprehenden Energien sind für vershie-dene ǫ und n mit ǫn = 10 in der Tabelle (4.49) im nähsten Kapitel unter E0(exakt) zu�nden.2.5 AufgabenAufgabe 1: Gauÿshes IntegralZeigen Sie
∫

dz1dz̄1 . . . dzndz̄n exp

(

−
∑

ij

z̄iAijzj

)

= πn(detA)−1,wobei A eine positive de�nite hermiteshe n × n Matrix ist, und es sih bei den zi umkomplexe Integrationsvariablen handelt.Aufgabe 2: Harmonisher OszillatorLeiten Sie die in der Vorlesung verwendete Formel für den Kern K(t, q′, q) = 〈q′|e−iHt|q〉des Zeitentwiklungsoperators des harmonishen Oszillators
H =

1

2

(

p2 + x2
)her. Hier wurde zur Vereinfahung h̄ = m = ω = 1 gesetzt. Drüken Sie dazu den Kernmittels Eigenfunktionen von H aus und verwenden Sie

exp(−(ξ2 + η2))
∞
∑

n=0

ζn

2nn!
Hn(ξ)Hn(η) =

1
√

1 − ζ2
exp

(−(ξ2 + η2 − 2ξηζ)

1 − ζ2

)

.Dabei sind Hn die Hermitefunktionen, d.h. die Eigenfunktionen von H .Bemerkung: Dieses Ergebnis kann auh über die direkte Auswertung des Pfadintegrals������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 2. PFADINTEGRALE 2.5. Aufgaben 26erhalten werden (siehe mein Vorlesungsskript Path Integrals, Seite 14-17).Aufgabe 3: Freies Teilhen auf S1Ein freies Teilhen bewege sih in einer eindimensionalen �Box� mit periodishen Rand-bedingungen. Berehnen Sie für das Teilhen den Zeitentwiklungkern K(tb − ta, qb, qa) =

〈qb, tb|qa, ta〉. Verwenden Sie die bekannte Formel für den Zeitentwiklungskern des frei-en Teilhens, und versuhen Sie die durh die Randbedingungen eingeshränkten Pfadedurh eine Summe von niht eingeshränkten Pfaden auszudrüken.Aufgabe 4: Verbundene und unverbundene KorrelationsfunktionenIn der Vorlesung wurde folgende Formel für die unverbundenen thermishen Korrelations-funktionen abgeleitet:
〈T q̂E(τ1) . . . q̂E(τn)〉β =

1

Z(β)

δn

δj(τ1) . . . δj(τn)

∮

Dq exp

(

−SE [q] +

∫ β

0

j(τ)q(τ)

) ∣

∣

∣

∣

j=0

,wobei über β-periodishe Wege integriert wird. Nehmen Sie an, daÿ in der euklidishenLagrangedihte LE(q, q̇) = 1
2
q̇2 + V (q) das Potential gerade ist, d.h. V (−q) = V (q) gilt.a) Zeigen Sie, daÿ 〈q̂E(τ)〉β = 0 ist.b) Drüken sie die unverbundene 4-Punktfunktion 〈T q̂E(τ1) . . . q̂E(τ4)〉β durh verbundeneKorrelationsfunktionen aus.Aufgabe 5: Semiklassishe Entwiklung der VerteilungsfunktionIn der Vorlesung wurde gezeigt, daÿ die thermishe Zustandssumme folgende Pfadinteg-raldarstellung hat,

Z(β) = C

∫

dq

q(h̄β)=q
∫

q(0)=q

Dq e−SE [q]/h̄.Nah Reskalierung der imaginären Zeit und der Amplitude gemäÿ
τ −→ h̄τ and q(.) −→ h̄q(.)hat das �Zeitintervall� die Länge β anstelle von h̄β und

Z(β) = C ·
∫

dq

q(β)=q/h̄
∫

q(0)=q/h̄

Dq exp
[

−
∫ β

0

{1

2
mq̇2 + V

(

h̄q(.)
)}

dτ
]

.Die kinetishe Energie dominiert das Potential für kleine h̄ solange das Teilhen niht ruht.Zerlege nun den Weg in eine konstanten Anteil ohne kinetishe Energie und Fluktuationen������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 2. PFADINTEGRALE 2.5. Aufgaben 27um diesen Weg, q(.) = q/h̄+ ξ(.). Zeige, dass
Z(β) = C · 1

h̄

∫

dq

ξ(β)=0
∫

ξ(0)=0

Dξ exp
[

−
∫ β

0

{1

2
mξ̇2 + V

(

q + h̄ξ
)}

dτ
]

.Die Konstante C ist so zu wählen, dass sih für ein freies Teilhen mit V = 0 das bekannteResultat Z(β, q, q) = (m/2πβh̄2)1/2 ergibt. Entwikle nun exp(−
∫

V ) in Potenzen von h̄und beweise das Zwishenresultat
Z = C · 1

h̄

∫

dq e−βV (q)

ξ(β)=0
∫

ξ(0)=0

Dξ e− 1
2
m

R

dτ ξ̇2 ·

[

1 − h̄V ′

∫

ξ(τ) − 1

2
h̄2
{

V ′′

∫

ξ2(τ) − (V ′)2

∫

ξ(τ)

∫

ξ(s)
}

+ · · ·
]

,wobei das Argument von V, V ′, . . . gleih q ist. Bedingte Erwartungswerte wie
〈ξ(σ1)ξ(σ2)〉 = 〈ξ(σ2)ξ(σ1)〉 = C ·

ξ(β)=0
∫

ξ(0)=0

Dξ e− 1
2
m

R

dτ ξ̇2

ξ(σ1)ξ(σ2)können durh Di�erenzieren des erzeugenden Funktionals
C

ξ(β)=0
∫

ξ(0)=0

Dξ e− 1
2
m

R

dτ ξ̇2+
R

dτ jξ =
m

2πβ
exp

(

1

mβ

∫ β

0

dσ1

∫ σ1

0

dσ2(β − σ1)σ2j(σ1j(σ2)

)

berehnet werden. Beweisen sie diese Formel für das erzeugende Funktional und berehnenSie die führende Ordnung der semiklassishen Entwiklung sowie die erste Korrektur.Aufgabe 6: Hohtemperaturentwiklung der ZustandssummeWir untersuhen die Temperaturabhängigkeit der Zustandssumme interessiert und dürfen
h̄ = 1 setzen. Wiederholen Sie die obige Rehnung, allerdings mit den Reskalierungen

τ −→ βτ und ξ −→
√

βξ,so dass die β-Abhängigkeit nur vom Potential herrührt,
Z(β) =

C√
β

∫

dq

ξ(1)=0
∫

ξ(0)=0

Dξ exp
[

−
∫ 1

0

{1

2
mξ̇2 + βV

(

q +
√

βξ
)}

dτ
]

.������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 2. PFADINTEGRALE 2.5. Aufgaben 28Entwiklen Sie in Potenzen der inversen Temperatur β. Um die entstehenden Korrelati-onsfunktionen zu berehnen benutze man das erzeugende Funktional in der vorherigenAufgabe für β = 1. Die verbleibenden Integrale über die Korrelationsfunktionen könnenrelativ leiht ausgeführt werden. Bestimmen Sie die Terme der Ordnungen T 1/2, T−1/2 und
T−3/2 in der Hohtemperaturentwiklung von Z(β).
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