Kapitel 13

Reine Gittereichtheorien

Nach dem heutigen Kenntnisstand werden alle fundamentalen Wechselwirkungen durch
Eichtheorien beschrieben. Die bekannteste Eichtheorie ist die Elektrodynamik. Sie ist
eine Theorie mit Abelscher Symmetriegruppe. Die schwache und starke Wechselwirkung
werden jeweils durch eine nicht-Abelsche Eichtheorie modelliert. In einem gewissen Sinne
ist auch die allgemeine Relativitidtstheorie eine nicht-Abelsche Eichtheorie.

Die erste Formulierung einer Eichtheorie auf dem Gitter geht auf FRANZ WEG-
NER zuriick [10]. Er untersuchte Ising-artige Theorien mit einer lokalen Zs-Invarianz
und fiihrte dabei den Ordnungsparameter ein, der in verallgemeinerter Form heute als
Wilson-Schleife bekannt ist. Bei unserer Diskussion der Dualititstransformationen ha-
ben wir die 3-dimensionale Zy-Eichtheorie bereits kennengelernt. Sie ist dual zum 3-
dimensionalen Ising-Modell. Drei Jahre nach Wegners Arbeit formulierte WILSON erst-
malig nicht-Abelsche Eichtheorien auf dem Gitter. Er fand ein neues Kriterium fiir Con-
finement in reinen Eichtheorien: das Flachengesetz fiir Wilson-Schleifen [11]. Es folgten
Monte-Carlo-Simulationen von reinen Gitter-Eichtheorien in 3 und 4 Dimensionen, zu-
néchst mit Eichgruppe Z, und spéter mit SU(2) sowie SU(3), durch CREUTZ, JACOBS
und REBBI [12].

Im folgenden werden wir nach einer kurzen Erinnerung an die Eichtheorien im Konti-
nuum die wichtigsten (qualitativen) Eigenschaften von Gittereichtheorien besprechen.

13.1 Eichtheorien im Kontinuum

Um das erfolgreiche Eichprinzip zu illustrieren, betrachten wir eine komplexes, einkom-
ponentiges Skalarfeld mit klassischer Lagrangedichte

L=t — (%)2 ', (13.1)
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und Bewegungsgleichung

(D + %) 6 = 0. (13.2)

Wie in der Hochenergiephysik iiblich, werden wir natiirliche Einheiten mit h = ¢ =1 be-
nutzen. Im Gegensatz zu einem reellen einkomponentigen Feld beschreibt ein komplexes
Feld elektrisch geladene Teilchen. Die globalen, d.h orts- und zeitunabhingigen Phasen-
transformationen

o(r) — ¢'(v) = Qp(z),  Q=e*ecU(1). (13.3)

fiihren Losungen in Losungen iiber. Es sind Symmetrien der Lagrangedichte fiir das gela-
dene Klein-Gordon-Feld. Die Dichte ist aber nicht invariant unter lokalen, d.h. orts- und
zeitabhangigen Phasentransformationen,

o(z) — ¢'(2) = Qa)p(x),  Qx) =N e U(L), (13.4)

da die Ableitungen in (13.1) und (13.2) auch auf die Funktion (x) wirken. Die Phasen-
anderung hinter dem Mond muss also genau gleich sein wie diejenige in Jena.

Es zeigt sich nun, dass eine globale Symmetrie durchaus zu einer lokalen Symmetrie
erweitert werden kann, wenn man das geladene Feld an ein Eichpotential A, koppelt.
In der Schrédinger, Dirac oder Klein-Gordon-Theorie bedeutet dies, dass die partielle
Ableitung nach x* durch die kovariante Ableitung

D,(A) =0, —ieA, (13.5)
ersetzt wird. Im Gegensatz zu d,¢ soll D,,(A)¢ genauso transformieren wie ¢,
Du(A)¢' () = x) Du(A)(z) brw.  Dy(A) = QD (A, (13.6)
und diese Forderung impliziert folgende Transformation des Potentials
A= QA0 — zaﬂm—l = Q(A, + é 9,)0 "2 A, £ 9, (13.7)

Aus dem FEichpotential A, berechnet sich der (eich)invariante und antisymmetrische Feld-
starketensor,

FMV(A) = Z[DM(A)a D,,(A)] = 8MAV - &JAM = FMV(A/)a (138)

e

dessen Quadrat in die eichinvariante Lagrangedichte fiir das System aus wechselwirkenden
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Photonen- und geladenen Spin-0 Teilchen eingeht,

L B P 4 (D,0) D6 — milo = £(9), AL). (13.9)

£(¢> AM) = _4

Wir wiederholen nun diese sogenannte minimale Kopplung an ein Eichpotential fiir ein
mehr-komponentiges Skalarfeld mit Werten in einem Vektorraum V mit Skalarprodukt.
Nach Wahl einer Basis hat ¢ die Komponentendarstellung

b1
o5

o= ) ¢T = (431%2_52, .- ,an) (13-10)

Pn
Die reelle Langrangefunktion fiir das freie Feld ist die Verallgemeinerung von (13.1) auf
V-wertige Felder,

L= (9.0,0"¢) —m(e,9), (13.11)

wobei (.,.) das Skalarprodukt in V' bezeichnet. Jede Komponente von ¢(z) erfiillt dann
die Klein-Gordon-Gleichung (13.2).

Das Feld transformiere nach einer irreduziblen Darstellung R einer noch nicht weiter
spezifizierten halbeinfachen kompakten Gruppe G,

o(r) — R(Q)o(x), Qeqg. (13.12)

Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit diirfen wir annehmen, dass die linearen Abbildun-
gen R(Q) unitér sind und das Skalarprodukt auf V' invariant lassen, (R¢, Rx) = (¢, X).
Im Weinberg-Salam-Modell der elektroschwachen Wechselwirkung ist ¢ ein komplexes Du-
blett in der fundamentalen Darstellung der Eichgruppe SU(2).

Wir wollen nun eine neue Lagrange-Funktion konstruieren, die unter lokalen Eichtrans-
formationen

¢(z) — ¢'(z) = R(QU))$(x) (13.13)

invariant ist. Dies gelingt wiederum durch minimale Kopplung des Multipletts ¢ an ein
Eichpotential, d.h. durch die Ersetzung von gewohnlichen durch kovariante Ableitungen.
Fiir ein Skalarfeld in der definierenden Darstellung lautet die Ersetzung

Oy — D, ¢ = 0,0 —ieA, 9, (13.14)

wobei e die Stiarke der Kopplung parametrisiert. Fiir ein n-komponentiges Feld ¢ wird das
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Vektorpotential A, eine n x n Matrix sein. Die Forderung (13.6) impliziert das folgende
Transformationsverhalten fiir das Eichpotential.

A, — A = QA0 — éaMQQ‘l. (13.15)

Fiir nicht-Abelsche Gruppen werden A, und €2 nicht vertauschen, und wir kénnen diese
Formel fiir die Eichtransformationen des Eichpotentials nicht weiter vereinfachen. Wir
sehen aber, dass A, in der Lie-Algebra g von G liegen sollte. Dann liegen beide Terme
auf der rechten Seite von (13.15) in dieser Algebra und Eichtransformationen wirken im
Raum der g-wertigen Eichpotentiale. Die g-wertige Feldstdrke

Fl, = é[DM, D, = 0,A, — 0,A, —ic[A,, A,] (13.16)
ist nicht mehr eichinvariant,
F(z) — Q(2)F,(2)Q 7 (z). (13.17)

Sie transformiert nach der adjungierten Darstellung der Eichgruppe G.

Fiir Skalarfelder, die nach einer beliebigen irreduziblen Darstellung transformieren,
¢ = R(Q)g¢, ist die Kovarianzbedingung (13.6) automatisch erfiillt, wenn wir als kovari-
ante Ableitung

Dy = 0,6 — ieR.(A,) ¢ (13.18)

wihlen. Hier ist R, die von der Darstellung R induzierte Darstellung der Lie-Algebra-
wertigen g. Der Kommutator von kovarianten Ableitungen in der Darstellung R ist dann

e
[Duv DV] = ; R*(Fm/)-

Gerade in neueren Arbeiten iiber reine Eichtheorien spielt die Frage der Abhéngigkeit der
Erwartungswerte von der Darstellung der Eichgruppe eine wichtige Rolle. Zum Beispiel
kénnte man fragen, ob die reine SO(3)-Eichtheorie die gleiche Phasenstruktur aufweist
wie die SU(2)-Eichtheorie [78].

Wie man leicht einsieht, dndert sich der Term

tr P F,, (13.19)

nicht bei einer Eichtransformation (13.15,13.17), da die Spur unter zyklischer Vertau-
schung der Argumente nicht dndert. Dieser eichinvariante Term ist der wichtige Yang-Mills
Term. In Anlehnung an die Maxwell-Theorie wéihlt man als eichinvariante Lagrangedichte
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fiir das wechselwirkende System A, ¢
1
L= —ZtrF’“’FW + (Du¢, Do) — m*(¢, 9). (13.20)
Nach Konstruktion ist sie invariant unter den lokalen Eichtransformationen

o) — &) =)o) |
Ay(z) — Al(z) = Q) Au(2)Q () — éauﬂ(a:) Q (). (13.21)

Wir fassen zusammen. Eine Eichtheorie ist bestimmt durch:

e Angabe der Eichgruppe G. Fiir die Quantenchromodynamik, ist G = SU(3) und fiir
die elektroschwache Theorie G = SU(2) x Uy (1).

e Festlegung der Darstellungen, nach denen die Materiefelder ¢ transformieren.

e Als Parameter enthalten Eichtheorien eine universelle Kopplungskonstante e. Dane-
ben sind noch die Massen und eventuell Selbstkopplungen anzugeben. Die Weinberg-
Salam Theorie enthélt allerdings noch weitere Parameter: die Elemente der KMS-
Matrix und die Yukawa Kopplungskonstanten.

13.1.1 Paralleltransport

Ein Skalarfeld ist kovariant konstant, wenn
D,p=0 bzw. 0,0 =1ieR.(A,)¢ (13.22)

gilt. Die Integrabilitdtsbedingung fiir die Existenz einer (lokal) eindeutigen Losung fiihrt
in diesem Fall auf

(13.22

0 = (0,00 "EY ieR. (0,4, — 0,A,)6 + ie (R.(A,)0,6 — R.(A,)0,0)
= ieR*(Fw,)gb,

wobei wir die Linearitéit und die Darstellungseigenschaft R, ([X,Y]) = [R.(X), R.(Y")] der
induzierten Darstellung benutzten. Nur fiir verschwindende Feldstérke konnen wir (lokal)
die d Gleichungen (13.22) simultan l6sen.

Die Losung der Gleichung kovarianter Konstanz entlang eines Weges C von x nach y
ist nicht ganz einfach, da die Eichpotentiale zu verschiedenen Raumzeit-Punkten nicht
kommutieren miissen. Wir parametrisieren den Weg mit z(s), wobei

z(0)=2 und =z(l)=y
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gelten soll. Die kovariante Ableitung von ¢ ldngs C soll verschwinden,

de(s)

Dy = ds

—ieA,(z(s))i"(s)d(s) = 0. (13.23)

Wir haben ¢(z(s)) = ¢(s) geschrieben und R(2) = Q2 angenommen. Wire s eine Zeitva-
riable, so hiitte diese Gleichung die Form der zeitabhéngigen Schrédinger-Gleichung mit
g-wertigem Hamilton-Operator ~ A(z(s))-i(s). Also lautet die Losung der gewdhnlichen
Differentialgleichung (13.23) wie folgt,

#(1) = P <exp ie/l dsAM(x(s)):b“(s)) #(0), bzw.

0

o(y) = U(IC;A)o(x), UlC;A) =P (eXp ie/CA) . (13.24)

Nur fiir Abelsche Theorien kommutieren die Eichpotentiale zu verschiedenen Raumzeit-
punkten. In diesem Spezialfall ist keine Ordnung (,Zeitordnung®) P ldngs des Weges C
notig.

Ist C; ein Weg von x nach y und Cy von y nach z, dann verbindet der zusammengesetzte
Weg Cy 0Cy (zuerst C; und dann Cy) den Punkt z mit z und es gilt die Kompositionsregel

U(Cy 0 Cr; A) = U(Co; A)U(Cy; A). (13.25)

Der Paralleltransporter U hingt vom Weg ab, entlang dem ¢ parallel transportiert wird.
Sind C; und C, zwei Wege von x nach y, dann ist C = C, ' o C; eine Schleife von z nach z.
Fiir eine Abelsche Theorie ist nach dem Satz von Stokes

U(C: A) = exp (ie fé:ag A) _ exp(ie/gF) | (13.26)

Darin ist G das von C eingeschlossene Gebiet und F' die 2-Form der Feldstérke,

1
F= §Fuydx”da7” =dA, mit A=A,dx" (13.27)

Leider gibt es keine dhnlich einfache Formel fiir nicht-Abelsche Eichtheorien. Es existiert
zwar ein nicht-Abelsches Stokes-Theorem [79], aber es scheint keine interessante Anwen-
dung fiir dieses komplizierte Theorem in der Physik zu geben. Es impliziert aber, das fiir
F' = 0 der Paralleltransport wegunabhéngig ist, solange die Wege ineinander deformierbar
sind.

Der Paralleltransport mit dem eichtransformierten Feld A" in (13.15) steht in einfacher
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Beziehung zu demjenigen mit A. Ist C ein Weg von x nach y, dann gilt ndmlich
UC; A = Qy)U(C; A (). (13.28)

Diese Eigenschaft folgt aus der Definition des weggeordneten Integrals,

N
P (exp ie / A) = lim (11 +ieAu(x2-):'c"“mAs), (13.29)
C 1

N—o00 |
i;x;,€C

worin x; (¢ = 1,..., N) eine Unterteilung des Weges C in N —1 Abschnitte ist. Fiir jede
Schleife ist deshalb die Variable
trU(C, A) (13.30)

eichinvariant. Weiterhin ist das Produkt

' (y)U (Cyas A)(2), (13.31)

mit einem von z nach y fiihrenden Weg C,,, eichinvariant. Dieses Produkt hangt fiir /' # 0
von der Wahl des verbindenden Weges C ab, nicht aber von der Wahl der Eichung.

Im folgenden werden wir ausnahmslos die euklidsche Version von Eichtheorien unter-
suchen. Den formalen Ubergang von der Lorentz- zur Euklidschen Signatur haben wir
bereits besprochen. Im vorliegenden Fall fiihrt die Wickrotation auf folgende Lagrange-
dichte fiir eine Euklidsche Eichtheorie mit einem geladenen Skalarfeld,

Lp= itr F*E,, + (D¢, D'¢) + m*(¢, ¢), (13.32)

wobei der Zusammenhang zwischen Eichpotential und Feldstdrke und die Definition der
kovarianten Ableitung nicht d&ndern. Natiirlich werden in einer Euklidschen Feldtheorie
die Indizes mit der Euklidschen Metrik ¢,,, hoch- und runtergezogen. Zum Beispiel gelten
Fl, = F* und F*F,, =3 F7,

13.2 Eichtheorien auf dem Gitter

Es sei nun ¢(x) ein Skalarfeld auf dem Gitter. Verlangt man lokale Invarianz unter Sym-
metrietransformationen

¢(x) — ¢'(x) = Qa)o(z),  Qxz)€G (13.33)
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auf dem Gitter A, so sind es Terme der Art

(¢ +e,), o()), (13.34)

welche diese Invarianz nicht respektieren. Die Tatsache, dass man in diesem Wechselwir-
kungsterm zwischen néchsten Nachbarn das Skalarprodukt des Feldes an der Stelle x € A
mit dem Feld an der benachbarten Stelle x + ¢, bildet, legt nahe, das Feld ,,parallel zu ver-
schieben®, bevor das Skalarprodukt gebildet wird. Wir ersetzen also den Ausdruck (13.34)
durch

(d(x +eu), Uz + e, 2)0(x)), (13.35)

mit Paralleltransporter U(x+e,, x) von x nach x+e,. Dieser Ausdruck ist invariant unter
lokalen Transformationen (13.33) des Materiefeldes wenn die Transporter unter lokalen
Eichtransformationen durch Konjugation am Anfangs- und Endpunkt transformieren,

Uz +eux) — Uz +e,x) =Qx +e,)U(x + e, )07 (2). (13.36)

Im Allgemeinen hingt der Paralleltransport nicht nur von Anfangs- und Endpunkt, son-
dern auch vom gewihlten Weg ab. Auf dem Gitter kann man sich unter U(x + e, x) den
Paralleltransport entlang der Gitterkante vorstellen, obwohl diese Interpretation bedeu-
tungslos ist.

Diese Uberlegungen legen nahe, als dynamische Variablen nicht etwa Lie-Algebra-
wertige Eichpotentiale A,(x), sondern die elementaren gruppenwertigen Paralleltranspor-
ter zwischen benachbarten Gitterpunkten zu wihlen. Die U-Variablen nennt man kompak-
te Variablen, da alle relevanten (und wahrscheinlich konsistenten) Eichgruppen kompakt
sind.

13.2.1 Eine Wirkung fiir reine Eichtheorien

Die gerichtete Gitterkante von x nach e, wird kurz mit (z, £4) bezeichnet. Die dyna-
mischen Variablen sind Elemente einer kompakten Gruppe G und ,leben® auf den Gitter-
kanten. Eine Gitterkonfiguration U ist eine Abbildung von der Menge der (gerichteten)
Kanten F in G:

U:E={(z,n)} — ¢ (13.37)

Der Paralleltransporter lings eines Weges C auf dem Gitter ist das geordneten Produkt
der Transporter der Kanten des Weges und U(C™') = U~(C).
In einer Yang-Mills-Theorie ist die Wirkung durch das Quadrat der Feldstirke oder
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Krimmung gegeben. Diese gibt an, um wieviel ein Feld sich (pro Fldcheninhalt) verindert,
wenn man es infinitesimal um einen geschlossenen Weg parallel-verschiebt. Es bezeichne
pund v die durch e, und e, aufgespannte Ebene, in welcher die Verschiebung stattfindet.
Auf dem Gitter gibt es keine infinitesimale Verschiebung. Die elementarste Verschiebung
entlang eines geschlossenen Weges ergibt sich aus dem Produkt der Transporter ldngs des
Randes einer elementaren Plakette. Wir definieren

Ulx,pv) = Ul +e,—v)U(x+e,+e,—p)U(x+e,,v)U(z,p)

U)W+ e 1) U@ + e U (10, (13.39
T+ ey, Tte,te, wobei wir (13.37) benutzten. Das Gruppen-
element U, = U(z, pv) bezeichnet also den

Paralleltransporter um eine elementare Pla-
kette p, definiert durch die vier Eckpunkte
T, T+ ey, v+ e, + e, + e, Man schreibt of

Plakette
p etwas kiirzer

U, = [ Ve (13.39)

£edp

. Tt e Die Abhéngigkeit von x ist bei dieser Notation

aber nicht offensichtlich. Unter einer Eichtransformation (13.36) transformiert die Plaket-
tenvariable wie folgt,

Uz, p) — Q2)U(z, u)Q 1 (2). (13.40)

Um die Wahl fiir die eichinvariante und reelle Wirkung zu motivieren, fithren wir formal
einen Gitterabstand a ein und schreiben

Uz, p) = eeednl® (13.41)

mit dem Lie-Algebra wertigen Feld A,(z) = Af.(z)T,. Bilden wir das Produkt der Grup-
penelemente um eine elementare Plakette, so erhalten wir

Up — U(l’, /U/) _ e—ieaAV(m) e—ieaAu(m—i-ae,,)eieaAV(x—l-ae“)eieaAu(m)
_ 6—ieaAl,(:c)e—ieaAM(:c)—ieaza,,Au(:c)+O(a3)
eieaA,,(w)—i—ieazBuAl, (m)—l—O(aS)eieaAu(m) (1342)
_ piea? (040 ()-8, Au(@)—ie[A,(2), A0 (2)]) +O(a?) (13.43)
iea? Fpy (z)+0(a®)

g (& s
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wobei wir im Schritt von (13.42) zu (13.43) von der Baker-Hausdorff-Formel

eApB — €A+B+%[A,B]+... (13.44)
Gebrauch machten und im Exponenten Terme bis zur Ordnung a? beriicksichtigten. Es
folgt

Uz, ) + Ul (z, ypv) =~ 2 — €2CL4F3V(ZL’) + O(a®). (13.45)

Da der fithrende Term nach der konstanten Matrix von der Ordnung a? ist, kénnte man
meinen, dass wir von Beginn an die Entwicklung bis zu dieser Ordnung hitten ausfiihren
miissen. Fiir die unitire Matrix U = exp(iT) mit hermitescher Matrix T’ = ea®F,, +O(a?)
gilt jedoch

U4 U =2-T2+0(TY.

Zur Ordnung a* in U + UT trigt also tatsichlich nur der fiithrende Term der Ordnung a?
in T bei. Das Ergebnis dieses naiven Kontinuumslimes legt folgende Definition fiir die
Wirkung einer Euklidschen Eichtheorie nahe:

1 1
Seieh = —37 zp:tr <11 -3 (U, + U;)) : (13.46)

Die Summe erstreckt sich iiber alle Plaketten im Gitter, d.h. wir erhalten eine Summe iiber
alle Gitterpunkte z (im Kontinuumslimes wird diese Summe zur Raumzeit-Integration)
sowie iiber alle Flachenelemente p,v. Der Normierungsfaktor 1/N beriicksichtigt, dass
die Variablen U, zu einer N-dimensionalen unitdaren Darstellung der Eichgruppe gehoren.
Sind alle U, = 1, dann verschwindet wegen tr1 = N die Eichwirkung. Fiir allen ande-
ren Konfigurationen ist Sei, positiv. Fiir SU(2) ist tr U reell und in der fundamentalen
Darstellung wird

1
Seich = 202 Z tr (1 -U,), SU(2) fundamentale Darstellung. (13.47)
p

13.2.2 Invariantes Mal} und irreduzible Darstellungen

Zur Berechnung der Zustandssumme oder von Erwartungwerten benotigen wir eine Inte-
gration iiber alle dynamischen Freiheitsgrade. In der Kontinuumstheorie sind dies die Eich-
potentiale A, (x) (siehe die Lehrbiicher iiber Eichtheorien oder meine Vorlesung Path Inte-
grals). Auf dem Gitter werden die Eichpotentiale durch die Paralleltransporter U(z, i) €
G entlang der elementaren Kanten ersetzt. Deshalb ist es naheliegend, die formale Inte-
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gration iiber alle Eichpotentiale durch die invariante Integration iiber die Eichgruppe G

Zu ersetzen,

/DA — / [T v (z, ). (13.48)

(z,p)

Dabei dU das bis auf eine multiplikative Konstante eindeutige links- und rechtsinvariante
Haar-Maf$ auf der kompakten Gruppe,

dU = d(QU) = d(UQ), Q€ G. (13.49)

Wir normieren das invariante Mafs, so dass f dU =1 gilt. Jede kompakte Gruppe besitzt
ein derartiges Haar-Maf. Die Bedingungen (13.49) sind gleichbedeutend mit der Links-
und Rechtsinvarianz der Mittelbildung,

M(f) E/gde(U) :/gde(QU) :/gde(UQ) (13.50)

fiir alle Gruppenelemente €2 und Funktionen f : G — C. Fiir eine endliche Gruppe ist die
Mittelbildung gleich dem Mittelwert von f,

M(f) = =3 f ). (13.51)

Die Mittelbildung M triagt ihren Namen zurecht: sie ist linear, positiv, normiert und
invariant. Die Invarianzeigenschaft (13.50) ist evident.

Die Elemente der einfachsten kompakten Liegruppe U(1) der komplexen, unimodula-
ren Zahlen haben die Form U = €' mit « € [—m, 7). Eine Funktion f : U(1) — C ist eine
27— periodische Funktion des Parameters a. Die Mittelbildung ist dann gegeben durch
folgendes Integral iiber den Parameterraum:

s

M(f) = %/daf(em). (13.52)

—Tr

Die Invarianz beziiglich Linkstranslationen beweist man wie folgt,

s

—/daf (Qe™) = —/daf ey = /daf( ).

—T
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Die Zustandssumme einer U(1)-Gittereichtheorie hat damit die Form

ZA:/W.../FH%eXp(éZ(l—COSZQQ). (13.53)

Ledp

Das Argument der Kosinus-Funktion enthélt die Summe iiber die 4 orientierten Kanten
die zum Rand der Plakette p gehoren.

Wie sieht nun das invariante Haarmaf von SU(2) aus? Dazu iiberlegen wir uns, was
die Linkstranslation U — QU auf SU(2) geometrisch bedeutet. Die Gruppenelemente
konnen wie folgt ein-eindeutig parametrisiert werden,

(631
a— Ula) = o tioz Qs+ iog mit a=|"|es (13.54)
—a3 +tay  Qp — Qo Qg . '
o7}

Als Mannigfaltigkeit ist die Gruppe SU(2) gleich der Sphire S3. Die Linkstranslation
U — QU mit dem Gruppenelement 2 = U((3) ist dann im Parameterraum gegeben durch

Bi =B —B3 —Ds aq
_ : | B B =B Bs o
UB)U(a) =U(O(B)a) mit O(B)a = 5 8 B b NE (13.55)

By —fs3 I I Oy

Wegen 3 € S3 ist O(3) eine orthogonale 4 x 4—Matrix, OTO = 1, und damit ist O(8)«
eine Drehung von a. Nun ist aber die von R* auf S? induzierte Volumenform drehinvariant
und damit invariant unter Linkstranslationen (und Rechtstranslationen). Normieren wir
die Volumenform, dann erhalten wir das eindeutige Haarmaf$ auf SU(2),

dU = 5(042 — 1) dondosdoasdoy. (13.56)

Alternativ kénnen wir fiir die Punkte auf ~ S®  Kugelkoordinaten“ einfiihren,

o cos 0

a | _ sin 6 cos Y (13.57)
o sinfsinycosp | '

oy sin 0'sin ¢ sin ¢

Dies fiihrt auf folgende Parametrisierung der Gruppenelemente,

cosf + isinf cos sin 6 sin ¢e'?

U0, 4, 0) = ( o ) , (13.58)

—sinfsin e~ cos ) — isin 6 cos
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wobei die auftretenden Winkel eingeschrankte Wertebereiche haben,
0<f<m O0<¢p<m und 0<¢ <27 (13.59)

In diesen Koordinaten lautet das Haar-Mak von SU(2)

1
dU = 53 sin? 6 - sin ¢ dfdipde. (13.60)

Es definiert ein invariantes Skalarprodukt auf den Funktionen G — C,
(f.9) = /gf(U)g(U)dU- (13.61)

Man kann sich eine vollstéindige orthonormierte Basis des Hilbertraums Ly (G, dU) beschaf-
fen, wenn man alle irreduziblen Darstellungen der Gruppe betrachtet. Eine Darstellung R
der Gruppe G ist eine strukturhaltende Abbildung der Gruppe in die Menge der linearen
Abbildungen eines Vektorraums V',

Die Dimension dg der Darstellung R ist gleich der Dimension des Darstellungsraumes V.
Wir wollen im Folgenden annehmen, dass die Gruppe eine Mittelbildung besitzt. Dann
ist jede Darstellung dquivalent zu einer unitdren Darstellung. Endliche und kompakte
Gruppen besitzen eine Mittelbildung.

Eine Darstellung heisst irreduzibel, wenn die linearen Abbildungen {R(U)|U € G} kei-
nen gemeinsamen invarianten echten Unterraum von V' haben. Es sei nun {R(U)} die
Menge aller irreduziblen Darstellungen. Es gilt der wichtige

Satz von Peter-Weyl: Die Funktionen {R(U)®} definieren ein vollstindiges Orthogo-
nalsystem von Lo(dU), und

(R™, R = / R®(U)R“NU) dU = % SacObd, (13.63)
R

wobei dr = tr R(1) die Dimension der Darstellung R ist.

Dieses Theorem hat als wichtige Konsequenz das

Lemma: Die Charakteren xgr(U) = tr R(U) bilden ein vollstindiges Orthonormalsystem
fiir den Raum der invarianten Funktionen, f(QUQ™Y) = f(U) C Lo(dU). Insbesondere

(xR, Xr) = OrR- (13.64)
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Dieses Lemma ist niitzlich bei der Zerlegung einer reduziblen Darstellung in irreduzible
Anteile. Weitere hilfreiche Indentitaten liefert das

Lemma: Es gelten die folgenden Formeln

ORR
(Rab7XR’> = (XR’7Rab> = il 5ab

[xa(@U ) () dv = o) (13.65)

Z dr XR(U) = 5(17 U)

Diese werden zum Beispiel bei der Entwicklung fiir starke Kopplungen bendtigt. Fiir
einen Beweis dieser (und weiterer) Formeln verweise ich auf die reichhaltige Literatur
iiber Gruppen und Darstellungen.

13.2.3 Zustandssummen von zweidimensionalen Modellen

Wir berechnen die Zustandssummen von 2-dimensionalen Eichtheorien auf dem quadrati-
schen Gitter mit periodischen Randbedingungen. Wir beginnen mit Abelschen Eichtheori-
en, deren Zustandssumme dhnlich einfach berechnet werden kann wie fiir eindimensionale
Spinmodelle. Fiir nicht-Abelsche Eichtheorien ist die Berechnung komplizierter und macht
wesentlichen Gebrauch von den Eigenschaften des Haar-Mafes.

Zs-Eichtheorie

Die dynamischen Variablen sind die |E| = 2V Linkvariablen U, € {—1,1} und die invari-
ante Integration ist die Mittelbildung %ZUZ auf der Eichgruppe Z,. Zur Umformung der
Zustandssumme benutzen wir denselben Trick wie bei der Hochtemperaturentwicklung
fiir das Ising-Models (siehe 9.2),

1 1 [coshp v
e — _Zpﬁ(l_Up) —_
2= 578 %e oIB| (Tg ) %H(l +oU,), (13.66)
p

wobei tanh § = v gesetzt wurde. Fiir die Zs-Eichtheorie ist dies eine Entwicklung in tan (3
mit 3 ~ 1/e2, also eine Entwicklung fiir starke Kopplung. Wegen

2k gerade

k

= 13.

; Ui { 0 k ungerade, (13.67)
£
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tragen nach Ausmultiplikation des Produktes auf der rechten Seite in (13.66) nur die
Terme 1 und v [, U, bei. Es folgt

hp\" o (1Y
7 = (COSB ﬁ) (1+ (tanh B)") =3 ( +2€ ) . (13.68)
e
Im thermodynamischen Grenzfall V' — fle)
oo strebt die freie Energiedichte f =
—log(Z)/V gegen log(2) 1

log2 — log (1 + 6_26) .

Fiir schwache Kopplung oder grosse 3
ist sie gleich log(2). Im starken Kopp-

lungslimes strebt sie gegen 0.

U(1)-Eichtheorie

Die Rechnung vereinfacht sich, wenn wir die Link-Variablen U, = ¢ in der Zustands-
summe

Z = e‘ﬁV/HdUgHe%ﬁUﬁ%ﬁUp, U, =] U (13.69)
14 D

Ledp

geschickt transformieren.
Als eichinvariante Variablen konnten

wir alle Plakettenvariablen U, und die
Polyakov-Schleifen wihlen.

Ny
P(Ig) = H Ux—l—nel,l
n=1

No
P(z1) = [ [ Ursnes2- (13.70)
n=1

Aber diese Variablen sind nicht unabhén-
gig. Da wir periodische Randbedingungen
fordern, ist [[, U, = 1.

Nur V — 1 Plakettenvariablen sind unabhéngig und wir wihlen diese als ein Teil der
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neuen Variablen. Nun kann man sich leicht iiberzeugen, dass P(z; + m)P~'(z;) gleich
dem Produkt derjenigen Plakettenvariablen ist, die durch die beiden zu P(z; + m) und
P(x1) gehorigen Schleifen eingeschlossen werden. Als weitere unabhéngige eichinvarian-
te Variablen wihlen wir also nur jeweils eine Polyakovschleife in die Zeit- und eine in
die Raumrichtung. Damit ergeben sich V' 4 1 unabhéngige eichinvariante Variablen. Zu-
sammen mit den Nj(Ny — 1) + (N; — 1) = V — 1 eichvarianten Linkvariablen auf den
durch einen Schragstrich gekennzeichneten Links £’ egibt sich der vollstédndig Satz von V'
Variablen,

{Up|p:1a7v_1}a P17 P2a {UflgeE,} (1371)
Wegen der Links- und Rechtsinvarianz des Haar-Mafes folgt

_ﬁV/HdU Hezﬁ Up+Up) /dpldP2/ HdUé (1372)

LeE'!

Darin ist die Plakettenvariable Uy wegen [[U, = 1 von den anderen Plakettenvariablen
abhéngig. Also erhalten wir

\%
7 =e PV H/dUpe%ﬁ<Up+Up> §(L,UyUs - Uy). (13.73)

Fiir die Gruppe U(1) sind alle irreduziblen Darstellungen eindimensional und mit U =
e ist die Formel 6(1,U) = > U" in (13.65) édquivalent zur Fourierdarstellung der o-
Distribution. Dies fiihrt auf folgende explizite Formel fiir die Zustandssumme einer 2-
dimensionalen U(1) Gittereichtheorie mit periodischen Randbedingungen,

7 = —,BVZ H/ dU eﬁcosaUn)

nezZ p=1
= VY (/ da ﬁcosa“"a) =y L(B). (13.74)
nez nez

Die zugehorige freie Energiedichte hat die Form

F6.v) =5 slos (X 1.9)) (13.75)
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Zn-Eichtheorien

Dieselbe Variablenénderung fiihrt fiir die Zustandssumme einer Z y-Theorie

M\H

Z=Y el U, U, € {z =N 22 2N =1}, (13.76)
I}

mit Hilfe der Darstellung

N

1
~ D N = 6 tmod M0 (13.77)

n=1

fiir das N-periodische Kronecker-Symbol, auf folgende Reihendarstellung fiir die Zustands-

summe
N
7 = e—ﬁV ZFN(TL76>V7 FN(’N, ﬁ Z 3 cos 27rm/N)+27rzmn/N (1378)
n=1 m=1
Fiir N = 2 stimmt dies mit dem Resultat (13.68) fiir die Z,-Gittereichtheorie iiberein und
fiir N — oo mit der Formel (13.74) fiir die U(1)-Theorie.
Nicht-Abelsche Eichtheorien

Wie fiir die U(1)-Theorie wihlen wir als unabhéngige Variablen die Plaketten-, Polyakovschleifen-
und speziellen Linkvariablen in (13.71). Als Wirkung wéhlen wir (13.46), wobei die Link-
variablen und Plakettenvariablen in einer irreduziblen Darstellung R der Eichgruppe lie-

gen. Es sei xg(U) = tr R(U) der Charakter dieser Darstellung. Dann nimmt die Wirkung
folgende Form an,

S =5 (1= el = gyaa@)) mit 5= (37

Wie oben miissen wir die Nebenbedingung

[[v.=1

beriicksichtigen. Dabei ist es niitzlich, die vollstindige und orthonormierte Basis der Cha-
rakteren yp fiir die Klassenfunktionen auf der Gruppe einzufiihren,

XR(U) = tr R(U), XR(QUQ_I) = XR(U)-
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Hier ist U — R(U) eine irreduzible Darstellung der kompakten Gruppe G. Jede Klassen-
funktion hat nach dem Lemma auf Seite 262 die Entwicklung

F=> (xa fxn, (13.80)
R
wobei das Skalarpodukt mit dem Haarschen Maf definiert ist,
(f9) = [ dUFW)9(0) (13.81)

13.2.4 Observablen der reinen Eichtheorien

Da die Gitterwirkungen und das Haar-Mals eichinvariant sind, ist das normierte Mafs im
Funktionalintegral

1
du[U] = 7 e~ Seien[U] H du,, 7 /6—Seich[U] H du,, (13.82)

lelE leE

ebenfalls eichinvariant. Fiir ein endliches Gitter in d Dimensionen ist dies ein d|A||G|-
dimensionales Integral. Zum Beispiel, fiir eine 4-dimensionale SU(2)-Eichtheorie auf dem
hyperkubischen 16* Gitter wire es ein 4 - 16* - 3 = 786 432-dimensionales Integral. Wegen
der Eichinvarianz des Mafes folgt fiir die Erwartungswerte von Funktionen der dynami-
schen Variablen

() = [ aviFw) = [ auiv)Fo) = (£,
U={U(x,n)},  U?={Qax+e,)U(x, )2 (2)}, (13.83)
fiir beliebige lokale Eichtransformationen {Q(x)}. Es ist also nur sinnvoll, Erwartungs-

werte von eichinvarianten Grofien zu betrachten.
Eichinvariante Funktionen der Variablen

{U(x, )} sind die Spuren von Produkten von
U’s entlang geschlossener Wege (Schleifen).

Wir definieren

C L
WIC] = tr H U(%‘,Mz‘)‘c- (13.84)

- i=1
T Dabei beschreibt (z;, 1t;) mit n;41 = n;+e,, und

nr+1 = np eine Folge von gerichteten Kanten zu
der Schleife C.
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Die Grofen WC] sind fiir geschlossene Wege (Schleifen) C eichinvariant. Man kann
sich iiberlegen, dass die allgemeinste eichinvariante Grofe eine Funktion der Paralleltrans-
porter entlang geschlossener Wege ist. Die Bezeichnung fiir W/[C] variiert leider in der
Literatur. Oft heissen sie Wilson-Schleifen. Manchmal versteht man unter einer Wilson-
Schleife auch nur das Produkt der U’s entlang einer Schleife, also das Argument der Spur
in (13.84), manchmal auch den Erwartungswert von W. Wir werden im folgenden die
eichinvarianten W in (13.84) als Wilson-Schleifen bezeichnen.

Wilson-Schleifen zu geschlossenen Wegen, die sich um ein periodisches Gitter her-
umwinden, heissen auch Polyakov-Schleifen. Sie spielen eine wichtige Rolle bei der Un-
tersuchung von Gittereichtheorien bei endlichen Temperaturen. Der Erwartungswert der
Polyakovschleifen ist ein Ordnungsparameter fiir den Confinement-Deconfinement Pha-
senUbergang in reinen Eichtheorien. Die Dynamik derartiger Schleifen wird zur Zeit am
Lehrstuhl Quantentheorie untersucht [80].

13.2.5 Die Stringspannung

Es sei nun W[R,T] eine Wilson-Schleife zu
einer ebenen und rechteckigen Schleife mit
T den Kantenldngen R und 7. Die Funktion

Vil B) = — Jim ~ log{IV[R,T]) (13.85)

wird als statisches gg-Potential interpretiert.

R Die Grofe

V.
o= lim q‘;(zR) (13.86)

heisst Stringspannung. Sie ist ein Ordnungsparameter zur Unterscheidung zwischen Con-
finement bzw. Nicht-Confinement in einer reinen Eichtheorie.

Akzeptiert man fiir V,4;(R) die Interpretation als

Potential zwischen zwei von aussen eingebrach-

ten statischen Ladungen, so bedeutet o # 0, q q
dass die potentielle Energie mit dem Abstand S

der Ladungen zunimmt, und fiir asymptotisch

entfernte Ladungen unendlich grof wiirde, so

dass dieser Zustand in einer dynamischen Theorie nicht auftritt. Das lineare Anwachsen
der Energie mit dem Abstand kdénnte erkliart werden, wenn sich zwischen den duferen
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Ladungen ein Flufschlauch mit konstanter Energiedichte bilden wiirde. Dann wére die
Energie des Schlauches proportional zu seiner Linge und ensprechend die Kraft zwischen
den Ladungen konstant. Fiir eine verschwindende Stringspannung nimmt dagegen die po-
tentielle Energie fiir sehr grofte Abstédnde kaum mehr zu. Es sollte also méglich sein, dem
System geniigend Energie zuzufiihren, um eine Trennung der Ladungen zu erreichen.

Die Ladungen treten in dieser Betrachtung nur als ,unendlich schwere* Objekte ohne
eigene Dynamik auf. In Wirklichkeit wird die Energie zwischen zwei sich entfernenden
Ladungen nur solange zunehmen, bis die potentielle Energie ausreicht, um die Paarpro-
duktion aus dem Vakuum zu ziinden. Die erzeugten Teilchen schirmen die individuellen
Ladungen ab und es entstehen zwei ladungsneutrale Zusténde, die sich voneinander ent-
fernen konnen.

WILSON schlug als Kriterium fiir Confinement oder Nicht-Confinement in einer reinen
Eichtheorie das Fldchen- oder Umfangsgesetz fiir den Erwartungswert der Wilson-Schleife
vor,

W[c]) ~ e TVaalB)  o—Flache Confinement
14

wic) ~ e TVl o~ Umfang kein Confinement. (13.87)

SEILER und BORGS u.a. konnten beweisen, dass Vig(R) monoton anwichst, V.. > 0,
aber nicht stirker als linear ansteigen kann, V7 < 0, sieche zum Beispiel [81]. Fiir groke
Abstéande hat das statische Potential die Form

V,o(R) ~ oR — % + const + o(L™Y) (13.88)
mit einer universellen und positiven Konstanten ¢. Der Term ~ 1/R heisst Liischer-Term.
Er hat seinen Ursprung in den Quantenfluktuationen des Fluss-Schlauches zwischen den
beiden statischen Ladungen [82].

Wir kommen zu einer Begriindung, warum V(R) als statisches gg-Potential angese-
hen werden kann. In der Elektrodynamik &ndert sich bei Anwesenheit einer dufseren 4-er
Stromdichte j#(x) der Gewichtsfaktor im Funktionalintegral geméfs

exp (iS) — exp (iS +1i / d*z j“Au) : (13.89)
Nun parametrisiere z#(7) die Weltlinie C eines elektrisch geladenen Punktteilchens. In der

klassischen Elektrodynamik ist die 4-er Geschwindigkeit 2* zeitartig. Fiir die Stromdichte
des bewegten Teilchens

jH(x) =e /c dr " (7)6* (:B — Z(T))
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lautet dann der zusétzliche Phasenfaktor in (13.89) folgendermassen,

exp (z / d%j“Au) = exp (z'e /C dz“Au(z)) = exp (z'e /C A) : (13.90)

wobei langs des durch z(7) spezifizierten Weges C zu integrieren ist. Die euklidsche Form
erhilt man durch die Substitutionen j° = —ij,, dz° = —idz, und Ay = iA,. Die Phase
(13.90) bleibt beim Ubergang zur euklidsche Theorie eine Phase. Wihlt man fiir C eine
Schleife, so entspricht die Zustandssumme in Gegenwart eines stationdren Stromes,

%/DAu exp (—SE[A] +i67£z4) = <exp (ieng)> = (wiep), (13.91)

genau der Kontinuumsversion des Erwartungswertes der Wilson-Schleife.

13.3 Starke Kopplung

Die Wirkung einer reinen Eichtheorie auf dem Gitter
1
CLo—= _ T —
Seich = —f3 Ep tr (11 5 (Up+Up)) . b= (13.92)

hat mit der nackten Kopplung e nur einen freien Parameter. Eine Gittereichtheorie kann
als klassisches statistisches System mit inverser Temperatur 3 angesehen werden. Der
Grenzfall starker Kopplung enspricht dann dem Hochtemperaturlimes. Wir werden nun
sehen, dass das fithrende Verhalten des Erwartungswertes von Wilson-Schleifen,

wich = / apUIwic), 7= / dulU], (13.93)

fiir starke Kopplung durch ein Flachengesetz bestimmt ist.
Wir brauchen folgende wesentlichen Eigenschaften des Haar-Mafes:

/dU: 1, /dUUag =0 | /dUUagU,L; = 60503 (13.94)
g g g

Die erste Bedingung ist die Normierung des Haar-Mafes. Die zweite Bedingung gilt fiir
jede nicht-triviale Darstellung der Gruppe, da wegen der Invarianz des Mafes

/dU Uaﬁ = GJovy </ dU U,Y5> g(/;ﬁ. (1395)

fiir alle Gruppenelemente g und ¢’ gilt. Wenn U nicht-trival transformiert, dann folgt sofort
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die zweite Gleichung in (13.94) Die letzte Gleichung begriindet man nun ganz analog.
dhnlich wie fiir Spinmodelle entwickeln wir das Boltzmann-Gewicht in (13.61) nach
Potenzen von 3 ~ 1/¢2,

exp <—ﬁZtr {11 - %(UP+U;)}> =11 (1 — ftr {11 - %(U,,+U;)} +0(52)) .

p

Wegen (13.94) hat die Entwicklung der Zustandssumme fiir starke Kopplung die Form
Z=14+0(3*) =1+0(1/g". (13.96)

Fiir den Zihler im Erwartungswert (13.93) erhalten wir

J T e vw)

.H(l—ﬁtr {1—%(UP+U;)}+O(62)). (13.97)

P

Dabei bezeichnen ¢; = (z;, p;) i = 1, ..., L die orientierten Gitterkanten der geschlossenen
Schleife der Lénge L. Wegen der zweiten Eigenschaft in (13.94) verschwindet der erste
Term dieser Entwicklung, es sei denn, C ist ein Schleife die einen Weg vorwérts und
zuriick durchlduft. Fiir eine Schleife, die eine nicht-verschwindende Flache einschliesst, ist
der fiihrende Term dadurch gegeben, dass jedes U, mindestens zweimal auftritt, und zwar
zu entgegengesetzten Richtungen der Kante ¢ gehérend. Dann mufs von dem Boltzmann-
Gewicht ein Produkt von Plakett-Variablen beitragen, welches gerade die Wilson-Schleife
C schliesst. In anderen Worten, es tragen in der Entwicklung des Gewichts nur Produkte
bei, deren Plaketten eine 2-Kette mit Rand C~! bilden. Der fiihrende Beitrag zum Zihler,
und damit zu Erwartungswert (13.93) ist somit

(WIC]) ~ (C2Nigz)A = exp (—Alog ZTQ;) : (13.98)

wobei A die Anzahl Plaketten ist, welche die Minimalfliche A mit A = C aufspannen.
Fiir eine rechteckige Wilson-Schleife ist A = RT. Der Beitrage ¢4 kommt von den U-
Integrationen, da in fiihrender Ordnung die Anzahl Gitterlinien innerhalb A gleich 2A
ist.

Man kann dieses Argument natiirlich noch verbessern. Offensichtlich tragen zum Z&h-
ler in (13.93) genau diejenigen Flichen bei, deren Rand gleich C™! ist. Dabei kénnen auch
geschlossene Flichen ohne Rand beitragen. Der Beitrag dieser nicht-zusammenhéngenden
Flichen werden durch den Nenner aufgehoben. Die Flichen mit Rand C~! kénnen Selbst-
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iiberschneidungen haben oder von randlosen Flichen beriihrt werden. In jedem Fall er-
wartet man eine Darstellung der Form

Wiy =Y. et (13.99)

c2;0c0=—C

mit einer Stringspannung o. Bisher ist es im Kontinuum leider noch nicht gelungen, eine
vergleichbare Formel zu beweisen'.

'OSTERWALDER und SEILER konnten beweisen, dass die starke Kopplungsentwicklung konvergiert,
ganz im Gegensatz zur schwachen Kopplungsentwicklung. Nach einem Argument von Dyson ist diese im
besten Fall asymptotisch.
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