
Kapitel 13Reine Gitterei
htheorienNa
h dem heutigen Kenntnisstand werden alle fundamentalen We
hselwirkungen dur
hEi
htheorien bes
hrieben. Die bekannteste Ei
htheorie ist die Elektrodynamik. Sie isteine Theorie mit Abels
her Symmetriegruppe. Die s
hwa
he und starke We
hselwirkungwerden jeweils dur
h eine ni
ht-Abels
he Ei
htheorie modelliert. In einem gewissen Sinneist au
h die allgemeine Relativitätstheorie eine ni
ht-Abels
he Ei
htheorie.Die erste Formulierung einer Ei
htheorie auf dem Gitter geht auf Franz Weg-ner zurü
k [10℄. Er untersu
hte Ising-artige Theorien mit einer lokalen Z2-Invarianzund führte dabei den Ordnungsparameter ein, der in verallgemeinerter Form heute alsWilson-S
hleife bekannt ist. Bei unserer Diskussion der Dualitätstransformationen ha-ben wir die 3-dimensionale Z2-Ei
htheorie bereits kennengelernt. Sie ist dual zum 3-dimensionalen Ising-Modell. Drei Jahre na
h Wegners Arbeit formulierte Wilson erst-malig ni
ht-Abels
he Ei
htheorien auf dem Gitter. Er fand ein neues Kriterium für Con-�nement in reinen Ei
htheorien: das Flä
hengesetz für Wilson-S
hleifen [11℄. Es folgtenMonte-Carlo-Simulationen von reinen Gitter-Ei
htheorien in 3 und 4 Dimensionen, zu-nä
hst mit Ei
hgruppe Z2 und später mit SU(2) sowie SU(3), dur
h Creutz, Ja
obsund Rebbi [12℄.Im folgenden werden wir na
h einer kurzen Erinnerung an die Ei
htheorien im Konti-nuum die wi
htigsten (qualitativen) Eigens
haften von Gitterei
htheorien bespre
hen.13.1 Ei
htheorien im KontinuumUm das erfolgrei
he Ei
hprinzip zu illustrieren, betra
hten wir eine komplexes, einkom-ponentiges Skalarfeld mit klassis
her Lagrangedi
hte
L = ∂µφ

†∂µφ−
(mc

h̄

)2

φ†φ, (13.1)250
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hung
(

2 +
m2c2

h̄2

)

φ = 0. (13.2)Wie in der Ho
henergiephysik übli
h, werden wir natürli
he Einheiten mit h̄ = c = 1 be-nutzen. Im Gegensatz zu einem reellen einkomponentigen Feld bes
hreibt ein komplexesFeld elektris
h geladene Teil
hen. Die globalen, d.h orts- und zeitunabhängigen Phasen-transformationen
φ(x) −→ φ′(x) = Ωφ(x), Ω = eieλ ∈ U(1). (13.3)führen Lösungen in Lösungen über. Es sind Symmetrien der Lagrangedi
hte für das gela-dene Klein-Gordon-Feld. Die Di
hte ist aber ni
ht invariant unter lokalen, d.h. orts- undzeitabhängigen Phasentransformationen,

φ(x) −→ φ′(x) = Ω(x)φ(x), Ω(x) = eieλ(x) ∈ U(1), (13.4)da die Ableitungen in (13.1) und (13.2) au
h auf die Funktion Ω(x) wirken. Die Phasen-änderung hinter dem Mond muss also genau glei
h sein wie diejenige in Jena.Es zeigt si
h nun, dass eine globale Symmetrie dur
haus zu einer lokalen Symmetrieerweitert werden kann, wenn man das geladene Feld an ein Ei
hpotential Aµ koppelt.In der S
hrödinger, Dira
 oder Klein-Gordon-Theorie bedeutet dies, dass die partielleAbleitung na
h xµ dur
h die kovariante Ableitung
Dµ(A) = ∂µ − ieAµ (13.5)ersetzt wird. Im Gegensatz zu ∂µφ soll Dµ(A)φ genauso transformieren wie φ,

Dµ(A′)φ′(x) = Ω(x)Dµ(A)φ(x) bzw. Dµ(A
′) = ΩDµ(A)Ω−1, (13.6)und diese Forderung impliziert folgende Transformation des Potentials

A′
µ = ΩAµΩ−1 −

i

e
∂µΩΩ−1 = Ω

(

Aµ +
i

e
∂µ

)

Ω−1 (13.3)
= Aµ + ∂µλ. (13.7)Aus dem Ei
hpotential Aµ bere
hnet si
h der (ei
h)invariante und antisymmetris
he Feld-stärketensor,

Fµν(A) =
i

e
[Dµ(A), Dν(A)] = ∂µAν − ∂νAµ = Fµν(A

′), (13.8)dessen Quadrat in die ei
hinvariante Lagrangedi
hte für das System aus we
hselwirkenden������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II
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htheorien im Kontinuum 252Photonen- und geladenen Spin-0 Teil
hen eingeht,
L(φ,Aµ) = −

1

4
FµνF

µν + (Dµφ)†Dµφ−m2φ†φ = L(φ′, A′
µ). (13.9)Wir wiederholen nun diese sogenannte minimale Kopplung an ein Ei
hpotential für einmehr-komponentiges Skalarfeld mit Werten in einem Vektorraum V mit Skalarprodukt.Na
h Wahl einer Basis hat φ die Komponentendarstellung

φ =









φ1

φ2...
φn









, φ† =
(

φ̄1, φ̄2, . . . , φ̄n

)

. (13.10)Die reelle Langrangefunktion für das freie Feld ist die Verallgemeinerung von (13.1) auf
V -wertige Felder,

L = (∂µφ, ∂
µφ) −m(φ, φ), (13.11)wobei (., .) das Skalarprodukt in V bezei
hnet. Jede Komponente von φ(x) erfüllt danndie Klein-Gordon-Glei
hung (13.2).Das Feld transformiere na
h einer irreduziblen Darstellung R einer no
h ni
ht weiterspezi�zierten halbeinfa
hen kompakten Gruppe G,

φ(x) −→ R(Ω)φ(x), Ω ∈ G. (13.12)Ohne Bes
hränkung der Allgemeinheit dürfen wir annehmen, dass die linearen Abbildun-gen R(Ω) unitär sind und das Skalarprodukt auf V invariant lassen, (Rφ,Rχ) = (φ, χ).ImWeinberg-Salam-Modell der elektros
hwa
hen We
hselwirkung ist φ ein komplexes Du-blett in der fundamentalen Darstellung der Ei
hgruppe SU(2).Wir wollen nun eine neue Lagrange-Funktion konstruieren, die unter lokalen Ei
htrans-formationen
φ(x) −→ φ′(x) = R

(

Ω(x)
)

φ(x) (13.13)invariant ist. Dies gelingt wiederum dur
h minimale Kopplung des Multipletts φ an einEi
hpotential, d.h. dur
h die Ersetzung von gewöhnli
hen dur
h kovariante Ableitungen.Für ein Skalarfeld in der de�nierenden Darstellung lautet die Ersetzung
∂µ −→ Dµφ = ∂µφ− ieAµφ, (13.14)wobei e die Stärke der Kopplung parametrisiert. Für ein n-komponentiges Feld φ wird das������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 13. REINE GITTEREICHTHEORIEN 13.1. Ei
htheorien im Kontinuum 253Vektorpotential Aµ eine n× n Matrix sein. Die Forderung (13.6) impliziert das folgendeTransformationsverhalten für das Ei
hpotential.
Aµ −→ A′

µ = ΩAµΩ−1 −
i

e
∂µΩΩ−1. (13.15)Für ni
ht-Abels
he Gruppen werden Aµ und Ω ni
ht vertaus
hen, und wir können dieseFormel für die Ei
htransformationen des Ei
hpotentials ni
ht weiter vereinfa
hen. Wirsehen aber, dass Aµ in der Lie-Algebra g von G liegen sollte. Dann liegen beide Termeauf der re
hten Seite von (13.15) in dieser Algebra und Ei
htransformationen wirken imRaum der g -wertigen Ei
hpotentiale. Die g -wertige Feldstärke

Fµν =
i

e
[Dµ, Dν ] = ∂µAν − ∂νAµ − ie[Aµ, Aν ] (13.16)ist ni
ht mehr ei
hinvariant,
Fµν(x) −→ Ω(x)Fµν(x)Ω

−1(x). (13.17)Sie transformiert na
h der adjungierten Darstellung der Ei
hgruppe G.Für Skalarfelder, die na
h einer beliebigen irreduziblen Darstellung transformieren,
φ′ = R(Ω)φ, ist die Kovarianzbedingung (13.6) automatis
h erfüllt, wenn wir als kovari-ante Ableitung

Dµφ = ∂µφ− ieR∗(Aµ)φ (13.18)wählen. Hier ist R∗ die von der Darstellung R induzierte Darstellung der Lie-Algebra-wertigen g . Der Kommutator von kovarianten Ableitungen in der Darstellung R ist dann
[Dµ, Dν ] =

e

i
R∗(Fµν).Gerade in neueren Arbeiten über reine Ei
htheorien spielt die Frage der Abhängigkeit derErwartungswerte von der Darstellung der Ei
hgruppe eine wi
htige Rolle. Zum Beispielkönnte man fragen, ob die reine SO(3)-Ei
htheorie die glei
he Phasenstruktur aufweistwie die SU(2)-Ei
htheorie [78℄.Wie man lei
ht einsieht, ändert si
h der TermtrF µνFµν (13.19)ni
ht bei einer Ei
htransformation (13.15,13.17), da die Spur unter zyklis
her Vertau-s
hung der Argumente ni
ht ändert. Dieser ei
hinvariante Term ist der wi
htigeYang-MillsTerm. In Anlehnung an die Maxwell-Theorie wählt man als ei
hinvariante Lagrangedi
hte������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II
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hselwirkende System A, φ

L = −
1

4
trF µνFµν +

(

Dµφ,D
µφ
)

−m2
(

φ, φ
)

. (13.20)Na
h Konstruktion ist sie invariant unter den lokalen Ei
htransformationen
φ(x) −→ φ′(x) = Ω(x)φ(x)

Aµ(x) −→ A′
µ(x) = Ω(x)Aµ(x)Ω−1(x) −

i

e
∂µΩ(x) Ω−1(x). (13.21)Wir fassen zusammen. Eine Ei
htheorie ist bestimmt dur
h:

• Angabe der Ei
hgruppe G. Für die Quanten
hromodynamik, ist G = SU(3) und fürdie elektros
hwa
he Theorie G = SUL(2) × UY (1).
• Festlegung der Darstellungen, na
h denen die Materiefelder φ transformieren.
• Als Parameter enthalten Ei
htheorien eine universelle Kopplungskonstante e. Dane-ben sind no
h die Massen und eventuell Selbstkopplungen anzugeben. Die Weinberg-Salam Theorie enthält allerdings no
h weitere Parameter: die Elemente der KMS-Matrix und die Yukawa Kopplungskonstanten.13.1.1 ParalleltransportEin Skalarfeld ist kovariant konstant, wenn

Dµφ = 0 bzw. ∂µφ = ieR∗(Aµ)φ (13.22)gilt. Die Integrabilitätsbedingung für die Existenz einer (lokal) eindeutigen Lösung führtin diesem Fall auf
0 = [∂µ, ∂ν ]φ

(13.22)
= ieR∗

(

∂µAν − ∂νAµ

)

φ+ ie (R∗(Aν)∂µφ− R∗(Aµ)∂νφ)

= ieR∗(Fµν)φ,wobei wir die Linearität und die Darstellungseigens
haft R∗([X, Y ]) = [R∗(X), R∗(Y )] derinduzierten Darstellung benutzten. Nur für vers
hwindende Feldstärke können wir (lokal)die d Glei
hungen (13.22) simultan lösen.Die Lösung der Glei
hung kovarianter Konstanz entlang eines Weges C von x na
h yist ni
ht ganz einfa
h, da die Ei
hpotentiale zu vers
hiedenen Raumzeit-Punkten ni
htkommutieren müssen. Wir parametrisieren den Weg mit x(s), wobei
x(0) = x und x(1) = y������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II
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htheorien im Kontinuum 255gelten soll. Die kovariante Ableitung von φ längs C soll vers
hwinden,
ẋµDµφ =

dφ(s)

ds
− ieAµ

(

x(s)
)

ẋµ(s)φ(s) = 0. (13.23)Wir haben φ(x(s)) = φ(s) ges
hrieben und R(Ω) = Ω angenommen. Wäre s eine Zeitva-riable, so hätte diese Glei
hung die Form der zeitabhängigen S
hrödinger-Glei
hung mitg -wertigem Hamilton-Operator∼ A
(

x(s)
)

· ẋ(s). Also lautet die Lösung der gewöhnli
henDi�erentialglei
hung (13.23) wie folgt,
φ(1) = P

(

exp ie

∫ 1

0

dsAµ

(

x(s)
)

ẋµ(s)

)

φ(0), bzw.
φ(y) = U(C;A)φ(x), U(C;A) = P

(

exp ie

∫

C

A

)

. (13.24)Nur für Abels
he Theorien kommutieren die Ei
hpotentiale zu vers
hiedenen Raumzeit-punkten. In diesem Spezialfall ist keine Ordnung (�Zeitordnung�) P längs des Weges Cnötig.Ist C1 ein Weg von x na
h y und C2 von y na
h z, dann verbindet der zusammengesetzteWeg C2 ◦ C1 (zuerst C1 und dann C2) den Punkt x mit z und es gilt die Kompositionsregel
U(C2 ◦ C1;A) = U(C2;A)U(C1;A). (13.25)Der Paralleltransporter U hängt vom Weg ab, entlang dem φ parallel transportiert wird.Sind C1 und C2 zwei Wege von x na
h y, dann ist C = C−1

2 ◦ C1 eine S
hleife von x na
h x.Für eine Abels
he Theorie ist na
h dem Satz von Stokes
U(C;A) = exp

(

ie

∮

C=∂G

A

)

= exp

(

ie

∫

G

F

)

. (13.26)Darin ist G das von C einges
hlossene Gebiet und F die 2-Form der Feldstärke,
F =

1

2
Fµνdx

µdxν = dA, mit A = Aµdx
µ. (13.27)Leider gibt es keine ähnli
h einfa
he Formel für ni
ht-Abels
he Ei
htheorien. Es existiertzwar ein ni
ht-Abels
hes Stokes-Theorem [79℄, aber es s
heint keine interessante Anwen-dung für dieses komplizierte Theorem in der Physik zu geben. Es impliziert aber, das für

F = 0 der Paralleltransport wegunabhängig ist, solange die Wege ineinander deformierbarsind.Der Paralleltransport mit dem ei
htransformierten Feld A′ in (13.15) steht in einfa
her
������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II
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htheorien auf dem Gitter 256Beziehung zu demjenigen mit A. Ist C ein Weg von x na
h y, dann gilt nämli
h
U(C;A′) = Ω(y)U(C;A)Ω−1(x). (13.28)Diese Eigens
haft folgt aus der De�nition des weggeordneten Integrals,

P

(

exp ie

∫

C

A

)

= lim
N→∞

N
∏

i;xi∈C

(1 + ieAµ(xi)ẋ
µ
∣

∣

xi
∆s
)

, (13.29)worin xi (i = 1, . . . , N) eine Unterteilung des Weges C in N−1 Abs
hnitte ist. Für jedeS
hleife ist deshalb die Variable trU(C, A) (13.30)ei
hinvariant. Weiterhin ist das Produkt
φ†(y)U(Cyx;A)φ(x), (13.31)mit einem von x na
h y führenden Weg Cyx, ei
hinvariant. Dieses Produkt hängt für F 6= 0von der Wahl des verbindenden Weges C ab, ni
ht aber von der Wahl der Ei
hung.Im folgenden werden wir ausnahmslos die euklids
he Version von Ei
htheorien unter-su
hen. Den formalen Übergang von der Lorentz- zur Euklids
hen Signatur haben wirbereits bespro
hen. Im vorliegenden Fall führt die Wi
krotation auf folgende Lagrange-di
hte für eine Euklids
he Ei
htheorie mit einem geladenen Skalarfeld,

LE =
1

4
trF µνFµν +

(

Dµφ,D
µφ
)

+m2
(

φ, φ
)

, (13.32)wobei der Zusammenhang zwis
hen Ei
hpotential und Feldstärke und die De�nition derkovarianten Ableitung ni
ht ändern. Natürli
h werden in einer Euklids
hen Feldtheoriedie Indizes mit der Euklids
hen Metrik δµν ho
h- und runtergezogen. Zum Beispiel gelten
Fµν = F µν und F µνFµν =

∑

F 2
µν .13.2 Ei
htheorien auf dem GitterEs sei nun φ(x) ein Skalarfeld auf dem Gitter. Verlangt man lokale Invarianz unter Sym-metrietransformationen

φ(x) −→ φ′(x) = Ω(x)φ(x), Ω(x) ∈ G (13.33)
������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 13. REINE GITTEREICHTHEORIEN 13.2. Ei
htheorien auf dem Gitter 257auf dem Gitter Λ, so sind es Terme der Art
(

φ(x+ eµ), φ(x)
)

, (13.34)wel
he diese Invarianz ni
ht respektieren. Die Tatsa
he, dass man in diesem We
hselwir-kungsterm zwis
hen nä
hsten Na
hbarn das Skalarprodukt des Feldes an der Stelle x ∈ Λmit dem Feld an der bena
hbarten Stelle x+eµ bildet, legt nahe, das Feld �parallel zu ver-s
hieben�, bevor das Skalarprodukt gebildet wird. Wir ersetzen also den Ausdru
k (13.34)dur
h
(

φ(x+ eµ), U(x+ eµ, x)φ(x)
)

, (13.35)mit Paralleltransporter U(x+eµ, x) von x na
h x+eµ. Dieser Ausdru
k ist invariant unterlokalen Transformationen (13.33) des Materiefeldes wenn die Transporter unter lokalenEi
htransformationen dur
h Konjugation am Anfangs- und Endpunkt transformieren,
U(x+ eµ, x) −→ U ′(x+ eµ, x) = Ω(x+ eµ)U(x+ eµ, x)Ω

−1(x). (13.36)Im Allgemeinen hängt der Paralleltransport ni
ht nur von Anfangs- und Endpunkt, son-dern au
h vom gewählten Weg ab. Auf dem Gitter kann man si
h unter U(x+ eµ, x) denParalleltransport entlang der Gitterkante vorstellen, obwohl diese Interpretation bedeu-tungslos ist.Diese Überlegungen legen nahe, als dynamis
he Variablen ni
ht etwa Lie-Algebra-wertige Ei
hpotentiale Aµ(x), sondern die elementaren gruppenwertigen Paralleltranspor-ter zwis
hen bena
hbarten Gitterpunkten zu wählen. Die U-Variablen nennt man kompak-te Variablen, da alle relevanten (und wahrs
heinli
h konsistenten) Ei
hgruppen kompaktsind.13.2.1 Eine Wirkung für reine Ei
htheorienDie geri
htete Gitterkante von x na
h x± eµ wird kurz mit (x,±µ) bezei
hnet. Die dyna-mis
hen Variablen sind Elemente einer kompakten Gruppe G und �leben� auf den Gitter-kanten. Eine Gitterkon�guration U ist eine Abbildung von der Menge der (geri
hteten)Kanten E in G:
U : E =

{

(x, µ)
}

−→ G (13.37)Der Paralleltransporter längs eines Weges C auf dem Gitter ist das geordneten Produktder Transporter der Kanten des Weges und U(C−1) = U−1(C).In einer Yang-Mills-Theorie ist die Wirkung dur
h das Quadrat der Feldstärke oder������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 13. REINE GITTEREICHTHEORIEN 13.2. Ei
htheorien auf dem Gitter 258Krümmung gegeben. Diese gibt an, um wieviel ein Feld si
h (pro Flä
heninhalt) verändert,wenn man es in�nitesimal um einen ges
hlossenen Weg parallel-vers
hiebt. Es bezei
hne
µ und ν die dur
h eµ und eν aufgespannte Ebene, in wel
her die Vers
hiebung statt�ndet.Auf dem Gitter gibt es keine in�nitesimale Vers
hiebung. Die elementarste Vers
hiebungentlang eines ges
hlossenen Weges ergibt si
h aus dem Produkt der Transporter längs desRandes einer elementaren Plakette. Wir de�nieren

U(x, µν) ≡ U(x + eν ,−ν)U(x + eµ + eν ,−µ)U(x+ eµ, ν)U(x, µ)

= U(x, ν)−1U(x+ eν , µ)−1U(x+ eµ, ν)U(x, µ). (13.38)

b b

bb

b

x x+ eµ

x+ eµ + eνx+ eν

Plakette p
wobei wir (13.37) benutzten. Das Gruppen-element Up ≡ U(x, µν) bezei
hnet also denParalleltransporter um eine elementare Pla-kette p, de�niert dur
h die vier E
kpunkte
x, x+ eµ, x + eµ + eν , x + eν . Man s
hreibt ofetwas kürzer

Up =
∏

ℓ∈∂p

Uℓ. (13.39)Die Abhängigkeit von x ist bei dieser Notationaber ni
ht o�ensi
htli
h. Unter einer Ei
htransformation (13.36) transformiert die Plaket-tenvariable wie folgt,
U(x, µν) −→ Ω(x)U(x, µν)Ω−1(x). (13.40)Um die Wahl für die ei
hinvariante und reelle Wirkung zu motivieren, führen wir formaleinen Gitterabstand a ein und s
hreiben

U(x, µ) = eieaAµ(x) (13.41)mit dem Lie-Algebra wertigen Feld Aµ(x) = Aa
µ(x)Ta. Bilden wir das Produkt der Grup-penelemente um eine elementare Plakette, so erhalten wir

Up = U(x, µν) = e−ieaAν(x)e−ieaAµ(x+aeν)eieaAν(x+aeµ)eieaAµ(x)

= e−ieaAν(x)e−ieaAµ(x)−iea2∂νAµ(x)+O(a3)

eieaAν(x)+iea2∂µAν(x)+O(a3)eieaAµ(x) (13.42)
= eiea2

(

∂µAν(x)−∂νAµ(x)−ie[Aµ(x),Aν(x)]
)

+O(a3) (13.43)
= eiea2Fµν(x)+O(a3),������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 13. REINE GITTEREICHTHEORIEN 13.2. Ei
htheorien auf dem Gitter 259wobei wir im S
hritt von (13.42) zu (13.43) von der Baker-Hausdor�-Formel
eAeB = eA+B+ 1

2
[A,B]+... (13.44)Gebrau
h ma
hten und im Exponenten Terme bis zur Ordnung a2 berü
ksi
htigten. Esfolgt

U(x, µν) + U †(x, µν) ≈ 2 − e2a4F 2
µν(x) +O(a5). (13.45)Da der führende Term na
h der konstanten Matrix von der Ordnung a4 ist, könnte manmeinen, dass wir von Beginn an die Entwi
klung bis zu dieser Ordnung hätten ausführenmüssen. Für die unitäre Matrix U = exp(iT ) mit hermites
her Matrix T = ea2Fµν +O(a3)gilt jedo
h

U + U † = 2 − T 2 +O(T 4).Zur Ordnung a4 in U + U † trägt also tatsä
hli
h nur der führende Term der Ordnung a2in T bei. Das Ergebnis dieses naiven Kontinuumslimes legt folgende De�nition für dieWirkung einer Euklids
hen Ei
htheorie nahe:
Seich =

1

e2N

∑

p

tr (1−
1

2

(

Up + U †
p

)

)

. (13.46)Die Summe erstre
kt si
h über alle Plaketten im Gitter, d.h. wir erhalten eine Summe überalle Gitterpunkte x (im Kontinuumslimes wird diese Summe zur Raumzeit-Integration)sowie über alle Flä
henelemente µ, ν. Der Normierungsfaktor 1/N berü
ksi
htigt, dassdie Variablen Uℓ zu einer N-dimensionalen unitären Darstellung der Ei
hgruppe gehören.Sind alle Up = 1, dann vers
hwindet wegen tr1 = N die Ei
hwirkung. Für allen ande-ren Kon�gurationen ist Seich positiv. Für SU(2) ist trU reell und in der fundamentalenDarstellung wird
Seich =

1

2e2

∑

p

tr (1− Up) , SU(2) fundamentale Darstellung. (13.47)13.2.2 Invariantes Maÿ und irreduzible DarstellungenZur Bere
hnung der Zustandssumme oder von Erwartungwerten benötigen wir eine Inte-gration über alle dynamis
hen Freiheitsgrade. In der Kontinuumstheorie sind dies die Ei
h-potentiale Aµ(x) (siehe die Lehrbü
her über Ei
htheorien oder meine Vorlesung Path Inte-grals). Auf dem Gitter werden die Ei
hpotentiale dur
h die Paralleltransporter U(x, µ) ∈

G entlang der elementaren Kanten ersetzt. Deshalb ist es naheliegend, die formale Inte-������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 13. REINE GITTEREICHTHEORIEN 13.2. Ei
htheorien auf dem Gitter 260gration über alle Ei
hpotentiale dur
h die invariante Integration über die Ei
hgruppe Gzu ersetzen,
∫

DAµ(x) −→

∫

∏

(x,µ)

dU(x, µ). (13.48)Dabei dU das bis auf eine multiplikative Konstante eindeutige links- und re
htsinvarianteHaar-Maÿ auf der kompakten Gruppe,
dU = d(ΩU) = d(UΩ), Ω ∈ G. (13.49)Wir normieren das invariante Maÿ, so dass ∫ dU = 1 gilt. Jede kompakte Gruppe besitztein derartiges Haar-Maÿ. Die Bedingungen (13.49) sind glei
hbedeutend mit der Links-und Re
htsinvarianz der Mittelbildung,

M(f) ≡

∫

G

dU f(U) =

∫

G

dU f(ΩU) =

∫

G

dU f(UΩ) (13.50)für alle Gruppenelemente Ω und Funktionen f : G → C . Für eine endli
he Gruppe ist dieMittelbildung glei
h dem Mittelwert von f ,
M(f) =

1

|G|

∑

U∈G

f(U). (13.51)Die Mittelbildung M trägt ihren Namen zure
ht: sie ist linear, positiv, normiert undinvariant. Die Invarianzeigens
haft (13.50) ist evident.Die Elemente der einfa
hsten kompakten Liegruppe U(1) der komplexen, unimodula-ren Zahlen haben die Form U = eiα mit α ∈ [−π, π). Eine Funktion f : U(1) → C ist eine
2π− periodis
he Funktion des Parameters α. Die Mittelbildung ist dann gegeben dur
hfolgendes Integral über den Parameterraum:

M(f) =
1

2π

π
∫

−π

dα f(eiα). (13.52)Die Invarianz bezügli
h Linkstranslationen beweist man wie folgt,
1

2π

π
∫

−π

dαf(Ωeiα)
Ω=eiα̃

=
1

2π

π
∫

−π

dαf(eiα̃+iα) =
1

2π

π
∫

−π

dαf(eiα).
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KAPITEL 13. REINE GITTEREICHTHEORIEN 13.2. Ei
htheorien auf dem Gitter 261Die Zustandssumme einer U(1)-Gitterei
htheorie hat damit die Form
ZΛ =

π
∫

−π

· · ·

π
∫

−π

∏

ℓ∈E

dαℓ

2π
exp

(

1

e2

∑

p

(

1 − cos
∑

ℓ∈∂p

αℓ

)

)

. (13.53)Das Argument der Kosinus-Funktion enthält die Summe über die 4 orientierten Kantendie zum Rand der Plakette p gehören.Wie sieht nun das invariante Haarmaÿ von SU(2) aus? Dazu überlegen wir uns, wasdie Linkstranslation U → ΩU auf SU(2) geometris
h bedeutet. Die Gruppenelementekönnen wie folgt ein-eindeutig parametrisiert werden,
α −→ U(α) =

(

α1 + iα2 α3 + iα4

−α3 + iα4 α1 − iα2

) mit α =









α1

α2

α3

α4









∈ S3. (13.54)Als Mannigfaltigkeit ist die Gruppe SU(2) glei
h der Sphäre S3. Die Linkstranslation
U → ΩU mit dem Gruppenelement Ω = U(β) ist dann im Parameterraum gegeben dur
h

U(β)U(α) = U
(

O(β)α
) mit O(β)α =









β1 −β2 −β3 −β4

β2 β1 −β4 β3

β3 β4 β1 −β2

β4 −β3 β2 β1

















α1

α2

α3

α4









. (13.55)Wegen β ∈ S3 ist O(β) eine orthogonale 4 × 4−Matrix, OTO = 1, und damit ist O(β)αeine Drehung von α. Nun ist aber die von R 4 auf S3 induzierte Volumenform drehinvariantund damit invariant unter Linkstranslationen (und Re
htstranslationen). Normieren wirdie Volumenform, dann erhalten wir das eindeutige Haarmaÿ auf SU(2),
dU = δ

(

α2 − 1
)

dα1dα2dα3dα4. (13.56)Alternativ können wir für die Punkte auf ∼ S3 �Kugelkoordinaten� einführen,








α1

α2

α3

α4









=









cos θ

sin θ cosψ

sin θ sinψ cosϕ

sin θ sinψ sinϕ









. (13.57)Dies führt auf folgende Parametrisierung der Gruppenelemente,
U(θ, ψ, ϕ) =

(

cos θ + i sin θ cosψ sin θ sinψeiϕ

− sin θ sinψe−iϕ cos θ − i sin θ cosψ

)

, (13.58)������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 13. REINE GITTEREICHTHEORIEN 13.2. Ei
htheorien auf dem Gitter 262wobei die auftretenden Winkel einges
hränkte Werteberei
he haben,
0 < θ < π, 0 < ψ < π und 0 < ϕ < 2π. (13.59)In diesen Koordinaten lautet das Haar-Maÿ von SU(2)

dU =
1

2π2
sin2 θ · sinψ dθdψdϕ. (13.60)Es de�niert ein invariantes Skalarprodukt auf den Funktionen G → C ,

(

f, g
)

≡

∫

G

f̄(U)g(U)dU. (13.61)Man kann si
h eine vollständige orthonormierte Basis des Hilbertraums L2(G, dU) bes
haf-fen, wenn man alle irreduziblen Darstellungen der Gruppe betra
htet. Eine Darstellung Rder Gruppe G ist eine strukturhaltende Abbildung der Gruppe in die Menge der linearenAbbildungen eines Vektorraums V ,
R : G −→ L(V ), R(U1U2) = R(U1)R(U2), R(1) = 1. (13.62)Die Dimension dR der Darstellung R ist glei
h der Dimension des Darstellungsraumes V .Wir wollen im Folgenden annehmen, dass die Gruppe eine Mittelbildung besitzt. Dannist jede Darstellung äquivalent zu einer unitären Darstellung. Endli
he und kompakteGruppen besitzen eine Mittelbildung.Eine Darstellung heisst irreduzibel, wenn die linearen Abbildungen {R(U)|U ∈ G} kei-nen gemeinsamen invarianten e
hten Unterraum von V haben. Es sei nun {R(U)} dieMenge aller irreduziblen Darstellungen. Es gilt der wi
htigeSatz von Peter-Weyl: Die Funktionen {R(U)ab} de�nieren ein vollständiges Orthogo-nalsystem von L2(dU), und

(

Rab, R′cd
)

≡

∫

R̄ab(U)R′cd(U) dU =
δRR′

dR
δacδbd, (13.63)wobei dR = trR(1) die Dimension der Darstellung R ist.Dieses Theorem hat als wi
htige Konsequenz dasLemma: Die Charakteren χR(U) = trR(U) bilden ein vollständiges Orthonormalsystemfür den Raum der invarianten Funktionen, f(ΩUΩ−1) = f(U) ⊂ L2(dU). Insbesondere

(

χR, χR′

)

= δRR′ . (13.64)������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 13. REINE GITTEREICHTHEORIEN 13.2. Ei
htheorien auf dem Gitter 263Dieses Lemma ist nützli
h bei der Zerlegung einer reduziblen Darstellung in irreduzibleAnteile. Weitere hilfrei
he Indentitäten liefert dasLemma: Es gelten die folgenden Formeln
(

R ab, χR′

)

=
(

χR′ , R ab
)

=
δRR′

dR

δab

∫

χR

(

ΩU−1
)

χR′(U) dU =
δRR′

dR

χR(Ω) (13.65)
∑

R

dR χR(U) = δ(1, U).Diese werden zum Beispiel bei der Entwi
klung für starke Kopplungen benötigt. Füreinen Beweis dieser (und weiterer) Formeln verweise i
h auf die rei
hhaltige Literaturüber Gruppen und Darstellungen.13.2.3 Zustandssummen von zweidimensionalen ModellenWir bere
hnen die Zustandssummen von 2-dimensionalen Ei
htheorien auf dem quadrati-s
hen Gitter mit periodis
hen Randbedingungen. Wir beginnen mit Abels
hen Ei
htheori-en, deren Zustandssumme ähnli
h einfa
h bere
hnet werden kann wie für eindimensionaleSpinmodelle. Für ni
ht-Abels
he Ei
htheorien ist die Bere
hnung komplizierter und ma
htwesentli
hen Gebrau
h von den Eigens
haften des Haar-Maÿes.Z2-Ei
htheorieDie dynamis
hen Variablen sind die |E| = 2V Linkvariablen Uℓ ∈ {−1, 1} und die invari-ante Integration ist die Mittelbildung 1
2

∑

Uℓ
auf der Ei
hgruppe Z2. Zur Umformung derZustandssumme benutzen wir denselben Tri
k wie bei der Ho
htemperaturentwi
klungfür das Ising-Models (siehe 9.2),

Z =
1

2 |E|

∑

{U}

e−
P

p β(1−Up) =
1

2|E|

(

cosh β

eβ

)V
∑

{U}

∏

p

(1 + vUp) , (13.66)wobei tanh β = v gesetzt wurde. Für die Z2-Ei
htheorie ist dies eine Entwi
klung in tan βmit β ∼ 1/e2, also eine Entwi
klung für starke Kopplung. Wegen
∑

Uℓ

Uk
ℓ =

{

2 k gerade
0 k ungerade, (13.67)
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KAPITEL 13. REINE GITTEREICHTHEORIEN 13.2. Ei
htheorien auf dem Gitter 264tragen na
h Ausmultiplikation des Produktes auf der re
hten Seite in (13.66) nur dieTerme 1 und vV
∏

p Up bei. Es folgt
Z =

(

cosh β

eβ

)V
(

1 + (tanh β)V
) V →∞
−→

(

1 + e−β

2

)V

. (13.68)Im thermodynamis
hen Grenzfall V →

∞ strebt die freie Energiedi
hte f =

− log(Z)/V gegen
log 2 − log

(

1 + e−2β
)

.Für s
hwa
he Kopplung oder grosse βist sie glei
h log(2). Im starken Kopp-lungslimes strebt sie gegen 0. e

f(e)

log(2) b b b b b b b
b
b

b

b

b

b

b

b

b

b
b
b
b
b
b
b
b b b b b b b

U(1)-Ei
htheorieDie Re
hnung vereinfa
ht si
h, wenn wir die Link-Variablen Uℓ = eiαℓ in der Zustands-summe
Z = e−βV

∫

∏

ℓ

dUℓ

∏

p

e
1

2
βUp+ 1

2
βŪp, Up =

∏

ℓ∈∂p

Uℓ (13.69)ges
hi
kt transformieren.

x Ux,1

Ux,2

Als ei
hinvariante Variablen könntenwir alle Plakettenvariablen Up und diePolyakov-S
hleifen wählen.
P (x2) =

N1
∏

n=1

Ux+ne1,1

P (x1) =

N2
∏

n=1

Ux+ne2,2. (13.70)Aber diese Variablen sind ni
ht unabhän-gig. Da wir periodis
he Randbedingungenfordern, ist ∏p Up = 1.Nur V − 1 Plakettenvariablen sind unabhängig und wir wählen diese als ein Teil der������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 13. REINE GITTEREICHTHEORIEN 13.2. Ei
htheorien auf dem Gitter 265neuen Variablen. Nun kann man si
h lei
ht überzeugen, dass P (x1 + m)P−1(x1) glei
hdem Produkt derjenigen Plakettenvariablen ist, die dur
h die beiden zu P (x1 + m) und
P (x1) gehörigen S
hleifen einges
hlossen werden. Als weitere unabhängige ei
hinvarian-te Variablen wählen wir also nur jeweils eine Polyakovs
hleife in die Zeit- und eine indie Raumri
htung. Damit ergeben si
h V + 1 unabhängige ei
hinvariante Variablen. Zu-sammen mit den N1(N2 − 1) + (N1 − 1) = V − 1 ei
hvarianten Linkvariablen auf dendur
h einen S
hrägstri
h gekennzei
hneten Links E ′ egibt si
h der vollständig Satz von VVariablen,

{Up|p = 1, . . . , V − 1}, P1, P2, {Uℓ|ℓ ∈ E ′} (13.71)Wegen der Links- und Re
htsinvarianz des Haar-Maÿes folgt
Z = e−βV

∫ V −1
∏

p=1

dUp

V
∏

p=1

e
1

2
β(Up+Ūp)

∫

dP1dP2

∫

∏

ℓ∈E′

dUℓ. (13.72)Darin ist die Plakettenvariable UV wegen ∏Up = 1 von den anderen Plakettenvariablenabhängig. Also erhalten wir
Z = e−βV

V
∏

p=1

∫

dUp e
1

2
β(Up+Ūp) δ

(

1, U1U2 · · ·UV

)

. (13.73)Für die Gruppe U(1) sind alle irreduziblen Darstellungen eindimensional und mit U =

eiα ist die Formel δ(1, U) =
∑

Un in (13.65) äquivalent zur Fourierdarstellung der δ-Distribution. Dies führt auf folgende explizite Formel für die Zustandssumme einer 2-dimensionalen U(1) Gitterei
htheorie mit periodis
hen Randbedingungen,
Z = e−βV

∑

n∈Z

V
∏

p=1

∫

(

dUp e
β cos αUn

p

)

= e−βV
∑

n∈Z

(
∫ π

−π

dα

2π
eβ cos α+inα

)V

= e−βV
∑

n∈Z

In(β)V . (13.74)Die zugehörige freie Energiedi
hte hat die Form
f(β, V ) = β −

1

V
log
(

∑

In(β)V
)

. (13.75)
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KAPITEL 13. REINE GITTEREICHTHEORIEN 13.2. Ei
htheorien auf dem Gitter 266ZN -Ei
htheorienDieselbe Variablenänderung führt für die Zustandssumme einer ZN -Theorie
Z =

∑

{U}

e−β(1− 1

2
Up−

1

2
Ūp), Uℓ, Up ∈

{

z = e2πi/N , z2, . . . , zN = 1
}

, (13.76)mit Hilfe der Darstellung
1

N

N
∑

n=1

e2πink/N = δ(k mod N),0 (13.77)für dasN-periodis
he Krone
ker-Symbol, auf folgende Reihendarstellung für die Zustands-summe
Z = e−βV

N
∑

n=1

FN(n, β)V , FN(n, β) =
1

N

N
∑

m=1

eβ cos(2πm/N)+2πimn/N . (13.78)Für N = 2 stimmt dies mit dem Resultat (13.68) für die Z2-Gitterei
htheorie überein undfür N → ∞ mit der Formel (13.74) für die U(1)-Theorie.Ni
ht-Abels
he Ei
htheorienWie für die U(1)-Theorie wählen wir als unabhängige Variablen die Plaketten-, Polyakovs
hleifen-und speziellen Linkvariablen in (13.71). Als Wirkung wählen wir (13.46), wobei die Link-variablen und Plakettenvariablen in einer irreduziblen Darstellung R der Ei
hgruppe lie-gen. Es sei χR(U) = trR(U) der Charakter dieser Darstellung. Dann nimmt die Wirkungfolgende Form an,
Seich = β

∑

p

(

1 −
1

2N
χR(Up) −

1

2N
χ̄R(Up)

) mit β =
1

e2
. (13.79)Wie oben müssen wir die Nebenbedingung

∏

Up = 1berü
ksi
htigen. Dabei ist es nützli
h, die vollständige und orthonormierte Basis der Cha-rakteren χR für die Klassenfunktionen auf der Gruppe einzuführen,
χR(U) = trR(U), χR

(

ΩUΩ−1
)

= χR(U).
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KAPITEL 13. REINE GITTEREICHTHEORIEN 13.2. Ei
htheorien auf dem Gitter 267Hier ist U → R(U) eine irreduzible Darstellung der kompakten Gruppe G. Jede Klassen-funktion hat na
h dem Lemma auf Seite 262 die Entwi
klung
f =

∑

R

(χR, f)χR, (13.80)wobei das Skalarpodukt mit dem Haars
hen Maÿ de�niert ist,
(f, g) =

∫

dUf̄(U)g(U). (13.81)13.2.4 Observablen der reinen Ei
htheorienDa die Gitterwirkungen und das Haar-Maÿ ei
hinvariant sind, ist das normierte Maÿ imFunktionalintegral
dµ[U ] =

1

Z
e−Seich[U ]

∏

ℓ∈E

dUℓ, Z =

∫

e−Seich[U ]
∏

ℓ∈E

dUℓ, (13.82)ebenfalls ei
hinvariant. Für ein endli
hes Gitter in d Dimensionen ist dies ein d|Λ||G|-dimensionales Integral. Zum Beispiel, für eine 4-dimensionale SU(2)-Ei
htheorie auf demhyperkubis
hen 164 Gitter wäre es ein 4 · 164 · 3 = 786 432-dimensionales Integral. Wegender Ei
hinvarianz des Maÿes folgt für die Erwartungswerte von Funktionen der dynami-s
hen Variablen
〈F [U ]〉 =

∫

dµ[U ]F [U ] =

∫

dµ[U ]F [UΩ] = 〈F [UΩ]〉,

U = {U(x, µ)}, UΩ = {Ω(x+ eµ)U(x, µ)Ω−1(x)}, (13.83)für beliebige lokale Ei
htransformationen {Ω(x)}. Es ist also nur sinnvoll, Erwartungs-werte von ei
hinvarianten Gröÿen zu betra
hten.
x

eµ

C

Ei
hinvariante Funktionen der Variablen
{U(x, µ)} sind die Spuren von Produkten von
U ′s entlang ges
hlossener Wege (S
hleifen).Wir de�nieren

W [C] = tr L
∏

i=1

U(xi, µi)
∣

∣

C
. (13.84)Dabei bes
hreibt (xi, µi) mit ni+1 = ni+eµi

und
nL+1 = n1 eine Folge von geri
hteten Kanten zuder S
hleife C.������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 13. REINE GITTEREICHTHEORIEN 13.2. Ei
htheorien auf dem Gitter 268Die Gröÿen W [C] sind für ges
hlossene Wege (S
hleifen) C ei
hinvariant. Man kannsi
h überlegen, dass die allgemeinste ei
hinvariante Gröÿe eine Funktion der Paralleltrans-porter entlang ges
hlossener Wege ist. Die Bezei
hnung für W [C] variiert leider in derLiteratur. Oft heissen sie Wilson-S
hleifen. Man
hmal versteht man unter einer Wilson-S
hleife au
h nur das Produkt der U ′s entlang einer S
hleife, also das Argument der Spurin (13.84), man
hmal au
h den Erwartungswert von W . Wir werden im folgenden dieei
hinvarianten W in (13.84) als Wilson-S
hleifen bezei
hnen.Wilson-S
hleifen zu ges
hlossenen Wegen, die si
h um ein periodis
hes Gitter her-umwinden, heissen au
h Polyakov-S
hleifen. Sie spielen eine wi
htige Rolle bei der Un-tersu
hung von Gitterei
htheorien bei endli
hen Temperaturen. Der Erwartungswert derPolyakovs
hleifen ist ein Ordnungsparameter für den Con�nement-De
on�nement Pha-senÜbergang in reinen Ei
htheorien. Die Dynamik derartiger S
hleifen wird zur Zeit amLehrstuhl Quantentheorie untersu
ht [80℄.13.2.5 Die Stringspannung

R

T

Es sei nun W [R, T ] eine Wilson-S
hleife zueiner ebenen und re
hte
kigen S
hleife mitden Kantenlängen R und T . Die Funktion
Vqq̄(R) = − lim

T→∞

1

T
log〈W [R, T ]〉 (13.85)wird als statis
hes qq̄-Potential interpretiert.Die Gröÿe

σ = lim
R→∞

Vqq̄(R)

R
(13.86)heisst Stringspannung . Sie ist ein Ordnungsparameter zur Unters
heidung zwis
hen Con-�nement bzw. Ni
ht-Con�nement in einer reinen Ei
htheorie.Akzeptiert man für Vqq̄(R) die Interpretation alsPotential zwis
hen zwei von aussen eingebra
h-ten statis
hen Ladungen, so bedeutet σ 6= 0,dass die potentielle Energie mit dem Abstandder Ladungen zunimmt, und für asymptotis
hentfernte Ladungen unendli
h groÿ würde, so q q̄

dass dieser Zustand in einer dynamis
hen Theorie ni
ht auftritt. Das lineare Anwa
hsender Energie mit dem Abstand könnte erklärt werden, wenn si
h zwis
hen den äuÿeren������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 13. REINE GITTEREICHTHEORIEN 13.2. Ei
htheorien auf dem Gitter 269Ladungen ein Fluÿs
hlau
h mit konstanter Energiedi
hte bilden würde. Dann wäre dieEnergie des S
hlau
hes proportional zu seiner Länge und enspre
hend die Kraft zwis
henden Ladungen konstant. Für eine vers
hwindende Stringspannung nimmt dagegen die po-tentielle Energie für sehr groÿe Abstände kaum mehr zu. Es sollte also mögli
h sein, demSystem genügend Energie zuzuführen, um eine Trennung der Ladungen zu errei
hen.Die Ladungen treten in dieser Betra
htung nur als �unendli
h s
hwere� Objekte ohneeigene Dynamik auf. In Wirkli
hkeit wird die Energie zwis
hen zwei si
h entfernendenLadungen nur solange zunehmen, bis die potentielle Energie ausrei
ht, um die Paarpro-duktion aus dem Vakuum zu zünden. Die erzeugten Teil
hen s
hirmen die individuellenLadungen ab und es entstehen zwei ladungsneutrale Zustände, die si
h voneinander ent-fernen können.Wilson s
hlug als Kriterium für Con�nement oder Ni
ht-Con�nement in einer reinenEi
htheorie das Flä
hen- oder Umfangsgesetz für den Erwartungswert der Wilson-S
hleifevor,
〈W [C]〉 ∼ e−TVqq̄(R) ∼ e−Fläche Con�nement
〈W [C]〉 ∼ e−TVqq̄(R) ∼ e−Umfang kein Con�nement. (13.87)Seiler und Borgs u.a. konnten beweisen, dass Vqq̄(R) monoton anwä
hst, V ′

qq̄ ≥ 0,aber ni
ht stärker als linear ansteigen kann, V ′′
qq̄ ≤ 0, siehe zum Beispiel [81℄. Für groÿeAbstände hat das statis
he Potential die Form

Vqq̄(R) ∼ σR−
c

R
+ 
onst + o(L−1) (13.88)mit einer universellen und positiven Konstanten c. Der Term ∼ 1/R heisst Lüs
her-Term.Er hat seinen Ursprung in den Quanten�uktuationen des Fluss-S
hlau
hes zwis
hen denbeiden statis
hen Ladungen [82℄.Wir kommen zu einer Begründung, warum V (R) als statis
hes qq̄-Potential angese-hen werden kann. In der Elektrodynamik ändert si
h bei Anwesenheit einer äuÿeren 4-erStromdi
hte jµ(x) der Gewi
htsfaktor im Funktionalintegral gemäÿ

exp
(

iS
)

−→ exp

(

iS + i

∫

d4x jµAµ

)

. (13.89)Nun parametrisiere zµ(τ) die Weltlinie C eines elektris
h geladenen Punktteil
hens. In derklassis
hen Elektrodynamik ist die 4-er Ges
hwindigkeit żµ zeitartig. Für die Stromdi
htedes bewegten Teil
hens
jµ(x) = e

∫

C

dτ ẋµ(τ)δ4
(

x− z(τ)
)������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II
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he Phasenfaktor in (13.89) folgendermassen,
exp

(

i

∫

d4xjµAµ

)

= exp

(

ie

∫

C

dzµAµ(z)

)

= exp

(

ie

∫

C

A

)

, (13.90)wobei längs des dur
h z(τ) spezi�zierten Weges C zu integrieren ist. Die euklids
he Formerhält man dur
h die Substitutionen j0 = −ij4, dz
0 = −idz4 und A0 = iA4. Die Phase(13.90) bleibt beim Übergang zur euklids
he Theorie eine Phase. Wählt man für C eineS
hleife, so entspri
ht die Zustandssumme in Gegenwart eines stationären Stromes,

1

Z

∫

DAµ exp

(

−SE [A] + ie

∮

C

A

)

=

〈

exp
(

ie

∮

C

A
)

〉

=
〈

W [C]
〉

, (13.91)genau der Kontinuumsversion des Erwartungswertes der Wilson-S
hleife.13.3 Starke KopplungDie Wirkung einer reinen Ei
htheorie auf dem Gitter
Seich = −β

∑

p

tr (1−
1

2

(

Up + U †
p

)

)

, β =
2

Ne2
, (13.92)hat mit der na
kten Kopplung e nur einen freien Parameter. Eine Gitterei
htheorie kannals klassis
hes statistis
hes System mit inverser Temperatur β angesehen werden. DerGrenzfall starker Kopplung enspri
ht dann dem Ho
htemperaturlimes. Wir werden nunsehen, dass das führende Verhalten des Erwartungswertes von Wilson-S
hleifen,

〈W [C]〉 =
1

Z

∫

dµ[U ]W [C], Z =

∫

dµ[U ], (13.93)für starke Kopplung dur
h ein Flä
hengesetz bestimmt ist.Wir brau
hen folgende wesentli
hen Eigens
haften des Haar-Maÿes:
∫

G

dU = 1 ,

∫

G

dU Uαβ = 0 ,

∫

G

dU UαβU
†
γδ = c δαδδβγ . (13.94)Die erste Bedingung ist die Normierung des Haar-Maÿes. Die zweite Bedingung gilt fürjede ni
ht-triviale Darstellung der Gruppe, da wegen der Invarianz des Maÿes

∫

dU Uαβ = gαγ

(
∫

dU Uγδ

)

g′δβ . (13.95)für alle Gruppenelemente g und g′ gilt. Wenn U ni
ht-trival transformiert, dann folgt sofort������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II
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hung in (13.94) Die letzte Glei
hung begründet man nun ganz analog.ähnli
h wie für Spinmodelle entwi
keln wir das Boltzmann-Gewi
ht in (13.61) na
hPotenzen von β ∼ 1/g2,
exp

(

−β
∑

p

tr {1−
1

2
(Up + U †

p)

}

)

=
∏

p

(

1 − β tr {1−
1

2
(Up + U †

p )

}

+O(β2)

)

.Wegen (13.94) hat die Entwi
klung der Zustandssumme für starke Kopplung die Form
Z = 1 +O(β2) = 1 +O(1/g4). (13.96)Für den Zähler im Erwartungswert (13.93) erhalten wir

∫

∏

x,µ

dU(x, µ) tr {U(ℓ1)U(ℓ2) · · ·U(ℓL)}

·
∏

p

(

1 − β tr {1 −
1

2
(Up + U †

p)

}

+O(β2)

)

. (13.97)Dabei bezei
hnen ℓi = (xi, µi) i = 1, . . . , L die orientierten Gitterkanten der ges
hlossenenS
hleife der Länge L. Wegen der zweiten Eigens
haft in (13.94) vers
hwindet der ersteTerm dieser Entwi
klung, es sei denn, C ist ein S
hleife die einen Weg vorwärts undzurü
k dur
hläuft. Für eine S
hleife, die eine ni
ht-vers
hwindende Flä
he eins
hliesst, istder führende Term dadur
h gegeben, dass jedes Uℓ mindestens zweimal auftritt, und zwarzu entgegengesetzten Ri
htungen der Kante ℓ gehörend. Dann muÿ von dem Boltzmann-Gewi
ht ein Produkt von Plakett-Variablen beitragen, wel
hes gerade die Wilson-S
hleife
C s
hliesst. In anderen Worten, es tragen in der Entwi
klung des Gewi
hts nur Produktebei, deren Plaketten eine 2-Kette mit Rand C−1 bilden. Der führende Beitrag zum Zähler,und damit zu Erwartungswert (13.93) ist somit

〈W [C]〉 ∼

(

c2
2

Ng2

)A

= exp

(

−A log
Ng2

2c2

)

, (13.98)wobei A die Anzahl Plaketten ist, wel
he die Minimal�ä
he A mit ∂A = C aufspannen.Für eine re
hte
kige Wilson-S
hleife ist A = RT . Der Beitrage c2A kommt von den U-Integrationen, da in führender Ordnung die Anzahl Gitterlinien innerhalb A glei
h 2Aist.Man kann dieses Argument natürli
h no
h verbessern. O�ensi
htli
h tragen zum Zäh-ler in (13.93) genau diejenigen Flä
hen bei, deren Rand glei
h C−1 ist. Dabei können au
hges
hlossene Flä
hen ohne Rand beitragen. Der Beitrag dieser ni
ht-zusammenhängendenFlä
hen werden dur
h den Nenner aufgehoben. Die Flä
hen mit Rand C−1 können Selbst-������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II
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hneidungen haben oder von randlosen Flä
hen berührt werden. In jedem Fall er-wartet man eine Darstellung der Form
〈W [C]〉 =

∑

c2;∂c2=−C

e−σA(c2), (13.99)mit einer Stringspannung σ. Bisher ist es im Kontinuum leider no
h ni
ht gelungen, eineverglei
hbare Formel zu beweisen1.

1Osterwalder und Seiler konnten beweisen, dass die starke Kopplungsentwi
klung konvergiert,ganz im Gegensatz zur s
hwa
hen Kopplungsentwi
klung. Na
h einem Argument von Dyson ist diese imbesten Fall asymptotis
h.������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II


