
Kapitel 12SpinorfelderElektronen, Myonen oder Quarks werden 4-komponentige Spinorfelder ψ(x) ∈ C 4 zuge-ordnet. Das Feld bes
hreibt neben Teil
hen au
h deren Antiteil
hen mit glei
her Masseaber entgegengesetzter Ladung. Ohne We
hselwirkung gehor
ht ψ der Dira
glei
hung
(iγµ∂µ −m)ψ(x) = 0, {γµ, γν} = 2ηµν1, (12.1)wobei (ηµν) den metris
hen Tensor diag(1,−1,−1,−1) bezei
hnet. Die Eigens
haften die-ser relativistis
hen Bewegungsglei
hung für Teil
hen mit Spin 1/2 und insbesondere ihreLösungen, die Transformationen der Spinoren bei einem We
hsel des Inertialsystems oderdie Ankopplung von ψ an das elektromagnetis
he Feld sollen hier ni
ht wiederholt werden.Beim Übergang zur euklidis
hen Theorie werden die γµ dur
h die euklidis
hen Gamma-Matrizen γ0

E = γ0 und γiE = iγi, wel
he die algebrais
hen Relationen
{γµE, γνE} = 2δµν (12.2)erfüllen, ersetzt. Da im Folgenden nur die euklidis
he Theorie behandelt wird, lassen wirden Index E wieder weg. Die euklidis
hen Gamma-Matrizen sind hermites
h,
γ†µ = γµ = γµ (12.3)und die Dira
glei
hung für das Euklidis
he Feld lautet

Dψ(x) ≡ (/∂ +m)ψ(x) = 0, /∂ = γµ∂µ. (12.4)In der euklids
hen Raumzeit transformieren Spinoren mit unitären Spinmatrizen S unterLorentz-Transformationen, d.h. ψ(x′) = Sψ(x) mit S†S = 1. Deshalb ist ψ̄ψ ni
ht invari-ant unter �euklids
hen Lorentz-Transformationen� wenn wir an der im Minkowski-Raumgeltenden Beziehung ψ̄ = ψ†γ0 festhalten. Im euklids
hen Raum identi�zieren wir ψ̄ mit226



KAPITEL 12. SPINORFELDER 227
ψ†. Nur wenn ψ̄ wie ψ† transformiert ist ψ̄ψ ein skalares Feld.Der Operator /∂ ist anti-hermites
h, im Gegensatz zu m. Der Dira
-Operator D imeuklidis
hen Raum ist no
h �γ5-hermites
h�

γ5Dγ5 = D†. (12.5)Mit dieser Bedingung ers
heinen alle ni
ht-reellen Eigenwerte von D in komplex konju-gierten Paaren. Man �ndet denselben ni
ht-hermites
hen Dira
-Operator au
h bei einersorgfältigen Ableitung der Pfadintegral-Darstellung für die thermis
he Zustandssumme[24℄. Die obige Dira
glei
hung ist die Euler-Lagrange-Glei
hung zur Wirkung
SF =

∫

d4x

(

1

2

(

ψ̄(x)γµ∂µψ(x) − ∂µψ̄(x)γµψ(x)
)

+mψ̄(x)ψ(x)

)

, (12.6)und bis auf einen Ober�ä
henterm ist diese glei
h
SF =

∫

d4x ψ̄(x)Dψ(x). (12.7)In dieser Form �ndet man die fermionis
he Wirkung au
h in den meisten Lehrbü
hern.Die Wirkung ist invariant unter den globalen U(1)-Transformationen
ψ(x) −→ Uψ(x), ψ̄(x) −→ ψ̄(x)U−1, U = eiλ, λ ∈ R , (12.8)und diese Symmetrie kann dur
h Einführung eines Ei
hfeldes lokal gema
ht werden. Im
hiralen Limes m = 0 hat sie zusätzli
h eine 
hirale Symmetrie,
ψ(x) −→ eγ5αψ(x) , ψ̄(x) −→ ψ̄(x)eαγ5 , α ∈ R . (12.9)Hier ist γ5 die mit allen γµ antivertaus
hende und hermites
he Matrix

γ5 = γ0γ1γ2γ3 = γ†5, {γ5, γ
µ} = 0. (12.10)Man bea
hte, dass im euklidis
hen Raum die 
hiralen Transformationen die ni
ht-kompakteGruppe R bilden, im Gegensatz zur Situation in der Minkowski-Raumzeit, wo sie die kom-pakte Gruppe U(1) bilden.
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KAPITEL 12. SPINORFELDER 12.1. Grassmann Variablen 22812.1 Grassmann VariablenWir kehren no
hmals kurz zu den Skalarfeldern zurü
k. Klassis
he bosonis
he Felder sindgewöhnli
he kommutierende Funktionen,
[φ(x), φ(y)] = 0, (12.11)und diese Eigens
haft kann als h̄→ 0 Grenzfall der Kommutationsregeln für die Quanten-felder angesehen werden. Die Fermi-Statistik impliziert, dass fermionis
he Quantenfelderzu glei
hen Zeiten antikommutieren,

{ψ(t, x ), ψ(t, y)} = 0.Dies motiviert die Betra
htung eines klassis
hen Grenzfalls, in dem die Fermi-Felder an-tikommutieren,
{ψ(x), ψ(y)} = 0, ∀x, y. (12.12)Es ist deshalb naheliegend, �klassis
he Fermi-Felder� als antikommutierende Variablen,sogenannte Grassmann-Variablen, anzusehen. Dieses heuristis
he Argument kann im Rah-men der Pfadintegral-Darstellung für femionis
hen Systeme gezeigt werden. Hier verweisei
h auf die Literatur [17, 24℄.Ein komplexe Grassmann-Algebra wird von Elementen ηi und η̄i aufgespannt, die

{ηi, ηj} = {η̄i, η̄j} = {ηi, η̄j} = 0 (12.13)erfüllen. Eine Integration über Grassmann Variablen hat die Eigens
haft
∫

dηi(a+ bηi) = b (12.14)für beliebige komplexe Zahlen a, b. In der Quantenfeldtheorie treten oft Gauÿ's
he Inte-grale der Form
Z =

∫

Dη̄Dη e−η̄Aη, η̄Aη =
∑

ij

η̄iAijηj (12.15)auf, wobei über alle Grassmann-Variablen integriert wird
Dη̄Dη =

∏

dη̄idηi. (12.16)Zur Bere
hnung des Integrals (12.15) entwi
keln wir die Exponentialfunktion. Der einzige������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 12. SPINORFELDER 12.1. Grassmann Variablen 229ni
htvers
hwindende Beitrag ist
(−1)n

n!

∫

Dη̄Dη (η̄Aη)n = (−1)n
∫

Dη̄Dη
∑

i1,...,in

(η̄1A1i1ηi1) · · · (η̄nAninηin)

= (−1)n
∫

Dη̄Dη
∏

i

(η̄iηi)
∑

i1,...,in

ǫi1...inA1i1 · · ·Anin

=

∫

∏

i

(dη̄iη̄i dηiηi) detA = detAund wir �nden die einfa
he Formel
Z =

∫

Dη̄Dη e−η̄Aη = detA (12.17)Nun betra
hten wir ein allgemeines Gauÿ's
hes Integral der Form
Z(ᾱ, α) =

∫

Dη̄Dη e−η̄Aη+ᾱη+η̄α, (12.18)wobei die Quellen α = (α1, . . . , αn) und ᾱ = (ᾱ1, . . . , ᾱn) zwei Tupel von Grassmann-wertigen Variablen sind und η̄α =
∑

ᾱiηi bezei
hnet. Vers
hieben wir die Integrationsva-riablen η̄i und ηi gemäÿ
η → η + A−1α und η̄ → η̄ + ᾱA−1und berü
ksi
htigen die Translationsinvarianz der Grassmann-Integration, dann �ndenwir folgende Verallgemeinerung von (12.17)

Z(ᾱ, α) =

∫

Dη̄Dη e−η̄Aη+ᾱη+η̄α = e ᾱA
−1α detA. (12.19)Entwi
kelt man beide Seiten in Potenzen von ᾱ und α dann gewinnen wir insbesonderedie nützli
he Formel

〈η̄iηj〉 ≡
1

Z

∫

Dη̄Dη e−η̄Aηη̄iηj = (A−1)ij .. (12.20)Die Erwartungswerte von Produkten mit einer unglei
hen Anzahl η̄ und η vers
hwinden,
〈η̄i1 · · · η̄inηj1 · · · ηjm〉 = 0 für m 6= n. (12.21)Na
h diesen algebrais
hen Vorbetra
htungen kehren wir zur Feldtheorie zurü
k. Fer-mionis
he Felder ordnen jedem Raumzeit-Punkt Grassmann-Variablen zu. Für ein Dira
-������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 12. SPINORFELDER 12.1. Grassmann Variablen 230Feld in 4 Dimensionen sind dies die 8 antikommutierende Variablen ψα(x), ψ̄α(x), da derSpinorindex α die Werte 1, 2, 3, 4 annimmt. Das �klassis
he� Dira
-Feld erfüllt
{ψα(x), ψβ(y)} = {ψ̄α(x), ψ̄β(y)} = {ψα(x), ψ̄β(y)} = 0. (12.22)Im fermionis
hen Pfadintegral wird über femionis
he und anti-fermionis
he Feldkon�gu-rationen integriert. Wir s
hreiben kurz

DψDψ̄ ≡
∏

x

∏

α

dψα(x)dψ̄α(x). (12.23)Eine fermionis
he Greenfunktion ist dur
h ein Funktionalintegral gegeben,
〈0|Â|0〉 =

1

ZF

∫

DψDψ̄ A eSF , mit ZF =

∫

DψDψ̄ eSF , (12.24)und Wirkung SF für die Fermionen. Für das freie Dira
-Feld ist
SF =

∫

ddx ψ̄(x)Dψ(x). (12.25)In fast allen physikalis
h interessanten Theorien ist SF bilinear in den fermionis
hen Fel-dern1. Mit den Regeln für Grassmann-Integrale folgt, dass für bilineare Wirkungen dasFunktionalintegral formal einfa
h zu bere
hnen ist,
ZF =

∫

DψDψ̄ exp

(
∫

ddx ψ̄(x)Dψ(x)

)

= detD. (12.26)Dies ist die allgegenwärtige fermionis
he Determinante in Feldtheorien mit Fermionen,zum Beispiel im Standardmodell der Teil
henphysik oder vielen supersymmetris
hen Feld-theorien. Die entspre
hende Formel für komplexe Skalarfelder lautet
∫

DφDφ̄ e−
R

ddxφ̄(x)Aφ(x) =
1

detA
. (12.27)Man erhält die inverse Determinante. Formuliert man die Theorie auf einem Raumzeit-gitter, dann ist man mit der Bere
hnung der Determinante oder dem Inversen der typis
hriesigen Matrix D konfrontiert.1Ausnahmen sind Thirring-, Gross-Neveu- oder Supergravitations-Modelle.

������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 12. SPINORFELDER 12.2. Spinorfelder auf dem Gitter 23112.2 Spinorfelder auf dem GitterIm Folgenden sollen Gitterversionen für Theorien der Spin-1/2 Felder konstruiert werden.Man �ndet auf natürli
he Art eine Gitterversion der Kontinuumswirkung, wenn manDi�erentiale dur
h Di�erenzen ersetzt. Alle Längen und Parameter werden in Einheitender Gitterlänge a gemessen. Es bezei
hne eµ den Vektor in Ri
htung µ.12.2.1 GitterableitungenDie Wahl der Diskretisierung von Di�erentialoperatoren ist für Theorien mit Fermionenein delikates Problem, da die Feldglei
hungen Di�erentialoperatoren erster Ordnung ent-halten. Für einen Operator D erster Ordnung D hängt die Greenfunktion
SD(x− y) = 〈x| 1

D
|y〉 (12.28)au
h für sehr grosse Gitter von der gewählten Diskretisierung ab.Vorwärts- und Rü
kwärtsableitungDie oft gebrau
hten nä
hste-Na
hbarn Vorwärts- und Rü
kwärtsableitungen

(∂µf)(x) = f(x+ eµ) − f(x) , (∂∗µf)(x) = f(x) − f(x− eµ) (12.29)auf dem Gitter mit Gitterkonstanten a sind zwar ni
ht hermites
h bezügli
h des Skalar-produktes (f, g) =
∑

x∈Λ f̄(x)g(x), aber es gilt für periodis
he Randbedingungen
(f, ∂µg) = −(∂∗µf, g). (12.30)Die Ableitungen de�nieren zirkulante Matrizen, d.h. spezielle Toeplitz-Matrizen, bei denenjeder Zeilenvektor relativ zum darüberliegenden Zeilenvektor um einen Eintrag na
h re
htsvers
hoben ist, und zirkulante Matrizen vertaus
hen miteinander,

[∂µ, ∂ν ] = [∂∗µ, ∂
∗
ν ] = [∂µ, ∂

∗
ν ] = 0. (12.31)Die ϕp in (5.69) sind glei
hzeitig Eigenfunktionen aller Ableitungsoperatoren,

∂µϕp = ip̂µ e
ipµ/2ϕp und ∂∗µϕp = ip̂µ e

−ipµ/2ϕp, p̂µ = 2 sin
pµ
2
. (12.32)

������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 12. SPINORFELDER 12.2. Spinorfelder auf dem Gitter 232Deshalb hat die Greenfunktion von ∂ +m auf dem eindimensionalen Gitter die Form
〈x

∣

∣

1

∂ +m

∣

∣0〉 =
1

N

∑

p

eipx

m+ ieip/2p̂
N→∞−→ 1

2π

π
∫

−π

dp
eipx

m+ ieip/2p̂
. (12.33)Der reelle Propagator wird für Korrelationslängen ξ > 5 oder Massen m < 0.2 auf demganzen Gitter dur
h die Exponentialfunktion gut ge�ttet. In der folgenden Abbildung ister für 20 Gitterpunkte geplottet.
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Antisymmetris
he AbleitungAnstelle der Links- und Re
htsableitungen wird au
h die antisymmetris
he Diskretisie-rung von ∂µ benutzt,
∂A
µ = 1

2

(

∂µ + ∂∗µ
)

=⇒ (∂A
µ f)(x) =

1

2
(f(x+ eµ) − f(x− eµ)) . (12.34)Diese naive Gitterableitung ist antisymmetris
h und ihre Komponenten kommutieren,

(f, ∂A
µ g) = −(∂A

µ f, g) und [∂A
µ , ∂

A
ν ] = 0. (12.35)Die ∂A

µ können also glei
hzeitig diagonalisiert werden und die ebenen Wellen
ϕp =

1√
V
eipx, pµ =

2π

N
nµ, nµ ∈ ZN (12.36)sind ihre Eigenfunktionen,

∂A
µ ϕp(x) = ip̊µ ϕp(x), , p̊µ = sin pµ. (12.37)������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 12. SPINORFELDER 12.2. Spinorfelder auf dem Gitter 233Auf dem eindimensionalen Gitter �ndet man die Greenfunktion
〈x

∣

∣

1

∂A +m

∣

∣0〉 =
1

N

∑

p

eipx

m+ ip̊

N→∞−→ 1

2π

π
∫

−π

eipx

m+ ip̊
(12.38)Für ein Gitter mit 40 Punkten ist der Propagator für zwei Massen in den beiden folgendenAbbildungen gezeigt. Einges
hränkt auf die (un)geraden Gitterpunkte de�niert er eine(un)gerade Gitterfunktion. Für x → 0 nähern si
h die beiden Funktionen, während siefür x → N entgegengesetztes Vorzei
hen haben. Als Folge oszilliert der Propagator für

x→ N mit grosser Amplitude um den Wert 0.
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Für x≪ N und 5 ≪ ξ ≪ N/2 approximiert die ebenfalls geplottete Exponentialfunktion
exp(−mx) die Greenfunktion sehr gut.Sla
-AbleitungDie Einführung dieser interessanten Gitterableitung benötigt etwas mehr Vorarbeit. Wirführen äquidistanten Stützstellen auf einem eindimensionalen Gitter mit N Gitterpunk-ten2

xk = x0 + k, k = 1, . . . , N, (12.39)ein und wählen periodis
he Randbedingungen, d.h. xk und xN+k werden identi�ziert. DieMenge der Gitterfunktionen xk → ψk ∈ C , versehen mit dem Skalarprodukt,
(φ, ψ) =

N
∑

k=1

φ̄kψk, (12.40)2Wir folgen hier teilweise der Vorlesung Computational Physi
s I von U. Wolf.������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 12. SPINORFELDER 12.2. Spinorfelder auf dem Gitter 234de�nieren den Hilbertraum C N . Eine Gitterfunktion kann als Wellenfunktion eines Punkt-teil
hens auf dem Gitter au�asst werden. Für ein auf Eins normiertes ψ interpretieren wir
|ψk|2 als Wahrs
heinli
hkeit dafür, das Teil
hen am Gitterpunkt xk zu �nden. Entspre-
hend ist der Erwartungswert des Ortsoperators

〈x̂〉ψ = 〈ψ̄|x̂|ψ〉 =
∑

xk|ψk|2 ≡
∑

kk′

ψ̄kxkk′ψk′. (12.41)Wie erwartet ist der Ortsoperator in der Ortsdarstellung diagonal,
xkk′ = xkδkk′, (12.42)und die Matrixelemente von x̂ vers
hwinden für k 6= k′. Um zu einer Darstellung desImpulsoperators zu gelangen, we
hseln mit Hilfe der diskreten Fourier-Transformation inden Impulsraum mit Wellenfunktionen ψ̃(pℓ) ≡ ψ̃ℓ wie folgt

ψ̃ℓ =
1√
N

N
∑

k=1

e−ipℓxkψk, pℓ =
2π

N
(ℓ− α) , ℓ = 1, 2, . . . , N. (12.43)Die Vers
hiebung α wird später so gewählt, dass die Eigenwerte des Impulsoperatorsin Paaren (p,−p) auftreten. Für periodis
he Felder muss α eine ganze Zahl sein. DieRü
ktransformation lautet

ψk =
1√
N

N
∑

ℓ=1

eipℓxkψ̃ℓ, k = 1, 2, . . . , N. (12.44)Mit ψ ist au
h ψ̃ auf Eins normiert und wir können |ψ̃ℓ|2 als Wahrs
heinli
hkeit für dasAuftreten des Impulses pℓ interpretieren. Dann ergibt si
h für den Mittelwert von f(p)

〈f(p̂)〉ψ =
∑

ℓ

f(pℓ) |ψ̃ℓ|2 =
1

N

∑

ℓ

∑

kk′

eipℓ(xk−xk′)f(pℓ)ψ̄kψk′

=
∑

kk′

ψ̄kf(p)kk′ψk′ , f(p)kk′ =
1

N

∑

ℓ

eipℓ(xk−xk′)f(pℓ). (12.45)Wie erwartet hat der Operators f(p) in der Ortsdarstellung ni
ht-diagonale Matrixele-mente f(p)kk′. Mit Hilfe der erzeugenden Funktion
Z(x) =

1

N

N
∑

ℓ=1

eiNpℓx = eiπβx
sin πNx

N sin πx
, β = 1 +N − 2α, (12.46)

������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 12. SPINORFELDER 12.2. Spinorfelder auf dem Gitter 235erhält man die Matrixelemente von f(p̂) dur
h Ableiten na
h x,
f(p)kk′ = f

(

1

iN

d

dx

)

Z(x)
∣

∣

∣

x=(k−k′)/N
(12.47)Man �ndet für den Impulsoperator

pkk =
πβ

N
, pk 6=k′ =

π

iN
(−)k−k

′ eiβtkk′

sin tkk′
, tkk′ = π

(k − k′)

N
. (12.48)Wählen wir 2α = 1+N , dann vers
hwindet β und das Impulsspektrum liegt symmetris
hzum Ursprung. Für eine ungerade Anzahl Gitterpunkte entspri
ht dies periodis
hen undfür ein gerade Anzahl Gitterpunkten antiperiodis
hen Randbedingungen. Die Matrixele-mente des Impulsoperators sind reell und haben die einfa
he Form

pkk = 0 , pk 6=k′ =
π

iN
(−)k−k

′ 1

sin tkk′
(β = 0), (12.49)Die Wahl 2α = N oder β = 1 entspri
ht periodis
hen Randbedingungen für gerades Nund antiperiodis
hen Randbedingungen für ungerades N . Das Spektrum des Impulses istni
ht symmetris
h zum Ursprung und die Matrixelemente sind komplex

pkk =
π

N
, pk 6=k′ =

π

iN
(−)k−k

′ eitkk′

sin tkk′
(β = 1). (12.50)In der folgenden Abbildung sind die Greenfunktionen

〈x| 1

m+ ∂slac
|0〉 und 〈x| 1

m2 − ∂2
slac

|0〉, (∂slac)kk′ = ipkk′, (12.51)geplotted. Wir beoba
hten hier das bekannte Gibbs-Phenomen, da in der Nähe der Sprung-stelle bei x = 0 die Amplitude der Greenfunktion auss
hlägt. Deshalb wurden die beidenexponentiellen Fitfunktionen mit Masse m so normiert, dass sie für x = 2 beziehungsweisefür x = 3 mit dem Propagator übereinstimmen. Der Propagator von m2 + ∂2
slac wird mit

〈x| 1

m2 − ∂2
slac

|0〉 ∼ 
onst (

e−mx + e−m(N−x)
)sehr gut ge�ttet. Die Werte sind für ein Gitter mit 41 Punkten bere
hnet.
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KAPITEL 12. SPINORFELDER 12.2. Spinorfelder auf dem Gitter 236
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12.2.2 Naive Fermionen auf dem GitterIm Folgenden diskutieren wir mehrere Vors
hläge, wie man Fermionen auf ein Raumzeit-Gitter �setzen� kann. Ersetzen wir die Kontinuumsableitung ∂µ (12.6) dur
h die Vorwärts-oder Rü
kwärtsableitung auf dem Gitter, dann �nden wir folgende Wirkung für Dira
-Spinoren auf dem endli
hen Raumzeitgitter,
Sn,F =

∑

x

ψ̄(x)
(

D̊ψ
)

(x), D̊ = γµ∂A
µ +m. (12.52)Mit der antisymmetris
hen Ableitung (12.34) hat man allerdings ein Verdopplungspro-blem. Um dies einzusehen, bere
hnen wir das Spektrum und die Eigenfunktionen von

γµ∂A
µ und die Zweipunktsfunktion

〈ψ(x)ψ̄(y)〉 = S(x, y) =
〈

x
∣

∣

1

D̊

∣

∣y
〉

. (12.53)Der ni
ht-negative Lapla
e-Operator ∆̊ = ∂A
µ ∂

A
µ in

D̊D̊† = (γµ∂A
µ +m)(−γµ∂A

µ +m) =
(

−△̊ +m2
)1 (12.54)verbindet nur übernä
hste Na
hbarn,

(△̊f)(x) =
1

4

∑

µ
(f(x+ 2eµ) − 2f(x) + f(x+ 2eµ)) (12.55)und hat die Eigenwerte

p̊2 mit p̊µ = sin(pµ). (12.56)
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KAPITEL 12. SPINORFELDER 12.2. Spinorfelder auf dem Gitter 237Genau diese Eigens
haft ist aber für das Verdopplungsproblem verantwortli
h. Um dies zusehen, sollte man mit der übli
hen Diskretisierung des Lapla
e-Operators,
(∆f)(x) = (∂∗µ∂µf)(x) =

∑

µ
(f(x+ eµ) − 2f(x) + f(x+ eµ)) , (12.57)die nur nä
hste Na
hbarn verbindet, verglei
hen. Der Operator −△ hat die Eigenwerte

p̂2 mit p̂µ = 2 sin
(pµ

2

)

. (12.58)In der folgenden Abbildung werden die Dispersionsrelationen (12.56,12.58) vergli
hen.
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Ebenfalls gezeigt ist die Dispersionsrelation
p −→ p2, p ∈ 2π

N
ZNdes eindimensionalen Kontinuum-Operators auf dem Intervall der �Länge� N . Für kleine

p streben die Eigenwerte beider Gitteroperatoren gegen die Kontinuumswerte p2. Aberwährend △ genauso wie der Kontinuumsoperator nur die konstante Nullmode hat, besitzt
△̊ für gerades N genau 2d Nullmoden. Diese haben die Form (5.69) mit

p = (p1, . . . , pd) und pµ ∈ {0, π}. (12.59)Für ungerades N gibt es streng genommen nur eine Nullmode. Aber im thermodynami-s
hen Limes hat die Dispersionsrelation (12.56) genau 2d vers
hiedene Nullstellen in derersten Brilloinzone [0, 2π)d.������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 12. SPINORFELDER 12.2. Spinorfelder auf dem Gitter 238Jede Eigenfunktion ϕp von ∆̊ de�niert (in 4 Dimensionen) je zwei Eigenfunktionendes naiven Dira
-Operators D̊ mit Eigenwerten
λ̊p = m+ i|p̊| und λ̊p = m− i|p̊|. (12.60)Sind χ(1), . . . , χ(4) konstante Elemente im C 4, dann haben diese (unnormierten) Eigen-funktionen die Form

ψ(α)
p =

(

i|p̊| ± γµ∂A
µ

)

ϕp(x)χ
(α) = i (|p̊| ± γµp̊µ)ϕp(x)χ

(α). (12.61)Hat ψ(α)
p den Eigenwert λ̊p, dann hat γ5ψ

(α)
p den komplex konjugierten Eigenwert. DieEigenwerte des naiven Dira
-Operators D̊ in (12.52) haben alle den glei
hen Realteil,

σ(D̊) = {m± i|p̊|} . (12.62)Die Greenfunktion von D̊D̊† hat die endli
he Reihendarstellung
〈

x
∣

∣

1

D̊D̊†

∣

∣y
〉

=
14

V

∑

p

eip (x−y)

p̊2 +m2
, (12.63)und entspre
hend lautet die Zweipunktfunktion (12.53)

〈

x
∣

∣

1

D̊

∣

∣y
〉

= D̊†
x

〈

x
∣

∣

1

D̊D̊†

∣

∣y
〉

=
1

V

∑

p

−iγµp̊µ +m

p̊2 +m2
eip(x−y). (12.64)Im thermodynamis
hen Limes wird die Summe über p zu einem Riemann-Integral überdie erste Brilloinzone,

〈

x
∣

∣

1

D̊

∣

∣y
〉

=
1

(2π)d

∫

B

d4p
γµp̊µ +m

p̊2 +m2
eip(x−y) (12.65)Die naive Diskretisierung der Koninuumstheorie führt zu einer Gittertheorie mit überzäh-ligen Freiheitsgraden bei niedrigen Energien.Eine zweite naive Diskretisierung beruht auf der Vorwärtsableitung

D̂ = γµ∂µ +m. (12.66)Diese Implementierung verletzt aber die hyperkubis
he Symmetrie. Diese Symmetrie wirdaber gebrau
ht, um im Infraroten die O(4)-Symmetrie wiederherzustellen. Weiterhin wirddie Re�ektions-Hermizität (das euklids
he Gegenstü
k zur Hermizität in der Minkowski-Raumzeit) verletzt und die Theorie in der Minkowski-Raumzeit wird ni
ht unitär sein.������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 12. SPINORFELDER 12.2. Spinorfelder auf dem Gitter 23912.2.3 Wilson-FermionenEs gibt mehrere Auswege, diese Verdopplung der Fermionen zu verhindern. Die Vors
hlägein [64℄ vermeiden die Verdopplung, verletzen aber die 
hirale Symmetrie für masseloseFermionen. Die auf der Sla
-Ableitung beruhende Methode in [66℄ vermeidet ebenfallsdas Verdopplungsproblem und respektiert darüberhinaus die 
hirale Symmetrie. Sie hatallerdings für an Ei
hfelder koppelnde Fermionen Probleme mit den Ward-Identitäten ims
hwa
hen Kopplungslimes und für kleine Gitterkonstanten [67℄.Das Verdopplungsproblem war Wilson bereits in den Anfangsjahren der Gitterei
h-theorien bekannt. Er s
hlug eine modi�ziert Wirkung für Fermionen vor, um die Verdopp-ler im Kontinuumslimes loszuwerden. Er addierte einen Term3 zur naiven Wirkung
Sw,F = Sn,F − r

2

∑

x

ψ̄(x)(a△ψ)(x) =
∑

x

ψ̄(x) (Dwψ) (x), (12.67)wobei der Wilson-Parameter r in
Dw = D̊ − ar

2
△ (12.68)im Intervall (0, 1] liegt. Der Operator Dw ist normal, [Dw, D

†
w] = 0 und hat die Eigenwerte

λw,p =
(

m+
ar

2
p̂2

)

± i|p̊| mit p̂µ =
2

a
sin

(apµ
2

)

, p̊µ =
1

a
sin(apµ) (12.69)Dabei treten jeweils beide Vorzei
hen beim Wurzel ziehen auf. Wir nehmen vorerst an,die Gitterkonstante sei a = 1.Um die Lage der Eigenwerte in der komplexen Ebene zu bere
hnen, setzen wir

ti = − cos pi ∈ [−1, 1]. (12.70)Die Kanten des von den Koordinaten ti aufgespannten Würfels werden auf d si
h auf derreellen A
hse berührende Ellipsen mit Halba
hsen A = r, B = 1 und den Mittelpunkten
(m+ r, 0), (m+ 3r, 0), . . . , (m+ 2d− 1, 0) (12.71)abgebildet. Diese S
hleifen bilden den inneren Rand des Spektrums von Dw. Alle Punktedes Würfels mit glei
hen Koordinaten t1 = . . . = td = t werden auf eine diese d El-lipsen ums
hliessende Ellipse mit Halba
hsen A = rd , B =

√
d und dem Mittelpunkt

(0, m+ rd) abgebildet. Die grosse Ellipse s
hliesst das Spektrum ein. Alle Ellipsen liegenspiegelsymmetris
h zur reellen A
hse.In der folgenden Abbildung �ndet man die Eigenwerte des 4-dimensionalen Dira
-3Er wird heute Wilson-Term genannt.������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 12. SPINORFELDER 12.2. Spinorfelder auf dem Gitter 240Operators für Wilson-Fermionen mit r = 1 und für N = ∞. Für r → 0 geht die Menge derEigenwerte (das graue Gebiet) über in die Gerade mit Realteilm, also in das Spektrum desKontinuum-Operators im thermodynamis
hen Grenzfall. Für m = 0 und r → 0 strebendie Eigenwerte bei 0, 2r, 4r, . . . alle gegen den Eigenwert Null und wir �nden wieder dieungeliebten Verdoppler des naiven Operators D̊.

m+2rd

m+2r

ℜλp

ℑλp

m

√
d Spektrum

Kontinuumsresultat
1

In einer Dimension gibt es nur eine innere Ellipse, die mit der äusseren zusammenfällt.Alle Eigenwerte liegen dann auf der Ellipse m+ r(1 + t) ± i
√

1 − t2, t ∈ [−1, 1] mit denHalba
hsen r und 1,

Verdopplerbei m+2r

ℜλp

ℑλp

m

1

−1 Kontinuumsresultat������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 12. SPINORFELDER 12.3. Das Nielsen-Ninomiya Theorem 241Für r = 1 �ndet man den Rü
kwärtsableitung, für r = −1 die Vorwärtsableitung undfür r = 0 die antisymmetris
he Gitterableitung. Strebt r gegen Null, dann wandern alleEigenwerte auf das Intervall m + i [−1, 1]. Der Zustand mit Eigenwert m + 2r �verdop-pelt� denjenigen mit Eigenwert m. Für r > 0 wirkt der Wilson-Term in (12.68) wie eineimpulsabhängige Masse und selbst für m = 0 anti-vertaus
ht Dw ni
ht mit γ5. Die Chi-ralität wird dur
h den Wilson-Term explizit gebro
hen. Für das freie Dira
-Feld wird dieSymmetrie im Kontinuumslimes wieder hergestellt.Wir studieren den naiven Kontinuumslimes des Wilson-Operators. Dazu werden Im-pulse und die Masse mit der Gitterkonstante a reskaliert. Insbesondere sind p̊µ und p̂µ diein (12.69) de�nierten Gitterfunktionen. Die Eigenwerte von von Dw sind dann
λw,p = m+

ar

2
p̂2 ± i|p̊| = m± i|p| + 1

2
ar p2 +O(a2). (12.72)Sie liegen zwis
hen der äusseren Ellipse mit Mittelpunkt und Halba
hsen

x0 = m+
1

a
rd, und (A,B) =

1

a

(

rd,
√
d

)und den d inneren Ellipsen mit
x0k = m+

1

a
rk und (A,B) =

1

a
(r, 1), k = 1, . . . , d.Wie erwartet geht im Limes a→ 0 das Spektrum in das Kontinuumspektrum über.12.3 Das Nielsen-Ninomiya TheoremKeine der vorges
hlagenen Fermionen auf dem Gitter, weder naive, staggered oder Wilson-Fermionen sind ohne Probleme. Die ersten beiden haben das Veropplungsproblem, unddie letzten bre
hen die 
hiral Symmetrie. Eine beliebige bilineare Wirkung für Spin-1

2Fermionen auf dem Raumzeit-Gitter hat die Form
S =

∑

x,y

ψ̄(x)M(x, y)ψ(y), (12.73)wobei wegen der Translationsinvarianz der Dira
-Operator nur von x− y abhängt,
M(x, y) = D(x− y), (12.74)Es stellt si
h nun die Frage, warum die Diskretisisierung von Fermionen ohne Verdopplerund ohne Bre
hung der 
hiralen Symmetrie so s
hwierig ist. Die Antwort gibt das bekannte������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 12. SPINORFELDER 12.3. Das Nielsen-Ninomiya Theorem 242No-go Theorem von Nielsen und Ninomiya wel
hes besagt, dass es keine lokale, 
hi-ral invariante, verdopplungsfreie und translationsinvariante bilineare Fermionwirkung aufdem Gitter gibt [68℄. Man �ndet die glei
he Anzahl re
hts- und linkshändiger Fermionen.Etwas präziser besagt das Theorem:Satz (Nielsen-Ninomyia)Es gibt keinen translationsinvarianten Dira
-Operator derfolgende vier Eigens
haften glei
hzeitig erfüllt:
• Lokalität: D(x− y) ∼ e−γ|x−y|,
• Kontinuumslimes: lima→0 D̃(p) =

∑

µ γ
µpµ,

• Keine Verdoppler: D̃(p) ist invertierbar für p 6= 0,
• Chiral: {γ5, D} = 0.Die Lokalität bedeutet, dass die Fourier-Transformierte D̃ von D eine analytis
he undperiodis
he Funktion der Impulse pµ mit Periode 2π/a ist. Die zweite und dritte Forderungsorgen dafür, dass D den korrekten Kontinuumslimes hat.In [68℄ wurde das Theorem mit Argumenten aus der Homotopietheorie und Di�eren-tialtopologie bewiesen. Ein eleganter di�erentialgeometris
her Beweis �ndet si
h in [69℄.Wir beweisen das Theorem unter der zusätzli
hen und vereinfa
henden Annahme [70℄,dass im Impulsraum

D̃(p) =
∑

γµD̃µ(p) mit D̃µ(p) ∈ R . (12.75)Die Funktionen D̃µ sind analytis
h und streben für kleine Impulse gegen pµ. Da die Bril-loinzone die Topologie eines Torus in d Dimensionen hat, de�niert D̃µ ein Vektorfeldauf T d. Nun können wir jeder Nullstelle des Vektorfeldes den Index zuordnen. Die An-zahl Nullstellen sei endli
h. Na
h dem Indextheorem von Hopf und Poin
are ist dieSumme der Indizes aller Nullstellen auf einer kompakten und orientierten Mannigfaltig-keit glei
h der Euler-Charakteristik der Mannigfaltigkeit. Für den d−dimensionalen Torusvers
hwindet diese Charakteristik und die Nullstellen von D̃µ treten in Paaren mit entge-gengesetztem Index auf. Dies ist der Ursprung der Verdoppler. Anstelle von γµD̃µ hätteman in (12.75) au
h den Operator 1
2
γµ(1 + γ∗)D̃µ für Fermionen mit Chiralität +1, zumBeispiel Neutrinos, wählen können [70℄.
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KAPITEL 12. SPINORFELDER 12.3. Das Nielsen-Ninomiya Theorem 243In der Abbildung links ist das Vektor-feld D̃µ(p) für den naiven Dira
ope-rator in zwei Dimensionen in der ers-ten Brilloin-Zone gezeigt. An den Null-stellen p = (0, 0) und (π, π) hat D̃den Index 1 und an den Nullstellenp = (0, π) und (π, 0) den Index −1.Die Summe der Indexe vers
hwindet, inEinklang mit dem Theorem von Hopfund Poin
are. Man sieht hier sehrs
hön die Verdoppler bei den Impulsen
(π, 0), (0, π) und (π, π).Allgemein ist in der Nähe einer Nullstelle p0 von D̃µ

D̃µ(p) = Aµν (p− p0)
ν + . . . , Aµν =

∂D̃µ

∂pν

∣

∣

p0
.Der Index des Vektorfeldes D̃ bei p0 ist glei
h dem Vorzei
hen von detA. Ist zum BeispielAdiagonal bei der Nullstelle p0 = 0, dann ist D̃µ(p) = Aµpµ+O(p2). Für A =diag(1, 1, 1, 1)ist der Index 1 und in der Umgebung der Nullstelle ist

ψ̄γµD̃µ(p)ψ ≈ ψ̄γµpµψ. (12.76)Das Dira
-Feld ψ transformiert unter einer 
hiralen Transformation in exp(αγ5)ψ. Istdagegen A =diag(−1, 1, 1, 1), so hat das Vektorfeld den Index −1 und die Lagrangedi
htein der Nähe der Nullstelle (die wieder bei 0 liege) die Form
ψ̄γµD̃µ(p)ψ ≈ ψ̄γ5γ

0(γµpµ)γ
0γ5ψ ≡ χ̄/pχ. (12.77)Jetzt interpretieren wir χ = γ0γ5ψ als Dira
-Feld, und dieses Feld transformiert unter
hiralen Transformationen in exp(−αγ5)χ, also mit der zu ψ entgegengesetzten Chiralität.Jedem Pol des masselosen Propagators entspri
ht ein fermionis
her Einteil
henzustand.Wir folgern, dass es zu jedem Fermion mit Chiralität +1 ein Fermion mit Chiralität −1geben muss. Es s
heint daher unmögli
h, linkshändige Neutrinos auf ein Gitter zu setzen.
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KAPITEL 12. SPINORFELDER 12.4. Ginsparg-Wilson Relation 24412.4 Ginsparg-Wilson RelationAls Konsequenz des Nielsen-Ninomiya-Theorems s
heint es unmögli
h, einen 
hiral in-varianten Dira
-Operator zu konstruieren. In einer in den letzten Jahren vielbea
htetenArbeit untersu
hten Ginsparg und Wilson bereits 1982, wie nahe man auf dem Gittereinem 
hiralen Dira
-Operator kommen kann [71℄. Ausgangspunkt ihrer Betra
htungenwar eine invariante Kontinuumtheorie, die sie mit Hilfe einer Blo
ktransformation miteiner Gittertheorie in Verbindung bra
hten. Dem Kontinuumsfeld φ : R d → C p wird übereine Blo
ktransformation
ψ(x) =

∫

d4y α(x− y)φ(y), x ∈ Λ (12.78)ein Gitterfeld zugeordnet. Die genaue Form der Gewi
htsfunktion ist hier ni
ht wi
htig.Die Frage war, wie nahe die für ψ induzierte Gitterwirkung einer 
hiral invarianten Wir-kung kommen kann. Ginsparg und Wilson argumentierten, das die optimale Wahl aufdie sogenannte Ginsparg-Wilson-Relation
γ5D +Dγ5 = aDγ5D (12.79)führt. Die Gitterkonstante a auf der re
hten Seite impliziert, dass für �infrarot-Felder�(oder äquivalent dazu, für genügend kleine a) die Relation in die gewüns
hte Kontinu-umsrelation γ5D +Dγ5 = 0 übergeht.Wir multiplizieren die Relation (12.79) von beiden Seiten mit S = D−1 und �nden

Sγ5 + Sγ5 = aγ5 =⇒ S(x, y)γ5 + S(x, y)γ5 = aγ5δ
d(x− y). (12.80)Die Verletzung der 
hiralen Symmetrie ist für den Propagator ultralokal. Für alle endli
henAbstände �nden wir einen Propagator mit exakter 
hiralen Symmetrie. Es zeigt si
h, dassdiese Eigens
haft genügt um alle erwüns
hten Konsquenzen der 
hiralen Symmetrie, zumBeispiel die Abwesenheit einer additiven Massenrenormierung, auf dem Gitter zu erhalten.M. Lüs
her bemerkte, dass die fermionis
he Wirkung

SF = ad
∑

x

ψ̄(x)D(x− y)ψ(y) (12.81)für jeden Dira
-Operator, der die Ginsparg-Wilson-Relation (12.79) erfüllt, ein kontinu-ierli
he Symmetrie hat, die als Gitterversion der 
hiralen Symmetrie interpretiert wird[72℄. Diese deformierte 
hirale Symmetrie hat die Form
ψ −→ ψα = eαγ5(1− a

2
D) ψ und ψ̄ −→ ψ̄α = ψ̄ eα(1− 1

2
aD)γ5 . (12.82)������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 12. SPINORFELDER 12.4. Ginsparg-Wilson Relation 245Wir beweisen, dass ψ̄αDψα unabhängig von α ist,
d

dα

(

ψ̄αDψα
)

= ψ̄α
{(

1 − 1
2
aD

)

γ5D +Dγ5

(

1 − 1
2
aD

)}

ψα
(12.79)

= 0.Allerdings ist das fermionis
he Integrationsmass DψDψ̄ ist im Allgemeinen ni
ht invariantunter der Transformation (12.82). Diese Eigens
haft sorgt dafür, dass in Anwesenheit vonäusseren Ei
hfeldern die axiale Anomalie auftritt.In der Vergangenheit wurden mehrere Familien von Dira
-Operatoren konstruiert,wel
he die Ginsparg-Wilson-Relation erfüllen. Die bekanntesten sind
• Domain-Wall Fermionen [73℄,
• Überlapp-Operatoren (overlap-operators) [74, 77℄,
• Fixpunkt-Operatoren [75℄,
• Chiral-verbesserte Operatoren [76℄.Für drei dieser Vors
hläge verweise i
h auf die angegebene Literatur. Im Folgendenbespre
hen wir die Überlapp-Operatoren. Deren Konstruktion geht auf Neuberger undNarayanan zurü
k.Überlapp-FermionenEin erster Operator der die Ginsparg-Wilson-Bedingung erfüllt, wurde in [74, 77℄ vorge-stellt. Dieser sogenannte �Überlapp-Operator� hat die Form

Do =
1

a
(1+ V ) mit V = (DwD

†
w)−1/2Dw, m < 0, (12.83)wobei Dw der Wilson-Operator ist. Der Operator V ist unitär mit Spektrum auf demEinheitskreis. Entspre
hend hat der Überlapp-Operator seine Eigenwerte auf einem dieimaginäre A
hse am Ursprung berührenden Kreis.

ℜλ

ℑλ

m

ℜλ

ℑλ

a
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KAPITEL 12. SPINORFELDER 12.4. Ginsparg-Wilson Relation 246Die linke Seite in der Ginsparg-Wilson-Relation (12.79) ist
Dγ5 + γ5D = 2γ5 + {γ5, V }.Um die re
hte Seite umzuformen, ma
ht man Gebrau
h von

[Dw, D
†
w] = 0 und γ5Dw = D†

wγ5 und [DwD
†
w, γ5] = 0, (12.84)woraus si
h V γ5V = γ5 ergibt. Deshalb ist

Dγ5D = γ5 + {γ5, V } + V γ5V = 2γ5 + {γ5, V },was zu beweisen war.Ein Na
hteil des Vors
hlags ist das Auftreten des inversen Operators von DwD
†
w. Esist ni
ht o�ensi
htli
h, dass Do ein lokaler Operator ist. Man unters
heidet zwis
hen ultra-lokalen Operatoren, für die D(x−y) für |x−y| > ℓ vers
hwindet und lokalen Operatoren,für die D(x−y) mit dem Abstand der Gitterpunkte exponentiell s
hnell gegen Null strebt.Für a→ 0 werden lokale Operatoren im Kontinuum zu exakt lokalen Operatoren. Um dieLokalität von Do zu erkennen, betra
htet man seine Spektraldarstellung. Wegen

DwD
†
w = −∆̊ +

(

m− ar

2
∆

)2 (12.85)hat der Überlapp-Operator im Impulsraum die Form
aD̃o(p) = 1 +

{

iγµp̊µ +m+
ar

2
p̂2

}

{

p̊2 +
(

m+
ar

2
p̂2

)2
}−1/2

. (12.86)Er erfüllt die ersten drei Bedingungen im Satz von Nielsen und Ninomiya. Inbesondere ist
D̃o(p) analytis
h und deshalb vers
hwindet Do(x − y) exponentiell für grosse Distanzen.Wir fassen zusammen: Der Überlapp-Operator von Neuberger und Narayanan istni
ht hermites
h aber immer no
h normal, er ist lokal und hat keine Verdoppler und erist 
hiral im Sinne von Lüs
her. In Simulationen ist er aber teuer, da in Gegenwartvon Ei
hfeldern (siehe nä
hstes Kapitel) die Inversion von DwD

†
w relativ viel Zeit kostet.Für m = 0 und ni
htvers
hwindende Ei
hfelder können wieder unerwüns
hte Nullmodenauftreten.12.4.1 Weitere Vors
hlägeNeben den staggered Fermionen gibt es weitere Konstruktionen, für wel
he die AnzahlVerdoppler kleiner als für die naiven Fermionen ist und trotzdem die Chiralität erhalten������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 12. SPINORFELDER 12.4. Ginsparg-Wilson Relation 247ist. Mit Hilfe der 
hiralen Projektoren P± = 1
2
(1 ± γ∗) kann man den normalen Operator

D = γµ
(

P+∂µ + P−∂
∗
µ

)

+m = D̊ + γ∗γ
µ∂S

µ, ∂S
µ =

1

2

(

∂∗µ − ∂µ
) (12.87)de�nieren. Im 
hiralen Limes m → 0 ist D anti-hermites
h und antikommutiert mit γ∗.Im Impulsraum hat er die Form

D̃(p) = iγµp̊µ +m+
1

2
γ∗γ

µp̂2
µ. (12.88)Sein �Betragsquadrat� vereinfa
ht si
h zu

D̃D̃† = p̂2 +m2 − iγ∗γ
µν p̂µp̂ν sin

(

pµ − pν
2

)

. (12.89)In zwei Dimensionen hat das Vektorfeld
D̃µ für γ∗ = −iγ0γ1 die Form
D̃µ(p) =

(

p̊0 −
1

2
p̂2

1, p̊1 +
1

2
p̂2

0

)In der Abbildung links ist es in der ers-ten Brilloin-Zone bezeigt. Die Nullstel-len sind bei (0, 0) und (π/2,−π/2) unddie zugehörigen Indexe sind 1 und −1.Man sieht hier explizit die Bre
hung derhyperkubis
hen Symmetrie.Zum Bere
hnen der Nullstellen betra
htet man am Besten das �Betragsquadrat� des zwei-dimensionalen Operators,
D̃D̃† = p̂2 +m2 + 2p̂0p̂1 sin

(

p0 − p1

2

)

. (12.90)Die re
hte Seite kann im 
hiralen Grenzfall nur Null werden, wenn der Sinus ±1 ist. Wirwählen für den Werteberei
h der Impulse das Intervall [−π, π]. Dann ist der letzte Sinusglei
h 1 für p0 − p1 = π und er ist glei
h −1 für p0 − p1 = −π. Für beide Fälle vereinfa
htsi
h der Ausdru
k zwis
hen den Klammern zu
(

sin
p1

2
+ cos

p1

2

)2

= 0 =⇒ p1 = −π
2
, p0 =

π

2
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KAPITEL 12. SPINORFELDER 12.5. Programme zu Kapitel 10 248Damit hat in zwei Dimensionen der Operator DD† vier Nullmoden in der ersten Bril-loinzone, zwei bei p = (0, 0) und zwei bei 1
2
(π,−π). Diese Verminderung der Nullmodengegenüber dem naiven Dira
-Operator bezahlt man mit dem Verlust der hyperkubis
henSymmetrie aufgrund des Sinus-Terms in (12.90). In zwei Dimensionen wird diese Symme-trie erzeugt dur
h p −→ iσ2p. (12.91)12.5 Programme zu Kapitel 10Das folgende o
tave-Programm derinverse bere
hnet die Zweifunktfunktion (12.33) alsFunktion von x. Sie ist für x = 1 auf 1 normiert. Abgefragt wird die Masse. Das Resultatund der exponentielle Fit exp(−mx) mit der Masse im Propagator werden angezeigt.f un
 t i on de r i nv e r s e ;# bere
hnet das Inve r s e von# p a r t i a l + m fue r d i e L inksab le i tung ,# ant i symmetr i s
he Able itung und# Sla
−Ableitung .wahl=input ( " l i n k s  =1, antisymmetr is
h  =2, s l a 
  =3 " ) ;m=input ( "masse = " ) ;N=40;a=eye (N) ;x=[0:N−1℄ ' ;########### Linksab l e i tungi f  ( wahl==1)#pa1=a−s h i f t ( a , 1 ) ;pa=a−s h i f t ( a ,1)+m∗a ;#pa=pa1∗pa1 '+m∗m∗a ;########### Antisymmetris
he Able itunge l s e i f ( wahl==2)##pa=m∗a+0.5∗( s h i f t ( a,−1)− s h i f t ( a , 1 ) ) ;pa=m∗a+0.5∗( s h i f t ( a,−1)− s h i f t ( a , 1 ) ) ;#pa=m∗m∗a−pa1∗pa1 ;else########## Sla
−Ableitung##i f ( rem(N,2)==0)## disp ( '  N must be odd ! ' ) ;## break ;##endif ;ks=l i n spa 
 e (1 ,N−1,N−1);h i l f 1=pi /N;t=h i l f 1 ∗ks ;t1=h i l f 1 ∗(−1).^ ks . / s i n ( t ) ;#pa=t o e p l i t z ( [ 0 , t1 ℄ , [0 , − t1 ℄)+m∗a ;������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 12. SPINORFELDER 12.5. Programme zu Kapitel 10 249pa1=t o e p l i t z ( [ 0 , t1 ℄ , [0 , − t1 ℄ ) ;pa=−pa1∗pa1+m∗m∗a ;end i f ;#############Ende Sla
−Ableitungpainv=inv ( pa ) ;prop=painv ( : , 1 ) / painv ( 2 , 1 ) ;data=[x , prop ℄ ;i f ( wahl==3)#gp lo t [ 0 : 4 0 ℄ data , exp(−m∗(x−1))∗prop ( 2 ) ;gp lo t [ 0 : 4 0 ℄ data , exp(−m∗x ) ;#, prop (N/2)−1+
osh (m∗(N/2−x ) ) ;elsegp lo t [ 0 : 4 0 ℄ data , exp(−m∗x ) ;e nd i f ;d e r i nv e r s e=fopen ( " d e r i nv e r s e . dat " , "w" , " nat ive " ) ;for i =1:Nf p r i n t f ( de r inve r s e , " (%4.2 f ,%4.2 f ) " , x ( i ) ,2∗ prop ( i ) ) ;i f ( rem( i ,5)==0) f p r i n t f ( de r inve r s e , "\n" ) ;e nd i f ;endfor ;f 
 l o s e ( d e r i nv e r s e ) ;endfun
t ion ;Mit der folgenden kurzen Routine wurden die Vektorfelder D̃µ für den zweidimensionalenDira
-Operator bere
hnet und in einer für pstri
ks lesbaren Form abgespei
hert.f un
 t i on v e 
 t o r f i e l d ;# bere
hnet das Vekto r f e ld D_\mu(p) f u e r# den Dira
operaor im Impulsraum .#
 l o s e p l o t ;N=11;Ns=N∗N;p=l i n spa 
 e (−pi , pi ,N) ;[ a , b℄=meshdom(p , p ) ;
=s i n ( a)−2∗ s i n (b /2 ) .∗ s i n (b /2 ) ;d=s i n (b)+2∗ s i n ( a /2 ) .∗ s i n ( a /2 ) ;x=reshape ( a , Ns , 1 ) ;y=reshape (b , Ns , 1 ) ;vx=reshape ( 
 , Ns , 1 ) / 2 ;vy=reshape (d , Ns , 1 ) / 2 ;v e 
 t o r f i e l d=fopen ( " v e 
 t o r f i e l d . dat " , "w" , " nat ive " ) ;for i =1:Nsf p r i n t f ( v e 
 t o r f i e l d , "\\ p s l i n e {−>}(%4.2 f ,%4.2 f ) . . .(%4.2 f ,%4.2 f )\n" , x ( i ) , y ( i ) , x ( i )+vx ( i ) , y ( i )+vy ( i ) ) ;endfor ;f 
 l o s e ( v e 
 t o r f i e l d ) ;endfun
t ion ;������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II


