
Kapitel 11RenormierungsgruppeDie Monte-Carlo-Simulationen zeigen harakteristishe Kon�gurationen mit untershied-lihem Verhalten in den Hoh- und Tieftemperaturphasen und am kritishen Punkt. Mansieht Domänen, deren mittlerer Durhmesser gleih der Korrelationslänge ξ ist.Für T > Tc �ndet man typish Domänen gleiher Ausrihtung der Spins mit endli-hem Durhmesser, bei Tc mit beliebig groÿer und kleiner Ausdehnung und für T < Tc mitmakroskopisher Ausdehnung und wenigen, endlihen Inseln entgegengesetzter Ausrih-tung. Da am kritishen Punkt Domänen beliebiger Gröÿe existieren, sieht jedes Bild aufbeliebigen Längenskalen ähnlih aus. Führen wir für typishe Kon�gurationen eine Ska-lenänderung durh, im einfahsten Fall durh extremes Dezimieren der Spins, so erhaltenwir für T > Tc Bilder mit kleineren Domänen, ähnlih wie wenn wir die Temperaturerhöhen. Betrahten wir dagegen eine typishe Kon�guration bei T < Tc, so führt dieDezimierung auf ein Bild mit makroskopishen Domänen mit nur noh halb so groÿenInseln entgegengesetzter Ausrihtung, ähnlih wie bei Erniedrigung der Temperatur.In jedem Fall führt eine Skalenänderung mit linearem Dezimierungsfaktor b > 1 wegvom kritishen Punkt, auÿer man startet exakt bei Tc. Die gemahten Beobahtungenlegen folgende Frage nahe: Kann eine Skalenänderung exakt äquivalent zu einer Änderungder Temperatur und weiterer Kopplungskonstanten sein. Mit äquivalent meinen wir, dassZustandssumme und Korrelationsfunktionen (soweit sie für die mikroskopishen und diedezimierten Spins gleihzeitig de�niert werden können) übereinstimmen. Wir besprehenzuerst ein einfahes Beispiel für welhes dies möglih ist.Im Jahre 1982 erhielt K.G. Wilson den Nobelpreis für Physik als Würdigung seinerForshungsarbeit auf dem Gebiet der Renormierungsgruppe. Dieser nihtstörungstheo-retishe Zugang zur Theorie der kritishen Phänomene entwikelte sih seither zu einemmähtigen Werkzeug in der Statistishen Physik und Quantenfeldtheorie. Wesentlihe Bei-träge stammen von Stuekelberg, Peterman, Gell-Man, Low und Brezin in derQuantenfeldtheorie und Teilhenphysik [50℄ sowie Kadanov, Fisher [49℄ und Wilson[51℄ in der Statistishen Physik und Quantenfeldtheorie. Ih verweise auf die Darstellungen196



KAPITEL 11. RENORMIERUNGSGRUPPE 11.1. Ising-Modelle 197in den empfehlenswerten Bühern [52℄ für eine eingehende Darstellung der Methode.11.1 Ising-ModelleFür die Isingkette kann die Dezimierung des System exakt durhgeführt werden. Dasverdünnte System ist gleih dem ursprünglihen System mit veränderten Kopplungskon-stanten. In d ≥ 2 Dimensionen werden dagegen bei jeder Verdünnung neue Kopplungenerzeugt und die iterierte Verdünnung kann niht mehr analytish berehnet werden.11.1.1 Ising-KetteWir betrahten zuerst die Zustandssumme für N Spins und periodishe Randbedingungen.Die Energie ist proportional zu
−βH = K

∑

〈xy〉

sxsy + h
∑

x

sx mit K = βJ, h = βh̃.Man beahte, dass h in dieser Formel das mit der inversen Temperatur multiplizierteund damit dimensionslose �Magnetfeld� ist. Wir wollen annehmen, dass N gerade ist. ImAusdruk für die Zustandssumme summieren wir über jeden zweiten Spin (b = 2), d.h.über die Spins auf den geraden Gitterpunkten, und erhalten
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· · · . (11.1)Nah der Summation über jeden zweiten Spin erhalten wir ein Ising-artiges System aufden ungeraden Gitterpunkten. Die interessante Beobahtung ist, dass man neue Kopp-lungskonstanten K ′, h′ und eine Funktion g(K, h) einführen kann, so dass gilt
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2
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2
h)(s1+s3)−h = e2g(K,h)eK ′s1s3+
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2
h′(s1+s3). (11.2)Wir werden die neuen Kopplungen und g weiter unten berehnen. Diese Ersetzung ma-hen wir nun für jeden Faktor in (11.1). Es ergibt sih wieder die Zustandssumme einerIsingkette auf dem ausgedünnten Gitter mit Kopplungen K ′, h′,
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= eNgZ

(N

2
, K ′, h′

)

. (11.3)Wir fassen dieses bemerkenswerte Resultat zusammen: auf dem verdünnten Gitter mitdoppeltem Gitterabstand �nden wir die gleihe funktionale Form für die Energie,
βH −→ βH ′ − g(K, h)N, −βH ′ = K ′

∑

〈x′y′〉

sx′sy′ + h′
∑

x′

sx′, (11.4)wobei x′ und y′ ungerade Gitterpunkte sind. Die soeben vorgenommene �Ausintegrati-on� von Freiheitsgraden nennt man Dezimierungsprozedur. Weiter unten werden wir nohandere Dezimierungsprozeduren besprehen bei denen die Freiheitsgrade nah der Dezi-mierung niht mehr eine Teilmenge der ursprünglihen Freiheitsgrade ist.Um die neuen Konstanten zu berehnen, werten wir die Gleihung (11.2) für drei Werteder beiden Spins (s1, s3) aus. Man �ndet folgende drei unabhängigen Gleihungen:
(s1, s3) = (1, 1) : 2eh cosh(2K + h) = e2geK ′+h′

(s1, s3) = (−1,−1) : 2e−h cosh(2K − h) = e2geK ′−h′

(s1, s3) = (1,−1) : 2 cosh(h) = e2ge−K ′

.Aufgelöst nah den drei Funktionen K ′(K, h), h′(K, h) und g(K, h) ergibt sih
K

R2−→ K ′ = 1
4
log

cosh(2K + h) cosh(2K − h)

cosh2 h

h
R2−→ h′ = h + 1

2
log

cosh(2K + h)

cosh(2K − h)
(11.5)

g(K, h) = 1
8
log
(
16 cosh(2K + h) cosh(2K − h) cosh2 h

)
.Die folgenden Abbildung zeigt Trajektorien der Kopplungskonstanten in der (K, h)-Ebenebei mehrfaher Anwendung der Transformation (11.5). Als Startpunkte für die Iterationenwurden K = 2 und h ∈ {±2/10,±5/100, 0} gewählt. Rehts neben der Abbildung �ndetsih ein kurzes C-Programm zur Berehnung von Trajektorien. Es wird nah den Start-werten für K und H gefragt. Die Ausgabe in den File renorm1d ist in ps-triks-Formatund kann in Latex eingebunden werden. Die Folge von Punkten

(K, h)
R2−→ (K ′, h′)

R2−→ (K ′′, h′′)
R2−→ (K ′′′, h′′′)

R2−→ . . .in der 2-dimensionalen Ebene der Kopplungskonstanten K und h hat die Ahse K = 0als Attraktor. Bei jeder Dezimierung oder Ausdünnung des System wird die Kopplung Kzwishen nähsten Nahbarn shwäher, K ′ ≤ K.������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II
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#inlude <std i o . h>#inlude <math . h>int main (void ){ int i ; f loat k , h , x , y , z ; FILE ∗ fp ;puts ( "Start−K" ) ; s an f ( "%f ",&k ) ;puts ( "Start−h" ) ; s an f ( "%f ",&h ) ;fp=fopen ( " . / renorm1d" , "w" ) ;f p r i n t f ( fp , "\\ p s l i n e (%.3 f ,%.3 f ) " ,2∗k , h ) ;for ( i =1; i <21; i++){x=osh (2∗k+h ) ; y=osh (2∗k−h ) ;z=osh (h ) ; k=log (x∗y/( z∗z ) ) / 4 . 0 ;h=h+log (x/y ) / 2 . 0 ;f p r i n t f ( fp , "(%.3 f ,%.3 f )\n" ,2∗k , h ) ;i f ( i <20)f p r i n t f ( fp , "\\ p s l i n e (%.3 f ,%.3 f ) " ,2∗k , h ) ;} ;f  l o s e ( fp ) ; return 0 ;}Die Isingkette geht in sih über, allerdings mit renormierten Kopplungen (K ′, h′) unddoppeltem Abstand zwishen nähsten Nahbarn. Verdünnen wir das System nohmals,
R2 ◦R2 = R4, (11.6)dann entspriht der Abstand zwishen nähsten Nahbarn des verdünnten Systems demVierfahen des Abstands im ursprünglihen System. Die Kopplungskonstanten (K ′, h′)gehen über in die Konstanten (K ′′, h′′). Diese Verdünnungsprozedur kann mehrfah aus-geführt werden. Ist b der Skalenfaktor, mit dem das System ausgedünnt wird (für dieTransformation 11.1 ist b = 2) und Rb die entsprehende Transformation, dann ist
Rb ◦Rb = Rb2 . (11.7)Es gibt allerdings keine inverse Transformation R−1

b , da die Ausintegration von Freiheits-graden niht rükgängig gemaht werden kann. Die Transformationen Rb bilden also nureine Halbgruppe und keine Gruppe (da das Inverse fehlt). Die Transformation Rb nenntman nah Wilson Renormierungsgruppentransformation (RG-Transformation).
b b b b b b b b b b b b bK K K K K K K K K K K K

b b b b b b bK ′ K ′ K ′ K ′ K ′ K ′

b b b bK ′′ K ′′ K ′′

R2

R2

������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 11. RENORMIERUNGSGRUPPE 11.1. Ising-Modelle 200Nah zweimaliger Anwendung der Gleihung (11.3) folgt nun unmittelbar, dass
Z(N, K, h) = eNg(K,h)e

1
2

Ng(K ′,h′) Z

(
N

4
, K ′′, h′′

) (11.8)gilt. Setzen wir die Iteration fort, so ergibt sih folgende Formel für die freie Energiedihteder Isingkette,
f(K, h) = − 1

β

(

g(K, h) +
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g(K ′, h′) +

1

22
g(K ′′, h′′) +

1

23
g(K ′′′, h′′′) + . . .

)

. (11.9)In jeder Stufe der Iteration ist die Form der Funktion g gleih, da die renormierte Energie(11.4) immer die gleihe Form hat.Für ein System mit Magnetfeld Null hat das ausgedünnte System ebenfalls MagnetfeldNull. Die Gerade h = 0 ist eine Trajektorie der Renormierungsgruppe. Dies folgt unmit-telbar aus der Tatsahe, dass das ursprünglihe System für h = 0 eine Z2 Symmetrieaufweist und diese Symmetrie vom ausgedünnten System geerbt wird. Die Abbildung R2kann kein Z2-brehendes Magnetfeld erzeugen. Um die Gleihungen etwas zu vereinfahen,shalten wir nun das Magnetfeld ab und betrahten den Renormierungsgruppen�uss für
h = 0:

K ′ = R2(K) = 1
2
log cosh(2K) und g = 1

4
log
(
4 cosh(2K)

)
. (11.10)Nur wenn die Kopplungskonstante K einer der beiden Werte 0 oder ∞ annimmt, bleibtsie inert bei einer Transformation. Die beiden Punkte K = 0,∞ sind also Fixpunkte derRG-Transformation R2. Der Punkt K = 0 heisst Hohtemperatur-Fixpunkt und der Punkt

K =∞ Tieftemperatur-Fixpunkt.Bei der Transformation R2 verdoppelt sih der Abstand zwishen nähsten Nahbarn.Die Korrelation zwishen zwei Spins auf dem verdünnten Gitter ist nah Konstruktionauf dem feineren oder gröberen Gitter gleih,
1

Z(N, K)

∑
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sx′sy′ exp
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K
∑

〈uv〉
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)

=
1

Z(1
2
N, K ′)

∑

Ω′

sx′sy′ exp
(

K ′
∑

〈u′v′〉

su′sv′

)Hier liegen die gestrihenen Punkte auf dem groben Gitter. Haben x′ und y′ auf demfeinen Gitter den Abstand 2n, dann haben sie auf dem groben Gitter den Abstand n. FürAbstände groÿ verglihen mit der Korrelationslänge ξ gilt
〈sxsy〉 ∼ e−|x−y|/ξ, |x− y| ≫ ξ, (11.11)������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 11. RENORMIERUNGSGRUPPE 11.1. Ising-Modelle 201und wir shliessen, dass bei jeder Transformation R2 die Korrelationslänge halbiert wird,
ξ′ =

ξ

2
. (11.12)Bei der Lösung des 1d Ising-Modells haben wir gezeigt, dass die Korrelationslänge amTieftemperatur-Fixpunkt divergiert und am Hohtemperatur-Fixpunkt vershwindet. DerTieftemperatur-Fixpunkt ist ein kritisher Punkt des Systems und am Hohtemperatur-Fixpunkt vershwindet die Wehselwirkung. Die Trajektorien der Renormierungsgruppeenden im trivialen Fixpunktes mit ξ = 0. Die Kopplungskonstante K und die Korrelati-onslänge ξ werden bei jedem Renormierungsshritt verringert.11.1.2 Das zweidimensionale ModellWir betrahten als weiteres, weniger einfahes Beispiel das zweidimensionale feldfreieIsing-Modell mit

βH = −K
∑

〈xy〉

sxsy. (11.13)Hier sind die Nahbarshaftsverhältnisse etwas komplizierter als in einer Dimension. DieEnergiefunktion des ausgedünnten Systems enthält neben der nähsten-Nahbarn Weh-selwirkung auh Kopplungen zwishen übernähsten Nahbarn. In der Zustandssummebetrahten wir nun den Beitrag aller Spins auf den o�enen Gitterpunkten der folgendenAbbildung. Wir erhalten dann ein e�ektives Spinmodell für die Spins auf den vollen Git-terpunkten.
b b

b b

b b

4

1 5 3

6 2 Zum Beispiel erhalten wir vom Beitrag des Spins aufdem Punkt 5

∑

s5=±1

eKs5(s1+s2+s3+s4)

= eK(s1+s2+s3+s4) + e−K(s1+s2+s3+s4).Das allgemeinste, mit den Symmetrien verträgliheBoltzmann-Gewiht von 4 Spins hat die Form
e2g exp
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KAPITEL 11. RENORMIERUNGSGRUPPE 11.1. Ising-Modelle 202wobei (NN) für nähste Nahbarn, (üNN) für übernähste Nahbarn und (Q) für Quadratesteht. Wir �nden folgende unabhängige Gleihungen für die Kopplungskonstanten K ′
i:

(s1, s2, s3, s4) = (1, 1, 1, 1) : 2 cosh(4K) = e2ge2K ′

1
+2K ′

2
+K ′

3

(s1, s2, s3, s4) = (1,−1,−1,−1) : 2 cosh(2K) = e2ge−K ′

3

(s1, s2, s3, s4) = (1, 1,−1,−1) : 2 = e2ge−2K ′

2
+K ′

3

(s1, s2, s3, s4) = (1,−1, 1,−1) : 2 = e2ge−2K ′

1
+2K ′

2
+K ′

3.Die Au�ösung führt auf die RG-Transformation
K ′

1 = 2K ′
2 = 1

4
log cosh(4K)

K ′
3 = 1

8
log cosh(4K)− 1

2
log cosh(2K) (11.14)

g = 1
16

(
log cosh(4K) + log cosh(2K) + 8 log 2

)
.Wir erhalten V/2 derartige Beträge von den o�enen Punkten. Dabei kommt zum Beispielder Term exp(K ′

1s1s2/2) auh bei der Summation über s6 vor. Bezeihnen wir mit w′die Spinkon�gurationen auf dem verdünnten Gitter mit den vollen Gitterpunkten, dannergibt sih für die Zustandssumme des verdünnten Systems,
Z(V, K) = Z ′

(
V

2
, K ′

)

=
∑

w′

e−(βH)′(w′) (11.15)mit der Landau-Ginzburg-Wilson (LGW) Energiefunktion
−(βH)′ = V g + K ′

1

∑

NN

sxsy + K ′
2

∑

üNN

sxsy + K ′
3

∑

Q

sxsysusv, (11.16)wobei x, y, u, v Punkte auf dem verdünnten Gitter sind. Man sieht, dass der LGW-Hamiltonian H ′ niht mehr die Form von H hat wie beim eindimensionalen Modell. DieNäherung K ′
2 = K ′

3 = 0 zu setzen ist zu grob. In dieser Näherung gibt es wie im eindi-mensionalen Modell nur die Fixpunkte K1 = 0 und K1 = ∞ und entsprehend keinenPhasenübergang. Eine akzeptable Näherung ist es, nur K3 = 0 zu setzen und übernähsteNahbarn als nähste Nahbarn zu zählen,
Z(V, K) = eV g

∑

w′
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K ′
∑
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sx′sy′

)

, K ′ = K ′
1 + K ′

2. (11.17)Die Transformation
K −→ K ′(K) =

3

8
log cosh 4K (11.18)������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II
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K∗ = 0.50698. (11.19)

K

K ′

K∗

Dies ist niht weit weg von exaktenWert Kc = 0.4407. Der Fixpunkt K∗ist instabil. Startet man die Iterationfür K 6= K∗, dann strebt K gegenden Hohtemperatur�xpunkt bei K =

0 oder den Tieftemperatur�xpunkt bei
K = ∞. Es gibt vershiedene Nä-herungsverfahren der Konstruktion derRG-Transformation. Allen diesen Ver-fahren ist gemeinsam, dass mit einerendlihen Anzahl von Kopplungen ge-arbeitet wird. Beispiele von Ortsraum-RGT sind

• Kumulanten-Verfahren
• Finite-Cluster-Verfahren
• Migdal-Kadanov-Transformation
• Monte-Carlo-Renormierung.Insbesonders die letzte Methode ergibt sehr präzise Werte für die kritishen Exponentenund soll weiter unten besprohen werden.Anstelle der Spin-Variablen im Ortsraum kann man die Variablen im Impulsraumbenutzen. Der Vorteil dieser Methode ist, dass für eine unendlihes Raumgitter die Im-pulse kontinuierlih sind. Ist Λ ein reguläres Gitter, so liegen die Impulse in der kompaktenBrillouin-Zone. Die Ausdünnung wird nun geshikterweise über die Freiheitsgrade zu dengröÿten Impulswerten durhgeführt. Die entsprehenden Verfahren heissen Impulsraum-RGT, beziehungsweise feldtheoretishe Verfahren. Der Dezimierungsparameter b kannkontinuierlih sein und beliebig diht an 1 liegen. Beispiele von Impulsraum-RGT sind
• ǫ-Entwiklung
• Callan-Symanzik-Gleihung.Noh vielfältiger als die Implementierung der Renormierungsgruppenidee ist die Literaturüber diese Methode und ihre Anwendung auf eine Vielzahl physikalisher Systeme. In [49℄������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 11. RENORMIERUNGSGRUPPE 11.2. Fixpunkte 204und [50℄ �ndet man eine Auswahl von Orginalarbeiten, übersihtsartikel und Monogra-phien über diese mähtige Methode in der statistishen Physik, Quantenfeldtheorie undTeilhenphysik.Wir wollen nun der Frage nahgehen, welhe Eigenshaften des physikalishen Systemsaus welher Information der RG folgen.11.2 FixpunkteWir wenden uns nun der allgemeineren Diskussion der RG-Methoden zu. Wir betrahtenein d-dimensionales Gittermodell mit Kopplungskonstanten
K = {KA|A ⊂ Λ} = (K1, K2, . . .), (11.20)wobei wir die Teilmengen des Gitters (worin ein x ∈ A mehrmals auftreten darf) durh-nummerierten. Diese Menge von Kopplungskonstanten sei vollständig in folgendem Sinne:Bei einer RG-Transformation, welhe bd Freiheitsgrade durh einen Freiheitsgrad ersetzt,habe die Energiefunktion für die reduzierten Freiheitsgrade dieselbe Art von Wehselwir-kungen wie die Energiefunktion des ursprünglihen Systems. Für eine Energie der Form

H(w) = −
∑

A⊂Λ

KAsA, sA =
∏

x∈A

sx, (11.21)soll der renormierte Energie bis auf eine extensive additive Konstante −V g(K) die gleihefunktionale Form haben,
H(w) −→ H ′(w′)− V g(K), H ′(w′) = −

∑

A⊂Λ′

K ′
ASA (11.22)mit denselben Mengen A haben. Es wird dabei stillshweigend angenommen, dass dieMengen {A} sowohl auf dem ursprünglihen wie auh auf dem verdünnten Gitter existie-ren und dass die reduzierten Freiheitsgrade Sx′ dieselben algebraishen Eigenshaften wiedie sx haben. Steht {A} zum Beispiel für die Paare nähster Nahbarn, dann soll gelten

∑

〈xy〉

Kxysxsy −→
∑

〈x′y′〉

K ′
x′y′Sx′Sy′ . (11.23)Der konstante Beitrag V g(K) in (11.22) entsteht in allen RG-Transformationen. Leiderkommt man nur für einfahe Systeme wie das eindimensionale Ising-Modell mit einer end-lihen Anzahl Kopplungskonstanten aus. Aber die berehtigte Annahme ist, dass die KAzu langreihweitigen Wehselwirkungen (groÿen Mengen A) sehr klein sind und vernah-lässigt werden können. In der Praxis arbeitet man mit einer endlihen Anzahl Konstanten������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II
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{K1, . . . , Kn}.Bei der Ausdünnung des Systems ändern sih die Kopplungskonstanten gemäÿ derRenormierungsgruppenabbildung

K ′
i = Ri(K1, K2, . . .). (11.24)Dabei bleibt die Zustandssumme unverändert,

e−F (V,K) =
∑

w∈Ω

e−H(w) = eV g(K)
∑

w′∈Ω′

e−H′(w′) = eV g(K)−F (V ′,K ′). (11.25)Wir wollen wieder annehmen, dass der thermodynamishe Grenzfall V →∞ existiert. Fürdie freien Energiedihten der beiden Systeme im thermodynamishen Grenzfall ergibt sihdann folgende Rekursionsrelation
f(K) = b−df(K ′)− g(K) (11.26)die uns shon einmal im eindimensionalen Ising-Modell in (11.4) begegnete.Wir argumentierten bereits, dass Fixpunkte der Rekursionsrelation entweder zu kriti-shen Systemen mit ξc =∞ oder zu niht-wehselwirkenden Systemen mit ξ = 0 gehören.Die Umkehrung gilt niht. Es kann kritishe Punkte geben, die keine Fixpunkte sind. Wirbetrahten einen 2-dimensionalen Raum von Kopplungskonstanten (K1, K2) mit einemkritishen Punkt Kc = (K1c, K2c). Im generishen Fall liegt dieser kritishe Punkt aufeiner Kurve von kritishen Punkten, wie in der folgenden Abbildung skizziert.

Linie vonkritishe Punkten
K1

K2

T < Tc

T > Tc

(K∗
1 ,K∗

2 ): Fixpunkt
(K1c,K2c): kritisher Punkt

Zur Begründung betrahten wir Systeme mit vershiedenen Verhältnissen K2/K1 vonübernähsten- zu nähsten-Nahbarn Wehselwirkungen. Die kritishen Temperatur Tc������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 11. RENORMIERUNGSGRUPPE 11.2. Fixpunkte 206wird von diesem Verhältnis abhängen. Wenn das Verhältnis K2/K1 verändert wird, be-shreibt der Punkt
(K1c, K2c) =

(
J1

Tc

,
J2

Tc

)eine Kurve in der (K1, K2)-Ebene. Jeder Punkt auf der Kurve gehört zu einem kritishenPunkt eines speziellen Models in der Familie von Energiefunktionen.Nun wollen wir versuhen, die Eigenshaften des System mit dem RG-Fluss in Ver-bindung zu bringen. Der RG-Fluss hat einige einfahe Eigenshaften:
• RG-Trajektorien werden sih der kritishen Flähe niht nähern, da einerseits aufder Flähe ξ =∞ ist, sih andererseits bei jeder RG-Iteration ξ verkleinert.
• Bei einer RG-Transformation kann das System die Phase niht wehseln, da beieiner Verdünnung Ordnung niht in Unordnung übergehen kann und umgekehrt.
• Startet man bei T > Tc so strebt die Temperatur bei wiederholter Iteration ge-gen den (freien) Fixpunkt bei T = ∞, startet man bei T < Tc so endet man im(Grundzustands-) Fixpunkt T = 0.
• Startet man dagegen auf der kritishen Flähe, so bleibt man auf dieser Flähe, da

ξ′ = ξ/b unendlih ist für ξ =∞.
• Nur in Ausnahmefällen sind alle kritishen Punkte stationäre Punkte des RG-Flusses, also Fixpunkte. In fast allen Systemen gibt es eine endlihe Menge vonisolierten Fixpunkten.Es sei nun K∗ = (K∗

1 , K
∗
2 , . . .) ein Fixpunkt der RG-Transformation,

K∗ = R(K∗). (11.27)Wir betrahten den Renormierungsgruppen-Fluss in der Umgebung von K∗ und shreiben
K = K∗ + δK. In der ersten Ordnung in der Abweihung vom Fixpunkt lautet die RG-Transformation

K ′
i = K∗

i + δK ′
i = Ri

(
K∗

j + δKj

)
= K∗

i +
∂Ri

δKj

∣
∣
K∗

δKj + O(δK2),und wir �nden die linearisierte Transformation
δK ′

i =
∑

j

M j
i δKj , M j

i =
∂Ri

∂Kj

∣
∣
∣
K∗

. (11.28)������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 11. RENORMIERUNGSGRUPPE 11.2. Fixpunkte 207Nun suhen wir die Eigenwerte und Links-Eigenvektoren der linearisierten Abbildung,
∑

j

Φj
αM i

j = λαΦi
α = byαΦi

α. (11.29)In der letzten Formel haben wir den Eigenwert λα durh byα ersetzt. Dies ist angezeigt,da wegen der Halbgruppeneigenshaft der RG-Transformation
λα(b)λα(b) = λα(b2)gelten muss. Nun betrahten wir die neuen Variablen

gα =
∑

i

Φi
αδKi. (11.30)Es sind die Projektionen von δK auf die Eigenvektoren Φα. Es gilt

g′
α =

∑

i

Φi
αδK ′

i =
∑

ij

Φi
αM j

i δKj =
∑

j

byαΦαjδKj = byαgα. (11.31)Beim zwei-dimensionalen System muss ein Eigenvektor, zum Beispiel Φ2, tangential zurkritishen Kurve sein. Der andere Eigenvektor Φ1 ist dann transvers zur Kurve.Wir kehren zur Rekursionsrelation (11.26) für die freie Energiedihte zurük. Der An-teil g(K) kommt von der Ausintegration der kurzwelligen Fluktuationen und ist eineglatte Funktion. Damit erfüllt der singuläre Anteil der freien Energiedihte die homogeneRelation
fs(K) = b−dfs(K

′). (11.32)In der Nähe des Fixpunktes linearisieren wir und erhalten folgendes Skalenverhalten fürdie freie Energiedihte,
fs(K

∗ + δK) = b−dfs(K
∗ + δK ′). (11.33)Im Folgenden shreiben wir niht immer das Argument K∗ und setzen

fs(K
∗ + δK) ≡ fs(g1, g2, . . .), δK

(11.30)
= δK(g).Nah ℓ-maliger Iteration der RG-Transformation �nden wir

fs(g1, g2, . . .) = b−dℓfs

(
bℓy1g1, b

ℓy2g2, . . .
)
. (11.34)������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 11. RENORMIERUNGSGRUPPE 11.2. Fixpunkte 208Je nah Vorzeihen des Exponenten yα �nden wir ein untershiedlihes Verhalten:
• Für yα > 0 wähst die Abweihung gα beständig und der RG-Fluÿ trägt den Punkt

K∗ + gα vom Fixpunkt weg. Es handelt sih hier um eine relevante Störung.
• Für yα < 0 shrumpft die Abweihung gα und der RG-Fluÿ führt den Punkt K∗+gαzum Fixpunkt hin. Es handelt sih um eine irrelevante Störung.
• Die Störungen mit yα = 0 nennt man marginale Störungen.Relevante Störungen sind übliherweise die Temperatur und das Magnetfeld, bzw. diedimensionslosen Gröÿen

t =
T − Tc

Tc
≡ g1 und βh = g2. (11.35)Wir wollen die Resultate noh etwas umdeuten. Die Renormierungsgruppentransformati-on wirkt auf dem Raum der Kopplungskonstanten oder äquivalent dazu auf dem Raum

H der Wehselwirkungen bzw. Energiefunktionen,
Rb : H −→ H.Dies ist im Allgemeinen ein∞-dimensionaler Raum. Wir betrahten wieder die allgemeineKlasse von Energiefunktionen in (11.21),

H = −
∑

A⊂Λ

KAsA ≡ −
∑

KiOi. (11.36)In der Nähe des Fixpunktes kann sie entwikelt werden, H = H∗ + δH , mit
H∗ = −

∑

K∗
i Oi und δH = −

∑

δKiOi = −
∑

α

gαQα. (11.37)Nah ℓ-maliger Iteration der RG-Transformation ändert H ∈ H wie folgt,
H∗ + δH −→ H∗ −

∑

g′
αQα −→ H∗ −

∑

g′′
αQα −→ . . .

−→ H∗ −
∑

α

bℓyαgαQα.Die Qα heissen Skalen-'Operatoren' und die gα Skalenfelder . Entsprehend heissen dieOperatoren mit positiven yα relevant, mit yα < 0 irrelevant und mit yα = 0 marginal. ImIsing-Modell sind das mittlere Feld ∑ si und die Energie H relevante Operatoren.
������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 11. RENORMIERUNGSGRUPPE 11.2. Fixpunkte 20911.2.1 Herleitung der SkalengesetzeWir wollen hier annehmen, dass g1 = t und g2 = βh relevant und g3, g4, . . . irrelevant sindund wählen ℓ derart, dass
by1ℓ =

1

t
, d.h. bℓ = t−1/y1 (11.38)ist. Wir folgern, dass

fs(K
∗ + δK) ≡ fs(t, h, g3, . . .) = td/y1fs

(

1,
h

ty2/y1

,
g3

ty3/y1

, . . .

) (11.39)gelten muss. Ganz analog shliesst man auf die Beziehung
fs(t, h, g3, . . .) = hd/y2fs

(
t

hy1/y2

, 1,
g3

hy3/y2

, . . .

)

. (11.40)Man beahte, dass in der Nähe des Fixpunktes die letzten Argumente der freien Energieauf den rehten Seiten gegen Null streben,
gi

tyi/y1

t→0−→ 0 und gi

hyi/y2

h→0−→ 0, i = 3, 4, . . . . (11.41)Durh mehrmaliges Ableiten nah den relevanten Kopplungen t und h erhält man denZusammenhang zwishen kritishen Exponenten und den Eigenwerten der linearisiertenRG-Transformation (11.28).Wir erinnern an die wihtigsten thermodynamishen Gröÿen aus dem dritten Kapitel:Magnetisierung: m(t, h) = 〈sx〉 = −∂f

∂h
(11.42)Suszeptibilität: χ(t, h) = β

∑

x

〈s0sx〉c = −∂2f

∂h2
(11.43)innere Energiedihte: u(t, h) = lim

Λ→Z
d

1

V
〈H〉 =

∂(βf)

∂β
(11.44)spezi�she Wärme: c(t, h) =

∂u

∂T
= −β2 ∂u

∂β
= −T

∂2f

∂T 2
. (11.45)Diese im Bereih der makroskopishen Thermodynamik de�nierbaren Gröÿen haben fol-gende kritishe Exponenten:

c(t, 0) ∼ E±|t|−α , m(t, 0) ∼ Btβ (11.46)
χ(t, 0) ∼ A±|t|−γ , χ(0, h) ∼ |h|−1/δsign(h) . (11.47)������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 11. RENORMIERUNGSGRUPPE 11.2. Fixpunkte 210Daneben gibt es noh zwei weitere kritishe Exponenten η und ν, die mit der Korrelati-onslänge und Zweipunktsfunktion verknüpft sind,Korrelationslänge: ξ−1 = − lim
|x|→∞

1

|x| log〈s0sx〉c ∼ |t|ν (11.48)Greensfunktion: 〈s0sx〉 ∼
1

|x|d−2+η
(11.49)Jede Korrelationsfunktion, die am kritishen Punkt langreihweitiges Verhalten zeigt, er-laubt die De�nition weiterer kritisher Exponenten. Der Exponent ν beshreibt das Di-vergieren der Korrelationslänge bei Annäherung an Tc. Das Potenzverhalten der Korrela-tionsfunktion ist durh η harakterisiert.Die folgende Tabelle enthält für einige Phasenübergänge die wihtigsten kritishenExponenten [53℄:

β −Messing Fe Ni 3d− Ising
α 0.05± 0.06 −0.03± 0.12 0.04± 0.12 0.11

β 0.305± 0.005 0.37± 0.01 0.358± 0.003 0.32

γ 1.25± 0.02 1.37± 0.015 1.33± 0.02 1.24

δ 4.3± 1 4.29± 0.05 4.8

η 0.08± 0.07 0.07± 0.04 0.041± 0.01 0.05

ν 0.65± 0.02 0.69± 0.02 0.64± 0.1 0.63Mit dem Skalierungsverhalten (11.39,11.40) der freien Energie können wir nun einen Zu-sammenhang zwishen den kritishen Exponenten und den Eigenwerten der linearisiertenRG-Transformation �nden. So ist die spezi�she Wärme proportional zur zweiten Ablei-tung von f bezüglih t, also
fs ∼ |t|2−α. (11.50)Der Vergleih mit (11.39) führt dann auf 2− α = d/y1. Ganz ähnlih argumentiert manfür die kritishen Exponenten β, γ und δ. Um die kritishen Exponenten der Korrela-tionsfunktionen zu �nden, muss man die RGT auf Modelle mit räumlih inhomogenenMagnetfeld h(r) anwenden. Man �ndet die wihtigen Relationen

2− α =
d

y1
, β =

d− y2

y1

γ =
2y2 − d

y1

,
1

δ
=

d− y2

y2

(11.51)������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 11. RENORMIERUNGSGRUPPE 11.2. Fixpunkte 211
ν =

1

y1

, d− 2 + η = 2(d− y2)Damit haben wir die Skalenrelationen α, β, γ, δ, ν, η←→ y1, y2 gefunden. Die Exponentenbeshreiben das Verhalten des Systems bei Abweihungen vom kritishen Punkt und die yαsind die Eigenwerte der linearisierten RG-Transformation am Fixpunkt. Da alle kritishenExponenten nur von y1 und y2 abhängen, gibt es sogenannte Skalenrelationen im engerenSinne,
γ = ν(2− η) (Fisher)

α + 2β + γ = 2 (Rushbrooke)
γ = β(δ − 1) (Widom) (11.52)

νd = 2− α (Josephson, 'Hyperskalen-Relation').Für einige wihtige Modelle gilt
α β γ δ η νIsing d = 2 0 1/8 7/4 15 1/4 1Ising d = 3 0.11 0.32 1.24 4.8 0.05 0.63klass. Heisenberg d = 3 −0.12 0.36 1.37 4.6 0.04 0.7MFA, beliebiges d 0 1/2 1 3 0 1/2

(11.53)
Wir bemerken, dass die Skalenrelationen für alle aufgelisteten Modelle erfüllt sind, bisauf die Molekularfeldapproximation. Wir shliessen daraus, dass diese Approximation zurBeshreibung des kritishen Verhaltens für d < 4 Dimensionen ungeeignet ist.Man beahte die Universalität des kritishen Verhaltens: kritishe Exponenten hängenniht von den mikroskopishen Details der Wehselwirkung ab, da am kritishen Punktdie Korrelationslänge divergiert. Die Universalität kommt davon, dass das asymptotishenVerhalten der freien Energie unabhängig von den irrelevanten Kopplungen gi, i ≥ 3 ist, daz.B. t−y3/y1 am Fixpunkt vershwindet. In anderen Worten: Alle Systeme, deren Energie-funktion unter dem RG-Fluss zum gleihen kritishen Fixpunkt �iessen haben identishekritishe Exponenten.Irrelevante Parameter sind die Reihweite der Wehselwirkung (solange endlih), Mehr-spinwehselwirkungen (solange symmetrieerhaltend) und Gitterstruktur. Relevant sind dieDimensionalität d des Raumes, die Anzahl n der Komponenten des lokalen Ordnungspa-rameters und Symmetrie der Wehselwirkung.
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KAPITEL 11. RENORMIERUNGSGRUPPE 11.3. Blokspintransformation 21211.3 BlokspintransformationDie Monte-Carlo-Renormierungsgruppenmethoden (MCRG-Methoden) wurden von Ma,Swendsen und anderen entwikelt [54℄. Für 2−dimensionale Ising-artige Modelle aufdem quadratishen Gitter mit Energiefunktion
βH = −

∑

A⊂Λ

KAsA, KA = βJA, sA =
∏

x∈A

sx, (11.54)wählt man eine etwas andere Transformation als wir sie für das 1-dimensionale Ising-Modell gewählt haben. Wir wollen wieder periodishe Randbedingungen voraussetzen undder Einfahheit halber Ising-artige Modelle mit sx ∈ {±1} untersuhen. Wir absorbierendie inverse Temperatur in den Kopplungskonstanten KA und werden in diesem Abshnitt
H anstelle von βH shreiben, d.h. wir setzen β = 1.Nun unterteilen wir das Gitter Λ in Bloks der Gröÿe b2 und ordnen den Spins injedem Blok einen Blokspin auf einem verdünnten Gitter zu. Die folgende Abbildungzeigt eine möglihe Blokbildung mit linearem Verdünnungsfaktor b = 2. Die Punkte des
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Abbildung 11.1: Jeweils vier Spins werden zu einem Blokspin zusammengefasst.quadratishen Gitters Λ seien x mit x1, x2 ∈ {1, 2, . . .N}. Ein Blok aus b2 benahbartenPunkten wird dann ein Gitterpunkt x′ des geblokten und gröberen Gitters zugeordnet,
x′(x) =

(
x′

1(x1), x
′
2(x2)

)
=
(eil(x1/b), eil(x2/b)

)
.Für b = 2 werden beispielsweise die Punkte (1, 1), (1, 2), (2, 1) und (2, 2) in den Punkt

(1, 1) auf dem gröberen Gitter Λ′ abgebildet. Die Gröÿe des geblokten Gitters ist N/b.Die Blokspintransformation, die jeder Spinkon�guration w = {sx} ∈ Ω auf Λ eine Kon�-guration w′ = {Sx′} ∈ Ω′ auf dem geblokten Gitter Λ′ zuordnet, ist durh den Blokkern������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 11. RENORMIERUNGSGRUPPE 11.3. Blokspintransformation 213
T (w′, w) in

w′ =
∑

w∈Ω

T (w′, w) (11.55)bestimmt. T (w′, w) ist die Wahrsheinlihkeit dafür, dass der Kon�guration w die Blok-spinkon�guration w′ zugeordnet wird. Der Kern sollte folgende Bedingungen erfüllen,
0 ≤ T (w′, w) ≤ 1 und ∑

w′

T (w′, w) = 1. (11.56)Beim Übergang vom feinen zum groben Gitter de�nieren wir die Energie für die Blokspinswie folgt,
e−H′(w′) =

∑

w∈Ω

T (w′, w)e−H(w) (11.57)Für das 1-dimensionale Ising-Modell war
T (w′, w) =

∏

x′=1,3,...

δ
(
s2x, Sx′

)
.Zwei benahbarten Spins s2x−1 und s2x wurde der Blokspin Sx′ = s2x−1 zugeordnet. Wirwollen nun annehmen, dass die Energiefunktion für die Blokspins wieder in der Form

H ′(w′) = −
∑

A′⊂Λ′

KA′SA′ (11.58)geshrieben werden kann. Unser Ziel ist es, eine Rekursionrelation für die Kopplungskon-stanten K zu �nden.Die erste Bedingung in (11.56) sorgt dafür, dass die rehte Seite in (11.57) niemalsnegativ wird und deshalb als Exponent einer reellen Funktion der w′ geshrieben werdenkann. Wegen der zweiten Bedingung in (11.56) ändert sih die Zustandssumme bei dieserTransformation niht,
Z ′

H′ =
∑

w′∈Ω′

e−H′(w′) =
∑

w′∈Ω′

∑

w∈Ω

T (w′, w)e−H(w) =
∑

w∈Ω

e−H(w) = ZH . (11.59)Wir erinnern daran, dass die verbundenen Korrelationsfunktionen der sA durh Ableitenvon log Z nah den entsprehenden Kopplungen gewonnen werden können. Zum Beispieldie Einpunkt- und verbundenen Zweipunktfunktionen,
〈sA〉 =

∂ log Z

∂KA������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 11. RENORMIERUNGSGRUPPE 11.3. Blokspintransformation 214
〈sa; sB〉 ≡ 〈sAsB〉 − 〈sA〉〈sB〉 =

∂〈sA〉
∂KB

. (11.60)Die Korrelationsfunktionen des geblokten Systems können im ursprünglihen oder imgeblokten System berehnet werden,
〈SA′〉′ ≡

∑

w′ SA′e−H′(w′)

∑

w′ e−H′(w′)
(11.61)

=

∑

w′ SA′

∑

w T (w′, w)e−H(w)

∑

w e−H(w)
(11.62)Bei Kenntnis der geblokten Energiefunktion H ′ könnten wir Erwartungswerte von Funk-tionen der geblokten Spins gemäÿ (11.61) berehnen. Ist nur die Energiefunktion H desursprünglihen Systems und der Blokkern T bekannt, so wird man sie mit Hilfe derFormel (11.62) berehnen.Es sei nun TA′B die Ableitung des Erwartungswertes 〈SA′〉′ im geblokten System nahden Kopplungskonstante KB des ungeblokten Systems, also

TA′B =
∂〈SA′〉′
∂KB

=
∂

∂KB

∑

w′ SA′

∑

w T (w′, w)e−H(w)

∑

w e−H(w)

=

∑

w

{∑

w′ SA′T (w′, w)
}

sBe−H(w)

∑

w e−H(w)
− 〈SA′〉′〈sB〉.Also gilt

TA′B =
〈(∑

w′

SA′T (w′, w)
)

sB

〉

− 〈SA′〉
〈
sB

〉
. (11.63)Die Erwartungswerte auf der rehten Seite können nun in einer Monte-Carlo Simulationberehnet werden. Sie hängen ab von den Kopplungskonstanten auf dem feinen Gitterund vom Blokkern T . Nah der Kettenregel gilt auh

TA′B =
∂〈SA′〉′
∂KB

=
∑

C′

∂〈SA′〉′
∂KC′

∂KC′

∂KB

=
∑

C′

〈SA′; SC′〉∂KC′

∂KB

. (11.64)Die verbundenen Korrelationsfunktionen auf der rehten Seite können nun ebenfalls mitHilfe einer Simulation bestimmt werden. Mit TA′B aus (11.63) kann man nun (im Prinzip)die Ableitung der neuen nah den alten Kopplungskonstanten berehnen.Um etwas konkreter zu werden, wollen wir die MCRG-Transformation für das 2d-Ising-Modell explizit durhführen. Wir fassen jeweils vier Spins zu einem Blokspin zusammen,wie in der Abbildung 11.1 angedeutet. Nun müssen wir den Blokkern festlegen. Wir������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 11. RENORMIERUNGSGRUPPE 11.3. Blokspintransformation 215wählen die Mehrheitsregel: Für 4 Spins {sx} die zu einem Blokspin Sx′ zusammengefasstwerden, wählen wir
T (w′, w) =

∏

x′∈Λ′

t
(

Sx′,
∑

x∈x′

sx

)

, (11.65)mit
∑

sx > 0 =⇒ Sx′ = 1 mit Wahrsheinlihkeit 1
∑

sx < 0 =⇒ Sx′ = −1 mit Wahrsheinlihkeit 1 (11.66)
∑

sx = 0 =⇒
{

Sx′ = 1 mit Wahrsheinlihkeit 1/2

Sx′ = −1 mit Wahrsheinlihkeit 1/2Weiter unten berehnen wir die Renormierung der Kopplungskonstanten für das 2d-Ising-Modell ohne Magnetfeld auf dem 4×4 Gitter. Die 216 = 65536 Kon�gurationen w könnenauf dem Computer leiht erzeugt werden. Die De�nition (11.57) gestattet dann eine direkteBerehnung der geblokten Energie H ′. Im Gegensatz zum eindimensionalen Fall könnenwir niht mehr erwarten, dass H ′ die gleih funktionale Form wie H hat. In mehr als einerRaumdimension tre�en wir auf die Komplikation, dass die RG-Prozedur shon für einfaheModelle mit nähsten-Nahbarn-Wehselwirkungen längerreihweitige Wehselwirkungenund Mehr-Spin-Wehselwirkungen erzeugt.Auf dem geblokten 2×2 Gitter gibt es nur 3 untershiedlihe Wehselwirkungsterme:die Wehselwirkung zwishen nähsten Nahbarn, zwishen übernähsten Nahbarn unddie Wehselwirkung aller 4 Spins,
H ′ = − K1

∑

x′

Sx′

(
Sx′+(1,0) + Sx′+(0,1)

)

− K2

∑

x′

Sx′

(
Sx′+(1,1) + Sx′+(1,−1)

)

− K3

∑

x′

Sx′Sx′+(1,0)Sx′+(0,1)Sx′+(1,1) (11.67)
− K4

∑

x′

1.Wir haben absihtlih überzählt, da auf gröÿeren Gittern zum Beispiel die beiden Terme inder zweiten Zeile niht mehr identish sind. Auf gröberen 2×2-Gitter Λ′ gibt es nur 24 = 16Kon�gurationen und davon haben nur 4 Klassen vershiedene Boltzmann-Gewihte. Diese
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KAPITEL 11. RENORMIERUNGSGRUPPE 11.3. Blokspintransformation 216sind in der folgenden Tabelle angegeben:Kl. Kon�gurationen −H ′

C1
++ −−
++ −−

8K1 + 8K2 + 4K3 + 4K4

C2
−+ +− ++ ++ +− −+ −− −−
++ ++ −+ +− −− −− +− −+

−4K3 + 4K4

C3
++ +− −− −+

−− +− ++ −+
−8K2 + 4K3 + 4K4

C4
+− −+

−+ +−
−8K1 + 8K2 + 4K3 + 4K4Damit haben wir 4 Gleihungen für die 4 Variablen K1, K2, K3 und K4. Im folgendenProgramm wählten wir aus jeder der 4 Klassen von Kon�gurationen die erste aus. DieGleihungen lauten dann

e−H′(w′

i
) =

∑

w

T (w′
i, w)e−H(w) ≡ eci, i = 1, 2, 3, 4.Die rehten Seiten werden numerish berehnet und die linken Seiten können für w′

i ∈ Ciaus der obigen Tabelle abgelesen werden. Die Au�ösung der Gleihungen ergibt (sieheHasenbush)
K1 =

1

16
(c1 − c4)

K2 =
1

32
(c1 − 2c3 + c4)

K3 =
1

32
(c1 − 4c2 + 2c3 + c4)

K4 =
1

32
(c1 + 4c2 + 2c3 + c4)Zur Iteration der RG-Transformation benutzen wir die berehneten Kopplungen wiederauf dem 4× 4-Gitter.Die folgende Figur1 zeigt die Projektion der RG-Flusses auf die K1, K2-Ebene. DerFluss wurde mit dem Programm in Abshnitt 11.6 berehnet. Die Menge aller Punkteim Raum der Kopplungskonstanten, die nah unendlih vielen Transformationen in denFixpunkt streben heisst kritishe Flähe. Der Shnittpunkt der kritishen Flähe mit der1Programm muss noh verbessert werden!������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 11. RENORMIERUNGSGRUPPE 11.3. Blokspintransformation 217Linie (K1, 0, 0) ist die kritishe Kopplung des 2d-Ising-Modells auf dem quadratishenGitter mit NN-Wehselwirkung.
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Der Fixpunkt der RG-Transformation bei
K∗ = (K∗

1 , K
∗
2 , K

∗
3) = (0.29976, 0.08709,−0.00123).Genauere Werte �nden sie auf der Homepage von M. Hasenbush2. Die kritishe Kopp-lung des 2d-Ising-Modells mit NN-Wehselwirkung ist bei
K1,c = 0.4182,also niht weit weg vom exakten Wert 1

2
log(1 +

√
2) ≈ 0.4407. Um die kritishen Ex-ponenten zu erhalten, muss man die linearisierten RG-Transformation in der Nähe desFixpunktes K∗ untersuhen, also die Matrix

Tab =
∂K ′

a

∂Kb

∣
∣
K∗

. (11.68)Die Berehnung des entsprehenden Di�erenzenqotienten bei Annäherung des Fixpunktesergibt
T =





1.3590 1.5560 0.6020

0.4342 0.7490 0.1947

−0.0045 −0.0099 0.1314



 . (11.69)2http://www-zeuthen.desy.de/∼hasenbus/leture.html������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 11. RENORMIERUNGSGRUPPE 11.4. Kontinuumslimes für freies Feld 218Um die kritishen Exponenten zu �nden, müssen wir diese niht-symmetrishe Matrixdiagonalisieren,
∑

a

Φi
aTab = λiΦi

b.Man �ndet
λ1 = 1.9281 , Φ1 = (0.6051, 0.7961, 0.2890)

λ2 = 0.1789 , Φ1 = (−0.4091, 1.1049,−0.6543)

λ3 = 0.1324 , Φ1 = (−0.1814, 0.6131, 9.7332).und damit für die Exponenten yi in
λi = byi , b = 2,die Werte

1

ν
= y1 ≈ 0.947, y2 ≈ −2.483, y3 ≈ −2.917. (11.70)Für das Z2-symmetrishe Modell ohne Magnetfeld gibt es nur eine relevante Kopplung

g1 ∝ t. Das trunkierte Modell hat zwei irrelevante Kopplungen g2, g3 mit negativen Ex-ponenten. Da die zweite relevante Kopplung g2 ∝ h ausgeshaltet ist, können wir von denRelationen (11.51) nur die Beziehung ν = 1/y1 testen. Die Näherung (11.70) für ν kommtdem exakten Resultat ν = 1 für das zwei-dimensionale Isingmodell nahe. Die Vorhersageder Molekularfeld-Näherung lautet dagegen νMF = 0.5.11.4 Kontinuumslimes für freies FeldWir kehren zum freien Skalarfeld zurük und führen explizit eine Gitterkonstante a ein(in früheren Kapiteln oft mit ǫ bezeihnet) und studieren den Kontinuumslimes a→ 0 fürdie 2-Punktfunktion. Es ist hier vorteilhaft die Gitterpunkte mit n ∈ Zd (statt mit x), dieImpulse mit k (statt mit p) und den Parameter m mit mL zu bezeihnen. Ausgangspunktunserer Betrahtungen ist die Fourierdarstellung (5.73)
G(n) =

1

(2π)d

∫ π

−π

ddk
eikn

m2
L + k̂2

, k̂µ = 2 sin
kµ

2

������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 11. RENORMIERUNGSGRUPPE 11.4. Kontinuumslimes für freies Feld 219in welher wir nun n = x/a, k = pa und mL = am setzen,
G(x) =

( a

2π

)d 1

a2

∫

B

ddp
eipx

m2 + p̂2
, p̂µ =

2

a
sin

apµ

2
. (11.71)Die Impulsintegration erstrekt sih über die Brilloin-Zone B = [−π/a, π/a]d, die imKontinuumlimes gegen R d strebt. Diese Funktion erfüllt die lineare Di�erenzengleihung

−
∑

µ

(G(x + aeµ)− 2G(x) + G(x− aeµ)) + (am)2G(x) =
( a

2π

)d
∫

B

ddp eipx = δx,0.Wir de�nieren nun die reskalierte 2-Punktfunktion
G̃a(x) =

1

ad−2
G(x) =

1

(2π)d

∫

B

ddp
eipx

m2 + p̂2
, (11.72)welhe folgender Gleihung gehorht,

−
∑

µ

1

a2

(

G̃a(x + aeµ)− 2G̃a(x) + G̃a(x− aeµ)
)

+ m2G̃a(x) =
1

ad
δx,0.Die rehte Seite strebt im Kontinuumslimes gegen die Dira-Distribution,

1

ad
δx,0

a→0−→ δ(x), (11.73)und damit strebt diese Di�erenzengleihung gegen die lineare Di�erenzialgleihung
(
−△+ m2

)
G̃(x) = δd(x), wobei lim

a→0
G̃a = G̃. (11.74)Es ist die Bewegungsgleihung für die Zweipunktfunktion des freien Euklidshen Feldesmit Masse m. Dass das Integral (11.72) für die Zweipunktfunktion G̃ für a→ 0 gegen

1

(2π)d

∞∫

−∞

ddp
eipx

m2 + p2
(11.75)strebt, ist allerdings niht o�ensihtlih. Bei Grenzübergang werden die Integrationsgren-zen zunehmend gröÿer und man darf die Sinus-Funktion niht einfah entwikeln. Mankann aber zeigen, dass für x 6= 0 die groÿen p-Werte zum Integral wegen der rashenOszillation der Exponentialfunktion niht beitragen. Abshlieÿend einige Bemerkungenzu unserem Ergebnis:

• Die Reskalierung (11.72) der Greenshen Funktion entspriht einer Feldrenormie-������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 11. RENORMIERUNGSGRUPPE 11.4. Kontinuumslimes für freies Feld 220rung. In der Euklidshen Wirkung auf Zd,
S =

1

2

∑

〈nm〉

(
φ(m)− φ(n)

)2
+

m2
L

2

∑

n

φ2(n) (11.76)sind sowohl der Massenparameter mL als auh das Gitterfeld φ dimensionslos. BeimKontinuumslimes geht die Summe über alle Gitterpunkte in ein Integral über R dund die Di�erenz φ(m) − φ(n) in eine Ableitung über. Die Gitterwirkung für dasGitterfeld φ(x) ≡ φ(n) lautet
S =

1

2

∑

x∈(a Z)d

ad

ad−2

(
d∑

µ=1

(
φ(x + aeµ)− φ(x)

)2

a2
+

m2
L

a2
φ2(x)

) (11.77)und besitzt nur einen Kontinuumslimes wenn wir das Feld wie folgt reskalieren,
φ(m) −→ φ̃(x) =

1

a(d−2)/2
φ(am). (11.78)Dann strebt die Gitterwirkung gegen die Wirkung des Klein-Gordon Feldes,

S =
1

2

∫

ddx
((
∇φ̃(x),∇φ̃(x)

)
+ m2φ̃2(x)

) mit m = mL/a.Die Reskalierung (11.78) ist in Einklang mit der Dimension eines Skalarfeldes imKontinuum, [φ] = [Länge]−(d−2)/2, und sie überträgt sih auf eine Renormierung der
n-Punktfunktion

G(m1, . . . , mn) −→ G̃(x1, . . . , xn) = a−n(d−2)/2G(am1, . . . , amn). (11.79)
• Für groÿe Werte des Arguments fallen die 2-Punktfunktionen der Gittertheorie undder Kontinuumstheorie exponentiell ab,

G(n)
mL|n|≫1−→ e−mL|n| , G̃(x)

m|x|≫1−→ e−m|x|. (11.80)
• Für groÿe Werte des Arguments |n| ≫ 1/mL wird G(n) näherungsweise drehinva-riant. Diese Eigenshaft ist notwendig für ein SO(d)-invariante Korrelationsfunkti-on im Kontinuumslimes. Obwohl die Gitterregularsierung die Drehinvarianz briht,wird diese im Kontinuumslimes wieder hergestellt.Beim Kontinuumslimes treten vier Gröÿen auf:1. Die dimensionslose nakte Masse mL in der Gitterwirkung (11.76).������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 11. RENORMIERUNGSGRUPPE 11.4. Kontinuumslimes für freies Feld 2212. Die dimensionslose Korrelationslänge auf dem Gitter ξL ergibt sih aus der 2-Punktfunktion,
1

ξL

= − lim
|n|→∞

log G(n)

|n| . (11.81)Im Allgemeinen ist ξL eine Funktion von mL und eventuell weiteren nakter Kopp-lungskonstanten. Für das freie Skalarfeld ist ξL = 1/mL.3. Die physkalishe Masse m des Teilhens, das durh das Feld φ beshrieben wer-den soll. Diese hat die Dimension einer Masse oder einer inversen Länge und dernumerishe Wert ist experimentell vorgegeben.4. Durh Wahl der nakten Masse mL ergibt sih die Korrelationslänge ξL in Gitter-einheiten und diese soll die physikalishe Masse beshreiben,
m =

1

ξ
=

1

a ξL(mL)
, (11.82)womit der Gitterabstand a eingeführt wäre. Der Abstand a ist also eine Funktionder gegebenen physikalishen Masse m und des dimensionslosen Parameters mL.Wir können die Verhältnisse auh unter einem anderen Gesihtspunkt interpretieren. DemAbstand zwishen zwei nähsten Nahbarn auf dem Gitter wird zunähst willkürlih einphysikalisher Abstand a zugeordnet. Auÿerdem soll φ ein Teilhen der Masse m be-shreiben. Das dimensionslose Produkt am entspriht der inversen Compton-Wellenlängedes Teilhens in Einheiten der willkürlih gewählten Gitterkonstanten. Diese Zahl sollidentish zur (dimensionslosen) inversen Korrelationslänge ξ−1

L des Feldes auf dem Git-ter sein. Dadurh wird bei Vorgabe von a und m der nakte Parameter mL(ξL) festge-legt. Eine Änderung der (unbeobahtbaren) Gitterkonstanten a kann durh Änderungdes (ebenfalls unbeobahtbaren) nakten Parameters mL kompensiert werden, so dass diephysikalishen Gröÿen unverändert bleiben. Man sagt, die Physik sei konstant längs derTrajektorie mL(a).Der Kontinuumslimes besteht also im Wesentlihen aus zwei Shritten:Die freien Parameter der Gittertheorie (hier mL) müssen so gewählt werden, dass dieKorrelationslängen im Vergleih zum Gitterabstand sehr groÿ werden, also ξL ≫ 1 oder
ξ ≫ a gilt. Für das freie Klein-Gordon-Feld bedeutet dies, dass der Parameter mL sehrklein gewählt werden muss, damit die 2-Punktfunktion im Vergleih zum Gitterabstandlangreihweitig wird.Für jeden freien Parameter muss eine Gröÿe des Gittermodells an eine entsprehendeGröÿe der Natur (z.B. physikalishe Massen) angepasst werden. Durh diesen Shrittwird dem Gitterabstand eine physikalishe Länge zugeordnet.������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 11. RENORMIERUNGSGRUPPE 11.5. Kontinuumslimes für Spinmodelle 222Will man beispielsweise Pionen mit λc ≈ 10−13 m beshreiben, und hat man demGitter willkürlih die Gitterkonstante a = 10−15 m zugeordnet, dann ist λc/a ≈ 100.Die Korrelationslänge ξL sollte also ebenfalls 100 betragen, d.h. für die freie Theorie istdie nakte Masse mL = 0.01. In MC-Simulationen geht man meist umgekehrt vor: mangibt den Parameter mL vor und bestimmt anshlieÿend für die bekannte Masse m nah(11.82) die zugehörige Gitterkonstante. Damit einerseits Gitterartefakte und andererseitsdie Endlihkeit des Gitters die Resultate niht verfälshen, sollte bei jeder Simulation dieUngleihungen
1≪ ξL ≪ N (11.83)erfüllt sein. Die Gitter müssen also genügend gross sein, damit die interessanten Gröÿendarauf Platz haben. Zur Zeit kann man auf shnellen Computern Skalarfeldtheorien aufGittern mit 324 Punkten simulieren.11.5 Kontinuumslimes für SpinmodelleIn der Nähe eines kritishen Punktes eines allgemeineren klassishen d-dimensionalenGittermodells divergiert die Korrelationslänge ξL. Dann kann das statistishe Gittermodellals Gitterregularisierung einer Euklidshen Quantenfeldtheorie in d Dimensionen odereiner d + 1-dimensionalen Quantenfeldtheorie bei endlihen Temperaturen interpretiertwerden. Im zweiten Fall maht man den Grenzübergang

a −→ 0 , T =
1

aNd
fest. (11.84)In der Nähe eines kritishen Punktes ist die Korrelationslänge in Gittereinheiten

ξ

a
= ξL = κ(βc − β)−ν, β ↑ βc. (11.85)Legen wir die Korrelationslänge ξ fest, dann �xiert (11.85) den Gitterabstand a als Funk-tion des Parameters β, also a = a(β). Der Kontinuumslimes wird o�ensihtlih erreihtwenn β gegen βc strebt und ξ festgehalten wird. Der Parameter β ist niht mehr frei,da er den Gitterabstand �xiert. Dafür gewinnt man ξ als neuen Parameter der Quanten-feldtheorie. Wir sehen hier die sogenannte dimensionale Umwandlung (engl. dimensionaltransmutation) am Werk, bei der ein dimensionsloser Parameter gegen einen skalenab-hängigen Parameter eingetausht wird.Wir wollen nun annehmen, dass eine gewisse Korrelationsfunktion
〈
O(n)O(m)

〉
∼ e−mOL|n−m| (11.86)������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 11. RENORMIERUNGSGRUPPE11.6. Programm: Blokspintransformation 223mit entsprehendem Abshirmparameter mOL in einer Simulation bestimmt worden ist.Da der Abstand |n−m| nur in Einheiten des Gitterabstandes bekannt ist, ergibt die Simu-lation die Abshirmmasse in Einheiten von a(β). Wegen der angenommenen Universalitätsollte in der Nähe des kritishen Punktes
mOa(β) = mOL = κO (βc − β)ν , β ↑ βc (11.87)gelten. Damit strebt das Produkt mOξ gegen einen konstanten Wert in der Umgebungdes kritishen Punktes,

mOξ = κmκ. (11.88)Die Zahlen κ und κm können in Simulationen bestimmt werden. Mit ihrer Hilfe kann dieAbshirmmasse mO in Einheiten des freien Parameters 1/ξ �gemessen� werden.11.6 Programm: BlokspintransformationDas folgende Programm berehnet die Trajektorien der Blokspintransformation für das
2d-Isingmodells auf einem 4×4 Gitter. Der Blokkern T (w′, w) beruht auf der Mehrheits-regel (11.66). Die Hamiltonfunktion des geblokten Sytem hat die Form (11.67)./∗ Programm rengroupis2d .  ∗//∗ Berehnet ana l y t i s  h Tra jek tor i en ∗//∗ der MC−RG Transformation . Geb lokt ∗//∗ wird mit der Mehrhe i t s rege l ∗/#inlude <std i o . h>#inlude <s t d l i b . h>#inlude <math . h>#inlude <s t r i n g . h>#inlude " on s t r en i s i n g2 . h"#inlude " s t d r e n i s i n g . h"int main (void ){onf=1<<V; /∗ Anzahl Konf igurat ionen ∗/nahbarn ( ) ;puts ( "K1 = " ) ; s an f ( "%l f " ,&k1 ) ;puts ( "K2 = " ) ; s an f ( "%l f " ,&k2 ) ;puts ( "K3 = " ) ; s an f ( "%l f " ,&k3 ) ;puts ( "K4 = " ) ; s an f ( "%l f " ,&k4 ) ;p r i n t f ( " (%.3 f ,%0.3 f ) " , k1 , k2 ) ;for ( i g =0; ig <10; i g++){1=0; 2=0; 3=0; 4=0;for ( i =0; i<onf ; i++){/∗ Binaerdas te l l un von i = Konfigurat ionen ∗/for (p=0;p<V; p++){s [ p ℄=( i>>p)%2; s [ p℄=2∗ s [ p ℄−1;} ;h1=0;h2=0;h3=0;for (p=0;p<V; p++){h1=h1+s [ p ℄ ∗ ( s [ nr [ p ℄ ℄+ s [ no [ p ℄ ℄ ) ;h2=h2+s [ p ℄ ∗ ( s [ nro [ p ℄ ℄+ s [ nru [ p ℄ ℄ ) ;������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 11. RENORMIERUNGSGRUPPE11.6. Programm: Blokspintransformation 224h3=h3+s [ p ℄∗ s [ nr [ p ℄ ℄ ∗ s [ no [ p ℄ ℄ ∗ s [ nro [ p ℄ ℄ ;} ;/∗ p r i n t f ("% f %f %f %f \n" , k1 , k2 , k3 , k4 ) ; ∗/bo l t z=exp ( k1∗h1+k2∗h2+k3∗h3 ) ;b loksp in ( s ) ;for (p=0;p<VB; p++){k1 [ p℄=bs [ p ℄∗ k l1 [ p ℄ ;k2 [ p℄=bs [ p ℄∗ k l2 [ p ℄ ;k3 [ p℄=bs [ p ℄∗ k l3 [ p ℄ ;k4 [ p℄=bs [ p ℄∗ k l4 [ p ℄ ;} ;i f ( ( k1 [1℄>=0)&&(k1 [2℄>=0)&&(k1 [3℄>=0)&&(k1 [4℄ >=0)){i f ( k1 [ 1 ℄ ∗ k1 [ 2 ℄ ∗ k1 [ 3 ℄ ∗ k1 [4℄==0) 1=1+0.5∗ bo l t z ;else 1=1+bo l t z ; }i f ( ( k2 [1℄>=0)&&(k2 [2℄>=0)&&(k2 [3℄>=0)&&(k2 [4℄ >=0)){i f ( k2 [ 1 ℄ ∗ k2 [ 2 ℄ ∗ k2 [ 3 ℄ ∗ k2 [4℄==0) 2=2+0.5∗ bo l t z ;else 2=2+bo l t z ; }i f ( ( k3 [1℄>=0)&&(k3 [2℄>=0)&&(k3 [3℄>=0)&&(k3 [4℄ >=0)){i f ( k3 [ 1 ℄ ∗ k3 [ 2 ℄ ∗ k3 [ 3 ℄ ∗ k3 [4℄==0) 3=3+0.5∗ bo l t z ;else 3=3+bo l t z ; }i f ( ( k4 [1℄>=0)&&(k4 [2℄>=0)&&(k4 [3℄>=0)&&(k4 [4℄ >=0)){i f ( k4 [ 1 ℄ ∗ k4 [ 2 ℄ ∗ k4 [ 3 ℄ ∗ k4 [4℄==0) 4=4+0.5∗ bo l t z ;else 4=4+bo l t z ; }} ;l 1=log ( 1 ) ; l 2=log ( 2 ) ; l 3=log ( 3 ) ; l 4=log ( 4 ) ;k1=(l1−l 4 ) / 16 ;k2=(l1−2∗ l 3+l 4 ) /32 ;k3=(l1−4∗ l 2+2∗ l 3+l 4 ) /32 ;k4=( l 1+4∗ l 2+2∗ l 3+l 4 ) /32 ;p r i n t f ( " (%.3 f ,%.3 f ) " , k1 , k2 ) ;} ;p r i n t f ( "\n" ) ;return 0 ;}In der folgenden Headerdatei onstrenising2.h werden die Konstanten und Variablende�niert. Die Array Kl1[V B], . . . sind Repräsentanten der 4 Klassen von Kon�gurationenauf dem geblokten Gitter./∗ Headerdate i  on s t r en i s i n g2 . h ∗/#define N 4 /∗ Gi t t e r l a enge ∗/#define V (N∗N) /∗ Anzahl Gi t t e rpunk te ∗/#define VB (V/4) /∗ Anzahl Gi t t e rpunk t des g e b l . G i t t e r s ∗/short x , y ,xm, xp ,ym, yp ;short s [V℄ , nr [V℄ , no [V℄ , nro [V℄ , nru [V ℄ ;short bs [VB℄ , k1 [VB℄ , k2 [VB℄ , k3 [VB℄ , k4 [VB℄ ;short k l1 [VB℄={1 ,1 ,1 ,1} , k l2 [VB℄={1 ,1 ,−1 ,1};short k l3 [VB℄={−1 ,−1 ,1 ,1} , k l4 [VB℄={−1 ,1 ,1 ,−1};unsigned int ig , i , i l , j , j l , onf ;unsigned short p , q ;double k1 , k2 , k3 , k4 , 1 , 2 , 3 , 4 , l1 , l2 , l3 , l4 , bo l t z ;int h1 , h2 , h3 ;FILE ∗ fp ;In der folgenden Headerdatei stdrenising.h werden die nähsten und übernähstenNahbarn eines Gitterpunktes berehnet, sowie die zu einer Spinkon�guration s[V ] ge-hörende Blokspinkon�guration bs[V B].������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 11. RENORMIERUNGSGRUPPE11.6. Programm: Blokspintransformation 225/∗ Headerdate i s t d r e n i s i n g . h ∗//∗ Be r e i t s t e l l u n g der naehsten Nahbarn ∗/void nahbarn (void ){ for ( i l =0; i l <V; i l ++){y=i l /N;x=i l−y∗N;xp=x+1,yp=y+1,ym=y−1;nr [ i l ℄=y∗N+xp%N;no [ i l ℄=(yp%N)∗N+x ;nro [ i l ℄=(yp%N)∗N+xp%N;nru [ i l ℄=((ym+N)%N)∗N+xp%N;} ;}void b loksp in ( short ∗ s ){ for ( i l =0; i l <VB; i l ++){p=(2∗ i l )/N; j l=p∗N+2∗ i l ;bs [ i l ℄= s [ j l ℄+ s [ j l +1℄+s [ j l+N℄+s [ j l+N+1℄ ;} ;}
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