
Kapitel 11RenormierungsgruppeDie Monte-Carlo-Simulationen zeigen 
harakteristis
he Kon�gurationen mit unters
hied-li
hem Verhalten in den Ho
h- und Tieftemperaturphasen und am kritis
hen Punkt. Mansieht Domänen, deren mittlerer Dur
hmesser glei
h der Korrelationslänge ξ ist.Für T > Tc �ndet man typis
h Domänen glei
her Ausri
htung der Spins mit endli-
hem Dur
hmesser, bei Tc mit beliebig groÿer und kleiner Ausdehnung und für T < Tc mitmakroskopis
her Ausdehnung und wenigen, endli
hen Inseln entgegengesetzter Ausri
h-tung. Da am kritis
hen Punkt Domänen beliebiger Gröÿe existieren, sieht jedes Bild aufbeliebigen Längenskalen ähnli
h aus. Führen wir für typis
he Kon�gurationen eine Ska-lenänderung dur
h, im einfa
hsten Fall dur
h extremes Dezimieren der Spins, so erhaltenwir für T > Tc Bilder mit kleineren Domänen, ähnli
h wie wenn wir die Temperaturerhöhen. Betra
hten wir dagegen eine typis
he Kon�guration bei T < Tc, so führt dieDezimierung auf ein Bild mit makroskopis
hen Domänen mit nur no
h halb so groÿenInseln entgegengesetzter Ausri
htung, ähnli
h wie bei Erniedrigung der Temperatur.In jedem Fall führt eine Skalenänderung mit linearem Dezimierungsfaktor b > 1 wegvom kritis
hen Punkt, auÿer man startet exakt bei Tc. Die gema
hten Beoba
htungenlegen folgende Frage nahe: Kann eine Skalenänderung exakt äquivalent zu einer Änderungder Temperatur und weiterer Kopplungskonstanten sein. Mit äquivalent meinen wir, dassZustandssumme und Korrelationsfunktionen (soweit sie für die mikroskopis
hen und diedezimierten Spins glei
hzeitig de�niert werden können) übereinstimmen. Wir bespre
henzuerst ein einfa
hes Beispiel für wel
hes dies mögli
h ist.Im Jahre 1982 erhielt K.G. Wilson den Nobelpreis für Physik als Würdigung seinerFors
hungsarbeit auf dem Gebiet der Renormierungsgruppe. Dieser ni
htstörungstheo-retis
he Zugang zur Theorie der kritis
hen Phänomene entwi
kelte si
h seither zu einemmä
htigen Werkzeug in der Statistis
hen Physik und Quantenfeldtheorie. Wesentli
he Bei-träge stammen von Stue
kelberg, Peterman, Gell-Man, Low und Brezin in derQuantenfeldtheorie und Teil
henphysik [50℄ sowie Kadanov, Fisher [49℄ und Wilson[51℄ in der Statistis
hen Physik und Quantenfeldtheorie. I
h verweise auf die Darstellungen196
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hern [52℄ für eine eingehende Darstellung der Methode.11.1 Ising-ModelleFür die Isingkette kann die Dezimierung des System exakt dur
hgeführt werden. Dasverdünnte System ist glei
h dem ursprüngli
hen System mit veränderten Kopplungskon-stanten. In d ≥ 2 Dimensionen werden dagegen bei jeder Verdünnung neue Kopplungenerzeugt und die iterierte Verdünnung kann ni
ht mehr analytis
h bere
hnet werden.11.1.1 Ising-KetteWir betra
hten zuerst die Zustandssumme für N Spins und periodis
he Randbedingungen.Die Energie ist proportional zu
−βH = K

∑

〈xy〉

sxsy + h
∑

x

sx mit K = βJ, h = βh̃.Man bea
hte, dass h in dieser Formel das mit der inversen Temperatur multiplizierteund damit dimensionslose �Magnetfeld� ist. Wir wollen annehmen, dass N gerade ist. ImAusdru
k für die Zustandssumme summieren wir über jeden zweiten Spin (b = 2), d.h.über die Spins auf den geraden Gitterpunkten, und erhalten
Z(N, K, h) =

∑

s1,s2,...

eKs1s2+
1

2
h(s1+s2)eKs2s3+

1

2
h(s2+s3) × . . .

=
∑

s1,s2,...

eK(s1s2+s2s3)+
1

2
h(s1+2s2+s3) × . . .

=
∑

s1,s3,...

(

e(K+ 1

2
h)(s1+s3)+h + e−(K− 1

2
h)(s1+s3)−h

)

· · · . (11.1)Na
h der Summation über jeden zweiten Spin erhalten wir ein Ising-artiges System aufden ungeraden Gitterpunkten. Die interessante Beoba
htung ist, dass man neue Kopp-lungskonstanten K ′, h′ und eine Funktion g(K, h) einführen kann, so dass gilt
e(K+ 1

2
h)(s1+s3)+h + e−(K− 1

2
h)(s1+s3)−h = e2g(K,h)eK ′s1s3+

1

2
h′(s1+s3). (11.2)Wir werden die neuen Kopplungen und g weiter unten bere
hnen. Diese Ersetzung ma-
hen wir nun für jeden Faktor in (11.1). Es ergibt si
h wieder die Zustandssumme einerIsingkette auf dem ausgedünnten Gitter mit Kopplungen K ′, h′,

Z(N, K, h) = eNg
∑

s1,s3,...

eK ′s1s3+
1

2
h′(s1+s3)eK ′s3s5+

1

2
h′(s3+s5) × . . .������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II
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= eNgZ

(N

2
, K ′, h′

)

. (11.3)Wir fassen dieses bemerkenswerte Resultat zusammen: auf dem verdünnten Gitter mitdoppeltem Gitterabstand �nden wir die glei
he funktionale Form für die Energie,
βH −→ βH ′ − g(K, h)N, −βH ′ = K ′

∑

〈x′y′〉

sx′sy′ + h′
∑

x′

sx′, (11.4)wobei x′ und y′ ungerade Gitterpunkte sind. Die soeben vorgenommene �Ausintegrati-on� von Freiheitsgraden nennt man Dezimierungsprozedur. Weiter unten werden wir no
handere Dezimierungsprozeduren bespre
hen bei denen die Freiheitsgrade na
h der Dezi-mierung ni
ht mehr eine Teilmenge der ursprüngli
hen Freiheitsgrade ist.Um die neuen Konstanten zu bere
hnen, werten wir die Glei
hung (11.2) für drei Werteder beiden Spins (s1, s3) aus. Man �ndet folgende drei unabhängigen Glei
hungen:
(s1, s3) = (1, 1) : 2eh cosh(2K + h) = e2geK ′+h′

(s1, s3) = (−1,−1) : 2e−h cosh(2K − h) = e2geK ′−h′

(s1, s3) = (1,−1) : 2 cosh(h) = e2ge−K ′

.Aufgelöst na
h den drei Funktionen K ′(K, h), h′(K, h) und g(K, h) ergibt si
h
K

R2−→ K ′ = 1
4
log

cosh(2K + h) cosh(2K − h)

cosh2 h

h
R2−→ h′ = h + 1

2
log

cosh(2K + h)

cosh(2K − h)
(11.5)

g(K, h) = 1
8
log
(
16 cosh(2K + h) cosh(2K − h) cosh2 h

)
.Die folgenden Abbildung zeigt Trajektorien der Kopplungskonstanten in der (K, h)-Ebenebei mehrfa
her Anwendung der Transformation (11.5). Als Startpunkte für die Iterationenwurden K = 2 und h ∈ {±2/10,±5/100, 0} gewählt. Re
hts neben der Abbildung �ndetsi
h ein kurzes C-Programm zur Bere
hnung von Trajektorien. Es wird na
h den Start-werten für K und H gefragt. Die Ausgabe in den File renorm1d ist in ps-tri
ks-Formatund kann in Latex eingebunden werden. Die Folge von Punkten

(K, h)
R2−→ (K ′, h′)

R2−→ (K ′′, h′′)
R2−→ (K ′′′, h′′′)

R2−→ . . .in der 2-dimensionalen Ebene der Kopplungskonstanten K und h hat die A
hse K = 0als Attraktor. Bei jeder Dezimierung oder Ausdünnung des System wird die Kopplung Kzwis
hen nä
hsten Na
hbarn s
hwä
her, K ′ ≤ K.������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II
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h

2.0

K

0.5

2

#in
lude <std i o . h>#in
lude <math . h>int main (void ){ int i ; f loat k , h , x , y , z ; FILE ∗ fp ;puts ( "Start−K" ) ; s 
an f ( "%f ",&k ) ;puts ( "Start−h" ) ; s 
an f ( "%f ",&h ) ;fp=fopen ( " . / renorm1d" , "w" ) ;f p r i n t f ( fp , "\\ p s l i n e (%.3 f ,%.3 f ) " ,2∗k , h ) ;for ( i =1; i <21; i++){x=
osh (2∗k+h ) ; y=
osh (2∗k−h ) ;z=
osh (h ) ; k=log (x∗y/( z∗z ) ) / 4 . 0 ;h=h+log (x/y ) / 2 . 0 ;f p r i n t f ( fp , "(%.3 f ,%.3 f )\n" ,2∗k , h ) ;i f ( i <20)f p r i n t f ( fp , "\\ p s l i n e (%.3 f ,%.3 f ) " ,2∗k , h ) ;} ;f 
 l o s e ( fp ) ; return 0 ;}Die Isingkette geht in si
h über, allerdings mit renormierten Kopplungen (K ′, h′) unddoppeltem Abstand zwis
hen nä
hsten Na
hbarn. Verdünnen wir das System no
hmals,
R2 ◦R2 = R4, (11.6)dann entspri
ht der Abstand zwis
hen nä
hsten Na
hbarn des verdünnten Systems demVierfa
hen des Abstands im ursprüngli
hen System. Die Kopplungskonstanten (K ′, h′)gehen über in die Konstanten (K ′′, h′′). Diese Verdünnungsprozedur kann mehrfa
h aus-geführt werden. Ist b der Skalenfaktor, mit dem das System ausgedünnt wird (für dieTransformation 11.1 ist b = 2) und Rb die entspre
hende Transformation, dann ist
Rb ◦Rb = Rb2 . (11.7)Es gibt allerdings keine inverse Transformation R−1

b , da die Ausintegration von Freiheits-graden ni
ht rü
kgängig gema
ht werden kann. Die Transformationen Rb bilden also nureine Halbgruppe und keine Gruppe (da das Inverse fehlt). Die Transformation Rb nenntman na
h Wilson Renormierungsgruppentransformation (RG-Transformation).
b b b b b b b b b b b b bK K K K K K K K K K K K

b b b b b b bK ′ K ′ K ′ K ′ K ′ K ′

b b b bK ′′ K ′′ K ′′

R2

R2

������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II
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h zweimaliger Anwendung der Glei
hung (11.3) folgt nun unmittelbar, dass
Z(N, K, h) = eNg(K,h)e

1
2

Ng(K ′,h′) Z

(
N

4
, K ′′, h′′

) (11.8)gilt. Setzen wir die Iteration fort, so ergibt si
h folgende Formel für die freie Energiedi
hteder Isingkette,
f(K, h) = − 1

β

(

g(K, h) +
1

2
g(K ′, h′) +

1

22
g(K ′′, h′′) +

1

23
g(K ′′′, h′′′) + . . .

)

. (11.9)In jeder Stufe der Iteration ist die Form der Funktion g glei
h, da die renormierte Energie(11.4) immer die glei
he Form hat.Für ein System mit Magnetfeld Null hat das ausgedünnte System ebenfalls MagnetfeldNull. Die Gerade h = 0 ist eine Trajektorie der Renormierungsgruppe. Dies folgt unmit-telbar aus der Tatsa
he, dass das ursprüngli
he System für h = 0 eine Z2 Symmetrieaufweist und diese Symmetrie vom ausgedünnten System geerbt wird. Die Abbildung R2kann kein Z2-bre
hendes Magnetfeld erzeugen. Um die Glei
hungen etwas zu vereinfa
hen,s
halten wir nun das Magnetfeld ab und betra
hten den Renormierungsgruppen�uss für
h = 0:

K ′ = R2(K) = 1
2
log cosh(2K) und g = 1

4
log
(
4 cosh(2K)

)
. (11.10)Nur wenn die Kopplungskonstante K einer der beiden Werte 0 oder ∞ annimmt, bleibtsie inert bei einer Transformation. Die beiden Punkte K = 0,∞ sind also Fixpunkte derRG-Transformation R2. Der Punkt K = 0 heisst Ho
htemperatur-Fixpunkt und der Punkt

K =∞ Tieftemperatur-Fixpunkt.Bei der Transformation R2 verdoppelt si
h der Abstand zwis
hen nä
hsten Na
hbarn.Die Korrelation zwis
hen zwei Spins auf dem verdünnten Gitter ist na
h Konstruktionauf dem feineren oder gröberen Gitter glei
h,
1

Z(N, K)

∑

Ω

sx′sy′ exp
(

K
∑

〈uv〉

susv

)

=
1

Z(1
2
N, K ′)

∑

Ω′

sx′sy′ exp
(

K ′
∑

〈u′v′〉

su′sv′

)Hier liegen die gestri
henen Punkte auf dem groben Gitter. Haben x′ und y′ auf demfeinen Gitter den Abstand 2n, dann haben sie auf dem groben Gitter den Abstand n. FürAbstände groÿ vergli
hen mit der Korrelationslänge ξ gilt
〈sxsy〉 ∼ e−|x−y|/ξ, |x− y| ≫ ξ, (11.11)������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II
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hliessen, dass bei jeder Transformation R2 die Korrelationslänge halbiert wird,
ξ′ =

ξ

2
. (11.12)Bei der Lösung des 1d Ising-Modells haben wir gezeigt, dass die Korrelationslänge amTieftemperatur-Fixpunkt divergiert und am Ho
htemperatur-Fixpunkt vers
hwindet. DerTieftemperatur-Fixpunkt ist ein kritis
her Punkt des Systems und am Ho
htemperatur-Fixpunkt vers
hwindet die We
hselwirkung. Die Trajektorien der Renormierungsgruppeenden im trivialen Fixpunktes mit ξ = 0. Die Kopplungskonstante K und die Korrelati-onslänge ξ werden bei jedem Renormierungss
hritt verringert.11.1.2 Das zweidimensionale ModellWir betra
hten als weiteres, weniger einfa
hes Beispiel das zweidimensionale feldfreieIsing-Modell mit

βH = −K
∑

〈xy〉

sxsy. (11.13)Hier sind die Na
hbars
haftsverhältnisse etwas komplizierter als in einer Dimension. DieEnergiefunktion des ausgedünnten Systems enthält neben der nä
hsten-Na
hbarn We
h-selwirkung au
h Kopplungen zwis
hen übernä
hsten Na
hbarn. In der Zustandssummebetra
hten wir nun den Beitrag aller Spins auf den o�enen Gitterpunkten der folgendenAbbildung. Wir erhalten dann ein e�ektives Spinmodell für die Spins auf den vollen Git-terpunkten.
b b

b b

b b

4

1 5 3

6 2 Zum Beispiel erhalten wir vom Beitrag des Spins aufdem Punkt 5

∑

s5=±1

eKs5(s1+s2+s3+s4)

= eK(s1+s2+s3+s4) + e−K(s1+s2+s3+s4).Das allgemeinste, mit den Symmetrien verträgli
heBoltzmann-Gewi
ht von 4 Spins hat die Form
e2g exp






1

2
K ′

1 (s1s2 + s2s3 + s3s4 + s4s1)
︸ ︷︷ ︸

NN

+K ′
2 (s1s3 + s2s4)
︸ ︷︷ ︸üNN +K ′

3 (s1s2s3s4)
︸ ︷︷ ︸

Q




 ,

������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 11. RENORMIERUNGSGRUPPE 11.1. Ising-Modelle 202wobei (NN) für nä
hste Na
hbarn, (üNN) für übernä
hste Na
hbarn und (Q) für Quadratesteht. Wir �nden folgende unabhängige Glei
hungen für die Kopplungskonstanten K ′
i:

(s1, s2, s3, s4) = (1, 1, 1, 1) : 2 cosh(4K) = e2ge2K ′

1
+2K ′

2
+K ′

3

(s1, s2, s3, s4) = (1,−1,−1,−1) : 2 cosh(2K) = e2ge−K ′

3

(s1, s2, s3, s4) = (1, 1,−1,−1) : 2 = e2ge−2K ′

2
+K ′

3

(s1, s2, s3, s4) = (1,−1, 1,−1) : 2 = e2ge−2K ′

1
+2K ′

2
+K ′

3.Die Au�ösung führt auf die RG-Transformation
K ′

1 = 2K ′
2 = 1

4
log cosh(4K)

K ′
3 = 1

8
log cosh(4K)− 1

2
log cosh(2K) (11.14)

g = 1
16

(
log cosh(4K) + log cosh(2K) + 8 log 2

)
.Wir erhalten V/2 derartige Beträge von den o�enen Punkten. Dabei kommt zum Beispielder Term exp(K ′

1s1s2/2) au
h bei der Summation über s6 vor. Bezei
hnen wir mit w′die Spinkon�gurationen auf dem verdünnten Gitter mit den vollen Gitterpunkten, dannergibt si
h für die Zustandssumme des verdünnten Systems,
Z(V, K) = Z ′

(
V

2
, K ′

)

=
∑

w′

e−(βH)′(w′) (11.15)mit der Landau-Ginzburg-Wilson (LGW) Energiefunktion
−(βH)′ = V g + K ′

1

∑

NN

sxsy + K ′
2

∑

üNN

sxsy + K ′
3

∑

Q

sxsysusv, (11.16)wobei x, y, u, v Punkte auf dem verdünnten Gitter sind. Man sieht, dass der LGW-Hamiltonian H ′ ni
ht mehr die Form von H hat wie beim eindimensionalen Modell. DieNäherung K ′
2 = K ′

3 = 0 zu setzen ist zu grob. In dieser Näherung gibt es wie im eindi-mensionalen Modell nur die Fixpunkte K1 = 0 und K1 = ∞ und entspre
hend keinenPhasenübergang. Eine akzeptable Näherung ist es, nur K3 = 0 zu setzen und übernä
hsteNa
hbarn als nä
hste Na
hbarn zu zählen,
Z(V, K) = eV g

∑

w′

exp

(

K ′
∑

NN

sx′sy′

)

, K ′ = K ′
1 + K ′

2. (11.17)Die Transformation
K −→ K ′(K) =

3

8
log cosh 4K (11.18)������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 11. RENORMIERUNGSGRUPPE 11.1. Ising-Modelle 203hat Fixpunkte bei 0,∞ und bei
K∗ = 0.50698. (11.19)

K

K ′

K∗

Dies ist ni
ht weit weg von exaktenWert Kc = 0.4407. Der Fixpunkt K∗ist instabil. Startet man die Iterationfür K 6= K∗, dann strebt K gegenden Ho
htemperatur�xpunkt bei K =

0 oder den Tieftemperatur�xpunkt bei
K = ∞. Es gibt vers
hiedene Nä-herungsverfahren der Konstruktion derRG-Transformation. Allen diesen Ver-fahren ist gemeinsam, dass mit einerendli
hen Anzahl von Kopplungen ge-arbeitet wird. Beispiele von Ortsraum-RGT sind

• Kumulanten-Verfahren
• Finite-Cluster-Verfahren
• Migdal-Kadanov-Transformation
• Monte-Carlo-Renormierung.Insbesonders die letzte Methode ergibt sehr präzise Werte für die kritis
hen Exponentenund soll weiter unten bespro
hen werden.Anstelle der Spin-Variablen im Ortsraum kann man die Variablen im Impulsraumbenutzen. Der Vorteil dieser Methode ist, dass für eine unendli
hes Raumgitter die Im-pulse kontinuierli
h sind. Ist Λ ein reguläres Gitter, so liegen die Impulse in der kompaktenBrillouin-Zone. Die Ausdünnung wird nun ges
hi
kterweise über die Freiheitsgrade zu dengröÿten Impulswerten dur
hgeführt. Die entspre
henden Verfahren heissen Impulsraum-RGT, beziehungsweise feldtheoretis
he Verfahren. Der Dezimierungsparameter b kannkontinuierli
h sein und beliebig di
ht an 1 liegen. Beispiele von Impulsraum-RGT sind
• ǫ-Entwi
klung
• Callan-Symanzik-Glei
hung.No
h vielfältiger als die Implementierung der Renormierungsgruppenidee ist die Literaturüber diese Methode und ihre Anwendung auf eine Vielzahl physikalis
her Systeme. In [49℄������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 11. RENORMIERUNGSGRUPPE 11.2. Fixpunkte 204und [50℄ �ndet man eine Auswahl von Orginalarbeiten, übersi
htsartikel und Monogra-phien über diese mä
htige Methode in der statistis
hen Physik, Quantenfeldtheorie undTeil
henphysik.Wir wollen nun der Frage na
hgehen, wel
he Eigens
haften des physikalis
hen Systemsaus wel
her Information der RG folgen.11.2 FixpunkteWir wenden uns nun der allgemeineren Diskussion der RG-Methoden zu. Wir betra
htenein d-dimensionales Gittermodell mit Kopplungskonstanten
K = {KA|A ⊂ Λ} = (K1, K2, . . .), (11.20)wobei wir die Teilmengen des Gitters (worin ein x ∈ A mehrmals auftreten darf) dur
h-nummerierten. Diese Menge von Kopplungskonstanten sei vollständig in folgendem Sinne:Bei einer RG-Transformation, wel
he bd Freiheitsgrade dur
h einen Freiheitsgrad ersetzt,habe die Energiefunktion für die reduzierten Freiheitsgrade dieselbe Art von We
hselwir-kungen wie die Energiefunktion des ursprüngli
hen Systems. Für eine Energie der Form

H(w) = −
∑

A⊂Λ

KAsA, sA =
∏

x∈A

sx, (11.21)soll der renormierte Energie bis auf eine extensive additive Konstante −V g(K) die glei
hefunktionale Form haben,
H(w) −→ H ′(w′)− V g(K), H ′(w′) = −

∑

A⊂Λ′

K ′
ASA (11.22)mit denselben Mengen A haben. Es wird dabei stills
hweigend angenommen, dass dieMengen {A} sowohl auf dem ursprüngli
hen wie au
h auf dem verdünnten Gitter existie-ren und dass die reduzierten Freiheitsgrade Sx′ dieselben algebrais
hen Eigens
haften wiedie sx haben. Steht {A} zum Beispiel für die Paare nä
hster Na
hbarn, dann soll gelten

∑

〈xy〉

Kxysxsy −→
∑

〈x′y′〉

K ′
x′y′Sx′Sy′ . (11.23)Der konstante Beitrag V g(K) in (11.22) entsteht in allen RG-Transformationen. Leiderkommt man nur für einfa
he Systeme wie das eindimensionale Ising-Modell mit einer end-li
hen Anzahl Kopplungskonstanten aus. Aber die bere
htigte Annahme ist, dass die KAzu langrei
hweitigen We
hselwirkungen (groÿen Mengen A) sehr klein sind und verna
h-lässigt werden können. In der Praxis arbeitet man mit einer endli
hen Anzahl Konstanten������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II
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{K1, . . . , Kn}.Bei der Ausdünnung des Systems ändern si
h die Kopplungskonstanten gemäÿ derRenormierungsgruppenabbildung

K ′
i = Ri(K1, K2, . . .). (11.24)Dabei bleibt die Zustandssumme unverändert,

e−F (V,K) =
∑

w∈Ω

e−H(w) = eV g(K)
∑

w′∈Ω′

e−H′(w′) = eV g(K)−F (V ′,K ′). (11.25)Wir wollen wieder annehmen, dass der thermodynamis
he Grenzfall V →∞ existiert. Fürdie freien Energiedi
hten der beiden Systeme im thermodynamis
hen Grenzfall ergibt si
hdann folgende Rekursionsrelation
f(K) = b−df(K ′)− g(K) (11.26)die uns s
hon einmal im eindimensionalen Ising-Modell in (11.4) begegnete.Wir argumentierten bereits, dass Fixpunkte der Rekursionsrelation entweder zu kriti-s
hen Systemen mit ξc =∞ oder zu ni
ht-we
hselwirkenden Systemen mit ξ = 0 gehören.Die Umkehrung gilt ni
ht. Es kann kritis
he Punkte geben, die keine Fixpunkte sind. Wirbetra
hten einen 2-dimensionalen Raum von Kopplungskonstanten (K1, K2) mit einemkritis
hen Punkt Kc = (K1c, K2c). Im generis
hen Fall liegt dieser kritis
he Punkt aufeiner Kurve von kritis
hen Punkten, wie in der folgenden Abbildung skizziert.

Linie vonkritis
he Punkten
K1

K2

T < Tc

T > Tc

(K∗
1 ,K∗

2 ): Fixpunkt
(K1c,K2c): kritis
her Punkt

Zur Begründung betra
hten wir Systeme mit vers
hiedenen Verhältnissen K2/K1 vonübernä
hsten- zu nä
hsten-Na
hbarn We
hselwirkungen. Die kritis
hen Temperatur Tc������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 11. RENORMIERUNGSGRUPPE 11.2. Fixpunkte 206wird von diesem Verhältnis abhängen. Wenn das Verhältnis K2/K1 verändert wird, be-s
hreibt der Punkt
(K1c, K2c) =

(
J1

Tc

,
J2

Tc

)eine Kurve in der (K1, K2)-Ebene. Jeder Punkt auf der Kurve gehört zu einem kritis
henPunkt eines speziellen Models in der Familie von Energiefunktionen.Nun wollen wir versu
hen, die Eigens
haften des System mit dem RG-Fluss in Ver-bindung zu bringen. Der RG-Fluss hat einige einfa
he Eigens
haften:
• RG-Trajektorien werden si
h der kritis
hen Flä
he ni
ht nähern, da einerseits aufder Flä
he ξ =∞ ist, si
h andererseits bei jeder RG-Iteration ξ verkleinert.
• Bei einer RG-Transformation kann das System die Phase ni
ht we
hseln, da beieiner Verdünnung Ordnung ni
ht in Unordnung übergehen kann und umgekehrt.
• Startet man bei T > Tc so strebt die Temperatur bei wiederholter Iteration ge-gen den (freien) Fixpunkt bei T = ∞, startet man bei T < Tc so endet man im(Grundzustands-) Fixpunkt T = 0.
• Startet man dagegen auf der kritis
hen Flä
he, so bleibt man auf dieser Flä
he, da

ξ′ = ξ/b unendli
h ist für ξ =∞.
• Nur in Ausnahmefällen sind alle kritis
hen Punkte stationäre Punkte des RG-Flusses, also Fixpunkte. In fast allen Systemen gibt es eine endli
he Menge vonisolierten Fixpunkten.Es sei nun K∗ = (K∗

1 , K
∗
2 , . . .) ein Fixpunkt der RG-Transformation,

K∗ = R(K∗). (11.27)Wir betra
hten den Renormierungsgruppen-Fluss in der Umgebung von K∗ und s
hreiben
K = K∗ + δK. In der ersten Ordnung in der Abwei
hung vom Fixpunkt lautet die RG-Transformation

K ′
i = K∗

i + δK ′
i = Ri

(
K∗

j + δKj

)
= K∗

i +
∂Ri

δKj

∣
∣
K∗

δKj + O(δK2),und wir �nden die linearisierte Transformation
δK ′

i =
∑

j

M j
i δKj , M j

i =
∂Ri

∂Kj

∣
∣
∣
K∗

. (11.28)������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 11. RENORMIERUNGSGRUPPE 11.2. Fixpunkte 207Nun su
hen wir die Eigenwerte und Links-Eigenvektoren der linearisierten Abbildung,
∑

j

Φj
αM i

j = λαΦi
α = byαΦi

α. (11.29)In der letzten Formel haben wir den Eigenwert λα dur
h byα ersetzt. Dies ist angezeigt,da wegen der Halbgruppeneigens
haft der RG-Transformation
λα(b)λα(b) = λα(b2)gelten muss. Nun betra
hten wir die neuen Variablen

gα =
∑

i

Φi
αδKi. (11.30)Es sind die Projektionen von δK auf die Eigenvektoren Φα. Es gilt

g′
α =

∑

i

Φi
αδK ′

i =
∑

ij

Φi
αM j

i δKj =
∑

j

byαΦαjδKj = byαgα. (11.31)Beim zwei-dimensionalen System muss ein Eigenvektor, zum Beispiel Φ2, tangential zurkritis
hen Kurve sein. Der andere Eigenvektor Φ1 ist dann transvers zur Kurve.Wir kehren zur Rekursionsrelation (11.26) für die freie Energiedi
hte zurü
k. Der An-teil g(K) kommt von der Ausintegration der kurzwelligen Fluktuationen und ist eineglatte Funktion. Damit erfüllt der singuläre Anteil der freien Energiedi
hte die homogeneRelation
fs(K) = b−dfs(K

′). (11.32)In der Nähe des Fixpunktes linearisieren wir und erhalten folgendes Skalenverhalten fürdie freie Energiedi
hte,
fs(K

∗ + δK) = b−dfs(K
∗ + δK ′). (11.33)Im Folgenden s
hreiben wir ni
ht immer das Argument K∗ und setzen

fs(K
∗ + δK) ≡ fs(g1, g2, . . .), δK

(11.30)
= δK(g).Na
h ℓ-maliger Iteration der RG-Transformation �nden wir

fs(g1, g2, . . .) = b−dℓfs

(
bℓy1g1, b

ℓy2g2, . . .
)
. (11.34)������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II
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h Vorzei
hen des Exponenten yα �nden wir ein unters
hiedli
hes Verhalten:
• Für yα > 0 wä
hst die Abwei
hung gα beständig und der RG-Fluÿ trägt den Punkt

K∗ + gα vom Fixpunkt weg. Es handelt si
h hier um eine relevante Störung.
• Für yα < 0 s
hrumpft die Abwei
hung gα und der RG-Fluÿ führt den Punkt K∗+gαzum Fixpunkt hin. Es handelt si
h um eine irrelevante Störung.
• Die Störungen mit yα = 0 nennt man marginale Störungen.Relevante Störungen sind übli
herweise die Temperatur und das Magnetfeld, bzw. diedimensionslosen Gröÿen

t =
T − Tc

Tc
≡ g1 und βh = g2. (11.35)Wir wollen die Resultate no
h etwas umdeuten. Die Renormierungsgruppentransformati-on wirkt auf dem Raum der Kopplungskonstanten oder äquivalent dazu auf dem Raum

H der We
hselwirkungen bzw. Energiefunktionen,
Rb : H −→ H.Dies ist im Allgemeinen ein∞-dimensionaler Raum. Wir betra
hten wieder die allgemeineKlasse von Energiefunktionen in (11.21),

H = −
∑

A⊂Λ

KAsA ≡ −
∑

KiOi. (11.36)In der Nähe des Fixpunktes kann sie entwi
kelt werden, H = H∗ + δH , mit
H∗ = −

∑

K∗
i Oi und δH = −

∑

δKiOi = −
∑

α

gαQα. (11.37)Na
h ℓ-maliger Iteration der RG-Transformation ändert H ∈ H wie folgt,
H∗ + δH −→ H∗ −

∑

g′
αQα −→ H∗ −

∑

g′′
αQα −→ . . .

−→ H∗ −
∑

α

bℓyαgαQα.Die Qα heissen Skalen-'Operatoren' und die gα Skalenfelder . Entspre
hend heissen dieOperatoren mit positiven yα relevant, mit yα < 0 irrelevant und mit yα = 0 marginal. ImIsing-Modell sind das mittlere Feld ∑ si und die Energie H relevante Operatoren.
������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 11. RENORMIERUNGSGRUPPE 11.2. Fixpunkte 20911.2.1 Herleitung der SkalengesetzeWir wollen hier annehmen, dass g1 = t und g2 = βh relevant und g3, g4, . . . irrelevant sindund wählen ℓ derart, dass
by1ℓ =

1

t
, d.h. bℓ = t−1/y1 (11.38)ist. Wir folgern, dass

fs(K
∗ + δK) ≡ fs(t, h, g3, . . .) = td/y1fs

(

1,
h

ty2/y1

,
g3

ty3/y1

, . . .

) (11.39)gelten muss. Ganz analog s
hliesst man auf die Beziehung
fs(t, h, g3, . . .) = hd/y2fs

(
t

hy1/y2

, 1,
g3

hy3/y2

, . . .

)

. (11.40)Man bea
hte, dass in der Nähe des Fixpunktes die letzten Argumente der freien Energieauf den re
hten Seiten gegen Null streben,
gi

tyi/y1

t→0−→ 0 und gi

hyi/y2

h→0−→ 0, i = 3, 4, . . . . (11.41)Dur
h mehrmaliges Ableiten na
h den relevanten Kopplungen t und h erhält man denZusammenhang zwis
hen kritis
hen Exponenten und den Eigenwerten der linearisiertenRG-Transformation (11.28).Wir erinnern an die wi
htigsten thermodynamis
hen Gröÿen aus dem dritten Kapitel:Magnetisierung: m(t, h) = 〈sx〉 = −∂f

∂h
(11.42)Suszeptibilität: χ(t, h) = β

∑

x

〈s0sx〉c = −∂2f

∂h2
(11.43)innere Energiedi
hte: u(t, h) = lim

Λ→Z
d

1

V
〈H〉 =

∂(βf)

∂β
(11.44)spezi�s
he Wärme: c(t, h) =

∂u

∂T
= −β2 ∂u

∂β
= −T

∂2f

∂T 2
. (11.45)Diese im Berei
h der makroskopis
hen Thermodynamik de�nierbaren Gröÿen haben fol-gende kritis
he Exponenten:

c(t, 0) ∼ E±|t|−α , m(t, 0) ∼ Btβ (11.46)
χ(t, 0) ∼ A±|t|−γ , χ(0, h) ∼ |h|−1/δsign(h) . (11.47)������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 11. RENORMIERUNGSGRUPPE 11.2. Fixpunkte 210Daneben gibt es no
h zwei weitere kritis
he Exponenten η und ν, die mit der Korrelati-onslänge und Zweipunktsfunktion verknüpft sind,Korrelationslänge: ξ−1 = − lim
|x|→∞

1

|x| log〈s0sx〉c ∼ |t|ν (11.48)Greensfunktion: 〈s0sx〉 ∼
1

|x|d−2+η
(11.49)Jede Korrelationsfunktion, die am kritis
hen Punkt langrei
hweitiges Verhalten zeigt, er-laubt die De�nition weiterer kritis
her Exponenten. Der Exponent ν bes
hreibt das Di-vergieren der Korrelationslänge bei Annäherung an Tc. Das Potenzverhalten der Korrela-tionsfunktion ist dur
h η 
harakterisiert.Die folgende Tabelle enthält für einige Phasenübergänge die wi
htigsten kritis
henExponenten [53℄:

β −Messing Fe Ni 3d− Ising
α 0.05± 0.06 −0.03± 0.12 0.04± 0.12 0.11

β 0.305± 0.005 0.37± 0.01 0.358± 0.003 0.32

γ 1.25± 0.02 1.37± 0.015 1.33± 0.02 1.24

δ 4.3± 1 4.29± 0.05 4.8

η 0.08± 0.07 0.07± 0.04 0.041± 0.01 0.05

ν 0.65± 0.02 0.69± 0.02 0.64± 0.1 0.63Mit dem Skalierungsverhalten (11.39,11.40) der freien Energie können wir nun einen Zu-sammenhang zwis
hen den kritis
hen Exponenten und den Eigenwerten der linearisiertenRG-Transformation �nden. So ist die spezi�s
he Wärme proportional zur zweiten Ablei-tung von f bezügli
h t, also
fs ∼ |t|2−α. (11.50)Der Verglei
h mit (11.39) führt dann auf 2− α = d/y1. Ganz ähnli
h argumentiert manfür die kritis
hen Exponenten β, γ und δ. Um die kritis
hen Exponenten der Korrela-tionsfunktionen zu �nden, muss man die RGT auf Modelle mit räumli
h inhomogenenMagnetfeld h(r) anwenden. Man �ndet die wi
htigen Relationen

2− α =
d

y1
, β =

d− y2

y1

γ =
2y2 − d

y1

,
1

δ
=

d− y2

y2

(11.51)������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II
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ν =

1

y1

, d− 2 + η = 2(d− y2)Damit haben wir die Skalenrelationen α, β, γ, δ, ν, η←→ y1, y2 gefunden. Die Exponentenbes
hreiben das Verhalten des Systems bei Abwei
hungen vom kritis
hen Punkt und die yαsind die Eigenwerte der linearisierten RG-Transformation am Fixpunkt. Da alle kritis
henExponenten nur von y1 und y2 abhängen, gibt es sogenannte Skalenrelationen im engerenSinne,
γ = ν(2− η) (Fisher)

α + 2β + γ = 2 (Rushbrooke)
γ = β(δ − 1) (Widom) (11.52)

νd = 2− α (Josephson, 'Hyperskalen-Relation').Für einige wi
htige Modelle gilt
α β γ δ η νIsing d = 2 0 1/8 7/4 15 1/4 1Ising d = 3 0.11 0.32 1.24 4.8 0.05 0.63klass. Heisenberg d = 3 −0.12 0.36 1.37 4.6 0.04 0.7MFA, beliebiges d 0 1/2 1 3 0 1/2

(11.53)
Wir bemerken, dass die Skalenrelationen für alle aufgelisteten Modelle erfüllt sind, bisauf die Molekularfeldapproximation. Wir s
hliessen daraus, dass diese Approximation zurBes
hreibung des kritis
hen Verhaltens für d < 4 Dimensionen ungeeignet ist.Man bea
hte die Universalität des kritis
hen Verhaltens: kritis
he Exponenten hängenni
ht von den mikroskopis
hen Details der We
hselwirkung ab, da am kritis
hen Punktdie Korrelationslänge divergiert. Die Universalität kommt davon, dass das asymptotis
henVerhalten der freien Energie unabhängig von den irrelevanten Kopplungen gi, i ≥ 3 ist, daz.B. t−y3/y1 am Fixpunkt vers
hwindet. In anderen Worten: Alle Systeme, deren Energie-funktion unter dem RG-Fluss zum glei
hen kritis
hen Fixpunkt �iessen haben identis
hekritis
he Exponenten.Irrelevante Parameter sind die Rei
hweite der We
hselwirkung (solange endli
h), Mehr-spinwe
hselwirkungen (solange symmetrieerhaltend) und Gitterstruktur. Relevant sind dieDimensionalität d des Raumes, die Anzahl n der Komponenten des lokalen Ordnungspa-rameters und Symmetrie der We
hselwirkung.
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kspintransformation 21211.3 Blo
kspintransformationDie Monte-Carlo-Renormierungsgruppenmethoden (MCRG-Methoden) wurden von Ma,Swendsen und anderen entwi
kelt [54℄. Für 2−dimensionale Ising-artige Modelle aufdem quadratis
hen Gitter mit Energiefunktion
βH = −

∑

A⊂Λ

KAsA, KA = βJA, sA =
∏

x∈A

sx, (11.54)wählt man eine etwas andere Transformation als wir sie für das 1-dimensionale Ising-Modell gewählt haben. Wir wollen wieder periodis
he Randbedingungen voraussetzen undder Einfa
hheit halber Ising-artige Modelle mit sx ∈ {±1} untersu
hen. Wir absorbierendie inverse Temperatur in den Kopplungskonstanten KA und werden in diesem Abs
hnitt
H anstelle von βH s
hreiben, d.h. wir setzen β = 1.Nun unterteilen wir das Gitter Λ in Blo
ks der Gröÿe b2 und ordnen den Spins injedem Blo
k einen Blo
kspin auf einem verdünnten Gitter zu. Die folgende Abbildungzeigt eine mögli
he Blo
kbildung mit linearem Verdünnungsfaktor b = 2. Die Punkte des
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Abbildung 11.1: Jeweils vier Spins werden zu einem Blo
kspin zusammengefasst.quadratis
hen Gitters Λ seien x mit x1, x2 ∈ {1, 2, . . .N}. Ein Blo
k aus b2 bena
hbartenPunkten wird dann ein Gitterpunkt x′ des geblo
kten und gröberen Gitters zugeordnet,
x′(x) =

(
x′

1(x1), x
′
2(x2)

)
=
(
eil(x1/b), 
eil(x2/b)

)
.Für b = 2 werden beispielsweise die Punkte (1, 1), (1, 2), (2, 1) und (2, 2) in den Punkt

(1, 1) auf dem gröberen Gitter Λ′ abgebildet. Die Gröÿe des geblo
kten Gitters ist N/b.Die Blo
kspintransformation, die jeder Spinkon�guration w = {sx} ∈ Ω auf Λ eine Kon�-guration w′ = {Sx′} ∈ Ω′ auf dem geblo
kten Gitter Λ′ zuordnet, ist dur
h den Blo
kkern������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II
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T (w′, w) in

w′ =
∑

w∈Ω

T (w′, w) (11.55)bestimmt. T (w′, w) ist die Wahrs
heinli
hkeit dafür, dass der Kon�guration w die Blo
k-spinkon�guration w′ zugeordnet wird. Der Kern sollte folgende Bedingungen erfüllen,
0 ≤ T (w′, w) ≤ 1 und ∑

w′

T (w′, w) = 1. (11.56)Beim Übergang vom feinen zum groben Gitter de�nieren wir die Energie für die Blo
kspinswie folgt,
e−H′(w′) =

∑

w∈Ω

T (w′, w)e−H(w) (11.57)Für das 1-dimensionale Ising-Modell war
T (w′, w) =

∏

x′=1,3,...

δ
(
s2x, Sx′

)
.Zwei bena
hbarten Spins s2x−1 und s2x wurde der Blo
kspin Sx′ = s2x−1 zugeordnet. Wirwollen nun annehmen, dass die Energiefunktion für die Blo
kspins wieder in der Form

H ′(w′) = −
∑

A′⊂Λ′

KA′SA′ (11.58)ges
hrieben werden kann. Unser Ziel ist es, eine Rekursionrelation für die Kopplungskon-stanten K zu �nden.Die erste Bedingung in (11.56) sorgt dafür, dass die re
hte Seite in (11.57) niemalsnegativ wird und deshalb als Exponent einer reellen Funktion der w′ ges
hrieben werdenkann. Wegen der zweiten Bedingung in (11.56) ändert si
h die Zustandssumme bei dieserTransformation ni
ht,
Z ′

H′ =
∑

w′∈Ω′

e−H′(w′) =
∑

w′∈Ω′

∑

w∈Ω

T (w′, w)e−H(w) =
∑

w∈Ω

e−H(w) = ZH . (11.59)Wir erinnern daran, dass die verbundenen Korrelationsfunktionen der sA dur
h Ableitenvon log Z na
h den entspre
henden Kopplungen gewonnen werden können. Zum Beispieldie Einpunkt- und verbundenen Zweipunktfunktionen,
〈sA〉 =

∂ log Z

∂KA������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II
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〈sa; sB〉 ≡ 〈sAsB〉 − 〈sA〉〈sB〉 =

∂〈sA〉
∂KB

. (11.60)Die Korrelationsfunktionen des geblo
kten Systems können im ursprüngli
hen oder imgeblo
kten System bere
hnet werden,
〈SA′〉′ ≡

∑

w′ SA′e−H′(w′)

∑

w′ e−H′(w′)
(11.61)

=

∑

w′ SA′

∑

w T (w′, w)e−H(w)

∑

w e−H(w)
(11.62)Bei Kenntnis der geblo
kten Energiefunktion H ′ könnten wir Erwartungswerte von Funk-tionen der geblo
kten Spins gemäÿ (11.61) bere
hnen. Ist nur die Energiefunktion H desursprüngli
hen Systems und der Blo
kkern T bekannt, so wird man sie mit Hilfe derFormel (11.62) bere
hnen.Es sei nun TA′B die Ableitung des Erwartungswertes 〈SA′〉′ im geblo
kten System na
hden Kopplungskonstante KB des ungeblo
kten Systems, also

TA′B =
∂〈SA′〉′
∂KB

=
∂

∂KB

∑

w′ SA′

∑

w T (w′, w)e−H(w)

∑

w e−H(w)

=

∑

w

{∑

w′ SA′T (w′, w)
}

sBe−H(w)

∑

w e−H(w)
− 〈SA′〉′〈sB〉.Also gilt

TA′B =
〈(∑

w′

SA′T (w′, w)
)

sB

〉

− 〈SA′〉
〈
sB

〉
. (11.63)Die Erwartungswerte auf der re
hten Seite können nun in einer Monte-Carlo Simulationbere
hnet werden. Sie hängen ab von den Kopplungskonstanten auf dem feinen Gitterund vom Blo
kkern T . Na
h der Kettenregel gilt au
h

TA′B =
∂〈SA′〉′
∂KB

=
∑

C′

∂〈SA′〉′
∂KC′

∂KC′

∂KB

=
∑

C′

〈SA′; SC′〉∂KC′

∂KB

. (11.64)Die verbundenen Korrelationsfunktionen auf der re
hten Seite können nun ebenfalls mitHilfe einer Simulation bestimmt werden. Mit TA′B aus (11.63) kann man nun (im Prinzip)die Ableitung der neuen na
h den alten Kopplungskonstanten bere
hnen.Um etwas konkreter zu werden, wollen wir die MCRG-Transformation für das 2d-Ising-Modell explizit dur
hführen. Wir fassen jeweils vier Spins zu einem Blo
kspin zusammen,wie in der Abbildung 11.1 angedeutet. Nun müssen wir den Blo
kkern festlegen. Wir������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 11. RENORMIERUNGSGRUPPE 11.3. Blo
kspintransformation 215wählen die Mehrheitsregel: Für 4 Spins {sx} die zu einem Blo
kspin Sx′ zusammengefasstwerden, wählen wir
T (w′, w) =

∏

x′∈Λ′

t
(

Sx′,
∑

x∈x′

sx

)

, (11.65)mit
∑

sx > 0 =⇒ Sx′ = 1 mit Wahrs
heinli
hkeit 1
∑

sx < 0 =⇒ Sx′ = −1 mit Wahrs
heinli
hkeit 1 (11.66)
∑

sx = 0 =⇒
{

Sx′ = 1 mit Wahrs
heinli
hkeit 1/2

Sx′ = −1 mit Wahrs
heinli
hkeit 1/2Weiter unten bere
hnen wir die Renormierung der Kopplungskonstanten für das 2d-Ising-Modell ohne Magnetfeld auf dem 4×4 Gitter. Die 216 = 65536 Kon�gurationen w könnenauf dem Computer lei
ht erzeugt werden. Die De�nition (11.57) gestattet dann eine direkteBere
hnung der geblo
kten Energie H ′. Im Gegensatz zum eindimensionalen Fall könnenwir ni
ht mehr erwarten, dass H ′ die glei
h funktionale Form wie H hat. In mehr als einerRaumdimension tre�en wir auf die Komplikation, dass die RG-Prozedur s
hon für einfa
heModelle mit nä
hsten-Na
hbarn-We
hselwirkungen längerrei
hweitige We
hselwirkungenund Mehr-Spin-We
hselwirkungen erzeugt.Auf dem geblo
kten 2×2 Gitter gibt es nur 3 unters
hiedli
he We
hselwirkungsterme:die We
hselwirkung zwis
hen nä
hsten Na
hbarn, zwis
hen übernä
hsten Na
hbarn unddie We
hselwirkung aller 4 Spins,
H ′ = − K1

∑

x′

Sx′

(
Sx′+(1,0) + Sx′+(0,1)

)

− K2

∑

x′

Sx′

(
Sx′+(1,1) + Sx′+(1,−1)

)

− K3

∑

x′

Sx′Sx′+(1,0)Sx′+(0,1)Sx′+(1,1) (11.67)
− K4

∑

x′

1.Wir haben absi
htli
h überzählt, da auf gröÿeren Gittern zum Beispiel die beiden Terme inder zweiten Zeile ni
ht mehr identis
h sind. Auf gröberen 2×2-Gitter Λ′ gibt es nur 24 = 16Kon�gurationen und davon haben nur 4 Klassen vers
hiedene Boltzmann-Gewi
hte. Diese
������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 11. RENORMIERUNGSGRUPPE 11.3. Blo
kspintransformation 216sind in der folgenden Tabelle angegeben:Kl. Kon�gurationen −H ′

C1
++ −−
++ −−

8K1 + 8K2 + 4K3 + 4K4

C2
−+ +− ++ ++ +− −+ −− −−
++ ++ −+ +− −− −− +− −+

−4K3 + 4K4

C3
++ +− −− −+

−− +− ++ −+
−8K2 + 4K3 + 4K4

C4
+− −+

−+ +−
−8K1 + 8K2 + 4K3 + 4K4Damit haben wir 4 Glei
hungen für die 4 Variablen K1, K2, K3 und K4. Im folgendenProgramm wählten wir aus jeder der 4 Klassen von Kon�gurationen die erste aus. DieGlei
hungen lauten dann

e−H′(w′

i
) =

∑

w

T (w′
i, w)e−H(w) ≡ eci, i = 1, 2, 3, 4.Die re
hten Seiten werden numeris
h bere
hnet und die linken Seiten können für w′

i ∈ Ciaus der obigen Tabelle abgelesen werden. Die Au�ösung der Glei
hungen ergibt (sieheHasenbus
h)
K1 =

1

16
(c1 − c4)

K2 =
1

32
(c1 − 2c3 + c4)

K3 =
1

32
(c1 − 4c2 + 2c3 + c4)

K4 =
1

32
(c1 + 4c2 + 2c3 + c4)Zur Iteration der RG-Transformation benutzen wir die bere
hneten Kopplungen wiederauf dem 4× 4-Gitter.Die folgende Figur1 zeigt die Projektion der RG-Flusses auf die K1, K2-Ebene. DerFluss wurde mit dem Programm in Abs
hnitt 11.6 bere
hnet. Die Menge aller Punkteim Raum der Kopplungskonstanten, die na
h unendli
h vielen Transformationen in denFixpunkt streben heisst kritis
he Flä
he. Der S
hnittpunkt der kritis
hen Flä
he mit der1Programm muss no
h verbessert werden!������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 11. RENORMIERUNGSGRUPPE 11.3. Blo
kspintransformation 217Linie (K1, 0, 0) ist die kritis
he Kopplung des 2d-Ising-Modells auf dem quadratis
henGitter mit NN-We
hselwirkung.
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Der Fixpunkt der RG-Transformation bei
K∗ = (K∗

1 , K
∗
2 , K

∗
3) = (0.29976, 0.08709,−0.00123).Genauere Werte �nden sie auf der Homepage von M. Hasenbus
h2. Die kritis
he Kopp-lung des 2d-Ising-Modells mit NN-We
hselwirkung ist bei
K1,c = 0.4182,also ni
ht weit weg vom exakten Wert 1

2
log(1 +

√
2) ≈ 0.4407. Um die kritis
hen Ex-ponenten zu erhalten, muss man die linearisierten RG-Transformation in der Nähe desFixpunktes K∗ untersu
hen, also die Matrix

Tab =
∂K ′

a

∂Kb

∣
∣
K∗

. (11.68)Die Bere
hnung des entspre
henden Di�erenzenqotienten bei Annäherung des Fixpunktesergibt
T =





1.3590 1.5560 0.6020

0.4342 0.7490 0.1947

−0.0045 −0.0099 0.1314



 . (11.69)2http://www-zeuthen.desy.de/∼hasenbus/le
ture.html������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 11. RENORMIERUNGSGRUPPE 11.4. Kontinuumslimes für freies Feld 218Um die kritis
hen Exponenten zu �nden, müssen wir diese ni
ht-symmetris
he Matrixdiagonalisieren,
∑

a

Φi
aTab = λiΦi

b.Man �ndet
λ1 = 1.9281 , Φ1 = (0.6051, 0.7961, 0.2890)

λ2 = 0.1789 , Φ1 = (−0.4091, 1.1049,−0.6543)

λ3 = 0.1324 , Φ1 = (−0.1814, 0.6131, 9.7332).und damit für die Exponenten yi in
λi = byi , b = 2,die Werte

1

ν
= y1 ≈ 0.947, y2 ≈ −2.483, y3 ≈ −2.917. (11.70)Für das Z2-symmetris
he Modell ohne Magnetfeld gibt es nur eine relevante Kopplung

g1 ∝ t. Das trunkierte Modell hat zwei irrelevante Kopplungen g2, g3 mit negativen Ex-ponenten. Da die zweite relevante Kopplung g2 ∝ h ausges
haltet ist, können wir von denRelationen (11.51) nur die Beziehung ν = 1/y1 testen. Die Näherung (11.70) für ν kommtdem exakten Resultat ν = 1 für das zwei-dimensionale Isingmodell nahe. Die Vorhersageder Molekularfeld-Näherung lautet dagegen νMF = 0.5.11.4 Kontinuumslimes für freies FeldWir kehren zum freien Skalarfeld zurü
k und führen explizit eine Gitterkonstante a ein(in früheren Kapiteln oft mit ǫ bezei
hnet) und studieren den Kontinuumslimes a→ 0 fürdie 2-Punktfunktion. Es ist hier vorteilhaft die Gitterpunkte mit n ∈ Zd (statt mit x), dieImpulse mit k (statt mit p) und den Parameter m mit mL zu bezei
hnen. Ausgangspunktunserer Betra
htungen ist die Fourierdarstellung (5.73)
G(n) =

1

(2π)d

∫ π

−π

ddk
eikn

m2
L + k̂2

, k̂µ = 2 sin
kµ

2
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KAPITEL 11. RENORMIERUNGSGRUPPE 11.4. Kontinuumslimes für freies Feld 219in wel
her wir nun n = x/a, k = pa und mL = am setzen,
G(x) =

( a

2π

)d 1

a2

∫

B

ddp
eipx

m2 + p̂2
, p̂µ =

2

a
sin

apµ

2
. (11.71)Die Impulsintegration erstre
kt si
h über die Brilloin-Zone B = [−π/a, π/a]d, die imKontinuumlimes gegen R d strebt. Diese Funktion erfüllt die lineare Di�erenzenglei
hung

−
∑

µ

(G(x + aeµ)− 2G(x) + G(x− aeµ)) + (am)2G(x) =
( a

2π

)d
∫

B

ddp eipx = δx,0.Wir de�nieren nun die reskalierte 2-Punktfunktion
G̃a(x) =

1

ad−2
G(x) =

1

(2π)d

∫

B

ddp
eipx

m2 + p̂2
, (11.72)wel
he folgender Glei
hung gehor
ht,

−
∑

µ

1

a2

(

G̃a(x + aeµ)− 2G̃a(x) + G̃a(x− aeµ)
)

+ m2G̃a(x) =
1

ad
δx,0.Die re
hte Seite strebt im Kontinuumslimes gegen die Dira
-Distribution,

1

ad
δx,0

a→0−→ δ(x), (11.73)und damit strebt diese Di�erenzenglei
hung gegen die lineare Di�erenzialglei
hung
(
−△+ m2

)
G̃(x) = δd(x), wobei lim

a→0
G̃a = G̃. (11.74)Es ist die Bewegungsglei
hung für die Zweipunktfunktion des freien Euklids
hen Feldesmit Masse m. Dass das Integral (11.72) für die Zweipunktfunktion G̃ für a→ 0 gegen

1

(2π)d

∞∫

−∞

ddp
eipx

m2 + p2
(11.75)strebt, ist allerdings ni
ht o�ensi
htli
h. Bei Grenzübergang werden die Integrationsgren-zen zunehmend gröÿer und man darf die Sinus-Funktion ni
ht einfa
h entwi
keln. Mankann aber zeigen, dass für x 6= 0 die groÿen p-Werte zum Integral wegen der ras
henOszillation der Exponentialfunktion ni
ht beitragen. Abs
hlieÿend einige Bemerkungenzu unserem Ergebnis:

• Die Reskalierung (11.72) der Greens
hen Funktion entspri
ht einer Feldrenormie-������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 11. RENORMIERUNGSGRUPPE 11.4. Kontinuumslimes für freies Feld 220rung. In der Euklids
hen Wirkung auf Zd,
S =

1

2

∑

〈nm〉

(
φ(m)− φ(n)

)2
+

m2
L

2

∑

n

φ2(n) (11.76)sind sowohl der Massenparameter mL als au
h das Gitterfeld φ dimensionslos. BeimKontinuumslimes geht die Summe über alle Gitterpunkte in ein Integral über R dund die Di�erenz φ(m) − φ(n) in eine Ableitung über. Die Gitterwirkung für dasGitterfeld φ(x) ≡ φ(n) lautet
S =

1

2

∑

x∈(a Z)d

ad

ad−2

(
d∑

µ=1

(
φ(x + aeµ)− φ(x)

)2

a2
+

m2
L

a2
φ2(x)

) (11.77)und besitzt nur einen Kontinuumslimes wenn wir das Feld wie folgt reskalieren,
φ(m) −→ φ̃(x) =

1

a(d−2)/2
φ(am). (11.78)Dann strebt die Gitterwirkung gegen die Wirkung des Klein-Gordon Feldes,

S =
1

2

∫

ddx
((
∇φ̃(x),∇φ̃(x)

)
+ m2φ̃2(x)

) mit m = mL/a.Die Reskalierung (11.78) ist in Einklang mit der Dimension eines Skalarfeldes imKontinuum, [φ] = [Länge]−(d−2)/2, und sie überträgt si
h auf eine Renormierung der
n-Punktfunktion

G(m1, . . . , mn) −→ G̃(x1, . . . , xn) = a−n(d−2)/2G(am1, . . . , amn). (11.79)
• Für groÿe Werte des Arguments fallen die 2-Punktfunktionen der Gittertheorie undder Kontinuumstheorie exponentiell ab,

G(n)
mL|n|≫1−→ e−mL|n| , G̃(x)

m|x|≫1−→ e−m|x|. (11.80)
• Für groÿe Werte des Arguments |n| ≫ 1/mL wird G(n) näherungsweise drehinva-riant. Diese Eigens
haft ist notwendig für ein SO(d)-invariante Korrelationsfunkti-on im Kontinuumslimes. Obwohl die Gitterregularsierung die Drehinvarianz bri
ht,wird diese im Kontinuumslimes wieder hergestellt.Beim Kontinuumslimes treten vier Gröÿen auf:1. Die dimensionslose na
kte Masse mL in der Gitterwirkung (11.76).������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 11. RENORMIERUNGSGRUPPE 11.4. Kontinuumslimes für freies Feld 2212. Die dimensionslose Korrelationslänge auf dem Gitter ξL ergibt si
h aus der 2-Punktfunktion,
1

ξL

= − lim
|n|→∞

log G(n)

|n| . (11.81)Im Allgemeinen ist ξL eine Funktion von mL und eventuell weiteren na
kter Kopp-lungskonstanten. Für das freie Skalarfeld ist ξL = 1/mL.3. Die physkalis
he Masse m des Teil
hens, das dur
h das Feld φ bes
hrieben wer-den soll. Diese hat die Dimension einer Masse oder einer inversen Länge und dernumeris
he Wert ist experimentell vorgegeben.4. Dur
h Wahl der na
kten Masse mL ergibt si
h die Korrelationslänge ξL in Gitter-einheiten und diese soll die physikalis
he Masse bes
hreiben,
m =

1

ξ
=

1

a ξL(mL)
, (11.82)womit der Gitterabstand a eingeführt wäre. Der Abstand a ist also eine Funktionder gegebenen physikalis
hen Masse m und des dimensionslosen Parameters mL.Wir können die Verhältnisse au
h unter einem anderen Gesi
htspunkt interpretieren. DemAbstand zwis
hen zwei nä
hsten Na
hbarn auf dem Gitter wird zunä
hst willkürli
h einphysikalis
her Abstand a zugeordnet. Auÿerdem soll φ ein Teil
hen der Masse m be-s
hreiben. Das dimensionslose Produkt am entspri
ht der inversen Compton-Wellenlängedes Teil
hens in Einheiten der willkürli
h gewählten Gitterkonstanten. Diese Zahl sollidentis
h zur (dimensionslosen) inversen Korrelationslänge ξ−1

L des Feldes auf dem Git-ter sein. Dadur
h wird bei Vorgabe von a und m der na
kte Parameter mL(ξL) festge-legt. Eine Änderung der (unbeoba
htbaren) Gitterkonstanten a kann dur
h Änderungdes (ebenfalls unbeoba
htbaren) na
kten Parameters mL kompensiert werden, so dass diephysikalis
hen Gröÿen unverändert bleiben. Man sagt, die Physik sei konstant längs derTrajektorie mL(a).Der Kontinuumslimes besteht also im Wesentli
hen aus zwei S
hritten:Die freien Parameter der Gittertheorie (hier mL) müssen so gewählt werden, dass dieKorrelationslängen im Verglei
h zum Gitterabstand sehr groÿ werden, also ξL ≫ 1 oder
ξ ≫ a gilt. Für das freie Klein-Gordon-Feld bedeutet dies, dass der Parameter mL sehrklein gewählt werden muss, damit die 2-Punktfunktion im Verglei
h zum Gitterabstandlangrei
hweitig wird.Für jeden freien Parameter muss eine Gröÿe des Gittermodells an eine entspre
hendeGröÿe der Natur (z.B. physikalis
he Massen) angepasst werden. Dur
h diesen S
hrittwird dem Gitterabstand eine physikalis
he Länge zugeordnet.������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 11. RENORMIERUNGSGRUPPE 11.5. Kontinuumslimes für Spinmodelle 222Will man beispielsweise Pionen mit λc ≈ 10−13 
m bes
hreiben, und hat man demGitter willkürli
h die Gitterkonstante a = 10−15 
m zugeordnet, dann ist λc/a ≈ 100.Die Korrelationslänge ξL sollte also ebenfalls 100 betragen, d.h. für die freie Theorie istdie na
kte Masse mL = 0.01. In MC-Simulationen geht man meist umgekehrt vor: mangibt den Parameter mL vor und bestimmt ans
hlieÿend für die bekannte Masse m na
h(11.82) die zugehörige Gitterkonstante. Damit einerseits Gitterartefakte und andererseitsdie Endli
hkeit des Gitters die Resultate ni
ht verfäls
hen, sollte bei jeder Simulation dieUnglei
hungen
1≪ ξL ≪ N (11.83)erfüllt sein. Die Gitter müssen also genügend gross sein, damit die interessanten Gröÿendarauf Platz haben. Zur Zeit kann man auf s
hnellen Computern Skalarfeldtheorien aufGittern mit 324 Punkten simulieren.11.5 Kontinuumslimes für SpinmodelleIn der Nähe eines kritis
hen Punktes eines allgemeineren klassis
hen d-dimensionalenGittermodells divergiert die Korrelationslänge ξL. Dann kann das statistis
he Gittermodellals Gitterregularisierung einer Euklids
hen Quantenfeldtheorie in d Dimensionen odereiner d + 1-dimensionalen Quantenfeldtheorie bei endli
hen Temperaturen interpretiertwerden. Im zweiten Fall ma
ht man den Grenzübergang

a −→ 0 , T =
1

aNd
fest. (11.84)In der Nähe eines kritis
hen Punktes ist die Korrelationslänge in Gittereinheiten

ξ

a
= ξL = κ(βc − β)−ν, β ↑ βc. (11.85)Legen wir die Korrelationslänge ξ fest, dann �xiert (11.85) den Gitterabstand a als Funk-tion des Parameters β, also a = a(β). Der Kontinuumslimes wird o�ensi
htli
h errei
htwenn β gegen βc strebt und ξ festgehalten wird. Der Parameter β ist ni
ht mehr frei,da er den Gitterabstand �xiert. Dafür gewinnt man ξ als neuen Parameter der Quanten-feldtheorie. Wir sehen hier die sogenannte dimensionale Umwandlung (engl. dimensionaltransmutation) am Werk, bei der ein dimensionsloser Parameter gegen einen skalenab-hängigen Parameter eingetaus
ht wird.Wir wollen nun annehmen, dass eine gewisse Korrelationsfunktion
〈
O(n)O(m)

〉
∼ e−mOL|n−m| (11.86)������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 11. RENORMIERUNGSGRUPPE11.6. Programm: Blo
kspintransformation 223mit entspre
hendem Abs
hirmparameter mOL in einer Simulation bestimmt worden ist.Da der Abstand |n−m| nur in Einheiten des Gitterabstandes bekannt ist, ergibt die Simu-lation die Abs
hirmmasse in Einheiten von a(β). Wegen der angenommenen Universalitätsollte in der Nähe des kritis
hen Punktes
mOa(β) = mOL = κO (βc − β)ν , β ↑ βc (11.87)gelten. Damit strebt das Produkt mOξ gegen einen konstanten Wert in der Umgebungdes kritis
hen Punktes,

mOξ = κmκ. (11.88)Die Zahlen κ und κm können in Simulationen bestimmt werden. Mit ihrer Hilfe kann dieAbs
hirmmasse mO in Einheiten des freien Parameters 1/ξ �gemessen� werden.11.6 Programm: Blo
kspintransformationDas folgende Programm bere
hnet die Trajektorien der Blo
kspintransformation für das
2d-Isingmodells auf einem 4×4 Gitter. Der Blo
kkern T (w′, w) beruht auf der Mehrheits-regel (11.66). Die Hamiltonfunktion des geblo
kten Sytem hat die Form (11.67)./∗ Programm rengroupis2d . 
 ∗//∗ Bere
hnet ana l y t i s 
 h Tra jek tor i en ∗//∗ der MC−RG Transformation . Geb lo
kt ∗//∗ wird mit der Mehrhe i t s rege l ∗/#in
lude <std i o . h>#in
lude <s t d l i b . h>#in
lude <math . h>#in
lude <s t r i n g . h>#in
lude " 
on s t r en i s i n g2 . h"#in
lude " s t d r e n i s i n g . h"int main (void ){
onf=1<<V; /∗ Anzahl Konf igurat ionen ∗/na
hbarn ( ) ;puts ( "K1 = " ) ; s 
an f ( "%l f " ,&k1 ) ;puts ( "K2 = " ) ; s 
an f ( "%l f " ,&k2 ) ;puts ( "K3 = " ) ; s 
an f ( "%l f " ,&k3 ) ;puts ( "K4 = " ) ; s 
an f ( "%l f " ,&k4 ) ;p r i n t f ( " (%.3 f ,%0.3 f ) " , k1 , k2 ) ;for ( i g =0; ig <10; i g++){
1=0; 
2=0; 
3=0; 
4=0;for ( i =0; i<
onf ; i++){/∗ Binaerdas te l l un von i = Konfigurat ionen ∗/for (p=0;p<V; p++){s [ p ℄=( i>>p)%2; s [ p℄=2∗ s [ p ℄−1;} ;h1=0;h2=0;h3=0;for (p=0;p<V; p++){h1=h1+s [ p ℄ ∗ ( s [ nr [ p ℄ ℄+ s [ no [ p ℄ ℄ ) ;h2=h2+s [ p ℄ ∗ ( s [ nro [ p ℄ ℄+ s [ nru [ p ℄ ℄ ) ;������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 11. RENORMIERUNGSGRUPPE11.6. Programm: Blo
kspintransformation 224h3=h3+s [ p ℄∗ s [ nr [ p ℄ ℄ ∗ s [ no [ p ℄ ℄ ∗ s [ nro [ p ℄ ℄ ;} ;/∗ p r i n t f ("% f %f %f %f \n" , k1 , k2 , k3 , k4 ) ; ∗/bo l t z=exp ( k1∗h1+k2∗h2+k3∗h3 ) ;b lo
ksp in ( s ) ;for (p=0;p<VB; p++){k
1 [ p℄=bs [ p ℄∗ k l1 [ p ℄ ;k
2 [ p℄=bs [ p ℄∗ k l2 [ p ℄ ;k
3 [ p℄=bs [ p ℄∗ k l3 [ p ℄ ;k
4 [ p℄=bs [ p ℄∗ k l4 [ p ℄ ;} ;i f ( ( k
1 [1℄>=0)&&(k
1 [2℄>=0)&&(k
1 [3℄>=0)&&(k
1 [4℄ >=0)){i f ( k
1 [ 1 ℄ ∗ k
1 [ 2 ℄ ∗ k
1 [ 3 ℄ ∗ k
1 [4℄==0) 
1=
1+0.5∗ bo l t z ;else 
1=
1+bo l t z ; }i f ( ( k
2 [1℄>=0)&&(k
2 [2℄>=0)&&(k
2 [3℄>=0)&&(k
2 [4℄ >=0)){i f ( k
2 [ 1 ℄ ∗ k
2 [ 2 ℄ ∗ k
2 [ 3 ℄ ∗ k
2 [4℄==0) 
2=
2+0.5∗ bo l t z ;else 
2=
2+bo l t z ; }i f ( ( k
3 [1℄>=0)&&(k
3 [2℄>=0)&&(k
3 [3℄>=0)&&(k
3 [4℄ >=0)){i f ( k
3 [ 1 ℄ ∗ k
3 [ 2 ℄ ∗ k
3 [ 3 ℄ ∗ k
3 [4℄==0) 
3=
3+0.5∗ bo l t z ;else 
3=
3+bo l t z ; }i f ( ( k
4 [1℄>=0)&&(k
4 [2℄>=0)&&(k
4 [3℄>=0)&&(k
4 [4℄ >=0)){i f ( k
4 [ 1 ℄ ∗ k
4 [ 2 ℄ ∗ k
4 [ 3 ℄ ∗ k
4 [4℄==0) 
4=
4+0.5∗ bo l t z ;else 
4=
4+bo l t z ; }} ;l 1=log ( 
1 ) ; l 2=log ( 
2 ) ; l 3=log ( 
3 ) ; l 4=log ( 
4 ) ;k1=(l1−l 4 ) / 16 ;k2=(l1−2∗ l 3+l 4 ) /32 ;k3=(l1−4∗ l 2+2∗ l 3+l 4 ) /32 ;k4=( l 1+4∗ l 2+2∗ l 3+l 4 ) /32 ;p r i n t f ( " (%.3 f ,%.3 f ) " , k1 , k2 ) ;} ;p r i n t f ( "\n" ) ;return 0 ;}In der folgenden Headerdatei 
onstrenising2.h werden die Konstanten und Variablende�niert. Die Array Kl1[V B], . . . sind Repräsentanten der 4 Klassen von Kon�gurationenauf dem geblo
kten Gitter./∗ Headerdate i 
 on s t r en i s i n g2 . h ∗/#define N 4 /∗ Gi t t e r l a enge ∗/#define V (N∗N) /∗ Anzahl Gi t t e rpunk te ∗/#define VB (V/4) /∗ Anzahl Gi t t e rpunk t des g e b l . G i t t e r s ∗/short x , y ,xm, xp ,ym, yp ;short s [V℄ , nr [V℄ , no [V℄ , nro [V℄ , nru [V ℄ ;short bs [VB℄ , k
1 [VB℄ , k
2 [VB℄ , k
3 [VB℄ , k
4 [VB℄ ;short k l1 [VB℄={1 ,1 ,1 ,1} , k l2 [VB℄={1 ,1 ,−1 ,1};short k l3 [VB℄={−1 ,−1 ,1 ,1} , k l4 [VB℄={−1 ,1 ,1 ,−1};unsigned int ig , i , i l , j , j l , 
onf ;unsigned short p , q ;double k1 , k2 , k3 , k4 , 
1 , 
2 , 
3 , 
4 , l1 , l2 , l3 , l4 , bo l t z ;int h1 , h2 , h3 ;FILE ∗ fp ;In der folgenden Headerdatei stdrenising.h werden die nä
hsten und übernä
hstenNa
hbarn eines Gitterpunktes bere
hnet, sowie die zu einer Spinkon�guration s[V ] ge-hörende Blo
kspinkon�guration bs[V B].������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 11. RENORMIERUNGSGRUPPE11.6. Programm: Blo
kspintransformation 225/∗ Headerdate i s t d r e n i s i n g . h ∗//∗ Be r e i t s t e l l u n g der nae
hsten Na
hbarn ∗/void na
hbarn (void ){ for ( i l =0; i l <V; i l ++){y=i l /N;x=i l−y∗N;xp=x+1,yp=y+1,ym=y−1;nr [ i l ℄=y∗N+xp%N;no [ i l ℄=(yp%N)∗N+x ;nro [ i l ℄=(yp%N)∗N+xp%N;nru [ i l ℄=((ym+N)%N)∗N+xp%N;} ;}void b lo
ksp in ( short ∗ s ){ for ( i l =0; i l <VB; i l ++){p=(2∗ i l )/N; j l=p∗N+2∗ i l ;bs [ i l ℄= s [ j l ℄+ s [ j l +1℄+s [ j l+N℄+s [ j l+N+1℄ ;} ;}
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