Kapitel 11

Renormierungsgruppe

Die Monte-Carlo-Simulationen zeigen charakteristische Konfigurationen mit unterschied-
lichem Verhalten in den Hoch- und Tieftemperaturphasen und am kritischen Punkt. Man
siecht Doménen, deren mittlerer Durchmesser gleich der Korrelationslange £ ist.

Fiir T > T, findet man typisch Domdnen gleicher Ausrichtung der Spins mit endli-
chem Durchmesser, bei T, mit beliebig grofser und kleiner Ausdehnung und fiir 7" < T, mit
makroskopischer Ausdehnung und wenigen, endlichen Inseln entgegengesetzter Ausrich-
tung. Da am kritischen Punkt Doménen beliebiger Grofe existieren, sieht jedes Bild auf
beliebigen Lingenskalen dhnlich aus. Fiihren wir fiir typische Konfigurationen eine Ska-
lendinderung durch, im einfachsten Fall durch extremes Dezimieren der Spins, so erhalten
wir fiir 7' > T, Bilder mit kleineren Doménen, dhnlich wie wenn wir die Temperatur
erhohen. Betrachten wir dagegen eine typische Konfiguration bei 7' < T, so fiihrt die
Dezimierung auf ein Bild mit makroskopischen Doménen mit nur noch halb so grofen
Inseln entgegengesetzter Ausrichtung, dhnlich wie bei Erniedrigung der Temperatur.

In jedem Fall fiihrt eine Skalendnderung mit linearem Dezimierungsfaktor b > 1 weg
vom kritischen Punkt, aufer man startet exakt bei 7,.. Die gemachten Beobachtungen
legen folgende Frage nahe: Kann eine Skaleninderung exakt dquivalent zu einer Anderung
der Temperatur und weiterer Kopplungskonstanten sein. Mit dquivalent meinen wir, dass
Zustandssumme und Korrelationsfunktionen (soweit sie fiir die mikroskopischen und die
dezimierten Spins gleichzeitig definiert werden kénnen) iibereinstimmen. Wir besprechen
zuerst ein einfaches Beispiel fiir welches dies moglich ist.

Im Jahre 1982 erhielt K.G. WIiLSON den Nobelpreis fiir Physik als Wiirdigung seiner
Forschungsarbeit auf dem Gebiet der Renormierungsgruppe. Dieser nichtstorungstheo-
retische Zugang zur Theorie der kritischen Phinomene entwickelte sich seither zu einem
méichtigen Werkzeug in der Statistischen Physik und Quantenfeldtheorie. Wesentliche Bei-
trage stammen von STUECKELBERG, PETERMAN, GELL-MAN, LOW und BREZIN in der
Quantenfeldtheorie und Teilchenphysik [50] sowie KADANOV, FISHER [49] und WILSON
[51] in der Statistischen Physik und Quantenfeldtheorie. Ich verweise auf die Darstellungen
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KAPITEL 11. RENORMIERUNGSGRUPPE 11.1. Ising-Modelle 197

in den empfehlenswerten Biichern [52] fiir eine eingehende Darstellung der Methode.

11.1 Ising-Modelle

Fiir die Isingkette kann die Dezimierung des System exakt durchgefithrt werden. Das
verdiinnte System ist gleich dem urspriinglichen System mit verdnderten Kopplungskon-
stanten. In d > 2 Dimensionen werden dagegen bei jeder Verdiinnung neue Kopplungen
erzeugt und die iterierte Verdiinnung kann nicht mehr analytisch berechnet werden.

11.1.1 Ising-Kette

Wir betrachten zuerst die Zustandssumme fiir N Spins und periodische Randbedingungen.
Die Energie ist proportional zu

—BH =K s;s,+hY s, mit K=pJ h=pgh

(zy) x

Man beachte, dass h in dieser Formel das mit der inversen Temperatur multiplizierte
und damit dimensionslose ,Magnetfeld ist. Wir wollen annehmen, dass N gerade ist. Im
Ausdruck fiir die Zustandssumme summieren wir iiber jeden zweiten Spin (b = 2), d.h.
iiber die Spins auf den geraden Gitterpunkten, und erhalten

Z(N, K, h) — Z €K5132+%h(31+32)6K3233+%h(32+53) N
51,592,...
o Z eK(slsg+82s3)+%h(s1+282+83) N
81,82,
_ Z <6(K+%h)(51+83)+h +6—(K—%h)(81+ss)—h> (11.1)

51,83,

Nach der Summation iiber jeden zweiten Spin erhalten wir ein Ising-artiges System auf
den ungeraden Gitterpunkten. Die interessante Beobachtung ist, dass man neue Kopp-
lungskonstanten K’ A’ und eine Funktion g(K, h) einfithren kann, so dass gilt

e(K—l—%h)(sl—l-S'g,)—‘rh _'_ e—(K—%h)(sl—l-S'g,)—h — e2g(K,h)eKlslsg—l-%h/(sl—‘rSg). (112)

Wir werden die neuen Kopplungen und g weiter unten berechnen. Diese Ersetzung ma-
chen wir nun fiir jeden Faktor in (11.1). Es ergibt sich wieder die Zustandssumme einer
Isingkette auf dem ausgediinnten Gitter mit Kopplungen K’, b/,

Z(N,K,h) = N9 Y eflmmrghilts) Kasatshlsatss) o

S1,83,---
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= eNgZ(g, K’ h’). (11.3)

Wir fassen dieses bemerkenswerte Resultat zusammen: auf dem verdiinnten Gitter mit
doppeltem Gitterabstand finden wir die gleiche funktionale Form fiir die Energie,

BH — BH' — g(K,h)N, —BH' =K' sysy+h'Y s, (11.4)
(a'y’) o/

wobei 2z’ und y’ ungerade Gitterpunkte sind. Die soeben vorgenommene ,Ausintegrati-
on* von Freiheitsgraden nennt man Dezimierungsprozedur. Weiter unten werden wir noch
andere Dezimierungsprozeduren besprechen bei denen die Freiheitsgrade nach der Dezi-
mierung nicht mehr eine Teilmenge der urspriinglichen Freiheitsgrade ist.

Um die neuen Konstanten zu berechnen, werten wir die Gleichung (11.2) fiir drei Werte
der beiden Spins (s1, s3) aus. Man findet folgende drei unabhéngigen Gleichungen:

(s1,83) = (1,1): 2¢" cosh(2K + h) = 29+
(s1,83) = (=1,=1): 2e"cosh(2K — h) = 29~
(s1,83) = (1,—1): 2 cosh(h) = e2e K.

Aufgelost nach den drei Funktionen K'(K, h), (K, h) und g(K,h) ergibt sich

K2 K =

1. cosh(2K + h) cosh(2K — h)
1 log 5
cosh” h
R ., 1, cosh(2K + h)
h h = h+35log ————=
7 T8 cosh(2K — h)
g(K,h) = Llog(16cosh(2K + h)cosh(2K — h) cosh® h) .

(11.5)

Die folgenden Abbildung zeigt Trajektorien der Kopplungskonstanten in der (K, h)-Ebene
bei mehrfacher Anwendung der Transformation (11.5). Als Startpunkte fiir die Iterationen
wurden K = 2 und h € {£2/10,£5/100,0} gewéhlt. Rechts neben der Abbildung findet
sich ein kurzes C'-Programm zur Berechnung von Trajektorien. Es wird nach den Start-
werten fiir K und H gefragt. Die Ausgabe in den File renorm1d ist in ps-tricks-Format
und kann in Latex eingebunden werden. Die Folge von Punkten

(K h) ﬁ) (K/ h/) & (K// h//) ﬁ (K/// h///) ﬁ)
in der 2-dimensionalen Ebene der Kopplungskonstanten K und h hat die Achse K = 0

als Attraktor. Bei jeder Dezimierung oder Ausdiinnung des System wird die Kopplung K
zwischen nichsten Nachbarn schwicher, K’ < K.
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#include <stdio.h>
#include <math.h>
int main(void)
{ int i;float k,h,x,y,z;FILE xfp;
h puts ("Start—K");scanf ("%f",&k);
puts ("Start—h");scanf("%f" ,&h);
fp—fopen("./renorml1d" ,"w");
fprintf (fp,"\\psline (%.3f,%.3f)" ,2xk,h);
for (i=1;i<21;i++){
x=cosh (2xk+h);y=cosh (2xk—h);
z—cosh (h);k—log (x*xy/(zxz))/4.0;
h=h+log(x/y)/2.0;
fprintf (fp ,"(%.3f,%.3f)\n",2xk,h);

if (i<20)
fprintf(fp,"\\psline (%.3f,%.3f)",2xk,h);
}s

fclose (fp);return 0;

}

Die Isingkette geht in sich iiber, allerdings mit renormierten Kopplungen (K’ ') und
doppeltem Abstand zwischen néchsten Nachbarn. Verdiinnen wir das System nochmals,

R2 o R2 = R4, (116)

dann entspricht der Abstand zwischen nichsten Nachbarn des verdiinnten Systems dem
Vierfachen des Abstands im urspriinglichen System. Die Kopplungskonstanten (K’ h')
gehen {iber in die Konstanten (K", h”). Diese Verdiinnungsprozedur kann mehrfach aus-
gefiihrt werden. Ist b der Skalenfaktor, mit dem das System ausgediinnt wird (fiir die
Transformation 11.1 ist b = 2) und R, die entsprechende Transformation, dann ist

RbORb - sz. (117)

Es gibt allerdings keine inverse Transformation R, ', da die Ausintegration von Freiheits-
graden nicht riickgidngig gemacht werden kann. Die Transformationen R, bilden also nur
eine Halbgruppe und keine Gruppe (da das Inverse fehlt). Die Transformation R, nennt
man nach WILSON Renormierungsgruppentransformation (RG-Transformation).

o e o Ko Ko Ko Ko Ko oK Ko o[ o Keo
Ry
\ o K e K e K e K e K e K e

2
J ° K" ° K" ° K" °
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Nach zweimaliger Anwendung der Gleichung (11.3) folgt nun unmittelbar, dass

Z(N, K, h) — eNg(K’h)e%Ng(K/,h/) 7 <g7 K//, h//) (118)

gilt. Setzen wir die Iteration fort, so ergibt sich folgende Formel fiir die freie Energiedichte
der Isingkette,

) = =3 (g(K, W)+ 50K ) + (K W) + (K7 1) + )  (119)
In jeder Stufe der Iteration ist die Form der Funktion g gleich, da die renormierte Energie
(11.4) immer die gleiche Form hat.

Fiir ein System mit Magnetfeld Null hat das ausgediinnte System ebenfalls Magnetfeld
Null. Die Gerade h = 0 ist eine Trajektorie der Renormierungsgruppe. Dies folgt unmit-
telbar aus der Tatsache, dass das urspriingliche System fiir o~ = 0 eine Z; Symmetrie
aufweist und diese Symmetrie vom ausgediinnten System geerbt wird. Die Abbildung R,
kann kein Zso-brechendes Magnetfeld erzeugen. Um die Gleichungen etwas zu vereinfachen,
schalten wir nun das Magnetfeld ab und betrachten den Renormierungsgruppenfluss fiir

h = 0:

K' = Ry(K) = 3 logcosh(2K) und g = 1log (4 cosh(2K)). (11.10)
Nur wenn die Kopplungskonstante K einer der beiden Werte 0 oder co annimmt, bleibt
sie inert bei einer Transformation. Die beiden Punkte K = 0, co sind also Fizpunkte der
RG-Transformation Ry. Der Punkt K = 0 heisst Hochtemperatur- Fixpunkt und der Punkt
K = oo Tieftemperatur- Fixpunkt.

Bei der Transformation Ry verdoppelt sich der Abstand zwischen néchsten Nachbarn.
Die Korrelation zwischen zwei Spins auf dem verdiinnten Gitter ist nach Konstruktion
auf dem feineren oder gréberen Gitter gleich,

1
7R 5 P (K o)

1
= —u 2!/ Sy’ K, w! v/)
Z(%N’ K’) QEI Sg/ Sy €XP < E Su!'S

(u'v")

Hier liegen die gestrichenen Punkte auf dem groben Gitter. Haben 2’ und 3’ auf dem
feinen Gitter den Abstand 2n, dann haben sie auf dem groben Gitter den Abstand n. Fiir
Absténde grofs verglichen mit der Korrelationslange & gilt

<5:v5y> ~ 6—|:c—y|/§’ |ZL' - y| > 67 (1111)
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und wir schliessen, dass bei jeder Transformation R, die Korrelationsliange halbiert wird,

!

&= 3" (11.12)
Bei der Losung des 1d Ising-Modells haben wir gezeigt, dass die Korrelationslinge am
Tieftemperatur-Fixpunkt divergiert und am Hochtemperatur-Fixpunkt verschwindet. Der
Tieftemperatur-Fixpunkt ist ein kritischer Punkt des Systems und am Hochtemperatur-
Fixpunkt verschwindet die Wechselwirkung. Die Trajektorien der Renormierungsgruppe
enden im trivialen Fixpunktes mit & = 0. Die Kopplungskonstante K und die Korrelati-
onsldnge & werden bei jedem Renormierungsschritt verringert.

11.1.2 Das zweidimensionale Modell

Wir betrachten als weiteres, weniger einfaches Beispiel das zweidimensionale feldfreie
Ising-Modell mit

BH =—K>  s.5,. (11.13)
(zy)

Hier sind die Nachbarschaftsverhéltnisse etwas komplizierter als in einer Dimension. Die
Energiefunktion des ausgediinnten Systems enthélt neben der néchsten-Nachbarn Wech-
selwirkung auch Kopplungen zwischen iibernéchsten Nachbarn. In der Zustandssumme
betrachten wir nun den Beitrag aller Spins auf den offenen Gitterpunkten der folgenden
Abbildung. Wir erhalten dann ein effektives Spinmodell fiir die Spins auf den vollen Git-

terpunkten.
&6 12 J; l_ Zum Beispiel erhalten wir vom Beitrag des Spins auf
dem Punkt 5
T‘ D 5 L 4 3 ©—
Z Kss5(s1+s2+s3+s4)
e

& *~— s5==+1

— el (s1tsatsstsa) | —K(sitsatsstsa)

Das allgemeinste, mit den Symmetrien vertragliche
Boltzmann-Gewicht von 4 Spins hat die Form

1
e*exp | =K (5189 + 5253 + 8354 + 8451) + K5 (5153 + S954) + K (515258354) |
2 ———

- - 7

NN HNN Q
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wobei (NN) fiir ndchste Nachbarn, (iNN) fiir iibernéchste Nachbarn und (Q) fiir Quadrate
steht. Wir finden folgende unabhéngige Gleichungen fiir die Kopplungskonstanten K/

(s1,82,83,814) = (1,1,1,1): 2cosh(4K) = 9 2K +2K)+ K}
(s1,82,83,84) = (1,—1,—-1,—1): 2cosh(2K) = —K;
(s1,892,83,84) = (1,1,—1,—-1): 2—c¢ 96_2K2+K3
(51,82,83,84) = (1,—=1,1,=1): 2= X 2O+2M5+ks

Die Auflésung fiihrt auf die RG-Transformation

K{ = 2K} = 1logcosh(4K)
K, = élog cosh(4K) — %log cosh(2K) (11.14)
g = 1—16(10g cosh(4K) + log cosh(2K) + 8log 2).

Wir erhalten /2 derartige Betréige von den offenen Punkten. Dabei kommt zum Beispiel
der Term exp(K]s152/2) auch bei der Summation iiber sg vor. Bezeichnen wir mit w’
die Spinkonfigurationen auf dem verdiinnten Gitter mit den vollen Gitterpunkten, dann
ergibt sich fiir die Zustandssumme des verdiinnten Systems,

Z(V,K) = < ) Ze (BH)' (w") (11.15)
mit der Landau-Ginzburg- Wilson (LGW) Energiefunktion

—(BH) =Vg+ K stsy+K228xsy+ngsxsysusv, (11.16)

ulNN

wobei z,y,u,v Punkte auf dem verdiinnten Gitter sind. Man sieht, dass der LGW-
Hamiltonian H’ nicht mehr die Form von H hat wie beim eindimensionalen Modell. Die
Néherung K} = K} = 0 zu setzen ist zu grob. In dieser Ndherung gibt es wie im eindi-
mensionalen Modell nur die Fixpunkte K; = 0 und K; = oo und entsprechend keinen
Phaseniibergang. Eine akzeptable Naherung ist es, nur K3 = 0 zu setzen und iibernachste
Nachbarn als nachste Nachbarn zu zihlen,

Z(V,K)=¢€""> exp (K’Z sx/sy/> ., K =K/ +K} (11.17)
w’ NN

Die Transformation

K — K'(K) = glogcoshélK (11.18)
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hat Fixpunkte bei 0, co und bei

K* = 0.50698. (11.19)

Dies ist nicht weit weg von exakten
Wert K. = 0.4407. Der Fixpunkt K*
ist instabil. Startet man die Iteration
fir K # K*, dann strebt K gegen
den Hochtemperaturfixpunkt bei K =

K/

0 oder den Tieftemperaturfixpunkt bei

K = o0. Es gibt verschiedene N&-

herungsverfahren der Konstruktion der

RG-Transformation. Allen diesen Ver-

fahren ist gemeinsam, dass mit einer

endlichen Anzahl von Kopplungen ge-
K arbeitet wird. Beispiele von Ortsraum-
RGT sind

K*

e Kumulanten-Verfahren

e Finite-Cluster-Verfahren

e Migdal-Kadanov-Transformation
e Monte-Carlo-Renormierung.

Insbesonders die letzte Methode ergibt sehr prézise Werte fiir die kritischen Exponenten
und soll weiter unten besprochen werden.

Anstelle der Spin-Variablen im Ortsraum kann man die Variablen im Impulsraum
benutzen. Der Vorteil dieser Methode ist, dass fiir eine unendliches Raumgitter die Im-
pulse kontinuierlich sind. Ist A ein regulires Gitter, so liegen die Impulse in der kompakten
Brillouin-Zone. Die Ausdiinnung wird nun geschickterweise iiber die Freiheitsgrade zu den
grokten Impulswerten durchgefiihrt. Die entsprechenden Verfahren heissen Impulsraum-
RGT, beziehungsweise feldtheoretische Verfahren. Der Dezimierungsparameter b kann
kontinuierlich sein und beliebig dicht an 1 liegen. Beispiele von Impulsraum-RGT sind

o c-Entwicklung
e (Callan-Symanzik-Gleichung.

Noch vielfiltiger als die Implementierung der Renormierungsgruppenidee ist die Literatur
tiber diese Methode und ihre Anwendung auf eine Vielzahl physikalischer Systeme. In [49]
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und [50] findet man eine Auswahl von Orginalarbeiten, iibersichtsartikel und Monogra-
phien iiber diese méchtige Methode in der statistischen Physik, Quantenfeldtheorie und
Teilchenphysik.

Wir wollen nun der Frage nachgehen, welche Eigenschaften des physikalischen Systems
aus welcher Information der RG folgen.

11.2 Fixpunkte

Wir wenden uns nun der allgemeineren Diskussion der RG-Methoden zu. Wir betrachten
ein d-dimensionales Gittermodell mit Kopplungskonstanten

K ={K4ACA} = (K. Ka,...), (11.20)

wobei wir die Teilmengen des Gitters (worin ein € A mehrmals auftreten darf) durch-
nummerierten. Diese Menge von Kopplungskonstanten sei vollstédndig in folgendem Sinne:
Bei einer RG-Transformation, welche b? Freiheitsgrade durch einen Freiheitsgrad ersetzt,
habe die Energiefunktion fiir die reduzierten Freiheitsgrade dieselbe Art von Wechselwir-
kungen wie die Energiefunktion des urspriinglichen Systems. Fiir eine Energie der Form

H(w)=—> Ksa, sa=]]s (11.21)

ACA €A

soll der renormierte Energie bis auf eine extensive additive Konstante —V g(K) die gleiche
funktionale Form haben,

H(w) — H'(w') - Vg(K), H(w)=-Y K)\Sa (11.22)

mit denselben Mengen A haben. Es wird dabei stillschweigend angenommen, dass die
Mengen {A} sowohl auf dem urspriinglichen wie auch auf dem verdiinnten Gitter existie-
ren und dass die reduzierten Freiheitsgrade S, dieselben algebraischen Eigenschaften wie
die s, haben. Steht {A} zum Beispiel fiir die Paare néchster Nachbarn, dann soll gelten

> Kaysasy — Y K., SuSy. (11.23)
(zy) (='y')

Der konstante Beitrag Vg(K) in (11.22) entsteht in allen RG-Transformationen. Leider
kommt man nur fiir einfache Systeme wie das eindimensionale Ising-Modell mit einer end-
lichen Anzahl Kopplungskonstanten aus. Aber die berechtigte Annahme ist, dass die K4
zu langreichweitigen Wechselwirkungen (grofen Mengen A) sehr klein sind und vernach-
lassigt werden konnen. In der Praxis arbeitet man mit einer endlichen Anzahl Konstanten
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{Ky,...,K,}.
Bei der Ausdiinnung des Systems #dndern sich die Kopplungskonstanten gemif der
Renormierungsgruppenabbildung

K! = Ri(Ky, Ky, ...). (11.24)
Dabei bleibt die Zustandssumme unverindert,

e FVE) _ Z e Hw) _ Vg(K) Z e~ H'(W') _ Va(K)=F(V',K") (11.25)
we w’eqY

Wir wollen wieder annehmen, dass der thermodynamische Grenzfall V' — oo existiert. Fiir
die freien Energiedichten der beiden Systeme im thermodynamischen Grenzfall ergibt sich
dann folgende Rekursionsrelation

FUE) =07 f(K') — g(K) (11.26)

die uns schon einmal im eindimensionalen Ising-Modell in (11.4) begegnete.

Wir argumentierten bereits, dass Fizpunkte der Rekursionsrelation entweder zu kriti-
schen Systemen mit . = oo oder zu nicht-wechselwirkenden Systemen mit & = 0 gehoren.
Die Umkehrung gilt nicht. Es kann kritische Punkte geben, die keine Fixpunkte sind. Wir
betrachten einen 2-dimensionalen Raum von Kopplungskonstanten (K7, K3) mit einem
kritischen Punkt K. = (Kj., K3.). Im generischen Fall liegt dieser kritische Punkt auf
einer Kurve von kritischen Punkten, wie in der folgenden Abbildung skizziert.

Ky
T<1T,

/k (K7, K}): Fixpunkt

/\ (Kie, Ko¢): kritischer Punkt

T>T,

Linie von
kritische Punkten

K

Zur Begriindung betrachten wir Systeme mit verschiedenen Verhéltnissen K,/K; von
iibernédchsten- zu ndchsten-Nachbarn Wechselwirkungen. Die kritischen Temperatur 7,
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wird von diesem Verhéltnis abhdngen. Wenn das Verhiltnis K,/K; verdndert wird, be-

schreibt der Punkt
Jy Jo
K caK c) =\ 7m0+
(Ko, K (TC T)

eine Kurve in der (K7, K3)-Ebene. Jeder Punkt auf der Kurve gehort zu einem kritischen
Punkt eines speziellen Models in der Familie von Energiefunktionen.

Nun wollen wir versuchen, die Eigenschaften des System mit dem RG-Fluss in Ver-
bindung zu bringen. Der RG-Fluss hat einige einfache Eigenschaften:

o RG-Trajektorien werden sich der kritischen Fliche nicht nidhern, da einerseits auf
der Flache & = oo ist, sich andererseits bei jeder RG-Iteration £ verkleinert.

e Bei einer RG-Transformation kann das System die Phase nicht wechseln, da bei
einer Verdiinnung Ordnung nicht in Unordnung iibergehen kann und umgekehrt.

e Startet man bei 7" > T, so strebt die Temperatur bei wiederholter Iteration ge-
gen den (freien) Fixpunkt bei 7" = oo, startet man bei T < T, so endet man im
(Grundzustands-) Fixpunkt 7" = 0.

e Startet man dagegen auf der kritischen Fliche, so bleibt man auf dieser Fliche, da
¢ = &/b unendlich ist fiir £ = oc.

e Nur in Ausnahmefillen sind alle kritischen Punkte stationdre Punkte des RG-
Flusses, also Fixpunkte. In fast allen Systemen gibt es eine endliche Menge von
isolierten Fixpunkten.

Es sei nun K* = (K7, K3,...) ein Fixpunkt der RG-Transformation,
K* = R(K™). (11.27)

Wir betrachten den Renormierungsgruppen-Fluss in der Umgebung von K™ und schreiben
K = K* + )K. In der ersten Ordnung in der Abweichung vom Fixpunkt lautet die RG-
Transformation

OR;

; 5K‘}K*5Kj + O(5K?),
J

und wir finden die linearisierte Transformation

0K} =Y M oK; — M= g?
J

(11.28)

- K*

J
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Nun suchen wir die Eigenwerte und Links-Eigenvektoren der linearisierten Abbildung,

> IM = NP, = 0D (11.29)

J

In der letzten Formel haben wir den Eigenwert A\, durch ¥~ ersetzt. Dies ist angezeigt,
da wegen der Halbgruppeneigenschaft der RG-Transformation

Aa(D)Aa(b) = Ao (b?)
gelten muss. Nun betrachten wir die neuen Variablen
go =Y TLIK;. (11.30)
Es sind die Projektionen von d K auf die Eigenvektoren ®,. Es gilt

Go =Y PLOK] =) @LMOK; =) 1@ 0k; = 0" ga. (11.31)

ij J

Beim zwei-dimensionalen System muss ein Eigenvektor, zum Beispiel ®,, tangential zur
kritischen Kurve sein. Der andere Eigenvektor ®; ist dann transvers zur Kurve.

Wir kehren zur Rekursionsrelation (11.26) fiir die freie Energiedichte zuriick. Der An-
teil g(K) kommt von der Ausintegration der kurzwelligen Fluktuationen und ist eine
glatte Funktion. Damit erfiillt der singuldre Anteil der freien Energiedichte die homogene
Relation

fs(K) = b~ f(K"). (11.32)

In der Nihe des Fixpunktes linearisieren wir und erhalten folgendes Skalenverhalten fiir
die freie Energiedichte,

fo(K*+0K) = b f(K* + 0K'). (11.33)
Im Folgenden schreiben wir nicht immer das Argument K* und setzen
« _ (11.30)
[s(K*+6K) = fs(g1, 92, - - -), K " ="0K(g).
Nach f-maliger Iteration der RG-Transformation finden wir

folgrs o) = 07U (04 g1, 62 g, .. ). (11.34)
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Je nach Vorzeichen des Exponenten y, finden wir ein unterschiedliches Verhalten:

e Fiir y, > 0 wichst die Abweichung g, bestindig und der RG-Fluf tragt den Punkt
K* + g, vom Fixpunkt weg. Es handelt sich hier um eine relevante Storung.

e Fiir y, < 0 schrumpft die Abweichung g, und der RG-Fluf fiihrt den Punkt K*+ g,
zum Fixpunkt hin. Es handelt sich um eine irrelevante Stérung.

e Die Stérungen mit y, = 0 nennt man marginale Storungen.

Relevante Storungen sind iiblicherweise die Temperatur und das Magnetfeld, bzw. die
dimensionslosen Groften

=¢g; und [h= gs. (11.35)

Wir wollen die Resultate noch etwas umdeuten. Die Renormierungsgruppentransformati-
on wirkt auf dem Raum der Kopplungskonstanten oder dquivalent dazu auf dem Raum
‘H der Wechselwirkungen bzw. Energiefunktionen,

RbZH—>H.

Dies ist im Allgemeinen ein co-dimensionaler Raum. Wir betrachten wieder die allgemeine
Klasse von Energiefunktionen in (11.21),

H=-Y Kisa=-)Y Ko (11.36)

ACA

In der Néhe des Fixpunktes kann sie entwickelt werden, H = H* + § H, mit

H ==Y "K;0; uwnd 0H == 6KO;=-) guQo. (11.37)

Nach /-maliger Iteration der RG-Transformation dndert H € H wie folgt,

H*+0H — H =) ¢.Qa— H =) giQa— ...
— H =) ¥"9aQu.
Die @, heissen Skalen-’Operatoren’ und die g, Skalenfelder. Entsprechend heissen die

Operatoren mit positiven y, relevant, mit y, < 0 irrelevant und mit y, = 0 marginal. Im
Ising-Modell sind das mittlere Feld ) s; und die Energie H relevante Operatoren.
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11.2.1 Herleitung der Skalengesetze

Wir wollen hier annehmen, dass g; =t und g, = [$h relevant und g3, g4, . . . irrelevant sind
und wahlen ¢ derart, dass

1
pt = - dh bt =t (11.38)
ist. Wir folgern, dass
* h g3
RO +0K) = fltohgn) =0 £ (1 ) (1139

gelten muss. Ganz analog schliesst man auf die Beziehung

i g3
_ pd/
fs(t,h,g3,...) = hY¥% f, (hyl/m,l, hys/yz"") . (11.40)

Man beachte, dass in der Nédhe des Fixpunktes die letzten Argumente der freien Energie
auf den rechten Seiten gegen Null streben,

g9i h—0

i 4 "0, i=3,4,.... (11.41)

tvi/n — 0 und hyily2

Durch mehrmaliges Ableiten nach den relevanten Kopplungen ¢ und h erhilt man den
Zusammenhang zwischen kritischen Exponenten und den Eigenwerten der linearisierten
RG-Transformation (11.28).

Wir erinnern an die wichtigsten thermodynamischen Grofen aus dem dritten Kapitel:

Magnetisierung: m(t,h) = (s.) = —% (11.42)
R 0*f
Suszeptibilitét: x(t,h) =7 Z<505x>c =~ (11.43)
| o 1, )
innere Energiedichte: u(t,h) = /}L%zld V<H> -5 (11.44)
. ) ou ou P f
spezifische Warme: — ¢(t,h) = 3T —62% = _Tﬁ’ (11.45)

Diese im Bereich der makroskopischen Thermodynamik definierbaren Grofen haben fol-
gende kritische Exponenten:

c(t,0) ~ Eqlt|™™ , m(t,0) ~ Bt* (11.46)
x(t,0) ~ A|t|™" , x(0,h) ~ |h|"Y’sign(h) . (11.47)
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Daneben gibt es noch zwei weitere kritische Exponenten n und v, die mit der Korrelati-
onsldnge und Zweipunktsfunktion verkniipft sind,

1
Korrelationslinge: ¢' = — ‘ l‘im Tl log(sossz)e ~ [t|” (11.48)
r|—oo |T
. 1
Greensfunktion: <808x> ~ WT‘H? (1149)

Jede Korrelationsfunktion, die am kritischen Punkt langreichweitiges Verhalten zeigt, er-
laubt die Definition weiterer kritischer Exponenten. Der Exponent v beschreibt das Di-
vergieren der Korrelationsldnge bei Anndherung an 7,. Das Potenzverhalten der Korrela-
tionsfunktion ist durch 7 charakterisiert.

Die folgende Tabelle enthélt fiir einige Phaseniibergdnge die wichtigsten kritischen
Exponenten [53]:

B — Messing Fe Ni 3d — Ising
a| 0.06£0.06 —0.03£0.12 0.04+0.12 0.11
B3 10.305£0.006 0.37+0.01 0.358 £ 0.003 0.32
v| 1.25£0.02 1.37+£0.015 1.33+0.02 1.24
) 43+1 4.29 £ 0.05 4.8
n| 0.08+0.07 0.07£0.04 0.041£0.01 0.05
v| 0.65+0.02 0.69+0.02 0.64£0.1 0.63

Mit dem Skalierungsverhalten (11.39,11.40) der freien Energie kénnen wir nun einen Zu-
sammenhang zwischen den kritischen Exponenten und den Eigenwerten der linearisierten
RG-Transformation finden. So ist die spezifische Warme proportional zur zweiten Ablei-
tung von f beziiglich ¢, also

fo ~ |t (11.50)

Der Vergleich mit (11.39) fiithrt dann auf 2 — a = d/y;. Ganz dhnlich argumentiert man
fiir die kritischen Exponenten [3,+ und 6. Um die kritischen Exponenten der Korrela-
tionsfunktionen zu finden, muss man die RGT auf Modelle mit rdumlich inhomogenen
Magnetfeld h(r) anwenden. Man findet die wichtigen Relationen

d d—
I—a=—  B= Y2
n n
2y2—d 1 d—yg
’y: s —_ =
Y1 4 Y2
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v=L a2t y=20d—y)
Y1
Damit haben wir die Skalenrelationen o, 3,7, 6, v,n < y1, y2 gefunden. Die Exponenten
beschreiben das Verhalten des Systems bei Abweichungen vom kritischen Punkt und die y,,
sind die Eigenwerte der linearisierten RG-Transformation am Fixpunkt. Da alle kritischen
Exponenten nur von y; und y, abhéngen, gibt es sogenannte Skalenrelationen im engeren
Sinne,

v = v(2—mn) (Fisher)

a+28+y = 2 (Rushbrooke)
v = pB(6—1) (Widom) (11.52)
vd = 2—« (Josephson, "Hyperskalen-Relation’).

Fiir einige wichtige Modelle gilt

e I} ¥ ) n v
Ising d = 2 0 [1/8|7/4]15]1/4] 1
Ising d = 3 0.11 [0.32]1.24{4.8|0.050.63 (11.53)
klass. Heisenberg d = 3 | —0.12 | 0.36 | 1.37 | 4.6 | 0.04 | 0.7
MFA, beliebiges d 0 [1/2] 1 | 3| 0 |1/2

Wir bemerken, dass die Skalenrelationen fiir alle aufgelisteten Modelle erfiillt sind, bis
auf die Molekularfeldapproximation. Wir schliessen daraus, dass diese Approximation zur
Beschreibung des kritischen Verhaltens fiir d < 4 Dimensionen ungeeignet ist.

Man beachte die Universalitdt des kritischen Verhaltens: kritische Exponenten hingen
nicht von den mikroskopischen Details der Wechselwirkung ab, da am kritischen Punkt
die Korrelationslange divergiert. Die Universalitat kommt davon, dass das asymptotischen
Verhalten der freien Energie unabhingig von den irrelevanten Kopplungen g;,7 > 3 ist, da
z.B. t7¥3/% am Fixpunkt verschwindet. In anderen Worten: Alle Systeme, deren Energie-
funktion unter dem RG-Fluss zum gleichen kritischen Fixpunkt fliessen haben identische
kritische Exponenten.

Irrelevante Parameter sind die Reichweite der Wechselwirkung (solange endlich), Mehr-
spinwechselwirkungen (solange symmetrieerhaltend) und Gitterstruktur. Relevant sind die
Dimensionalitit d des Raumes, die Anzahl n der Komponenten des lokalen Ordnungspa-
rameters und Symmetrie der Wechselwirkung.
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11.3 Blockspintransformation

Die Monte-Carlo-Renormierungsgruppenmethoden (MCRG-Methoden) wurden von MA,
SWENDSEN und anderen entwickelt [54|. Fiir 2—dimensionale Ising-artige Modelle auf
dem quadratischen Gitter mit Energiefunktion

ﬂH:—ZKASA, KAzﬂjA, SA:HSm7 (11.54)

ACA €A

wahlt man eine etwas andere Transformation als wir sie fiir das 1-dimensionale Ising-
Modell gewiahlt haben. Wir wollen wieder periodische Randbedingungen voraussetzen und
der Einfachheit halber Ising-artige Modelle mit s, € {1} untersuchen. Wir absorbieren
die inverse Temperatur in den Kopplungskonstanten K 4 und werden in diesem Abschnitt
H anstelle von SH schreiben, d.h. wir setzen § = 1.

Nun unterteilen wir das Gitter A in Blocks der Groke b? und ordnen den Spins in
jedem Block einen Blockspin auf einem verdiinnten Gitter zu. Die folgende Abbildung
zeigt eine mogliche Blockbildung mit linearem Verdiinnungsfaktor b = 2. Die Punkte des

o ol (o o |0 eof |0 o e o o o
o of (o of (o o0 o e o o o)

o oo o [0 eof |0 oA

Abbildung 11.1: Jeweils vier Spins werden zu einem Blockspin zusammengefasst.

quadratischen Gitters A seien z mit z1, 2o € {1,2,...N}. Ein Block aus b? benachbarten
Punkten wird dann ein Gitterpunkt z’ des geblockten und gréoberen Gitters zugeordnet,

o' (z) = (2 (21), 25(x2)) = (ceil(zy/b), ceil(z2/b)).

Fiir b = 2 werden beispielsweise die Punkte (1,1),(1,2),(2,1) und (2,2) in den Punkt
(1,1) auf dem groberen Gitter A’ abgebildet. Die Groke des geblockten Gitters ist N/b.
Die Blockspintransformation, die jeder Spinkonfiguration w = {s,} € € auf A eine Konfi-
guration w’ = {S,/} € ¥ auf dem geblockten Gitter A’ zuordnet, ist durch den Blockkern
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T(w',w) in

w' =Y "T(w, w) (11.55)

we)

bestimmt. T'(w’, w) ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass der Konfiguration w die Block-
spinkonfiguration w’ zugeordnet wird. Der Kern sollte folgende Bedingungen erfiillen,

0<T(w,w)<1 und Y T(w w)=L (11.56)

w

Beim Ubergang vom feinen zum groben Gitter definieren wir die Energie fiir die Blockspins
wie folgt,

e H'W) — Z T(w', w)e Hw) (11.57)

weN

Fiir das 1-dimensionale Ising-Modell war

T(w' w) = H 5(52:,;,5:,;/).

z'=1,3,...

Zwei benachbarten Spins sg, 1 und s, wurde der Blockspin S, = s9, 1 zugeordnet. Wir
wollen nun annehmen, dass die Energiefunktion fiir die Blockspins wieder in der Form

H/('UJ,) = — Z KA’SA’ (]_].58)
A'CN

geschrieben werden kann. Unser Ziel ist es, eine Rekursionrelation fiir die Kopplungskon-
stanten K zu finden.

Die erste Bedingung in (11.56) sorgt dafiir, dass die rechte Seite in (11.57) niemals
negativ wird und deshalb als Exponent einer reellen Funktion der w’ geschrieben werden
kann. Wegen der zweiten Bedingung in (11.56) &ndert sich die Zustandssumme bei dieser
Transformation nicht,

= >0 e = S S T w)e T = Y e~z (1159)
w’! e w/ QY weN we

Wir erinnern daran, dass die verbundenen Korrelationsfunktionen der s, durch Ableiten
von log Z nach den entsprechenden Kopplungen gewonnen werden konnen. Zum Beispiel
die Einpunkt- und verbundenen Zweipunktfunktionen,

(54) = Odlog Z
AT K,
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O(sa)
0Kp '

(Sa;8B) = (sasp) — (sa)(sp) = (11.60)
Die Korrelationsfunktionen des geblockten Systems konnen im urspriinglichen oder im
geblockten System berechnet werden,
B Zw, SAle—H/(u)/)
(Su) = AT (11.61)
Zw’ SA/ Zw T(’LU,, w)e_H(w)

- (11.62)

>, e

Bei Kenntnis der geblockten Energiefunktion H' konnten wir Erwartungswerte von Funk-

tionen der geblockten Spins gemifs (11.61) berechnen. Ist nur die Energiefunktion H des
urspriinglichen Systems und der Blockkern T bekannt, so wird man sie mit Hilfe der
Formel (11.62) berechnen.

Es sei nun Ty p die Ableitung des Erwartungswertes (S4/)" im geblockten System nach
den Kopplungskonstante Kz des ungeblockten Systems, also

OSa)’ 0 3y Sa X, T w)e” M
0Ky  0kg S AW
S i SaT(w w)} sge= W)

{ S A ) — (Su) (sB).

Tap =

Also gilt
Tap = <<ZSA’ w',w >SB> — (Sw)(sp). (11.63)

Die Erwartungswerte auf der rechten Seite konnen nun in einer Monte-Carlo Simulation
berechnet werden. Sie hdngen ab von den Kopplungskonstanten auf dem feinen Gitter
und vom Blockkern 7. Nach der Kettenregel gilt auch

SA/ 8KC/ . 8KC/
T Z 8KC/ K. %:<SA, SC'>0KB (11.64)

Die verbundenen Korrelationsfunktionen auf der rechten Seite kénnen nun ebenfalls mit
Hilfe einer Simulation bestimmt werden. Mit 745 aus (11.63) kann man nun (im Prinzip)
die Ableitung der neuen nach den alten Kopplungskonstanten berechnen.

Um etwas konkreter zu werden, wollen wir die MCRG-Transformation fiir das 2d-Ising-
Modell explizit durchfithren. Wir fassen jeweils vier Spins zu einem Blockspin zusammen,
wie in der Abbildung 11.1 angedeutet. Nun miissen wir den Blockkern festlegen. Wir

A. Wipf, Quantenfeldtheorie 11



KAPITEL 11. RENORMIERUNGSGRUPPE 11.3. Blockspintransformation 215

wahlen die Mehrheitsregel: Fiir 4 Spins {s,} die zu einem Blockspin S, zusammengefasst
werden, wiahlen wir

T, w) = [] t(Sx/,st>, (11.65)

xz'eN zex!
mit
st >0 = Sy =1 mit Wahrscheinlichkeit 1

Y $2<0 = Sy=-1  mit Wahrscheinlichkeit 1 (11.66)

ZS =0 = Sy = 1 mit Wahrscheinlichkeit 1/2
e S, = —1 mit Wahrscheinlichkeit 1/2

Weiter unten berechnen wir die Renormierung der Kopplungskonstanten fiir das 2d-Ising-
Modell ohne Magnetfeld auf dem 4 x 4 Gitter. Die 2' = 65536 Konfigurationen w kénnen
auf dem Computer leicht erzeugt werden. Die Definition (11.57) gestattet dann eine direkte
Berechnung der geblockten Energie H'. Im Gegensatz zum eindimensionalen Fall konnen
wir nicht mehr erwarten, dass H' die gleich funktionale Form wie H hat. In mehr als einer
Raumdimension treffen wir auf die Komplikation, dass die RG-Prozedur schon fiir einfache
Modelle mit nichsten-Nachbarn-Wechselwirkungen langerreichweitige Wechselwirkungen
und Mehr-Spin-Wechselwirkungen erzeugt.

Auf dem geblockten 2 x 2 Gitter gibt es nur 3 unterschiedliche Wechselwirkungsterme:
die Wechselwirkung zwischen nichsten Nachbarn, zwischen iiberndchsten Nachbarn und
die Wechselwirkung aller 4 Spins,

H = - K Z Sy (Sm’—l-(l,O) + Sx'+(0,1))
- Ky Z Sy (Sm’+(1,1) + Sx'+(1,—1))
- K Z S S/ +(1,0)S+(0,1) Sz +(1,1) (11.67)
Wir haben absichtlich iiberzédhlt, da auf gréferen Gittern zum Beispiel die beiden Terme in

der zweiten Zeile nicht mehr identisch sind. Auf gréoberen 2 x 2-Gitter A’ gibt es nur 2* = 16
Konfigurationen und davon haben nur 4 Klassen verschiedene Boltzmann-Gewichte. Diese
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sind in der folgenden Tabelle angegeben:

Kl. | Konfigurationen —H'
| ——

Cy 8K + 8Ky +4K5 + 4K,
| ——
R R o )

Cs —4K3+ 4K,
T
ey

C, 8K, + 4Ky + 4K,
| |
|+

Cy —8K; + 8Ky +4K35 + 4K,

Damit haben wir 4 Gleichungen fiir die 4 Variablen K, K5, K3 und K. Im folgenden
Programm wéhlten wir aus jeder der 4 Klassen von Konfigurationen die erste aus. Die
Gleichungen lauten dann

e H'(w) ZT(wg’w)e—H(w) = ¢%, 1=1,2,3,4.

Die rechten Seiten werden numerisch berechnet und die linken Seiten kénnen fiir w; € C;
aus der obigen Tabelle abgelesen werden. Die Auflésung der Gleichungen ergibt (siehe
HASENBUSCH)

1
K, = 1—6(01—04)
1
K2 = @(01—2034‘04)
1
Kg = @(61—402%—203%—04)

1
K4 = @(01+402+203+C4)

Zur Iteration der RG-Transformation benutzen wir die berechneten Kopplungen wieder
auf dem 4 x 4-Gitter.

Die folgende Figur' zeigt die Projektion der RG-Flusses auf die K, K;-Ebene. Der
Fluss wurde mit dem Programm in Abschnitt 11.6 berechnet. Die Menge aller Punkte
im Raum der Kopplungskonstanten, die nach unendlich vielen Transformationen in den
Fixpunkt streben heisst kritische Fliche. Der Schnittpunkt der kritischen Flache mit der

!Programm muss noch verbessert werden!
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Linie (K71,0,0) ist die kritische Kopplung des 2d-Ising-Modells auf dem quadratischen
Gitter mit NN-Wechselwirkung.

Der Fixpunkt der RG-Transformation bei
K* = (K7, K3, K3) = (0.29976, 0.08709, —0.00123).

Genauere Werte finden sie auf der Homepage von M. HASENBUSCH?2. Die kritische Kopp-
lung des 2d-Ising-Modells mit NN-Wechselwirkung ist bei

K. =0.4182,

also nicht weit weg vom exakten Wert %log(l +v/2) & 0.4407. Um die kritischen Ex-
ponenten zu erhalten, muss man die linearisierten RG-Transformation in der Nédhe des
Fixpunktes K* untersuchen, also die Matrix

OK!
b — 8Kb‘K*

T, (11.68)
Die Berechnung des entsprechenden Differenzenqotienten bei Annaherung des Fixpunktes
ergibt

1.3590 1.5560  0.6020
T =1 04342 0.7490  0.1947 | . (11.69)
—0.0045 —0.0099 0.1314

thtp ://www-zeuthen.desy.de/~hasenbus/lecture.html
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Um die kritischen Exponenten zu finden, miissen wir diese nicht-symmetrische Matrix
diagonalisieren,

> LTy = NP},
Man findet

A =1.9281 , &' = (0.6051,0.7961,0.2890)
Ay =0.1789 , @' = (—0.4091,1.1049, —0.6543)
A3 =0.1324 , ®'=(—0.1814,0.6131,9.7332).

und damit fiir die Exponenten y; in
A = b, b=2,
die Werte
% =1y ~ 0947, 1y, ~ —2.483, y3~ —2.917. (11.70)

Fiir das Zy-symmetrische Modell ohne Magnetfeld gibt es nur eine relevante Kopplung
g1 < t. Das trunkierte Modell hat zwei irrelevante Kopplungen gs, g3 mit negativen Ex-
ponenten. Da die zweite relevante Kopplung g o< h ausgeschaltet ist, konnen wir von den
Relationen (11.51) nur die Beziehung v = 1/y; testen. Die Naherung (11.70) fiir » kommt
dem exakten Resultat v = 1 fiir das zwei-dimensionale Isingmodell nahe. Die Vorhersage
der Molekularfeld-Nédherung lautet dagegen vyp = 0.5.

11.4 Kontinuumslimes fir freies Feld

Wir kehren zum freien Skalarfeld zuriick und fiihren explizit eine Gitterkonstante a ein
(in fritheren Kapiteln oft mit € bezeichnet) und studieren den Kontinuumslimes a — 0 fiir
die 2-Punktfunktion. Es ist hier vorteilhaft die Gitterpunkte mit n € Z% (statt mit z), die
Impulse mit £ (statt mit p) und den Parameter m mit my zu bezeichnen. Ausgangspunkt
unserer Betrachtungen ist die Fourierdarstellung (5.73)

Gn) = / "t b, = 2sin
= i N — Y =*_ = 1m —
e L e T
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in welcher wir nun n = x/a, k = pa und my = am setzen,

a\? 1 eire 2 . ap
G :(—) —/dd o p, = Zsin e 11.71
(z) 2/ a2 Jg pm2+]§2 Pe= 3% ( )
Die Impulsintegration erstreckt sich iiber die Brilloin-Zone B = [—7/a,m/a]?, die im

Kontinuumlimes gegen R? strebt. Diese Funktion erfiillt die lineare Differenzengleichung

— Z (z + ae,) — 2G(x) + G(z — ae,)) + (am)*G(z) = (%)d /B d?p e = §,.

Wir definieren nun die reskalierte 2-Punktfunktion

~ 1 1 g €T
_ _ e 11.72
Gole) = 7 Gl) = i [ (11.72)

welche folgender Gleichung gehorcht,
. . )~ 1
— Z = ( (x +ae,) — 2G,(x) + Go(x — aeu)> +mG,(x) = Eéx,o.
Die rechte Seite strebt im Kontinuumslimes gegen die Dirac-Distribution,

1 a—0
Eéwo 2 6(x), (11.73)

und damit strebt diese Differenzengleichung gegen die lineare Differenzialgleichung
(—A+ m2)G~(:1:) = 0%(x), wobei liIr(l) G, =G. (11.74)
Es ist die Bewegungsgleichung fiir die Zweipunktfunktion des freien Euklidschen Feldes
mit Masse m. Dass das Integral (11.72) fiir die Zweipunktfunktion G fiir a — 0 gegen
1 g €T
/ d“p 5 (11.75)

(2m)1 m? + p

—00

strebt, ist allerdings nicht offensichtlich. Bei Grenziibergang werden die Integrationsgren-
zen zunehmend grofer und man darf die Sinus-Funktion nicht einfach entwickeln. Man
kann aber zeigen, dass fiir z # 0 die grofen p-Werte zum Integral wegen der raschen
Ostzillation der Exponentialfunktion nicht beitragen. Abschlieffend einige Bemerkungen
zu unserem Ergebnis:

e Die Reskalierung (11.72) der Greenschen Funktion entspricht einer Feldrenormie-
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rung. In der BEuklidschen Wirkung auf Z¢,

§=5 2 (o(m) = o(m)" + T 6*(n) (11.76)

(nm)

sind sowohl der Massenparameter my, als auch das Gitterfeld ¢ dimensionslos. Beim
Kontinuumslimes geht die Summe iiber alle Gitterpunkte in ein Integral iiber R?
und die Differenz ¢(m) — ¢(n) in eine Ableitung iiber. Die Gitterwirkung fiir das
Gitterfeld ¢(z) = ¢(n) lautet

2

s5=3 % 2 (i ot oe) —o@) | 2@)) (11.77)

a a?
z€(aZ)d p=1

und besitzt nur einen Kontinuumslimes wenn wir das Feld wie folgt reskalieren,

Bm) — &(r) = gy Hlam). (11.78)

Dann strebt die Gitterwirkung gegen die Wirkung des Klein-Gordon Feldes,

1

S = 5 /ddx <(ng~5($), Vq;(x)) + mzqu(x)> mit m =myg/a.

Die Reskalierung (11.78) ist in Einklang mit der Dimension eines Skalarfeldes im

—(d—2)/2

Kontinuum, [¢] = [Lénge] . und sie iibertréigt sich auf eine Renormierung der

n-Punktfunktion

G(my,...,mp) — G(x1,...,2,) = a " D2G(amy, ..., am,). (11.79)

e Fiir grofe Werte des Arguments fallen die 2-Punktfunktionen der Gittertheorie und
der Kontinuumstheorie exponentiell ab,

G(n) "HIZT mmain G(w) "I emmial (11.80)

Y

e Fiir groke Werte des Arguments |n| > 1/my wird G(n) ndherungsweise drehinva-
riant. Diese Eigenschaft ist notwendig fiir ein SO(d)-invariante Korrelationsfunkti-
on im Kontinuumslimes. Obwohl die Gitterregularsierung die Drehinvarianz bricht,
wird diese im Kontinuumslimes wieder hergestellt.

Beim Kontinuumslimes treten vier Groflen auf:

1. Die dimensionslose nackte Masse my, in der Gitterwirkung (11.76).
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2. Die dimensionslose Korrelationslinge auf dem Gitter £, ergibt sich aus der 2-
Punktfunktion,
1 log G(n)

— =— lim

11.81

Im Allgemeinen ist & eine Funktion von my und eventuell weiteren nackter Kopp-
lungskonstanten. Fiir das freie Skalarfeld ist £, = 1/my.

3. Die physkalische Masse m des Teilchens, das durch das Feld ¢ beschrieben wer-
den soll. Diese hat die Dimension einer Masse oder einer inversen Lange und der
numerische Wert ist experimentell vorgegeben.

4. Durch Wahl der nackten Masse my ergibt sich die Korrelationslinge £, in Gitter-
einheiten und diese soll die physikalische Masse beschreiben,
1 1
¢ agp(my) (1.8
womit der Gitterabstand a eingefithrt wire. Der Abstand a ist also eine Funktion
der gegebenen physikalischen Masse m und des dimensionslosen Parameters my,.

Wir konnen die Verhéltnisse auch unter einem anderen Gesichtspunkt interpretieren. Dem
Abstand zwischen zwei ndchsten Nachbarn auf dem Gitter wird zunéchst willkiirlich ein
physikalischer Abstand a zugeordnet. Auferdem soll ¢ ein Teilchen der Masse m be-
schreiben. Das dimensionslose Produkt am entspricht der inversen Compton-Wellenlénge
des Teilchens in Einheiten der willkiirlich gewdhlten Gitterkonstanten. Diese Zahl soll
identisch zur (dimensionslosen) inversen Korrelationslinge £;' des Feldes auf dem Git-
ter sein. Dadurch wird bei Vorgabe von a und m der nackte Parameter mp () festge-
legt. Eine Anderung der (unbeobachtbaren) Gitterkonstanten a kann durch Anderung
des (ebenfalls unbeobachtbaren) nackten Parameters mj kompensiert werden, so dass die
physikalischen Groffen unverdndert bleiben. Man sagt, die Physik sei konstant ldngs der
Trajektorie my(a).

Der Kontinuumslimes besteht also im Wesentlichen aus zwei Schritten:
Die freien Parameter der Gittertheorie (hier my) miissen so gewdhlt werden, dass die
Korrelationsldngen im Vergleich zum Gitterabstand sehr grof werden, also £;, > 1 oder
& > a gilt. Fiir das freie Klein-Gordon-Feld bedeutet dies, dass der Parameter mj sehr
klein gew#hlt werden muss, damit die 2-Punktfunktion im Vergleich zum Gitterabstand
langreichweitig wird.
Fiir jeden freien Parameter muss eine Grofe des Gittermodells an eine entsprechende
Groke der Natur (z.B. physikalische Massen) angepasst werden. Durch diesen Schritt
wird dem Gitterabstand eine physikalische Lange zugeordnet.
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Will man beispielsweise Pionen mit A\, ~ 107" cm beschreiben, und hat man dem
Gitter willkiirlich die Gitterkonstante a = 107! cm zugeordnet, dann ist \./a ~ 100.
Die Korrelationslinge &, sollte also ebenfalls 100 betragen, d.h. fiir die freie Theorie ist
die nackte Masse my = 0.01. In MC-Simulationen geht man meist umgekehrt vor: man
gibt den Parameter mj vor und bestimmt anschlieffend fiir die bekannte Masse m nach
(11.82) die zugehorige Gitterkonstante. Damit einerseits Gitterartefakte und andererseits
die Endlichkeit des Gitters die Resultate nicht verfilschen, sollte bei jeder Simulation die
Ungleichungen

1<K KN (11.83)

erfiillt sein. Die Gitter miissen also geniigend gross sein, damit die interessanten Grofen
darauf Platz haben. Zur Zeit kann man auf schnellen Computern Skalarfeldtheorien auf
Gittern mit 32* Punkten simulieren.

11.5 Kontinuumslimes fiir Spinmodelle

In der Nidhe eines kritischen Punktes eines allgemeineren klassischen d-dimensionalen
Gittermodells divergiert die Korrelationslinge £7. Dann kann das statistische Gittermodell
als Gitterregularisierung einer Euklidschen Quantenfeldtheorie in d Dimensionen oder
einer d + 1-dimensionalen Quantenfeldtheorie bei endlichen Temperaturen interpretiert
werden. Im zweiten Fall macht man den Grenziibergang

a—0

1
T =—— fest. 11.84

In der Néhe eines kritischen Punktes ist die Korrelationslidnge in Gittereinheiten

S_a=s-0t 816 (11.85)
Legen wir die Korrelationslange ¢ fest, dann fixiert (11.85) den Gitterabstand a als Funk-
tion des Parameters 3, also a = a(f). Der Kontinuumslimes wird offensichtlich erreicht
wenn [ gegen [3. strebt und £ festgehalten wird. Der Parameter (§ ist nicht mehr frei,
da er den Gitterabstand fixiert. Dafiir gewinnt man £ als neuen Parameter der Quanten-
feldtheorie. Wir sehen hier die sogenannte dimensionale Umwandlung (engl. dimensional
transmutation) am Werk, bei der ein dimensionsloser Parameter gegen einen skalenab-
hidngigen Parameter eingetauscht wird.
Wir wollen nun annehmen, dass eine gewisse Korrelationsfunktion

(O(n)O(m)) ~ e-morn=ml (11.86)
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mit entsprechendem Abschirmparameter moy, in einer Simulation bestimmt worden ist.
Da der Abstand |n—m/| nur in Einheiten des Gitterabstandes bekannt ist, ergibt die Simu-
lation die Abschirmmasse in Einheiten von a(3). Wegen der angenommenen Universalitét
sollte in der Ndhe des kritischen Punktes

moa(ﬂ) =MoL = ko (5c - ﬂ)y7 B1 5 (11-87)

gelten. Damit strebt das Produkt mp& gegen einen konstanten Wert in der Umgebung
des kritischen Punktes,

moé = Kmk. (11.88)

Die Zahlen s und k,, konnen in Simulationen bestimmt werden. Mit ihrer Hilfe kann die
Abschirmmasse mg in Einheiten des freien Parameters 1/£ ,gemessen“ werden.

11.6 Programm: Blockspintransformation

Das folgende Programm berechnet die Trajektorien der Blockspintransformation fiir das
2d-Isingmodells auf einem 4 x 4 Gitter. Der Blockkern 7'(w’, w) beruht auf der Mehrheits-
regel (11.66). Die Hamiltonfunktion des geblockten Sytem hat die Form (11.67).

/* Programm rengroupis2d.c x/
/+* Berechnet analytisch Trajektorien x/
/* der MG-RG Transformation. Geblockt x/
/* wird mit der Mehrheitsregel */
#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
#include <math.h>
#include <string .h>
#include "constrenising2 .h"
#include "stdrenising .h"
int main(void){
conf=1<<V; /« Anzahl Konfigurationen x/
nachbarn ();

puts ("Kl_=_");scanf ("%If" &kl);
puts ("K2_=_");scanf ("%lf" ,&k2);
puts ("K3_=_");scanf ("%lf" ,&k3);
puts ("K4_=_");scanf ("%If" ,&k4);

printf("(%.3f,%0.3f)" ,k1,k2);
for (ig=0;ig <10;ig++){
c1=0;c2=0;c3=0;c4=0;
for (i=0;i<conf;i++){
/* Binaerdastellun wvon i = Konfigurationen x/
for (p=0;p<V;p++){
s[pl=(i>>p)%2;s [p]=2xs[p] —1;
b
h1=0;h2=0;h3=0;
for (p=0;p<V;p++){
hi=hlts[p]+(s[nr[p]l+s[nof[p]])
|

h2—h2+s [p]«(s [nro [p]]+s [nru[p]]);
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h3=h3+s [p]«s[nr[p]]*s[no[p]]+s[nro[p]];
b
/= printf("%f %f %f %f\n",k1,k2,k3,k4);x/
boltz=exp (klxhl+k2xh2+k3xh3);
blockspin (s);
for (p=0;p<VB;p++){
kcl[p]=bs[p]+kll[p];
ke2 [p|=bs[p|+kI2[p];
ke3 [p]=bs[p|+kI3[p];
kc4 [p]=bs[p]+kl4[p];
b
if ((kel[1]>=0)&&(kel[2]>=0)&& (kel[3]>=0)&& (kel 4] >=0))]
if (kcl[1]*kcl[2]xkcl[3]*kcl[4]==0) cl=cl+0.5xboltz;
else cl=cl+boltz;}
if ((ke2[1]>=0)&&(ke2[2]>—0)&& (ke2[3]>—0)&& (ke2[4] >—0))]
if (kc2[1]*kc2[2]xkc2[3]*kc2[4]==0) c2=c2+0.5xboltz;
else c¢2=c2+boltz;}
if ((ke3[1]>=0)&&(ke3[2]>—0)&& (ke3[3]>=0)&& (ke3[4] >—=0))]
if (kc3[1]xkc3|[2]*kc3[3]*xke3[4]==0) c3=c3+0.5%boltz;
else c¢3=c3+boltz;}
if ((kcd[1]>=0)&&(kc4[2]>=0)&&(kc4[3]>=0)&&(kc4[4] >=0)){
if (kc4[1]*kcd[2]xkcd[3]+kcd[4]==0) c4=c4+0.5xboltz;
else cd=c4+boltz;}
}s
l11=log (cl);12=log(c2);13=log(c3);1l4=log(c4);
k1=(11-14)/16;
k2=(11 —2x13+14)/32;
k3=(11 —4x12+2x13+14)/32;
k4=(11+4%12+2x13+14)/32;
printf (" (%.3f,%.3f)" ,k1,k2);
b
printf("\n");
return 0;

}

In der folgenden Headerdatei constrenising2.h werden die Konstanten und Variablen
definiert. Die Array KI1[V B],... sind Représentanten der 4 Klassen von Konfigurationen
auf dem geblockten Gitter.

/% Headerdatei constrenising2.h x/

#define N 4 /x Gitterlaenge x/

#define V (NxN) /x Anzahl Gitterpunkte x/
#define VB (V/4) /x Anzahl Gitterpunkt des gebl. Gitters x/
short x,y,xm,xp,ym,yp;

short s[V],nr[V],no[V],nro[V],nru[V];

short bs|[VB],kcl[VB],kc2|[VB],kc3|[VB],kc4|VB];
short kl1[VB]={1,1,1,1},k12[VB|={1,1,—-1,1};
short kl13[VB]={-1,—1,1,1},kl4[VB]={-1,1,1,—1};
unsigned int ig,i,il ,j,jl ,conf;

unsigned short p,q;

double k1 ,k2,k3,k4,cl,c2,c3,c4,11,12,13,14 ,boltz;
int hl ,h2 h3;

FILE xfp;

In der folgenden Headerdatei stdrenising.h werden die néchsten und iibernéchsten
Nachbarn eines Gitterpunktes berechnet, sowie die zu einer Spinkonfiguration s[V] ge-
horende Blockspinkonfiguration bs[V B].
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/+* Headerdatei stdrenising.h x/
/% Bereitstellung der naechsten Nachbarn x/
void nachbarn (void)

{
for (il=0;il<V;il+-+){
y=i1/N;
x=il —y*N;
xp=x+1,yp=y+1,ym=y —1;
nr | il]|=y*N4xp%N;
no|il]=(yp%N)*Ntx;
nro | il |=(yp%N)*N+xpZN;
nru [ il]=((ym+N)%N)*N+xpdN;
s
}
void blockspin (short xs)
{

for (il=0;il <VB;il++){
p=(2%il)/N; jl=p*«N+2x*il ;
bs[i1]=s[j1]+s [ J1+1]+s[j14N]+s [ j1eN+1];
}s
}
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