
Kapitel 10Einige exakte ResultateIn diesem Kapitel besprehen wir einige wihtige exakte Resultate über diskrete Gitter-modelle. Wir beginnen mit den erstaunlihe Dualitätstransformationen, die zwei Gitter-modelle ineinander transformieren. Diese Transformationen existiert auh für AbelsheEihtheorien und einfahe (supersymmetrishe) Feldtheorien. Danah wird das PeierlsheArgument für die Existenz einer geordneten Phase in ferromagnetishen Systemen in 2oder mehr Dimensionen bei tiefen Temperaturen besprohen. Nah einer Diskussion derhilfreihen Korrelationsungleihungen �ndet sih im Anhang eine kurze Einführung in denDi�erenzenkalkül auf Gittern, einer diskreten Version des äuÿeren Kalküls.10.1 Dualität für das 2d Ising-ModellKramers und Wannier [46℄ fanden 1941 eine Transformation, welhe das 2d-Ising-Modell mit (β, h = 0) auf ein 2d-Ising-Modell mit (β∗, h = 0) abbildet. Dabei ist die Tem-peratur T ∗ eine monoton abnehmende Funktion der Temperatur T des ursprünglihenModells und die Hohtemperaturphase geht über in die Tieftemperaturphase. Diese in-teressante Dualitätstransformation führt auf neue Einsihten über die Dynamik des Ising-Modells. Sie kann auf beinahe alle Abelshen Theorien, auh in höheren Dimensionen,verallgemeinert werden. Zum Beispiel auf Theorien mit Symmetriegruppen ZN ,R , U(1).Niht immer ist die duale Theorie gleih der ursprünglihen mit anderen Parametern, d.h.niht jede Abelshe Theorie ist selbstdual. Oft ist die duale Theorie wesentlih kompli-zierter als die ursprünglihe. Leider ist es viel shwieriger, Dualitätstransformationen fürniht-Abelshe Theorien zu �nden. Eine shöne Einführung in Dualitäten in Feldtheorienund der statistishen Mehanik �ndet sih im Übersihtsartikel von R. Savit [44℄.Wir beginnen mit der graphishen Entwiklung der Zustandssumme für hohe Tempe-
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KAPITEL 10. EINIGE EXAKTE RESULTATE 10.1. Dualität für das 2d Ising-Modell 167raturen,
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vnx(G)/2, (10.1)wobei G die Menge der Hohtemperaturgraphen (geshlossene Graphen, Graphen mitlauter geraden Verties) ist und nx(G) die Anzahl der am Vertex x endenden Linien desGraphen G. In zwei Dimensionen ist nx ∈ {0, 2, 4}. Nun kommt die wihtige Beobahtung,dass diese Summe als Zustandssumme auf dem dualen Gitter interpretiert werden kann.
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Das duale Gitter Λ∗ ist das Gitter mitVerties in den Mittelpunkten der Zellendes ursprünglihen Gitters Λ. Die Varia-blen nx sind auf den Punkten des Gitters
Λ de�niert. Nun können wir jedem Gra-phen duale Variablen σr, r ∈ Λ∗ wiefolgt zuordnen: σrσs = −1 falls derGraph G die Linie von r nah s aufdem dualen Gitter shneidet. Shneidensie sih niht, so setzen wir σrσs = 1.Der Graph G de�niert ein Gebiet X aufdem dualen Gitter. Spins σr �innerhalb�und �auÿerhalb� des Gebiets X habenvershiedene Vorzeihen.Zu jedem Graphen gehören 2 Kon�gurationen w∗ und −w∗ auf dem dualen Gitter. Essein nun p(x) die Plaquette des dualen Gitters mit dem Gitterpunkt x ∈ Λ im Zentrumund den Ekpunkten 1, 2, 3 und 4. Dann ist

nx = 2− 1
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)
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2
σp(x). (10.2)Setzen wir dies in die Zustandssumme (10.1) ein und berüksihtigen, dass w∗ und −w∗zum selben Graphen gehören und jede duale Linie zu zwei Plaquetten gehört, dann folgt
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e−β∗H(σ),wobei H die Energie des Ising-Modells ist und wir v = exp(−2K∗) beziehungsweise
K∗ = −1

2
log tanhK gesetzt haben. Diese Beziehung zwishen K und K∗ kann wie folgtumgeformt werden,
2 sinh 2K∗ = e2K∗ − e−2K∗

=
1

v
− v = coth K − tanh K =

2

sinh 2K
.Die Beziehung zwishen K und K∗ hat also die symmetrishe Form

sinh 2K · sinh 2K∗ = 1. (10.4)

Kc K

K∗ Die Gleihung (10.4) sollte als Bezie-hung zwishen der Temperatur T desIsing-Modells auf dem Gitter Λ und derTemperatur T ∗ des Ising-Modells auf demdualen Gitter Λ∗ interpretiert werden.Die Beziehung K ↔ K∗ ist symmetrishund reziprok: wenn K monoton von 0nah ∞ wähst, so fällt K∗ monoton von
∞ nah 0. Die Abbildung links zeigt diemonoton fallende Funktion K∗(K) undden Fixpunkt der Abbildung K → K∗.Weiterhin ist

sinh K cosh K =
1

2
sinh 2K =⇒ (2 sinh K cosh K)2 (10.4)

=
sinh 2K

sinh 2K∗
.und wegen (10.3) führt dies auf die Dualitätsrelation

Z(K)

(sinh 2K)V/2
=

1
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Z(K∗)

(sinh 2K∗)V/2
. (10.5)Wenn wir nun annehmen, dass die freie Energiedihte reell-analytish ist für T > 0, bisauf eine einzige kritishe Temperatur Tc, dann ist Kc die Lösung der Gleihung K = K∗,
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sinh 2Kc = ±1 =⇒ Kc = ±1

2
log
(
1 +
√

2
)
≈ ± 0.4407.Die negative Lösung entspriht dem antiferromagnetishen Fall J < 0. Für das ferroma-gnetishe System ist die kritishe Temperatur

Tc =
2J

log
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√

2
) ≈ 2.2692J ≈ 0.5673 TMF. (10.6)Hätte das Ising-Modell mehrere kritishe Punkte, dann würde die Dualitätsrelation (10.5)niht mehr alle kritishen Temperaturen bestimmen, sondern nur noh Relationen zwi-shen Paaren von kritishen Temperaturen.Wir geben eine zweite, mehr algebraishe Herleitung der Dualitätsrelation, welhe sihleihter auf andere Systeme verallgemeinern lässt. Wir shreiben
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k, (10.7)wobei c0(K) = cosh K und c1(K) = sinh K eingeführt wurden. Wir werden hier auf einzweiwertiges Feld geführt, das jeder Linie ℓ = 〈xy〉 die Zahl 0 oder 1 zuordnet,
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x ,wobei ∂k(x) =

∑

y:〈yx〉 kxy eingeführt wurde. Für jede ganze Zahl k ist
∑
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sn
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{
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0 n ungerade, (10.8)und die Summe über die Spinkon�gurationen kann leiht ausgeführt werden. Damit er-halten wir folgende Formel für die Zustandssumme in beliebigen Dimensionen
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KAPITEL 10. EINIGE EXAKTE RESULTATE 10.1. Dualität für das 2d Ising-Modell 170Jede Linie ℓ = 〈xy〉 auf dem Gitter ist mit einem kℓ ∈ {0, 1} belegt. Die Variable
∂k(x) =

∑

ℓ:x∈∂ℓ

kℓkann einen der Werte 0, 1, 2, 3 oder 4 annehmen. ∂k ist die Divergenz des �Vektorfeldes�
kℓ. Nun ordnen wir einer Belegung ℓ → kℓ der Linien zwishen nähsten Nahbarn eineKon�guration {σr|r ∈ Λ∗} mit σr ∈ {±1} auf dem dualen Gitter zu. Shneidet die Linie
〈rs〉 zwishen den nähsten Nahbarn r, s auf dem dualen Gitter die Linie ℓ, so setzen wir
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2
(1− σrσs). (10.10)Für parallele Spins auf den Gitterplätzen r und s ist kℓ = 0, für antiparallele Spins 1. Esfolgt die Relation
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2
σp(x),wobei σp(x) in (10.2) eingeführt wurde. Die rehte Seite ist immer gerade, so dass alle

δ-Bedingungen in (10.9) automatish erfüllt sind. Die Transformation (10.10) liefert alleBelegungen der Links mit geraden Divergenzen.Die Summe über die {k}-Kon�gurationen wird zur Summe über die Spinkon�guratio-nen auf dem dualen Gitter. Allerdings müssen wir dabei berüksihtigen, dass {σ} und
{−σ} zur selben {k}-Kon�guration gehören. Da zu jeder Linie ℓ genau eine Linie 〈rs〉auf dem dualen Gitter gehört, ist das Produkt über alle ℓ gleih dem Produkt über allenähste Nahbarn Paare 〈rs〉 auf dem dualen Gitter und

Z =
1

2
2V
∑

{σ}

∏

〈rs〉

c(1−σrσs)/2(K)Nun formen wir ck(K) noh um:
ck(K) = cosh K ek log tanh K

(10.10)
= (cosh K sinh K)1/2 exp

(
−1

2
σrσs log tanh K

)
.Eingesetzt ergibt sih

Z =
1

2
(2 cosh K sinh K)V

∑

{σ}

exp
(

− 1

2
log tanh K

∑

〈rs〉

σrσs

)

=
1

2
(sinh 2K∗)−V

∑

{σ}

exp
(

K∗
∑

〈rs〉

σrσs

) (10.11)������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 10. EINIGE EXAKTE RESULTATE 10.1. Dualität für das 2d Ising-Modell 171mit K∗ = −1
2
log tanh K. Wir �nden also wieder unser früheres Resultat mit allen Kon-sequenzen.Die letzte Umshreibung der Zustandssumme lässt sih nun relativ leiht verallgemei-nern um die Frage nah der Interpretation der Variablen σr auf dem dualen Gitter zubeantworten. Dazu berehnen wir die Zweipunktfunktion des dualen Modells,
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.Die Zustandssumme Z(K∗) im Nenner wurde shon �dualisiert� und brauht niht weiterbetrahtet zu werden. Wir shreiben den Zähler um,
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k,wobei das Produkt über alle nähste Nahbarn-Paare auf Λ∗ zu nehmen ist. Die weitereRehnung ist eine leihte Modi�kation der obigen Manipulation und ergibt
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, (10.12)wobei der Strih am letzten Produktzeihen das Produkt über alle Gitterpunkte des dualenGitters mit Ausnahme von r und s anzeigen soll. Wir möhten wieder eine Darstellungder k �nden, so dass die Bedingungen an die Divergenz ∂k in (10.12) erfüllt sind. DieDarstellung (10.10) erfüllt diese Forderung niht.

r

s

∗C
x

y

∗ℓ Um zu einer Darstellung zu gelangen, verbin-den wir die Punkte r und s mit einem belie-bigen Weg ∗C auf dem dualen Gitter. Dannwählen wir folgende Darstellung für die k :

k∗ℓ =

{
1
2
(1− sxsy)

∗ℓ /∈ ∗C
1
2
(1 + sxsy)

∗ℓ ∈ ∗C.Fall also 〈xy〉 den Weg ∗C shneidet, so wählenwir eine andere Transformationsregel.
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KAPITEL 10. EINIGE EXAKTE RESULTATE 10.2. Dualität für das 3d Ising-Modell 172Mit dieser Darstellung ist ∂k auf allen Gitterplätzen von Λ∗ eine gerade Zahl, mit Aus-nahme der Punkte r, s, wo ∂k ungerade ist. Eingesetzt in (10.12) erhalten wir
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∗)wobei C die Menge aller Kanten auf dem Gitter Λ ist, die den Weg ∗C shneiden. Nah einerähnlihen Umformung wie oberhalb von (10.11) gelangen wir zu folgender Darstellung

Zrs =
1

2
(sinh 2K)−V

∑

{s}

exp

(
∑

〈xy〉

Kxysxsy

)

. (10.13)Im Exponenten wird über alle nähste-Nahbarn Paare auf Λ summiert. Die Kopplungzwishen nähsten Nahbarn ist βJ , auÿer für nähste Nahbarn deren Verbindungsli-nie den Weg ∗C auf dem dualen Gitter von r nah s shneidet. Für diese speziellenPaare ist die Kopplung −βJ antiferromagnetish. Damit ist Zrs die Zustandssumme ei-nes Ising-Modells mit einer Mishung aus ferromagnetishen und antiferromagnetishenKopplungen zwishen nähsten Nahbarn. Die Korrelationsfunktion 〈σrσs〉 ist das Ver-hältnis von zwei Zustandssummen: einer mit gemishten ferro- und antiferromagnetishenKopplungen und einer mit nur ferromagnetishen Kopplungen.10.2 Dualität für das 3d Ising-ModellWir beginnen wie bei der Transformation des 2-dimensionalen Modells und erinnern andas in beliebigen Dimensionen gültige Resultat (10.9)
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. (10.14)Wiederum gibt es eine Variable k pro Kante, und entsprehend erhält man in 3 Dimen-sionen die Divergenz

(∂k)(x) =
∑

ℓ:x∈∂ℓ

kℓ. (10.15)Sie ist nun die Summe von 6 Termen, ein k für jede von x ausgehende Linie. Nun ist esshwieriger, die Bedingung ∂k(x) ∈ {0, 2, 4, 6} in (10.14) zu erfüllen. Zuerst führen wirwieder das duale Gitter Λ∗ ein. Die Gitterpunkte von Λ∗ sind die Zentren der Elementar-zellen des ursprünglihen Gitters. Zwei Punkte auf dem dualen Gitter werden mit einerLinie verbunden (sind nähste Nahbarn) wenn die entsprehenden Elementarzellen eine������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 10. EINIGE EXAKTE RESULTATE 10.2. Dualität für das 3d Ising-Modell 173Seite teilen. Das duale Gitter eines kubishen Gitters ist damit wieder ein kubishen Git-ter, das in alle drei Raumrihtungen um eine halbe Gitterlänge gegenüber Λ vershobenist. Jede Kante ℓ des ursprünglihen Gitters geht durh genau eine elementare Plaquette(Seite) des dualen Gitters. Dies ist die zu ℓ duale Plaquette pℓ. Wir ordnen nun jederKante ∗ℓ des dualen Gitters eine Variable (Linkvariable) U∗ℓ ∈ {−1, 1} zu.
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U4

Es sei pℓ die zur Kante ℓ duale Plaquette. Wirshreiben
kℓ =

1

2

(

1−
∏

∗ℓ∈∂pℓ

U∗ℓ

) (10.16)Haben eine gerade Anzahl von gruppenwertigen
U∗ℓ auf dem Rand der Plakette p den Wert 1,dann ist kℓ = 0, sonst kℓ = 1.Nun betrahten wir die Divergenz von ∂k am Gitterpunkt x. Sie ist gleih der Summeder k-Werte aller 6 Kanten, die bei x beginnen. Es sei Kx der Kubus des dualen Gittersmit Mittelpunkt x. Durh jede Seite (Plaquette) dieses Kubus geht eine bei x beginnendeKante. Die zu diesen 6 Kanten ℓ dualen Plaquetten sind o�ensihtlih die 6 Seiten desKubus und

∂k(x) = 3− 1

2
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∗ℓ∈∂ ∗p

U∗ℓ. (10.17)Das Produkt der U ′s kann nur die Werte ±1 annehmen. Wir wollen nahprüfen, dass fürdiese Darstellung die Divergenz nur die Werte 0, 2, 4 und 6 annehmen kann. Sind alle U∗ℓauf den Kanten des Kubus 1, so ist ∂k = 0. Ändern wir das Vorzeihen eines der U∗ℓ,so ändern 2 Terme in (10.17) das Vorzeihen und die Summe ändert sih entsprehendum 4, 0 oder −4. Also ändert sih ∂k um eine gerade Zahl. Das die Darstellung (10.16)notwendig ist, werden wir später beweisen.Das Produkt über alle Kanten (10.14) wird zum Produkt über alle dualen Plaquetten.Setzen wir die Darstellung (10.17) in (10.14) ein, so sind die Kroneker-Funktionen alle 1und
Z = 2V
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∏
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c(
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Q
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)
/2

(K). (10.18)Wir werden sehen, dass vershiedene Kon�gurationen U : ∗ℓ −→ U∗ℓ ∈ {−1, 1} zu der-selben Kon�guration k : ℓ −→ kℓ ∈ {0, 1} gehören. Nah Konstruktion ist das Gewiht������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 10. EINIGE EXAKTE RESULTATE 10.2. Dualität für das 3d Ising-Modell 174zweier U-Felder mit identishem k-Feld gleih. Wir dürfen also nur über Klassen k(U) von
U-Feldern summieren, welhe zum selben k-Feld gehören. Dies ist die Summe in (10.18).Mit der Beziehung

ckℓ
= cosh Kekℓ log tanh K

(10.16)
=

(
cosh K sinh K

)1/2
exp

(

− 1
2
log tanK

∏

∗ℓ∈∂pℓ

U∗ℓ

)ergibt sih folgende Form für die Zustandssumme,
Z = 2V

(
cosh K sinh K)3V/2 ·

∑

{k(U)}

exp
(

K∗
∑

{∗p}

∏

∗ℓ∈∂ ∗p

U∗ℓ

) (10.19)Die Summe im Exponenten ist über alle Plaquetten des dualen Gitters und die Beziehung
K∗(K) lautet genauso wie in 2-Dimensionen,

K∗ = −1

2
log tanh K. (10.20)

r

Multiplizieren wir die U∗ℓ derjenigen Kanten
∗ℓ, deren Rand den Punkt r ∈ Λ∗ enthältmit −1, so ändert sih das Feld k(U) in(10.16) niht, da jede Plaquette des dualenGitters entweder zwei oder keine dieser Kan-ten enthält. Diese Operation kann an jedemGitterpunkt r ∈ Λ∗ unabhängig vorgenommenwerden, und daher gibt es 2V ∗ Kon�gurationen
{U} mit demselben k(U).Es folgt, dass unter einer Umeihung

U〈rs〉 −→ U ′
〈rs〉 = grU〈rs〉g

−1
s , g : Λ∗ −→ G = {−1, 1} (10.21)sih weder das Feld k(U) noh der Term
∏

∗ℓ∈∂ ∗p

U∗ℓim Exponent in (10.19) ändern. Es sind Beispiele für eihinvariante Gröÿen. Andere wihti-ge eihinvariante Variablen sind die Wilsonshleifen-Variablen: Es sei ∗C ein geshlossenerWeg (ein Shleife) auf dem dualen Gitter, ∂ ∗C = 0. Dann ist die Shleifenvariable gegeben������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II
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W
(
∗C
)

=
∏

ℓ∈∗C

U∗ℓ ∈ G. (10.22)Zwei Kon�gurationen U und U ′ müssen in der Summe (10.19) identi�ziert werden. DieTheorie mit Zustandssumme (10.19) hat damit eine lokale Symmetrie. Da g : Λ∗ → Z2ein beliebiges Feld ist, gibt es 2V ∗ eihäquivalente Kon�gurationen U . Wir haben damitbewiesen, dass die zum 3-dimensionalen Ising-Modell duale Theorie eine Z2-Eihtheorieist. Man kann nun zeigen (siehe [44℄), dass die duale Theorie der Z2-Eihtheorie wiederdas 3-dimensionale Ising-Modell ist. Die Dualitätstransformation ist idempotent.Es stellt sih natürlih die Frage, wie man die Summe in (10.19) über eih-inäquivalenteKon�guration, also Kon�gurationen U mit untershiedlihen k(U) ausführt. Es gibt zweiVorgehensweisen: Man versuht die Eihung zu �xieren und wählt aus jeder Eihklasse
{U〈rs〉} ∼ {grU〈rs〉g

−1
s } (10.23)einen Repräsentanten aus und summiert nur über die Repräsentanten. Oder man summierteinfah über alle U-Kon�gurationen in (10.19). Dann überzählt man, aber die Überzählungist unabhängig von k immer (etwa) 2V ∗ . Auf diese Weise �ndet man für kubishe Gitter,für die V = V ∗ ist, das Resultat

Z =
(
cosh K sinh K)3V/2 ·

∑

{U}

exp
(

K∗
∑

{∗p}

∏

∗ℓ∈∂ ∗p

U∗ℓ

)

. (10.24)Wir haben benutzt, dass der Boltzmannfaktor auf jeder Eihklasse konstant ist. Nunshreiben wir die Eihtransformation (10.21) noh in einer Form, die den Zusammenhangzur Elektrodynamik (in 3 Euklidshen Raumzeit-Dimensionen) herstellt. Dazu shreibenwir
U〈rs〉 = exp

(
iπA〈rs〉

) und gr = exp
(
iπλr

)
,wobei die Variablen A〈rs〉 und λx aus der additive geshriebenen Gruppe Z2 = {0, 1} sind.In dieser Gruppe ist zum Beispiel 1 + 1 = 0. Wegen

∂〈rs〉 = 〈s〉 − 〈r〉 =⇒
(
λ, ∂〈rs〉

)
= λs − λr = (dλ, 〈rs〉)hat die Eihtransformation (10.21) für das Eihfeld A = A〈rs〉〈rs〉 die uns allen wohlbe-kannte Form wie in der (diskretisierten) Elektrodynamik,

A −→ A′ = A− dλ, A ∈ C1(Λ
∗,Z2), λ ∈ C0(Λ

∗,Z2). (10.25)������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 10. EINIGE EXAKTE RESULTATE 10.3. Peierls Argument 17610.3 Peierls ArgumentShon vor der Berehnung der freien Energie des 2-dimensionalen Ising-Modells durhOnsager [47℄ bewies Peierls [45℄ die Existenz zweier Phasen für tiefe Temperaturen.Seine von ihm verwendete Methode ist auf viele andere Modelle der statitistishen Physikanwendbar. In diesem Abshnitt wird das Peierlshe Argument für das 2-dimensionaleIsing-Modell besprohen. Am Ende werden wir klären, welhe Verallgemeinerungen mög-lih sind.Wir wählen feste Randbedingungen und setzen alle Spins am Gitter-Rand auf 1. DieWahl von niht-periodishen Randbedingungen wird sih später als wihtig herausstellen.Mit den gewählten 1-Randbedingungen gehört zu jeder Kon�guration w eine Menge Γwvon sih niht shneidenden Shleifen innerhalb derer die Spins −1 sind. Es sei also
Γw = {γ1, γ2, . . . , γn}eine Menge von durhshnittsfreien Shleifen und wΓ die zugehörige eindeutige Spinkon�-guration, siehe die folgende Abbildung. Es gibt∑i |γi| NN-Paare mit antiparallelen Spins.Wir wollen nun die Energie einer Kon�guration ωΓ mit zugehörigen Shleifen Γw unddie Wahrsheinlihkeit für das Auftreten dieser Kon�guration abshätzen.
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Die Energie H = −J
∑

〈xy〉 sxsy dieser Kon�gurati-on ist o�ensihtlih
HΛ(wΓ) = − J#(Paare mit gleihem Spin)

+ J#(Paare mit ungl. Spin)
= −JP + 2J

∑

i

|γi|,wobei wie früher P die Anzahl NN-Paare und |γi|die Länge der Shleife γi bezeihnet.Damit ist die Wahrsheinlihkeit für das Auftreten einer Kon�guration wΓ gleih
P [wΓ] =

1

Z ′
exp

(

−2K
∑

γi∈Γw

|γi|
)

, Z ′ =
∑

Γ

exp

(

−2K
∑

γi∈Γ

|γi|
)

. (10.26)Es gilt die folgende UngleihungLemma (Peierls-Ungleihung) Die Wahrsheinlihkeit für das Auftreten einer Shleife
γ kann wie folgt abgeshätzt werden,

P [γ] ≡ P
[
{w : γ ∈ Γw}

]
≤ e−2K|γ|. (10.27)������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 10. EINIGE EXAKTE RESULTATE 10.3. Peierls Argument 177Beweis: Die linke Seite ist
1

Z ′

∑

w:γ∈Γw

exp

(

−2K
∑

γ′∈Γw

|γ′|
)

=
1

Z ′
e−2K|γ|

∑

w:γ∈Γw

exp



−2K
∑

γ′∈Γw\γ

|γ′|





=
1

Z ′
e−2K|γ|

∑

w:γ∈ΓPγw

exp

(

−2K
∑

γ′∈Γw

|γ′|
)

.Wir haben benutzt, dass die Shleifen in Γw mit γ ∈ Γw bis auf die Wegnahme von γidentish zu den Shleifen der Kon�guration Pγw ist, wobei Pγw aus w durh das Umkeh-ren der Vorzeihen aller Spins innerhalb γ hervorgeht. In der letzten Summe wird übereine Teilmenge aller Kon�gurationen summiert, so dass sie kleiner oder gleih Z ′ ist. Diesbeweist dann die Ungleihung (10.27). Die Wahrsheinlihkeit für das Auftreten langerKonturen vorgegebener Form sinkt also exponentiell mit deren Länge. Diese Ungleihungist unabhängig von der Gröÿe des Gitters Λ.Wir wollen diese Information dazu benutzen, um die Wahrsheinlihkeit der Spinkon-�gurationen mit sx = −1 für 1-Randbedingungen abzushätzen. Dazu bemerken wir, dassjeder solhe Spin von mindestens einer Kontur umshlossen sein muss (es können natürlihauh mehr sein). Wir haben dasLemma Die Länge |γ| jeder Kontur ist gerade. Die Anzahl A(n) der einen Punkt x ∈ Λumshliessenden Konturen der Länge n ist nah oben beshränkt durh
A(n) ≤ n− 2

2
· 3n−1.Für einen geshlossenen Kontur ist sowohl die Zahl der horizontalen als auh die Zahl dervertikalen Kanten gerade. Deshalb ist n = |γ| ∈ {4, 6, 8, . . .}.
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Zur Abshätzung von A(n) überlegen wir unszunähst, dass der vom Punkt x ausgehendeStrahl y = x + λe1, λ > 0, den Kontur γ min-destens einmal shneiden muss. Wir betrahtendie vertikale Kante von γ mit dem gröÿten λ-Wert. Diese kann nur λ-Werte der Form −1
2
+kmit k ∈ {1, . . . , 1

2
(n − 2)} besitzen. Der gröÿ-te Wert wird für das Rehtek der Höhe 1 undLänge 1

2
(n − 2) realisiert. Jede der n − 1 an-deren Kanten kann bezüglih seines Vorgängershöhstens 3 Rihtungen einshlagen:links, geradeaus, rehts. Durh Multiplikation der kombinatorishen Faktoren erhaltenwir die obige Shranke für A(n). Die Zahl der x umshliessenden Konturen wähst also������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 10. EINIGE EXAKTE RESULTATE 10.3. Peierls Argument 178exponentiell mit der Länge. Aus der Peierls-Ungleihung und dem obigen Lemma folgtdurh Vergleih, dass für
K >

1

2
log 3 ≈ 0.55das Auftreten sehr langer, den Punkt x umshliessender Konturen unwahrsheinlih ist.Es gilt derSatz Für K > 0.7 existieren zwei vershiedene Gibbsmasse P+

β , P−
β für das Isingmodellauf dem Gitter Z2, wobei für alle x ∈ Z2 gilt

〈sx〉P+

β
> 0 und 〈sx〉P−

β
< 0. (10.28)Für tiefe Temperaturen tritt also spontane Magnetisierung auf. Aus der exakten Lösungoder den Dualitätsargumenten folgt, dass shon für K > Kc mitKc = 1

2
log(1+

√
2) ≈ 0.44spontane Magnetisierung auftritt.Zum Beweis shätzen wir die Wahrsheinlihkeit für das Auftreten von sx = −1 bei +1-Randbedingungen ab. Wir wollen annehmen, dass α ≡ 4K − 2 log 3 positiv ist:

P+[sx =−1] ≤
∑

γ um x

P [γ] ≤
∑

n∈N

A(n)e−2Kn =
∑

m∈N

A(2m)e−4Km

≤
∑

m∈N (m− 1)32m−1e−4Km = 1
3

∑

m∈N

(m− 1)e−αm

= 1
3
e−α

∑

n∈N0

ne−nα = 1
3
e−α

(

− ∂

∂α

∑

n∈N0

e−nα

)

= 1
3

y2

(1− y)2
,mit y = e−α ∈ (0, 1). Wir wollen heraus�nden, wann diese Wahrsheinlihkeit kleiner als

1
2
ist. Sie ist 1

2
für

2y2 = 3(1− y)2 oder für y = 3±
√

6.Wir shliessen, dass für y < 3−
√

6 oder auh für α > − log(3−
√

6) die Wahrsheinlihkeit
P [sx = −1] kleiner 1/2 wird. Damit �nden wir für +1-Randbedingungen und für

βJ = K > 1
2
log 3− 1

4
log
(
3−
√

6
)

= 1
4
log
(

3(3 +
√

6 )
)

≈ 0.69853. (10.29)eine positive Magnetisierung. Diese Abshätzung ist unabhängig vom Gitterplatz x undder Gröÿe des Gitters. Im thermodynamishen Limes bleibt also für hinreihend tiefeTemperaturen eine positive Magnetisierung 〈sx〉+ > 0 übrig. Setzen wir alle Spins auf demRand gleih −1, dann �nden wir mit ähnlihen Argumenten, dass für K > 1
4
log
[
3(3 +������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 10. EINIGE EXAKTE RESULTATE 10.3. Peierls Argument 179
√

6 )
] die Wahrsheinlihkeit P [sx = 1] kleiner als 1/2 ist. Im thermodynmishen Limeserhalten wir dann eine negative Magnetisierung. Dies beweist die Existenz von mindestenszwei vershiedenen Phasen für K > 0.7.Nun wollen wir uns überlegen, inwieweit sih das Peierls-Argument auf andere Sys-teme anwendbar ist. Beim Argument studiert man Anregungen über der Kon�guration

w0 mit der kleinsten Energie, der sogenannten Grundzustandskon�guration. Für das d-dimensionale Ising-Modell mit +1-Randbedingungen ist dies die geordnete Kon�guration
w0 = {sx = 1|x ∈ Λ}.Daneben brauht man die Verallgemeinerung der Peierlskonturen.Dies sind randlose d−1-Ketten auf dem dualen Gitter,

γ ∈ Cd−1(Λ
∗,G), ∂γ = 0.Für jede Kon�guration w = {s} de�niert man diese Peierlskonturen wie folgt:

Γw =∗ v1
d−1 +∗v2

d−1 + . . . ,wobei die Zellen ∗vi
d−1 auf dem dualen Gitter Λ∗ dual zu einer Kante 〈xy〉 auf dem Gitter Λsind, für die sxsy = −1 ist. Die Zellen ∗vi

d−1 bilden eine geshlossene (randlose) Flähe dieim Allgemeinen aus mehreren Zusammenhangskomponenten {γ1, . . . , γn} besteht. DieseKomponenten nennt man Peierlskonturen. Eine Kontur ist also eine zusammenhängendeund geshlossene Hyper�ähe auf dem dualen Gitter. Sie trennt das Innere γ̄ ⊂ Λ von sei-nem Komplement γ̄c = Λ\γ̄, dem Äusseren von γ. Zwei Konturen heissen verträglih, fallsihre Vereinigung keine zusammenhängende Menge von d− 1-Ketten ist. Eine Menge vonKonturen heisst verträglih, falls je zwei Konturen in der Menge verträglih sind. Es gibto�ensihtlih eine 1−1-Beziehung zwishen Kon�gurationen w mit +1-Randbedingungenund Mengen von verträglihen Konturen. Wir �nden folgende Abshätzungen für das d-dimensionale Ising-Modell:Lemma Die Anzahl A(n) der vershiedenen Peierlskonturen der Gröÿe n erfüllt die Un-gleihung
exp

(
n− 2d

2d− 2
log d

)

< A(n) <
n− 2

2d− 2
(3(2d− 3))n−1 . (10.30)Die untere Shranke ist leiht zu beweisen: Man betrahte eine Kette von k benahbartenGitterpunkten die bei x beginnt. Dabei gelangt man von einem Gitterpunkt zum folgendenindem man eine Gitterlänge in eine der d positiven Koordinatenrihtungen fortshreitet.O�ensihtlih erhält man d k−1 vershiedene Ketten dieser Art. Nun betrahtet man die������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 10. EINIGE EXAKTE RESULTATE 10.3. Peierls Argument 180dazu duale d-Kette. Deren Rand ist eine zusammenhängende geshlossene Kontur die xumshlieÿt. Die Gröÿe jeder Kontur ist n = (2d− 2)k +2, da sih die inneren Flähen derKettenzellen wegheben. Damit �nden wir
A(n) > dk(n)−1 = d(n−2d)/(2d−2) = exp

(
n− 2

2d− 2
log d

)

.Wir beweisen die obere Shranke in (10.30) mit ähnlihen Argumenten wie wir sie fürdas 2-dimensionale Modell benutzten. Der von x ∈ Λ ausgehende Strahl x + λe1, λ > 0shneidet eine x umshliessende Kontur γ mindestens einmal. Wir betrahten die dualeZelle ∗v1
d−1 ∈ γ mit dem gröÿten λ-Wert. Diese kann nur λ-Werte der Form −1

2
+ kmit k ∈ {1, . . . (n − 2)/(2d − 2)} annehmen. Der gröÿte Wert wird für die Säule mitGrund�ähe 1 und der Länge (n − 2)/(2d − 2) in die e1-Rihtung realisiert. Jede der

n− 1 anderen Zellen ∗vi
d−1, i = 2, . . . , n kann bezüglih seiner Vorgängerzelle höhstens 3Rihtungen einshlagen und an 2(d− 1)− 1 Seiten angeheftet werden. Multipliziert mandie kombinatorishen Faktoren, dann �ndet man die obere Shranke in (10.30).Nun argumentiert ganz ähnlih wie in 2 Dimensionen. Dabei nehmen wir an, dass

α = 4K − 2 log(6d − 9) positiv ist. Die Wahrsheinlihkeit, dass der Spin am Gitterunkt
x gleih −1 ist, kann wie folgt nah oben abgeshätzt werden:

P+[sx =−1] ≤
∑

m∈N

A(2m)e−4Km ≤ 1

ζ2

y2

(1− y)2mit y = e−α, ζ2 = 3(2d− 3)(d− 1).Diese Wahrsheinlihkeit ist kleiner als 1/2 für
y <

ζ

ζ +
√

2
oder K > 1

4
log

(

1 +

√
2

ζ

)

+ 1
2
log 3(2d− 3).In 2 Dimensionen ist ζ =

√
3 und wir �nden das frühere Resultat. In 3 Dimensionen ist

ζ = 9
√

2 und es gibt 2 Phasen für
K > 1

4
log 108 =⇒ T <

2

3 log 108
TMF ≈ 0.1424 TMF.Die Existenz von mehreren Phasen in höher-dimensionalen Modellen kann auh mit denKorrelationsungleihungen, denen wir uns jetzt zuwenden, bewiesen werden.
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KAPITEL 10. EINIGE EXAKTE RESULTATE 10.4. Korrelationsungleihungen 18110.4 KorrelationsungleihungenWir betrahten ein Spinmodell auf einem (zunähst) endlihen Gitter Λ mit V = |Λ|Gitterpunkten und dem Kon�gurationenraum
Ω =

{
w = (s1, . . . , sV )

∣
∣sx ∈ R}. (10.31)Jeder Spin kann zunähst alle reellen Werte annehmen. Die Einshränkung von sx erfolgtdurh ein apriori Wahrsheinlihkeitsmass µx für sx, dass gerade sei. Zum Beispiel gehörtzum Ising-Spin ein mit Gewihten 1

2
auf den Punkten ±1 konzentriertes apriori Mass. Wiruntersuhen ferromagnetishe Gittersysteme mit Energie

H(w) = −
∑

K⊂Λ

JKsK , wobei sK =
∏

x∈K

sx, JK ≥ 0. (10.32)Der kanonishe Erwartungswert einer Spinfunktion A(w) ist
〈A〉 =

1

Z

∫

R
V

A(w)e−βH(w)dµ(w), dµ(w) =
V∏

x=1

dµx(sx), (10.33)mit der entsprehenden Zustandssumme Z, so dass 〈1〉 = 1 gilt.Weiter betrahten wir das �doppelte� System, das aus 2 ungekoppelten Kopien desursprünglihen Systems besteht:Kon�gurationen: (w, w′) ∈ RV × RVa-priori-Mass: dµ(w, w′) = dµ(w)dµ(w′) (10.34)Energie: H(w, w′) = H(w) + H(w′).In diesem System benutzt man oft die Variablen
u =

1√
2

(
w + w′) und v =

1√
2

(
w − w′). (10.35)Es gilt nun die folgende Ungleihung von Griffiths, Kelly und Sherman:1. GKS-Ungleihung: Ist die Energiefunktion H : Ω → R ferromagnetish, so gilt dieUngleihung

〈sA〉 ≥ 0 (10.36)für alle A ⊂ Λ, wobei in A derselbe Punkt von Λ mehrfah vorkommen darf.������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 10. EINIGE EXAKTE RESULTATE 10.4. Korrelationsungleihungen 182Beweis: Wir entwikeln den Boltzmannfaktor
e−H(w) =

∞∑

n=0

1

n!

(
∑

K

JKsK

)n

=
∑

n1,...,nV

an1...nV
︸ ︷︷ ︸

≥0

sn1

1 · · · snV

Vund setzen ein,
Z · 〈sA〉 =

∑

n1,...,nV

an1...nV

∫

sm1

1 · · · smV

V dµ(s1) · · ·dµV (sV ),wobei mx = nx + (Vielfahheit von x in A) ist. Da µx als gerade vorausgesetzt wurde, istdas letzte Integral
V∏

x=1

∫

smx

x dµx(sx) =

{
0 für ungerades mx

≥ 0 sonst.Also ist 〈sa〉 als Summe von niht-negativen Termen selbst niht-negativ.Als nähstes beweisen wir dieGinibre-Ungleihung: Im doppelten System ist
〈uAvB〉 ≥ 0 (10.37)für alle A, B ⊂ Λ.Beweis: Die negative Energie

−H(w, w′) =
∑

K⊂Λ

JK

[(u + v√
2

)

K

+

(
u− v√

2

)

K

]ist ein Polynom mit positiven Koe�zienten in u und v. Wir erhalten eine ähnlihe Ent-wiklung wie im Beweis der GKS-Ungleihung (10.36). Wir müssen daher noh zeigen,dass
Imn =

∫

R
2

umvndµ(s)dµ(s′) ≥ 0ist. Dies ist klar für gerade Exponenten m und n. Ist m oder n ungerade, dann vershwin-det Imn. Dies folgt aus der Invarianz des Masses dµ(s)dµ(s′) bezüglih:
(s, s′) −→ (−s,−s′)⇐⇒ (u, v) −→ (−u, v)

(s, s′) −→ (s′, s) ⇐⇒ (u, v) −→ (u,−v).������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 10. EINIGE EXAKTE RESULTATE 10.4. Korrelationsungleihungen 183Das Mass ist also gerade in den neuen Variablen u und v und deshalb vershwindet Imnwenn m oder n ungerade ist. Als nähstes beweisen wir die2. GKS-Ungleihung: Es gilt die Ungleihung
〈sAsB〉 − 〈sA〉〈sB〉 ≥ 0 ∀A, B ⊂ Λ. (10.38)Beweis: Im doppelten System ist

〈sAsB〉 − 〈sA〉〈sB〉 =
〈
sA(sB − s′B)

〉

=
〈(u + v√

2

)

A

[(u + v√
2

)

B

−
(

u− v√
2

)

B

〉

.Der Ausdruk in den ekigen Klammern ist wieder ein Polynom in u, v mit positiven Ko-e�zienten. Mit der Ungleihung (10.37) von Ginibre folgt dann die Ungleihung (10.38).Wir betrahten nun anstelle des allgemeinenModells mit Energie (10.32) den speziellenFall von Paarwehselwirkungen,
H(w) = −

∑

〈xy〉

Jxysxsy −
∑

x

Jxsx (10.39)und setzen zunähst ferromagnetishe Kopplungen Jxy ≥ 0 voraus. Dann gilt diePerus-Ungleihung: Im doppelten System ist
〈vA〉 ≥ 0 für alle A ⊂ Λ. (10.40)Beweis: Die Transformation

(
s

s′

)

x

=
1√
2

(
1 1

1 −1

)(
u

v

)

xist eine Drehung, so dass
−H(w)−H(w′) =

∑

xy

J〈xy〉(uxuy + vxvy) +
√

2
∑

x

Jxux.Nun entwikelt man nur den Term exp(
∑

Jxyvxvy) und zeigt, dass
I =

∑R 2V

dµ(w)dµ(w′)vn1

1 · · · vnV

V exp




∑

〈xy〉

Jxyuxuy +
√

2
∑

x

Jxux



 ≥ 0
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KAPITEL 10. EINIGE EXAKTE RESULTATE 10.5. Anhang B: Di�erenzenkalkül 184ist. Da das apriori-Mass gerade in allen ux und allen vx ist, ist dieses Integral nur un-gleih Null wenn alle Exponenten nx gerade sind. Für gerade nx ist das Integral abero�ensihtlih ≥ 0.Neben den hier vorgestellten und bewiesenen Resultaten gibt es weitere Korrelations-ungleihungen, z.B. für das Produkt von 3 oder 4 Spinfunktionen. Ih verweise auf [48℄.Anwendungen: Besonders wihtig ist die 2. GKS-Ungleihung in der Form
〈sAsB〉 − 〈sA〉〈sB〉 =

∂〈sA〉
∂JB

≥ 0. (10.41)Es folgt die Monotonie der Korrelationfunktionen als Funktionen der Kopplungskonstan-ten. Insbesonders wähst 〈sA〉 monoton
• bei wahsendem äuÿeren Feld
• bei wahsender ferromagnetisher Kopplung
• bei sinkender Temperatur.Die Ungleihung (10.41) erlaubt uns, vershiedene Modelle der statistishen Mehanikmiteinander zu vergleihen. So folgt aus dem Peierlshen Argument für Systeme mitNN-Wehselwirkung dann sofort die Existenz einer spontanen Magnetisierung falls nohzusätzlihe ferromagnetishe Wehselwirkungen längerer Reihweite wirken. Diese ist so-gar gröÿer und die entsprehende kritishe Temperatur nimmt zu. Ferner ist die sponta-ne Magnetisierung eine sinkende Funktion der Temperatur. Es folgt weiter, dass ein 3-dimensionales Ising-Modell, dass durh ferromagnetishe Kopplung von 2-dimensionalenModellen entsteht, eine gröÿere Magnetisierung und damit eine höhere kritishe Tempe-ratur als das 2-dimensionale Modell hat.10.5 Anhang B: Di�erenzenkalkülBei der Behandlung von allgemeinen Gittertheorien und insbesonders der Dualitäten lohntes, den Di�erenzen-Kalkül auf dem Gitter zu kennen. Der Vollständigkeit halber erinnernwir an die De�nition und die wesentlihen Eigenshaften von Simplizial-Komplexen ineinem Euklidshen Raum1.1In dieser Vorlesung benötigen wir niht die allgemeineren Simplexe in Mannigfaltigkeiten.
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KAPITEL 10. EINIGE EXAKTE RESULTATE 10.5. Anhang B: Di�erenzenkalkül 185
b

b b

xp

x1x0

Gegeben seien a�ne unabhängige Punkte x0, x1, . . . ineinem abstrakten Raum. Ein p-Standardsimplex vp istdie konvexe Hülle
〈x0x1 . . . xp〉 =

{
x =

p
∑

i=0

λixi | λi ≥ 0,

p
∑

i=0

λi = 1
}
.Sind alle baryzentrishen Koordinaten λi positiv, soliegt x im Innern des Simplex. Ist λi = 0, so liegt xauf der Seite gegenüber dem Vertex xi.Ein 0-Simplex 〈x0〉 ist ein Punkt, ein 1−Simplex 〈x0x1〉 eine Streke, ein 2−Simplex

〈x0x1x2〉 ein Dreiek und ein 3-Simplex 〈x0x1x2x3〉 ein Tetrahedron. Ein orientierter p-Simplex ändert das Vorzeihen bei einer Orientierungsänderung: Ist π eine Permutationvon p Elementen, so ist
〈
π(x0) . . . π(xp)

〉
= sign(π)〈x0 . . . xp〉. (B.1)Der j-Seite eines Simplex ist die Menge de�niert durh λj = 0. Sie ist gleih dem xj ge-genüberliegenden Ober�ähenstük. Die 2 Seiten des 1-Simplex 〈x0x1〉 sind die Punkte (0-Simplexe) x0 und x1, die 3 Seiten eines 2-Simplex 〈x0x1x2〉 die drei Streken (1-Simplexe)

〈x0x1〉, 〈x1x2〉 und 〈x2x0〉 usw.
p-Simplexe sind spezielle p-Zellen, also p-dimensionale konvexe Polyeder vp im R d. EinZellkomplex K ist eine Menge von Zellen {v1

p, v
2
p, . . .}, so dass

• Jede Seite einer Zelle eine Zelle ist.
• Die Shnittmenge zweier Zellen vi

p und vj
p entweder leer oder eine gemeinsame Seiteder beiden Zellen ist.Eine Simplizial-Komplex ist ein Zellkomplex, dessen Zellen Simplexe sind. Hier sind ins-besonders Zellkomplexe, die zu einem Raumgitter gehören von Interesse. Die Anzahl

p-dimensionaler orientierter Zellen des endlihen Gitters (Punkte, Kanten, Plaquetten,Kuben,...) sei Np. Die geometrishen Objekte eines Zellkomplexes sind formale endliheSummen von p-Zellen,
φp =

Np∑

i=1

ϕiv
i
p, (B.2)und werden p−Ketten genannt. Die Koe�zienten ϕi sind Elemente einer additiv geshrie-benen Abelshen Gruppe G. Sie sind die Stärke des Feldes φp in der Zelle vi

p, analog zum������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 10. EINIGE EXAKTE RESULTATE 10.5. Anhang B: Di�erenzenkalkül 186Wert eines Skalarfeldes in einem Punkt. Eine alternative Shreibweise für die Ketten einesSimplizialkomplexes ist
φ0 =

∑

i

ϕi〈xi〉

φ1 =
1

2

∑

ij

ϕij〈xixj〉 (B.3)
φ2 =

1

3!

∑

ijk

ϕijk〈xixjxk〉 . . . .Wegen (B.1) sind die ϕij , ϕijk, . . . antisymmetrish in ihren Indizes,
ϕπ(i1)...π(ip) = sign (π)ϕ i1,...,ip.Die Kettengruppe Cp(G) ist die freie Abelshe Gruppe über p-Zellen. Gehören die Zellen zueinem Gitter Λ, so shreiben wir oft Cp(Λ,G) für die Kettengruppe. Der Körper |K| einesKomplexes K ist die Vereinigung aller Zellen. Ist eine Menge der Körper eines Simplizi-alkompexes K, dann nennt man K eine Triangulation dieser Menge. Die Triangulationeiner endlihen Menge S von Punkten im R d ist der Simplizialkomplex K mit |K| = onv.Hülle (S). Jede p-Zelle hat eine Simplizialzerlegung, so dass Simplexe die fundamentalenBausteine von Zellen sind.Rand und Co-Rand: Im folgenden werden der Randoperator und sein adjungierterOperator, der Co-Randoperator eine wihtige Rolle spielen. Der Randoperator ordneteiner Kette von Zellen den orientierten Rand zu,

∂ : Cp(G) −→ Cp−1(G). (B.4)Für einen orientierte p-Zelle ist
∂vi

p =
∑

j

[vi
p : vj

p−1] v
j
p−1, (B.5)wobei die Inzidenzmatrix wie folgt de�niert ist:

[vi
p : vj

p−1] =

{

±1 falls vj
p−1 ⊂ vi

p

0 sonst. (B.6)Das Plus- oder Minuszeihen berüksihtigt die relative Orientierung der beiden Zellen.
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KAPITEL 10. EINIGE EXAKTE RESULTATE 10.5. Anhang B: Di�erenzenkalkül 187Für ein p-Simplex ist der Rand gegeben durh
∂〈x0 . . . xp〉 =

p
∑

0

(−)j〈x0 . . . x̌j . . . xp〉 (B.7)Die De�nition (B.7) für Simplexe impliziert die De�nition (B.6) für allgemeinere Zellen.Um dies einzusehen wähle man eine Simplizialzerlegung der Zelle.Das Bild von ∂ ist ein orientierter Rand. Ist 〈x0x1〉 die orientierte Linie von x0 zu x1,dann ist ihr Rand gleih dem Endpunkt minus dem Anfangspunkt. Ist 〈x0x1x2〉 ein orien-tiertes Dreiek, dann ist sein Rand die Summe der orientierten Linien 〈x1x2〉 − 〈x0x2〉 +
〈x0x1〉. Der Randoperator ∂ wird linear auf Ketten ausgedehnt,

∂φp =
∑

φi∂vi
p.Zum Beispiel ist der Rand der 1- und 2−Ketten eines Simplizialkomplexes

∂φ1 =
1

2

∑

ij

φij

(
〈xj〉 − 〈xi〉

)
=
∑

i<j

φij

(
〈xj〉 − 〈xi〉

)

∂φ2 =
1

3!

∑

ijk

φijk

(
〈xjxk〉 − 〈xixk〉+ 〈xixj〉

)

=
∑

i<j<k

φijk

(
〈xjxk〉 − 〈xixk〉+ 〈xixj〉

)
.Der Randoperator ist nilpotent,

∂∂ = 0, (B.8)und der Rand eines Randes gleih Null. Es genügt, dies für Simplexe zu beweisen,
∂∂〈x0x1x2 . . . xp〉 = ∂

(
∑

j

(−)j〈x0 . . . x̌j . . . xp〉
)

=
∑

k<j

(−)j+k〈x0 . . . x̌k . . . x̌j . . . xp〉 (B.9)
−

∑

k>j

(−)j+k〈x0 . . . x̌j . . . x̌k . . . xp〉 = 0.Der Co-Rand d ist eine lineare Abbildung von Cp nah Cp+1. Wenden wir d auf eine p-Zelle
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vp an, so erhalten wir die Summe derjenigen p + 1-Zellen, deren Rand +vp enthält,

dvi
p =

∑

j

[vj
p+1 : vi

p] v
j
p+1. (B.10)Hier ist wieder das Vorzeihen wihtig.

y

y

x0

x1

Zum Beispiel ist der Co-Rand eines SimplexSimplex 〈x0 . . . xp〉 die Kette
∑

y:〈yx0...xp〉

〈yx0x1 . . . xp〉. (B.11)Summiert wird hier über alle y, für die
〈yx0 . . . xp〉 ein p + 1-Simplex ist. Beim Drei-eksgitter ist d〈x0x1〉 die Summe von zweiDreieken.Genauso wie der Randoperator ist der Co-Randoperator nilpotent,

dd = 0. (B.12)Für Standardsimplexe ist der Beweis relativ einfah:
dd〈x0x1 . . . xp〉 =

∑

y,y′:〈y′yx0...xp〉

〈y′yx0 . . . xp〉 = 0,da sih 〈yy′ . . .〉 und 〈y′y . . .〉 = −〈yy′ . . .〉 in der Summe wegheben. Später werden wirsehen, dass d der zu ∂ adjungierte Operator ist. Aus ∂∂ = 0 folgt dann sofort dd = 0 fürbeliebige Ketten.Wir notieren die expliziten Formeln für 0 und 1-Ketten von Simplizialkomplexen. Eine
0-Kette (Skalarfeld) φ0 =

∑
φx〈x〉 hat den Co-Rand

dφ0 =
∑

x

φx

∑

y:〈yx〉

〈yx〉 =
∑

〈xy〉

(φx − φy)〈yx〉. (B.13)Er ist der Di�erenziengradient von φ0. Für eine 1-Kette (Vektorfeld) φ1 ist
dφ1 =

∑

〈xy〉

φxy

∑

z:〈zxy〉

〈zxy〉 =
∑

〈xyz〉

(φxy − φzy + φzy)〈zxy〉 (B.14)
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KAPITEL 10. EINIGE EXAKTE RESULTATE 10.5. Anhang B: Di�erenzenkalkül 189Die Divergenz einer 1-Kette erhält man mit dem Randoperator. Man �ndet
∂φ1 =

∑

〈yx〉

φyx∂〈yx〉 =
∑

〈yx〉

φyx

(
〈x〉 − 〈y〉

)
=
∑

x

〈x〉
∑

y:〈yx〉

φxy. (B.15)Der Koe�zient von 〈x〉 ist minus der Di�erenzen-Divergenz am Punkt x. Wir erwarten,dass ∂d proportional zum Laplae-Operator sein sollte. Für eine 0-Zelle gilt zum Beispiel,
∂dφ0 = δ

(
∑

x

∑

y:〈yx〉

φx〈yx〉
)

=
∑

x

〈x〉
(

qφx −
∑

y:〈yx〉

φy

)

= −
∑

x

(△φ0)(x)〈x〉, (B.16)wobei q die Anzahl 1-Simplexe ist, die x als Randpunkt haben. Für einen Zellkomplex ist
∂dφ0 =

∑

jk

φi[v
j
1 : vi

0][v
j
1 : vk

0 ]v
k
0 . (B.17)Für 0-Ketten aus C0(Λ,G) �ndet man wieder die Formel (B.16), wobei q die Anzahlnähster Nahbarn von x ist und über alle nähsten Nahbarn y von x summiert wird.Für das 2−dimensionale Wabengitter ist q = 3, das quadratsihe Gitter q = 4 und dasDreieksgitter q = 6.Satz von Stokes: Wir geben hier das diskrete Gegenstük zum Stokesshen Satzes imKontinuum an. Dazu betrahten wir einen orientierten Weg C auf dem Gitter Λ, der zweiPunkte a, b ∈ Λ verbindet,

C = 〈x0x1〉+ 〈x1x2〉+ . . . + 〈xn−1xn〉, 〈xixi+1〉 ∈ K, (B.18)wobei x0 = a und xn = b sein soll. O�ensihtlih ist ∂C = 〈b〉 − 〈a〉. Wir wollen anneh-men, das der Weg sih niht selbst shneidet. Dem Wegintegral in der Kontinuumstheorieentspriht folgende Formel für eine 1-Kette,
(
φ, C

)
≡ φ(C) =

∑

〈xy〉∈C

φxy, (B.19)wobei wir auf der linken Seite das in beiden Argumenten innere Produkt
(
vi

p, v
j
q

)
= δijδpq (B.20)einführten. Für zwei orientiert Simplexe, die als Mengen gleih sind aber eine andere������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 10. EINIGE EXAKTE RESULTATE 10.5. Anhang B: Di�erenzenkalkül 190Orientierung haben, ist das innere Produkt −1. Für zwei Kanten gilt zum Beispiel
(
〈xy〉, 〈uv〉

)
= δ(x, u)δ(y, v)− δ(x, v)δ(y, u). (B.21)Nun betrahten wir (dφ, C) für ein beliebiges Skalarfeld (1-Kette),

(
dφ, C

)
=

n−1∑

i=0

(
φxi+1

− φxi

)
= φb − φa (B.22)wobei wir x0 = a und xn = b berüksihtigten. Sind a und b nähste Nahbarn auf einemGitter Λ, dann ist

(dφ, 〈ab〉) = φb − φagenau die Form der Wehselwirkung für ein Ising-artigtes Spinmodell.Da andererseits ∂C = 〈b〉 − 〈a〉 gilt, folgt unmittelbar der Stokessher Satz
(
dφ, C

)
=
(
φ, ∂C

)
. (B.23)Es sein nun S eine orientierte Flähe im Gitter. Damit meinen wir eine Kette aus ori-entierten 2−Zellen mit gemeinsamen Seiten und derart orientiert, dass sih die innerenRänder wegheben,

S =
∑

i∈I

vi
2, ∂S =

∑

i∈I,k

[vi
2 : vk

1 ] v
k
1 . (B.24)Die Flähe S brauht keineswegs eben zu sein. Es sei nun

φ =
∑

j

φjv
j
1, dφ =

∑

jk

φj [v
k
2 : vj

1] v
k
2 .eine beiliebige 1-Kette. Dann sind

(
dφ,S

)
=

∑

i∈I

∑

j,k

φj

(
[vk

2 : vj
1] v

k
2 , v

i
2

)
=
∑

i∈I,j

φj [v
i
2 : vj

1]

(
φ, ∂S

)
=

∑

j

∑

i∈I,k

φj

(
vj
1, [v

i
2 : vk

1 ] v
k
1

)
=
∑

i∈I,j

φj [v
i
2 : vj

1]o�ensihtlih gleih und es folgt der Stokesshe Satz
(dφ, S) = (φ, ∂S). (B.25)������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 10. EINIGE EXAKTE RESULTATE 10.5. Anhang B: Di�erenzenkalkül 191In der folgenden Abbildung ist der Satz für ein Simplizialkomplex illustriert.
x, y′

y, x′

z

z′

v

w

Im Beitrag der beiden shra�erten Dreiekezu (dφ,S) heben sih φxy und φx′y′ = −φxygegenseitig weg. Ganz analog heben sih füralle inneren Kanten 〈xy〉 die Beiträge φxyweg. Es bleiben nur φxy für Kanten 〈xy〉 aufdem Rand ∂S übrig.Ist S = P eine Plaquette auf einem kubishen Gitter, dann ist
(dφ, P ) = (φ, ∂P ) =

∑

〈xy〉∈∂P

φxyder Wilsonshe Term in Gittereihtheorien. Addieren wir zu φ den Co-Rand eines Feldes
χ, so ändert sih der Term niht,

(dφ′, P ) =
(
d(φ + dχ), P

)
= (dφ, P ).Der Satz von Stokes ist ein Spezialfall eines allgemeineren Satzes für eine p-Kette φpund ein p− 1-Kette χp−1. Für den Beweis notieren wir, dass

(
dvi

p, v
j
p+1

)
=
(
vi

p, ∂vj
p+1

) (B.26)gilt. In der Tat, mit Hilfe von (B.10) und (B.18) �ndet man für die linke Seite
(
∑

k

[vk
p+1 : vi

p] v
k
p+1, v

j
p+1

)

= [vj
p+1 : vi

p],und mit (B.5) für die rehte Seite
(

vi
p,
∑

k

[vj
p+1 : vk

p ] v
k
p

)

= [vj
p+1 : vi

p].Also ist d der zu ∂ adjungierte Operator auf den Zellen. Wegen der Bilinearität des innerenProduktes gilt dann für beliebige Ketten φp und χp−1 die Formel
(
dφp, χp+1

)
=
(
φp, ∂χp+1

)
. (B.27)Wählt man hier für χp+1 ein Weg oder eine Flähe auf dem Gitter, so erhält man dieentsprehenden Sätze von Stokes.Dualität:Die 0-Zellen des zu K dualen Komplexes K∗ sind die d-Zellen des Komplexes������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 10. EINIGE EXAKTE RESULTATE 10.5. Anhang B: Di�erenzenkalkül 192
K ⊂ R d. Zwei Knoten ∗vi

0,
∗vj

0 sind genau dann Randpunkte derselben 1-Zelle, wenn dieentsprehenden d-Zellen vi
d und vj

d eine gemeinsame Seite haben. Es sei V ein Volumen desGitters Λ, also eine d-Kette aus orientierten d-Zellen mit gemeinsamen Seiten und derartorientiert, dass sih die inneren Seiten wegheben. Unter der Dualitätstransformation gehtdieses d-dimensionale Volumen V ⊂ En über in die duale 0-Kette
V =

∑

i∈V

vi
d −→ V ∗ =

∑

i∈V

∗vi
0. (B.28)Mit i ∈ V meinen wir, dass die d-dimensionale Zelle vi

d in V liegt. Der Co-Rand des dualenVolumens ist
dV ∗ =

∑

j

∑

i∈V

[∗vj
1 :∗ vi

0]
∗vj

1,und deshalb gilt für eine 1-Kette auf dem dualen Gitter, φ∗
1 =

∑

i φ∗
iv

i
1, folgende Identität

( ∗φ1, dV ∗) =
∑

j

∑

i∈V

φi[
∗vj

1 :∗ vi
0].Sind beide Endpunkte von ∗vj

1 im Volumen V , dann heben sih die entsprehenden Termein der Summe weg und wir erhalten die Summe der Amplituden φi derjenigen Kanten,die den Rand des Volumen V durhstoÿen.
b

b

b

b

b

b

Zum Beispiel ist für einen Simplizialkomplex
(φ∗

1, dV ∗) =
∑

〈ij〉∈V c×V

φij.In der nebenstehenden Figur ist die Situation füreinen 2-dimensionalen Simplizialkomplex gezeigt.Ein Index von φij gehört zu einem Knoten auÿer-halb V und der andere zu einem innerhalb V .Nun ist es einfah zu beweisen, dass
(
φ∗

1, dV ∗
)

= (∂φ∗
1, V

∗) (B.29)gilt. Dies ist das duale Divergenztheorem. Allgemeiner maht man beim Übergang voneinem Gitter Λ ⊂ R d zum dualen Gitter die folgenden Identi�kation für die Erzeugenden
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KAPITEL 10. EINIGE EXAKTE RESULTATE 10.5. Anhang B: Di�erenzenkalkül 193der Kettengruppen C(Λ,G) und C∗(Λ∗,G):
vi

p ←→ ∗vi
d−p

[vi
p : vj

p−1] ←→ [∗vj
d−p+1 :∗ vi

d−p]. (B.30)Wir wollen hier annehmen, dass das ursprünglihe Gitter eine Triangulation einer ge-shlossenen und orientierbaren Mannigfaltigkeit, zum Beispiel des d-dimensionalen Torus,sei. Dann sind die v∗
p ebenfalls Zellen eines Gitters.Jeder p-Kette wird also eine duale d− p-Kette zugeordnet,

φp =
∑

i

φiv
i
p −→ ∗φp =

∑

i

φ∗
iv

i
d−p. (B.31)Mit dem entsprehenden inneren Produkt für die dualen Ketten,

(∗
vi

p,
∗vj

q

)
= δijδpq (B.32)ist die Dualitätstransformation �längenerhaltend�,

(
φp, χq

)
=
(
∗φd−p,

∗χd−q

)
, (B.33)Daraus folgen sofort die wihtige Formeln

∗d ∗ = ∂ und ∗∂ ∗ = d. (B.34)Der Randoperator geht in den Co-Randoperator über und umgekehrt,
∂φp =

∑

ij

φi[v
i
p : vj

p−1] v
j
p−1

∗←→
∑

ij

φi[
∗vj

d−p+1 :∗ vi
d−p]

∗vj
d−p+1 = d ∗φd−p

dφp =
∑

φij[v
j
p+1 : vi

p] v
j
p+1

∗←→
∑

ij

φi[
∗vi

d−p :∗ vj
d−p−1]

∗vj
d−p−1 = ∂ ∗φd−p.und (B.27) geht über in

(
∂ ∗φp,

∗χp−1

)
=
(
∗φp, d

∗χp−1

) (B.35)Das Divergenztheorem (B.2) ist ein Spezialfall dieser allgemeineren Formel.Hodge-Komplex: Oft hat man im unterliegenden Euklidshen Raum p-Formen, dieüber Simplexe, Zellen oder Ketten integriert werden können. Wir wollen hier kurz an diewihtigsten Eigenshaften von p-Formen und insbesondere an die Integralsätze erinnern.Es sei M eine di�erenzierbare Mannigfaltigkeit und f : R d →M di�erenzierbar. In lokalenKoordinaten sei xi = f(t1, . . . , td). Im Allgemeinen wird f allerdings kein Di�eomorphis-������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 10. EINIGE EXAKTE RESULTATE 10.5. Anhang B: Di�erenzenkalkül 194mus sein. Das Bild σp = f(vp) ⊂ M der Zelle vp ⊂ R d ist dann eine Zelle in M . Es istam einfahsten mit einem simplizialen Komplex zu arbeiten. Dann sind die σp Simplexein M . Wir wollen immer voraussetzen, dass f(vp) in einer Karte von M liegt.Es sei ω eine di�erenzierbare p-Form in M . In lokalen Koordinaten hat sie die Form
ω =

1

p!

d∑

i1,...,ip=1

ωi1...ip(x)dxi1 ∧ . . . ∧ dxip .Diese Form kann über einen p-Simplex σp integriert werden,
∫

σp

ω =
1

p!

∫

vp

ωi1...ip

∂(xi1 . . . xip)

∂(t1 . . . tp)
dt1 . . . dtp =

∫

vp

f ∗(ω). (B.36)Diese De�nition ist natürlih unabhängig von der gewählten Karte in M . Für ein p-Form
ω ist das Integral über die p Kette cp = f(φp) =

∑
φiσ

i
p durh

∫

cp

ω =
∑

φi

∫

σi
p

ω (B.37)de�niert. Es gilt zudem der wihtigeSatz [Stokes℄ Es sei ωp−1 eine p−1-Form und cp eine p−Kette in M . Dann gilt
∫

cp

d ωp−1 =

∫

∂cp

ωp−1. (B.38)Wir betrahten die einfahsten Beispiele für welhe M = R d und f = 1 ist:Es sei ω0(x) eine 0-Form, also eine di�erenzierbare Funktion, und v1 = 〈x0x1) ein 1−Simplex.Dann gilt
∫

σ1

dω0 =

∫

∂σ1

ω0 = ω0〈x1)− ω0〈x0)Für eine 1-Form ω1 =
∑

ωidxi und einen 2-Simplex σ2 = 〈x0x1x2) gilt entsprehend
∫

σ2

dω1 (B.9)
=

∫

〈x1x2)

ω1 −
∫

〈x0x2)

ω1 +

∫

〈x1x2)

ω1.Dies ist aber gerade der bekannte Integralsatz von Stokes in der Formensprahe.Ist nun ωp eine geshlossene p-Form, dωp = 0, dann folgt unmittelbar
∫

∂cp+1

ωp =

∫

cp+1

dωp = 0. (B.39)������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 10. EINIGE EXAKTE RESULTATE 10.5. Anhang B: Di�erenzenkalkül 195Die Menge aller geshlossenen p-Formen bezeihnen wir mit Ḟ . Untersheiden sih zweiKetten nur um einen Rand, cp − c′p = ∂cp+1, dann gilt für jede geshlossene p-Form
∫

cp

ωp =

∫

c′p

ωp, ωp ∈ Ḟ p(M), cp − c′p ∈ ∂Cp+1. (B.40)Eine Kette cp heisst Zyklus, wenn sie keinen Rand hat, ∂cp = 0. Die Menge aller p-Zyklenbezeihnen wir mit Ċp(M). Jeder Rand ist ein Zyklus, ∂Cp+1(M) ⊂ Ċp(M). Ist nun ωpexakt, ωp = dαp−1, dann gilt für jeden Zyklus
∫

cp

ωp =

∫

cp

dαp−1 =

∫

∂cp

αp−1 = 0. (B.41)Die exakten p−Formen bezeihnen wir mit dF p−1. Untersheiden sih zwei p-Formen umeine exakte Form, ωp − ω′p = dαp−1, dann gilt für jeden Zyklus
∫

cp

ωp =

∫

cp

ω′p, cp ∈ Ċp, ωp − ω′p ∈ dF p−1. (B.42)Zusammengefasst können wir folgendes sagen: ist ωp eine geshlossene p−Form und cp einZyklus, dann gilt
∫

cp

ωp =

∫

cp+∂cp+1

(
ωp + dωp−1

)
. (B.43)Identi�ziert man zwei Zyklen, wenn sie sih um einen Rand untersheiden und zwei ge-shlossene Formen, wenn sie sih um eine exakte Form untersheiden, dann gelangt manzu der Homologiegruppen und den de Rhamshen Gruppen,

Hp(M) = Ċp(M)/∂Cp+1(M)

Rp(M) = Ḟ p(M)/dF p−1(M). (B.44)Das Integral ∫
cp

ωp hängt nur von den Klassen von ωp in Ḟ p und von cp in Ċp ab und wirerhalten den Komplex
Cd

∂−→ Cd−1
∂−→ . . .

∂−→ C2
∂−→ C1

∂−→ C0
∂−→ 0

F 0 d−→ F 1 d−→ . . .
d−→ F d−2 d−→ F d−1 d−→ F d d−→ 0. (B.45)Dies sind exakte Sequenzen wenn das Bild von ∂ (d) genau dem Kern von ∂ (d) ist. Istdie erste Sequenz in (B.45) exakt, so sind alle Homologiegruppen trivial, ist die zweiteSequenz exakt, dann sind alle de Rhamshen Gruppen trivial.������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II


