Kapitel 10

Einige exakte Resultate

In diesem Kapitel besprechen wir einige wichtige exakte Resultate iiber diskrete Gitter-
modelle. Wir beginnen mit den erstaunliche Dualitdtstransformationen, die zwei Gitter-
modelle ineinander transformieren. Diese Transformationen existiert auch fiir Abelsche
Eichtheorien und einfache (supersymmetrische) Feldtheorien. Danach wird das Peierlsche
Argument fiir die Existenz einer geordneten Phase in ferromagnetischen Systemen in 2
oder mehr Dimensionen bei tiefen Temperaturen besprochen. Nach einer Diskussion der
hilfreichen Korrelationsungleichungen findet sich im Anhang eine kurze Einfiihrung in den
Differenzenkalkiil auf Gittern, einer diskreten Version des dufleren Kalkiils.

10.1 Dualitat fiir das 2d Ising-Modell

KRAMERS und WANNIER [46] fanden 1941 eine Transformation, welche das 2d-Ising-
Modell mit (3, h = 0) auf ein 2d-Ising-Modell mit (8*, h = 0) abbildet. Dabei ist die Tem-
peratur 7™ eine monoton abnehmende Funktion der Temperatur 7' des urspriinglichen
Modells und die Hochtemperaturphase geht iiber in die Tieftemperaturphase. Diese in-
teressante Dualitdtstransformation fithrt auf neue Einsichten iiber die Dynamik des Ising-
Modells. Sie kann auf beinahe alle Abelschen Theorien, auch in héheren Dimensionen,
verallgemeinert werden. Zum Beispiel auf Theorien mit Symmetriegruppen Zy, R, U(1).
Nicht immer ist die duale Theorie gleich der urspriinglichen mit anderen Parametern, d.h.
nicht jede Abelsche Theorie ist selbstdual. Oft ist die duale Theorie wesentlich kompli-
zierter als die urspriingliche. Leider ist es viel schwieriger, Dualitdtstransformationen fiir
nicht-Abelsche Theorien zu finden. Eine schone Einfiihrung in Dualitdten in Feldtheorien
und der statistischen Mechanik findet sich im Ubersichtsartikel von R. SAVIT [44].

Wir beginnen mit der graphischen Entwicklung der Zustandssumme fiir hohe Tempe-
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raturen,

£=0

= (cosh K)"2" ZUL(Q) = (cosh K)72" Z anz(g)/z’ (10.1)
g G =z

w

Z = (cosh K)PZ H (14 vsgsy) = (COShK)PQVZg[UZ
(zy)

wobei G die Menge der Hochtemperaturgraphen (geschlossene Graphen, Graphen mit
lauter geraden Vertices) ist und n,(G) die Anzahl der am Vertex x endenden Linien des
Graphen G. In zwei Dimensionen ist n, € {0,2,4}. Nun kommt die wichtige Beobachtung,
dass diese Summe als Zustandssumme auf dem dualen Gitter interpretiert werden kann.

J : l : l : l : l : L Das duale Gitter A* ist das Gitter mit
: Vertices in den Mittelpunkten der Zellen

,,,,, O O O O O des urspriinglichen Gitters A. Die Varia-
—— o ¢ ¢—o o blen n, sind auf den Punkten des Gitters
..... ot ot et o] of| . Adefiniert. Nun kénnen wir jedem Gra-
_‘;‘2 5 .2 S .4 : 7 § o— phen duale Variablen o,, r € A* wie
..... ot ool ol of| o folgt mordnen: o0, = —1 falls der
P é ° T ¢ ® o Graph G die Linie von r nach s auf
..... O+ O O+ O+ O+ d‘em 'duale:n Gitter schneide.t. Schneiden
e )\ )\ : . e sie sich nicht, so setzen wir 0,0, = 1.
.... o O_|'_\O_|_ o Der Graph G definiert ein Gebiet X auf
; ; dem dualen Gitter. Spins o, ,innerhalb®

und ,auferhalb® des Gebiets X haben

rcA* G=0X zcA verschiedene Vorzeichen.

Zu jedem Graphen gehoren 2 Konfigurationen w* und —w* auf dem dualen Gitter. Es
sein nun p(z) die Plaquette des dualen Gitters mit dem Gitterpunkt x € A im Zentrum
und den Eckpunkten 1,2,3 und 4. Dann ist

1
Ny =2 — 5(0102 + 0903 + 0304 + 0401) =2 iap(x). (10.2)

Setzen wir dies in die Zustandssumme (10.1) ein und beriicksichtigen, dass w* und —w*
zum selben Graphen gehoren und jede duale Linie zu zwei Plaquetten gehort, dann folgt

1 —0 x
7z = §(coshK)P2V%;1;[(v-v P )/4)
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1

= §(COShK)2V(2U)VZU_%Z<TS> Oros (10.3)
1 *

= 5(2sinh K cosh k)" )~ 1),

w

wobei H die Energie des Ising-Modells ist und wir v = exp(—2K*) beziehungsweise
K* = —% log tanh K gesetzt haben. Diese Beziehung zwischen K und K* kann wie folgt
umgeformt werden,

2sinh 2K* = %" — ™" = — —v = coth K — tanh K = .
sin e e S —v=co an SOk
Die Beziehung zwischen K und K* hat also die symmetrische Form
sinh 2K - sinh 2K™ = 1. (10.4)
K* Die Gleichung (10.4) sollte als Bezie-

hung zwischen der Temperatur 7' des
Ising-Modells auf dem Gitter A und der
Temperatur T des Ising-Modells auf dem
dualen Gitter A* interpretiert werden.
Die Beziehung K <« K* ist symmetrisch
und reziprok: wenn K monoton von 0
------------ . nach oo wiéchst, so fillt K* monoton von
oo nach 0. Die Abbildung links zeigt die
monoton fallende Funktion K*(K) und
den Fixpunkt der Abbildung K — K*.

Weiterhin ist

5 (10.4) sinh2K

: 1. .
smhKcoshK—§smh2K:>(2smhKcoshK) = Lok

und wegen (10.3) fithrt dies auf die Dualitétsrelation

Z(K) 1 Z(K7)
(sinh 2K)V/2 2 (sinh 2K*)V/2°

(10.5)

Wenn wir nun annehmen, dass die freie Energiedichte reell-analytisch ist fiir 7" > 0, bis
auf eine einzige kritische Temperatur 7., dann ist K. die Losung der Gleichung K = K*,
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also von
1
sinh 2K, = +1 = K, = &7 log (1 + V2) & £0.4407.

Die negative Losung entspricht dem antiferromagnetischen Fall J < 0. Fiir das ferroma-
gnetische System ist die kritische Temperatur

B 2J
B log (1 + \/5)

Hétte das Ising-Modell mehrere kritische Punkte, dann wiirde die Dualitédtsrelation (10.5)
nicht mehr alle kritischen Temperaturen bestimmen, sondern nur noch Relationen zwi-

~ 2.2692J ~ 0.5673 Ta. (10.6)

schen Paaren von kritischen Temperaturen.
Wir geben eine zweite, mehr algebraische Herleitung der Dualitatsrelation, welche sich
leichter auf andere Systeme verallgemeinern ldsst. Wir schreiben

7 = Z H (coshK + sinthxsy Z H ch sxsy , (10.7)

{s} (zy) {s} (zy) k

wobei ¢o(K) = cosh K und ¢;(K) = sinh K eingefiihrt wurden. Wir werden hier auf ein
zweiwertiges Feld gefiihrt, das jeder Linie ¢ = (zy) die Zahl 0 oder 1 zuordnet,

ko = kyy € {0,1}.

Fiir eine feste Belegung {k} der Links ist der Beitrag zur Zustandssumme

k k
2)) CRUTEREIES | EREED M) (S

{s} « {s}
H%, ZHsa’“
(zy) {s} =

wobei Ok(x) = >_ .y kuy eingefithrt wurde. Fiir jede ganze Zahl k ist

0 n ungerade,

S sn=26(n), 52(n):{1 n gerade (10.8)

und die Summe iiber die Spinkonfigurationen kann leicht ausgefiihrt werden. Damit er-
halten wir folgende Formel fiir die Zustandssumme in beliebigen Dimensionen

Z =2 T e () T ] 62(0k(x)). (10.9)

{k} ¢
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Jede Linie ¢ = (xy) auf dem Gitter ist mit einem k, € {0, 1} belegt. Die Variable

Ok(x) = Y ki

L:xedl

kann einen der Werte 0, 1, 2,3 oder 4 annehmen. 0k ist die Divergenz des ,Vektorfeldes*
k¢. Nun ordnen wir einer Belegung ¢ — k;, der Linien zwischen nichsten Nachbarn eine
Konfiguration {o,|r € A*} mit o, € {£1} auf dem dualen Gitter zu. Schneidet die Linie
(rs) zwischen den néchsten Nachbarn r, s auf dem dualen Gitter die Linie ¢, so setzen wir

1
ky = 5(1 — 0,05). (10.10)

Fiir parallele Spins auf den Gitterplatzen r und s ist k, = 0, fiir antiparallele Spins 1. Es
folgt die Relation

amwzz—%%@%
wobei o,(z) in (10.2) eingefithrt wurde. Die rechte Seite ist immer gerade, so dass alle
d-Bedingungen in (10.9) automatisch erfiillt sind. Die Transformation (10.10) liefert alle
Belegungen der Links mit geraden Divergenzen.

Die Summe iiber die {k}-Konfigurationen wird zur Summe iiber die Spinkonfiguratio-
nen auf dem dualen Gitter. Allerdings miissen wir dabei beriicksichtigen, dass {o} und
{—0c} zur selben {k}-Konfiguration gehéren. Da zu jeder Linie ¢ genau eine Linie (rs)
auf dem dualen Gitter gehort, ist das Produkt iiber alle ¢ gleich dem Produkt iiber alle
néchste Nachbarn Paare (rs) auf dem dualen Gitter und

1
7 = 5 2V ; H C(l—crrcrs)/2(K)

Nun formen wir ¢;(K’) noch um:

cr(K) = cosh K eFlostanh K

(10.10) (cosh K sinh K)'/? exp (—30,0,logtanh K ) .

Eingesetzt ergibt sich

1 1
7z = 5(2 cosh K sinh K)" {X;exp < —3 logtanhK;a,,%)

1
= §(sinh 2K*)7Y Zexp <K* Z 07,08) (10.11)
{o} (rs)
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mit K* = —% log tanh K. Wir finden also wieder unser friitheres Resultat mit allen Kon-
sequenzen.

Die letzte Umschreibung der Zustandssumme ldsst sich nun relativ leicht verallgemei-
nern um die Frage nach der Interpretation der Variablen o, auf dem dualen Gitter zu
beantworten. Dazu berechnen wir die Zweipunktfunktion des dualen Modells,

(0,05) = = Z 0,04 €XP (K Z 0p0q>

{o}

Die Zustandssumme Z(K*) im Nenner wurde schon ,dualisiert“ und braucht nicht weiter
betrachtet zu werden. Wir schreiben den Zéhler um,

Lps = Z 0,04 €XP (K Z Up0q>

{o}
= ZO’TUSHZCk )(opoy) k,
{o}

wobei das Produkt iiber alle nichste Nachbarn-Paare auf A* zu nehmen ist. Die weitere
Rechnung ist eine leichte Modifikation der obigen Manipulation und ergibt

Zyg =2 [ che(B*) 62 (1 + Ok(r)) 82 (1 + k(s Haz Ok(p (10.12)
{ky

wobei der Strich am letzten Produktzeichen das Produkt iiber alle Gitterpunkte des dualen
Gitters mit Ausnahme von r und s anzeigen soll. Wir mochten wieder eine Darstellung
der k finden, so dass die Bedingungen an die Divergenz Ok in (10.12) erfiillt sind. Die
Darstellung (10.10) erfiillt diese Forderung nicht.

AL l i xi//*gL Um zu einer Darstellung zu gelangen, verbin-
“C

, den wir die Punkte r und s mit einem belie-
—e ® ® y‘ *— bigen Weg *C auf dem dualen Gitter. Dann
wihlen wir folgende Darstellung fiir die & :
—@ L @ @ o— k*gz{%(]-_sxsy) *€¢*C
5 %(1 + s,8,) € *C.
—@ L 4 L 4 L 4 *—
Fall also (zy) den Weg *C schneidet, so wihlen
wir eine andere Transformationsregel.

A. Wipf, Quantenfeldtheorie 11



KAPITEL 10. EINIGE EXAKTE RESULTATE 10.2. Dualitét fiir das 3d Ising-Modell 172

Mit dieser Darstellung ist 0k auf allen Gitterpldtzen von A* eine gerade Zahl, mit Aus-
nahme der Punkte 7, s, wo Ok ungerade ist. Eingesetzt in (10.12) erhalten wir

QVZ H Cl14susy)/2 (I H Cl1—spsy)/2(K")

{s} (zy)eC (zy)gC

wobei C die Menge aller Kanten auf dem Gitter A ist, die den Weg *C schneiden. Nach einer
dahnlichen Umformung wie oberhalb von (10.11) gelangen wir zu folgender Darstellung

1, . _
s = §(s1nh2K) v Zexp (Znysxsy) (10.13)

{s} (zy)

Im Exponenten wird iiber alle nichste-Nachbarn Paare auf A summiert. Die Kopplung
zwischen nichsten Nachbarn ist (.J, auler fiir nachste Nachbarn deren Verbindungsli-
nie den Weg *C auf dem dualen Gitter von r nach s schneidet. Fiir diese speziellen
Paare ist die Kopplung —(.J antiferromagnetisch. Damit ist Z,; die Zustandssumme ei-
nes Ising-Modells mit einer Mischung aus ferromagnetischen und antiferromagnetischen
Kopplungen zwischen néchsten Nachbarn. Die Korrelationsfunktion (o,.0) ist das Ver-
héltnis von zwei Zustandssummen: einer mit gemischten ferro- und antiferromagnetischen
Kopplungen und einer mit nur ferromagnetischen Kopplungen.

10.2 Dualitat fiir das 3d Ising-Modell

Wir beginnen wie bei der Transformation des 2-dimensionalen Modells und erinnern an
das in beliebigen Dimensionen giiltige Resultat (10.9)

Z =2 T e () ] ] 62(0k(x)). (10.14)

{k} ¢

Wiederum gibt es eine Variable £ pro Kante, und entsprechend erhilt man in 3 Dimen-
sionen die Divergenz

=Y ke (10.15)

L:xedl

Sie ist nun die Summe von 6 Termen, ein k fiir jede von = ausgehende Linie. Nun ist es
schwieriger, die Bedingung 0k(z) € {0,2,4,6} in (10.14) zu erfiillen. Zuerst fiihren wir
wieder das duale Gitter A* ein. Die Gitterpunkte von A* sind die Zentren der Elementar-
zellen des urspriinglichen Gitters. Zwei Punkte auf dem dualen Gitter werden mit einer
Linie verbunden (sind ndchste Nachbarn) wenn die entsprechenden Elementarzellen eine
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Seite teilen. Das duale Gitter eines kubischen Gitters ist damit wieder ein kubischen Git-
ter, das in alle drei Raumrichtungen um eine halbe Gitterlinge gegeniiber A verschoben
ist. Jede Kante ¢ des urspriinglichen Gitters geht durch genau eine elementare Plaquette
(Seite) des dualen Gitters. Dies ist die zu ¢ duale Plaquette p,. Wir ordnen nun jeder
Kante * des dualen Gitters eine Variable (Linkvariable) U+ € {—1,1} zu.

Pe Us 1 : : :
N\ Es sei py die zur Kante ¢ duale Plaquette. Wir
NG schreiben
1

*edpy
Haben eine gerade Anzahl von gruppenwertigen
/ U+ auf dem Rand der Plakette p den Wert 1,

/ U dann ist k, = 0, sonst k, = 1.

Nun betrachten wir die Divergenz von 0k am Gitterpunkt z. Sie ist gleich der Summe
der k-Werte aller 6 Kanten, die bei x beginnen. Es sei K, der Kubus des dualen Gitters
mit Mittelpunkt z. Durch jede Seite (Plaquette) dieses Kubus geht eine bei z beginnende
Kante. Die zu diesen 6 Kanten ¢ dualen Plaquetten sind offensichtlich die 6 Seiten des
Kubus und

Ok(z) = 3—% > I v (10.17)

*p€OK, ed*p

Das Produkt der U’s kann nur die Werte &1 annehmen. Wir wollen nachpriifen, dass fiir
diese Darstellung die Divergenz nur die Werte 0,2,4 und 6 annehmen kann. Sind alle U
auf den Kanten des Kubus 1, so ist 0k = 0. Andern wir das Vorzeichen eines der U,
so dndern 2 Terme in (10.17) das Vorzeichen und die Summe #ndert sich entsprechend
um 4,0 oder —4. Also dndert sich Ok um eine gerade Zahl. Das die Darstellung (10.16)
notwendig ist, werden wir spéiter beweisen.

Das Produkt iiber alle Kanten (10.14) wird zum Produkt iiber alle dualen Plaquetten.
Setzen wir die Darstellung (10.17) in (10.14) ein, so sind die Kronecker-Funktionen alle 1
und

z=2"Y"T] c(l_HU*e)p(K). (10.18)

k(@) {*p}

Wir werden sehen, dass verschiedene Konfigurationen U : ¢ — U, € {—1,1} zu der-
selben Konfiguration k : ¢ — k, € {0,1} gehoren. Nach Konstruktion ist das Gewicht
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zweier U-Felder mit identischem k-Feld gleich. Wir diirfen also nur tiber Klassen k(U) von
U-Feldern summieren, welche zum selben k-Feld gehoren. Dies ist die Summe in (10.18).
Mit der Beziehung

Cr, = cosh Kekg log tanh K

(10.16

216) (COShKSiHhK)1/2eXp ( — %logtanK H U*é>
edyl

ergibt sich folgende Form fiir die Zustandssumme,

Z =2"(cosh Ksinh K)/2- 3 exp (K*Z I1 U%) (10.19)
o) {"p) tedp

Die Summe im Exponenten ist iiber alle Plaquetten des dualen Gitters und die Beziehung
K*(K) lautet genauso wie in 2-Dimensionen,

1
K* = —§logtanhK. (10.20)

Multiplizieren wir die U+ derjenigen Kanten
*, deren Rand den Punkt r € A* enthilt
mit —1, so #ndert sich das Feld k(U) in
(10.16) nicht, da jede Plaquette des dualen
r Gitters entweder zwei oder keine dieser Kan-

ten enthélt. Diese Operation kann an jedem

Gitterpunkt » € A* unabhéngig vorgenommen

werden, und daher gibt es 2" Konfigurationen
{U} mit demselben k(U).

Es folgt, dass unter einer Umeichung
Ups) — Uppgy = 9:Uiy9s" . g A — G={-1,1} (10.21)

sich weder das Feld k(U) noch der Term
I v
e *p

im Exponent in (10.19) dndern. Es sind Beispiele fiir eichinvariante Grofen. Andere wichti-
ge eichinvariante Variablen sind die Wilsonschleifen-Variablen: Es sei *C ein geschlossener
Weg (ein Schleife) auf dem dualen Gitter, 9*C = 0. Dann ist die Schleifenvariable gegeben
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durch

w(e)=JJU«eg (10.22)

Le*C

Zwei Konfigurationen U und U’ miissen in der Summe (10.19) identifiziert werden. Die
Theorie mit Zustandssumme (10.19) hat damit eine lokale Symmetrie. Da g : A* — Zs
ein beliebiges Feld ist, gibt es 2" eichiiquivalente Konfigurationen UU. Wir haben damit
bewiesen, dass die zum 3-dimensionalen Ising-Modell duale Theorie eine Zs- Eichtheorie
ist. Man kann nun zeigen (siehe [44]), dass die duale Theorie der Zy-Eichtheorie wieder
das 3-dimensionale Ising-Modell ist. Die Dualitétstransformation ist idempotent.

Es stellt sich natiirlich die Frage, wie man die Summe in (10.19) iiber eich-indquivalente
Konfiguration, also Konfigurationen U mit unterschiedlichen k(U) ausfiihrt. Es gibt zwei
Vorgehensweisen: Man versucht die Eichung zu fixieren und wéahlt aus jeder Eichklasse

{Ups} ~{9:Uproy g5} (10.23)

einen Reprasentanten aus und summiert nur iiber die Repriasentanten. Oder man summiert
einfach iiber alle U-Konfigurationen in (10.19). Dann iiberziihlt man, aber die Uberziihlung
ist unabhéngig von k immer (etwa) 2V, Auf diese Weise findet man fiir kubische Gitter,
fiir die V' = V* ist, das Resultat

Z = (cosh K sinh K)*V/%. ZeXp <K* Z H U*e)- (10.24)
U} {*p} *teo™p

Wir haben benutzt, dass der Boltzmannfaktor auf jeder Eichklasse konstant ist. Nun
schreiben wir die Eichtransformation (10.21) noch in einer Form, die den Zusammenhang
zur Elektrodynamik (in 3 Euklidschen Raumzeit-Dimensionen) herstellt. Dazu schreiben

wir
Urs) = exp (imAys) und g, = exp (ir),),

wobei die Variablen A, und A, aus der additive geschriebenen Gruppe Z; = {0,1} sind.
In dieser Gruppe ist zum Beispiel 1 4+ 1 = 0. Wegen

Ars) = (s) — (r) = ()\, 8(7“s>) = Xs — A\ = (dX, (rs))

hat die Eichtransformation (10.21) fiir das Eichfeld A = A, (rs) die uns allen wohlbe-
kannte Form wie in der (diskretisierten) Elektrodynamik,

A— A, =A-— d)\, A S Cl(A*, Zg), AE C(](A*, Zg) (1025)
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10.3 Peierls Argument

Schon vor der Berechnung der freien Energie des 2-dimensionalen Ising-Modells durch
ONSAGER [47] bewies PEIERLS [45] die Existenz zweier Phasen fiir tiefe Temperaturen.
Seine von ihm verwendete Methode ist auf viele andere Modelle der statitistischen Physik
anwendbar. In diesem Abschnitt wird das Peierlsche Argument fiir das 2-dimensionale
Ising-Modell besprochen. Am Ende werden wir klaren, welche Verallgemeinerungen mog-
lich sind.

Wir wihlen feste Randbedingungen und setzen alle Spins am Gitter-Rand auf 1. Die
Wahl von nicht-periodischen Randbedingungen wird sich spéter als wichtig herausstellen.
Mit den gewéhlten 1-Randbedingungen gehért zu jeder Konfiguration w eine Menge I,
von sich nicht schneidenden Schleifen innerhalb derer die Spins —1 sind. Es sei also

Fw:{71a72a'~>7n}

eine Menge von durchschnittsfreien Schleifen und wr die zugehérige eindeutige Spinkonfi-
guration, siehe die folgende Abbildung. Es gibt > . |7;| NN-Paare mit antiparallelen Spins.

Wir wollen nun die Energie einer Konfiguration wr mit zugehorigen Schleifen I',, und
die Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten dieser Konfiguration abschétzen.

+ 4+ + 4+ + + Die Energie H = —J 3, 5,5, dieser Konfigurati-
+- -+ + +%+ on ist offensichtlich
T ] T et
I L Hy(wr) = — J#(Paare mit gleichem Spin)
n + J#(Paare mit ungl. Spin)
N = —JP+2J> |,
_l_ (2
_l_

wobei wie frither P die Anzahl NN-Paare und |y
die Lange der Schleife v; bezeichnet.

Damit ist die Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten einer Konfiguration wr gleich
1
Plwr] = — exp (—2K > |%-\> . 7= exp (—2K 3 |%-|> . (10.26)
Yi€lw r v €l

Es gilt die folgende Ungleichung
Lemma (Peierls-Ungleichung) Die Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten einer Schleife
~ kann wie folgt abgeschitzt werden,

Ply) = P[{w:v €T,}] <e Nl (10.27)
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Beweis: Die linke Seite ist

% Z exp (—2[(2 |’y'|> = %e_zKM Z exp | 2K Z Y]

wiyEly v ETy w:yEly v €Tw\y
L ok :
= ¢ g exp | —2K g Y] -
’LUZ“/GFP,YU, ’Ylepw

Wir haben benutzt, dass die Schleifen in I',, mit v € I', bis auf die Wegnahme von ~
identisch zu den Schleifen der Konfiguration P,w ist, wobei P,w aus w durch das Umkeh-
ren der Vorzeichen aller Spins innerhalb + hervorgeht. In der letzten Summe wird iiber
eine Teilmenge aller Konfigurationen summiert, so dass sie kleiner oder gleich Z’ ist. Dies
beweist dann die Ungleichung (10.27). Die Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten langer
Konturen vorgegebener Form sinkt also exponentiell mit deren Léange. Diese Ungleichung
ist unabhéngig von der Grofke des Gitters A.

Wir wollen diese Information dazu benutzen, um die Wahrscheinlichkeit der Spinkon-
figurationen mit s, = —1 fiir 1-Randbedingungen abzuschitzen. Dazu bemerken wir, dass
jeder solche Spin von mindestens einer Kontur umschlossen sein muss (es kénnen natiirlich
auch mehr sein). Wir haben das

Lemma Die Lange || jeder Kontur ist gerade. Die Anzahl A(n) der einen Punkt x € A
umschliessenden Konturen der Lidnge n ist nach oben beschrankt durch

n—2
2

A(n) < 3L

Fiir einen geschlossenen Kontur ist sowohl die Zahl der horizontalen als auch die Zahl der

vertikalen Kanten gerade. Deshalb ist n = |y| € {4,6,8,...}.

Zur Abschétzung von A(n) iiberlegen wir uns

+ + + + + + + zundchst, dass der vom Punkt x ausgehende

e B A e Strahl y = x 4+ Aey, A > 0, den Kontur v min-
-+t ++ -+ destens einmal schneiden muss. Wir betrachten
LA A e A A e & die vertikale Kante von v mit dem groften -
+ —— I + Wert. Diese kann nur \-Werte der Form —% +k
+ + + mit k& € {1,...,5(n — 2)} besitzen. Der grof-
+ + + te Wert wird fiir das Rechteck der Héhe 1 und
+ + + Lange %(n — 2) realisiert. Jede der n — 1 an-

+ deren Kanten kann beziiglich seines Vorgingers

hochstens 3 Richtungen einschlagen:
links, geradeaus, rechts. Durch Multiplikation der kombinatorischen Faktoren erhalten
wir die obige Schranke fiir A(n). Die Zahl der x umschliessenden Konturen wéchst also
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exponentiell mit der Linge. Aus der Peierls-Ungleichung und dem obigen Lemma folgt
durch Vergleich, dass fiir

1
K > §log3 ~ 0.5

das Auftreten sehr langer, den Punkt x umschliessender Konturen unwahrscheinlich ist.
Es gilt der

Satz Fiir K > 0.7 existieren zwei verschiedene Gibbsmasse PEF, Py fiir das Isingmodell
auf dem Gitter Z*, wobei fiir alle x € Z* gilt

<sx>Pﬁ+ >0 und <sx>Pg < 0. (10.28)

Fiir tiefe Temperaturen tritt also spontane Magnetisierung auf. Aus der exakten Losung
oder den Dualititsargumenten folgt, dass schon fiir K > K, mit K. = % log(1++/2) ~ 0.44
spontane Magnetisierung auftritt.

Zum Beweis schitzen wir die Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten von s, = —1 bei +1-
Randbedingungen ab. Wir wollen annehmen, dass a = 4K — 2log 3 positiv ist:

Pts,==1] < > PRI<Y An)e ™ =" A@2m)e

yumx neN meN
< Z (m _ 1)32m—16—4Km _ % Z(m . 1>€—am
meN meN
0 y?
_ 1 _ —« —noa 1 _—« —no 1
= 36 ZTL@ —56 <_8_QZ€ )—5(1_y>2,
neNp n€Ng

mit y = e~ € (0,1). Wir wollen herausfinden, wann diese Wahrscheinlichkeit kleiner als
1 - .. 1 o
5 ist. Sie ist 5 fiir

20> =3(1 —y)? oder fir y=3+6.

Wir schliessen, dass fiir y < 3—+/6 oder auch fiir & > — log(3—+/6) die Wahrscheinlichkeit
Pl[s, = —1] kleiner 1/2 wird. Damit finden wir fiir +1-Randbedingungen und fiir

BJ = K > 4log3 — Llog (3— v/6) = L1og (3(3+ V6)) ~ 0.69853.  (10.29)

eine positive Magnetisierung. Diese Abschidtzung ist unabhéngig vom Gitterplatz x und
der Grofe des Gitters. Im thermodynamischen Limes bleibt also fiir hinreichend tiefe
Temperaturen eine positive Magnetisierung (s,)* > 0 iibrig. Setzen wir alle Spins auf dem
Rand gleich —1, dann finden wir mit dhnlichen Argumenten, dass fiir K > ilog [3(3 +
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V6)] die Wahrscheinlichkeit P[s, = 1] kleiner als 1/2 ist. Im thermodynmischen Limes
erhalten wir dann eine negative Magnetisierung. Dies beweist die Existenz von mindestens
zwei verschiedenen Phasen fiir K > 0.7.

Nun wollen wir uns iiberlegen, inwieweit sich das Peierls-Argument auf andere Sys-
teme anwendbar ist. Beim Argument studiert man Anregungen iiber der Konfiguration
wo mit der kleinsten Energie, der sogenannten Grundzustandskonfiguration. Fiir das d-
dimensionale Ising-Modell mit +1-Randbedingungen ist dies die geordnete Konfiguration

wy = {s, = 1|z € A}

Daneben braucht man die Verallgemeinerung der Peierlskonturen. Dies sind randlose d—1-
Ketten auf dem dualen Gitter,

v E Cd—l(A*7 g)a 8'7 = 0.
Fiir jede Konfiguration w = {s} definiert man diese Peierlskonturen wie folgt:
Ly ="v)  + 3 +...,

wobei die Zellen *,_, auf dem dualen Gitter A* dual zu einer Kante (zy) auf dem Gitter A
sind, fiir die s,s, = —1 ist. Die Zellen */,_; bilden eine geschlossene (randlose) Fliche die
im Allgemeinen aus mehreren Zusammenhangskomponenten {vi,...,v,} besteht. Diese
Komponenten nennt man Peierlskonturen. Eine Kontur ist also eine zusammenhéingende
und geschlossene Hyperfliche auf dem dualen Gitter. Sie trennt das Innere ¥ C A von sei-
nem Komplement 5¢ = A\ ¥, dem Ausseren von 7. Zwei Konturen heissen vertriiglich, falls
ihre Vereinigung keine zusammenhéngende Menge von d — 1-Ketten ist. Eine Menge von
Konturen heisst vertriaglich, falls je zwei Konturen in der Menge vertriglich sind. Es gibt
offensichtlich eine 1 — 1-Beziehung zwischen Konfigurationen w mit +1-Randbedingungen
und Mengen von vertriglichen Konturen. Wir finden folgende Abschitzungen fiir das d-
dimensionale Ising-Modell:

Lemma Die Anzahl A(n) der verschiedenen Peierlskonturen der Gréfe n erfiillt die Un-
gleichung

n—2

S5 (3(2d - 3)" (10.30)

n — 2d
ex logd | < A(n) <
b (53 oz < Al)
Die untere Schranke ist leicht zu beweisen: Man betrachte eine Kette von k benachbarten
Gitterpunkten die bei x beginnt. Dabei gelangt man von einem Gitterpunkt zum folgenden
indem man eine Gitterlinge in eine der d positiven Koordinatenrichtungen fortschreitet.
Offensichtlich erhilt man d*~! verschiedene Ketten dieser Art. Nun betrachtet man die
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dazu duale d-Kette. Deren Rand ist eine zusammenhéngende geschlossene Kontur die z
umschliefit. Die Grofe jeder Kontur ist n = (2d — 2)k + 2, da sich die inneren Flichen der
Kettenzellen wegheben. Damit finden wir

A(n) > @Fm—1 = q(n=2d)/2d=2) _ oxpy ( -2 log d) .

Wir beweisen die obere Schranke in (10.30) mit dhnlichen Argumenten wie wir sie fiir
das 2-dimensionale Modell benutzten. Der von € A ausgehende Strahl x + Ae;, A > 0
schneidet eine  umschliessende Kontur v mindestens einmal. Wir betrachten die duale
Zelle *vj_, € v mit dem groBten A-Wert. Diese kann nur A-Werte der Form —1 + k
mit £ € {1,...(n — 2)/(2d — 2)} annehmen. Der grofte Wert wird fiir die Sdule mit
Grundfliche 1 und der Linge (n — 2)/(2d — 2) in die e;-Richtung realisiert. Jede der
n — 1 anderen Zellen % |, i = 2,...,n kann beziiglich seiner Vorgiingerzelle hichstens 3
Richtungen einschlagen und an 2(d — 1) — 1 Seiten angeheftet werden. Multipliziert man
die kombinatorischen Faktoren, dann findet man die obere Schranke in (10.30).
Nun argumentiert ganz dhnlich wie in 2 Dimensionen. Dabei nehmen wir an, dass
a = 4K — 2log(6d — 9) positiv ist. Die Wahrscheinlichkeit, dass der Spin am Gitterunkt
x gleich —1 ist, kann wie folgt nach oben abgeschitzt werden:
Ptls,=-1] < Z A(2m)e ™ < 1 v
: T T CA-y)p
mit y=e" ¢?=3(2d —3)(d - 1).

Diese Wahrscheinlichkeit ist kleiner als 1/2 fiir

2
oder K > flog <1 + %) + 3log3(2d — 3).

¢
C+v2

y <

In 2 Dimensionen ist ( = v/3 und wir finden das friithere Resultat. In 3 Dimensionen ist
¢ = 9v/2 und es gibt 2 Phasen fiir

2
K>1logl08 = T < — = Typ ~ 0.1424 Typ.
1708 31og 108 MF M

Die Existenz von mehreren Phasen in hoher-dimensionalen Modellen kann auch mit den
Korrelationsungleichungen, denen wir uns jetzt zuwenden, bewiesen werden.
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10.4 Korrelationsungleichungen

Wir betrachten ein Spinmodell auf einem (zunéchst) endlichen Gitter A mit V' = |A|
Gitterpunkten und dem Konfigurationenraum

Q={w=(s1,...,sv)|s, € R} (10.31)

Jeder Spin kann zunéchst alle reellen Werte annehmen. Die Einschrankung von s, erfolgt

durch ein apriori Wahrscheinlichkeitsmass p, fiir s,, dass gerade sei. Zum Beispiel gehort
1
2
untersuchen ferromagnetische Gittersysteme mit Energie

zum Ising-Spin ein mit Gewichten = auf den Punkten +1 konzentriertes apriori Mass. Wir

H(w)=— Z JxSk, wobel sk = H Sz,  Jrg > 0. (10.32)

KCA zeK

Der kanonische Erwartungswert einer Spinfunktion A(w) ist

1 \%4
() = [, Awe du(w), dutw) = [T duals) (10.33)

mit der entsprechenden Zustandssumme Z, so dass (1) = 1 gilt.
Weiter betrachten wir das ,doppelte System, das aus 2 ungekoppelten Kopien des
urspriinglichen Systems besteht:

Konfigurationen:  (w,w’) € RY x RY
a-priori-Mass: dp(w,w') = dp(w)dp(w') (10.34)
Energie: H(w,w") = H(w) + H(w").

In diesem System benutzt man oft die Variablen

! ! —iw—w'
u:ﬁ(w%—w) und U_\/§( ). (10.35)

Es gilt nun die folgende Ungleichung von GRIFFITHS, KELLY und SHERMAN:

1. GKS-Ungleichung: Ist die Energiefunktion H : ) — R ferromagnetisch, so gilt die
Ungleichung

(s4) >0 (10.36)

fiir alle A C A, wobei in A derselbe Punkt von A mehrfach vorkommen darf.
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Beweis: Wir entwickeln den Boltzmannfaktor

%) n
1
—H(w) __ o n ny
e )_Z(ﬁ ZK Js | = § : ny.my 51" Sy
n—=

ni,...,ny >0

und setzen ein,

ZAsa) = Y npmy [ S dusr) (o),

ni,...,ny

wobei m, = n, + (Vielfachheit von z in A) ist. Da pu, als gerade vorausgesetzt wurde, ist
das letzte Integral

|4
i
11 / Sedfig(s.) = {0 iir ungerades m,
r=1

> (0 sonst.

Also ist (s,) als Summe von nicht-negativen Termen selbst nicht-negativ.
Als néchstes beweisen wir die

Ginibre-Ungleichung: Im doppelten System ist
(ugvg) >0 (10.37)

fiir alle A, B C A.
Beweis: Die negative Energie

—H(w, ) = I;AJK[ (%)K " (UJEU)K}

ist ein Polynom mit positiven Koeffizienten in v und v. Wir erhalten eine dhnliche Ent-

wicklung wie im Beweis der GKS-Ungleichung (10.36). Wir miissen daher noch zeigen,
dass

Lyn = / uv"dp(s)du(s’) >0
R2

ist. Dies ist klar fiir gerade Exponenten m und n. Ist m oder n ungerade, dann verschwin-
det I,,,. Dies folgt aus der Invarianz des Masses du(s)du(s’) beziiglich:
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Das Mass ist also gerade in den neuen Variablen v und v und deshalb verschwindet I,,,
wenn m oder n ungerade ist. Als nichstes beweisen wir die

2. GKS-Ungleichung: Es gilt die Ungleichung

(sasp) — (sa)(sp) >0 VA, BCA. (10.38)

Beweis: Im doppelten System ist

(sasp) = (sa)(sp) = (sa(sp—sp))
B <<u—|—v) [(u+v) (u—v) >
V2 Jal\ V2 /g V2 )5/l
Der Ausdruck in den eckigen Klammern ist wieder ein Polynom in w, v mit positiven Ko-
effizienten. Mit der Ungleichung (10.37) von GINIBRE folgt dann die Ungleichung (10.38).

Wir betrachten nun anstelle des allgemeinen Modells mit Energie (10.32) den speziellen
Fall von Paarwechselwirkungen,

H(w) = — Z JoySpSy — Z JSa (10.39)
(zy) z

und setzen zunachst ferromagnetische Kopplungen J,,, > 0 voraus. Dann gilt die

Percus-Ungleichung: Im doppelten System ist
(vg) >0 firalle ACA. (10.40)

Beweis: Die Transformation
s B L 1 1 U
). Vv2\l -1 v ).

—H(w) — HWw) =Y Ty (ugtty + va0,) + V2D Tty
Y x

ist eine Drehung, so dass

Nun entwickelt man nur den Term exp(} J,,v,v,) und zeigt, dass

I= Z dp(w)dp(w ot -+ - vpY exp Z oy Uz ty + \/52 Jpug | >0
R* (zy) z
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ist. Da das apriori-Mass gerade in allen u, und allen v, ist, ist dieses Integral nur un-
gleich Null wenn alle Exponenten n, gerade sind. Fiir gerade n, ist das Integral aber
offensichtlich > 0.

Neben den hier vorgestellten und bewiesenen Resultaten gibt es weitere Korrelations-
ungleichungen, 7.B. fiir das Produkt von 3 oder 4 Spinfunktionen. Ich verweise auf [48].

Anwendungen: Besonders wichtig ist die 2. GKS-Ungleichung in der Form

(sasp) — (sa)(sp) = agjg > 0. (10.41)

Es folgt die Monotonie der Korrelationfunktionen als Funktionen der Kopplungskonstan-
ten. Insbesonders wichst (s4) monoton

e bei wachsendem &ufseren Feld
e bei wachsender ferromagnetischer Kopplung
e bei sinkender Temperatur.

Die Ungleichung (10.41) erlaubt uns, verschiedene Modelle der statistischen Mechanik
miteinander zu vergleichen. So folgt aus dem Peierlschen Argument fiir Systeme mit
NN-Wechselwirkung dann sofort die Existenz einer spontanen Magnetisierung falls noch
zusitzliche ferromagnetische Wechselwirkungen langerer Reichweite wirken. Diese ist so-
gar grofer und die entsprechende kritische Temperatur nimmt zu. Ferner ist die sponta-
ne Magnetisierung eine sinkende Funktion der Temperatur. Es folgt weiter, dass ein 3-
dimensionales Ising-Modell, dass durch ferromagnetische Kopplung von 2-dimensionalen
Modellen entsteht, eine grofere Magnetisierung und damit eine hohere kritische Tempe-
ratur als das 2-dimensionale Modell hat.

10.5 Anhang B: Differenzenkalkiil

Bei der Behandlung von allgemeinen Gittertheorien und insbesonders der Dualitdten lohnt
es, den Differenzen-Kalkiil auf dem Gitter zu kennen. Der Vollsténdigkeit halber erinnern
wir an die Definition und die wesentlichen Eigenschaften von Simplizial-Komplexen in
einem Euklidschen Raum!.

'In dieser Vorlesung bendtigen wir nicht die allgemeineren Simplexe in Mannigfaltigkeiten.
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Gegeben seien affine unabhéngige Punkte zg, x1,... in
einem abstrakten Raum. Ein p-Standardsimplex v, ist
“r1 die konvexe Hiille
P P
i=0 i=0
Sind alle baryzentrischen Koordinaten \; positiv, so
R liegt  im Innern des Simplex. Ist A\; = 0, so liegt x
T 1 auf der Seite gegeniiber dem Vertex x;.

Ein 0-Simplex (z¢) ist ein Punkt, ein 1—Simplex (zgz;) eine Strecke, ein 2—Simplex
(xor122) ein Dreieck und ein 3-Simplex (zoxixexs) ein Tetrahedron. Ein orientierter p-
Simplex dndert das Vorzeichen bei einer Orientierungsdnderung: Ist 7 eine Permutation
von p Elementen, so ist

(m(xo) ... m(xp)) = sign(m){zo ... 3p). (B.1)

Der j-Seite eines Simplex ist die Menge definiert durch A\; = 0. Sie ist gleich dem z; ge-
geniiberliegenden Oberflachenstiick. Die 2 Seiten des 1-Simplex (zox;) sind die Punkte (0-
Simplexe) xg und xy, die 3 Seiten eines 2-Simplex (zoz125) die drei Strecken (1-Simplexe)
(xor1), (T122) und (X910) USW.

p-Simplexe sind spezielle p-Zellen, also p-dimensionale konvexe Polyeder v, im R¢. Ein

Zellkomplex K ist eine Menge von Zellen {v} v?2

s Ups - - -}, 80 dass

o Jede Seite einer Zelle eine Zelle ist.

e Die Schnittmenge zweier Zellen v}, und v} entweder leer oder eine gemeinsame Seite
der beiden Zellen ist.

Eine Simplizial-Komplex ist ein Zellkomplex, dessen Zellen Simplexe sind. Hier sind ins-
besonders Zellkomplexe, die zu einem Raumgitter gehoren von Interesse. Die Anzahl
p-dimensionaler orientierter Zellen des endlichen Gitters (Punkte, Kanten, Plaquetten,
Kuben,...) sei N,. Die geometrischen Objekte eines Zellkomplexes sind formale endliche
Summen von p-Zellen,

Np
¢p = ZSDZJU;;’ (B2)
=1

und werden p— Ketten genannt. Die Koeffizienten ; sind Elemente einer additiv geschrie-
benen Abelschen Gruppe G. Sie sind die Stérke des Feldes ¢, in der Zelle v;, analog zum
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Wert eines Skalarfeldes in einem Punkt. Eine alternative Schreibweise fiir die Ketten eines
Simplizialkomplexes ist

o = Z%(xﬂ
¢ = EZ%(xixﬁ (B.3)

1
P2 = 52@zyk<xz$g$k>

ijk
Wegen (B.1) sind die ¢;j, @;jk, . . . antisymmetrisch in ihren Indizes,

P x(ir)...n(ip) = SIgN (W)¢i1,...7ip-

Die Kettengruppe C,(G) ist die freie Abelsche Gruppe iiber p-Zellen. Gehoren die Zellen zu
einem Gitter A, so schreiben wir oft C,(A, G) fiir die Kettengruppe. Der Korper |K| eines
Komplexes K ist die Vereinigung aller Zellen. Ist eine Menge der Korper eines Simplizi-
alkompexes K, dann nennt man K eine Triangulation dieser Menge. Die Triangulation
einer endlichen Menge S von Punkten im R ist der Simplizialkomplex K mit | K| = conv.
Hiille (S). Jede p-Zelle hat eine Simplizialzerlegung, so dass Simplexe die fundamentalen
Bausteine von Zellen sind.

Rand und Co-Rand: Im folgenden werden der Randoperator und sein adjungierter
Operator, der Co-Randoperator eine wichtige Rolle spielen. Der Randoperator ordnet
einer Kette von Zellen den orientierten Rand zu,

01 Cp(G) — Cpa(9)- (B-4)

Fiir einen orientierte p-Zelle ist

wobei die Inzidenzmatriz wie folgt definiert ist:

[U; . Ug_l] _ {:l:l falls U]])—l C UIZ) (BG)
0 sonst.

Das Plus- oder Minuszeichen beriicksichtigt die relative Orientierung der beiden Zellen.
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Fiir ein p-Simplex ist der Rand gegeben durch
Nao...xp) =Y (=) (wo... %5 ... 2p) (B.7)

Die Definition (B.7) fiir Simplexe impliziert die Definition (B.6) fiir allgemeinere Zellen.
Um dies einzusehen wéhle man eine Simplizialzerlegung der Zelle.

Das Bild von 0 ist ein orientierter Rand. Ist (xqx1) die orientierte Linie von zg zu z,
dann ist ihr Rand gleich dem Endpunkt minus dem Anfangspunkt. Ist (xgxixs) ein orien-
tiertes Dreieck, dann ist sein Rand die Summe der orientierten Linien (zy25) — (xoxs) +
(xoxq). Der Randoperator 0 wird linear auf Ketten ausgedehnt,

0y = > ¢i0v}.
Zum Beispiel ist der Rand der 1- und 2—Ketten eines Simplizialkomplexes
1
Op1 = 3 > i ((x) — (@) =Y di((x) — ()
ij i<j

O¢y = %Z%k((%’xk) — {wizx) + (zi5))

ijk

= Y Gun((wme) — (wim) + (wizy)).

i<j<k
Der Randoperator ist nilpotent,
00 = 0, (B.8)

und der Rand eines Randes gleich Null. Es geniigt, dies fiir Simplexe zu beweisen,

00(xor129 ... Tp) = O (Z(—)j(ﬂco T .xp>>
= D () wo. . E ) (B.9)

k<j

— Z(—)ﬁk(xo...jﬁj...:I:k...xp) =0.

k>j

Der Co-Rand d ist eine lineare Abbildung von C), nach C, ;. Wenden wir d auf eine p-Zelle
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v, an, so erhalten wir die Summe derjenigen p + 1-Zellen, deren Rand +wv, enthalt,

dv} = Z[U:ZH L] v1];+1. (B.10)

J

Hier ist wieder das Vorzeichen wichtig.

Zum Beispiel ist der Co-Rand eines Simplex

\/\/\/\/ Simplex (xg...x,) die Kette

Y Z (Yo ... Tp). (B.11)

T
1 y{yzo...xp)

Zo

Summiert wird hier iiber alle y, fir die

/W\/\ (yzo...x,) ein p+ 1-Simplex ist. Beim Drei-
ecksgitter ist d(rox;) die Summe von zwei

Dreiecken.

Genauso wie der Randoperator ist der Co-Randoperator nilpotent,
dd = 0. (B.12)
Fiir Standardsimplexe ist der Beweis relativ einfach:
dd{zoxy ... 1,) = Z (y'yxo...x,) =0,
vy (Y yzo...p)

da sich (yy'...) und (y'y...) = —(yy'...) in der Summe wegheben. Spiter werden wir
sehen, dass d der zu 0 adjungierte Operator ist. Aus 00 = 0 folgt dann sofort dd = 0 fiir
beliebige Ketten.

Wir notieren die expliziten Formeln fiir 0 und 1-Ketten von Simplizialkomplexen. Eine

0-Kette (Skalarfeld) ¢o = Y ¢.(x) hat den Co-Rand

doo =2 ba Y (yz) = (00— dy)(y2). (B.13)
z y:(yx) (zy)
Er ist der Differenziengradient von ¢y. Fiir eine 1-Kette (Vektorfeld) ¢; ist

dy = Z Pay Z (zay) = Z (Pay = P2y + day) (zay) (B.14)
(zy)

z:(zzy) (zyz)
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Die Divergenz einer 1-Kette erhdlt man mit dem Randoperator. Man findet
061 = 0ye0(yz) =D 6 (@) — @) =D (@) Y buy. (B.15)
(yz) (yz) T y:(yz)

Der Koeffizient von (z) ist minus der Differenzen-Divergenz am Punkt z. Wir erwarten,
dass dd proportional zum Laplace-Operator sein sollte. Fiir eine 0-Zelle gilt zum Beispiel,

Oddo = 5(2 > ¢x<yfv>>
v yye)
=D <q¢r Z%)— > (Do) (x)(), (B.16)

xT x

wobei ¢ die Anzahl 1-Simplexe ist, die x als Randpunkt haben. Fiir einen Zellkomplex ist

ddpy = Z dilvl = vi][v] : vk]uk. (B.17)
ik

Fiir 0-Ketten aus Cy(A,G) findet man wieder die Formel (B.16), wobei ¢ die Anzahl
ndchster Nachbarn von x ist und iiber alle nichsten Nachbarn y von z summiert wird.
Fiir das 2—dimensionale Wabengitter ist ¢ = 3, das quadratsiche Gitter ¢ = 4 und das
Dreiecksgitter ¢ = 6.

Satz von Stokes: Wir geben hier das diskrete Gegenstiick zum Stokesschen Satzes im
Kontinuum an. Dazu betrachten wir einen orientierten Weg C auf dem Gitter A, der zwei
Punkte a,b € A verbindet,

C = (xox1) + (T1m0) + .. . + (Tp_1Tp), (Tixiy1) € K, (B.18)

wobei zy = a und z,, = b sein soll. Offensichtlich ist dC = (b) — (a). Wir wollen anneh-
men, das der Weg sich nicht selbst schneidet. Dem Wegintegral in der Kontinuumstheorie
entspricht folgende Formel fiir eine 1-Kette,

(¢7 Z ¢my7 (Blg)

(zy)eC

wobei wir auf der linken Seite das in beiden Argumenten innere Produkt

(v, v7) = 676, (B.20)

P’ 7q

einfiihrten. Fiir zwei orientiert Simplexe, die als Mengen gleich sind aber eine andere
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Orientierung haben, ist das innere Produkt —1. Fiir zwei Kanten gilt zum Beispiel

((zy), (o)) = 6(x,u)o(y, v) — 0(z,v)d(y, u). (B.21)

Nun betrachten wir (d¢,C) fiir ein beliebiges Skalarfeld (1-Kette),

n—1
(dp,C) = (busr — b2.) = b6 — Ga (B.22)
=0

wobei wir o = a und x,, = b beriicksichtigten. Sind a und b néchste Nachbarn auf einem
Gitter A, dann ist

(d¢, (ab)) = ¢b — Pa

genau die Form der Wechselwirkung fiir ein Ising-artigtes Spinmodell.
Da andererseits 0C = (b) — (a) gilt, folgt unmittelbar der Stokesscher Satz

(do,C) = (9,0C). (B.23)

Es sein nun § eine orientierte Fliche im Gitter. Damit meinen wir eine Kette aus ori-
entierten 2—Zellen mit gemeinsamen Seiten und derart orientiert, dass sich die inneren
Réander wegheben,

S = Zvé, oS = Z[’U; b ok, (B.24)

el ie€lk

Die Fliache S braucht keineswegs eben zu sein. Es sei nun
b= ol dp=" dlvs :v]]vh.
J

eine beiliebige 1-Kette. Dann sind

(d¢78 = ZZ¢J 0] 02,02 Z¢J [0 - v]]

i€l 4.k iel,j
Cb 03 Z Z ij U1a U1 'Ul Z ¢jlvs : , i)
Jj ielk i€l,j

offensichtlich gleich und es folgt der Stokessche Satz

(do, ) = (¢,05). (B.25)
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In der folgenden Abbildung ist der Satz fiir ein Simplizialkomplex illustriert.
S Im Beitrag der beiden schraffierten Dreiecke
zu (d¢,S) heben sich ¢,y und ¢y = —duy
Y, x@ gegenseitig weg. Ganz analog heben sich fiir
; v alle inneren Kanten (zy) die Beitrige ¢,,

N nY weg. Es bleiben nur ¢,, fir Kanten (zy) auf
dem Rand 0S iibrig.

(% z

Ist S = P eine Plaquette auf einem kubischen Gitter, dann ist

(dp, P) = (,0P) = Y ¢uy

(zy)edP

der Wilsonsche Term in Gittereichtheorien. Addieren wir zu ¢ den Co-Rand eines Feldes
X, so dndert sich der Term nicht,

(d¢/, P) = (d(¢ + dx), P) = (d¢, P).

Der Satz von Stokes ist ein Spezialfall eines allgemeineren Satzes fiir eine p-Kette ¢,
und ein p — 1-Kette x,_;. Fiir den Beweis notieren wir, dass

(dv vp+1) = ( 8vp+1) (B.26)
gilt. In der Tat, mit Hilfe von (B.10) und (B.18) findet man fiir die linke Seite
(Z[U}I;—H : Uzi»] U§+1>Uzj;+1> = [,Ulj;—l-l : U;],
k
und mit (B.5) fiir die rechte Seite
(v;,, Z[UZH L] vﬁ) = [UI];_H Xoap
k

Also ist d der zu 0 adjungierte Operator auf den Zellen. Wegen der Bilinearitéit des inneren
Produktes gilt dann fiir beliebige Ketten ¢, und x,_; die Formel

(A5, Xp1) = (&p, OXp1)- (B.27)

Wihlt man hier fiir x,;; ein Weg oder eine Fliche auf dem Gitter, so erhdlt man die
entsprechenden Sétze von Stokes.
Dualitat: Die 0-Zellen des zu K dualen Komplexes K* sind die d-Zellen des Komplexes
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K c R% Zwei Knoten *vf), *v{) sind genau dann Randpunkte derselben 1-Zelle, wenn die
entsprechenden d-Zellen v} und vg eine gemeinsame Seite haben. Es sei V' ein Volumen des
Gitters A, also eine d-Kette aus orientierten d-Zellen mit gemeinsamen Seiten und derart
orientiert, dass sich die inneren Seiten wegheben. Unter der Dualitétstransformation geht
dieses d-dimensionale Volumen V' C E™ iiber in die duale 0-Kette

V=) v — V=D, (B.28)
eV 2%

Mit i € V meinen wir, dass die d-dimensionale Zelle v, in V liegt. Der Co-Rand des dualen
Volumens ist

* ] Sk z
E E g vl,
j 1€V

und deshalb gilt fiir eine 1-Kette auf dem dualen Gitter, ¢7 = Y. ¢}, folgende Identitit

(o, dV*) =D dilv] vy

j eV

Sind beide Endpunkte von *v{ im Volumen V', dann heben sich die entsprechenden Terme
in der Summe weg und wir erhalten die Summe der Amplituden ¢; derjenigen Kanten,
die den Rand des Volumen V' durchstofen.

Zum Beispiel ist fiir einen Simplizialkomplex
(61.dv) = >, oy
(ij)evexVv

A In der nebenstehenden Figur ist die Situation fiir
V einen 2-dimensionalen Simplizialkomplex gezeigt.
e

Ein Index von ¢;; gehort zu einem Knoten aufer-

halb V und der andere zu einem innerhalb V.
Nun ist es einfach zu beweisen, dass
(¢7,dV*) = (997, V") (B.29)

gilt. Dies ist das duale Divergenztheorem. Allgemeiner macht man beim Ubergang von
einem Gitter A C R? zum dualen Gitter die folgenden Identifikation fiir die Erzeugenden
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der Kettengruppen C'(A,G) und C*(A*, G):

* 7
Up < Ugp

Wi v ] —— [V, i) (B.30)

Wir wollen hier annehmen, dass das urspriingliche Gitter eine Triangulation einer ge-
schlossenen und orientierbaren Mannigfaltigkeit, zum Beispiel des d-dimensionalen Torus,
sei. Dann sind die vy, ebenfalls Zellen eines Gitters.

Jeder p-Kette wird also eine duale d — p-Kette zugeordnet,

- Z P — ", = Z O (B.31)
Mit dem entsprechenden inneren Produkt fiir die dualen Ketten,
(v *0d) = 696, (B.32)
ist die Dualitatstransformation ,Jangenerhaltend*,
(¢anq) = (*¢d—p>*Xd—Q)’ (B.33)
Daraus folgen sofort die wichtige Formeln
*d*=0 und *0" =d. (B.34)
Der Randoperator geht in den Co-Randoperator iiber und umgekehrt,
= Z i [U; : Uﬁ_l] 'Uzj;—l C Z Gi [*,Ué—p—i-l :* UZl—p] *,Ué—p—i-l =d " 94—p
Z@g p+13 p+1 C Z¢z Udp Udp Kk Udp | = 0 Pg—p.

und (B.27) geht iiber in

(0°0p" Xp-1) = ("py dXp1) (B.35)

Das Divergenztheorem (B.2) ist ein Spezialfall dieser allgemeineren Formel.
Hodge-Komplex: Oft hat man im unterliegenden Euklidschen Raum p-Formen, die
iiber Simplexe, Zellen oder Ketten integriert werden konnen. Wir wollen hier kurz an die
wichtigsten Eigenschaften von p-Formen und insbesondere an die Integralsitze erinnern.
Es sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit und f : R¢ — M differenzierbar. In lokalen
Koordinaten sei 2' = f(t!,...,t%). Im Allgemeinen wird f allerdings kein Diffeomorphis-
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mus sein. Das Bild o, = f(v,) € M der Zelle v, C R? ist dann eine Zelle in M. Es ist
am einfachsten mit einem simplizialen Komplex zu arbeiten. Dann sind die o, Simpleze
in M. Wir wollen immer voraussetzen, dass f(v,) in einer Karte von M liegt.

Es sei w eine differenzierbare p-Form in M. In lokalen Koordinaten hat sie die Form

Z Wiy .. Zp dx“/\ A dxt.

21, Lip=1

Diese Form kann iiber einen p-Simplex o, integriert werden,

/o—pw:z%/ i ’Pa(‘(a(tl ) Jart v - / fHlw (B.36)

Diese Definition ist natiirlich unabhéngig von der gewahlten Karte in M. Fiir ein p-Form
w ist das Integral iiber die p Kette ¢, = f(¢,) = >_ gbia;, durch

/cpwzz¢i/a;w (B.37)

definiert. Es gilt zudem der wichtige
Satz [Stokes| Es sei wP™! eine p—1-Form und c, eine p—Kette in M. Dann gilt

/dwp_lzf wPt, (B.38)
cp Ocp

Wir betrachten die einfachsten Beispiele fiir welche M/ = R? und f = 1 ist:
Es sei w’(x) eine 0-Form, also eine differenzierbare Funktion, und v; = (xox;) ein 1—Simplex.

/ dw’ = / w® = w{z1) — W{zp)
o1 do1

Fiir eine 1-Form w! = " w;dx’ und einen 2-Simplex 9 = (roz;73) gilt entsprechend

/ dwl(z'g)/ wl—/ w1+/ wh.
o2 (T122) (zox2) (z172)

Dies ist aber gerade der bekannte Integralsatz von Stokes in der Formensprache.

Dann gilt

Ist nun wP eine geschlossene p-Form, dw? = 0, dann folgt unmittelbar

/ WP :/ dw? = 0. (B.39)
dcpt1 Cpt1
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Die Menge aller geschlossenen p-Formen bezeichnen wir mit F. Unterscheiden sich zwei
Ketten nur um einen Rand, ¢, — ¢, = dc,,1, dann gilt fiir jede geschlossene p-Form

/ V= / WP W EFNM), o=, € 0C;. (B.40)

Eine Kette ¢, heisst Zyklus, wenn sie keinen Rand hat, dc, = 0. Die Menge aller p-Zyklen
bezeichnen wir mit C,(M). Jeder Rand ist ein Zyklus, 9C,1(M) C C,(M). Ist nun w?
exakt, w? = daP~!, dann gilt fiir jeden Zyklus

/w”:/ dap_lz/ Pt =0. (B.41)
cp cp dcp

Die exakten p—Formen bezeichnen wir mit dF?~!. Unterscheiden sich zwei p-Formen um
eine exakte Form, w? — w? = da?~!, dann gilt fiir jeden Zyklus

/ w? :/ W', ¢, €Cp, WP —wP e dFrl. (B.42)
Cp Cp

Zusammengefasst konnen wir folgendes sagen: ist w” eine geschlossene p—Form und ¢, ein
Zyklus, dann gilt

/ wP = / (wP + dw?™1). (B.43)
cp cp+O0cp i1

Identifiziert man zwei Zyklen, wenn sie sich um einen Rand unterscheiden und zwei ge-
schlossene Formen, wenn sie sich um eine exakte Form unterscheiden, dann gelangt man
zu der Homologiegruppen und den de Rhamschen Gruppen,

Hy(M) = Cy(M)/0C,1 (M)
RP(M) = FP(M)/dFP~*(M). (B.44)

Das Integral fc wP hingt nur von den Klassen von w?” in F” und von ¢p in CP ab und wir
P
erhalten den Komplex

Ci—2Ciy 5. Loy LS50
oty 2t 42 4 pd1 4 pad 4, (B.45)

Dies sind ezakte Sequenzen wenn das Bild von 0 (d) genau dem Kern von 0 (d) ist. Ist
die erste Sequenz in (B.45) exakt, so sind alle Homologiegruppen trivial, ist die zweite
Sequenz exakt, dann sind alle de Rhamschen Gruppen trivial.
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