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Kapitel 1
Einfiihrung

Eine relativistische Quantenfeldtheorie ist
e cine Vereinigung von Quantenmechanik und spezieller Relativitéitstheorie,
e cine Erweiterung der Quantenmechanik auf unendlich viele Freiheitsgrade,
e cine geeignete Sprache zur Beschreibung von Elementarteilchen,
e cine der umfangreichsten und komplexesten Theorien der Physik,
e cinem stindigen Wandel unterworfen.

In der Festkorperphysik spielen nichtrelativistische Quantenfeldtheorien bei der Behand-
lung von Elementaranregungen und deren Wechselwirkungen eine zunehmend wichti-
ge Rolle. Bekannte Beispiele sind die Elektron-Phonon Wechselwirkung oder die Spin-
Wechselwirkungen, die fiir ein Verstdndnis des Magnetismus wichtig sind. In dieser Vor-
lesung werden wir uns (bis auf das Kapitel tiber Spinmodelle) vorwiegend mit relativisti-
schen Quantenfeldtheorien beschéftigen.

Die elementare Quantenmechanik beschreibt eine feste Anzahl Teilchen, zum Beispiel
in einem #Auferen elektromagnetischen Feld. Die Quantenfeldtheorie (QFT) geht dage-
gen vom Wellencharakter der Materie aus. Korpuskulare Aspekte wie zum Beispiel die
Teilchenerzeugung oder Vernichtung werden in einem zweiten Schritt durch eine ,Quan-
tisierung“ der entsprechenden klassischen Feldtheorien eingefiihrt. Man spricht dann von
Feldquantisierung oder etwas irrefithrend von zweiter Quantisierungﬁl. Schon im Artikel
von M. BORN und P. JORDAN [I] wird die Quantisierung des elektromagnetischen Fel-
des skizziert. In der anschlieffenden bahnbrechenden 'Drei-Mianner-Arbeit’ von BORN,
HEISENBERG und JORDAN wurde die Quantisierung eines Systems mit einer beliebigen
Anzahl Freiheitsgrade ausgearbeitet.

!Dieser Begriff geht auf P. Jordan zuriick.
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Die Quantenfeldtheorie wurde zur Beschreibung von Elementarteilchen und deren
Wechselwirkungen entwickelt, und zuerst auf die Wechselwirkung der Photonen mit Ato-
men angewandt. In seinen Arbeiten legte P. DIRAC das Fundament zur Quantenelektro-
dynamik (QED) [3]. Er studierte darin das Strahlungsfeld A, (x) und seine Kopplung an
ein Atom. Indem er das Strahlungsfeld nicht mehr klassisch (im MAXWELLschen Sinne)
sondern als operatorwertiges Feld (durch ,Quantisierung* der Koeffizienten in der FoU-
RIERentwicklung von A, (z)) auffasste, gelang ihm eine Uberwindung der semiklassischen
Beschreibung der quantenhaften Emission und Absorption von Photonen bei Strahlungs-
iibergiingen. Damit verband er die Quantenmechanik von HEISENBERG und SCHRODIN-
GER mit der Quantentheorie der Strahlung im Sinne von PLANCK oder EINSTEIN. Die
Materie wurde dabei allerdings noch im Teilchenbild behandelt. Die vollstandige und mit
der speziellen Relativitatstheorie vertriagliche Quantisierung der Elektrodynamik gelang
P. JOrRDAN, W. PAULI und W. HEISENBERG [4]. Hierin wurden die wechselwirkenden
DIRAC- und MAXWELLfelder quantisiert. In ihrer Arbeit von 1929 fiihrten HEISENBERG
und PAULI die LAGRANGE-Funktion fiir Felder ein, sprechen von kanonisch konjugierten
Variablen und benutzten eine Quantisierungsvorschrift, die wir heute kanonisch nennen.
Die Feldgleichungen folgten nun aus einem Wirkungsprinzip. Dieser Zugang zur Feldtheo-
rie hat sich durchgesetzt und gilt auch heute noch als das Verfahren zur Konstruktion von
Feldtheorien. Die Probleme mit der Einteilcheninterpretation des quantisierten KLEIN-
GORDON-Feldes wurde einige Jahre spiter von PAULI und WEISSKOPF gelost [5].

In Quantenfeldtheorien werden zunéachst die freien, nichtwechselwirkenden Felder ei-
ner Teilchensorte quantisiert und die Wechselwirkung der als punktférmig angenommenen
Teilchen danach durch eine lokale, d.h. in jedem Raumzeitpunkt als Produkt der wech-
selwirkenden Felder oder deren Ableitungen definierte Wechselwirkungsdichte eingefiihrt.
Dieses Vorgehen fiihrt jedoch bei einer direkten Berechnung zu divergenten Ausdriicken fiir
physikalische Gréfen, zum Beispiel zu unendlich grofen Selbstenergien. Dieses Problem
fiihrte auf das Renormierungsverfahren, dessen Ursprung bereits in den Untersuchungen
von DIRAC, HEISENBERG, WEISSKOPF, PAULI, FIERZ und KRAMERS zu finden ist und
in den bekannten Arbeiten von TOMONAGA, SCHWINGER, FEYNMAN und DYSON nach
dem zweiten Weltkrieg im Wesentlichen vollendet wurde. Fiir so-genannte renormierbare
Quantenfeldtheorien gibt es ein konsistentes Verfahren, bestehend aus einer Regularisie-
rung und anschliefenden Renormierung der Felder und Kopplungskonstanten, so dass die
Theorien nach Festlegung von wenigen physikalischen Parametern (Massen und Kopp-
lungsstérken) in jeder Ordnung der Storungstheorie Vorhersagen fiir alle weiteren Grofen
machen.

Die QED ist das einfachste und am besten studierte Modell einer renormierbaren
Quantenfeldtheorie. Hier tritt die elektromagnetische Wechselwirkung in reiner Form in
Erscheinung. Die beispiellose Genauigkeit der Berechnungen der QED basieren auf dem
Gebrauch der Storungstheorie. Dabei dient die dimensionslose SOMMERFELDsche Fein-

A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 1. EINFUHRUNG 3

strukturkonstante o = e*/hc ~ 1/137 als Entwicklungsparameter. Am weitesten wurde
die Berechnung des magnetischen Moments des Elektrons vorangetrieben, fiir das die Glie-
der der Ordnungen o, o, o® und a* bestimmt wurden. Die Rechnungen stimmen bis zur
zehnten Stelle hinter dem Komma mit den experimentellen Werten iiberein.

Neben der weiteren Entwicklung von Rechentechniken im Rahmen der Stérungstheorie
waren die Jahre zwischen 1930 und 1960 dem formalen Ausbau der Feldtheorie gewid-
met. Der Zusammenhang zwischen Spin und Statistik wurde entdeckt, das CPT-Theorem
fand seine erste Formulierung und die Darstellungstheorie der (Anti)-Vertauschungregeln
wurde entwickelt. Symmetrieprinzipien traten zunehmend in den Vordergrund. Gerade
im Rahmen der QED wurden viele fundamentale Begriffe und Gesetzméfkigkeiten der
Quantenfeldtheorien entdeckt und formuliert.

In Verallgemeinerung ihres Vorbilds wurden die komplizierteren Theorien der star-
ken und schwachen Wechselwirkung und auch die Modelle der grofen Vereinheitlichung
(GUTS) konstruiert. Die letzten Jahrzehnte waren geprigt von unseren Bemiihungen, das
allgemeine Grundkonzept aus den Griinderjahren 1927-29 auf diese so-genannten FEich-
theorien zu erweitern. Zuerst schien es, als ob die in der QED so erfolgreiche Stérungstheo-
rie auf die anderen Wechselwirkungen nicht anwendbar sei. Die schwache Wechselwirkung,
die zum Beispiel fiir den radioaktiven Beta-Zerfall verantwortlich ist, schien zu schwach
zu sein als dass hohere Ordnungen der Stérungstheorie eine Rolle spielen kénnten. Zudem
war die urspriingliche, von FERMI entwickelte Theorie der schwachen Wechselwirkung
nicht renormierbar. Auf die starke Wechselwirkung, welche zum Beispiel die Nukleonen
zusammenhélt, schien dagegen wegen ihrer Stirke die Storungstheorie nicht anwendbar.

Im Jahre 1972 wurde von G. 'T HOOFT bewiesen, dass spontan gebrochene Eichtheori-
en, wie sie zur Beschreibung der schwachen Wechselwirkung gebraucht werden, renormier-
bar sind. Ab dieser Zeit wuchs das Interesse an den so-genannten YANG-MILLS-Theorien.
Wiéhrend die QE D eine Eichtheorie mit ABELscher Eichgruppe U(1) ist, sind die YANG-
MirLs-Theorien Eichtheorien mit nicht-ABELschen Eichgruppen. Fiir die Kraft zwischen
schwach wechselwirkenden Teilchen sorgen 80 GeV schwere W- und Z-Bosonen, dhnlich
wie elektrisch geladene Teilchen iiber den Photonenaustausch wechselwirken. Die Theorie
der elektroschwachen Wechselwirkung, also der vereinheitlichten elektromagnetischen und
schwachen Wechselwirkungen, wurde von GLASHOW, WEINBERG und SALAM [6] entwi-
ckelt. Ist die Energie der Teilchen sehr viel kleiner als die Masse der Eichbosonen, so geht
das renormierbare WEINBERG-SALAM-Modell in die effektive und nicht-renormierbare
Theorie von FERMI iiber. 1973 zeigte sich, dass die der starken Wechselwirkung zugrun-
deliegende Quantenchromodynamik (QCD) - die Eichtheorie fiir Quarks und Gluonen -
asymptotisch frei ist, so dass bei sehr hohen Energien oder sehr kleinen Distanzen die
Kopplung schwiicher wird und die Stérungstheorie angewandt werden darf. In den friihen
1990ern waren bereits die meisten zweite-Ordnung Korrekturen zu den wichtigen QCD-
Prozessen berechnet. In allen Bereichen in denen die Storungstheorien anwendbar sind

A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 1. EINFUHRUNG 1.1. Literaturempfehlungen: 4

stimmen theoretische und experimentelle Resultate iiberein. Gerade im elektroschwachen
Sektor ist diese Ubereinstimmung hervorragend.

Ein tieferes, nicht auf der Stérungsentwicklung fufendes, Verstdndnis der Renormie-
rung wurde mit Hilfe der EUKLIDschen Funktionalintegralformulierung von Quantenfeld-
theorien erreicht. Diese ist die EUKLIDische Version des FEYNMANschen Pfadintegrals
[7, B]. Dabei wird die Zeitvariable zu imaginiren Werten fortgesetzt [9]. EUKLIDsche
Funktionalintegrale liefern die Verbindung zwischen Quantenfeldtheorie und statistischer
Mechanik. Diese Beziehung war in der Vergangenheit sehr fruchtbar fiir die QFT und
fiir die statistische Mechanik. In den 70er Jahren wurden Gitterfeldtheorien und insbe-
sondere Gittereichtheorien zunehmend zu einem wesentlichen Bereich der theoretischen
Hochenergiephysik. Nach Vorarbeiten von WEGNER [I0] formulierte WILSON 1974 eine
Gittereichtheorie, deren Kontinuumslimes einer EUKLIDschen Version der Quantenchro-
modynamik entspricht [TT].

1979 begannen CREUTZ, JACOBS und REBBI mit Monte-Carlo-Simulationen verschie-
dener Eichtheorien und untersuchten das Confinement in Theorien ohne Materie [12].
Innerhalb weniger Jahre etablierten sich numerische Methoden und heute sind Monte-
Carlo-Simulationen des Standardmodells neben der Storungstheorie zu einem der wich-
tigsten Hilfsmittel der Hochenergiephysik geworden. Die Gitterformulierung von Quan-
tenfeldtheorien ist nicht-storungstheoretisch und erlaubt einen komplementéiren Zugang
zu vielen Observablen, die oft stérungstheoretisch nicht direkt zugénglich sind.

1.1 Literaturempfehlungen:

C. Itzykson und J.B. Zuber, Quantum Field Theory, McGraw-Hill, 1980.

P. Becher, M. Bohm und H. Joos, Eichtheorien, Teubner Taschenbiicher, 1981; M. Béhm,
A. Denner und H. Joos, Gauge Theories of the Strong and FElectroweak Interaction, Teub-
ner, 2001.

J. Glimm und A. Jaffe, Quantum Physics - A Functional Integral Point of View, Springer,
1981.

G. Roepstorft, Path Integral Approach to Quantum Physics: An Introduction, Springer,
1996.

M. Creutz, Quarks , Gluons and Lattices, Cambridge University Press, 1983.

Istvan Montvay und Gernot Miinster, Quantum Fields on a Lattice, Cambridge University
Press, 1994.

H.J. Rothe, Lattice Gauge Theories - An Introduction, World Scientific Lecture Notes in
Physics, Vol. 43, 1996.

Jan Smit, Introduction to Quantum Fields on the Lattice, Lecture notes in physics, Cam-
bridge University Press, 2002
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R.J. Baxter, Ezactly Solved Models in Statistical Mechanics, Academic Press, 1982.
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Kapitel 2
Pfadintegrale

Aus Thren bisherigen Vorlesungen kennen Sie die Formulierungen der Quantenmechanik
von HEISENBERG, SCHRODINGER und Kollegen. Bereits 1933 spekulierte DIRAC, ob die
klassische Wirkung in der Quantenmechanik eine dhnlich wichtige Rolle spielen konnte
wie in der klassischen Mechanik [7]. Er glaubte, dass die Amplitude fiir die Propagation
von ¢ nach ¢ in der Zeit ¢,

K(t,q,q) = (¢|le"""/"q) (2.1)

gegeben ist durch
K(t,q,p) oc e"laetl/m, (2.2)

wobei g die klassische Bahn von ¢ nach ¢ in der Zeit ¢ ist. Der Exponent ist dimensionslos,
da h die Dimension einer Wirkung hat. Fiir ein freies Teilchen mit HAMILTON- und
LAGRANGE-Funktion

1 m.
Hy = %pz und Ly = 5q2 (2.3)

kann man die obige Formel leicht nachpriifen. Freie Teilchen bewegen sich lings Geraden
und die Bahn ist

0s) = 1 g+ (= 90y = 5 = [ dstlat)] = o =0

Dies fiihrt auf die Amplitude

Ko(t,q',q) oc ™00,
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—iHt/h 1t

Der Proportionalititsfaktor ist bestimmt durch die Bedingung e = 1, welche in

der Orts- oder Koordinatendarstellung die Form

lim K (¢,¢',9) = (¢, q) (2.4)

7th/h67iHs/h — efiH(tJrs)/

annimmt. Er ist auch bestimmt durch die Eigenschaft e " mit der

entsprechenden Form in der Ortsdarstellung,

/duKo(t,q’,U)Ko(s,u,Q) = Ko(t+s,4,q). (2.5)

Auf diese Art findet man den korrekten Propagator fiir ein freies Teilchen,

m \1/2
Kalt.d — < ) iS[gell /R 2.6

Ahnliche Resultate erhilt man fiir Systeme in denen (g) die klassische Bewegungsgleichung
erfiillt, d.h. Systeme fiir die gilt (V'(q)) = V'({q)).

Fiir nichtlineare Systeme muss die Formel (0 modifiziert werden. 1948 gelang es
FEYNMAN schlieflich, das DIRACsche Resultat auf solche Systeme zu verallgemeinern [8)].
Er fand eine alternative Formulierung der Quantenmechanik, aufbauend auf der Tatsache,
dass der Propagator als Summe iiber alle gewichteten Wege (und nicht nur klassische
Wege) vom Anfangs- zum Endpunkt geschrieben werden kann. In der Quantenmechanik
kann ein Teilchen auf beliebigen Wegen ¢(s) vom Anfangs- zum Endpunkt gelangen,

q(0)=¢q und q(t) =¢". (2.7)

Die Amplitude fiir einen einzelnen Weg ist ~ exp (iS[Weg]/h) und die Amplitude fiir alle
Wege ist nach den Regeln der Quantenmechanik die Summe der einzelnen Amplituden,

Kitd,q) ~ 3 esvern (2.8)

alle Wege

Bei der Untersuchung von stochastischen Prozessen beschiftigte sich WIENER schon frii-
her mit der Summe iiber alle Wege [I3]. Dabei wurde aber iiber reelle und positive
Wahrscheinlichkeiten fiir individuelle Wege summiert und nicht iiber komplexe Ampli-
tuden. Das WIENERsche Funktionalintegral entspricht dem FEYNMANschen Wegintegral
fiir ,imagindre Zeiten“. Die Wegintegralmethode gestattet eine einheitliche Sichtweise auf
die Quantenmechanik, Quantenfeldtheorie und die statistische Mechanik und ist ein uner-
setzliches Werkzeug in der modernen theoretischen Physik. Sie ist ein alternativer Zugang
zur HAMILTONschen Methode fiir die ,,Quantisierung” klassischer Systeme.

A. Wipf, Quantenfeldtheorie II
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Die Weg-, Pfad- oder Funktionalintegralmethode feierte erste grofe Erfolge in den
1950er Jahren und ist sehr schon und verstdndlich dargestellt in FEYNMAN'’S urspriing-
lichen Arbeit [8] und in seinem Buch mit HiBBS [I4]. Dieses Buch enthilt auch viele
Anwendungen und gilt heute immer noch als eine Standardreferenz. Funktionalintegrale
wurden von herausragenden Mathematikern und Physikern, und insbesondere von KAC,
weiterentwickelt [T5]. Eine gute Referenz fiir diese Entwicklung ist der Ubersichtsartikel
von GELFAND und YAGLOM [I6].

Ich kann in dieser Vorlesung nur eine Einfiihrung in Wegintegrale geben. Fiir ein tiefe-
res Verstindnis miissen sie die Literatur konsultieren. Es gibt viele gute Biicher und Uber-
sichtsartikel iiber Wegintegrale. Einige sind in der Literaturliste angegeben. Insbesondere
die Zitate [T7]-|21] enthalten einfithrendes Material.

Etwa alle zwei Jahre wird an unserer Fakultit eine Vorlesung iiber Pfadintegrale ange-
boten. Zur Vorlesung im Wintersemester 2001/2002 existiert ein Skript, welches Sie unter
http://www.tpi.uni-jena.de/” wipf/hpwipf.html, iiber den Link lecture notes in
ps.gz format abrufen kénnen. Das vorliegende Kapitel ist eine verkiirzte und iibersetzte
Version von Teilen des Skriptes.

2.1 Wiederholung der Quantenmechanik

Bekanntlich gibt es zwei Zuginge zur Quantisierung eines klassischen Systems - kanoni-
sche Quantisierung und Pfadintegral Quantisierung. Ich gehe davon aus, dass sie mit der
ersten, also SCHRODINGERs Wellenmechanik und HEISENBERGs Matrizenmechanik, ver-
traut sind. Trotzdem wiederhole ich nochmals die wesentlichen Schritte der kanonischen
Quantisierung.

Ein klassisches System wird beschrieben durch seine Koordinaten {¢'} und Impulse
{p:;} im Phasenraum I". Observablen sind Funktionen O : I' — R. Die Energie H(q,p)
ist ein prominentes Beispiel. Es existiert eine symplektische Struktur auf I', d.h. lokal
existieren Koordinaten mit POIssoN-Klammern

{¢',p;} =0, (2.9)

und diese Struktur wird mit Hilfe der Derivationsregel {OP, Q} = O{P, Q}+{O,Q} P und
der Antisymmetrie auf Observablen ausgedehnt. Die Zeitentwicklung einer Observablen
ist gegeben durch

O={0,H}, eg. ¢={¢,H} und p;={p;, H}. (2.10)

Nun ,quantisieren” wir das System, indem wir Observablen durch hermiteschen Operato-

A. Wipf, Quantenfeldtheorie II
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ren auf einem HILBERT-Raum und Poi1ssON-Klammern durch Kommutatoren ersetzen:

~ 1 .~ -
l
Die Zeitentwicklung von nicht explizit zeitabhingigen Observablen ist im HEISENBERG-
Bild gegeben durch

dO i - -
= __[H.0] 2.12
o h[ , O] (2.12)

Speziell die Phasenraumkoordinaten (¢°, p;) werden zu Operatoren mit einer Zeitentwick-
lung geméf
dqt i
dt h

dpz (A ~ . ~ A .3 o

H.§ d —
[H,4"] un s

Fiir nicht-relativistische Teilchen mit HAMILTON-Operator
A _ 1 -
H=Hy+V, mit HO:%Zpi (2.13)
findet man die bekannten Bewegungsgleichungen
dq' _ pi

aq' L i
i om MY

=—V,. (2.14)

Die Observablen werden auf einem HILBERT-Raum H, dessen Elemente die Systemzu-
stdnde charakterisieren, dargestellt,

0(4,p) : H — H. (2.15)

Fiir ein sich lings einer Geraden bewegenden Teilchens ist der HILBERT-Raum H = Ly(R)
und in der Ortsdarstellung

(0)(0) = avla) wd (30)(a) = “0,u(a). (2.16)

In Experimenten werden Matrixelemente von Observablen gemessen, z.B. der Erwartungs-
wert eines Operators in einem gegebenen Zustand, (¢|O(t)[¢) (im Folgenden schreiben wir
den Hut iiber den Operatoren nicht mehr). Die Zeitabhéngigkeit von Erwartungswerten
folgt aus den HEISENBERG-Gleichungen (Z12).

Oft wird eine (zeitabhiingige) Ahnlichkeitstransformation vom HEISENBERG- in das

A. Wipf, Quantenfeldtheorie II
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SCHRI;, $INGER-Bild ausgefiihrt,
O, = e RO /T ynd  |oh,) = e /P |y). (2.17)
Insbesonders gilt H;, = H und Observablen werden zeitunabhéngig,
O, = e Mi/h (—%[H, O] + O) et/ — ¢,
Mit (ZI7) findet man fiir die Erwartungswerte

(WIO@)]¢) = (¥s(t)]Oss (1)) (2.18)

Nach der Transformation {O(t), [¢)} — {O;, [¢(t))} ins SCHRI; $INGER-Bild entwickeln
sich die Zustédnde gemék der SCHR'I';)%INGER—Gleichung

il = HIv.). (219
In der Ortsdarstellung hat die formale Losung
[0(t)) = e /2|y (0)) (2.20)
die Form
uted) = d0®) =[Gl ) alv. 0))da
/K(t,q’,Q)@/}s(O,Q)dQ- (2.21)

Wir haben die Vollsténdigkeitsrelation

[ dataal =1 222
benutzt und den Kern fiir die unitire Zeitentwicklung
K(t,q,q) = {dle”"""q) (2.23)

eingefithrt. K(¢,q, q) ist die Wahrscheinlichkeitsamplitude fiir die Propagation von ¢ zur
Zeit 0 nach ¢’ zur Zeit t. Man schreibt auch

K(t,q',q) = (d',tlg, 0). (2.24)

A. Wipf, Quantenfeldtheorie II
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Diese Amplitude erfiillt die zeitabhingige SCHR'I';)%INGER—Gleichung

d
ihEK(t,q',q) =HK(t,q¢,q), (2.25)

wobei H auf ¢’ wirkt, und die Anfangsbedingung
lim K (t,¢',q) = 0(¢' = q)- (2.26)

Der Propagator K ist durch diese beiden Bedingungen eindeutig bestimmt. Zum Beispiel
hat fiir das nicht-relativistische freie Teilchen in d Dimensionen mit HAMILTON-Operator
Hy in (Z13) der Propagator die explizite Form

—i moNY2 g
Koltnd0) = (e M) = (g ) @ ad e RL 220

Speziell in einer Dimension ist

m \Y2 . o
Ko(t,q',q) = <2m’ht> e/ —a)/2ht (2.28)

Nach diesen Vorbereitungen kommen wir nun zur Pfadintegraldarstellung des Propagators
fiir ein Quantensystem mit HAMILTON-Operator H.

2.2 Feynman-Kac Formel

In diesem Abschnitt leiten wir die FEYNMANsche Pfadintegraldarstellung fiir den unitiren
Operator exp(—iHt) und die KAcsche Pfadintegraldarstellung fiir den positiven Operator
exp(—HT) ab.

Wir werden die Produktformel von TROTTER benétigen. Fiir Matrizen wurde sie
bereits von LIE bewiesen, und in dieser Version lautet sie:

Satz von Lie Fir zwei Matrizen A und B gilt

eAJrB = lim (eA/neB/n)n.

Wir beweisen diese einfache Formel. Mit den Definitionen S, := exp[(A + B)/n] und
T, := exp|A/n] exp[B/n] kénnen wir schreiben
€45 = (eMmeB )" = |lSy =T

= HS,Zfl(Sn —T,) + SZ’Q(Sn —T)T 4+ (S, — Tn)Tgle
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Die Norm eines Produktes ist kleiner gleich dem Produkt der Normen, und deshalb gilt
| exp(X)|| < exp(]|X]). Mit der Dreiecksungleichung folgt dann

IS0l T, < 0414130/ = g,
und damit
ISy =T < n-a® DS, = T

Benutzen wir noch S, —T,, = —[A, B]/2n*+0(1/n?), so ist die Produktformel fiir Matrizen
bewiesen.

Der Satz gilt allerdings auch fiir unbeschrinkte selbstadjungierte Operatoren A, B fiir
die A 4+ B auf dem Durchschnitt ihrer Definitionsbereiche (wesentlich) selbstadjungiert
ist:

Satz von Trotter: Sind A, B selbstadjungierte Operatoren und ist A+ B (wesentlich)
selbstadjungiert auf dem Durchschnitt D ihrer Definitionsbereiche, so gilt

e MATE) — s — Tlim (e A/t BIm)" (2.29)

Sind A und B zusdtzlich nach unten beschrinkt, dann gilt auch

e "B — 5 — lim (e_TA/"e_TB/")n. (2.30)

Der starke Limes bedeutet, dass die Konvergenz fiir alle Zustande ¢ € D gilt. Die For-
mel (Z2Z9) wird in der Quantenmechanik gebraucht, die Formel (Z30) dagegen in der
statistischen Mechanik sowie EUKLIDschen Formulierung der Quantenmechanik |22, 23].

Nun nehmen wir an, dass H = Hy + V ist und wenden die Produktformel ([229) auf
&2Z3) an. Mit € =¢/n und A = 1 erhalten wir

K(t,q',q) — nll—>r£>lo <q/| (e*ieHoe—z‘ev)n |q>
Jj=n—1
—tim [ dgy--dgus J] (graale eV ]g), (2.31)

n—00
J=0

wobei wir [ dg;|g;)(g;| = 1 benutzten sowie ¢ = gy und ¢’ = ¢, setzten. Das Potential V
ist diagonal in der Ortsdarstellung, so dass

<qj+1‘€7ieH0€7ieV|qj> — <qj+1|€7ieHo ‘%’) e*iév(q‘j). (2.32)

Jetzt setzen wir fiir den Propagator des freien Teilchens mit HAMILTON-Operator H, das
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Resultat (2227) ein. Es folgt

n/2
K(taqluq> = nh_)ngo/dQI T 'danl (ﬂ>

2mie

Jj=n—1 2
: ; MG =Gy
exp{ze Z [2 ( - ) V(gj)

J=0

} . (2.33)

Diese FEYNMAN-KAC-Formel ist nun die gesuchte Pfadintegral-Darstellung fiir den Zeit-
entwicklungskern.

Um zu sehen, warum die rechte Seite Pfadintegral heifst, verbinden wir die Punkte
q = qo,q1,--,qn-1,¢n = ¢ mit Strecken, so dass wir einen Weg bestehend aus kleinen
Geradenstiicken erhalten, wie in der folgenden Abbildung gezeigt.

Wir unterteilen das Intervall der Linge ¢ in n gleich lange Intervalle der Linge ¢ = t/n
und identifizieren g mit ¢(s=ke). Dann kann der Exponent in (233)) als RIEMANNsche
Summe interpretiert werden, und zwar fiir die klassische Wirkung eines sich ldngs des
stiickweise geraden Weges bewegenden Punktteilchens,

() ve] - fal5 (@) vao)]

=0
Das n — 1-fache Integral [dq; ...dg,_; ist dann die Summe iiber alle stiickweise geraden

Wege von ¢ nach ¢’. Da jeder stetige Weg von ¢ nach ¢’ durch einen stiickweise geraden
Weg approximiert werden kann und da wir den Kontinuumslimes n — oo beziehungsweise
e — 0 vollfithren, kénnen wir das Integral als Summe iiber alle Wege ansehen, die zur Zeit
t = 0 bei ¢ beginnen und zur Zeit ¢ bei ¢ enden. Setzen wir noch

(ﬂ)"/z —C (2.35)

2mie

mit einer Konstanten C', welche zu einem unitiren Zeitentwicklungskern Anlass gibt, dann

A. Wipf, Quantenfeldtheorie II
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finden wir

q(t)=q'
K(t,¢,q)=C / Dg S1/h, (2.36)

q(0)=q

Das formale Mak Dgq ist iiber den Grenzprozess (Z33)) erkldrt. Da das unendliche Pro-
dukt von LEBESQUE-Mafsen nicht existiert, hat D keine priizise mathematische Bedeu-
tung. Aber man kann ein Mafs auf allen Wegen definieren, wenn man das Pfadintegral zu
imaginédren Zeiten fortsetzt.

Die Formel (236)) gilt auch fiir Teilchen, die sich in mehr als einer Dimension bewegen,
oder fiir allgemeinere Systeme mit verallgemeinerten Koordinaten ¢', ..., ¢". Fiir weitere
Eigenschaften des Pfadintegrals sowie Beispiele und Anwendungen verweise ich auf [24].

2.3 Euklidsches Pfadintegral

Die oszillierenden Integranden exp(iS) im Pfadintegral (230) fiithren auf Distributionen.
Falls es gelingen wiirde, diese Oszillationen zu unterdriicken, dann gébe es vielleicht die
Moglichkeit, ein wohldefiniertes Pfadintegral zu konstruieren. Dies mag erkldren, warum
in beinahe allen rigorosen Arbeiten zum Pfadintegral eine imaginére Zeit angenommen
wird. Fiir imaginire Zeiten kann ein Maf auf allen Pfaden streng konstruiert werden und
die Konstruktion fithrt auf das WIENER Mafs. Mit einer sogenannten Wi1CK-Drehung wird
also t zu imaginéren Zeiten analytisch fortgesetzt. Bei der inversen WiCK-Drehung rotiert
man wieder zuriick zu reellen Zeiten. In der Praxis ersetzt man im Pfadintegral (236) die
Zeit t durch —i7, versucht das so erhaltene EUKLIDsche Pfadintegral zu 16sen, und ersetzt
in der Losung die imaginére Zeit 7 wieder durch .

2.3.1 Quantenmechanik fiir imaginire Zeiten

Fiir selbstadjungierte HAMILTON-Operatoren hat der unitire Zeitentwicklungsoperator
die Spektraldarstellung

Ut) = e ™t = / e Py, (2.37)

wobei Pg die spektrale Familie von H ist. Der Triger des Integrales ist das Spektrum
von H. Fiir ein diskretes Spektrum ist Pgr der orthogonale Projektor auf den von allen
Eigenfunktionen mit Energien < F aufgespannten Eigenraum. Wir wollen annehmen, dass
der HAMILTON-Operator nach unten beschrinkt ist. Dann konnen wir eine Konstante
addieren, so dass H > 0 ist und das Integral (Z31) von 0 bis co geht. Jetzt ersetzen wir

A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 2. PFADINTEGRALE 2.3. Euklidsches Pfadintegral 15

t — t — ¢7 mit dem Resultat
e—(r—f—it)H _ /OO e_E(T+it)HdPE- (238)
0

Mit unseren Annahmen ist dies eine holomorphe Halbgruppe in der unteren komplexen
Halbebene

{t —ir € C, 7 > 0}. (2.39)

Kennen wir den Operator (Z38) auf der unteren imaginédren Achse (¢t = 0,7 > 0), dann
konnen wir zur reellen Achse (¢,7 = 0) analytisch fortsetzen. Wenn wir in der MINKOW-
SKI-Metrik ds? = dt?> — da? — dy? — dz? die Zeit fortsetzen, t — —i7 dann erhalten wir
eine Metrik mit EUKLIDscher Signatur. Deshalb nennt man die Theorie mit imaginérer
Zeit oft EUKLIDsche Theorie. Streng genommen ist dieser Name nur fiir relativistische
Feldtheorien (und nicht in der Quantenmechanik) angebracht.

Die Entwicklungsoperatoren U(t) sind fiir alle reellen Zeiten definiert und bilden eine
einparametrige unitire Gruppe. U(t) erfiillt die SCHR'I'J)%INGER—GleiChung

d

i— U(t) = HU ()

und der Kern K(t,q',q) = (¢'|U(t)|q) ist komplex und oszillierend.
Fiir imaginére Zeiten sind die ,Entwicklungsoperatoren®

Ut)=e ™ (2.40)

hermitesch (und nicht unitér) mit reellem Spektrum. Die U(7) existieren fiir positive 7
und bilden eine Halbgruppe. Fiir beinahe alle Anfangsdaten ist eine Entwicklung in die
simaginédre Vergangenheit* unmoglich. U(7) erfiillt eine Diffusionsgleichung,

d%l_U(T) =—HU(7), (2.41)

und der Kern
K(t,d,q) = (¢ ,7]4,0) = (¢le7™"|q) mit K(0,¢,q) =0d(¢,q), (2.42)

ist reell fiir reelle HAMILTON—OperatorenEI. Der Kern ist strikt positiv:

Satz: Das Potential V' sei stetig und nach unten beschrinkt, und H = —%A + V sei

'Bei einer Kopplung an das magnetische Feld wird H und damit U(7) komplex.
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wesentlich selbstadjungiert. Dann ist
(d'le”™g) > 0. (2.43)

Fiir einen Beweis dieses Satzes verweise ich auf das Buch von GLIMM und JAFFE [21], Seite
50. Zum Beispiel sind die Kerne fiir das freie Teilchen und den harmonischen Oszillator
in d Dimensionen und fiir imaginére Zeiten

m

d/2 . .
K()(T, q/,q) = <%> e—m(q Q)2/2 (244)

und

mw d/2 mw ., ,o 2q'q
o) = () e {2 " 4 Py - ”
(1.4 q) 27 sinh wT eXP { 2 [( +q7) cothwr sinh WT} ! )

offensichtlich strikt positiv. Diese Positivitit ist wesentlich fiir die weitreichende Beziehung
zwischen der EUKLIDschen Quantenmechanik (Quantenfeldtheorie) und der Wahrschein-
lichkeitstheorie. Die Grofse

P(1,q) =C-{q,7|0,0) =C - K(1,q,0), (2.46)

kann als Wahrscheinlichkeit fiir die Bewegung von 0 nach ¢ im Zeitintervall 7 interpretiert
Werdenﬁ. Die Wahrscheinlichkeit dafiir irgendwo zu landen muss Eins sein,

¢ [t o0 = [ dr(ra.0 -1 (2.47)
und diese Forderung legt C fest. Speziell fiir ein freies Teilchen ist
m \ %2 2
P’T — <_) —mq® /27
(9) 2rT ‘ ’

die Wahrscheinlichkeitsdichte fiir die BROWNsche Bewegung mit Diffusionskoeffizient D =
1/2m.

Vakuumerwartungswerte der Feldoperatoren sind von herausragendem Interesse in
einer Quantentheorie. In der Quantenmechanik haben diese WIGHTMAN-Funktionen die
Form

WO (.. t) = (0[q(t) -~ q(ta) |0y, q(t) = ege ™. (2.48)

Diese Funktionen dndern sich bei Austausch zweier Argumente, da die Ortsoperatoren

2Um die Notation einfach zu halten bezeichnet hier ¢ und nicht ¢’ den Endpunkt.
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zu verschiedenen Zeiten im Allgemeinen nicht vertauschen. Wir diirfen wieder annehmen,
dass die Energie des Grundzustandes |0) verschwindet. Nun setzen wir die WIGHTMAN-
Funktionen zu komplexen Zeiten z; = t; — i7; fort,

W(”)(zl, o zn) _ <O| qefi(zlfzz)qufi(zzfzg)Hq g e*i(zn—lfzn)Hq |0> ) (2.49)

Wir haben benutzt, dass H den Grundzustand annihiliert und deshalb exp(i(H) |0) = |0)
ist und miissen fordern, dass die Imaginérteile der z; geordnet sind,

%(Zk - Zk+1) S 0.

Mit obiger Definition der komplexen Zeiten z; folgt die Analyzitit der Funktionen W
im Gebiet

T > To. .. > Ty (2.50)

Die WiGHTMAN-Funktionen fiir reelle Zeiten sind also die Randwerte der analytischen
WIiGHTMAN-Funktionen fiir komplexe Argumente

WOy, ty) = dim W (2, 2,). (2.51)

S(zp41—25)>0

Die Funktionen mit imagindren Argumenten heiffen SCHWINGER-Funktionen,

SO (r, .. . 1) = W (—in, ... —ir,)
= (0] ge” (MM gem il g eI g o). (2.52)

Wie sieht dies nun fiir den Oszillator mit (renormiertem) HAMILTON-Operator
H = wad'a,

aus, wobei @ und a' die bekannten Absteige- und Aufsteigeoperatoren sind,

1 mw
T _ 1 : 1
5 (a + a) und  p =1,/ 5 (a a) mit [a,a ] =1.

Der Grundzustand |0) hat die Energie Ey = 0 und der erste angeregte Zustand |1) = a' |0)
die Energie £} = w. Die Zweipunkt-WIGHTMAN-Funktion hingt nur von der Zeitdifferenz
tl — t2 ab,

q:

WOt 1) = (Ola(t)alt)10) = 5 — (0] (a-+ al)e @ (a1 1) o)

mw
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—iw(t1—t2)

1 —itwata
= 5 —(l]e L) =

e

9

2mw

und die zugehorige SCHWINGER-Funktion hat die Form

efw(ﬁ —72)

SO (7 — 1) = (2.53)

2mw
In einer relativistischen Quantenfeldtheorie sind die SCHWINGER-Funktionen S invari-
ant unter der EUKLIDschen LORENTZgruppe SO(4) und deshalb ist S (zy,...,z,) eine

symmetrische Funktion seiner Argumente z; € R*. In der Quantenmechanik ist dies nicht
der Fall.

2.3.2 Das Pfadintegral fiir imaginire Zeiten

Nun wollen wir die Pfadintegral-Formulierung der Quantenmechanik mit imaginérer Zeit
formulieren. Wir erinnern daran, dass die Produktformel von L1E und TROTTER (Z30) aus
der Formel (Z28) hervorgeht, wenn man it durch 7 ersetzt. Genauso wie im kanonischen
Zugang dreht man die reelle Zeit ¢t mit einer WICK-Rotation in die imagindre Zeit —i7
oder EUKLIDsche Zeit 7. Dies ist allerdings nur statthaft, wenn H nach unten beschriankt
ist. Mit denselben Argumenten wie in der Quantenmechanik mit reeller Zeit kann man
die zu (Z333) analoge Formel fiir die EUKLIDsche Zeit 7 beweisen. Die einzige Anderung
ist die Ersetzung von ie durch e. Man findet

. . m \"/?2
K(r.q.q) = {qle"™""g) = lim / gy -dguor (o) e SEmma)t

1

mit Z{ qﬂ“ )2+V(qj)}, (2.54)

7=0

wobei wiederum ¢y = ¢ und ¢, = ¢’ gesetzt wurden.

Die rechte Seite ist die Zustandssumme fiir ein System auf einem eindimensionalen
Gitter, dessen Gitterpunkte mit j bezeichnet sind. Auf jedem Gitterpunkt j ist eine reell-
wertige Variable ¢; definiert und die Wechselwirkung ist eine zwischen néchsten Nachbarn
¢; und gj;1. Die Werte des Gitterfeldes

{0717"'7n_17n} —>{QO7(]17---7(]n717Qn}

werden am Rande des Gitters festgehalten, ¢o = ¢ und ¢, = ¢'. Das vielfache Integral
(Z3)) entspricht der Summe iiber alle Gitterkonfigurationen. Mit dieser Interpretation
wird A zu einer Temperatur und der klassische Grenzfall A~ — 0 geht {iber in den Tieftem-
peraturlimes des Gittersystems.
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Im Kontinuumslimes n — oo wird die rechte Seite in (254]) zu einem EUKLIDschen
Pfadintegral mit EUKLIDscher Wirkung

T

1.
Selal = [ do[5mi? + V(a(o))] (2.55)
0
und reeller Dichte
q(1)=¢
K(rd.q)={d.7]0.0) = C / Dy e Sela/n (2.56)
q(0)=q

Die Kerne fiir das freie Teilchen und den harmonischen Oszillator wurden bereits in (2:44)
und (Z73) angegeben.

2.3.3 Pfadintegrale in der statistischen Mechanik

Die Pfadintegralformulierung fiihrt unmittelbar zu einer Verbindung zwischen Quanten-
mechanik und statistischer Mechanik. Die Zustandssumme ist ein Pfadintegral mit ima-
ginarer Zeit.

Die Spur des Operators K(7) = exp(—7H/h), dessen Kern die Pfadintegraldarstellung
(Z2d) hat, ist gerade die kanonische Zustandssumme zur Temperatur T = h/7 oder zur
inversen Temperatur [,

Z(B) =trePH = Ze_BE" = /qu(hﬁ,q,q), B = i (2.57)

T
Wegen ¢ = ¢/ im letzten Term wird im Pfadintegral nur iiber periodische Wege von ¢ nach
q integriert und wegen der zuséatzlichen dg-Integration iiber alle periodischen Wege. Im
Folgenden setzen wir wieder A = 1.
Fiir den harmonischen Oszillator ist

K(3.dq) = || — { e

orsnh(0d) "0\ 2h (¢ +q)coth(w5)_?i]}’ (2.58)

sinh(wpf3)

und die Zustandssumme hat die Form

Z(B) = 1/27Tsmh %) /dqexp{ mw tanh(= wﬁ) }

_ _ BN s 2.59
2Slnh( wp) 1—6*“’5 e Ze (2:59)
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wobei wir sinhz = 2sinh /2 - cosh /2 benutzten. Vergleichen wir mit (Z57), so konnen
wir die Energien des harmonischen Oszillators mit Kreisfrequenz w ablesen,

1
En:w(n+§), n=0,1,.... (2.60)
Fiir sehr positive 3, d.h. fiir sehr tiefe Temperaturen, wird die Summe (ZI217) vom Beitrag
des Grundzustandes dominiert, und entsprechend konvergiert die freie Energie gegen die
Grundzustandsenergie,
1 B—o00

F(B) = —Blog Z(B) — Ep. (2.61)
Oft ist man an den Energien und Wellenfunktionen der angeregten Zusténde interessiert.
Wir diskutieren nun eine elegante Methode zur Berechnung dieser Gréfsen.

2.3.4 Korrelationsfunktionen in der Quantenstatistik

Die Energien der angeregten Zustinde kann man aus den thermischen Korrelationsfunk-
tionen zu imagindren Zeiten gewinnen. Dies sind Erwartungswerte von Produkten des
Ortsoperators zu verschiedenen imaginédren Zeiten,

qgp(r) = g™ gp(0) = ¢(0), (2.62)
im kanonischen Ensemble,
(ap(r) -+ ap(7))y = o tre P gp(m) - gi(r) (2.63)

wobei Z(3) die kanonische Zustandssumme ist. Am absoluten Temperaturnullpunkt gehen
sie, wie wir gleich zeigen werden, in die SCHWINGER-Funktionen iiber.

Die Energieliicke zwischen dem Grundzustand und dem ersten angeregten Zustand
kann man aus der thermischen Zweipunktfunktion

(qe(m)ae(m))s = Z(lﬁ)tl" e P qp () qe(r)

_ 1 tr 6—(;6—7’1)]‘[ —(m1—m2)H —1moH (264)

Z(5) 4 a°

wie folgt gewinnen: Zur Berechnung der Spur verwenden wir die orthornormierten Energie-
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Eigenzusténde |n) und schieben den Einheitsoperator 1 = > |n)(n| ein, mit dem Resultat
1
(= o eI gl (). (2.65)

Fiir tiefe Temperaturen § — oo sind die Terme mit E,, n # 0 exponentiell unterdriickt
und die thermische Zweipunktfunktion geht in die SCHWINGER-Funktion iiber,

(ap(m)an(m)), == e En=E|0|g|m) [ = (0lgp(r1)ar(r)|0).  (2.66)

m>0

Ganz analog findet man fiir die Einpunktfunktion
Jim {as(r)s = (0lgl0), (2.67)
so dass die verbundene Zweipunktfunktion

(a6(m)s (7)), s = (a5(m)a(12)), — (a5(1)) {a6(m)), (2.68)

fiir grofe Zeitunterschiede 71 — 75 exponentiell klein wird,

Jim (g (1)ap(r2))p = 3 ™" TETE 0lgm) P, (2.69)

m>0

da im Gegensatz zur Zweipunktfunktion der Term mit m = 0 nicht vorkommt. Die verbun-
dene Zweipunktfunktion ist die Zweipunktfunktion fiir den verschobenen Ortsoperator,

(a8(1)ap(m2)). 5 = (Age(n)Aqe(12))s  Aqp(T) = qp(7) = {ge(1))s. (2.70)

In der Stérungstheorie tragen nur verbundene FEYNMAN-Graphen zu (. . .). bei. Fiir grofe
EukLiDsche Zeitdifferenzen 71 — 7 kann man nun die Energieliicke und den Betrag des
Matrixelementes (0|¢|1) leicht ablesen,

(5(1)4p(12))epmoe — e BT Olg ), 7~ — o0, (2.71)

Als néchstes leiten wir die Pfadintegraldarstellung fiir die thermischen Korrelationsfunk-
tionen ab. Wir lassen eine Zeitabhéngigkeit von H zu. Wie beim Zeitentwicklungsoperator
berechnen wir zuerst das Matrixelement

(dIK(B)ae(n)qe(r)lg), mit qp(r) = K(=7)qK(7). (2.72)

Hierin ist K(7) der EUKLIDsche Propagator, dessen Kern die Pfadintegraldarstellung
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(Z50) hat. Wir schieben zweimal die Eins ein, so dass

(...)= /dvdu(q'|K(ﬁ — 1) |v)v(v| K (1 — ) |uyul{u| K (m2)|q).

Setzen wir fiir die Propagatoren das Resultat (Zhf]) ein, dann ist die Pfadintegraldarstel-
lung der thermischen Zweipunktfunktion evident: Zuerst summieren wir {iber alle Wege
von ¢ — u in der ,imaginiren® Zeit 7 und anschliefend multiplizieren wir mit der Ko-
ordinate u zur Zeit 7. Danach summieren wir {iber alle Wege v — v in der Zeit 71 — 7
und multiplizieren mit der Koordinate v zur Zeit 7. Zum Schluss summieren wir noch
iber alle Wege v — ¢ in der Zeit [ — 71. Die Integration iiber die Zwischenorte u und v
bedeutet, dass iiber alle Wege ¢ — ¢’ zu summieren ist und nicht nur iiber Wege die zur
Zeit 15 durch u gehen und zur Zeit 7y durch v. Neben exp(—Sg) enthélt der Integrand
den Faktor vu = q(71)q(72). Die gesamte Zeit ist 3, so dass schlussendlich

q(B)=q
<ql|€_ﬁﬁ@E(T1)@E(Tz)|Q> =C- / DQG_SE[Q}Q(H)C](TQ, T1 > Ta. (2-73)

q(0)=¢

Zur Berechnung der Spur im thermischen Erwartungswert (Z64]) setzen wir ¢ = ¢/, inte-
grieren iiber ¢ und dividieren das Resultat durch die Zustandssumme Z(3). Im Pfadinte-
gral bedeutet ¢ = ¢’ und das Integral iiber ¢, dass wir iiber alle periodischen Wege mit
Periode 8 summieren,

<QE(7'1)§E(7'2)>5 = %%Dq exp (—Sglg]) ¢(m)q(72),
z - qu exp(—Suld])- (2.74)

Bei der Anwendung der TROTTER-Formel haben wir 73 > 75 vorausgesetzt.
Die Pfadintegraldarstellung fiir die héheren zeitgeordneten thermischen Korrelations-
funktionen erhélt man analog. Sie konnen aus dem erzeugenden Kern
q(8)=q'

q(0)=q

oder dem zugehorigen erzeugenden Funktional, der Zustandssumme in Gegenwart einer
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dufseren Quelle,
Z(ﬁ,j)z/qu(ﬁ,j,q,q)zC f Dg e Seld )10, (2.76)
q(0)=q(B)

gewonnen werden. Man braucht diese nur geniigend oft nach der Quelle j(7) abzuleiten.
So ist die thermische Zweipunktfunktion (G4 gleich

1 52 :
(T4r(m1)4e(m2))s = Z(B,0) 85(t1)3j(t2) Z(ﬁa])‘jzoa (2.77)

wobei T fiir die Zeitordnung steht. Beide Seiten stimmen fiir 7y > 7 iiberein und da die
rechte Seite symmetrisch in seinen Argumenten ist, miissen wir die auf der linken Seite
die Zeitordnung einschieben. Wir erhalten die Zeitordnung natiirlich auch, wenn wir die
obige Rechnung fiir 7, > 7 wiederholen wiirden.

Die verbundenen Korrelationsfunktionen werden vom SCHWINGER-Funktional erzeugt,
also dem Logarithmus der Zustandssumme

W(B,j) =log Z(8,5) (2.78)

Fiir ein konservatives System und eine zeitunabhéngige Quelle j ist W proportional zur
freien Energie. Die verbundenen Korrelationsfunktionen erhélt man durch funktionale
Ableitungen des SCHWINGER-Funktionals,

571

<TQE<7—1)§E(T2> te 'QE(TH»C,[? = 5]<71) . 5]<Tn) W<ﬁ7j)|j=0' (279)

2.4 Anhang A: Der harmonische Oszillator

Nach Diskretisierung der EUKLIDschen Zeit lautet die Pfadintegraldarstellung fiir die
Zustandssumme des harmonischen Oszillators mit Lagrangefunktion

m..
L=—=¢" +pg (A-1)
auf dem Gitter mit Gitterkonstanten € und n Stiitzstellen wie folgt,

9
7 = [anin (1) e I o) EY T
! "\ 2re = 2 € J
1
= C~/dq1~-~dqnexp (—§(q,AQ))- (A-2)
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Im ersten Integral ist ¢y = ¢, und im zweiten haben wir die regulire symmetrische Matrix

a —1 0 0 -1
-1 o -1 0 0
A=" , a:2(1+ﬂe2), (A-3)
€ m
-1
-1 0 0 -1 «

eingefiihrt. Dies ist eine TOEPLITZ-Matrix die auf jeder Nebendiagonalen diesselben Ele-
mente hat. Diese Eigenschaft folgt aus der Invarianz der Wirkung unter Gittertranslatio-
nen.

Zur Berechnung von Momenten ist es vorteilhaft, die erzeugende Funktion

25 = (3=)" [raeo{-Ja. 10+ 6.0}

2re

m/e)/?
%exp {%‘A*a‘)} (A-d)

2
zu berechnen. Hier haben wir die als bekannt vorausgesetzte Formel fiir GAUSSsche Inte-
grale zur Anwendung gebracht. Die Eigenwerte von A sind

2 2 k

)\kzm(a—QCOS—ﬂ-k‘):—(/L€2+2msin2ﬂ-—), k=1,...,n, (A-5)
€ n € n

und die zugehorigen orthonormierten Eigenvektoren haben die Form

(k)= — (Zk, 22k z"k)T mit 2z = e*™/", (A-6)

Damit ergibt sich fiir die inverse Matrix

ot (k n 2nik(p—q)/n
At = Z M bzw. (Afl) - ‘ 9 k" (A-7)
- Ak PL2n = pie® + 2msin® 7
Die verbundenen Korrelationenfunktionen des Oszillators
< = — 2 1og )] (4-8)
i .« . Z o .7 O . -
verschwinden fiir m > 2. Die einzige nicht-verschwindene Funktion ist
0 1 1
iQive = (:q;) = —— (3, A7) = (A7) . A-9
(:95)e = (%)) 93], (4, A47%) = (A7), (A-9)
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Es folgt insbesondere, dass unabhéngig von ¢

n

(@) = % > L (A-10)

— pet +2m sin? &

n
Zusammen mit dem Virialtheorem fiihrt dieses Resultat auf die Grundzustandsenergie Ej
des Osrzillators auf dem endlichen Gitter. Die entsprechenden Energien sind fiir verschie-

dene € und n mit en = 10 in der Tabelle (B90) im néchsten Kapitel unter Ey(exakt) zu
finden.

2.5 Aufgaben

Aufgabe 1: Harmonischer Oszillator
Im Folgenden leiten Sie den Kern des Zeitentwicklungsoperators des harmonischen Oszil-
lators

1 1
H S 2 ~ 2
oV ot
ab, wobei wir zur Vereinfachung 7 = w = m = 1 gesetzt haben. Der Kern ist definiert
als K(t,q,q) = (¢'|e”*#t|q). Driicken Sie den Kern mittels Eigenfunktionen des Hamil-
tonoperators aus und benutzen Sie folgende Formel (die man in einer Formelsammlung

finden kann)

exp(—(&2+7°) ) g" ! exp <_(§2 aal/ i 2&70) :
n=0

9 n|Hn(§)Hn(77) = — e

i

um das Ergebnis aus der Vorlesung zu erhalten (dabei sind H,, die Hermitefunktionen,
d.h. die Eigenfunktionen des Hamiltonoperators).

Bemerkung: Dieses Ergebnis kann auch iiber die direkte Auswertung des Pfadintegrals
erhalten werden (siehe mein Vorlesungsskript Path Integrals, Seite 14-17).

Aufgabe 2: Numerische Berechnung von Integralen
Berechnen Sie mit Hilfe der Simpson-Regel das Integral

1
/ dz e*
0

und vergleichen Sie mit dem exakten Resultat.

Aufgabe 3: Verbundene/Unverbundene Korrelationsfunktionen
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In der Vorlesung wurde folgende Formel fiir die unverbundenen Korrelationsfunktionen
abgeleitet:

n ﬁ
T = g5 g [ e (-seld+ [ arin)

q(0)=q(8)

Nehmen Sie an, dass in der (euklidischen) LAGRANGE-Dichte Lg(q,¢) = 1¢* + V(¢) das
Potential gerade ist, d.h. V(—¢q) = V(¢q) gilt.

a) Zeigen Sie, dass (¢(7))g = 0 ist.

b) Driicken sie die unverbundene Korrelationsfunktion (T°G(y) ...G4(m4))s durch verbun-
dene Korrelationsfunktionen aus.
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Kapitel 3
Monte Carlo Simulationen

Das Pfadintegral kann nur fiir sehr einfache Systeme wie den harmonischen Oszillator
oder das freie Teilchen explizit berechnet werden. Fiir kompliziertere Systeme macht man
Gebrauch von Stérungstheorien (z.B. semiklassische Entwicklung, Stérungstheorie in der
Wechselwirkung, Hochtemperaturentwicklung) oder numerischen Methoden. Wir haben
gesehen, dass die Pfadintegrale fiir thermodynamische Grofsen und Korrelationsfunktionen
durch endlichdimensionale Integrale approximiert werden. Dabei wird die Zeit diskreti-
siert, s € {0,¢,...,ne = 7}, und die Wirkung durch eine RIEMANNsche Summe genéhert.
Diese hiangt von den Werten

q=1{q0,q, -} ={q(0),q(e),...,q(ne)}

des Weges ¢(s) an den Gitterpunkten s, = ke ab. In dieser Gitterapproximation ist jeder
Erwartungswert durch ein endlich-dimensionales Integral gegeben,

e—5(a) T o
(0) = /Pa0lg) ., mit /Dq: / quj, (3.1)

f ’Dq e—S(a)

und der in (Z54) eingefithrten Gitterwirkung S(q) = S(q1,...,q,) (statt Sg schreiben
wir in diesem Abschnitt S).

3.1 Hochdimensionale Integrale

Nicht nur in der Gitterapproximation zur Quantenstatistik oder EUKLIDschen Quanten-
mechanik muss man hochdimensionale Integrale berechnen. Hier sind effiziente numerische
Algorithmen gefragt, die das Integral bis auf einen abschitzbaren Fehler berechnen. Diese
miissen dem jeweiligen Problem angepasst werden.

27
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3.1.1 Numerische Algorithmen

Numerische Integrationsmethoden werden seit Jahrhunderten benutzt. Es gibt zwei be-
kannte Kategorien: Formeln, welche den Integrand an dquidistanten Stiitzstellen auswer-
ten (NEWTON-COTES-artige Integrationsregeln) und Formeln, welche den Integrand an
sorgfiltig ausgewihlten, aber nicht dquidistanten Stiitzstellen auswerten (GAUSSsche In-
tegrationsregeln). Fiir spezielle Integranden fiihrt die zweite Klasse meistens zu besseren
Resultaten.

Die numerischen Algorithmen beruhen auf der RIEMANNschen Definition von Integra-
len. Um nachzupriifen, ob ein Funktion f : [a,b] — R RIEMANN integrierbar ist, wihle
man eine Einteilung des Intervalls,

vioa=x0< 11 <3< ...<Tp o< Tp1<Tp,=0>0 (3.2)

und definiert die zu dieser Einteilung gehérende RIEMANNsche Unter- und Obersumme

Uf,y) = > (wig — ) - inf{f(2)]e; < 2 < 201}
=0
O(f,v) = Z(xiﬂ — ;) - sup{f(z)|z; <z < @i},

mit O(f,~) > U(f,7). Ist

sng(f,’y) Iing(fa’V)a

dann heifst f im RIEMANNschen Sinne integrierbar und

/ fa)ds = supU(f.7) (3.3)

das RIEMANNsche Integral von f. Diese Definition kann leicht auf mehrdimensionale In-
tegrale ausgedehnt werden und wird bei numerischen Rechnungen gebraucht.

Die meisten Algorithmen beruhen darauf, dass jede glatte Funktion durch Interpolati-
onspolynome approximiert werden kann. Wir erinnern daran, dass es genau ein Polynom
P,, vom Grade < m gibt, welches an (m+1) vorgegebenen Stitzstellen xg, 1, ..., Tpm_1,Tm
vorgegebene Werte fy, ..., f,, annimmt, wobei f; = f(x;) ist. Zur expliziten Konstruktion
definiert man die m + 1 LAGRANGEschen Polynome vom Grade m:

r — I;

Ly(x) =] p=0,....,m, mit Ly(x,) = b, (3.4)

b
i=0 Tp — X
i#Ep
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Das interpolierende Polynom vom Grade m ist dann

m

Pn(z) = Z foLp(z) = Z f(zp)Ly(z). (3.5)

p=0 p=0

Es gilt nun der folgende

Satz: FEs sei [ eine auf dem Intervall A (m + 1)-mal stetig differenzierbare Funktion,
und sei P, das zu den Stitzstellen xq,...,x,, € A gehorige Interpolationspolynom vom
Grade < m. Dann ezistiert zu jedem x € A ein Punkt £(x) (gelegen im kleinsten Intervall,
welches die Punkte (xg, ..., Ty, x) enthdlt) derart, dass

(g () T
f(x) = Pu(z) = NCE L(z), L(z) = g(ﬂf — 7). (3.6)

Aufgrund des Satzes ergibt sich fiir das Integral [ dzf(x) von der kleinsten Stiitzstelle z
bis zur grokten Stiitzstelle x,, die Formel

Tm m (m+1) (¢( g
/ d () :Zf(xp)/da:Lp(x)—i—/d:c SN (3.7)

(m+1)!
p=0 —_—
Tp

Die v, bzw. z, heifen Gewichte bzw. Knoten der Integrationsformel. Fiir dquidistante
Knoten an den Stellen

To, T1 = Tog+ €, To=2Tg+2€, ..., Ty = Ty + Mme (3.8)

erhalten wir mit der Substitution z = o + ht, ¢ € [0, m] die Gewichte

%() ):e/ H - dt = ewz() ), (3.9)

Aus der Definition und Zp ,YI()m) = 1 folgt nach Integration fiir jedes m

wi™ + 0™+ w™ =m und w™ =™ (3.10)

p m—=p-

Die NEWTON-COTES-Formeln lauten nun

m

/ﬂﬁm dx f(x) NZewl()m)f(xo+ep), ME = Ty, — T. (3.11)

xo p:O
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Man findet folgende Gewichte

95 375 250 250 375 95
288 288 288 288 288 288

41 216 27 272 27 216 41
Weddle_Regel 140 140 140 140 140 140 140

m | Name wl(,m) (p=0,1,...,m)

0 | Rechteckregel |1

1 | Trapezregel 11

2 | Simpson-Regel | £+ 3 3 512
3 | 3/8 — Regel -

4 | Milne-Regel |12 & 2 ¢ U

)

6

Wir illustrieren die Fehleranalyse fiir

f(x) die SIMPSON-Regel. Dazu betrachten

wir die Differenz zwischen dem Integral

der Funktion f(z) von —e bis € (sie-

e 0 . he Abbildung) und der Ndherung (B.11)
fiir m = 2, also den Fehler

Bl = [ do o) = (5= + 45(0) + £(0).

—€

Wir leiten Ey(e) dreimal nach € ab und erhalten

(@)

Ey'(e) = =3 (=/"(=e) + ["(€)).

Dies kann betragsmifiig wie folgt abgeschétzt werden:

€ 2¢ :
1By ()] = 31f"(e) = [ (=€)l < 5 My, wobei My = sup_ Lf7 ()]
te|—e,e
Die Integration ergibt die Fehlerabschitzung
el
[Bo(e)] < My - o (3.13)

Falls die Funktion f mindestens viermal stetig differenzierbar ist, kann man auf EJ’ den
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Mittelwertsatz anwenden,

By = e fO0),

und es folgt die bessere Abschitzung

5
1Bo(e)| < My- S, mit My= sup |fP). (3.14)

90 te[—e,€]
Hieraus ergibt sich die bemerkenswerte Tatsache, dass durch die KEPLERsche Fassregel
sogar kubische Polynome exakt integriert werden. Fiir die anderen Verfahren erhélt man
analoge Fehlerschranken fiir das Integral von der kleinsten bis zur gréfiten Stiitzstelle

(Mm = SUP[z4,2,,] |f(m)|)

m | Name E..(¢) || m | Name E..(¢)

0 | Rechteckregel | %€M, || 4 | Milne-Regel 5 € Mg

1 | Trapezregel M, | 5 e Mg (3.15)
2 | Simpson-Regel | o5 €My || 6 | Weddle-Regel | i € Mg

3 | 3/8 — Regel 2 M,y

Allgemein gilt, dass fiir gerade m sogar Polynome vom Grad m + 1 exakt integriert wer-
den. Fiir groke m werden die Koeffizienten in den NEWTON-COTES Formeln allerdings
gross und haben wechselnde Vorzeichen. Dies fiihrt zu Differenzen zwischen grossen Zah-
len und auch deshalb werden die NEWTON-COTES-Verfahren héherer Ordnung in der
Praxis kaum eingesetzt. Fiir nicht geniigend oft differenzierbare Funktionen konnen die
auf Interpolationspolynomen beruhenden Methoden véllig falsche Resultate liefern!
Zusammengesetzte Integrationsformeln: Indem das Integrationsintervall, iiber
das die Funktion f integriert werden soll, in kleinere, gleich grofe Teilintervalle zerlegt
wird, gelangt man zum Rechteck-, Trapez-, SIMPSON- oder den hoheren Integrationsver-
fahren. Die Anzahl Intervalle sollte ein Vielfaches von m sein. Zum Beispiel wird beim
SiMPSON-Verfahren die KEPLERsche Fassregel auf Doppelintervalle angewandt.

Simpson

Milne

Wir betrachten die zusammengesetzte SIMPSON-Regel etwas niher. Das Integrationsin-
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tervall [a,b] = [z, z2,] enthalte 2n Teilintervalle der Linge €, b — a = 2ne. Die 2n + 1
Stiitzstellen sind x; = a+¢€j, j = 0,1,...,2n. Das Integral wird approximiert durch

S2(f)

Q

= ({F(@0) +4f (2) + f(22)} +{f (22) + 4 (23) + f(0)} + - .
o {f (@22 + 4f (220-1) + f(372n}>

= % (f(:co) + 4Zf(372j+1) + 22]%’72]') + f(x2n)> :

J=1

Der Fehler kann wie folgt abgeschétzt werden

b 1 b—a
— < — 5. 4) — 4 X .
/a f(z)dz Sg(f)' <950€ ntil[i%]f (1) 150 € M, (3.16)
——

My

Allgemeiner gilt fiir eine dquidistante Einteilung des Integrationsintervalls in m - n Teil-
intervalle, so dass b — a = (mn)e ist, die Abschéitzung

b—a

me

b
/fmw—%mk En(e) (3.17)

mit E,,(e) aus ([IH). Dabei ist natiirlich M, = supy, ; f™.

Mit einem Programm berechnen wir das Integral einer Funktion iiber das Intervall
[a, b] und zwar auf vier Arten: mit dem Rechteck-, Trapez- und SIMPSON-Verfahren sowie
mit Hilfe der Monte-Carlo Methode. Das letzte Verfahren wird weiter unten besprochen.
Nochmals zur Erinnerung:

Rechteckregel : Z ef (x;)
Trapezregel : Z (f(x;) + f(xiv)) (3.18)
Simpson-Methode : Z (f(z;) +4f(xiz1) + f(zig2)) -

In der letzten Formel soll n eine gerade Zahl sein. Die Ndherungen sind in der folgenden
Figur skizziert.

A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 3. MONTE CARLO SIMULATIONEN 3.1. Hochdimensionale Integrale 33

a.

Rechteck Trapez Simpson

Das Programm 1dintegral.c auf Seite Bl berechnet das Integral [exp(z) von 0 bis 1
fiir

ec {10 n=1,2,...,6}.

Die Werte fiir die stiickweise konstante, lineare oder quadratische Ndherung sind in der
folgenden Tabelle enthalten. Fiir das SIMPSON-Verfahren konvergiert wie erwartet die
Néherung sehr schnell gegen den exakten Wert 1.7182818.

MC

log,, M

einfach

Trapez

Simpson

1

2
3
4
3
6

1.633799
1.709705
1.717423
1.718196
1.718273
1.718281

1.719713
1.718296
1.718282
1.718282
1.718282
1.718282

1.718283
1.718282
1.718282
1.718282
1.718282
1.718282

1.853195
1.793378
1.720990
1.711849
1.719329
1.718257

3.1.2 Monte-Carlo Integration

Die Monte-Carlo Integration ist eine alternative Integrationsmethode.

Die Monte-Carlo Methode stammt wahrscheinlich von STANISLAW ULAM. Er fand die
Methode 1946, als er sich Gedanken iiber die Gewinnwahrscheinlichkeiten beim Solitair-

Spiel machte. In seinen Worten:

The first thoughts and attempts I made to practice [the Monte Carlo Method]
were suggested by a question which occurred to me in 1946 as I was conva-

lescing from an illness and playing solitaires. The question was what are the
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chances that a Canfield solitaire laid out with 52 cards will come out successful-
ly? After spending a lot of time trying to estimate them by pure combinatorial
calculations, I wondered whether a more practical method than ,abstract thin-
king“ might not be to lay it out say one hundred times and simply observe and
count the number of successful plays. This was already possible to envisage
with the beginning of the new era of fast computers, and I immediately thought
of problems of neutron diffusion and other questions of mathematical physics,
and more generally how to change processes described by certain differential
equations into an equivalent form interpretable as a succession of random ope-
rations. Later ...[in 1946, I] described the idea to John von Neumann, and we
began to plan actual calculations.

Einige Jahre spéater wurde die Methode auf das Neutronendiffusionsproblem angewandt,
das mit anderen Methoden nicht unlésbar schien [25]. Eine wichtige Anwendung ist die
Berechnung hochdimensionaler Integrale. Ein sehr einfacher Algorithmus wiére:

e erzeuge im Integrationsgebiet gleichverteilte Zufallszahlen {x1,..., 2z},
e berechne fiir jeden Punkt den Funktionswert f(z;), i =1,..., M,

e berechne den Mittelwert
Vol &
I(M) =+ Z f @) (3.19)

Fiir eine RIEMANN-integrierbare Funktion konvergiert I (M) fiir grofe M gegen das Inte-
gral von f. Die Werte in der letzten Spalte der obigen Tabelle enthalten I(M = 10, 100, .. .)
fiir das Integral der Exponentialfunktion.

Die folgende Abbildung illustriert das Konvergenzverhalten der drei Integrationsme-
thoden mit dquidistanten Stiitzstellen und der einfachen Monte-Carlo Integration.

1.78  —+ MC

1.70

1.62
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Fiir die Exponentialfunktion liefert die Methode von SIMPSON schon fiir zehn Intervalle
das richtige Resultat e — 1 bis auf die 6. Stelle hinter dem Komma. Problematisch werden
die Standardverfahren (Trapezregel, Simpsonregel), wenn die Dimension n des Integrals

I:/d%.,_dan(Qh---aQn) = /d"qf(Q) (3.20)

gross wird. Sind die Integrationsgrenzen in jeder Dimension gleich 0 und 1, und wéhlt
man in jeder Dimension den gleichen Abstand e zwischen den Stiitzstellen, dann ist deren
Anzahl €e7". Der Rechenaufwand ist proportional zur Anzahl Stiitzstellen. Nehmen wir als
Beispiel € = 0.1, was sicherlich einer groben Einteilung des Intervalls [0, 1] entspricht, so
ist die Zahl der Stiitzstellen ~ 10". Die Auswertung einer Stiitzstelle dauert etwa 1077 s
auf einem modernen PC. Fiir ein 12-faches Integral braucht man dann bereits mehr als

einen Tag.
Hit-or-miss Monte Carlo: Gesucht sei wieder der Wert des Integrals I = [ f(x),
wobei wir ohne Beschriankung der Allgemeinheit

1 annehmen diirfen, dass wir von 0 bis 1 integrieren.
Yy Aus einem Zufallsgenerator, der zwischen 0 und
1 gleichverteilte Zufallszahlen liefert, werden zwei
Zufallszahlen entnommen,

Wir haben getroffen, wenn y < f(z) ist. Die
Wahrscheinlichkeit fiir einen Treffer ist

z 1

_Anzahl giinstiger Félle ~ dunkle Fliche I 7 (3.21)
P = Anzahl der moglichen Fille  Gesamtfliche 1 '

Bei M statistisch unabhéingigen Versuchen konnen wir k& € {0, ..., M} Treffer landen und
die Wahrscheinlichkeit dafiir ist durch die Binomialverteilung gegeben,

P(M,k) = (Alj)pk(l —p)M* k=0,1,..., M. (3.22)

Hier ist zum Beispiel p*(1—p)»~* die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass die ersten k Versuche
Treffer und die letzten M — k Versuche Nieten ergeben. Der Binomialkoeffizient zdhlt
die Moglichkeiten, aus M Versuchen k auszuwihlen. Als Funktion von z = k/M € [0, 1]
beschreibt P(M, ) eine bei p lokalisierte Glockenkurve, die mit zunehmendem M schmaler
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wird. Die erzeugende Funktion der Binomialverteilung ist

M

Z(t) = (™) = 3" P(M k) = (e'p+ (1 —p)" . (3.23)
k=0

Erwartungswerte von beliebigen Potenzen von k& konnen durch ableiten dieser Funktion
gewonnen werden. Die Summe der Wahrscheinlichkeiten ist gleich Eins,

(1) =Y P(M,k)=2(0)= (p+ (1-p)" =1, (3.24)
k=0

und wie erwartet, ist der mittlere Anteil Treffer

M
2 1 1 4z
SN = =S kPR = =2 = 2
<M> Mkzok (M k) = 377 im0 =P (3.25)

Das Quadrat der Streuung um den Ursprung lautet

2 1, 1 d*Z P 1Y
<W>—W§’“P<M”C>—Wﬁ’to—ﬂ+(“ﬁ)p- (3:26)

Fiir das Quadrat der Streuung um die mittlere Anzahl Treffer findet man

0? = % <(l<; - <k:>)2> - %. (3.27)

Die Streuung um den Mittelwert vermindert sich relativ langsam mit der Anzahl Versuche,
o ~ M™%, Eine Schitzung von p ist h/M, wobei h die Anzahl Treffer bei M Versuchen
ist. Die folgende Tabelle enthélt die Schitzwerte p und o fiir das Integral

x2e”

= 3.28
1— 2+ xe® ( )

1

1= [ e s@
fiir verschiedene Anzahl M von Versuchen. Die Streuung um den wahren Wert des Inte-
grals, I = 0.376370, nimmt mit M ab. Die Werte in den ersten drei Spalten wurden mit
dem Programm hitmissflaeche.c auf Seite b7 generiert. Die grobe Hit-or-Miss Methode
kann leicht verbessert werden. Wenn némlich p gegen 1 oder 0 strebt so wird o sehr klein
(allerdings wird fiir p — 0 der relative Fehler gross). Wir nehmen nun eine Hilfsfunktion
g(x) die f(x) approximiert und analytisch integriert werden kann. Ist das erste Integral
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in
- / (f(z) - gla)) de + / g(z)dz (3.29)
) pwirzirklein ’ \bekjarnntj

klein und der Integrand zwischen 0 und 1, dann kénnen wir dieses Integral mit dem Hit-
or-miss Verfahren mit kleinerer Varianz berechnen. Fiir f(x) in (B28) konnten wir zum
Beispiel

g(z) =2* mit /g(x) der=1/3

wihlen. Dann ergeben sich die verbesserten Schitzwerte fiir das Integral und die Varianz
in der obigen Tabelle. Diese Werte wurden ebenfalls mit hitmissflaeche.c berechnet.

log,g M p I—p o Pverb I — pyery Overb

1 0.500000 —0.123630 0.158114 | 0.333333 0.043037 0.000000
0.330000 0.046370 0.047021 | 0.363333 0.013037 0.017059
0.399000 —0.022630 0.015485 | 0.377333 —0.000963 0.006486
0.378900 —0.002530 0.004851 | 0.376833 —0.000463 0.002040
0.376570 —0.000200 0.001532 | 0.377693 —0.001323 0.000651
0.374857 0.001513 0.000484 | 0.376305 0.000065 0.000203
0.376273  0.000097 0.000153 | 0.376303  0.000067  0.000064

N O Ot = W N

Summen von Zufallszahlen und Grenzwertsatz: Das Programm gaussdistr.c
auf Seite b8 erzeugt die Summe s von n unabhéngigen und auf dem Einheitsintervall [0, 1]
gleichverteilten Zufallszahlen x4, ..., x,. Die erzeugende Funktion fiir s ist

n

1
Z(t) = (") = . dtg etlmrtten) — (/0 dx etx) =t (e —1)", (3.30)

und fir den Mittelwert von s finden wir

dz . n
m:(s):ﬁ}tO:/Indx(x1+...+xn)—§. (3.31)
und fiir dessen Streuungsquadrat
d*log Z ) ) s M
Tl =0 = (87) —mt = (3.32)
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Nach dem Gesetz der grossen Zahlen erwarten wir die GAUSSsche Verteilung

1 2 2
P, = NP e~ (smm)*/20%, (3.33)

Das Programm gaussdistr.c auf Seite b berechnet die Verteilung von s fiir die Summe

von 10, 50 und 100 Zufallszahlen. Zur Bestimmung der Verteilung werden jeweils 1 Million
Versuche gemacht. Mit den zufélligen Werten fiir s wird ein Histogramm erstellt und im
array mean|[100| gespeichert. Wir haben die Zufallsvariable s mit n reskaliert, so dass das
Maximum der Verteilung bei 1/2 liegt. In der folgenden Abbildung werden die Resultate
der MC-Simulation (Punkte, Dreiecke, Vierecke) mit den entsprechenden (GAUSSschen
Verteilungen verglichen.

P(n,3)

Fit: P(n,$) x

VAR

1/2

Im Anhang C beweisen wir das Gesetz der grofien Zahlen. Fiir gleichverteilte Zahlen
in [0,1] ist der Mittelwert 1/2 und die Varianz 1/12. Die Ungleichung (B=12) fiir die
Wahrscheinlichkeit dafiir, dass s/n mehr als § vom Mittelwert 1/2 abweicht, ist

o

3.2 Metropolis Algorithmus

s 1 1
—— -1 < < —Q:. .
n 217 5] ~ 12né? (8:34)

Numerische Integrationsverfahren nahern Integrale durch endlichen Summen,

M

[ at@~ 3 fa)aa.

p=1

Fiir groke n kann es vorteilhaft sein, die Stiitzpunkte g, zufillig zu wihlen. In vielen
Anwendungen in der Physik variiert der Integrand allerdings um Grofsenordnungen fiir
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verschiedene Punkte und man vergeudet Rechenzeit wenn man Stiitzpunkte mit sehr
kleinem Integranden auswéhlt. Beim important sampling, zum Beispiel dem METROPO-
Lis-Algorithmus, werden bevorzugt Punkte g, mit grofem Integranden beriicksichtigt.
Die Stiitzstellen liegen iiberwiegend da, wo der Integrand gross ist und dies verringert die
Varianz der einzelnen Schitzung fiir das Integral.

Dazu nimmt man eine Funktion ¢(gq), deren Integral berechenbar ist und welche f(q)
moglichst gut anndhert, und schreibt

/Of(q)d"qz/0 %g(q)dnq (3.35)

Durch die Erzeugung von Zufallspunkten g, die mit g(q)d"q verteilt sind, ergibt sich bei
M ,Messungen“ die Schéitzung

JECIREESS g EZ; , (3.36)

und dabei variieren die Summanden jetzt nicht mehr so stark. Allerdings muf das Integral
von g bekannt sein, um aus gleichverteilten Zufallszahlen solche zu erhalten, die mit g
verteilt sind.

Bei der Berechnung von Erwartungswerten in der Gitterapproximation

1
(0)~ / DqO(q)e 9,  Dg=dq, Z= / e %9 Dy, (3.37)

ware es wiinschenswert, die Wahrscheinlichkeitsdichte in der BOLTZMANN-Verteilung,

1
P(q)Dq = - e~¥9 Dg, (3.38)

als Funktion g zu wéhlen, weil dann nur noch iiber O(q) gemittelt werden muss,

(0)=0 = % iO(qu)- (3.39)

Hier ist M die Anzahl der erzeugten Punkte g,. Damit wird die Monte Carlo-Schétzung
O fiir den Mittelwert von O zu einem arithmetischen Mittel. Passend verteilte {qy, go, . . .}
sind aber nicht ohne Weiteres zu erzeugen.

Wir haben folgendes Problem: Die n—dimensionalen Integrale

zk:/ol dql.../ol dan Oc(@)P(q), /DqP(q) 1 (3.40)

A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 3. MONTE CARLO SIMULATIONEN 3.2. Metropolis Algorithmus 40

sollen fiir verschiedene Funktionen Og(gq), aber diesselbe Wahrscheinlichkeitsdichte P(q)
berechnet werden. Dazu sollen Algorithmen gefunden werden, die nach P verteilte Punkte
generieren. Der folgende METROPOLIS-Algorithmus [25] (er wird spéter begriindet wer-
den) erzeugt {q,}, die gemif P(q) verteilt sind:

1. Beginne mit ;4 = 0 und einem beliebigen Startpunkt g, im Integrationsbereich.

2. Wilhle einen zweiten zufélligen Punkt ¢’ im Integrationsbereich und ein Zufallszahl
re[0,1].

3. Ist P(q')/P(q,) > r dann setze man g, = q', andernfalls g, = g,.

4. Erhoéhe g um eins und wiederhole die Schritte 2,3 und 4.

Die so erzeugten Punkte g, im Integrationsgebiet sind geméf P(q) verteilt, so dass

1= if@» (3.41)

gilt. Jeder Punkt g, der MARKOV-Kette nennt man eine Konfiguration. Das Programm
samplingflaeche.c auf Seite b9 berechnet mit Hilfe des METROPOLIS-Algorithmus das
eigentliche Integral

fol drdydz 23y*z exp (—2% — y? — 2?)
fol drdydz exp (—a2 — y2? — 22)

128 - ~ 2.4313142,

wobei fiir P die Exponentialfunktion gewéihlt wurde. Die Konvergenz zum exakten Resul-
tat ist langsam, der Fehler ist von der Ordnung 1/\/M Die folgende Tabelle enthélt den
berechnenten Werte. Der letzte Eintrag ist das Resultat von MA - M = 103 - 10% = 10°
MC-Iterationen und hat einen Fehler von —0.00555.

M 5000 10000 15000 20000 25000 30000 35000
I(M) | 2.33113 2.31536 2.33432 2.38934 2.3568 2.34805  2.35253
E ]0.10018 0.11595 0.09699 0.04197 0.07449 0.08327  0.07878
M 40000 45000 50000 55000 60000 65000 70000
I(M) | 2.34528 2.34193 2.35193 2.35089 2.35659 2.35952  2.36130
E |0.08603 0.08939 0.07938 0.08043 0.07473 0.07179  0.07001
M 75000 80000 8000 90000 95000 100000 1000000
I(M) | 2.36969 2.37196 2.36937 2.38248 2.38742 2.38448  2.43686
E 10.06162 0.05935 0.06194 0.04884 0.04390 0.04683 —0.00555
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3.3 Markovprozesse

Wir diskutieren nun eine Realisierung des ,important sampling®“. Dazu betrachten wir
ein System mit einer endlichen Anzahl f Freiheitsgrade. Wir bezeichnen die Zusténde
mit s € 1,2,..., f. Die nach P-verteilten Konfigurationen werden nun mit Hilfe eines
geeigneten MARKOV-Prozesses erzeugt. Bei einem derartigen Prozess hingt die Uber-
gangswahrscheinlichkeit W (s,s') = W(s — ') in den Zustand s’ nur vom unmittelbar
sfritheren” Zustand s ab. Das System hat ein Kurzzeitgedichtnis und erinnert sich nicht
daran, was davor geschah. Da W (s, s') eine Ubergangswahrscheinlichkeit ist, muss die
stochastische Matrix W positiv und normiert sein,

Wi(s,s') >0 und ZW(S, s =1. (3.42)

Bei einem Zweistufenprozess von s nach s” muss das System durch einen Zwischenzustand
s; gehen. Deshalb ist die Wahrscheinlichkeit fiir den Ubergang s — s’ in zwei Schritten
gleich

W@ (s,s") = Z W(s,s1)W(s1,5). (3.43)

Ahnlich gilt fiir einen n—Stufen-Prozess

Wh(s,s') = Z W(s,s1)W(s1,82) - W(sp_1,8)
1o

= ZW”’l(s,sl)W(sl, s'). (3.44)

S1

Man versucht nun einen MARKOVprozess zu konstruieren, fiir den die Konfigurationen fiir
grosse ,Zeiten“ n geméf (B38) verteilt sind. Das Langzeitverhalten (n — oo) des System
wird von W" bestimmt.

Stochastische Matrizen transformieren stochastische Vektoren, also Vektoren p mit
nicht-negativen Elementen ps, s =1,..., f, die zu Eins addieren, > ps = 1, in stochasti-
sche Vektoren,

Z (pW) (S,) = ZPSW(Sv S,) = Zps =L

s/

Das Element p, des stochastischen Vektors ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, das System
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im Zustand s zu finden. Betrachte zum Beispiel die stochastische Matrix

W:(g 1;“), (3.45)

welche die Eigenwerte 1 und a hat. Deren Potenzen konvergieren fiir a < 1 exponentiell

0 1 0 1
Spéter werden wir zeigen, dass unter gewissen Bedingungen an W die W™ gegen eine
stochastische Matrix mit identischen Zeilen konvergiert. Ein zweites einfaches Beispiel ist

schnell,

W=10 0 1 , a<l, (3.46)
0 1 0
mit den Potenzen
a" 3(l—a") i(1—am) 0 1 2
Wr=10 1 0 — |10 1 0], n gerade
0 0 1 0 0 1
und
a" f(l-a") i(1-—a") 0o 11
Wh=1 0 0 1 — |0 0 1], n ungerade.
0 1 0 0 1 0
Fiir a < 1 wird ein stochastischer Vektor p in
pw == <0,p2 + %,pz + %)
pWwrtt = <O7p3 + %7292 + %)

abgebildet. Die Folge p W™ nihert sich schnell einer periodischen Bahn. Wir werden weiter
unten zeigen, dass die Folge deshalb nicht konvergiert weil jede Spalte von W mindestens
eine Null enthélt.

Jede stochastische Matrix hat den Figenwert 1. Der entsprechende Rechtseigenvektor

A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 3. MONTE CARLO SIMULATIONEN 3.3. Markovprozesse 43

ist ~ (1,1,...,1)T. Zur Bestimmung des Linkseigenvektors betrachten wir die Folge
1 n—1
n = — Wi, 3.47
p n%;p (3.47)

Die Menge der stochastischen Vektoren ist kompakt und deshalb hat diese Folge eine
konvergente Teilfolge,

nkfl

! Zij%P.
0

g

Wir multiplizieren von rechts mit W und finden

1 &

— p W/ — PW.
Lassen wir nun in der Differenz dieser zwei Formeln, also in

1
—(p—-pW™) — P— PW

Nk

ny gegen oo streben, so folgt
PW =P. (3.48)

Damit hat jede stochastische Matrix W mindestens einen Fixpunkt P, d.h. einen Links-
eigenvektor mit Eigenwert 1.

Wir nehmen nun an, W habe mindestens eine Spalte, deren minimales Element grofser
gleich einer positiven Zahl ¢§ ist. Dann konnen alle Zustéinde mit nicht-verschwindender
Wahrscheinlichkeit in einen bestimmten Zustand iibergehen. Matrizen mit dieser Eigen-
schaft heissen attrattiv. Das W im ersten Beispiel ist attraktiv, dasjenige im zweiten
Beispiel nicht. Wir notieren, dass fiir zwei reelle Zahlen p und p’ gilt

lp—p'| =p+p —2min(p,p),

so dass fiir zwei stochastische Vektoren

lp—p' | =2—2) min(p,,p,). (3.49)

s
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Nun beweisen wir, dass ein attraktives W auf Vektoren A mit

lA=)1A0=2 uwd Y A,=0 (3.50)

kontraktiv ist. Zuerst beweisen wir diese Eigenschaft fiir die Differenz zweier kartesischer
Basisvektoren es, s = 1,...,f (alle Eintrdge bis auf den s’ten verschwinden). Dazu
wenden wir die Identitdt (B9) auf die stochastischen Vektoren e,/ und eyW an, also
auf Zeilen von W mit den Nummern s und s'. Fiir ein attraktives W finden wir fiir s # ¢’

leW — e W[l = 2—-2 min{W(s,s"), W(ss")}
< 2-20=(1—-6)|les—ey| mit 0<d<1, (3.51)
N———

=2

was beweist, dass W auf den Differenzvektoren e, — ey kontraktiv ist. Wir haben
min {W (s, s")W (s, s")} > min {W (s, s")(W(s', ")} >0

benutzt, wobei s* zur Spalte mit Elementen grofer oder gleich ¢ gehort.
Nun beweisen wir diese Eigenschaft fiir beliebige Vektoren A in (BA0). Wegen

Z As_ Z As = HA”:2

$:As>0 $:As<0
E A+ E A, = 0
5:A5>0 s:As<0

folgt unmittelbar

Z A,=1 und Z A, =—1. (3.52)

As>0 As<0

Um die Notation einfach zu halten bezeichnen wir in den folgenden Formeln die nicht-
negativen Elemente von A mit A, und die negativen Elemente mit A,. Man beachte, das
die Indexmengen {s} und {s'} eine leere Schnittmenge haben. Wegen ([B52)) gilt

A =2==2> A Ay==> AA, e, -

ev|, (3.53)
2

wobei s # s’ angenommen wurde. Um die Norm von A W abzuschéitzen benutzen wir

ZASeS:_ZAS/ZASeS ) ZAS,BS,:+ZASZA8/68/7
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wobei wir von (B52) Gebrauch machten, und dies fiihrt auf die Ungleichung

AW = ) AeV+ > AvesW || =] =D AvA (e, — es)W||
<= AA(e = e)W] == AA|e — ev]|(1 - 9), (3.54)

wobei wir die Abschétzung (BL1]) benutzten. Der Vergleich mit (B53) fithrt dann auf die
gesuchte Ungleichung,

[AW] < (1 -d)]All (3.55)

die besagt, dass W auf den Vektoren (BXA0) kontraktiv ist. Da die Ungleichung linear in
A ist, konnen wir die Bedingung ||A|| = 2 aufgeben. Damit ist W kontraktiv auf allen
Vektoren deren Elemente zu Null addieren und insbesondere auf Differenzen von zwei
stochastischen Vektoren.

Iterieren wir die Ungleichung, so erhalten wir

[AW[| < (1=0)"|A]. (3.56)

Nun wenden wir diese Abschétzung auf p — P an, wobei P den Fixpunkt in (BZS])
bezeichnet und p ein beliebiger stochastischer Vektor ist. Da die Elemente von p — P zu
Null addieren, gilt offensichtlich (B55) und wir folgern

I(p = PYW"| = [lpW" -~ P| =0
oder, dass
p W " =% P. (3.57)

Fiir die stochastischen Vektoren e, ist die linke Seite die s’'te Zeile von lim W™ = W*4
und deshalb hat ¢ identische Zeilen. Also sind alle Elemente in einer Spalte von W
gleich, wie im obigen ersten Beispiel,

We(s,s') = lim W"(s,s') = Py, (3.58)
wobei P, das Element s’ von P bezeichnet. Nun folgt, dass die Gleichgewichtsgrofen P

und We eindeutig sind: Es sei P’ ein zweiter Fixpunkt des MARKOV-Prozesses. Dann
ist

P, =) PW(ss) = lim > PW"(s,s)=> PPy =Py,
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und dies beweist, dass P der eindeutige Fixpunkt ist.

Es sollte klar sein, wie man auf Systeme mit kontinuierlichen Freiheitsgraden, zum
Beispiel ein mechanisches System, dessen reine Zustéinde durch Punkte ¢ € R" gegeben
sind, verallgemeinert: Anstelle der Elemente p, von stochastischen Vektoren fiihrt man
Wahrscheinlichkeitsdichten p(q) ein. Summen {iber den diskreten Index s werden zu Inte-
gralen iiber die kontinuierliche Variable gq. Fiir derartige System haben die Bedingungen

BZ2) die Form
W(g.q') >0 und /Dq’ W(g,q) =1 (3.59)

Bezeichnet P(q) die Gleichgewichtsverteilung, so lautet die Bedingung (B-48)

P(q) = /DqP(q) Wi(q,q'). (3.60)

3.4 Detailliertes Gleichgewicht

In der EUKLIDschen Quantenmechanik oder der Quantenstatistik ist P(q) die Boltzmann-
verteilung (B38). Eine einfache Gleichung, welche die Bedingung (B48]) beziehungsweise
(B10) impliziert, ist die detailierte Bilanzgleichung: Die Wahrscheinlichkeit P; einer Kon-
figuration s, multipliziert mit der Ubergangswahrscheinlichkeit 1¥ (s, s’) in eine Konfigu-
ration s’ ist gleich der Wahrscheinlichkeit fiir den inversen Prozess, beginnend mit der
Konfiguration s’ mit Py und Ubergangswahrscheinlichkeit W (s’, s), so dass

PW(s,s') = PsW(s',s). (3.61)

Der Ubergang von s nach s’ ist wahrscheinlicher als der umgekehrte Prozess, wenn die
Gleichgewichtsdichte bei s' grofer ist als bei s. Die Wahrscheinlichkeitsverteilung P ist in
der Tat ein Fixpunkt von W,

Y PW(s,s") =Y PsW(s,s) = Py. (3.62)

Die Bedingung des detaillierten Gleichgewichts (BE1) legt W noch nicht fest. Man be-
nutzt diese Freiheit in der Wahl um einen moglichst einfachen und schnellen Algorithmus
zu finden. METROPOLIS- und Wairmebadalgorithmus sind besonders beliebt, weil sie fast
immer einsetzbar sind. In den letzten Jahren spielen allerdings die sogenannten Cluster-
Algorithmen eine zunehmend wichtige Rolle, da sie das ,critical slowing down* beriick-
sichtigen. Eine Einfiihrung in die Monte-Carlo Methode findet sich im empfehlenswerten
Buch von NEWMAN und BARKENNA [26].
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3.4.1 Akzeptanzrate

Die Ubergangswahrscheinlichkeit 1 (s, s) wird durch (B61) nicht eingeschriinkt und wir
kénnen eine Anderung der W (s, s') durch Anpassung von W (s,s) die Summenregel in
(B59) beibehalten. Wir schreiben nun die Ubergangswahrscheinlichkeit als Produkt einer
Selektionswahrscheinlichkeit und einer Akzeptanzrate,

Wi(s,s") =T(s,s)A(s,s). (3.63)

Dabei ist T'(s,s’) die Wahrscheinlichkeit, bei einem gegebenem Anfangszustand s den
neuen Zustand s’ zu testen. Starten wir mit s und testen ', dann ist 0 < A(s,s’) < 1 die
Wabhrscheinlichkeit, dass die Anderung nach s’ auch akzeptiert wird. Die Bedingung fiir
das detailierte Gleichgewicht,

== (3.64)

legt das Verhéltnis der Akzeptanzraten nicht fest. Ein grosses Problem fiir Monte-Carlo
Algorithmen ist eine optimale Wahl fiir dieser Raten. Sind sie namlich sehr klein, dann
werden nur wenige Anderungen angenommen und man bleibt im Anfangszustand ,hin-
gen“. Man verschwendet wertvolle Rechenzeit ohne den Zustandsraum zu durchlaufen. In
der Praxis setzt man die grossere der Akzeptanzraten A(u,v) und A(v, ) gleich Eins und
wihlt die kleinere, so dass die Bilanzgleichung (B64) erfiillt wird.

3.4.2 Hasting und Metropolis Methode

Bei diesem Algorithmus wird die Selektionswahrscheinlichkeit T'(s, s’) fiir alle von s aus
erreichbaren Zustinde s’ gleich gewéhlt [27]. Die Selektionswahrscheinlichkeiten der an-
deren Zusténde ist Null. Bezeichnet N < f die Anzahl erreichbarer Zustidnde, dann gilt

P
T(s,s) — { 1/N s — s moglich (3.65)
0 sonst.
Die Ubergangswahrscheinlichkeit ist
Py -T(¢,
W(S, 3/) = T(S, SI) - min (Wm’ 1) s (366)
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wobei nach Vereinbarung W (s, s’) verschwinden soll, wenn 7'(s, s’) Null ist. Diese Wahr-
scheinlichkeit erfiillt offensichtlich die Bedingung fiir das detailierte Gleichgwicht,

. (PsT(s,5) . [ PT(s,9)
PST<8, 8,> min (m, 1) = PSIT(S/, 8) min (m, 1]).

Es existiert eine Verallgemeinerung dieser Methode von HASTING [28]. Die Verbesserung,
verglichen mit dem einfachen METROPOLIS-Algorithmus, kann je nach Modell oder Wahl
von T'(s, s") betréchtlich sein.

Beim universell einsetzbaren METROPOLIS-Algorithmus beginnt man mit einer An-
fangskonfiguration s. Eine gute Anfangsbedingung kann unter Umsténden viel Rechenzeit
ersparen. Bei hohen Temperaturen wird man anfinglich die Variablen zuféllig wéihlen, bei
tiefen Temperaturen und in einer geordneten Phase dagegen stark korreliert.

Wir geben eine Impementierung des Algorithmus fiir die Simulation eines Gittersys-
tems, zum Beipiel eines diskretisierten quantenmechanischen Systems auf n Gitterpunk-
ten. Man wihlt eine anfingliche Konfigurationen ¢ = (qi,...,¢,). Nun verdndert oder
beldsst man die Variable ¢; auf dem ersten Gitterpunkt geméf folgenden Regeln:

1. Zuerst ersetzt man ¢; versuchsweise durch eine zufillig ausgewéhltes ¢} .

2. Wird die Wirkung beim Ubergang ¢ — ¢} erniedrigt, AS < 0, so wird ¢, durch ¢}
ersetzt.

3. Nimmt die Wirkung aber zu, so wihlt man eine gleichverteilte Zufallszahl r € [0, 1]
und der Vorschlag ¢; wird nur angenommen, wenn exp(—AS) > r ist. Andernfalls
andert man die Gittervariable ¢; nicht.

4. Nun verfihrt man mit den Variablen ¢s, g3, . . . auf den anderen Gitterplidtzen analog,
bis alle Variablen getested sind.

5. Ist der letzte Gitterplatz t, so ist ein ,sweep” iibers Gitter oder eine Monte-Carlo-
Iteration beendet und man fingt wieder mit dem ersten Gitterplatz an.

6. Bei einer realistischen Simulation streicht man zig-tausend mal {ibers Gitter, um
statistische Fehler zu verkleinern.

Um nachzupriifen, ob der Markovprozess in der Nédhe der Gleichgewichtsverteilung ist,
,misst“ man Erwartungswerte als Funktionen der Monte-Carlo-Zeit. Dabei definiert eine
MC-Iteration die Zeiteinheit. Nachdem die Erwartungswerte nur noch statistich schwan-
ken, beginnt man die Observablen geméf ([B39) zu messen.

2-Zustandssystem: Wir betrachten ein System mit zwei Zustinden,

H|1)=E/|1) und H|2)=E,2), AE=E,—E >0. (3.67)
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Beim Ubergang |2) — |1) wird die Energie erniedrigt, so dass W(2,1) = 1 ist. Andererseits
ist die Anregungswahrscheinlichkeit W (1,2) gleich dem BoLTZMANNfaktor

bo1 = 676(E27E1) < 1.

Deshalb ist
(1 =Dy Doy
W = ( ] 0 ) ) (3.68)

Die Potenzen dieser Matrix,

W — 1 (1 + (=b21)" by (L4 (=b21)™) )
— n n—1 )
1+521 1+(—521) b21(1+(_621) )

konvergieren exponentiell schnell gegen die stochastische Matrix
1 1 b 1 —PEL BB
e — - e I (3.69)
1 —|—b21 1 b21 Z \ e 2l (& BE2
Hier bezeichnet Z die Zustandssumme des 2-Zustandssystems Z = exp(—(GF;)+exp(—FFE2).

Entsprechend konvergiert jede anfingliche Wahrscheinlichkeitsverteilung p = (p1, p2) ge-
gen die BOLTZMANN-Verteilung
1

p— P=—

7 (e PFr e=PF2) . (3.70)

3-Zustandssystem: Es seien |i) die drei Energieeigenzustéinde mit Energien £ < Fy <
FEs5. Die stochastische Matrix ist

1 2— b21 - b31 b21 b31
W = 5 1 1-— b32 b32 . (371)
1 1 0

Die Potenzen von W konvergieren gegen
1 e_ﬁEl e_ﬁEQ e_ﬁES

W>=—|ePbr e FE2 Pk (3.72)
Z e BEL  o—BE2 —BE3

und jede Wahrscheinlichkeitsverteilung gegen

1

P=- (e PP, e PP e FPs) (3.73)
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3.4.3 Warmebad-Methode

Bei dieser Methode hiingt die Ubergangswahrscheinlichkeit 1 (s, ') nur vom Endzustand
s ab. Wegen der Bilanzgleichung (BT ist das Verhéltnis W (s)/P; unabhéngig von s und
mit den Normierungsbedingungen an P und W folgt

Wi(s,s') = Pq. (3.74)

Diese Form eignet sich allerdings nur fiir Systeme mit relativ wenig diskreten Zustéinden,
falls die Wahrscheinlichkeitsverteilung leicht integriert beziehungsweise summiert werden
kann. Wir illustrieren dies anhand eines eindimensionalen Integrals. Wir mdéchten nach
P(z) verteilte Zahlen generieren. Dazu betrachten wir die monoton wachsende Stamm-
funktion

und generieren Zufallszahlen y; im Wertebereich [0, 1] von F'. Sind diese gleichverteilt,
dann sind offensichtlich ihre Urbilder z; = F~'(y;) nach P(z) verteilt, wie in folgender
Abbildung skizziert.

T Y2
TY1
F~1(y1) z z

Fiir ein System mit einer endlichen Anzahl Zusténde ist die Stammfunktion F(z) eine
Treppenfunktion und wir ordnen die Systemzustinde s = {1,2,...,n} nach ihren Wahr-
scheinlichkeiten, P, > P, > ... > P,.

0 P Pi+P, P +P,+Ps 1
| | | | —

Bei der direkten Wiarmebadmethode lautet dann eine mégliche Implementierung wie folgt:
1. Ziehe eine gleichverteilte Zufallszahl r € [0, 1].

2. Ist r < Py, dann wird die erste Konfiguration mit s = 1 gewihlt. Gehe zu 1.
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3. Andernfalls, falls r < P, + P, wird die zweite Konfiguration gewéhlt. Gehe zu 1.
4. und so weiter.

Die stochastische Matrix fiir diesen einfachen Algorithmus ist ideal,

P P .. P
P P ... P

w=|" 7 " =wr=w (3.75)
P P ... P

Der Algorithmus hat aber einen grossen Nachteil: Er ist in dieser Form nur auf diskrete
und relativ kleine Systeme anwendbar und wird langsam fiir eine zunehmende Anzahl Zu-
stdnde. Sind die Konfigurationen BOLTZMANN-verteilt, so muss man die Zustandssumme
kennen, um die Wahrscheinlichkeiten zu berechnen.

Fiir kontinuierliche Variablen kann der Algorithmus modifiziert werden. Dazu wihlt
man den METROPOLIS-Algorithmus fiir die bedingten Wahrscheinlichkeiten der gemein-
samen Verteilung P(q). Man beginnt mit der Dichte P(q1|qo, . .., ¢,) fiir die Wahrschein-
lichkeit von ¢; bei festgehaltenen ¢, ..., q,. Eine einfache Iteration, ausgehend von der
Konfiguration g zur (MC)Zeit t = 1, wére zum Beispiel zur Zeit ¢ = 2

@(2) ~ Plalg(1),q3(1),...,q.(1))
@(2) ~ P(gla(2),q(1),...,q.(1))
3(2) ~ P(gs|a1(2),q2(2),- -, qu(1))

@n(2) ~ P(qnlq1(2),¢2(2), ., qn1(2)).

Hier bedeutet ¢1(2) ~ P (q1]q2(1),45(1),...,qn(1)), dass das neue q; entsprechend der be-
dingten Wahrscheinlichkeit P(...) zu wéhlen ist. Wir werden spéter eine Implementierung
dieses Algorithmus fiir spezielle Systeme, zum Beispiel Spinmodelle, besprechen.

3.5 Anharmonischer Oszillator

Wir untersuchen eindimensionale Systeme mit diskretisierter EUKLIDscher Wirkung

szejzl{ (G = 0)° _qﬂ) +V(qj)}. (3.76)
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Insbesonders betrachten wir hier den anharmonischen Oszillator
V(g) = ng® + Ag". (3.77)

Bei den Simulationen, deren Resultate unten angegeben werden, hatte das Raumgitter et-
wa 1000 Gitterpunkte. Die Wahl von n und € ist durch zwei Gesichtspunkte eingeschrankt:

e ¢ muss klein genug sein um dem Kontinuums-Limes geniigend nahe zu kommen.

e Die Groken von Interesse miissen ins Volumen ne passen. Zum Beispiel sollte die
Breite des Grundzustandes kleiner als ne sein.

Definiert man eine typische physikalische Skala A\g des Systems, so werden wir

€ 1 ne

— < = d —>10 3.78
T R W (8.78)
fordern. Ein weiteres Problem ist die Grofe der statistischen Fluktuationen. Fiir eine
Observable O sind die relativen Streuungen um den Mittelwert (O) etwa

2
Ao = égg — 1 ~ (Anz. Gitterpunkte) /2. (3.79)

Zur Schiatzung der Erwartungswerte mitteln wir nach ([B39) iiber identische Gitter,

0= % ; 0(g,). (3.80)

Es braucht einige Zeit, gemessen in METROPOLIS-Iterationen, bis das Gleichgewicht er-
reicht ist, d.h. bis der MARKOV-Prozess konvergiert. Fiir den anharmonischen Oszillator
und die gewdhlten Gitterabstdnde e ist das Gleichgewicht, je nach Anfangsbedingung,
nach etwa 10 — 100 Iterationen erreicht. Danach erzeugen wir weitere Gitterkonfiguratio-
nen und werten diese aus. Damit diese Konfigurationen wenig korreliert sind, wird nur
jeder M A’te Sweep durch das Gitter ausgewertet, so dass M - M A Konfigurationen erzeugt
werden miissen, wenn man M Konfigurationen auswerten will. Mit wachsender Autokor-
relationszeit muss M A grosser gewédhlt werden. Fiir den anharmonischen Oszillator und
die unten gewihlten Modellparameter ist M A = 5 eine sinnvolle Wahl. Die Autokorrela-
tionszeit hingt auch von der zu betrachteten Observablen ab. In Gitterfeldtheorien kann
sie fiir rdumlich gemittelte Grossen sehr gross werden.
Gemessen werden die Korrelationsfunktionen

qZ'27 Qf und qiqi+m-
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Damit kann man schon die niedrigsten Energien bestimmen. Zur Berechnung der Grund-
zustandsenergie benutzen wir den Virialsatz (wir folgen hier dem empfehlenswerten Ar-
tikel von Creutz und Freedman [30])

5 {01#710) = 5 {01 V"(@)10). (3.81)

so dass gilt
A . 1 _
28 = 010V + V@10 = 5 [ Pac @V @12V @) (38

Fiir die Energie des ersten angeregten Zustands finden wir mit (Z66) (fiir 5 — oo) den
Ausdruck

L (Olgs(r + Ar)e(0) [0)

+ Ep. (3.83)

Um die Wellenfunktion des Grundzustandes zu berechnen, benutzen wir

K(r.q,q) =Y e ™™ (g )tn(a), (3.84)

n

wobei 1,, die reellen und normierten Eigenfunktionen von H sind. Fiir grosse EUKLIDsche
Zeiten und festgehaltene Endpunkte ¢ = ¢ kann man aus

. K(7,q,q)
m ———-F—-
r—oc [dqK(T,q,q)

die Aufenthaltswahrscheinlichkeit des Teilchens (im Grundzustand) im Intervall [¢, ¢+ Ag]
berechnen. Dazu zdhlt man in jeder gemessenen MC-Konfiguration den Anteil Koordina-

= [to(a)[? (3.85)

ten ¢; die im untersuchten Intervall liegen. Diese relative Héufigkeit bestimmt man fiir
jeden Bin in der Unterteilung des interessierenden ¢-Gebiets in kleine Intervalle der Lange
A und fiir viele Konfigurationen.

Reskalieren wir die Konstanten (m, u, A) in (BZOB77) und die Koordinaten mit Po-
tenzen von e und fithren die dimensionslosen Gittergrofen (mp, pr, Ar) ein

g =qle, mp=em, pp=epu und A =€), (3.86)

dann ist die Differenz der Wirkungen von zwei Konfigurationen ¢’ und ¢, welche sich nur
in der j'ten Variablen unterscheiden, gleich

S(q')—S(q) ~ (q; - %)L{ —mr(gi+1+ g-1)r
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(g + a)e{me + p + A(@E @) (3.87)

Der Nachteil dieser Methode ist, dass wir physikalische Grossen in Einheiten der unphy-
sikalischen Linge € messen. Man muss zuerst eine physikalische Grosse (zum Beispiel eine
Masse oder Energie) berechnen und mit dem ,experimentellen Wert vergleichen und kann
erst danach eine Skala festlegen.

Alternativ kénnen wir alle dimensionsbehafteten Grofen in Einheiten einer festen Ein-
heitslédnge ¢ messen:

e=al, q=ql, m=m/l, p=p/> und \= N/ (3.88)

Dann ist
/ ~/ ~ m
S(a) = S(a) = (@ -a){ =

+(q;+qj)(% +afi + a\(G? +q]?)>}. (3.89)

(Gj41 + Gj—1)

Diese Formel wurde im Programm anharmonicl.c auf Seite bei der Definition der
Funktion deltaS in der Header-datei stdanho.h auf Seite 63 benutzt. Die Modellparame-
ter m, p und A, die Anzahl Gitterpunkte N und die Gitterkonstante a sind in constants.h
auf Seite B3] als Konstanten abgelegt und konnen leicht geindert werden. Nur jede M A’te
Iteration wird gemessen, und zwar erst ab der M A - M G’ten Iteration. Das Quadrat der
Wellenfunktion wird auf [-INTERV, INTERV] gebinnt, und die Anzahl Bins ist BIN.
Mit dem Parameter DELT A stellt man ein, wie sehr eine Koordinate versuchsweise ab-
gedndert wird, ¢ = ¢+ DELTA- (1 —2r), wobei r eine gleichverteilte Zufallszahl in [0, 1]
ist. Das Programm gibt als Wertepaare das Histogramm der Wahrscheinlichkeitsvertei-
lung aus. Der ¢g-Bereich geht von —INTERV bis INTERV, auf BIN Bins verteilt. Die
Anzahl Punkte im Histogramm ist gleich der Anzahl N der Gitterpunkte.

In der folgenden Abbildung haben wir die Wahrscheinlichkeitsdichte [1y(q)|? fiir den
harmonischen und anharmonischen Oszillator geplotted.

vo(q)]?
m=1,pu=—-3 =1 ol m=1,u=1,A=0
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Das sehr dhnliche Programm anharmonic2.c auf der Seite Bl berechnet die Grund-
zustandsenergie Ey mit Hilfe des Virialsatzes ([B82). Dabei wurden bei festgehaltender
physikalischer Linge Na (in Einheiten von ¢) die Anzahl Gitterpunkte oder dquivalent
dazu die Gitterkonstante verdndert. Bereits fiir a ~ 0.2 ist man dem Kontinuumslimes
a — 0 nahe. Die Abhéngigkeit der Grundzustandsenergien des harmonischen- und an-
harmonischen Oszillators von der Gitterkonstante finden sie in der folgenden Tabelle. Die
Werte der Gitterkonstante sind a = 1,1/2,1/3,...,1/10 und fiir die Kopplungskonstan-
ten wurde (m,pu) = (1,1/2) beziehungsweise (m,pu, \) = (1,—3,1) gewihlt. Bei allen
Rechnungen wurde das Volumen aN festgehalten, aN = 10.

a | Ey(1,0.5,0) Wick Ey(exakt) | Eo(1,—3,1)

1 0.4477  —0.0008  0.4473 —1.4624
1/2 | 0.4851 0.0010  0.4851 ~1.1339
1/3 | 0.4928 0.0016  0.4932 ~1.0177
1/4 | 0.4926 0.0014  0.4962 —0.9758
1/5 0.4970 0.0040  0.4976 —0.9466 (3.90)
1/6 | 0.4948 0.0006  0.4983 —0.9369
1/7 | 0.5016 0.0003  0.4988 —0.9173
1/8 | 0.4989 0.0067  0.4991 —0.9144
1/9 | 0.4992 0.0012  0.4993 —0.9160
1/10|  0.4985 0.0009  0.4994 —0.9097

Die folgenden zwei Abbildungen zeigen, dass sich die Grundzustandsenergien fiir a <
0.2 nur noch wenig &ndern. Die Extrapolation zum Kontinuum a — 0 ergeben fiir die
gewdhlten Massen und Kopplungskonstanten die Schitzwerte Ey(harm. Osz) ~ 0.50 und
Ey(anharm. Osz.) = —0.91. Der exakte Wert fiir den harmonischen Oszillator ist £y = 0.5.

Eo 50 100 Eo 50 100
0.50 : : —t : 3 —0.90 - : : : : ; 5
L] ° N L[] * N
(m,p) = (1,0.5) (m,p, A) = (1,-3,1)
0.45 4, —1.45-
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Fiir den harmonischen Oszillator ist
(014" |0) — 3 (0[ 4> |0)* = 0.

In der obigen Tabelle haben wir den Schitzwert (Wick) fiir diese Grofe gelisted. Die
Abweichung von Null ist ein Mak fiir die Giite der MC-Simulation.

3.6 Programme zu Kapitel 3

Hier finden sie die im Kapitel iiber ,Monte-Carlo Simulationen* benutzten Programme
ldintegral,c, hitmissflaeche.c, gaussdistr.c, samplingflaeche.c, anharmo-
nicl.c, anharmonic2.c und constants.h, stdanho.h.

1dintegral.c: Dieses Programm berechnet das Integral [ exp(x) von 0 bis 1 fiir
e€ {10 n=1,2,...,6}.

mit dem Rechteck-, Trapez- und SIMPSON-Verfahren sowie mit Hilfe der Monte-Carlo-
Methode.

/% Programm 1dintegral.c
/% numerische Integration wvon f(x) von |alpha bis beta
/% mit vier verschiedenen Verfahren x/
#include <stdio.h> #include <stdlib.h> #include <math.h>
/x Hier die zu integrierende Funktion eingeben x/
double f(double x)
{return exp(x);}
/% Zufallszahl zwischen 0 und 1 */
double randa(void)
{return (double)rand ()/((double)RAND MAX);}
int main(void)
{
double epsi ,Sum,I1 12,13 14 ,x0,x1,x2; /x Integrationsgrenzen x/
double alpha=0,beta=1;
long N,i M=0;
for (N=10;N<1000001;N*=10)
{
MEM+1;epsi=(beta—alpha)/N;Sum=0;
/x einfache Methode x/
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for (i=0;i<N;i++)
{x0=alpha+epsixi;Sum=Sum+tf(x0);}
[1=Sumxepsi;
/x Trapezregel x/
Sum=0;
for (i=0;i<N;i++)
{x0=alpha+epsi*i;xl=x0+epsi;Sum=Sum+(f(x0)+f(x1))/2.0;}
[2=Sumxepsi ;
/% Simpson—Methode x/
Sum=0;
for (i=0;i<N—-1;i=i+2)
{x0=alphatepsix*i;xl=x0+epsi;x2=xl+tepsi;
Sum=Sum-+(f (x0)+4.0%f (x1)+f(x2))/3.0;}
[3=Sum=xepsi ;
/x Monte—Carlo—Methode x/
Sum=0;
for (i=0;i<N;i++)
{x0=randa ();Sum=Sum+f (x0);}
[4=epsi*Sum;
printf("%i__%.6f__%.6f__%.6f__%.6f_\n" M I1,12,13,14);
}

return 0; }

hitmissflaeche.c: Das Programm berechnet die Fliache unter einer Funktion mit Hilfe
der ,Hit-or-Miss“ Monte-Carlo Methode. Naiv und mit Verbesserung.

/x Programm hitmissflaeche .c

/x Integration von f(z)

/x mit hit—or miss—Verfahren x/

#include <stdio.h>

#include <stdlib.h>

#include <math.h>

#include <time.h>

#define M 10000001 /« Anzahl Versuche x/
/% Hier die zu integrierende Funktion eingeben x/
double f(double x)

{return xxxxexp(x)/(1—x+xxexp(x));}

/x Funktion fuer verbessertes Verfahren x/
double g(double x)
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{return xxxxexp (x)/(1—xtx*exp(x))—x*x;}
int main(void)
{double suml, sum2,11 12 sigl  sig2 ,x,y;
long n,m;
srand48 (time (NULL) ) ;
for (m=10;mM;mx=10)
{sum1=0;sum2=0;
for (n=1;n<m+1;n++)
{x=drand48 ();y=drand48 ();
if (y<f(x)) suml=suml-+1;
if (y<g(x)) sum2=sum2-+1;
}s
[1=suml /m; I2=sum2 /m;
sigl=sqrt (I1x(1—11)/m);sig2=sqrt (I12x(1—12)/m);
n=(int)logl0 (m);
/x Ausgabe in TeX—array—Format */
printf("%i&%.6f&%.6f&%.6f&%.6f&%.6f&%.6f\\\\_\n",
n,11,0.376370 —11,sigl,1/3.0+12,0.043037 —12,sig2);
}s

return 0;

}

gaussdistr.c: Das Programm berechnet die Verteilung der Summe von 10, 50 und 100
Zufallszahlen. Zur Bestimmung der Verteilung werden jeweils 1 Million Versuche gemacht.
Aus den zufilligen Werten fiir s wird ein Histogramm erstellt und im array mean|[100)|
gespeichert. Wir haben die Zufallsvariable s mit 2m reskaliert, so dass das Maximum der

Verteilung bei 1/2 liegt.

/% Programm gaussdistr.c

/% Summe wvon M Zufallszahlen

/x im Intervall [0,1] x/

#include <stdio.h>

#include <stdlib .h>

#include <math.h>

#include <time.h>

#define PI 3.1415926

#define ANZ 10 /x Wieviele Zufallszahlen addiert werden x/
#define M 1000000 /x Anzahl MG-Iterationen x/

int main(void)
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{ double sum,mean|[1000];
double dM=100.0/(double)M; /+« Skalierungsfaktor 100 x/
int i,j,sumi;
/x Initialisierung =/
for (i=0;i<100;i++)
mean [i|=0;sum=0;srand48 (time (NULL) );
/x M-fache Wiederholung des Experiments x/
for (i=0;i<M;i++)
{sum=0;
/x Summe von ANZ Zufallszahlen in jedem Ezperiment x/
for (j=0;j<ANZ;j++)
sum=sum-+drand48 () ;
/x 100 Bins fuer Histogram %/
sumi=(int)(100.0%sum/ANZ);
++mean [ sumi | ;
}s
for (1=30;i<70;i=i+2)
printf("(%i,%.2f)" i ,mean|[i]*dM);

puts("u" );
for (i=30;i<70;i=1+2)
{sum=i —49.5;

printf("(%i,%.2f)",i,sqrt (6«ANZ/PT)*exp (—6xANZssum+sum=dM) ) ;
}s

puts("u");

return 0;

samplingflaeche.c: Beim important sampling zur Berechnung von Integralen werden
bevorzugt Punkte mit groflem Integranden beriicksichtigt und dies verringert die Varianz
der einzelnen Schétzung. Das Programm samplingflaeche.c berechnet mit Hilfe des
METROPOLIS Algorithmus das eigentliche Integral

fol drdydz 23y*z exp (—2% — y? — 2?)

198 10 &
Jy drdydz exp (—x? — y? — 22)

~ 2.4313142.

/% Pogramm samplingflaeche .c
/x Berechnet 3—d Integral mit important sampling.
#include <stdio .h>
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#include <stdlib.h>
#include <math.h>
#include <time.h>
#define M 100000 /x Anzahl gemessener MG-Iterationen x/
#define MA 1000 /x jede MA’te Konfiguration gemessen %/
/x Verteilung %/
double P(double xx)
{return exp(—x|[0]*x[0]—x[1]*x[1]|—x[2]*x][2]);}
/x Funktion */
double f(double xx)
{return 128.0xx[0]*x[0]*x[0]*xx[1]*x[1]*x][2];}
int main(void)
{ double I ,Sum,x[3].,y[3];
long i,j;
srand48 (time (NULL) ) ;
Sum=0; x|[0]=drand48 ();x[1|=drand48 ();x[2|=drand48();
for (i=1;i<M+1;i++)
{ for(j=0;j<MA;j++)
{ y|0]=drand48(); y[l]|=drand48(); y|[2]=drand48();
if (P(y)>P(x)*drand48() )
\ { x[o]=y[O0];x[1]=y[1];x[2]=y[2];};
Sum=Sum+f (x); I=Sum/1i ;
if (i%5000==0)
printf("i_=%ld,_1_=_%.5f__Fehler_—=_%.5f\n",i,1,2.4313142—-1);
}s
return 0;

}

anharmonicl.c: Es wird die Wahrscheinlichkeitsdichte [t)9(g)|? fiir den harmonischen
und anharmonischen Oszillator mit dem Monte-Carlo Verfahren berechnent. Die Modell-
parameter sind in den header-Dateien abgelegt.

/% Programm anharmonic.c %/

/% MC Simulation des anharmonischen Oszillatorsx/

/% L=MASSE/2 v~ 2+MU q 2+LAMBDAxq "4 x/

/x Metropolis Algorithmus */

/% Berechnung des Quadrates der Grundzustandswellenfunktion x/
#include <stdio.h>
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#include <stdlib .h>

#include <math.h>

#include <time.h>

#include "constants.h" /x Definition von N,A,MG,MA, BIN,INTERV x/

/x MASSE, MU,LAMBDA, DELTA x/
/x Initialisierung von q[N],qneu %/
/% massel ,lambdal, mueleff ,abg, streck ,versch x/

#include "stdanho.h" /x Funktion deltaS(qneu, qalt ,summenn) x/

/x MA MG-Iterationen : mcsweep (xzgr ,xq) */

int main(void)

{

unsigned int i,];
int *zgr,p,bin|BIN]|;
zgr=&abg; srand48(time (NULL));
/x Initialisierung des Systems x/
for (i=0;i<N;i++)
q|1]=DELTAx%(1—2xdrand48 ());
for (i=0;i<BIN;i++)
bin[i]=0;
/x Thermalisierung des Systems x/
for (i=0;i<MG;i++)
mcsweep (zgr ,q);
/% Berechnung und Binning %/
abg=0;
for (i=0;i<M;i++)
{ mcsweep (zgr,q); binning(bin,q);};
/x Ausgabe der W'keitsdichte und Ablehnungsrate x/
for (i=0;i<BIN;i++)
printf("(%i,%0.3f)",i,20*«bin[i]|/(double)M);
printf("\nabgelehnt_wurden_%.2f\n" ,(float )abg/(N«M«MA));
return 0;

anharmonic2.c: Es wird die Grundzustandsenergie Fj fiir den anharmonischen Oszil-
lator mit Hilfe des Metropolis-Algorithmus und Virialsatzes (B:82)) berechnet. Die Modell-
parameter sind in den header-Dateien abgelegt.

/% Programm anharmonic2.c x/
/% MC Simulation des anharmonischen x/
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/x Oszillators mit Metropolis Algorithmus x/
/% L=MASSE/2 v~ 2+MU q 2+LAMBDAxq "4 x/
/% Berechnung der Grundzustandsenergie x/
#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
#include <math.h>
#include <time.h>
#include "constants.h"
#include "stdanho.h"
int main(void)
{
unsigned int i,j;
int szgr ,p; double mittell =0, mittel2=0;
zgr=&abg;
srand48 (time (NULL) ) ;
/x Initialisierung des Systems x/
for (i=0;i<N;i++)
q|1]|=DELTAx%(1—2xdrand48 () );
/x Thermalisierung des Systems x/
for (i=0;i<MG;i++)
mcsweep (zgr ,q);
/x Simulation und Momentenberechnung */
abg=0;
for (i=0;i<M;i++)
{
mcsweep (zgr ,q);
mittell=mittell4+moments(2,q);
mittel2=mittel24moments(4,q);
}s
/x Berechnung der Grundzustandsenergie, Wick—Test, Ausgabe x/
mittell=mittell /M;
mittel2=mittel2 /M;
printf("q2_=_%.4f__q4_=_%.4f__E0_=_%.4f__wick_=_%.4f\n" ,
mittell ,mittel2 ,
2«MUsxmittell+3+«LAMBDAxmittel2 ,
3xmittell xmittell —mittel2);
printf("\nabgelehnt_wurden_%.2f\n" ,(float)abg/(N«M«MA));
return 0;
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3.6.1 Headerdateien

Die folgenden Headerdateien werden in anharmoinil.c und anharmonic2.c eingebunden.

constants.h: Hier werden die Konstanten N, A, MG, MA, BIN, INTERV, MASSE,
MU, LAMBDA, DELTA und die Variablen gq[N|, qneu, massel, lambdal, mueleff, abg,
streck, versch definiert und teilweise initialisiert:

/% Programm constants.h x/

/% Konstanten: N,A,MG,MA, BIN,INTERV x/

/« MASSE, MU, LAMBDA, DELTA +/

/x Initialisierung von q[N],qneu x/

/x massel ,lambdal , mueleff , abg, streck ,versch x/
#define N 10 /x Anzahl Gitterpunkte x/

#define A 1.0 /x Gitterkonstante */

#define M 500000 /x Anzahl Iterationen x/

#define MG 100 /x bis zum Gleichgewicht x/

#define MA 5 /x jede MA-te Konfiguration gemessen */
#define BIN 40 /x Anzahl Bins fuer Wellenfunktion x/
#define INTERV 2 /x Intervall fuer Binning [-INTERV,INTERV] x/
#define MASSE 1.0

#define MU 1.0

#define LAMBDA 0.0

#define DELTA 0.5 /x Variablenaenderung = DELTA(1—2 random) x/
/% Umrechnung in Gittergroessen x/

double massel=MASSE/A;

double lambdal=A«LAMBDA;

double mueleff=MASSE/A+AxMU;

double qneu,q[N];

unsigned int abg—0;

double versch=(double)BIN/2.0;

double streck =0.5%(double)BIN/(double)INTERV ;

stdanho.h: Hier werden mehrere und oft gebrauchte Funktionen fiir die Simulationen
in der Quantenmechanik bereitgestellt:

Die erste Funktion deltaS(double y,double x,double xs) berechnet die Anderung der Wir-
kung wenn z versuchsweise in y abgedndert wird. xs ist die Summe der Variablen auf
den benachbarten Gitterplitzen. Es werden die Variablen mueleff, lambdal und massel
gebraucht.

Die zweite Funktion mcsweep(int *zgr,double *q) vollfiihrt M A Monte-Carlo-sweeps. xq
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zeigt auf den Array q[N] und xzgr auf die Variable abg, welche ziihlt, wie oft eine Anderung
abgelehnt wurde. Es werden die Werte der Konstanten N, M A und DFELT A gebraucht.
Die dritte Funktion binning(int *bin,double *q) binnt die Werte von ¢[N] im Intervall
[-INTERV,INTERV|im Array bin[BIN]. Die Variablen q[N], bin[BIN], streck, versch
und BIN sollten definiert und initialisiert sein.

Die vierte Funktion moments(short n,double *q) berechnet die Summen

]' n
NZ%’-

/% Programm stdanho.m x/
/x Aenderung der Wirkung =/
double deltaS (double y,double x,double xs)
{ return (y—x)x*((y+x)*(mueleff+lambdalx(y*y+x*x))—masselxxs);};
/x MA sweeps durch das Gitter x/
/x Erwartet Konstanten N,MA,DELTA x/
/x Argumente: Array q[N], Zeiger auf abg x/
void mcsweep (int xzgr ,double *q)
{ int i,j; double gneu,dS;
for (i=0;i<MA;i++)
for (j=0;j<N;j++)
{ qneu=q|[j]+DELTA*(1—2*xdrand48());
dS—=deltaS (qneu,q[j],q[(j+1)%N]+q[( jN-1)%N]);
if (dS<0) q[j|=qneu;
else
if (exp(—dS)>drand48() ) ql|j|=qneu;
else xzgr=xzgr+1;
}s
}
/% Binning der Werte in q[N] x/
void binning(int xbin ,double x*q)
{ int i,p;
for (i=0;i<N;i++)
{p=(int)(q|i]*streck+versch);if ((0<=p)&&(p<BIN)) bin|p|+-+;};
}
/x Berechnung der Momente x/
double moments(int n,double xq)
{ int i; double sum=0;
for (i=0;i<N;i++)
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sum=sum-+pow (q[i],n);
return sum/N;

}

3.7 Anhang B: Wahrscheinlichkeiten

Es sei X : Q — R eine Zufallsvariable mit Erwartungswert (Mittelwert)

(X) =) X(w)-Prlw]= > x- Y Prlw= Y z-PX=ux), (B-1)
)

we) zeX(Q we z€X(Q)
X(w)=z

wobei Pr[w] die Wahrscheinlichkeit fiir das Ereignis w ist und P(X = x) die Verteilung
von X. Fiir beliebige Zufallsvariablen X1, ..., X ist der Erwartungswert linear,

(X)=(X1)+...+ (Xn). (B-2)
Die Zufallsvariablen heissen unabhdngig, wenn fiir alle z; € X;(Q) mit i = 1,... N gilt
P[Xl =Ty, .. .,XN = ZL‘n] = P[Xl = ZL‘l] N P[XN = ZL‘N]. (B—g)

Nach dieser Definition kann X nur unabhiingig von X sein, wenn P[X = z] € {0, 1} fiir
alle x € X (1) gilt. Die erzeugende Funktion von unabhéngigen Variablen faktorisiert,

<€i(t1X1+"'+tNXN)> = Z ei(tlzl+"'+tNIN)P[X1 =21,... 7XN = ZZ'N]
Llyeeey TN
= > é"P[Xy = 2] e™NVP[Xy = ay]. (B-4)
T1yeeny TN

— <eit1X1> .. <eitNXN>.

Daraus folgt fiir t = ¢; = ... = ty die niitzliche Gleichung fiir die erzeugenden Funktionen
der verbundenen Korrelationen von unabhéngigen Zufallsvariablen,

N
log <eitX> — Zlog <eitXi>, X=X;4+...4+ Xn. (B-5)
i=1
Leiten wir zweimal nach ¢ ab und setzen danach ¢ = 0, so ergibt sich

Var[X] = ZVar[Xi], Var[X] = ((AX)?) = (X?) — (X)?, (B-6)
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wobei AX die Zufallsvarialbe X — (X) bezeichnet. Die Varianz der Summe von unabhén-
gigen Zufallsvariablen X; ist gleich der Summe der Varianzen der X;.

Satz [Markov] Sei X eine Zufallsvariable, die nur nicht-negative Werte annimmt. Dann
gilt fiir allet € RT

X
P[X >t < % (B-7)
Der Beweis ist relativ einfach:
(X) = > 2-P[X=2]>) 2-P[X=a]>) t P[X=a]
x>0 >t 2>t
=ty P[X=a]=t-P[X>1
x>t
Die folgende Ungleichung gilt fiir reellwertige Zufallsvariablen,
Satz [Chebyshev] Sei X eine Zufallsvariable und t € R*. Dann gilt
Var[X]
PllAX|>1t] < TR (B-8)
Der Beweis ist ein Einzeiler,
BD var[x
PlIAX| > ] =P[(AX)?>#] < Var|X]

t2
Ein sehr wichtiges Theorem ist das

Satz [Gesetz der grofien Zahlen]| Gegeben sei eine Zufallsvariable X. Ferner seien
€,0 > 0 beliebig aber fest. Setzt man
Var[X

K = 52] = const, (B-9)
6 .

dann gilt fir alle N > K: Sind Xy,..., Xy unabhingige Zufallsvariablen mit derselben
Verteilung wie X und setzt man Z = (X1 + ...+ Xy)/N. Dann gilt

P[|AZ| > ] <e. (B-10)

Beweis: Offensichtlich ist

(Z) = %Z()@ = (X) und Var[Z] = % 3 Varlx] = Va;\[fx].
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Die letzte Ungleichung ist fiir sich interessant. Es ist das beriihmte Quadratwurzelgesetz
fiir die relativen Schwankungen,

Var|Z] < 1 Var[X]'

7 SN 1y

Die GroRenordnung der relativen Schwankungen von Z ist somit von O(N~'/2). Bei einer
grofen Menge von X; (Systemen) diirfen wir infolgedessen die Schwankungen vernachls-
sigen. Mit der CHEBYSHEV-Ungleichung erhalten wir mit Hilfe der vorletzten Gleichung

Var[Z] _ Var[X] _ (B-12)

>0| < =
PAZI 20 < =5~ = 5 <

Sei nun X; eine Folge unabhéngiger, gleichverteilter Zufallsvariablen mit verschwindenden
Mittelwerten und Kovarianzmatrix (X;X;) = ¢;;0%, und sei

N
1
Yy=—9 X, (B-13)
%>

Die Erzeugende Funktion fiir Yy berechnet sich zu

R )

" t o 1t2X2+ 1 N e Ly >
= T - —— _ — —— .
CUNTL T 2N T O(NeR) =P TN

Andererseits ist die erzeugende Funktion einer (GAUSSschen Zufallsvariable mit Mittel m
und Varianz (Streuungsquadrat) o>

1 2/952 1
d —(z—m)*/20% itz _ imt — —t2 2)
\/%0_/ xT e (& exXp { 1m 5 g

Ein Vergleich zeigt, dass fiir grosse N die Zufallsvariablen Yy GAUSS-verteilt sind mit
Mittel 0 und Varianz o2

3.8 Aufgaben

Aufgabe 1: Markov Prozess
Betrachte ein System mit 3 Energie-Eigenzustinden mit Energien F; < E; < Ej. Die
erlaubten Ubergéinge sind von 1 — (p+41)mod 1. Ein derartiger Prozess kann nicht die
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Bedingung fiir das detaillierte Gleichgewicht erfiillen. Zeige, dass es trotzdem mdoglich
ist, eine Ubergangswahrscheinlichkeit W (u, v) mit der Boltzmannverteilung als Gleichge-
wichtszustand zu konstruieren.
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Kapitel 4
Spinketten

Als typisches Beispiel fiir eine Gittertheorie werden wir oft das ISING-Modell und seine
Verallgemeinerungen bemiihen. Es dient als einfaches Modell fiir einen Ferromagneten.
Man stellt sich vor, dass auf jedem Punkt eines Kristallgitters ein ,Elementarmagnet
sitzt, der sich entlang einer festen Achse ausrichten kann. Von einem derart groben klas-
sischen Modell kann man (zunéchst) keine quantitativen Resultate fiir realistische Spin-
systeme erwarten. Es geht dabei eher um ein qualitatives Verstindnis von Systemen mit
sehr vielen und im Grenzfall unendlich vielen Freiheitsgraden. Von besonderem Interesse
sind hierbei Phaseniibergénge wie man sie bei Ferromagneten beobachtet: unterhalb der
CURIE-Temperatur 7, zeigt das Material eine spontane Magnetisierung die oberhalb T,
verschwindet. Typische Vertreter der Ferromagneten sind Esen, Kobalt und Nickel mit
CURIE-Temperaturen 1043, 1403 und 631 °K. In diesem Kapitel werden wir nach einer
Diskussion von d-dimensioale Spinmodellen die einfachen Spinketten untersuchen. Die-
se zeigen fiir kurzreichweitige Wechselwirkungen keinen Phaseniibergang bei endlichen
Temperaturen.

4.1 Isingartige Spinmodelle

Das IsiNG-Modell ist der harmonische Oszillator der statistischen Physik. Es wurde 1920
von E. ISINGs Doktorvater WILHELM LENZ bei der Untersuchung des Ferromagnetismus
eingefithrt [32]. Das eindimensionale Modell wurde von ISING gelost [33]. Es zeigt sich,
dass in einer Dimension das Phédnomen der spontanten Magnetisierung noch nicht auftritt.

Fiir das zweidimensionale ISING-Modell gelang es PEIERLS 1936 erstmalig einen Be-
weis fiir die Existenz einer Tieftemperaturphase mit spontaner Magnetisierung zu fiihren
[40]. Es tritt ein Phaseniibergang bei endlicher Temperatur auf und 1941 konnten KRA-
MERS und WANNIER die Phaseniibergangstemperatur 7, ohne Magnetfeld exakt berech-
nen [41]. Drei Jahre spéter konstruierte LARS ONSAGER dann mit algebraischen Methoden
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die exakte Losung [42]. Mit Hilfe der Transfermatrix fand er den expliziten Ausdruck fiir
die Zustandssumme fiir verschwindendes dufseres Magnetfeld. CASIMIR, der aufgrund der
Verwicklungen des Zweiten Weltkriegs von den aktuellen Entwicklungen der Physik der
40er Jahre abgeschnitten war, fragte PAULI, was denn in der Theorie geschehen sei. PAULI
antwortete:

Nicht so viel Interessantes ... auker ONSAGERS Ldésung des zweidimensionalen
[SING-Modells.

Dieser Kommentar soll verdeutlichen, welche Bedeutung ONSAGERs Losung in der Ge-
schichte der Theoretischen Physik zukommt. Schlielich sind IsiNG-artige Modelle die ein-
zigen nicht-trivialen statistischen Modelle, die analytisch gelést werden kénnen und einen
Phaseniibergang aufweisen. Heute sind mehrere Losungsmethoden fiir das 2—dimensionale
ISING-Modell bekannt und einige werden wir in dieser Vorlesung besprechen. Seine grofe
Bedeutung erlangt das Modell auch dadurch, dass Naherungsverfahren durch Vergleich
mit der exakten Losung getestet werden kdnnen.

In drei Dimensionen gibt es bis heute keine exakte Losung. Man ist auf Approxi-
mationen, zum Beispiel die Hoch- und Tieftemperaturentwicklungen oder Monte Carlo
Simulationen angewiesen. In vier und mehr Dimensionen werden wichtige Eigenschaften
des Modells exakt durch die ,Mean-field“ Theorie beschrieben.

Nun zur Definition des Modells: Die Gitterpunkte z = (z*, ..., 2¢) sind Elemente eines
d-dimensionalen Gitters A. Der Einfachheit halber betrachten wir meistens ein einfach
kubisches Gitter

e {1,2,3,...,N®W} mit N®W eN. (4.1)

Die Gitterkonstante a haben wir gleich 1 gesetzt.

N@)
Oft verwenden wir periodische Randbedingungen, fiir welche (z',..., N® .. z%) und
(zt,...,1,...,2%) nichste Nachbarn sind. Dann wird das Gitter zu einem (diskretisierten)
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Torus. In der Thermodynamik wihlt man zunéchst eine endliche Anzahl Gitterpunkte
V =NW...N@ obwohl am Ende der thermodynamische Grenzfall V' — oo steht. Fiir
a = 1 hat die Einheitszelle das Volumen Eins und V ist gleichzeitig das Gittervolumen.

Auf jedem Gitterpunkt wird ein zweiwertiger 'Spin’ definiert s, € {—1,1} = Z,. Man
sollte das Wort ’Spin’ hier allerdings nicht allzu wortlich nehmen. Wegen den periodischen
Randbedingungen gilt

Seta, = S w=1,...,d. (4.2)

Hier ist a, der Vektor der Léinge N® in die Richtung p. Jeder Punkt im Innern des
Gitters hat 2d néchste Nachbarn und 2d Linien (links) zu diesen Nachbarn.
Eine Konfiguration w = {s,|x € A} ist eine mogliche Belegung der s,

Wi — T X Ty X X Ly = ()" . (4.3)

~
V=I[Al

Da jeder der V Spins 2 Werte annehmen kann gibt es 2" verschiedene Konfigurationen.

In der statistischen Physik sehen wir von einer exakten Beschreibung der Systemdyna-
mik ab. Man braucht nicht alle mikroskopischen Freiheitsgrade zu kennen um makrosko-
pische Variablen wie etwa Druck oder Magnetisierung zu bestimmen. Wir beschreiben das
System durch eine sogenannten Dichtematriz, die angibt, mit welcher Wahrscheinlichkeit
eine Konfiguration auftritt. Im hier interessierenden kanonischen Ensemble bestimmt die
Energie H(w) einer Konfiguration w deren Wahrscheinlichkeit. Im ISING-Modell ist die
Energiefunktion durch

Hy(w) = —JZszsy —hZSI (4.4)
(zy) x

gegeben. Dabei bezeichnet (ry) ein Paar von nichsten Nachbarn auf dem Gitter. J ist die
Kopplungsstirke zwischen benachbarten Spins und h ein duferes Magnetfeld. Oft werden
wir den Spezialfall h = 0 betrachten. Im kanonischen Ensemble tritt eine Konfiguration
w mit dem BoLTZMANNfaktor

1

xp (=fHA(w),  B=17

(4.5)

als Gewicht auf. T ist die absolute Temperatur und k; die BOLTZMANNkonstante. Die
Zustandssumme ist durch

ZA(B,,h) =Y exp (=BHA(w)) = Y exp (=FHa({s.}) (4.6)

w szE€X1
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gegeben. Die Summe geht iiber alle 2" Konfigurationen der V' Spins. Die Zustandssumme
hingt von der inversen Temperatur (3, der Kopplungsstirke J, dem &duferen Magnetfeld
h und dem Gitter A ab.

Der Erwartungswert einer beliebigen Observable A(w) ist

(A3 1) = s 3 Aw)e 800 (47

Im Folgenden werden wir nur noch die Abhéngigkeit von den jeweils relevanten System-
parametern andeuten, zum Beispiel von der inversen Temperatur § und dem Gitter A.
Die wichtigsten Grofsen der Thermodynamik lassen sich bereits aus der Zustandssumme
ableiten.

Zum Beispiel ist die HELMHOLTZsche freie Energie proportional zum Logarithmus der
Zustandssumme,

1
FA(8) = 5108 Za(5). (4.8)
Im thermodynamischen Grenzfall V' — oo divergiert diese extensive Grofe und man
benutzt statt ihrer die freie Energiedichte

1

fa(B) = VFA(ﬁ)- (4.9)

Fiir kurzreichweitige Wechselwirkungen wie im ISING-Modell wird im thermodynamischen
Grenzfall V' — oo die freie Energiedichte gegen die freie Energiedichte im unendlichen
Volumen konvergieren,

F(B) = £(B). (4.10)

Die Energie einer einzelnen Konfigurationen ist dem Experimentator nicht zugénglich.
Gemessen wird der Erwartungswert der Energie im Gleichgewichtszustand, die sogenannte
innere Energie

UNB) = (M) = 5 3 Hae™™™ (w)
10— s O
- _ZA(ﬁ)%Zw:e BHA(w) — —%ngA(ﬁ). (4.11)

Ersetzen wir den Logarithmus der Zustandssumme durch die freie Energie, so finden wir
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auch

o 0
= 55 (BFA(B, 1)) = Fa(8,h) = T FA(B, h).

or
Die Magnetisierung einzelner Spinkonfigurationen ist uninteressant, im Gegensatz zur

Un(B,h)

mittleren makroskopischen Magnetisierung. Sie entspricht der 1-Punktfunktion
1 10 0
== ) =(Sz) = —=—=—F\(3,h) = —— Jh 4.12
mi= g (2 8) = (8 = g PO = —gnha(Ah) (4.12)

Die zweite Gleichung gilt wegen der Translationsinvarianz auf dem Gitter mit periodischen
Randbedingungen.

Genauere Informationen iiber das System erhélt man aus den n—Punkt Korrelations-
funktionen

G (21, m0) = (S -+ S ), 1 €Nz, €A (4.13)
Speziell die 2—Punktfunktion schreiben wir als

G(z,y) = (s58y). (4.14)

Sie beschreibt die Korrelation zwischen zwei moglicherweise weit entfernten Spins. Ist sie
zum Beispiel positiv, so gibt es eine Tendenz fiir diese Spins parallel zu stehen. Gilt dies
fiir beliebig weit entfernte Spins, so liegt spontane Magnetisierung vor.

4.2 Ising-Kette

In seiner Dissertation studierte ERNST ISING die lineare Kette von magnetischen Mo-
menten oder 'Spins’ [33]. Die Spins konnen wie in der folgenden Abbildung auch durch
Vektoren ’auf’ und ’ab’ dargestellt werden.

s> bbb rtrr el
r: 123 N
Wir betrachten ein eindimensionales endliches Gitter A C Z bestehend aus N = |A]

Gitterpunkten und auf jedem Gitterpunkt x lebt ein Spin s, € {, |} oder s, € {1, —1}.
Ein Zustand des Systems wird spezifiziert durch eine Konfiguration,

w: A—ZY, A>x— s, € Zo. (4.15)
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Wir identifizieren die Spins auf den beiden Gitterpunkten 1 und N 4+ 1, so dass 1 und N
néchste Nachbarn sind. Fiir die ISING-Kette vereinfacht sich die Energiefunktion () zu

N N
Hy(w) = —JZ SpSpi1 — hz Sy (4.16)
=1 =1

Fiir J > 0 werden die dann ferromagnetische Wechselwirkungen zwischen nichsten Nach-
barn minimal wenn alle Spins in dieselbe Richtung zeigen.

4.2.1 Transfermatrix

In 1 Dimension (auch in d = 2 fiir h = 0) kann das ISING-Modell exakt behandelt werden.
Dazu formen wir die Zustandssumme der ISING-Kette um,

ZA(/Q) — Z G_BHA(U]) — Z 66J8182+%6h(81+82) . 6ﬁJ8253+%ﬁh(52+53) L

81y-SN

= Z TyrsoTaysy -+ Tans, = tr T, (4.17)

S1yesSN

Die dabei auftretende Transfermatriz

PBU+h) =BT
T = ( y eﬁ(J—h)) (4.18)

ist symmetrisch und positivititserhaltend,
T=T" und T,y >0. (4.19)

Zur weiteren Auswertung diagonalisieren wir diese Matrix mit einer Drehung R,

T = RDR™!, R:(C.O” _Slm), D:()\+ O). (4.20)
siny  cos7y 0 A

Die beiden reellen Eigenwerte sind positiv,

Ay = €Y (coshﬁh + \/sinh2 Gh + 645J) , (4.21)

und A, ist offensichtlich der grokere der beiden Eigenwerte. Der Drehwinkel ~ in (20
berechnet sich aus
e 287 sinh Bh
,  Cos2y = .
/sinh? Bh + ¢—467 V/sinh? Bh + ¢=467

sin 2y = (4.22)
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Eingesetzt in die Zustandssumme ergibt sich
ZaB,h) =t TN =XV + AV =2 (1+pY),  p=T<1. (4.23)

Wichtige Grofen der Thermodynamik sind damit schon durch die Eigenwerte der Trans-
fermatrix bestimmt. Zum Beispiel ist die freie Energiedichte

1 1

fA(ﬁa h) = _FA(ﬁa h) = _E

1
~ log Ay — —— log(1 + p™). (4.24)
Im thermodynamischen Limes N — oo strebt p? gegen Null und f ist proportional zum

AN

Logarithmus des grofsten Eigenwertes der Transfermatrix,

JmFa(8,) = F(5,) = =5 log . (4.25)

Die innere Energiedichte wird mit (BTl zu

up(B, h) = %UA(ﬁ, h) = —% (log A+ + %log (1 +pN)) : (4.26)

Fiir ein verschwindendes Magnetfeld h = 0 oder im thermodynamischen Grenzfall N — oo
vereinfacht sich die Formel fiir die innere Energiedichte,

uA(ﬁ,O) = —tanhﬁj(1+(tanhﬁJ)N_2)

1+ (tanh gJ)N

uw(B,h) = A}i_r}r;u“ﬁ, h) = —%log)\+. (4.27)

Fiir die unendlich ausgedehnte ISING-Kette und verschwindendes Magnetfeld ist u(3,0) =
—tan 3J.
Die Magnetisierung berechnet sich mit Hilfe der Transfermatrix wie folgt:

1
m = <Sl> = E ZeiﬁHsl

1 1
= — D 51T Tansy - Tayay = Z tr STV, (4.28)

wobei S = o3 die dritte PAULI-Matrix ist. Wegen 7' = RDR™! und der Zyklizitit der
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Spur erhalten wir

1 . N . tap [ COs2y  —sin2y
m = —tr (R"'SRDY) mit R SR_(_Sm27 Ccos2y ) (4.29)

Mit der obigen Form fiir die diagonalisierte Transfermatrix finden wir das Resultat

1—pV Neoo sinh Bh
& CO82y — — .
L+p V/sinh? Bh + e—487

m =

(4.30)

Nach (EI2) erhélt man die Magnetisierung alternativ auch durch Ableiten der freien
Energiedichte (E24) nach dem Magnetfeld. Schaltet man das Magnetfeld aus, so ver-
schwindet die Magnetisierung (E30) fiir alle positiven Temperaturen. Im eindimensio-
nalen ISING-Modell gibt es also keine spontane Magnetisierung. Man kann zeigen, dass
alle Spinketten mit kurzreichweitiger Wechselwirkung zwischen den Spins keine spontane
Symmetrie-Brechung zeigen.

Fiir die 2-Punktsfunktion findet man auf dhnliche Art fiir y > = die Formel

1
(sz8y) = EZe_ﬁstsy
1 T — —x —
- 7 Z (T 1)81szsx<Ty )szsysy<TN+1 y)sy81

$1,8z,Sy

1 —x —(y—=x
= tr (STv==STN-lv=2)) (4.31)

1
= St ((R"'SR) DY~ (R™'SR) DN~v=2))

mit den in [ZOEZT) eingefiihrten Matrizen D und R~'SR. Eine kurze Rechnung liefert

1+ pN

(848,) = cos® 2y + sin® 27, y > x. (4.32)
Wegen der Translationsinvarianz auf dem periodischen Gitter und der Symmetrie (s,s,) =
(syss) hdngt die Zweipunktsfunktion tatsdchlich nur vom Abstand |y — z| von z und y
ab. Im thermodynamischen Grenzfall gilt dann

A}im (825,) = cos? 2y 4 e~ V=1/¢ &in? 2

1 —
mit ¢! = log]—? = log;—Jr "= _Jog tanh 3. (4.33)

Fiir alle positiven Temperaturen ist die Korrelationslange £ endlich. Es gilt die Clusterei-
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genschaft,
(508,) — (s:)(s,) T sin? 2y elle WIE g (434)
:m2

Das 1-dimensionale ISING-Modell hat keine geordnete Phase fiir 7" > 0. Nur bei 7" = 0
sind (abhéngig von der Reihenfolge der Grenziiberginge) alle Spins auch ohne Magnetfeld
parallel ausgerichtet. Das mag verwunderlich erscheinen, da der Zustand 17777 ..., d.h
s, = 1 fiir alle Gitterpunkte x, die niedrigste Energie hat (entartet mit s, = —1 fiir alle
x). Dieser Zustand hat aber nicht die niedrigste freie Energie F' = U — T'S. Um dies zu
zeigen, betrachten wir eine Konfiguration wie TT777T//]/]/, wobei die Spins eines Teils der
Kette umgedreht sind. Die Trennwand zwischen den beiden Bereichen erhéht die Energie
um AU = 2, sie kann aber an N Stellen liegen. Der Entropiegewinn ist AS = klog N. Dies
bedeutet, dass bei T' # 0 die freie Energie des Systems durch die Trennwand abgesenkt
ist. Spater werden wir Modelle in mehr als einer Dimension untersuchen. Dann werden wir
Phaseniibergénge und spontan gebrochene Phasen bei endlichen Temperaturen finden.

4.2.2 Satz von Frobenius

Bei der Losung des eindimensionalen ISING-Models spielt der grofte Eigenwert A, der
Transfermatrix offensichtlich eine herausragende Rolle. Der folgende Satz macht Aussa-
gen iiber die Eindeutigkeit dieses Eigenwertes und die Form des zugehdrigen Eigenvektors.

Satz [Perron-Frobenius| Es sein T eine hermetische Matriz mit positiven Matrizele-
menten T;;. Dann hat T' einen eindeutigen Eigenvektor zum gréfiten Eigenwert ||T||. Die
Komponenten des Figenvektors sind alle ungleich Null und konnen positiv gewdhlt werden.

Beweis: Es sei ||¢||? = > 7; die quadrierte Norm des Vektors 1 € C". Die Norm einer
n x n-Matrix 7' ist

T
|T|| = max M (4.35)
v Y]
Es sei nun Q = (Q,...,Q,)7 ein Vektor zum maximalen Eigenwert [T,

(Q,79) = T2, ),

und Q = (|Q],...,|Q.))7. Die Vektoren Q und © haben diesselbe Norm. Da nach Vor-
aussetzung die Matrixelemente von 7' nicht-negativ sind gilt offensichtlich

(Q,79) > (2,7Q) = | TII(2,Q) = | T(Q, ). (4.36)
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Mit der SCHWARTZschen Ungleichung folgt weiter
(Q,T9) < QT < TN = 1T 120> = IT](2). (4.37)
Diese beiden Ungleichungen implizieren, dass
(2, 7€) = [T (2,9).

Damit ist  genauso wie  ein Eigenvektor zum maximalen Eigenwert von 7. Kein Ele-
ment des reellen Eigenvektors {2 kann wegen

O<ZTQ_ )i = IT|IS% = Q>0

verschwinden. Es folgt nun, dass 2 und Q linear abhdngig sein miissen. Um dies einzusehen
setzen wir

Q] = €i¢j‘ﬁj‘ = €i¢ij
n (Q,TQ) = (2, TQ) ein, und dies fiihrt auf
Z VT = Z QT e’ P —90) = Z QTS

was @i = ¢; = @ nach sich zieht. Also ist Q = ¢#Q. Nun folgt sofort der Satz von PERRON
und FROBENIUS: es seien QM) und Q) zwei Eigenvektoren zum groften Eigenwert. Gemif
unseren Betrachtungen diirfen wir annehmen, dass alle Komponenten dieser Vektoren
positive Zahlen sind. Dann gibt es immer ein o > 0, so dass der Eigenvektor zum gleichen
maximalen Eigenwert

OL — 4,0

positive und nicht-positive Komponenten hat. Dies widerspricht aber den gerade bewie-
senen Eigenschaften eines derartigen Eigenvektors.

4.2.3 Verhalten bei tiefen und hohen Temperaturen

Wir interessieren uns hier fiir das Verhalten des eindimensionalen ISING-Modells bei tiefen
und hohen Temperaturen. Im Zustand mit der geringsten Energie sind alle Spins vollstén-
dig ausgerichtet und in diesem Zustand befindet sich das System bei 7' = 0. Was geschieht
nun, wenn wir das System leicht erwidrmen. Die Energie kann nur durch Umklappen eini-
ger Spins zunehmen. Bei einer festen tiefen Temperatur kénnen wir angeregte Zustinde
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mit 1,2,..., N umgeklappten Spins betrachten. Zum Beispiel, fiir ein System mit 5 Spins

Prrrr =s7=sh [ [ [ | ] -8J+5h
Prrrlh =J=se [ [ | ] —J+3h
[ R A LEET T Tk
PET LT 8-k LT 3+h

Die Zustandssumme hat die folgende Tieftemperaturentwicklung fiir e™% < 1:

7 — ¢ BEo <1+6710h+567ﬁ(4J+2h) | 5e—BAI+h)

15 BUTHAR) | 5 —BATHER) 4 5 —FBI+4h) | § efﬁ(SJJrGh))

Die systematische Tieftemperaturentwicklung wird im zweidimensionalen Modell bespro-
chen.

Bei hohen Temperaturen K = 3J < 1 ist der Effekt der Spinwechselwirkung gering
und eine Storungsentwicklung im kleinen Parameter K macht Sinn. Wir betrachten das
eindimensionale Modell ohne duferes Magnetfeld und schreiben

Zy=>Y [ K=p8J (4.38)
(z,y)

w

Wir benutzen die Identitdt
5= = cosh K + 5,8, sinh K = cosh K (1 + vs,s,), v = tanh K.

Zum Beweis der Identitét betrachte man die beiden Félle s,s, € {—1,1}. Der Parameter
v strebt fiir hohe Temperaturen gegen Null und dient als Entwicklungsparameter. Es folgt

Zn = (cosh K)P Z H (14 vsys,y), (4.39)

w o (z,y)

wobei p die Anzahl néchster Nachbarn-Paare im Gitter ist, also die Anzahl Wechselwir-
kungsterme. Fiir ein hyperkubisches Gitter in d Dimensionen ist

p=Vd.

Wir betrachten wieder ein einfaches Beispiel eines eindimensionalen periodisches Gitters
mit 3 Gitterpunkten. Dann ist p = 3 und das Produkt (L39) hat 3 Faktoren, (14-vs;ss)(1+
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v$253)(1 + s3s1). Entwickeln wir es in Potenzen von v, dann erhalten wir 2?7 = 8 Terme,

1 1 1
Zy = (coshK)? Z Z Z <1+v(3152+5233+3351)

s1=—1s2=—15s3=—1

+07 (51595953 + 51595351 + 52535351) + v3(315232335351)>. (4.40)

Hier ist es angebracht, eine bijektive Beziehung zwischen den acht Termen und Diagram-
men auf dem Gitter herzustellen. Die Menge der zugehorigen acht Diagramme ist in der
folgenden Figur gezeigt. Da der Entwicklungsparameter v im Produkt (£40) in der Form
vS;5s, erscheint, hat ein Diagramm der Ordnung n genau n Linien.

T TN
S NN

Wegen der Identitit

[N \")

1
2 n gerade
"= 4.41
52—1 % { 0 n ungerade ( )

finden wir folgende Zustandssumme fiir 3 Spins
Z = cosh? K(S + 8v3) =23 (cosh3 K + sinh® K) .

Nun verallgemeinern auf die Kette mit N Spins. Wir haben gesehen, dass nur Diagramme
beitragen, an deren Vertices eine gerade Anzahl von Linien enden. Derartige Diagramme
nennt man geschlossen. Fiir die ISING-Kette konnen an einem Vertex hdochstens zwei
Linien enden (jeder Vertex hat zwei nichste Nachbarn). Obwohl es fiir N Gitterpunkte
2N Diagramme gibt, tragen nur diejenigen der Ordnung v° (keine Linie) und der Ordnung
vV zu Z, bei. Also ist

Zy = (cosh K)N (2% + 2Mo™) = 2V (cosh™ K + sinh™ K)) . (4.42)

Die Hochtemperaturentwicklung fiihrt bei der ISiNGkette auf das exakte Resultat fiir die
Zustandssumme.
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4.2.4 Nullstellen der Zustandssumme

Die Nullstellen von Z, (8, h) als Funktion der komplexen Fugazitdit
z =2t (4.43)

geben nach YANG und LEE Aufschluss iiber eventuelle Phaseniibergénge [35]. Oberhalb
der kritischen Temperatur 7, ist die Zustandssumme ungleich Null in der Umgebung
der reellen Achse in der komplexen z—Ebene. Fiir T — T, nédhern sich Nullstellen der
reellen Achse und zeigen einen Phaseniibergang an. Fiir das ISING-Modell mit K = 3J
und Fugazitit z = exp(20h) ist die Zustandssumme

INK,z) = 272 Zexp <Kzsx8y) LV 52)/2
(zy)

w 2k

v
z7V/2 Z ap(K)2F = 27V Py (2), (4.44)
k=0

bis auf den Faktor 2~"/2 ein Polynom vom Grad V' = |A| in der Fugazitéit. Damit ist fiir das
endliche System die freie Energie eine analytische Funktion in z > 0 und entsprechend gibt
es keinen Phaseniibergang. Aber fiir V' — oo konnen Phaseniibergénge auftreten und nach
LEE und YANG miissen wir das Verhalten der Nullstellen fiir grofse Volumen untersuchen.
Falls es ein Gebiet G in der komplexen Fugazititsebene gibt, welches frei von Nullstel-
len ist und die reelle Achse einschliefst, so sind dort die thermodynamischen Grofen im
Limes V' — oo analytisch. Phaseniiberginge werden durch Schnitte der Nullstellenmen-
ge mit R" bestimmt. Schnittpunkte geben die Werte der Systemparameter (Temperatur,
Magnetfeld,...) von Phaseniibergéingen an.

Das obige Polynom P,(z) hat V' komplexe Nullstellen z;. Da die Koeffizienten a; in
EZ)) reell sind, ist mit 2z, auch z; eine Nullstelle. Da sie zudem positiv sind, liegen
die zj nicht auf der positiven reellen Achse. Die Menge der Spinkonfigurationen enthilt
mit w = {s;|r € A} auch die gespiegelte Konfiguration —w = {—s,|z € A}. Wegen
H(w,h) = H(—w, —h) &ndert die Zustandssumme sich nicht, wenn wir h durch —h oder
z durch 1/z ersetzen,

ZA(K,z) =Y 7P W= NP Bl = 7, (K 1)), (4.45)

w w

Wir folgern aus dieser Zy—Invarianz, dass mit z; auch 1/z; eine Nullstelle von P, sein
muss. Dies schriankt das Polynom P, weiter ein,

Py(2) = 2YPy(1/2) oder aj =ay_; >0, (4.46)
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Fiir das eindimensionale ISING-Modell kénnen wir die Nullstellen der Zustandssumme
(EZ3) explizit angeben: Z, verschwindet fiir

)\ﬂ\:—l—)\ﬁ[:() oder A\, =e™™/N)_, n=13,...,2N — 1.

Mit (EZ1) folgt daraus

Jein (%) cosh(Bh,) = \/6*41( + sinh?(8hy,) cos <%>

und mit Sh,, = 16, die Gleichung

. nmw 3 nm
sin —— cos f,, = \/sin? 6, — e=4K cos <—> )

2N 2N

Quadrieren wir diese Gleichung und benutzen cos? = 1 — sin?, so finden wir folgende
Formeln fiir die halben Phasen 6,, der YANG-LEE Nullstellen z,, = exp(2i6,,),

cos 0, (K) =1 — e 4K cos (%) , n=13,...,2N — 1. (4.47)

Da der Wurzelfaktor im Intervall [0, 1] liegt gibt es zu jedem n eine reelle Losung 6,, und
alle Nullstellen liegen auf dem Einheitskreis in der komplexen Fugazitédtsebene. Fiir T' = 0
ist die Wurzel 1 und die Nullstellen sind dquidistant. In der folgenden Abbildung haben
wir Argumente der Nullstellen,

20 = 2arccos (acosx) mit a=+/1—e 4K

fiir die Werte a = 1.0, 0.8, 0.6 und 0.4 geplottet.

2 1.0
26
0.8
0.6
0.4
7T
|
|
x
0
0 ™

Fiir positive Temperaturen ist o kleiner 1 und entsprechend ist § € [A, 7 — A] mit A =
arccos @ > 0. Der Abstand zwischen R* und den Nullstellen ist mindestens sin A > 0 und
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es gibt keinen Phaseniibergang fiir 7' > 0. Nur fiir 7" = 0 erwarten wir eine Singuléritit
der freien Energiedichte bei z = 1, also bei verschwindendem Magnetfeld.

Die LEE-YANG-Nullstellen liegen alle auf dem Einheitskreis in der komplexen Fuga-
zitdtsebene. In der folgenden Abbildung sind die Nullstellen von Z,(z) fiir |[A| = 30 und
verschiedene Werte von « eingezeichnet.

] 1.0 Vg 0.8
o.’
.... '/
0.6 0.4

e

In der néchsten Abbildung sind die Nullstellen fiir

a=+1—-e 1 =0.9,

also fiir eine positive Temperatur und fiir verschiedene Gittergrofen geplottet. Im ther-
modynamischen Grenzfall N — oo héufen sich die Nullstellen von Z,(z) an der LEE-
YANG-Kante bei

Rz = cos (2 arccos 0.9) und $z = sin (2 arccos 0.9).

. ) ) ] . * ) .'0 ,'... ....\
N =10 . N=20 s N=40
° . ’ . pd .’. 4
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4.3 Pottsmodelle

PoTTs-Modelle sind verallgemeinerte ISING-Modelle. POTTS fand seine Modelle nach
einem entsprechenden Vorschlag von DoOMB [34]. In seiner Arbeit untersuchte er die soge-
nannten Zy-Modelle und die nach ihm benannten Modelle. Fiir beide Familien wird auf
jedem Gitterpunkt eine g-wertige Variable o, € {1,2,...,q} zugeordnet. Offensichtlich
gibt es ¢¥, V = |A| Konfigurationen

w:N—7Z), v—o0,€{1,2,...,q}. (4.48)
Im PoTTs-Modell ist die Energie einer Konfiguration

Hy(w) = 2] 6(0z,0,) =20 _6(0z, 1), (4.49)
(z,y) I
wobei 6(0,, 0,) das KRONECKERsymbol ist. Das ¢ = 2-POTTS-Modell ist identisch zum
[SING-Modell. Um dies einzusehen, identifizieren wir {1,2} und {1, —1} wie folgt
Sy = 20(0,,1) —1, sodass s,s, =26(0,,0,) — 1. (4.50)

Die Energien des (¢=2)-POTTs- und des ISING-Modells unterscheiden sich nur um eine
additive Konstante,

H/P\’otts(w) _ H/I\Sing(w) — J#(ndchste Nachbarn) — h#(Gitterpunkte).

Dies zeigt, dak fiir ¢ = 2 das POTTS-Modell gleich dem ISING-Modell ist.
Wir berechnen nun die Zustandssumme der Modelle auf dem eindimensionalen Gitter
mit periodischen Randbedingungen,

Zp(B,J,h) = e M), (4.51)

Wir machen wieder Gebrauch von der Transfermatrix-Methode. Eine mogliche Wahl fiir
diese Matrix ist

(z =z z
1 1

T = Q : ¢ =e* 2= (4.52)
1 1 ... ¢

Zur Bestimmung der Eigenwerte berechnen wir das charakteristische Polynom. Dazu zie-
hen wir die zweite Reihe von T'— A1 von den darunterliegenden Reihen ab. Danach ad-
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dieren wir die dritte und alle nachfolgenden Spalten zur zweiten Spalte. Auf diese Weise

finden wir

Cz— A z z z
1 C—A 1 1
det(T'—\) = det 1 1 C—A ... 1
1 1 1 ¢—A

Cz— A z2(g—1) z z

1 C+qg—2-X 1 1

= det 0 0 (—1—X 0

0 0 o (—=1=2AX

= D2 (GHCHg—2DA+ 2D +g - —1-AV"7

Dies fiihrt auf den ¢ — 2-fach entarteten Eingenwert ( — 1 und die einfachen Eigenwerte
A4, die Wurzeln der quadratische Gleichung

M= (z+C+q=2A+2(¢(-1)([(+qg—1)=0. (4.53)
Es ergibt sich der folgende explizite Ausdruck fiir die Zustandssumme
ZnC2) = M+ A+ g (- DY, ¢ =q-2 (4.54)

mit den Wurzeln

he = 5 (0 VG - - 1)

= et (62K cosh 3h + ¢'e” ™" + \/(e2K sinh Sh — ¢'e=")? + (¢ — 1))  (459)

wobei wir ¢ — 2 = 2¢’ gesetzt haben. Fiir ¢ = 2 ist die Zustandssumme proportional zu
derjenigen des ISING-Modells. Im thermodynamischen Grenzfall N — oo werden die ther-
modynamischen Potentiale von dem grofiten Eigenwert A, der Transfermatrix bestimmt.
Zum Beispiel finden wir folgende freie Energiedichte fiir das eindimensionale POTT-Modell
mit g-wertiger Gittervariablen,

fK, Bh) = 2K+ Bh+log (Coshﬁh + ¢/e 2K-ph

++/(sinh fh — ¢'e=2K=Bh)2 4 (g — 1)e—4K ) (4.56)
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Dualititsrelationen: Die Funktion

Z6¢2) = (C=1(E-1)""?Za(¢ 2)

(Y o) )
‘q(wﬁ> +<<oﬂw—n>+< @—W%4J

geht unter der Dualitédtstransformation

C=DE-1)=q¢ , -DC-1)=¢q (4.57)

in sich {iber,

Zn (Caz) = ZA (C*az*) (458)
Die Beziehungen (EZ01) definieren zwei gebrochen lineare MOBIUS-Transformationen,

z+q—1 . Ctqg—1
—— und 2=

1 N (4:59)

¢ =
und bilden verallgemeinerte Kreislinien in verallgemeinerte Kreislinien ab. Die Terme

-1
¢ A ;

A
U Jone-D V-1

aus deren Potenzen Z, berechnet wird, sind einzeln invariant unter der Transformation

(@XD). Fiir den ersten Term ist dies evident, fiir die beiden anderen Terme weniger.
Fiir das ISING-Modell hat die Zustandssumme auf der rechten Seite in

V(s — 1) \ V2
znic) = (SET) Tz (4.60
Nullstellen bei
=€ >0 und z* = XK (4.61)

wobei 0% (K*) € R in (A7) gegeben ist. Mit der inversen Dualititstransformation

(= = T = —icot 0, (K*) (4.62)

folgt, dass fiir festes fh € R die Nullstellen von Zustandssumme Z,((,z) des ISING-
Modells in der komplexen ¢ = e*!-Ebene auf der imaginiiren Achse liegen [36].
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4.4 Simulation des 1d Ising Modells

Das Programm isingld.c simuliert das eindimensionale ISING-Modell. Die ersten 500
Iterationen dienen zur Thermalisierung des Systems. Danach wird nur jede 20’ste Kon-
figuration ausgewertet um Korrelationen zwischen den Konfigurationen zu unterdriicken.
Das Programm ist selbsterklirend. Es braucht die Datei constantsising.h auf Seite B8]
in der die globalen Variablen und Konstanten N, M, MG, M A und die Kopplungskon-
stante J definiert sind sowie die header-datei stdmcising.h mit wichtigen Funktionen.

Fiir die Temperatur T" = 2.0 werden die berechneten Werte fiir die Magenetisierung
im File 1isingT=2.0 gespeichert. Dieser File befindet sich im Unterverzeichnis .isldata
des Verzeichnisses, aus dem das Programm isingld.c aufgerufen wird.

isingld.c Braucht constantsising.h und stdmcising.h.

/% Programm isingld.c x/
/x Simulation des ferromagnetischen 1d Isingmodells */
/% Es wird die Magnetisierung fuer verschiedene Werte x/
/% des Mangentfeldes berechnet und im File x/
/x ./isldata/isingT=.. gespeichert. x/
#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
#include <math.h>
#include <string.h>
#include <time.h>
#include "constantsising.h"
#include "stdmcising.h"
int main(void)
{
srand48 (time (NULL) ) ;
/x Temperatur einlesen x/
puts ("Temperatur_(3_Zeichen)_—=_");
scanf ("%3s" ,temp);
beta=1/atof (temp);
strncat (isingl ,temp,3);
a=4xbetax];
fp=fopen (isingl ,"w");
fprintf (fp ,"#.N_=%i_,_T_=_%.3f\n" ,N,1/beta);
fprintf (fp,"#_Magnetisierung_1—d_Ising\n");
/x Anfangskonfiguration x/
for (i=0;i<N;i++)
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s|i]=—1; %/ kalte Anfangskonfiguration x/
/x if (rand()<1073741823) s[i]=1 else s[i][=—1 %/
/x Ins Gleichgewicht bringen x/
h=-5.0;b=2xbetaxh;
/x Boltzmanngewichte berechnen x/
boltzmann ();
for (i=0;i<MG;i++) mcsweep (s);
/x Simulation und Berechnung x/
/x Simulation fuer h von —5 bis § x/
/% in Schritten von 0.5 x/
for (i——10;i<11;i++){
h=0.5%1;b=2xbetaxh;
boltzmann (); pruef ();
ann=0;mittell =0;
for (j=0;j<M;j++){
mcsweep (s ) ;
mittell=mittell+moments(1,s);
}s
printf("angenommen_%.2f\n" ,(float )ann /(N«MAxM) );
fprintf (fp,"%4.1f____%6.3f\n" 'h,2xmittell /M);
}s
fclose (fp);
return 0;

}

constantsising.h Diese Datei enthilt Konstanten und globale Variablen.

/x Headerdatei constantsising.h */

/x Konstanten: N,M,MG,MA,J */

/x Variablen s[N], isingl][], etc. %/
#define N 128 /x Anzahl Gitterpunkte x/
#define M 10000 /x Anzahl Iterationen x/
#define MG 500 /*x bis zum Gleichgewicht x/
#define MA 20 /x jede MA-te Konfiguration gemessen */
#define J 1.0

short nn,si,s|[N]|,test [3][5];

unsigned int j  k;

double mittell ;

float a,b,vorz,beta,boltz|3][5],h;
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int i,ann=0;
FILE #fp :
char temp|[20],isingl[|]="./isldata/isingT="

stdmcising.h Die Datei enthélt wichtige vom Hauptprogramm isingid.c aufgerufenen
Funktionen. Es werden die in constantsising.h deklarierten Konstanten, Variablen und
die Grofen

a=4pJ und b=2p3h.

bendtigt. Die Arrays test und boltz werden fiir die Monte-Carlo Iterationen gebraucht.
Das erste Argument dieser Arrays ist der Wert des behandelten Spins s,, plus 1, und das
zweite Argument die Summe der Spins der niachsten Nachbarn, plus 2. Nimmt die Energie
bei der Anderung von s, ab, so ist test = 0, andernfalls 1. Im Array boltz werden die
Bolzmanngewichte abgelegt. Damit spart man etwas Rechenzeit, da die Berechnung der
Exponentialfunktion Zeit kostet. Die Kernroutine ist mcsweep. Hier finden sich M A- MC-
Iterationen durch das Gitter. Es wird jeweils noch gepriift, wie oft ein Anderungsvorschlag
angenommen wird.

/x Headerdatei stdmcising.h x/
/% Funktionen pruef und boltz: x/
/x Bereitstellung der Arrays test und boltzmann.x/
/% mesweep: MA sweeps durch das Gitter x/
/% moments: Berechnung des mittleren Spins x/
void pruef(void)
{
if (b>0){
test [2][4]=1;test [2][2]=1;test [0][2]=0; test [0][4]=0;
if (b>a) {test|[0][0]=0;test[2][0]=1;}
else {test[0|[0]=1;test[2][0]=0:};
}
else
test [2][0]=0;test [0][2]=1;test [2][2]=0; test [0][0]=1;
if (atb>0) {test|[2][4]=1;test[0]|[4]=0;}
else {test[2]|[4]=0;test [0][4]=1:};};
}

void boltzmann (void)

{
boltz [2][4]=exp(—a—b); boltz [2][2]=exp(=Db);
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boltz [2][0]=exp(a=b);boltz[0][4]=exp(ath);
boltz [0][2]=exp(b);boltz[0][0]=exp(—atb);
}
void mcsweep (short xs)
{
int p,q;
for (p—=0;p<MA;p++)
for (q=0;q<N;q++){
nn=s | (q+1)%N|+s [ ( ¢+N—1)%N]| +2;
si=s[q]+1;
if (test|si,nn|==0) {s|q|=—s[q];ann=ann-+1;}
else
if (drand48()<boltz|si]|[nn]){
s|ql=—s|q]|;ann=ann+1;};
}s
}
/% Berechnung der Momente */
double moments(short n,short xs)
{
int p,sum=0;
for (p—=0;p<N;p++)
sum=sum+s [ p | ;
/xsum=sum+pow (s[il],n);*x/
return (double)sum /N;

}

Mit diesem Code haben wir die Magnetisierung in Abhéngigkeit von h fiir verschiedene
Temperaturen bestimmt. In der folgenden Abbildung sind die Resultate unserer Monte-
Carlo Simulationen fiir N = 128 eingezeichnet.

(s0) T:2 - s Die kleinen Quadrate sind die
S Werte fiir 7' = 2 und die Dreiecke
- gehoren zu T' = 4. Die Kurven ge-
h horen zur exakten Losung (E30)

im thermodynamischen Grenzfall

N — oo. Die Ubereinstimmung
zwischen den MC-Daten fiir N =
e 128 und der exakten Losung fiir

N = oo ist bemerkenswert.

A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 4. SPINKETTEN 4.5. Aufgaben 91

4.5 Aufgaben

Aufgabe 1) 2-dimensionales Ising Modell, Teil I

Bestimmen Sie mittels Summation iiber alle Konfigurationen die innere Energiedichte und
die Magnetisierung fiir ein 2 x 2, 3 x 3 und 4 x 4 Gitter mit periodischen Randbedingungen
fiir 5 = 0.0 bis 1.0 in Schritten von 0.05. Das dufere Feld sei Null (A = 0). Stellen Sie das
Resultat in einem Plot dar.

Setzen sie J in

H = —JZ 525y
(zy)

gleich 1. Berechnen Sie sowohl (m) als auch (|m/|). Kann man auch ohne Rechnung sagen,
welchen Wert (m) annimmt?

Aufgabe 2) 2-dimensionales Ising Modell, Teil 11

Verwenden Sie das gegebene Programm (siehe Homepage) zur Simulation des 2D Ising-
modells bei § = 0.4406868 und h = 0 mit dem Metropolisalgorithmus. Simulieren Sie fiir
Gittergrofsen 4 x 4, 8 x 8 und 32 x 32. Fiihren Sie dazu jeweils 200000 sweeps iiber das
Gitter aus. Bestimmen Sie

1
u=—(H), (m[) und (m?
Vv
Vergleichen Sie das Resultat fiir das 4 x 4 Gitter mit dem Resultat des Programms aus

Aufgabe 1.
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Kapitel 5
Approximationen

Wir besprechen hier die grobe Molekularfeldndherung fiir Spinmodelle in beliebigen Di-
mensionen sowie die Hochtemperaturentwicklung in Potenzen von v = tanh 8J und die
Tieftemperaturentwicklung in Potenzen von =257, In beiden Entwicklungen werden die
Terme einer festen Ordnung durch eine bestimmt Klasse von Graphen auf dem Gitter
charakterisiert.

5.1 Molekularfeldniaherung

Da man nur wenige statistisch-mechanische Modelle explizit berechnen kann, ist man
auf Ndherungsmethoden angewiesen. Eine solche liefert die Molekularfeldndherung. Dies
Néherung geht auch unter anderen Namen: mean field approximation, CURIE-WEISS-
Néherung (fiir Ferromagnete) oder BRAGG-WILLIAMS-Néherung (fiir Gittergase). Mole-
kularfeldndherungen sind relativ leicht zu bekommen und geben schon qualitativ richtige
Resultate.

Bei der Molekularfeldniiherung (MFA) ersetzt man in der Energie

H= —%(Z)Jzysxsy—hZSx, (5.1)
x,y T

die Wechselwirkung von s, mit seinen nichsten Nachbarn durch eine mittlere Wechsel-
wirkung mit allen Spins,

1 J

Wegen der Translationsinvarianz auf dem Gitter hiingt J nicht vom Punkt z ab. In dieser
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Niherung vereinfacht sich der Ausdruck fiir die Energie wie folgt,
17,2 1
H — Hyp = —V{LIm?*(s) + hm(s)}, m(s) = - > s (5.3)

Fiir das ISING-Modell auf dem d-dimensionalen Gitter ist

g J x,y nichste Nachbarn
10 sonst,

und entsprechend ist J = 2d.J. Fiir dieses Modell sind die Werte fiir das mittlere Feld
m(s) aus der Menge
2
Me{—1,—1+5,—1+25,...,1—5,1}, o= (5.4)
Fiir ein mittleres Feld m € M zeigen 1V (1 + m) Spins nach ’oben’ und V(1 — m) Spins
nach 'unten’. Also gibt es zu jedem Wert von m € M genau

V!
d(m) = : (5.5)
BV w3V (1= ]
Spinkonfigurationen. Nach der STIRLINGschen Formel ist
log(n!) = n(logn — 1) + o(n), (5.6)
und wir finden fiir die Zustandssumme die Nidherungsformel
Zyr = Z d(m)ePHr(m) — Z e~ PVumr(m) (5.7)
meM m
mit dem effektiven Potential
uprp(m) — —%jm2 — hm
I+4m, 14+4m 1-m 6 1—m oV)
1 1 ) .
250g2+250g2+\/ (5.8)
Fir m € M ist
1
Pap(m) = —e Vi) (5.9)
A%

die Wahrscheinlichkeit dafiir, das mittlere Feld m zu finden. Im thermodynamischen
Grenzfall V' — oo strebt der Term o(V')/V gegen Null und m wird zu einem kontinu-
ierlichen Feld mit Werten im Intervall [—1, 1]. Dann wird Pyp zu einer Wahrscheinlich-
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keitsdichte fiir das mittlere Feld.

In der folgenden Abbildung ist das effektive Potential in der Molekularfeldapproxi-
mation fir V — oo, J=1, h=0 und verschiedene Temperaturwerte eingezeichnet. Fiir
T < T, hat upp ein Maximum am Urspung und zwei Minimas bei £my, fiir T > T, ein
globales Minimum am Ursprung. Die Werte des Potentials an den Endpunkten und am
Ursprung sind

UMF<h = O,m = 0) = —T10g2
up(h=0,m=1) = —J/2.

0.9

-1 1

Das effektive Potential ist minimal bei

~ 1 1+m0
J h=—1
mo + 23 Ogl—mo

= my = tanh (ﬁjmo + Bh). (5.10)

Diese transzendente Gleichung fiir das mittlere Feld heisst Selbstkonsistenzgleichung. Set-
zen wir x = 3Jmg + [h, so lautet die Bestimmungsgleichung fiir x

(Tx — h) = tanhz. (5.11)

<l =

Sie hat eine eindeutige Losung, wenn die Steigung T/J~ der linearen Funktion auf der
linken Seite grofer oder gleich der Steigung der tanh-Funktion auf der rechten Seite ist,
d.h. wenn gilt

T>T,=J=2dJ. (5.12)
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h>0 h=0
T>T, T<T, stabil
AN
stabil instabil
stabil

Die Losung mg(h) strebt fiir h — 0 gegen Null. Oberhalb der kritischen Temperatur ist

die Suszeptibilitéit
8m0
(o) o

gegeben durch das CURIE-WEISSsche Gesetz,

mo(0)=0 = 1
= 1) = v = ) 5.14
X BlUx+1) = x = 7= T (5.14)
Es ist Brauch, die dimensionslose Temperaturdifferenz
T.—T
S 5.15
= (5.15)

einzufiihren. Die Divergenz der Suszeptibilitit in der Nahe des kritischen Punktes bei T,
(fir T | T, oder T' T T) ist

X ~ |7 (5.16)

In der Molekularfeldndherung ist der kritische Exponent ~ gleich 1.

Unterhalb der kritischen Temperatur und fiir 2 > 0 ist mg(h) die grofte der drei Lésun-
gen der Gleichung (BI0). Fiir 2 | 0 ergibt sich eine spontane Magnetisierung mq(7") > 0.
In der Nahe der kritischen Temperatur ist mg klein und wir knnen tanh ﬁjm in (100
mit A = 0 entwickeln,

- 1 .
moy = ﬁjmo - g(ﬁjmo)g + ...
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Diese Gleichung hat wie erwartet drei Losungen,

3\V2
mo=0 und mo ==+ (@) (ﬁj - 1) . (5.17)

Die erste Losung gehort zum ungeordneten paramagnetischen Hochtemperaturzustand
und die beiden anderen Losungen zum geordneten ferromagnetischen Tieftemperaturzu-
stand. Die geordneten Zustinde haben eine geringeres effektives Potential. Setzen wir
J = T., so verschwindet die spontane Magnetisierung fiir 7' T T, gemafs

T

mo(T) = 31/2? (

T, — T\ 2
c ) . (5.18)

T

Die Magnetisierung ist ein Ordnungsparameter fiir das System, da my # 0 bedeutet,
dass das System geordnet ist und my = 0, dass es ungeordnet ist. Der Exponent fiir das
asymptotische Potenzgesetz des Ordnungsparameters ist 3, so dass im Allgemeinen

mo(T) ~ €. (5.19)
Die Vorhersage der MFA fiir den kritischen Exponente [ ist %

T gemamt

T

In der Molekularfeldnéherung springt die spezifische Wéirme bei T, von einem endlichen
Wert unterhalb T, auf 0 oberhalb 7T,. Die Héhe des Sprunges ist 3k/2.

Die Magnetisierung als Funktion des Magnetfeldes h folgt aus der Selbstkonsistenz-
gleichung (E210) wenn wir die rechte Seite dieser Gleichung fiir 7" = T, bis zur dritten
Ordnung in h entwickeln,

1
mo :m0+ﬁch— g(m0+ﬁch)3+ (520)

INicht mit der inversen Temperatur verwechseln!

A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 5. APPROXIMATIONEN 5.1. Molekularfeldndaherung 97

Fiir sehr kleine mg und A diirfen wir G.h < my annehmen. Dann finden wir
mo ~ (3602, (T =T), (5.21)
was mit unserer Annahme vertriglich ist. Im Allgemeinen hat man
mo~h'? (T =T.). (5.22)

In der Molekularfeldndherung ist § = 3.
Schlussendlich vergleichen wir die Resultate der MFA in der Ndhe des Phaseniiber-

gangs mit exakten Resultaten. Die Tatsache, dass das MFA-Resultat fiir 7, nur von der
Anzahl Nachbarn ¢ tiber

J=qJ (5.23)

abhéngt, und nicht von der Dimension des Gitter, ist eine der grofsen Schwéchen der Nihe-
rung. Die einfache MFA sagt fiir das eindimensionale ISING-Modell einen Phaseniibergang
bei T. > 0 voraus, und dies ist offensichtlich inkorrekt. In der folgenden Tabelle werden
die MFA-Werte fiir 7, mit den best-bekannte Werten fiir 7, fiir 2- und 3-dimensionale Git-
ter verglichen. In jeder Dimension wird die Vorhersage der MFA besser wenn die Anzahl
néichster Nachbarn (die Koordinationszahl) zunimmt.

Gitter d q jﬁMp/T‘c Tc/TMF
Quadrat 21 4 1.763 0.567
Dreieck 21 6 1.648 0.607
(5.24)
einfach kubisch | 3| 4 1.330 0.752
bce 31 8 1.260 0.794
fee 3112] 1.225 0.816

Eine weitere Vorhersage ist, dass in der Ndhe der kritischen Temperatur die verschiedenen
thermodynamischen Gréfen ein Potenzverhalten zeigen. In der MFA sind die kritischen
Exponenten = 1/2, v =1 und 6 = 3 unabhéingig von der Dimension. Sie stimmen nicht
mit den exakten kritischen Exponenten der Losung von ONSAGER fiir das 2-dimensionale
ISING-Modell iiberein. Weiterhin macht in der MFA die spezifischen Wérme einen Sprung
bei T., im Gegensatz zur ONSAGER-LOsung, in der sie eine logarithmische Singularitit
am kritischen Punkt hat. Ahnlich Diskrepanzen findet man in 3 Dimensionen. Aber in 4
und mehr Dimensionen sind die kritischen Exponenten der MFA korrekt. In der folgenden
Tabelle sind die wichtigsten Exponenten fiir das ISING-Modell tabelliert.
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Grofe Exponent | d=2 (exakt) | d=3 MFA
spezifische Wirme a 0 (logar.) | 0.113 0 (Sprung)
Ordnungsparameter 16} 1/8 0.324 1/2
Suszeptibilitét o 7/4 1.238 1
Zustandsgleichung 0 15 4.82 3

n 1/4 0.031(5) 0
Korrelationslinge v 1 0.629(4) 1/2
Potenzgesetz bei T, n 0 1/4 0.04

Wir fassen zusammen:
e Die Dimension geht in der MFA verloren. Der einzige Parameter ist J.
e Die Art des Phaseniibergangs wird fiir d > 2 richtig und d = 1 falsch vorausgesagt.

e Fiir d > 2 ist die kritische Temperatur der MFA zu hoch und das kritische Verhalten
(die Art der Singularitiat bei 7= T, und h = 0) wir inkorrekt wiedergegeben.

e Die MFA zeigt nicht, dass kurzreichweitige Wechselwirkungen zu langreichweitigen
Korrelationen fithren kénnen.

5.2 Hochtemperaturentwicklungen

Neben Monte-Carlo Simulationen und der Molekularfeldapproximation sind die Hoch-
und Tieftemperaturentwicklungen in Gittertheorien von grofer Bedeutung. Bei der Tief-
temperaturentwicklung studiert man die Abweichungen vom Zustand minimaler Energie
(oder Wirkung in der Feldtheorie). Sie entspricht der Entwicklung fiir kleine Kopplungs-
konstanten in der Feldtheorie. Fiir kontinuierlich variierende Felder findet man die iibliche
Storungstheorie (im Kontinuum oder auf dem Gitter). Bei der Hochtemperaturentwick-
lung entwickelt man um einen zufilligen Zustand. Sie entspricht der starken Kopplungs-
entwicklung in der Feldtheorie.

Analog zum eindimensionalen Fall schreiben wir fiir sehr hohe Temperaturen oder
K < 1 beziehungsweise v = tanh K < 1 die Zustandssumme des 2-dimensionalen ISING-
Modells auf dem quadratischen Gitter fiir verschwindendes Magnetfeld wie folgt um

Z = Z H efsesy — (cosh K) Z H(l + vS,5y)
(zy) (zy)

w w
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= (cosh K)” Z

w

1+v Z Sy8y +v° SuSySa Sy + . .. (5.25)
(zy)

(xy)#(z"y’)

Hier bezeichnet P die Anzahl Paare von nichsten Nachbarn. Jedem Spinprodukt wird ein
Graph zugeordnet

u v
® o
~ 55052555,
= 8,5y
G O
x y z

Die Vertices x, y sind ungerade und die Vertices u, v, z gerade. Ein Graph gibt den Beitrag
2V zur Zustandssumme falls alle Vertices gerade sind und 0 sonst. Somit ist

P
7 = (cosh K)¥' 2V Zggvz,

=0

(5.26)

wobei g, die Zahl der Graphen aus ¢ Linien mit lauter geraden Vertices ist. go ist 1. Als
Beispiel betrachten wir das 2-dimensionale ISING-Modell mit quadratischem Gitter, fiir
das P = 2V ist. Die folgende Tabelle enthilt alle Graphen mit und bis zur Ordnung v®.
Die dritte Spalte enthélt die Anzahl Graphen der entsprechenden Sorte.

Graphen Anzahl Ge
L] 1% 1%
[ ] 2V 2V
F 4V
8 1] 2V A\ aE 14
1) |3V(v=5)

Zum Beispiel, die Zahl V/(V —5)/2 in der letzten Zeile erhélt man wie folgt: Die erste der
beiden Plaketten kann man irgendwo auf das Gitter legen, also an V' verschiedene Orte.
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Der Mittelpunkt der zweiten Plakette darf dann weder mit demjenigen der ersten Plakette
zusammenfallen noch im Mittelpunkt der 4 benachbarten Plaketten liegen. Wir konnen
sie also an V' — 5 verschiedene Stellen legen und erhalten V(V — 5) Moglichkeiten die
beiden Plakette so zu legen, dass keine ihrer Seiten zusammenfallen. Beim Vertauschen
der beiden Plaketten erhalten wir aber denselben Graphen, so dass wir schlussendlich
V(V — 5)/2 verschiedene Graphen finden.

Damit hat die Zustandssumme des 2-dimensionalen ISING-Modells die Hochtempera-
turentwicklung

1
Z = (cosh K)' 2" (1 + Vot + 2Vl + 5(V2 +7V)0® + .. ) : (5.27)

Den thermodynamischen Grenzfall erhélt man durch formales Rechnen mit Potenzreihen.
Dazu machen wir wegen

Z =exp(—VBf) (5.28)

folgenden Ansatz fiir die frei Energiedichte,

e = (cosh K)F/V . 2. Zczvz. (5.29)
=0

Aus (BEZ8) folgt dann mit (BZ6)
‘L ¢ v
1+§ gt = (1+§ Cg'U)

>1 0>1

— 1+(‘1/) (clv+021)2+...)
+(‘2/) (clv+021)2+...)2+...

und durch Koeffizientenvergleich erhilt man ¢y, ..., ¢, aus g, ..., g,. Dabei fillt V' exakt
heraus, falls die g, fiir ein geniigend grofes Gitter auf dem Torus berechnet werden.

Fiir das 2-dimensionale ISING-Modell auf dem quadratischen Gitter ist Z ~ (1+ Vvt +
...) und deshalb ist ¢; = ¢o = ¢ = 0. Man findet

1
Vol 42V + o (V24 TV) o +

1
= Ve + Vego® + <V08 + 5(\/2 -V) cﬁ) v+
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oder ¢4 = 1, ¢g = 2 und cg = 4. Deshalb ist
e ?l = 2(cosh K)? (1 +v* +20° + 40* + O(v'7)) . (5.30)

Daraus kann man die Potenzreihe fiir die freie Energiedichte ausrechnen.
Als Ubung sollten Sie die Graphen fiir die Hochtemperaturentwicklung des 3-dimensionalen
ISING-Modells mit P = 3V untersuchen. Sie sollten folgende Reihe

1
Z = (cosh K)* . 2" (1 + 3V + 22V + 5 LV (V=1) 4375V} v® + ) (5.31)

erhalten.
Suszeptibilitidt: Oberhalb der kritischen Temperatur verschwindet fiir A = 0 die
Magnetisierung, (s,) = 0 und die Suszeptibilitét ist

1
X=1v Z<sty> = Z(sx3y>. (5.32)
y y
Nun wird wieder jedem Term in der Hochtemperaturentwicklung
h" K
<Sx5y> = % Z S2Sy <1 + v Z SuSy + 1)2 Z SuSvSu/ Sy 1+ - . ) (533)
w (uv) (uv)#(u'v’)

ein eindeutiger Graph zugeordnet. Zum Beispiel

UG o
u’ 4
Te oy ~ sisysysustsausin =1
u// o ) ,U//

Dieser Graph trigt mit 2" zur Summe iiber alle Konfigurationen in (£33) bei. Ein Graph
trigt genau mit 2" bei, wenn die Vertices z und y ungerade, und alle anderen Vertices
gerade sind. Andere Graphen tragen wegen

21: o — {2 n gerade
‘ 0

sonst
Sp=—1

nicht bei. Der Faktor cosh” K -2V kann gegen den gleichen Faktor von Z in (5:27) gekiirzt
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werden. Es folgt das

Lemma Die Zweipunktsfunktion hat folgende Hochtemperaturentwicklung,

<S S > = Zégzvz
o Zzgévg

wobei die g, die Anzahl Graphen mit ¢ Linien ist, deren Vertices x und y ungerade und

alle anderen Vertices gerade sind.
Aus diesem Lemma folgt unmittelbar das

Korrolar Ist ¢ kleiner als die Linge d(x,y) des kiirzesten Weges auf dem Gitter von x
nach y, dann verschwindet gj.

Wire das Korollar nicht wahr, dann gébe es einen Graphen mit < ¢ Linien, fiir den
x,y ungerade und alle anderen Vertices gerade wiren. Die Linien konnte die Punkte =
und y also nicht verbinden und der Graph bestiinde aus zwei unverbundenen Subgraphen.
Da fiir jeden Graphen die Relation

Z Vertexordnung = 2 - Anzahl Linien

Vertices

gilt, wobei die Ordnung eines Vertex die Anzahl der einlaufenden Linien ist, muss die
Summe der Vertexordnungen fiir jeden Subgraph gerade sein. Aber die Ordnung des zu
x gehorenden Subgraphen ist

Ord(z) + gerade Zahl = ungerade,

im Gegensatz zu der Forderung, dass diese Zahl gerade sein muss. Also gibt es keinen
zuldssigen Graphen der Ordnung < /.
Fiir das 2-dimensionale ISING-Modell auf dem quadratischen Gitter gilt also

(S28y) = O(vd(x’y)) = O(e*d(x’y)/g), % = log% > 1, (5.34)

wobei d(x,y) der kleinste Abstand von x und y auf dem Gitter ist. Die Korrelationsléinge
wird mit zunehmender Temperatur kleiner. Die thermischen Fluktuation unterdriicken
Korrelationen iiber grofere Distanzen.

Wollen wir die Suszeptibilitdt x bis zur Ordnung v™ berechnen, so miissen wir in der
Summe (B32) nur Zweipunktsfunktionen (s,s,) mit d(z,y) < n beriicksichtigen, und
diese nur bis zur Ordnung v™. In jeder Ordnung von v ist x daher eine endliche Summe.
Bei der formalen Division der Potenzreihen fillt V' wieder exakt heraus. Zum Beispiel,
fiir Gitterpunkte x,y, deren Koordinaten sich um 1 unterscheiden, so dass d(z,y) = 2 ist,
finden wir folgende Graphen bis zur Ordnung v°:
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Y Graphen Anzahl 9
2 1 2 2
4 4 4
3 x4
6 I LI:I 2x2 2V +10
1 ] 2(V —3)

Wir finden die Reihen

(sesy) = (20° + 40 + 2V +10)0° +...) / (1 + Vo' + ..,

wobei der Nenner die fiihrenden Terme in der Hochtemperatur-Entwicklung von Z enthalt.

Es ergibt sich die Reihe

(828,) = 20 + 4v* + 100° + O(v®)

(5.35)

fiir die betrachtete Zweipunktsfunktion. Diese Reihe tritt in der Suszeptibilitit xy viermal
auf. Beriicksichtigt man die Graphen aller Zweipunktsfunktionen, deren Aufpunkte x,y
einen Abstand < 6 haben, so findet man folgende Hochtemperaturentwicklung fiir die

Suszeptibilitat,

x = 1+ 4v + 120% + 36v° + 1000* + 2760° + 7400° + .. ..

Mit der TAYLORreihe

KS

v=tanh K = K — — +

3

erhilt man die Reihenentwicklung

A. Wipf, Quantenfeldtheorie II
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mit den Koeffizienten

14 ‘0 1 2 3 4 ) 6
ag‘l 4 12 34.666 92 240.543 611.200

Extrapolation zum kritischen Punkt: In der Reihe ([31) sind alle Koeffizienten a,

positiv. Falls die Reihe einen Konvergenzradius R > 0 hat, ist x analytisch auf der Kreis-

scheibe mit Mittelpunkt 0 und Radius R und hat eine Singularitit bei K = R. Wir wollen

annehmen dies sei der kritische Wert K. = J/T,. Wir benutzen das Quotientenkriterium
J

R=lim 2 =2, (5.38)

f—=o0 Qp—1 Tc

Wir versuchen den kritischen Exponenten + und K. in der Interpolationsformel

f(K) = (1—K/KC)7:1+Z’7<’7+1)"é!<’7+€—1) (%) =Y K’

so zu wihlen, dass diese Reihe mit der Hochtemperaturentwicklung (B:37) moglichst gut
ibereinstimmt. Die Quotienten

a, 1 y-11

a4 _Kc+ K, 0’

sind eine lineare Funktion in 1/¢. Aus der Steigung der Geraden und dem Wert fiir { — oo
kann man die kritische Temperatur und den kritischen Exponenten ablesen.

CL1/(10 ‘ az/%‘ a3/&2 ‘ a4/a3 ‘ a5/a4 ‘ a6/a5

4 ‘ 3 ‘ 2.8888 ‘ 2.6539 ‘ 2.6146 ‘ 2.5409

4 ap/as—1

. (1,4)
4~ <923 Steigung ~ 1.7

2 1/¢

1/2 1
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Eine linearer Fit an die Quotienten ay/a,_1 ergibt

1 1.7
K~ 23 und oy~ ge

Fiir die kritische Temperatur finden wir den Wert

2.3

Dies liegt bereits relativ nahe am exakten Wert fiir die kritische Temperatur des 2d ISING-
Modells,

T, 1
Tar  2log(1+v/2)

~ 0.5673. (5.39)

Fiir das dreidimensionale ISING-Modell haben GAUNT und SYKES die Hochtemperatur-
entwicklung bis zur Ordnung 20 berechnet [37]. Die fiihrenden Terme sind

16804 K°

X = 1+6K+30K?+ 148 K® 4+ 706 K* + :

47260 K n 7744136 K7 n 35975026 K*® n
3 105 105

(5.40)

Die Quotienten der Koeffizienten sind

ay /ag ‘ a2/a1‘ as/as ‘ as/ag ‘ as/ay ‘ ag/as ‘ az/ag ‘ ag/ay

6 | 5 |49333]4.7703|4.7603 | 4.6874 | 4.6818 | 4.6455

6 az/a£—1
] (17 6)

— Steigung ~ 1.5

2 1/¢
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Eine linearer Fit an die Quotienten ay/a,_1 ergibt

! 4.5 d 1'54—1—133
K S ound v 15 = 1.33.

Wegen Typ = 6J ist

T, 4.5
~ — =0.75
Tyr 6 ’

und dieser Wert ist weniger als 1 Prozent vom best-bekannten Wert entfernt. Die Extra-
polation fiir den kritischen Exponenten ~ ist allerdings nicht so gut.

5.3 Tieftemperaturentwicklungen
Fiir ein positives Magnetfeld h hat die geordnete Konfiguration
wo = {s, = 1|z € A} (5.41)
die niedrigste Energie,
Ey=—-PJ—-Vh. (5.42)

Diese Grundzustandsenergie hat die Vielfachheit gy = 1, ist also nicht entartet. Angeregte
Zusténde erhélt man durch das Umklappen von Spins an gewissen Punkten e des Gitters.
Einer Konfiguration w ist eindeutig durch die Menge X (w) der Gitterpunkte mit umge-
klappten Spins charakterisiert. Im folgenden Beispiel enthélt X 5 Punkte, n(X) =5 und
p(X) = 12 néchste Nachbarn mit verschiedenen Spins.

o o o 0 0 )
o: Spin +1

e : Spin —1

O [ ] [ J O O

X C A : Gitterpunkte e mit Spins —1
cre oL © n(X) = Zahl der Punkte von X (das Volumen
der Teilmenge X)

(©) (@) [ ] O O

p(z) = Zahl der N N-Paare antiparalleler Spins
(Oberfliche von X)

O O O (©) (©)

Man kann X wie in der Figur durch ein Polygon (Polyeder) darstellen. Auf dem
Torus ist allerdings nicht klar, was das Innere oder dufere des Graphen von X ist. Die
Konfigurationen w und —w haben identische Graphen.
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Jeder Gitterpunkt e mit Spin —1 gibt einen Beitrag 2h zur Energie, jedes néchste
Nachbarn-Paar e o einen Beitrag 2./, also ist

E(X) = Ey+2Jp(X) + 2hn(X). (5.43)
Ist g, die Vielfachheit der Anregungsenergie F,,, dann lautet die Zustandssumme

7 — ¢ BEo Zgnefﬁ(Enon) — BPI+Vh) = (5.44)

n

und = hat folgende Tieftemperaturentwicklung:

=(z,¢) :Zz"Fv(n,C):Zz"ZG’GV n,p). (5.45)
n=0 n=0 p=0

Fiir eine ferromagnetische Kopplung J > 0 ist bei tiefen Temperaturen
(=e2 <1 (5.46)

und (¢ darf als Entwicklungsparameter gewihlt werden. Wir diirfen annehmen, dass h
positiv ist, oder dass

z=e <1 (5.47)

gilt. Dann ist der Grundzustand geordnet und die Mengen X, X’ zu den Konfigurationen
w, —w haben verschiedene statistische Gewichte, namlich

X:2"P und X': ZVT¢r

Im thermodynamischen Limes V' — oo verschwindet das Gewicht von X' relativ zu demje-
nigen von X. Dies ist der Grund dafiir, dass man im thermodynamischen Limes fiir A |
eine spontane Magnetisierung erwarten kann. Setzt man dagegen h = 0 bei endlichem
Volumen, dann verschwindet wegen F(X) = E(X’) der Mittelwert von s, und es gibt
keine Magnetisierung.

Man beachte, dass die Variablen z und ( eine andere Bedeutung haben als im letzten
Kapitel. Der Koeffizient Gy (n,p) in ([Z43) ist gleich der Anzahl Konfigurationen X mit
Volumen n(X) = n und Oberfliche p(X) = p. Die Reihe (E40) kann auch als grosska-
nonische Zustandssumme eines Gittergases mit Wechselwirkung 2J zwischen NN-Paaren
o e und chemischen Potential g = —2h interpretiert werden.

Wie in der Hochtemperaturentwicklung muss man die auftretenden Graphen und ihre
Anzahl bestimmen. Fiir das 2d-ISING-Modell sind die fithrenden Graphen
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n D Graphen Anzahl Fy(n,()
1| 4 ] 1% 4%
6 ] 2V 2V ¢°
2
8 0 O sV(V=5)| sV(V -5
] 2V 61¢"
N
4V
3 | 10 ] [ | 2V(V =8) | 2V (V —8)¢!°
| BE (- k-
] —2V(V —8) +62V)¢

Die Analogie zu den Hochtemperaturgraphen ist leider nur ein 2-dimensionales Eigenheit.

Wir werden darauf zuriickkommen. Im Gegensatz zu Z existiert die freie Energiedichte
im thermodynamischen Limes und wir machen den Ansatz

Z(2,0) = &(z,9)Y mit £(z,0) =) 2"ea(Q).

Der Vergleich der Koeffizienten von 2" in

Z 2"Fy(n, ()
n=0

liefert die V' —unabhéngigen Koeffizienten c¢,,. Zum Beispiel ergibt sich fiir ¢, ¢s, c3:

2t §4:cl

1 1

22 2C6+§(V—5)§8202+§(V—1)C% — ¢y =20 —2¢8
1

2 6 +2(V—8)¢C" + 6(V2 — 15V +62)¢"

1
=3+ (V=Teres + (V= 1)(V = 2)ef = e5 = 6¢° — 14" + 8"

A. Wipf, Quantenfeldtheorie II
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und damit
€(z,¢) =1+ 2"+ 2% (2¢° = 2¢%) + 2° (6@“8 —14¢ + 23—6@2) + ... (5.49)

Um die freie Energiedichte zu gewinnen, miissen wir die Logarithmus-Funktion in

P
f:—VJ—h—%logé“ (5.50)

entwickeln. Da £ von der Ordnung 1 und Fy (n, () von der Ordnung V ist, folgt mit
log= = Vioge = log (14 (1O + 2RO + )

= Zz Fy(n,¢) + O(V?),

n=1

dass sich die hoheren Ordnungsterme in der Entwicklung der Logarithmusfunktion weg-
heben. Deshalb ist

> d
log€ => 2".(0).  0nl(Q) = = Fv(n. Q) (5.51)
Fiir das 2d—IsSING-Modell erhalten wir
5 1
log & = 2¢* 4 22 (2g6 — 5@“8) + 22 <6g8 —16¢" + %g”) +..., (5.52)

was man auch mit ([49) erhilt. Die Magnetisierung gewinnen wir durch Ableiten der
freien Energiedichte nach dem Magnetfeld,

9 . bIl
m(3,h) = o 1+B%10g5
0 =
= 1—22&10g§: I—Z;nz 9n(Q). (5.53)
Die spontane Magnetisierung ist dann
m(B,h=0)=1-2> ng.((). (5.54)

n=1

Wichtig ist, dass in 2 und mehr Dimensionen die minimale Oberfliche eines Graphen mit
dem Volumen gegen unendlich strebt. Fiir n = 9 zum Beispiel ist der Graph mit minimaler
Oberfliche das Quadrat mit Seitenldngen 3 (p = 12). Fiir jedes n besteht der Graph mit
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mazximale Oberfliche aus n disjunkten Quadraten der Seitenldnge und hat die Oberfliche
p = 4n. Deshalb hat die spontane Magnetisierung my eine (formale) Potenzreihe in (. In
einer Dimension oder fiir ein unendlich langes Gitter mit endlicher Breite gilt dies nicht.
Es gibt dann Graphen fester Oberfliche mit beliebig grofem Volumen.

Fiir das 2d quadratische ISING-Modell sind

a = C4

290 = 4¢° — 5¢°

395 = 18¢% — 48¢" + 31¢*

4gy = 4¢8 4 72¢1° — 340¢12 4 . ..

595 = 40¢10 4 215¢12 4 ...

695 = 12¢1% 4-240¢"% + . .. (5.55)
Tgr = 154¢2 + ..

8gs = 48¢1% 4 .

999 = 9+ ...

D nga(¢) = P4+ 17¢+38¢10 +357¢1 + .

Zum Beispiel ist der Koeffizient 31/3 von ¢'? in g3(¢) bestimmt als Koeffizient von V in
der Zahl Gy (3,12) aller Graphen mit Volumen n(X) = 3 und Oberfliche p(X) = 12.
In der folgenden Abbildung ist die spontane Magnetisierung (24 mit ) ng, aus

(E5H) geplottet.

T
0.52091 ¢

Die Extrapolation ergibt eine verschwindende Magnetisierung bei
(. = 0.52091 oder T, = 3.06665-.J ~ 0.76666 - TyF. (5.56)
Die Tieftemperaturreihe fiir die Magnetisierung,

mo =Y apy" =1-2y" —8y° — 3dy* — 152" — T14y’ + .. (5.57)
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mit y = (2 ist, hat bis auf ay nur negative Koeffizienten. Falls die Reihe einen endlichen
Konvergenzradius y. hat, so liegt die Singularitit von mg(y) auf der positiven reellen
Achse bei y.. Wir analysieren die Reihe wie frither mit dem Quotientenkriterium.

B

.1 1481

moN(l—E) :Zany”:> In _ ~ +ﬁ—. (5.58)
Ye Ap—1 Ye Ye N

In [38] wurde die Tieftemperaturentwicklung fiir das 2d-ISING-Modell auf dem quadrati-
schen Gitter bis zur Ordnung y“® berechnet. Die Koeffizienten und Koeffizientenquotienten
bis zur Ordnung y'® sind in der folgenden Tabelle enthalten.

n ap | Qp/Gp_1 n ap | Qp/an_1 n ap | Qn/Gp_1
1 9 6 -714 | 4.69737 11 -2373048 | 5.22263
2 -2 7 -3472 | 4.86275 12 -12515634 | 5.27408
3 -8 1 4.00000 8| -17318 | 4.98790 13 -66551016 | 5.31743
4 | -34 1| 4.25000 9| -88048 | 5.08419 14 | -356345666 | 5.35447
5| -152 | 4.47059 10 | -454378 | 5.16056 15 | -1919453984 | 5.38649

Die Quotienten a,,/a,_; sind in der néchsten Abbildung iiber n aufgetragen. Die Steigung
der interpolierenden Gerade ist etwa —6.54 und der Schnittpunkt mit der Ordinate bei
1/y. ~ 5.83. Daraus ergibt sich folgende Schitzung fiir die kritische Temperatur

1
— =) =583 =T, =2269-J = 0.567 - Ty. (5.59)
Ye

Dies ist nahe am exakten Wert (Z39). Fiir den kritischen Koeffizienten f finden wir
B~ 6.54/5.83 — 1 ~ 0.122. (5.60)

anstelle des exakten Wertes § = 1/8 = 0.125.

6 - an/an—l

~ 5.83 * .
| - . 3.§
— Steigung ~ —6.54 1/n
3 I I I I I I I I
1/15 1/10 1/6 1/3
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5.4 Aufgaben zu Kapitel 5

Aufgabe 1: Hochtemperaturentwicklung
Betrachten Sie das dreidimensionale Ising-Modell ohne Magnetfeld:

H = —JZsmsy mit  s,,s, € {—1,1} .

(zy)

Bestimmen Sie die Zustandssumme bis zur Ordnung v® (v = tanh(3.J)) in der Hochtem-
peraturentwicklung. Geben Sie weiterhin fiir e=#/ (f ist die Dichte der Freien Energie)
die Entwicklung ebenfalls bis zur Ordnung v® an.

Aufgabe 2: Molekularfeldndherung des Z3;-Modells
Gegeben ist die Hamiltonfunktion

21k
H = —Znycos(Qgg—Qy) mit Qxe{%

z,yEN

k:0,1,2} .

Bestimmen Sie die Zustandssumme

Z = 3 exp(—BHW))

we

in der Molekularfeldndherung. Bei dieser Néherung wird in der Hamiltonfunktion J,,
durch % ersetzt. Fiihren Sie als Ordnungsparameter

1 :
m = VZexp(zew)

TEA

ein und driicken Sie die Hamiltonfunktion durch m und m aus. Wieviele Konfigurationen
gibt es fiir ein vorgegebenes m? Geben Sie f(m,m) in

Z = Y exp(=BV f(m,m))

an und diskutieren Sie das Ergebnis.

Hinweis: Fiithren Sie ag, ai, as ein, wobei a; die Anzahl der Gitterplitze mit 0 = %

ist. Driicken Sie m durch die a; aus. Sind fiir ein fixiertes m und V' = |A| die a;, eindeutig
bestimmt? Benutzen Sie die ay um die Anzahl der Konfigurationen zu bestimmen.
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Kapitel 6

Exakte Resultate

In diesem Kapitel besprechen wir einige wichtige exakte Resultate iiber diskrete Gittermo-
delle. Wir beginnen mit den erstaunliche Dualititstransformationen, die zwei Gittermodel-
le ineinander transformieren. Diese Transformationen existiert auch fiir ABELsche Eich-
theorien und einfache (supersymmetrische) Feldtheorien. Danach wird das PEIERLsche
Argument fiir die Existenz einer geordneten Phase in ferromagnetischen Systemen in 2
oder mehr Dimensionen bei tiefen Temperaturen besprochen. Nach einer Diskussion der
hilfreichen Korrelationsungleichungen findet sich im Anhang eine kurze Einfiihrung in den
Differenzenkalkiil auf Gittern, einer diskreten Version des duferen Kalkiils.

6.1 Dualitat fiir das 2d Ising-Modell

KRAMERS und WANNIER [4]] fanden 1941 eine Transformation, welche das 2d-ISING-
Modell mit (5,h = 0) auf ein 2d-ISING-Modell mit (8*,h = 0) abbildet. Dabei ist die
Temperatur 7% eine monoton abnehmende Funktion der Temperatur 7" des urspriinglichen
Modells und die Hochtemperaturphase geht iiber in die Tieftemperaturphase. Diese inter-
essante Dualitdtstransformation fithrt auf neue Einsichten iiber die Dynamik des ISING-
Modells. Sie kann auf beinahe alle ABELschen Theorien, auch in héheren Dimensionen,
verallgemeinert werden. Zum Beispiel auf Theorien mit Symmetriegruppen Zy, R, U(1).
Nicht immer ist die duale Theorie gleich der urspriinglichen mit anderen Parametern, d.h.
nicht jede ABELsche Theorie ist selbstdual. Oft ist die duale Theorie wesentlich kompli-
zierter als die urspriingliche. Leider ist es viel schwieriger, Dualitétstransformationen fiir
nicht-ABELsche Theorien zu finden. Eine schéne Einfiihrung in Dualitéten in Feldtheorien
und der statistischen Mechanik findet sich im Ubersichtsartikel von R. SavIT [39].

Wir beginnen mit der graphischen Entwicklung der Zustandssumme fiir hohe Tempe-
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raturen,

Z = (cosh K)PZ H (1+vs,sy) = (COShK)PQVZg[UZ
(zy)

=0

= (cosh K)F2" ZUL(Q) = (cosh K)F2" Z Hv"”(g)/Q, (6.1)
g G =«

w

wobei G die Menge der Hochtemperaturgraphen (geschlossene Graphen, Graphen mit
lauter geraden Vertices) ist und n,(G) die Anzahl der am Vertex x endenden Linien des
Graphen G. In zwei Dimensionen ist n, € {0,2,4}. Nun kommt die wichtige Beobachtung,
dass diese Summe als Zustandssumme auf dem dualen Gitter interpretiert werden kann.

i i i L Das duale Gitter A* ist das Gitter mit
Vertices in den Mittelpunkten der Zellen

.

O+ O+ C‘;Jr C‘;+ O+ des urspriinglichen Gitters A. Die Varia-
— @ ® ® ® ® o blen n, sind auf den Punkten des Gitters
of @f g;+ ol o A definiert. Nun kénnen wir jedem Gra-
—® °2 ‘2 > .4 ¢ PO phen duale Variablen o, r € A* wie
ol 1 | ] of folgt zuordnen: o,0, = —1 falls der
e é ° " ) ° o Graph G die Linie von r nach s auf
{/+ o Q—l— \/+ j— dem dualen Gitter schneidet. Schneiden
. | )\ ° . - sie sich nicht, so setzen wir 0,0, = 1.
it Jr\ S+ ]+ Der Graph G definiert ein Gebiet X auf
N dem dualen Gitter. Spins o, ,innerhalb®

und ,auferhalb* des Gebiets X haben
reAN G=0X ze€A verschiedene Vorzeichen.

Zu jedem Graphen gehoren 2 Konfigurationen w* und —w* auf dem dualen Gitter. Es
sein nun p(z) die Plaquette des dualen Gitters mit dem Gitterpunkt x € A im Zentrum
und den Eckpunkten 1,2, 3 und 4. Dann ist
1 1
Ny =2 — 3 (0102 + 0903 + 0304 + 0401) =2 5h(@)- (6.2)
Setzen wir dies in die Zustandssumme (0] ein und beriicksichtigen, dass w* und —w*
zum selben Graphen gehoren und jede duale Linie zu zwei Plaquetten gehort, dann folgt

Z = %(cosh K)F2Y Z H (v . U—OP(w)/4)
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1 1

= §(cosh K)? (2v)V ZU*EZWQ Iras (6.3)
1 *

— 5(2 sinh K cosh K)V Ze_ﬁ H(o),

w*

wobei H die Energie des ISING-Modells ist und wir v = exp(—2K™*) beziehungsweise
K = —% log tanh K gesetzt haben. Diese Beziehung zwischen K und K* kann wie folgt
umgeformt werden,

2sinh2K* = **" — e == —py =coth K — tanh K = :
sin e e S TU=co an LK
Die Beziehung zwischen K und K™ hat also die symmetrische Form
sinh2K - sinh2K* = 1. (6.4)

Die Gleichung (E4)) sollte als Bezie-
K hung zwischen der Temperatur 7' des
[SING-Modells auf dem Gitter A und
der Temperatur 7" des ISING-Modells
auf dem dualen Gitter A* interpretiert
werden. Die Beziehung K < K* ist
symmetrisch und reziprok: wenn K mo-
noton von 0 nach oo wichst, so fallt K*
monoton von oo nach 0. Die Abbildung
links zeigt die monoton fallende Funktion
K*(K) und den Fixpunkt der Abbildung
K — K*.

K. K
Weiterhin ist

: 1 : o @) sinh2K
sinh K cosh K = 5 sinh 2K = (2sinh K cosh K)* "= Y

und wegen (E3)) fithrt dies auf die Dualitétsrelation

Z(K) 1 Z(KY)
(sinh 2K)V/2 2 (sinh 2K*)V/2°

(6.5)

Wenn wir nun annehmen, dass die freie Energiedichte reell-analytisch ist fiir 7 > 0, bis
auf eine einzige kritische Temperatur 7., dann ist K. die Losung der Gleichung K = K™,
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also von
1
sinh 2K, = 1 = K, = & log (1 + v2) ~ £0.4407.

Die negative Losung entspricht dem antiferromagnetischen Fall J < 0. Fiir das ferroma-
gnetische System ist die kritische Temperatur

B 2J
B log (1 + \/5)

Hitte das ISING-Modell mehrere kritische Punkte, dann wiirde die Dualitétsrelation (6.3)
nicht mehr alle kritischen Temperaturen bestimmen, sondern nur noch Relationen zwi-

~ 2.2602J = 0.5673 Tyrp. (6.6)

schen Paaren von kritischen Temperaturen.
Wir geben eine zweite, mehr algebraische Herleitung der Dualitétsrelation, welche sich
leichter auf andere Systeme verallgemeinern ldsst. Wir schreiben

7 = Z H (CoshK + sinh K s, Z H ch sxsy , (6.7)

{s} (zy) {s} (wy) k

wobei ¢o(K) = cosh K und ¢;(K) = sinh K eingefiihrt wurden. Wir werden hier auf ein
zweiwertiges Feld gefiihrt, das jeder Linie £ = (xy) die Zahl 0 oder 1 zuordnet,

ke = kyy € {0,1}.

Fiir eine feste Belegung {k} der Links ist der Beitrag zur Zustandssumme

k k
I A V EEE D | G

{s} ( (zy) {s} (
= [Tew.(5) > H Ok (@)
(zy) {s} =

wobei 0k(z) = Zy:<y$> k4, eingefiihrt wurde. Fiir jede ganze Zahl k ist

S st=20(n),  &(n) :{1 n gerade (6.8)

0 n ungerade,
sp=—1,1

und die Summe iiber die Spinkonfigurationen kann leicht ausgefiihrt werden. Damit er-
halten wir folgende Formel fiir die Zustandssumme in beliebigen Dimensionen

Z =2 [ e () ] ] 62(0k(2)). (6.9)

{k} £
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Jede Linie ¢ = (xy) auf dem Gitter ist mit einem k, € {0, 1} belegt. Die Variable

Ok(x) = Y ke

L:xedl

kann einen der Werte 0, 1,2, 3 oder 4 annehmen. 0k ist die Divergenz des ,Vektorfeldes*
k¢. Nun ordnen wir einer Belegung ¢ — k; der Linien zwischen n#chsten Nachbarn ei-
ne Konfiguration {¢} auf dem dualen Gitter zu. Schneidet die Linie (rs) zwischen den
nichsten Nachbarn r, s auf dem dualen Gitter die Linie ¢, so setzen wir

1
ke = 5(1 — 0,0%). (6.10)

Fiir parallele Spins auf den Gitterplatzen r und s ist k, = 0, fiir antiparallele Spins 1. Es
folgt die Relation

Ok(r) =2~ J0y(a),

wobei 0,(z) in (E2) eingefithrt wurde. Die rechte Seite ist immer gerade, so dass alle
d-Bedingungen in (E3) automatisch erfiillt sind. Die Transformation (EI0) liefert alle
Belegungen der Links mit geraden Divergenzen.

Die Summe iiber die {k}-Konfigurationen wird zur Summe iiber die Spinkonfiguratio-
nen auf dem dualen Gitter. Allerdings miissen wir dabei beriicksichtigen, dass {o} und
{—0c} zur selben {k}-Konfiguration gehéren. Da zu jeder Linie ¢ genau eine Linie (rs)
auf dem dualen Gitter gehort, ist das Produkt iiber alle ¢ gleich dem Produkt iiber alle
néchste Nachbarn Paare (rs) auf dem dualen Gitter und

1
Z = 5 2V ; <r[> C(l*UTUS)/Q(K)

Nun formen wir ¢;(K’) noch um:

cr(K) = cosh K eFlogtanh K

=" (cosh K sinh K)"? exp (—30,0,logtanh K) .

Eingesetzt ergibt sich

1 1
7 = 5(2 cosh K sinh K)Y {z;exp ( ~3 log tanhK;U,ﬂs)

1
= é(SiDhQK*)_VZGXp (K*Zcrras) (6.11)
{o} (rs)
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mit K* = —% log tanh K. Wir finden also wieder unser friitheres Resultat mit allen Kon-
sequenzen.

Die letzte Umschreibung der Zustandssumme ldsst sich nun relativ leicht verallgemei-
nern um die Frage nach der Interpretation der Variablen o, auf dem dualen Gitter zu
beantworten. Dazu berechnen wir die Zweipunktfunktion des dualen Modells,

(0.04) = Z 0,04 €XP <K Z apaq>

{o}

Die Zustandssumme Z(K*) im Nenner wurde schon ,dualisiert” und braucht nicht weiter
betrachtet zu werden. Wir schreiben den Zihler um,

Lps = Z 0,05 €XP (K Z crpoq>

{c}
= Z 0,05 H Z k(K apcrq ,
{c}

wobei das Produkt iiber alle ndchste Nachbarn-Paare auf A* zu nehmen ist. Die weitere
Rechnung ist eine leichte Modifikation der obigen Manipulation und ergibt

Zys =2 [ ene () 02 (1 + Ok (1)) 52 (1 + (s H 55 (Ok(p (6.12)

ky

wobei der Strich am letzten Produktzeichen das Produkt iiber alle Gitterpunkte des dualen
Gitters mit Ausnahme von 7 und s anzeigen soll. Wir mochten wieder eine Darstellung
der k finden, so dass die Bedingungen an die Divergenz 0k in (GEI2) erfiillt sind. Die
Darstellung (E10) erfiillt diese Forderung nicht.

4 i i xi/ *EL Um zu einer Darstellung zu gelangen, verbin-

, C den wir die Punkte r und s mit einem belie-
—e °® ® yg - bigen Weg *C auf dem dualen Gitter. Dann
wéhlen wir folgende Darstellung fiir die & :
—@ L @ @ o — . _{%(1_3:):53/) *€¢*C
s T\ L1+ s,8,) T EC
—@ ® @ o o
Fall also (zy) den Weg *C schneidet, so wiihlen
wir eine andere Transformationsregel.
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Mit dieser Darstellung ist Ok auf allen Gitterpldtzen von A* eine gerade Zahl, mit Aus-
nahme der Punkte r, s, wo Ok ungerade ist. Eingesetzt in (EI12) erhalten wir

1 . .
Zra= 52" ] ctsnsnn(E) T] camsana(K7)
<

{s} (zy)eC zy)¢C

wobei C die Menge aller Kanten auf dem Gitter A ist, die den Weg *C schneiden. Nach
einer dhnlichen Umformung wie oberhalb von (E1T]) gelangen wir zu folgender Darstellung

1, _
Zys = 5 (sinh 2K) "3 Cexp (Z nyszsy>. (6.13)

{s} (zy)

Im Exponenten wird iiber alle nichste-Nachbarn Paare auf A summiert. Die Kopplung
zwischen nichsten Nachbarn ist (.J, auller fiir néichste Nachbarn deren Verbindungsli-
nie den Weg *C auf dem dualen Gitter von r nach s schneidet. Fiir diese speziellen
Paare ist die Kopplung —(J antiferromagnetisch. Damit ist Z,, die Zustandssumme ei-
nes ISING-Modells mit einer Mischung aus ferromagnetischen und antiferromagnetischen
Kopplungen zwischen néchsten Nachbarn. Die Korrelationsfunktion (o,.0) ist das Ver-
héltnis von zwei Zustandssummen: einer mit gemischten ferro- und antiferromagnetischen
Kopplungen und einer mit nur ferromagnetischen Kopplungen.

6.2 Dualitat fiir das 3d Ising-Modell

Wir beginnen wie bei der Transformation des 2-dimensionalen Modells und erinnern an
das in beliebigen Dimensionen giiltige Resultat (6.3

Z =2 [ ew () ] ] 62(0k(2)). (6.14)

{k} £

Wiederum gibt es eine Variable k£ pro Kante, und entsprechend erhilt man in 3 Dimen-
sionen die Divergenz

(Ok)(x) = Y ke (6.15)

L:xe0l

Sie ist nun die Summe von 6 Termen, ein k fiir jede von x ausgehende Linie. Nun ist es
schwieriger, die Bedingung 0k(z) € {0,2,4,6} in (EI4) zu erfiillen. Zuerst fithren wir wie-
der das duale Gitter A* ein. Die Gitterpunkte von A* sind die Zentren der Elementarzellen
des urspriinglichen Gitters. Zwei Punkte auf dem dualen Gitter werden mit einer Linie
verbunden (sind néchste Nachbarn) wenn die entsprechenden Elementarzellen eine Seite
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teilen. Das duale Gitter eines kubischen Gitters ist damit wieder ein kubischen Gitter, das
in alle drei Raumrichtungen um eine halbe Gitterlinge gegeniiber A verschoben ist. Jede
Kante ¢ des urspriinglichen Gitters geht durch genau eine elementare Plaquette (Seite)
des dualen Gitters. Dies ist die zu ¢ duale Plaquette p,. Wir ordnen nun jeder Kante *
des dualen Gitters eine Variable (Linkvariable) Uy € {—1,1} zu.

De UQ 4 . . .
Es sei p, die zur Kante ¢ duale Plaquette. Wir
N . schreiben
: 1

U, ; o ke = 5(1 - 11 U*g> (6.16)

*eDpy
Haben eine gerade Anzahl von gruppenwertigen
U+ auf dem Rand der Plakette p den Wert 1,

/¢ Us dann ist k, = 0, sonst k;, = 1.

Nun betrachten wir die Divergenz von 0k am Gitterpunkt x. Sie ist gleich der Summe
der k-Werte aller 6 Kanten, die bei x beginnen. Es sei K, der Kubus des dualen Gitters
mit Mittelpunkt . Durch jede Seite (Plaquette) dieses Kubus geht eine bei z beginnende
Kante. Die zu diesen 6 Kanten ¢ dualen Plaquetten sind offensichtlich die 6 Seiten des
Kubus und

Ok(z) = 3—% > I v (6.17)

*pEaKx *ed *p

Das Produkt der U’s kann nur die Werte +1 annehmen. Wir wollen nachpriifen, dass fiir
diese Darstellung die Divergenz nur die Werte 0, 2,4 und 6 annehmen kann. Sind alle U
auf den Kanten des Kubus 1, so ist 9k = 0. Andern wir das Vorzeichen eines der Us;, so
dndern 2 Terme in (GI7) das Vorzeichen und die Summe éndert sich entsprechend um 4,0
oder —4. Also dndert sich Ok um eine gerade Zahl. Das die Darstellung (6I6) notwendig
ist, werden wir spiter beweisen.

Das Produkt iiber alle Kanten (EI4)) wird zum Produkt iiber alle dualen Plaquetten.
Setzen wir die Darstellung (6I7) in (EI4) ein, so sind die Kronecker-Funktionen alle 1
und

z=2">"1] c(l_HUﬁ)/z(K). (6.18)

{R(@)} {*p}

Wir werden sehen, dass verschiedene Konfigurationen U : ¥ — U € {—1,1} zu der-
selben Konfiguration k : ¢ — k, € {0,1} gehoren. Nach Konstruktion ist das Gewicht
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zweier U-Felder mit identischem k-Feld gleich. Wir diirfen also nur iiber Klassen k(U) von
U-Feldern summieren, welche zum selben k-Feld gehoren. Dies ist die Summe in (EI8).
Mit der Beziehung

cr, = cosh Kekg log tanh K

BID ( osh & sinh )" exp (- t1ogtan & I U-)

“EDpL

ergibt sich folgende Form fiir die Zustandssumme,

Z =2V (cosh K sinh K)*V/? . Z exp <K* Z H U*g) (6.19)
{R(U)} {*p} *€dp

Die Summe im Exponenten ist iiber alle Plaquetten des dualen Gitters und die Beziehung
K*(K) lautet genauso wie in 2-Dimensionen,

1
K* = —ilogtanhK. (6.20)

Multiplizieren wir die U derjenigen Kanten
*, deren Rand den Punkt r € A* enthélt
mit —1, so #ndert sich das Feld k(U) in
(ETd) nicht, da jede Plaquette des dualen
" Gitters entweder zwei oder keine dieser Kan-
ten enthdlt. Diese Operation kann an jedem

Gitterpunkt » € A* unabhéingig vorgenommen

werden, und daher gibt es 2" Konfigurationen
{U} mit demselben k(U).

Es folgt, dass unter einer Umeichung
Upy — Ul = 9:Ungygs ", g: N — G ={-1,1} (6.21)

sich weder das Feld k£(U) noch der Term
I v
e *p

im Exponent in (GI9) &ndern. Es sind Beispiele fiir eichinvariante Grofen. Andere wichtige
eichinvariante Variablen sind die WiLSONschleifen-Variablen: Es sei *C ein geschlossener
Weg (ein Schleife) auf dem dualen Gitter, 9*C = 0. Dann ist die Schleifenvariable gegeben
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durch

w(e)=]JUv«€g (6.22)

le*C

Zwei Konfigurationen U und U’ miissen in der Summe (E19) identifiziert werden. Die
Theorie mit Zustandssumme (EI9) hat damit eine lokale Symmetrie. Da g : A* — Zo
ein beliebiges Feld ist, gibt es 2V eichiiquivalente Konfigurationen U. Wir haben damit
bewiesen, dass die zum 3-dimensionalen ISING-Modell duale Theorie eine Zs-Eichtheorie
ist. Man kann nun zeigen (siehe [39]), dass die duale Theorie der Z,-Eichtheorie wieder
das 3-dimensionale ISING-Modell ist. Die Dualitdtstransformation ist idempotent.

Es stellt sich natiirlich die Frage, wie man die Summe in (219) iiber eich-iniquivalente
Konfiguration, also Konfigurationen U mit unterschiedlichen £(U) ausfiihrt. Es gibt zwei
Vorgehensweisen: Man versucht die Eichung zu fixieren und wéahlt aus jeder Eichklasse

{U(TS)} ~ {grU<rs>gs_1} (6.23)

einen Reprisentanten aus und summiert nur iiber die Repriasentanten. Oder man summiert
einfach iiber alle U-Konfigurationen in (6I9). Dann iiberzihlt man, aber die Uberziihlung
ist unabhingig von k immer (etwa) 2V". Auf diese Weise findet man fiir kubische Gitter,
fiir die V' = V* ist, das Resultat

Z = (cosh K sinh K)*V/2. Zexp (K* Z H U*g). (6.24)
Uy {*p} €op

Wir haben benutzt, dass der BoLrzMANNfaktor auf jeder Eichklasse konstant ist. Nun
schreiben wir die Eichtransformation (E21I) noch in einer Form, die den Zusammenhang
zur Elektrodynamik (in 3 EUKLIDschen Raumzeit-Dimensionen) herstellt. Dazu schreiben
wir

Upsy = exp (itAgsy) und g, = exp (im),),

wobei die Variablen A,y und A, aus der additive geschriebenen Gruppe Z; = {0, 1} sind.
In dieser Gruppe ist zum Beispiel 1 + 1 = 0. Wegen

ars) = (s) — (r) = ()\, 8(rs>) =X — A = (A, (rs))

hat die Eichtransformation (EZI)) fiir das Eichfeld A = A, (rs) die uns allen wohlbe-
kannte Form wie in der (diskretisierten) Elektrodynamik,

A— A =A—d\,  AcCi(A,Zy), I Co(A*Zy). (6.25)
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6.3 Peierls Argument

Schon vor der Berechnung der freien Energie des 2-dimensionalen ISING-Modells durch
ONSAGER [42] bewies PEIERLS [40] die Existenz zweier Phasen fiir tiefe Temperaturen.
Seine von ihm verwendete Methode ist auf viele andere Modelle der statitistischen Physik
anwendbar. In diesem Abschnitt wird das PEIERLsche Argument fiir das 2-dimensionale
ISING-Modell besprochen. Am Ende werden wir klaren, welche Verallgemeinerungen mog-
lich sind.

Wir wihlen feste Randbedingungen und setzen alle Spins am Gitter-Rand auf 1. Die
Wahl von nicht-periodischen Randbedingungen wird sich spéter als wichtig herausstellen.
Mit den gewéhlten 1-Randbedingungen gehért zu jeder Konfiguration w eine Menge T,
von sich nicht schneidenden Schleifen innerhalb derer die Spins —1 sind. Es sei also

Fw = {/717/727--'7771}

eine Menge von durchschnittsfreien Schleifen und wr die zugehorige eindeutige Spinkon-
figuration, siehe die folgende Abbildung.

Wir wollen nun die Energie einer Konfiguration wr mit zugehorigen Schleifen I',, und
die Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten dieser Konfiguration abschétzen.

Die Energie H = —J Z(w) szs, dieser Konfigurati-
+ + + 4+ + + + on ist offensichtlich

T R +
- — —]+ + + + Hp(wr) = — J#(Paare mit gleichem Spin)
++++ + -+ + + + J#(Paare mit ungl. Spin)

T = —JP+2J) |yl,

+ i

+

+ wobei wie frither P die Anzahl NN-Paare und ||

die Lange der Schleife +; bezeichnet.

Damit ist die Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten einer Konfiguration wr gleich
1
Plur] = —; exp <—2K > |%|> . 7= exp (-21{2 |%|> . (6.26)
Yi€lw r Y€l

Es gilt die folgende Ungleichung
Lemma (Peierls-Ungleichung) Die Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten einer Schleife
~ kann wie folgt abgeschéatzt werden,

Pl =P[{w:veT,}] <e Nl (6.27)
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Beweis: Die linke Seite ist

% Z exp <—2KZ |fy’\> = %e_QKM Z exp | —2K Z Y]

wyEly v €lw w:y€ly v elw\Y
= ie—QKlwl exp | —2K B4
= = > p > Il
w:’yEprw vy €lw

Wir haben benutzt, dass die Schleifen in ', mit v € I';, bis auf die Wegnahme von
7 identisch zu den Schleifen der Konfiguration P,w ist, wobei P,w aus w durch das
Umkehren der Vorzeichen aller Spins innerhalb ~ hervorgeht. In der letzten Summe wird
iiber eine Teilmenge aller Konfigurationen summiert, so dass sie kleiner oder gleich Z’ ist.
Dies beweist dann die Ungleichung (E21). Die Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten langer
Konturen vorgegebener Form sinkt also exponentiell mit deren Lange. Diese Ungleichung
ist unabhéngig von der Grofe des Gitters A.

Wir wollen diese Information dazu benutzen, um die Wahrscheinlichkeit der Spinkon-
figurationen mit s, = —1 fiir 1-Randbedingungen abzuschitzen. Dazu bemerken wir, dass
jeder solche Spin von mindestens einer Kontur umschlossen sein muss (es kénnen natiirlich
auch mehr sein). Wir haben das

Lemma Die Lénge |v| jeder Kontur ist gerade. Die Anzahl A(n) der einen Punkt x € A
umschliessenden Konturen der Lédnge n ist

n—2
2

A(n) < -3t
Fiir einen geschlossenen Kontur ist sowohl die Zahl der horizontalen als auch die Zahl der

vertikalen Kanten gerade. Deshalb ist n = |y| € {4,6,8,...}.

Zur Abschétzung von A(n) iiberlegen wir uns
+oE

- -+ 4+ + - -+

zunichst, dass der vom Punkt z ausgehende
Strahl y = x 4+ Ae;, A > 0, den Kontur v min-
destens einmal schneiden muss. Wir betrachten

+

die vertikale Kante von ~ mit dem grofsten A-
Wert. Diese kann nur A\-Werte der Form —% +k
mit k € {1,...,2(n — 2)} besitzen. Der grof-
te Wert wird fiir das Rechteck der Héhe 1 und
Linge i(n — 2) realisiert. Jede der n — 1 an-

+ +

+ 4+ + + o+
|
I
@

deren Kanten kann beziiglich seines Vorgédngers

+

hochstens 3 Richtungen einschlagen:
links, geradeaus, rechts. Durch Multiplikation der kombinatorischen Faktoren erhalten
wir die obige Schranke fiir A(n). Die Zahl der x umschliessenden Konturen wéchst also
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exponentiell mit der Lange. Aus der PEIERLS-Ungleichung und dem obigen Lemma folgt
durch Vergleich, dass fiir

1
K> §1og3 ~ 0.5
das Auftreten sehr langer, den Punkt x umschliessender Konturen unwahrscheinlich ist.
Es gilt der
Satz Fiir K > 0.7 existieren zwei verschiedene Gibbsmasse P}, Py fiir das Isingmodell
auf dem Gitter Z?, wobei fiir alle x € 7* gilt

<SI>PB+ >0 und <SI>PB— < 0. (6.28)

Fiir tiefe Temperaturen tritt also spontane Magnetisierung auf. Aus der exakten Losung
oder mit Dualitdtsargumenten folgt, dass sogar schon fiir K > K. mit K, = % log(1++/2 ~
0.44 spontane Magnetisierung auftritt.

Zum Beweis schitzen wir die Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten von s, = —1 bei +1-
Randbedingungen ab. Wir wollen annehmen, dass a = 4K — 2log 3 positiv ist:

PFls,=—1] < Z P[] < ZA(n)e”K" — Z A(2m)e4Km

yumx neN meN
< Z (m_1)32m—16—4Km < % Z(m—l)e_o‘m
meN meN
0 y?
_ 1 —« —na 1 _—« —na 1
= 56 Zne —ge <_8_aze >_§(1—y)2’
nENg neNg

mit y = exp(—a) € (0,1) Wir wollen herausfinden, wann diese Wahrscheinlichkeit kleiner
als  ist. Sie ist £ fiir

27 =3(1 — )% oder fir y=3=+6.

Wir schliessen, dass fiir y < 3—+/6 oder auch fiir o > — log(?)—\/é) die Wahrscheinlichkeit
Pls, = —1] kleiner 1/2 wird. Damit finden wir fiir +1-Randbedingungen und fiir

K > llog3— Llog (3— v/6) = Llog (3(3 + \/6)) ~ 0.69853. (6.29)

eine positive Magnetisierung. Diese Abschitzung ist unabhingig vom Gitterplatz z und
der Grofe des Gitters A. Im thermodynamischen Grenzfall bleibt also fiir hinreichend tiefe
Temperaturen eine positive Magnetisierung (s,)™ > 0 iibrig. Setzen wir alle Spins auf dem
Rand gleich —1, dann finden wir mit denselben Argumenten, dass fiir K > ilog [3(3 +
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V6)] die Wahrscheinlichkeit P[s, = 1] kleiner als 1/2 ist. Im thermodynmischen Limes
erhalten wir dann eine negative Magnetisierung. Dies beweist die Existenz von mindestens
zwei verschiedenen Phasen fiir K > 0.7.

Nun wollen wir uns iiberlegen, inwieweit sich das PEIERLS-Argument auf andere Sys-
teme anwendbar ist. Beim Argument studiert man Anregungen iiber der Konfiguration
wo mit der kleinsten Energie, der sogenannten Grundzustandskonfiguration. Fiir das d-
dimensionale ISING-Modell mit +1-Randbedingungen ist dies die geordnete Konfiguration

wo = {s, = 1|z € A}.

Daneben braucht man die Verallgemeinerung der PEIERLSkonturen. Dies sind randlose
d — 1-Ketten auf dem dualen Gitter,

v € Cyq_1(A*,G), 0y =0.
Fiir jede Konfiguration w = {s} definiert man diese PEIERLSkonturen wie folgt:
Lo ="v) , + v +...,

wobei die Zellen *_, auf dem dualen Gitter A* dual zu einer Kante (zy) auf dem Gitter A
sind, fiir die s,s, = —1 ist. Die Zellen *%/,_; bilden eine geschlossene (randlose) Fliche die
im Allgemeinen aus mehreren Zusammenhangskomponenten {vi,...,7,} besteht. Diese
Komponenten nennt man PEIERLSkonturen. Eine Kontur ist also eine zusammenhéngende
und geschlossene Hyperfliche auf dem dualen Gitter. Sie trennt das Innere ¥ C A von sei-
nem Komplement 5¢ = A\ ¥, dem Ausseren von ~. Zwei Konturen heissen vertriiglich, falls
ihre Vereinigung keine zusammenh#ngende Menge von d — 1-Ketten ist. Eine Menge von
Konturen heisst vertriglich, falls je zwei Konturen in der Menge vertréiglich sind. Es gibt
offensichtlich eine 1 — 1-Beziehung zwischen Konfigurationen w mit +1-Randbedingungen
und Mengen von vertréglichen Konturen. Wir finden folgende Abschitzungen fiir das d-
dimensionale ISING-Modell:

Lemma Die Anzahl A(n) der verschiedenen Peierlskonturen der Gréfke n erfiillt die Un-
gleichung

—2d -2
exp (n log d) < A(n) < -

ST S5 (3(2d - 3. (6.30)

Die untere Schranke ist leicht zu beweisen: Man betrachte eine Kette von k benachbarten
Gitterpunkten die bei x beginnt. Dabei gelangt man von einem Gitterpunkt zum folgenden
indem man eine Gitterlinge in eine der d positiven Koordinatenrichtungen fortschreitet.
Offensichtlich erhiilt man d*~! verschiedene Ketten dieser Art. Nun betrachtet man die
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dazu duale d-Kette. Deren Rand ist eine zusammenhéngende geschlossene Kontur die x
umschliefit. Die Grofe jeder Kontur ist n = (2d — 2)k + 2, da sich die inneren Flichen der
Kettenzellen wegheben. Damit finden wir

A(n) > dk(n)fl _ d(and)/(2d72) = exp ( n—2 log d) )

Wir beweisen die obere Schranke in (630) mit &hnlichen Argumenten wie wir sie fiir das
2-dimensionale Modell benutzten. Der von z € A ausgehende Strahl x + Xe;, A > 0
schneidet eine x umschliessende Kontur 7 mindestens einmal. Wir betrachten die duale
Zelle vy, € ~ mit dem groften A-Wert. Diese kann nur A-Werte der Form —i + k
mit k& € {1,...(n — 2)/(2d — 2)} annehmen. Der grofte Wert wird fiir die Sdule mit
Grundfliche 1 und der Linge (n — 2)/(2d — 2) in die e;-Richtung realisiert. Jede der
n — 1 anderen Zellen *%_ |, i = 2,...,n kann beziiglich seiner Vorgingerzelle hichstens 3
Richtungen einschlagen und an 2(d — 1) — 1 Seiten angeheftet werden. Multipliziert man
die kombinatorischen Faktoren, dann findet man die obere Schranke in (E30).
Nun argumentiert ganz dhnlich wie in 2 Dimensionen. Dabei nehmen wir an, dass
a = 4K — 2log(6d — 9) positiv ist. Die Wahrscheinlichkeit, dass der Spin am Gitterunkt
x gleich —1 ist, kann wie folgt nach oben abgeschitzt werden:
Ptls,=—1] < Z A(2m)e K™ < iy72
: ! T (L-y)
mit y=e*  (*=32d-3)(d-1).

Diese Wahrscheinlichkeit ist kleiner als 1/2 fiir

2
oder K > 1log <1 + %) + $log3(2d — 3).

¢
(+v2

Yy <

In 2 Dimensionen ist ¢ = v/3 und wir finden das frithere Resultat. In 3 Dimensionen ist
¢ = 9v/2 und es gibt 2 Phasen fiir

2
K>1log1l08 = T < — = Tyr ~ 0.1424 Tyyp.
1708 31og 108~ MF M

Die Existenz von mehreren Phasen in héher-dimensionalen Modellen kann auch mit den
Korrelationsungleichungen, denen wir uns jetzt zuwenden, bewiesen werden.
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6.4 Korrelationsungleichungen

Wir betrachten ein Spinmodell auf einem (zunéchst) endlichen Gitter A mit V' = |A]
Gitterpunkten und dem Konfigurationenraum

Q={w=(s1,...,5v)|s, € R}. (6.31)

Jeder Spin kann zunéchst alle reellen Werte annehmen. Die Einschrinkung von s, erfolgt
durch ein apriori Wahrscheinlichkeitsmass v, fiir s,, dass gerade sei. Zum Beispiel gehort
1

zum ISING-Spin ein mit Gewichten 5 auf den Punkten 41 konzentriertes apriori Mass.

Wir untersuchen Gittersysteme mit Energie

H(w)=— Z Jrskg, wobei sg = H Sz, Jr > 0. (6.32)

KCA zeK

Der kanonische Erwartungswert einer Spinfunktion A(w) ist

1

()=~ /R A W dvw),  dv(w) = [] duss.), (6.33)

mit der entsprechenden Zustandssumme Z, so dass (1) = 1 gilt.
Weiter betrachten wir das ,doppelte* System, das aus 2 ungekoppelten Kopien des
urspriinglichen Systems besteht:

Konfigurationen:  (w,w’) € RY x RY
a-priori-Mass: dv(w,w") = dv(w)dv(w") (6.34)
Energie: H(w,w") = H(w) + H(w").

In diesem System benutzt man oft die Variablen

uzi(w—i—w’) und v:i(w—w'). (6.35)

V2 V2

Es gilt nun die folgende Ungleichung von GRIFFITHS, KELLY und SHERMAN:

1. GKS-Ungleichung: Ist die Energiefunktion H : () — R ferromagnetisch, so gilt die
Ungleichung

(s4) >0 (6.36)

fiir alle A C A, wobei in A derselbe Punkt von A mehrfach vorkommen darf.
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Beweis: Wir entwickeln den BorLTZzMANNfaktor

%) n
1
—H(w) _ _ — ni v
e = Eon! (EK JK5K> = E Uny ..y S1 Sy
n=

ni,...,ny >0

und setzen ein,

Z(sa) = Y w2 ) (s

ni,...,ny

wobei m, = n, + (Vielfachheit von = in A) ist. Da v, als gerade vorausgesetzt wurde, ist
das letzte Integral

V .
H / S?””dyx(sx) = {O tiir Ungerades My,
r=1

>0 sonst.

Also ist (s,) als Summe von nicht-negativen Termen selbst nicht-negativ.
Als néchstes beweisen wir die

Ginibre-Ungleichung: Im doppelten System ist
(uavp) >0 (6.37)

fiir alle A, B C A.
Beweis: Die negative Energie

—H(w,w') = KXC:AJK[ (u_\j/;v)K " (u\;;)fj

ist ein Polynom mit positiven Koeffizienten in u und v. Wir erhalten eine dhnliche Ent-

wicklung wie im Beweis der GKS-Ungleichung (E3d). Wir miissen daher noch zeigen,
dass

Lpn = / uv"dv(s)dv(s') > 0
R2

ist. Dies ist klar fiir gerade Exponenten m und n. Ist m oder n ungerade, dann verschwin-
det I,,,,. Dies folgt aus der Invarianz des Masses dv(s)dv(s") beziiglich:

(5,8) — (—s,—5") <= (u,v) — (—u,v)

(s,8) — (¢',s) <= (u,v) — (u,—v).
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Das Mass ist also gerade in den neuen Variablen v und v und deshalb verschwindet 1,,,
wenn m oder n ungerade ist. Als nichstes beweisen wir die

2. GKS-Ungleichung: Es gilt die Ungleichung

(sasp) — (sa)(sp) >0 VA B CA. (6.38)

Beweis: Im doppelten System ist

(sasp) — (sa)(sp) = (salsp—sp))
B <(u+v) [(u+v) (u—v) >
V2 Jat\ V2 /g V2 )/l
Der Ausdruck in den eckigen Klammern ist wieder ein Polynom in u,v mit positiven

Koeffizienten. Mit der Ungleichung (E31) von GINIBRE folgt dann die Ungleichung (E35).
Wir betrachten nun anstelle des allgemeinen Modells mit Energie (£32]) den speziellen

Fall von Paarwechselwirkungen,

H(w) == JoySosy — Y Jusa (6.39)
(zy) z

und setzen zundchst ferromagnetische Kopplungen J,,, > 0 voraus. Dann gilt die

Percus-Ungleichung: Im doppelten System ist
(vg) >0 VA CA. (6.40)

Beweis: Die Transformation
S B L 1 1 U
). V2 \l -1 v/,

—H(w) — Hw') = Z Jiay) (Uztiy + V30,) — \/52 Ty Uy

Yy

ist eine Drehung, so dass

Nun entwickelt man nur den Term exp(D J,,v,v,) und zeigt, dass

I= Z dv(w)dv(w)vi* - - - opY exp Z oy Uztly + \/52 Joug | >0
R2V

(zy) x
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ist. Da das apriori-Mass gerade in allen u, und allen v, ist, ist dieses Integral nur un-
gleich Null wenn alle Exponenten n, gerade sind. Fiir gerade n, ist das Integral aber
offensichtlich > 0.

Neben den hier vorgestellten und bewiesenen Resultaten gibt es weitere Korrelations-
ungleichungen, z.B. fiir das Produkt von 3 oder 4 Spinfunktionen. Ich verweise auf [43].

Anwendungen: Besonders wichtig ist die 2. GKS-Ungleichung in der Form

d(s4)
0Jgp

(sasp) — (sa)(sp) = > 0. (6.41)
Es folgt die Monotonie der Korrelationfunktionen als Funktionen der Kopplungskonstan-
ten. Insbesonders wichst (s4) monoton

e bei wachsendem dufseren Feld
e bei wachsender ferromagnetischer Kopplung
e bei sinkender Temperatur.

Die Ungleichung (EZ1]) erlaubt uns, verschiedene Modelle der statistischen Mechanik
miteinander zu vergleichen. So folgt aus dem PEIERLschen Argument fiir Systeme mit
NN-Wechselwirkung dann sofort die Existenz einer spontanen Magnetisierung falls noch
zusitzliche ferromagnetische Wechselwirkungen lingerer Reichweite wirken. Diese ist so-
gar grofer und die entsprechende kritische Temperatur nimmt zu. Ferner ist die sponta-
ne Magnetisierung eine sinkende Funktion der Temperatur. Es folgt weiter, dass ein 3-
dimensionales ISING-Modell, dass durch ferromagnetische Kopplung von 2-dimensionalen
Modellen entsteht, eine grofsere Magnetisierung und damit eine hohere kritische Tempe-
ratur als das 2-dimensionale Modell hat.

6.5 Anhang C: Differenzenkalkiil

Bei der Behandlung von allgemeinen Gittertheorien und insbesonders der Dualititen lohnt
es, den Differenzen-Kalkiil auf dem Gitter zu kennen. Der Vollstandigkeit halber erinnern
wir an die Definition und die wesentlichen Eigenschaften von Simplizial-Komplexen in
einem EUKLIDschen RaumEI.

'In dieser Vorlesung bendtigen wir nicht die allgemeineren Simplexe in Mannigfaltigkeiten.
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Gegeben seien affine unabhingige Punkte zg, x1,... in
einem abstrakten Raum. Ein p-Standardsimplex v, ist
Tp die konvexe Hiille
p p
=0 i=0
Sind alle baryzentrischen Koordinaten \; positiv, so
liegt x im Innern des Simplex. Ist \; = 0, so liegt =
T 1 auf der Seite gegeniiber dem Vertex z;.

Ein 0-Simplex (zo) ist ein Punkt, ein 1—Simplex (zox;) eine Strecke, ein 2—Simplex
(rox1m9) ein Dreieck und ein 3-Simplex (zozi2223) ein Tetrahedron. Ein orientierter p-
Simplex dndert das Vorzeichen bei einer Orientierungsinderung: Ist 7 eine Permutation
von p Elementen, so ist

(m(xo) ... m(xp)) = sign(m)(zo ... 3p). (C-1)

Der j-Seite eines Simplex ist die Menge definiert durch \; = 0. Sie ist gleich dem z; ge-
geniiberliegenden Oberflachenstiick. Die 2 Seiten des 1-Simplex (zox;) sind die Punkte (0-
Simplexe) x¢ und z1, die 3 Seiten eines 2-Simplex (zoxix2) die drei Strecken (1-Simplexe)
(rox1), (T179) und (zom() USW.

p-Simplexe sind spezielle p-Zellen, also p-dimensionale konvexe Polyeder v, im R¢. Ein

Zellkomplex K ist eine Menge von Zellen {v! v?2

by Uy - - -, S0 dass

e Jede Seite einer Zelle eine Zelle ist.

e Die Schnittmenge zweier Zellen vf, und v;; entweder leer oder eine gemeinsame Seite
der beiden Zellen ist.

Eine Simplizial-Komplex ist ein Zellkomplex, dessen Zellen Simplexe sind. Hier sind ins-
besonders Zellkomplexe, die zu einem Raumgitter gehéren von Interesse. Die Anzahl
p-dimensionaler orientierter Zellen des endlichen Gitters (Punkte, Kanten, Plaquetten,
Kuben,...) sei N,. Die geometrischen Objekte eines Zellkomplexes sind formale endliche
Summen von p-Zellen,

NP
b= pivh, (C-2)
=1

und werden p— Ketten genannt. Die Koeffizienten ; sind Elemente einer additiv geschrie-
benen Abelschen Gruppe G. Sie sind die Stérke des Feldes ¢, in der Zelle v;;, analog zum
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Wert eines Skalarfeldes in einem Punkt. Eine alternative Schreibweise fiir die Ketten eines
Simplizialkomplexes ist

G0 = Z%(S@
o = %Z%j(l’iﬂfﬁ (0‘3)

1
P2 = 52%31@(%%%&

ijk
Wegen (CJ)) sind die ¢;j, ©ijk, - - . antisymmetrisch in ihren Indizes,

O x(ir)...m(ip) = SIgN (W)%l,...,z'p-

Die Kettengruppe C,(G) ist die freie ABELsche Gruppe iiber p-Zellen. Gehoren die Zellen
zu einem Gitter A, so schreiben wir oft C,(A, G) fiir die Kettengruppe. Der Korper |K]|
eines Komplexes K ist die Vereinigung aller Zellen. Ist eine Menge der Korper eines Simpli-
zialkompexes K, dann nennt man K eine Triangulation dieser Menge. Die Triangulation
einer endlichen Menge S von Punkten im R? ist der Simplizialkomplex K mit |K| = conv.
Hiille (S). Jede p-Zelle hat eine Simplizialzerlegung, so dass Simplexe die fundamentalen
Bausteine von Zellen sind.

Rand und Co-Rand: Im folgenden werden der Randoperator und sein adjungierter
Operator, der Co-Randoperator eine wichtige Rolle spielen. Der Randoperator ordnet
einer Kette von Zellen den orientierten Rand zu,

9: Cy(G) — Cpi(G). (C-4)
Fiir einen orientierte p-Zelle ist

vy = Z[v; : v;_l] vg_l, (C-5)

J

wobei die Inzidenzmatriz wie folgt definiert ist:

[Uzi) . Uz];;l] — {ﬂ:l falls vzj)fl C U;) (0-6)
0 sonst.

Das Plus- oder Minuszeichen beriicksichtigt die relative Orientierung der beiden Zellen.
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Fiir ein p-Simplex ist der Rand gegeben durch
Oao...xp) = Y (=) (wo...&5...ap) (C-7)

Die Definition (CZ1) fiir Simplexe impliziert die Definition ((C=6) fiir allgemeinere Zellen.
Um dies einzusehen wihle man eine Simplizialzerlegung der Zelle.

Das Bild von 0 ist ein orientierter Rand. Ist (zoz1) die orientierte Linie von zg zu x,
dann ist ihr Rand gleich dem Endpunkt minus dem Anfangspunkt. Ist (x¢z122) ein orien-
tiertes Dreieck, dann ist sein Rand die Summe der orientierten Linien (z122) — (xox2) +
(xox1). Der Randoperator 0 wird linear auf Ketten ausgedehnt,

Oy = _ ¢i0v}.
Zum Beispiel ist der Rand der 1- und 2—Ketten eines Simplizialkomplexes
1
0o = 3 D i () — (@) =D bi((a) — ()
ij i<j

Oy = %Z ik ((zjn) — (wize) + (zizj))

ijk
= Z biji((zjze) — (wizn) + (wixy)).
i<j<k
Der Randoperator ist nilpotent,

00 =0, (C-8)

und der Rand eines Randes gleich Null. Es geniigt, dies fiir Simplexe zu beweisen,

00(xor19 ... Tp) = O (Z(—)J (o ...&5.. .xp>>
- Z(—)j+k<azo...:i’k...§:j...a:p) (C-9)

- Z<_)j+k<$0---5fj...Lf?k...xp) =0.

k>j

Der Co-Rand d ist eine lineare Abbildung von C, nach C,;;. Wenden wir d auf eine p-Zelle
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vp an, so erhalten wir die Summe derjenigen p + 1-Zellen, deren Rand +wv, enthélt,

dvl, = Z[U;H Lo vl (C-10)
J
Hier ist wieder das Vorzeichen wichtig.

Zum Beispiel ist der Co-Rand eines Simplex
Simplex (xg...x,) die Kette

Y Z (yroxy ... 7). (C-11)

T
L y:{(yzo..Tp)

Zo

Summiert wird hier iiber alle y, fir die

Y (yxo...xp) ein p 4+ 1-Simplex ist. Beim Drei-
ecksgitter ist d(xrox;) die Summe von zwei
Dreiecken.

Genauso wie der Randoperator ist der Co-Randoperator nilpotent,
dd = 0. (C-12)
Fiir Standardsimplexe ist der Beweis relativ einfach:
dd{zoxy ... 1) = Z (y'yxo...xp) =0,
Y.y (Y yxo...Tp)

da sich (yy'...) und (y'y...) = —(yy'...) in der Summe wegheben. Spéter werden wir
sehen, dass d der zu 0 adjungierte Operator ist. Aus 90 = 0 folgt dann sofort dd = 0 fiir
beliebige Ketten.

Wir notieren die expliziten Formeln fiir 0 und 1-Ketten von Simplizialkomplexen. Eine
0-Kette (Skalarfeld) ¢g = > ¢, () hat den Co-Rand

doo =Y ¢ Y ()= (¢a — ) (ya). (C-13)
z y:(yz) (zy)
Er ist der Differenziengradient von ¢q. Fiir eine 1-Kette (Vektorfeld) ¢; ist

dy = Z Pay Z (zzy) = Z (Gay — Pzy + Pzy) (22Y) (C-14)
(zy)

= (zzy) (ay2)
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Die Divergenz einer 1-Kette erhédlt man mit dem Randoperator. Man findet
Oy = Z Gy O{yz) = Z ¢yw(<x> - <y>) = Z@) Z Day- (C-15)
(yz) (yx) T y:(yzx)

Der Koeffizient von (z) ist minus der Differenzen-Divergenz am Punkt x. Wir erwarten,
dass dd proportional zum LAPLACEoperator sein sollte. Fiir eine 0-Zelle gilt zum Beispiel,

ddgy = 5(2 > %(yaz))
T y(yx)
= D (@ <‘1¢w Z%)— > (Do) (@)(), (C-16)

T x

wobei ¢ die Anzahl 1-Simplexe ist, die z als Randpunkt haben. Fiir einen Zellkomplex ist

ddpy = Z dilvl < vi][v] : vEuk. (C-17)
ik

Fir 0-Ketten aus Cy(A,G) findet man wieder die Formel (C=Ifl), wobei ¢ die Anzahl
nichster Nachbarn von x ist und iiber alle nichsten Nachbarn y von z summiert wird.
Fiir das 2—dimensionale Wabengitter ist ¢ = 3, das quadratsiche Gitter ¢ = 4 und das
Dreiecksgitter ¢ = 6.

Satz von Stokes: Wir geben hier das diskrete Gegenstiick zum STOKESschen Satzes im
Kontinuum an. Dazu betrachten wir einen orientierten Weg C auf dem Gitter A, der zwei
Punkte a,b € A verbindet,

C= <.§L’0.§L’1> —+ <.T1.§L’2> + ...+ <xn,1azn), <.Ti.f1]i+1> c K, (C—18)

wobei 9 = a und x, = b sein soll. Offensichtlich ist dC = (b) — (a). Wir wollen anneh-
men, das der Weg sich nicht selbst schneidet. Dem Wegintegral in der Kontinuumstheorie
entspricht folgende Formel fiir eine 1-Kette,

(¢,0) = > by (C-19)

(zy)eC

wobei wir auf der linken Seite das in beiden Argumenten innere Produkt

(v, v]) = 690y, (C-20)

P’ 7q

einfilhrten. Fiir zwei orientiert Simplexe, die als Mengen gleich sind aber eine andere
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Orientierung haben, ist das innere Produkt —1. Fiir zwei Kanten gilt zum Beispiel

((xy), (uv>) = (z,u)d(y,v) — d(z,v)d(y, u). (C-21)

Nun betrachten wir (d¢,C) fiir ein beliebiges Skalarfeld (1-Kette),

n—1
(d6,C) = (buryr — bu.) = &6 — 4 (C-22)
=0

wobei wir o = a und x,, = b beriicksichtigten. Sind a und b néchste Nachbarn auf einem
Gitter A, dann ist

(do, (ab)) = ¢ = ¢a

genau die Form der Wechselwirkung fiir ein ISING-artigtes Spinmodell.
Da andererseits 0C = (b) — (a) gilt, folgt unmittelbar der STOKESscher Satz

(do,C) = (9,0C). (C-23)

Es sein nun & eine orientierte Fliche im Gitter. Damit meinen wir eine Kette aus ori-
entierten 2—Zellen mit gemeinsamen Seiten und derart orientiert, dass sich die inneren
Rénder wegheben,

S=Y v, 0S=) [vh:vf]of. (C-24)

icl i€l k

Die Flidche § braucht keineswegs eben zu sein. Es sei nun
o= ol do=) oy ofluy.
J

eine beiliebige 1-Kette. Dann sind

(dp,S) = D> o (b vilvg, vp) = s : vl]

i€l 4.k iel,j
¢ 83 Z Z ¢J Ula Loy Ul Z ;s : v
j ielk i€l,j

offensichtlich gleich und es folgt der STOKESsche Satz

(do, S) = (¢,0S). (C-25)
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In der folgenden Abbildung ist der Satz fiir ein Simplizialkomplex illustriert.

Im Beitrag der beiden schraffierten Dreiecke
zu (d¢,S) heben sich ¢,y und ¢y = —@yy
gegenseitig weg. Ganz analog heben sich fiir
alle inneren Kanten (xy) die Beitrige ¢,,
weg. Es bleiben nur ¢,, fiir Kanten (zy) auf
dem Rand 0S iibrig.

Ist S = P eine Plaquette auf einem kubischen Gitter, dann ist

(dp, P) = (,0P) = Y ¢uy

(zy)eoP

der WiLsONsche Term in Gittereichtheorien. Addieren wir zu ¢ den Co-Rand eines Feldes
X, so andert sich der Term nicht,

(d¢/, P) = (d(¢ + dx), P) = (do, P).

Der Satz von STOKES ist ein Spezialfall eines allgemeineren Satzes fiir eine p-Kette ¢,
und ein p — 1-Kette x,_;. Fiir den Beweis notieren wir, dass

(dv, vpﬂ) = (v;,,@vgﬂ) (C-26)
gilt. In der Tat, mit Hilfe von (C=I0) und (C=IR) findet man fiir die linke Seite
(Z[“§+1 ) U§+17U1];+1> = [U;+1 L),
!
und mit (CZ3) fiir die rechte Seite
(v;, Z[U;+1 L] vﬁ) = [vgﬂ Lol
k

Also ist d der zu 0 adjungierte Operator auf den Zellen. Wegen der Bilinearitit des inneren
Produktes gilt dann fiir beliebige Ketten ¢, und x,_; die Formel

(d%v Xp+1) = (¢pa aXp+1)- (C-27)

Wiéhlt man hier fiir x,;; ein Weg oder eine Fliche auf dem Gitter, so erhdlt man die
entsprechenden Sétze von STOKES.
Dualitat: Die 0-Zellen des zu K dualen Komplexes K* sind die d-Zellen des Komplexes
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K c RY. Zwei Knoten *vf), *v{) sind genau dann Randpunkte derselben 1-Zelle, wenn die
entsprechenden d-Zellen v} und vg eine gemeinsame Seite haben. Es sei V' ein Volumen des
Gitters A, also eine d-Kette aus orientierten d-Zellen mit gemeinsamen Seiten und derart
orientiert, dass sich die inneren Seiten wegheben. Unter der Dualitétstransformation geht
dieses d-dimensionale Volumen V' C E™ iiber in die duale 0-Kette

V=> 0 —Vi=> . (C-28)
eV eV

Mit i € V meinen wir, dass die d-dimensionale Zelle v in V liegt. Der Co-Rand des dualen
Volumens ist

- Y S p i
j eV
und deshalb gilt fiir eine 1-Kette auf dem dualen Gitter, ¢7 = >, ¢}, folgende Identitét

((bladV* Zz(bz*]-*l

j i€eV

Sind beide Endpunkte von *v{ im Volumen V', dann heben sich die entsprechenden Terme
in der Summe weg und wir erhalten die Summe der Amplituden ¢; derjenigen Kanten,
die den Rand des Volumen V' durchstofen.

# Zum Beispiel ist fiir einen Simplizialkomplex
(@5, dV) = Y ¢y

(ifyeVexV

A In der nebenstehenden Figur ist die Situation fiir
V einen 2-dimensionalen Simplizialkomplex gezeigt.
> o

Ein Index von ¢;; gehort zu einem Knoten aufser-

halb V und der andere zu einem innerhalb V.
Nun ist es einfach zu beweisen, dass
(61, dV") = (067, V") (C-29)

gilt. Dies ist das duale Divergenztheorem. Allgemeiner macht man beim Ubergang von
einem Gitter A C R? zum dualen Gitter die folgenden Identifikation fiir die Erzeugenden
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der Kettengruppen C'(A,G) und C*(A*, G):

—p
tup ] = (g Tva) (C-30)

Wir wollen hier annehmen, dass das urspriingliche Gitter eine Triangulation einer ge-
schlossenen und orientierbaren Mannigfaltigkeit, zum Beispiel des d-dimensionalen Torus,
sei. Dann sind die vy ebenfalls Zellen eines Gitlers.

Jeder p-Kette wird also eine duale d — p-Kette zugeordnet,

- Z@-v;, — T, = Zmd b (C-31)

Mit dem entsprechenden inneren Produkt fiir die dualen Ketten,
(vZ *v]) = 0Y0,, (C-32)
ist die Dualititstransformation ,langenerhaltend”,
(0p:Xq) = ("Pa—ps"Xa—q), (C-33)
Daraus folgen sofort die wichtige Formeln
=0 und *0*=d. (C-34)

Der Randoperator geht in den Co-Randoperator iiber und umgekehrt,
Z¢z oy Uy — Z@ /n —ptl - Uzlfp] Vipi1 = 4" Pap

Z@J p+1: Z p+1 Z@ Ud p - Ud p— 1] Ud —p—1 — a*¢dﬂv-

und ([C=27) geht iiber in
(07p, Xp-1) = ("bps d'xp1) (C-35)

Das Divergenztheorem ((C=2) ist ein Spezialfall dieser allgemeineren Formel.
Hodge-Komplex: Oft hat man im unterliegenden EUKLIDschen Raum p-Formen,
die iiber Simplexe, Zellen oder Ketten integriert werden konnen. Wir wollen hier kurz
an die wichtigsten Eigenschaften von p-Formen und insbesondere an die Integralsétze
erinnern. Es sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit und f : RY — M differenzierbar.
In lokalen Koordinaten sei z¢ = f(t!,...,t?). Im Allgemeinen wird f allerdings kein
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Diffeomorphismus sein. Das Bild o, = f(v,) C M der Zelle v, C R? ist dann eine Zelle in

M. Es ist am einfachsten mit einem simplizialen Komplex zu arbeiten. Dann sind die o,

Simpleze in M. Wir wollen immer voraussetzen, dass f(v,) in einer Karte von M liegt.
Es sei w eine differenzierbare p-Form in M. In lokalen Koordinaten hat sie die Form

E Wi, ( x)dz"™ A ... A ds'.
.7/17 7217 1

Diese Form kann iiber einen p-Simplex o, integriert werden,

1 oz . 1 » _/
/opw = wll i 8(t1 ) dt Ldt [ (w (C-36)

Diese Definition ist natiirlich unabhéngig von der gewéhlten Karte in M. Fiir ein p-Form
w ist das Integral iiber die p Kette ¢, = f(¢,) = >_ ¢0,, durch

/przzasi/%w (c-37)

definiert. Es gilt zudem der wichtige
Satz [Stokes] Es sei wP™! eine p—1-Form und c, eine p—Kette in M. Dann gilt

/dwp_lzf wP L, (C-38)
c 1o}

7 Cp

Wir betrachten die einfachsten Beispiele fiir welche M = R? und f = 1 ist:
Es sei w’(z) eine 0-Form, also eine differenzierbare Funktion, und v; = (xgz;) ein 1—Simplex.

/ dw’ = / w® = W{z1) — W{zg)
o1 0o

Fiir eine 1-Form w! = " w;dx® und einen 2-Simplex oy = (r¢r,72) gilt entsprechend

/du}1 = wl—/ w1+/ wh.
o2 (z122) (zox2) (T122)

Dies ist aber gerade der bekannte Integralsatz von STOKES in der Formensprache.

Dann gilt

Ist nun wP eine geschlossene p-Form, dw? = 0, dann folgt unmittelbar
/ wP = / dw? = 0. (C-39)
dcpta Cp+1
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Die Menge aller geschlossenen p-Formen bezeichnen wir mit F. Unterscheiden sich zwei
Ketten nur um einen Rand, ¢, — ¢}, = dc,,1, dann gilt fiir jede geschlossene p-Form

/ wh = / w?, w? € Fp(M)> Cp — C;) € 9Cp11. (C-40)

Eine Kette ¢, heisst Zyklus, wenn sie keinen Rand hat, dc, = 0. Die Menge aller p-Zyklen
bezeichnen wir mit C,,(M). Jeder Rand ist ein Zyklus, 9C,, (M) C C,(M). Ist nun w?
exakt, w? = da?~!, dann gilt fiir jeden Zyklus

/wp:/ dapl:/ a?t = 0. (C-41)
cp cp Jdcp

Die exakten p—Formen bezeichnen wir mit dF?~!. Unterscheiden sich zwei p-Formen um
eine exakte Form, w? — w? = da?~!, dann gilt fiir jeden Zyklus

/ wP :/ W', ¢, €C,, WP — WP e dFr, (C-42)
cp cp

Zusammengefasst konnen wir folgendes sagen: ist w” eine geschlossene p—Form und ¢, ein
Zyklus, dann gilt

/ wP = / (WP + dw?™1). (C-43)
cp cp+0cpr1

Identifiziert man zwei Zyklen, wenn sie sich um einen Rand unterscheiden und zwei ge-
schlossene Formen, wenn sie sich um eine exakte Form unterscheiden, dann gelangt man
zu der Homologiegruppen und den DE RHAMschen Gruppen,

Hy(M) = Cp(M)/0Cpi1(M)
RP(M) = FP(M)/dFP~Y(M). (C-44)

Das Integral fcp w? hingt nur von den Klassen von w? in F* und von cp in C? ab und wir
erhalten den Komplex

0 0 9] 0 0 0
Cd—>Cd,1—>...%CQ—>01%CQ—>O

oLt 4, dpa2 4 pd-l 4 pd 2 (C-45)

Dies sind ezakte Sequenzen wenn das Bild von 0 (d) genau dem Kern von 0 (d) ist. Ist
die erste Sequenz in (C=43) exakt, so sind alle Homologiegruppen trivial, ist die zweite
Sequenz exakt, dann sind alle DERHAMschen Gruppen trivial.
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Kapitel 7
Renormierungsgruppe

Die Monte-Carlo-Simulationen zeigen charakteristische Konfigurationen mit unterschied-
lichem Verhalten in den Hoch- und Tieftemperaturphasen und am kritischen Punkt. Man
sieht Doménen, deren mittlerer Durchmesser gleich der Korrelationsldnge & ist.

Fir T > T, findet man typisch Domdanen gleicher Ausrichtung der Spins mit endli-
chem Durchmesser, bei T, mit beliebig grofter und kleiner Ausdehnung und fiir 7" < 7T, mit
makroskopischer Ausdehnung und wenigen, endlichen Inseln entgegengesetzter Ausrich-
tung. Da am kritischen Punkt Doménen beliebiger Griofe existieren, sieht jedes Bild auf
beliebigen Lingenskalen dhnlich aus. Fiihren wir fiir typische Konfigurationen eine Ska-
lendnderung durch, im einfachsten Fall durch extremes Dezimieren der Spins, so erhalten
wir fiir T > T, Bilder mit kleineren Doménen, dhnlich wie wenn wir die Temperatur
erh6hen. Betrachten wir dagegen eine typische Konfiguration bei 7" < T, so fiihrt die
Dezimierung auf ein Bild mit makroskopischen Domé&nen mit nur noch halb so grofsen
Inseln entgegengesetzter Ausrichtung, dhnlich wie bei Erniedrigung der Temperatur.

In jedem Fall fiihrt eine Skalendnderung mit linearem Dezimierungsfaktor b > 1 weg
vom kritischen Punkt, aufer man startet exakt bei 7,.. Die gemachten Beobachtungen
legen folgende Frage nahe: Kann eine Skalenéinderung exakt dquivalent zu einer Anderung
der Temperatur und weiterer Kopplungskonstanten sein. Mit dquivalent meinen wir, dass
Zustandssumme und Korrelationsfunktionen (soweit sie fiir die mikroskopischen und die
dezimierten Spins gleichzeitig definiert werden konnen) iibereinstimmen. Wir besprechen
zuerst ein einfaches Beispiel fiir welches dies moglich ist.

Im Jahre 1982 erhielt K.G. WILSON den Nobelpreis fiir Physik als Wiirdigung seiner
Forschungsarbeit auf dem Gebiet der Renormierungsgruppe. Dieser nichtstorungstheo-
retische Zugang zur Theorie der kritischen Phinomene entwickelte sich seither zu einem
méchtigen Werkzeug in der Statistischen Physik und Quantenfeldtheorie. Wesentliche Bei-
trage stammen von STUECKELBERG, PETERMAN, GELL-MAN, LOwW und BREZIN in der
Quantenfeldtheorie und Teilchenphysik [45] sowie KADANOV, FISHER [44] und WILSON
6] in der Statistischen Physik und Quantenfeldtheorie. Ich verweise auf die Darstellungen
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in den empfehlenswerten Biichern [47] fiir eine eingehende Darstellung der Methode.

7.1 Ising-Modelle

Fiir die ISING-Kette kann die Dezimierung des System exakt durchgefiihrt werden. Das
verdiinnte System ist gleich dem urspriinglichen System mit verinderten Kopplungskon-
stanten. In d > 2 Dimensionen werden dagegen bei jeder Verdiinnung neue Kopplungen
erzeugt und die iterierte Verdiinnung kann nicht mehr analytisch berechnet werden.

7.1.1 Ising-Kette

Wir betrachten zuerst die Zustandssumme fiir N Spins und periodische Randbedingungen.
Die Energie ist proportional zu

—BH =K sys,+h» s, mit K=pJ h=ph

(zy) x

Man beachte, dass h in dieser Formel das mit der inversen Temperatur multiplizierte und
damit dimensionslose ,Magnetfeld“ ist. Im Ausdruck fiir die Zustandssumme summieren
wir iiber jeden zweiten Spin (b = 2), d.h. iiber die Spins auf den geraden Gitterpunkten,
und erhalten

1 1
Z(]\f7 K7 h) — E 6K8182+2h(81+52)€K8283+2h(52+83) N
81,82,

_ Z 6K(s182+8283)+%h(51+252+53) X ... (7'1)

51,52,...

_ Z (e(K+%h)(sl+33)+h_i_ef(Kf%h)(sthS)fh)

81,83

Wir wollen annehmen, dass N gerade ist. Nach der Summation iiber jeden zweiten Spin
erhalten wir ein ISING-artiges System auf den ungeraden Gitterpunkten. Die interessante
Beobachtung ist, dass man neue Kopplungskonstanten K’ A’ und eine Funktion g(K,h)
einfithren kann, so dass gilt

e(K+%h)(81+83)+h =+ e—(K—%h)(81+83)—h —e

QQ(K,h)eK’5153+%h‘,(51+83). (7.2)

Wir werden die neuen Kopplungen und g weiter unten berechnen. Diese Ersetzung machen
wir nun fiir jeden Faktor in ([Z1l). Es ergibt sich wieder die Zustandssumme einer ISING-
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Kette auf dem ausgediinnten Gitter mit Kopplungen K’ 1/,

! 177 / 177
Z(N, K, h) — 6Ng E GK s153+5h (51+53)6K s3s5+5h/(s3+s5) N

81,83,---

N
_ eNgz<5, K h’). (7.3)

Wir fassen dieses bemerkenswerte Resultat zusammen: auf dem verdiinnten Gitter mit
doppeltem Gitterabstand finden wir die gleiche funktionale Form fiir die Energie,

BH — BH' — g(K,h)N, —pBH =K' SpSy + R Y sy, 7.4
y

(z'y")

wobei 2’ und y’ ungerade Gitterpunkte sind. Die soeben vorgenommene ,,Ausintegration
von Freiheitsgraden nennt man Dezimierungsprozedur. Weiter unten werden wir noch
andere Dezimierungsprozeduren besprechen. Im Allgmeinen brauchen die Freiheitsgrade
auf dem verdiinnten Gitter nicht mehr mit einem Teil der urspriinglichen Freiheitsgrade
identisch zu sein.

Um die neuen Konstanten zu berechnen, werten wir die Gleichung ([L2) fiir drei Werte
der beiden Spins (s1, s3) aus. Man findet folgende drei unabhéngigen Gleichungen:

(s1,83) = (1,1): 2el cosh(2K + h) = 29l W
(s1,83) = (=1,—1): 2e "cosh(2K — h) = eXek'~W
(s1,83) = (1,—1): 2 cosh(h) = e K.

Aufgelést nach den drei Funktionen K'(K, h), (K, h) und g(K,h) ergibt sich

cosh(2K + h) cosh(2K — h)

R
KKk = 1
7 198 cosh? h
h(2K +h
LNV AR S ). (7.5)

cosh(2K — h)
g(K,h) = Llog(16cosh(2K + h)cosh(2K — h)cosh® h) .

Die folgenden Abbildung zeigt Trajektorien der Kopplungskonstanten in der (K, h)-Ebene
bei mehrfacher Anwendung der Transformation ([ZH). Als Startpunkte fiir die Iterationen
wurden K = 2 und h € {£2/10,£5/100,0} gewéhlt. Rechts neben der Abbildung findet
sich ein kurzes C'-Programm zur Berechnung von Trajektorien. Es wird nach den Start-
werten fiir K und H gefragt. Die Ausgabe in den File renorm1d ist in ps-tricks-Format
und kann in Latex eingebunden werden. Die Folge von Punkten

(K, h) RN (Kl,h/) RN (K”,h”) RN (K”/, h///) RN
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in der 2-dimensionalen Ebene der Kopplungskonstanten K und h hat die Achse K = 0
als Attraktor. Bei jeder Dezimation oder Ausdiinnung des System wird die Kopplung K
zwischen néchsten Nachbarn schwécher, K’/ < K.

#include <stdio .h>

#include <math.h>

int main(void)

{ int i;float k,h,x,y,z;FILE xfp;
puts ("Start K" );scanf ("%f" &k);
puts ("Start—h");scanf ("%f",&h);
fp=fopen("./renorm1d" ,"w");
fprintf(fp,"\\psline (%.3f,%.3f)" ,2xk,h);
for (i=1;i<21;i++){

x=cosh (2xk+h);y=cosh (2xk—h);
z=cosh (h);k=log (x*y/(z%z))/4.0;
h=h+log(x/y)/2.0;

fprintf (fp," (%.3f,%.3f)\n" ,2xk,h);

W

0.5

if (i<20)
fprintf(fp,"\\psline(%.3f,%.3f)" ,2xk ,h);
b

fclose (fp);return 0;

}

Die IsiNG-Kette geht in sich iiber, allerdings mit renormierten Kopplungen (K’ h’) und
doppeltem Abstand zwischen néchsten Nachbarn. Verdiinnen wir das System nochmals,

R2 o Rg = R4, (76)

dann wird der Abstand zwischen néichsten Nachbarn das Vierfache des Abstands im ur-
spriinglichen System und die Kopplungskonstanten (K’, k') gehen iiber in die Konstanten
(K" h"). Diese Verdiinnungsprozedur kann wieder und wieder ausgefiihrt werden. Ist b
der Skalenfaktor, um den das System ausgediinnt wird (fiir die Transformation [[T] ist
b =2) und R, die entsprechende Transformation, dann ist

Rb o} Rb = RbQ. (77)

Es gibt allerdings keine inverse Transformation R, ', da die Ausintegration von Freiheits-
graden nicht riickgdngig gemacht werden kann. Die Transformationen R, bilden also nur
eine Halbgruppe und keine Gruppe (da das Inverse fehlt). Die Transformation R, nennt
man nach WILSON Renormierungsgruppentransformation (RG-Transformation).

o e e Ko Ko Ko Ko KoK o Ko o Ko e
Ry
‘ ° K e K’ ° K e K’ o K ° K' e

2
‘ ° K" ° K" ° K" °
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Nach zweimaliger Anwendung der Gleichung ([Z3)) folgt nun unmittelbar, dass

Z(N K h) _ eNg(K’h)e%Ng(K/7h/) 7 (E K// h//) (7 8)
) ) 4 ) ) *
gilt. Setzen wir die Iteration fort, so ergibt sich folgende Formel fiir die freie Energiedichte
der ISING-Kette,

(KI/ hl/>+ 1

p0) == (90 + Jor" 1) + y

5 529 (K" h'") + .. ) . (7.9)
In jeder Stufe der Iteration ist die Form der Funktion g gleich, da die renormierte Energie
([Z4) immer die gleiche Form hat.

Fiir ein System mit Magnetfeld Null hat das ausgediinnte System ebenfalls Magnetfeld
Null. Die Gerade h = 0 ist eine Trajektorie der Renormierungsgruppe. Dies folgt unmittel-
bar aus der Tatsache, dass das urspriingliche System fiir h = 0 eine Z, Symmetrie aufweist
und diese Symmetrie vom ausgediinnten System geerbt wird. Die Abbildung R kann al-
so kein Zsy-brechendes Magnetfeld erzeugen. Um die Gleichungen etwas zu vereinfachen,
schalten wir nun das Magnetfeld ab und betrachten den Renormierungsgruppenfluss fiir
h =0:

K' = Ry(K) = logcosh(2K) und g = 1log (4cosh(2K)). (7.10)
Nur wenn die Kopplungskonstante K einer der beiden Werte 0 oder oo annimmt, bleibt
sie inert bei einer Transformation. Die beiden Punkte K = 0,00 sind also Fizpunkte
der RG-Transformation Rs. Der Punkt K = 0 heisst Hochtemperatur-Fixpunkt und der
Punkt K = oo Tieftemperatur-Fixpunkt.

Bei der Transformation Ry verdoppelt sich der Abstand zwischen néchsten Nachbarn.
Die Korrelation zwischen zwei Spins auf dem verdiinnten Gitter ist nach Konstruktion
auf dem feineren oder groberen Gitter gleich,

1
2 1) 2 O (K o)

1
= N8y K’ y v/>
2N ) 2 o (K 3 s

(u'v')

Hier liegen die gestrichenen Punkte auf dem groben Gitter. Haben z’ und 3’ auf dem
feinen Gitter den Abstand 2n, dann haben sie auf dem groben Gitter den Abstand n. Fiir
Abstédnde grof verglichen mit der Korrelationsldnge £ gilt

(Sy8y) ~ e~ le—ul/E, lx —y| > ¢&, (7.11)
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und wir schliessen, dass bei jeder Transformation R, die Korrelationslinge halbiert wird,

!

¢ = 5" (7.12)
Bei der Losung des 1d ISING-Modells haben wir gezeigt, dass die Korrelationslinge am
Tieftemperatur-Fixpunkt divergiert und am Hochtemperatur-Fixpunkt verschwindet. Der
Tieftemperatur-Fixpunkt ist ein kritischer Punkt des Systems und am Hochtemperatur-
Fixpunkt verschwindet die Wechselwirkung. Die Trajektorien der Renormierungsgruppe
enden im trivialen Fixpunktes mit £ = 0. Die Kopplungskonstante K und die Korrelati-
onslinge £ werden bei jedem Renormierungsschritt verringert.

7.1.2 Das zweidimensionale Modell

Wir betrachten als weiteres, weniger einfaches Beispiel das zweidimensionale feldfreie
[SING-Modell mit

BH =—K> 5,5, (7.13)
(zy)

Hier sind die Nachbarschaftsverhéltnisse etwas komplizierter als in einer Dimension. Die
Energiefunktion des ausgediinnten Systems enthélt neben der néchsten-Nachbarn Wech-
selwirkung auch Kopplungen zwischen iibernéchsten Nachbarn. In der Zustandssumme
betrachten wir nun den Beitrag aller Spins auf den offenen Gitterpunkten der folgenden
Abbildung. Wir erhalten dann ein effektives Spinmodell fiir die Spins auf den vollen Git-
terpunkten.

6 i2 L Zum Beispiel erhalten wir vom Beitrag des Spins auf
dem Punkt 5
—e
1 ) 3 Z Kss(s1+s2+s3+s4)
e
¢4 o ss==1
— K (s1ts2ts3+s4) + e~ K(s1t+s2ts3+sa)

Das allgemeinste, mit den Symmetrien vertrégliche
BoLTZMANN-Gewicht von 4 Spins hat die Form

. / (. 4

1
e¥exp | =K (5159 + 5253 + 5354 + 5451) + K5 (5153 + 5954) + K35 (s1528384) |
2 ~ ~———

NN HNN Q
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wobei (NN) fiir nichste Nachbarn, (iNN) fiir iibernéchste Nachbarn und (Q) fiir Quadrate
steht. Wir finden folgende unabhéngige Gleichungen fiir die Kopplungskonstanten K:

(51,82,83,81) = (1,1,1,1) 2 cosh(4K) = 9 2K +2K)+ K}
(s1.82,83,80) = (1,—1,—1,—1): 2cosh(2K) = e?e "
(s1,52,83,81) = (1,1,—1 _1) 2:69672K5+Kg
(s1,82,83,84) = (1,— 1) : 9 — 20, 2K +2K5+ K}

Die Auflésung fiihrt auf die RG-Transformation

K| = 2K} = {logcosh(4K)
K}, = %log cosh(4K) — %log cosh(2K) (7.14)
g = +(logcosh(4K) + logcosh(2K) + 8log2).

Wir erhalten V/2 derartige Betrige von den offenen Punkten. Dabei kommt zum Beispiel
der Term exp(K’|sise/2) auch bei der Summation iiber sg vor. Bezeichnen wir mit w’
die Spinkonfigurationen auf dem verdiinnten Gitter mit den vollen Gitterpunkten, dann
ergibt sich fiir die Zustandssumme des verdiinnten Systems,

V / !
— o o) — —(BH)" (w’)
Z(V,K)_Z<2,K)_Ze (7.15)
mit der LANDAU-GINZBURG-WILSON (LGW) Energiefunktion
—(BH) =Vg+ K] stsy—l—K' Z 3x3y+K§Zszsysusv, (7.16)
iNN Q

wobei z,y,u,v Punkte auf dem verdiinnten Gitter sind. Man sieht, dass der LGW-
HamirToNian H' nicht mehr die Form von H hat wie beim eindimensionalen Modell.
Die Ndherung K = K} = 0 zu setzen ist zu grob. In dieser Niherung gibt es wie im ein-
dimensionalen Modell nur die Fixpunkte K; = 0 und K; = oo und entsprechend keinen
Phaseniibergang. Eine akzeptable Ndherung ist es, nur K5 = 0 zu setzen und iibernéchste
Nachbarn als néichste Nachbarn zu zéhlen,

Z(V,K) :eVQZeXp (K’Zsz/sy/> : K' = K|+ K. (7.17)
w’ NN

Die Transformation

K — K'(K) = glogcoshélK (7.18)
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hat Fixpunkte bei 0, co und bei

K* = 0.50698. (7.19)

Dies ist nicht weit weg von exakten
Wert K. = 0.4407. Der Fixpunkt K*
ist instabil. Startet man die Iteration
fir K # K*, dann strebt K gegen
den Hochtemperaturfixpunkt bei K =
0 oder den Tieftemperaturfixpunkt bei
K = oo0. Es gibt verschiedene Né-
herungsverfahren der Konstruktion der
RG-Transformation. Allen diesen Ver-
fahren ist gemeinsam, dass mit einer
endlichen Anzahl von Kopplungen ge-
K arbeitet wird. Beispiele von Ortsraum-
RGT sind

K*

e Kumulanten-Verfahren

e Finite-Cluster-Verfahren

e MIGDAL-KADANOV-Transformation
e Monte-Carlo-Renormierung.

Insbesonders die letzte Methode ergibt sehr prizise Werte fiir die kritischen Exponenten
und soll weiter unten besprochen werden.

Anstelle der Spin-Variablen im Ortsraum kann man die Variablen im Impulsraum
benutzen. Der Vorteil dieser Methode ist, dass fiir eine unendliches Raumgitter die Im-
pulse kontinuierlich sind. Ist A ein regulires Gitter, so liegen die Impulse in der kom-
pakten BRILLOUIN-Zone. Die Ausdiinnung wird nun geschickterweise iiber die Freiheits-
grade zu den groften Impulswerten durchgefiihrt. Die entsprechenden Verfahren heissen
Impulsraum-RGT, beziehungsweise feldtheoretische Verfahren. Der Dezimierungsparame-

ter b kann kontinuierlich sein und beliebig dicht an 1 liegen. Beispiele von Impulsraum-
RGT sind

e c-Entwicklung

e CALLAN-SYMANZIK-Gleichung.
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Noch vielféltiger als die Implementierung der Renormierungsgruppenidee ist die Literatur
tiber diese Methode und ihre Anwendung auf eine Vielzahl physikalischer Systeme. In [44]
und [45)] findet man eine Auswahl von Orginalarbeiten, Ubersichtsartikel und Monogra-
phien iiber diese méchtige Methode in der statistischen Physik, Quantenfeldtheorie und
Teilchenphysik.

Wir wollen nun der Frage nachgehen, welche Eigenschaften des physikalischen Systems
aus welcher Information der RG folgen.

7.2 Fixpunkte

Wir wenden uns nun der allgemeineren Diskussion der RG-Methoden zu. Wir betrachten
ein d-dimensionales Gittersystem mit Kopplungskonstanten

K ={K4ACA} = (K, Ka,...), (7.20)

wobei wir die Teilmengen des Gitters (worin ein x € A mehrmals auftreten darf) durch-
nummerierten. Diese Menge von Kopplungskonstanten sei vollstédndig in folgendem Sinne:
Bei einer RG-Transformation, welche b? Freiheitsgrade durch einen Freiheitsgrad ersetzt,
habe die Energiefunktion fiir die reduzierten Freiheitsgrade dieselbe Art von Wechselwir-
kungen wie die Energiefunktion des urspriinglichen Systems. Fiir eine Energie der Form

H(w) =~ Kasa, (7.21)

soll der renormierte Energie bis auf eine extensive additive Konstante —V g(K) die gleiche
funktionale Form haben,

H(w) — H'(w') - Vg(K), H'(w)=-) K,\Sa (7.22)

ACAN

mit denselben Mengen A haben. Es wird dabei stillschweigend angenommen, dass die
Mengen {A} sowohl auf dem urspriinglichen wie auch auf dem verdiinnten Gitter existie-
ren und dass die reduzierten Freiheitsgrade S, dieselben algebraischen Eigenschaften wie
die s, haben. Steht {A} zum Beispiel fiir die Paare néchster Nachbarn, dann soll gelten

> Kaysasy — Y Kl SuSy. (7.23)
(zy) (='y')

Der konstante Beitrag Vg(K) in (L22) entsteht in allen RG-Transformationen. Leider
kommt man nur fiir einfache Systeme wie das eindimensionale ISING-Modell mit einer end-
lichen Anzahl Kopplungskonstanten aus. Aber die berechtigte Annahme ist, dass die K4
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zu langreichweitigen Wechselwirkungen (grofen Mengen A) sehr klein sind und vernach-
lassigt werden konnen. In der Praxis arbeitet man mit einer endlichen Anzahl Konstanten
{Ky,...,K,}.

Bei der Ausdiinnung des Systems #ndern sich die Kopplungskonstanten geméf der
Renormierungsgruppenabbildung

K! = Ri(Ky, Ky, ...). (7.24)
Dabei bleibt die Zustandssumme unveréndert,

e~FVE) _ $7 o HW) _ Vali) §° o=H(W) _ (Valtk)=F(VE) (7.25)

weN w’' e

Wir wollen wieder annehmen, dass der thermodynamische Grenzfall V' — oo existiert. Fiir
die freien Energiedichten der beiden Systeme im thermodynamischen Grenzfall ergibt sich
dann folgende Rekursionsrelation

FUE) =07 f(K') — g(K) (7.26)

die uns schon einmal im eindimensionalen ISING-Modell in (Z4]) begegnete.

Wir argumentierten bereits, dass Fizpunkte der Rekursionsrelation entweder zu kriti-
schen Systemen mit & = oo oder zu nicht-wechselwirkenden Systemen mit & = 0 gehoren.
Die Umkehrung gilt nicht. Es kann kritische Punkte geben, die keine Fixpunkte sind. Wir
betrachten einen 2-dimensionalen Raum von Kopplungskonstanten (K7, K3) mit einem
kritischen Punkt K. = (Kj., K3.). Im generischen Fall liegt dieser kritische Punkt auf
einer Kurve von kritischen Punkten, wie in der folgenden Abbildung skizziert.

K,
T<1T,

{ K}, K3)

cha K2c)

T>T,

Linie von
kritische Punkten

K,

Zur Begriindung betrachten wir Systeme mit verschiedenen Verhéltnissen K,/K; von
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iibernédchsten- zu néchsten-Nachbarn Wechselwirkungen. Die kritischen Temperatur 7,
wird von diesem Verhéltnis abhdngen. Wenn das Verhiltnis K,/K; verdndert wird, be-

schreibt der Punkt
J1 Jo
B B = _— —
( le 2c) (Tc’ Tc)

eine Kurve in der (K7, K3)-Ebene. Jeder Punkt auf der Kurve gehort zu einem kritischen
Punkt eines speziellen Models in der Familie von Energiefunktionen.

Nun wollen wir versuchen, die Eigenschaften des System mit dem RG-Fluss in Ver-
bindung zu bringen. Der RG-Fluss hat einige einfache Eigenschaften:

e RG-Trajektorien kdnnen sich der kritischen Fliche nicht nidhern, da einerseits auf
der Fliache £ = oo ist, sich andererseits bei jeder RG-Iteration & verkleinert.

e Bei einer RG-Transformation kann das System die Phase nicht wechseln, da bei
einer Verdiinnung Ordnung nicht in Unordnung iibergehen kann und umgekehrt.

e Startet man bei 7" > T, so strebt die Temperatur bei wiederholter Iteration ge-
gen den (freien) Fixpunkt bei T = oo, startet man bei T < T, so endet man im
(Grundzustands-) Fixpunkt 7" = 0.

e Startet man dagegen auf der kritischen Fliche, so bleibt man auf dieser Fliche, da
¢ = &/b unendlich ist fiir £ = co.

e Nur in Ausnahmefillen sind alle kritischen Punkte stationdre Punkte des RG-
Flusses, also Fixpunkte. In fast allen Systemen gibt es eine endliche Menge von
isolierten Fixpunkten.

Es sei nun K* = (K7, K3, ...) ein Fixpunkt einer RG-Transformation,
K* = R(K"). (7.27)

Wir betrachten nun den Renormierungsfluss in der Umgebung von K* und schreiben
K = K* + )K. In der ersten Ordnung in der Abweichung vom Fixpunkt lautet die RG-
Transformation

OR;

_ * . * . * 2
K{ =K+ 5K{ = Ri(Kj + 5Kj) =K+ SK. F,j}KjKj + O(6K*?),
und wir finden die linearisierte Transformation
OR;
! ) A (2
0K, = % M;;0K;, M;; = 0K, R (7.28)
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Nun suchen wir die Links-Eigenvektoren und entsprechenden Eigenwerte der linearisierten
Abbildung,

D Do My = Ag®ai = bV D (7.29)
J

In der letzten Formel haben wir den Eigenwert A\, durch Y~ ersetzt. Dies ist angezeigt,
da wegen der Halbgruppeneigenschaft der RG-Transformation

Aa(D)Aa(b) = Ao (0?)
gelten muss. Nun betrachten wir die neuen Variablen
Jo =Y PaidK;. (7.30)
Es sind die Projektionen von d K auf die Eigenvektoren ®,. Es gilt

gh =Y PaibK] =) QoiM0K; = 106K, = b g,. (7.31)
( J

ij

Beim zwei-dimensionalen System muss ein Eigenvektor, zum Beispiel ®,, tangential zur
kritischen Kurve sein. Der andere Eigenvektor &, ist dann transvers zur Kurve.

Wir kehren zur Rekursionsrelation ([Z24) fiir die freie Energiedichte zuriick. Der Anteil
g(K) kommt von der Ausintegration der kurzwelligen Fluktuationen und ist eine glatte
Funktion. Damit erfiillt der singuldre Anteil der freien Energiedichte die homogene Rela-
tion

fo(K) =07 fy(K"). (7.32)

In der Nihe des Fixpunktes linearisieren wir und erhalten folgendes Skalenverhalten fiir
die freie Energiedichte,

fo(K* +6K) = b f,(K* + §K'). (7.33)

Im Folgenden schreiben wir nicht immer das Argument K™ und setzen

fo(K*+0K) = fo(g1,92, - ), 0K @) 0K (g).

Nach /-maliger Tteration der RG-Transformation finden wir

fs(glu g2, - - ) = bidgfs (bzylgh bzwg% cee ) (7-34)
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Je nach Vorzeichen des Exponenten y, finden wir ein unterschiedliches Verhalten:

e Fiir y, > 0 wichst die Abweichung g, bestindig und der RG-Fluf trégt den Punkt
K* + g, vom Fixpunkt weg. Es handelt sich hier um eine relevante Storung.

e Fiir y, < 0 schrumpft die Abweichung g, und der RG-Fluf fiithrt den Punkt K*+ g,
zum Fixpunkt hin. Es handelt sich um eine irrelevante Stérung.

e Die Stérungen mit y, = 0 nennt man marginale Storungen.

Relevante Storungen sind iiblicherweise die Temperatur und das Magnetfeld, bzw die
dimensionslosen Gréfen

t= =g, und [h=gs. (7.35)

Wir wollen die Resultate noch etwas umdeuten. Die Renormierungsgruppentransformati-
on wirkt auf dem Raum der Kopplungskonstanten oder dquivalent dazu auf dem Raum
‘H der Wechselwirkungen bzw. Energiefunktionen,

RbIH%H.

Dies ist im Allgemeinen ein co-dimensionaler Raum. Wir betrachten wieder die allgemeine
Klasse von Energiefunktionen in (Z2T]),

H=-Y Kisa=-)Y Ko (7.36)

ACA

In der Néhe des Fixpunktes kann sie entwickelt werden, H = H* + § H, mit

H*=-) K;O; und 0H=-)Y 0KO;=-=) guQa (7.37)

Nach /-maliger Iteration der RG-Transformation dndert H € H wie folgt,

H'+0H — H =Y g\Qa— H =) glQu— ...
— H' =) b g.Qu
Die @, heissen Skalen-’Operatoren’ und die g, Skalenfelder. Entsprechend heissen die

Operatoren mit positiven y, relevant, mit y, < 0 irrelevant und mit y, = 0 marginal. Im
[SING-Modell sind das mittlere Feld ) s; und die Energie H relevante Operatoren.
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7.2.1 Herleitung der Skalengesetze

Wir wollen hier annehmen, dass g; =t und g, = [h relevant und g3, g4, . . . irrelevant sind
und wihlen ¢ derart, dass

1
= - dh. b=t Ynm (7.38)
ist. Wir folgern, dass
* 1 h g3
fo(K* 4+ 6K) = fu(t, b, gs,...) =t f, (1’ vl puslv ) (7.39)

gelten muss. Ganz analog schliesst man auf die Beziehung

13 g3
__ pd/
Fult T gy, ) = W/, (hyl/w L ) . (7.40)

Man beachte, dass in der Nédhe des Fixpunktes die letzten Argumente der freien Energie
auf den rechten Seiten gegen Null streben,

tygjyl 90 und hj;m "=00,  i=3.4,.... (7.41)

Durch mehrmaliges Ableiten nach den relevanten Kopplungen ¢ und h erhilt man den
Zusammenhang zwischen kritischen Exponenten und den Eigenwerten der linearisierten
RG-Transformation ([L25)).

Wir erinnern an die wichtigsten thermodynamischen Grofen aus dem dritten Kapitel:

Magnetisierung: m(t,h) = (sz) = _g_{z (7.42)
2
Suszeptibilitét: x(t,h) = 62(sosz>c = —% (7.43)
1
innere Energiedichte: wu(t,h) = lim —(H) = 9B/ (7.44)
A—74 \% 85
spezifische Wirme:  ¢(t, h) = g—; = —ﬁQg—g. (7.45)

Diese im Bereich der makroskopischen Thermodynamik definierbaren Grofsen haben fol-
gende kritische Exponenten:
c(t,0) ~ EL[t|™ , m(t,0) ~ Bt? (7.46)
X(t,0) ~ Ax[t|™", x(0,h) ~ [n|"’sign(h) . (7.47)
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Daneben gibt es noch zwei weitere kritische Exponenten n und v, die mit der Korrelati-
onsldnge und Zweipunktsfunktion verkniipft sind,

1
Korrelationslinge: &' = — ‘ l‘im Tl log(sosz)e ~ [t|” (7.48)
r|—oo |T
. 1
Greensfunktion: (S08z) ~ T[T (7.49)

Jede Korrelationsfunktion, die am kritischen Punkt langreichweitiges Verhalten zeigt, er-
laubt die Definition weiterer kritischer Exponenten. Der Exponent v beschreibt das Di-
vergieren der Korrelationslinge bei Anndherung an 7,. Das Potenzverhalten der Korrela-
tionsfunktion ist durch n charakterisiert.

Die folgende Tabelle enthilt fiir einige Phaseniiberginge die wichtigsten kritischen
Exponenten [48]:

(8 — Messing Fe Ni 3d — Ising
a| 0.05+0.06 —-0.03+£0.12 0.04+0.12 0.11
£10.305£0.005 0.37+0.01 0.358 £0.003 0.32
v| 1.25+0.02 1.37+£0.015 1.33+0.02 1.24
o 4.3+1 4.29 +£0.05 4.8
n| 0.08+0.07 0.07£0.04 0.041£0.01 0.05
v| 0.65£0.02 0.69+£0.02 0.64 +0.1 0.63

Mit dem Skalierungsverhalten ([Z39A0) der freien Energie konnen wir nun einen Zu-
sammenhang zwischen den kritischen Exponenten und den Eigenwerten der linearisierten
RG-Transformation finden. So ist die spezifische Warme proportional zur zweiten Ablei-
tung von f beziiglich ¢, also

fo ~ [t (7.50)

Der Vergleich mit ([Z39) fiihrt dann auf 2 — o = d/y;. Ganz &hnlich argumentiert man
fiir die kritischen Exponenten (3, und ¢. Um die kritischen Exponenten der Korrela-
tionsfunktionen zu finden, muss man die RGT auf Modelle mit rdumlich inhomogenen
Magnetfeld h(r) anwenden. Man findet die wichtigen Relationen

d d—
2—a=— ) /8: Y2
Y1 Y1
2y —d 1 d—y
’}/: s — =
W d Y2
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1
v=— , d=2+n=2(d—y)
n

Damit haben wir die Skalenrelationen o, 3,7, 6, v, 1 < y1, y2 gefunden. Die Exponenten
beschreiben das Verhalten des Systems bei Abweichungen vom kritischen Punkt und die y,
sind die Eigenwerte der linearisierten RG-Transformation am Fixpunkt. Da alle kritischen
Exponenten nur von y; und gy, abhingen, gibt es sogenannte Skalenrelationen im engeren
Sinne,

v = v(2—mn) (Fisher)
a+28+y = 2 (Rushbrooke)
v = pB(6—-1) (Widom) (7.52)
vd = 2—« (Josephson, "Hyperskalen-Relation’).

Fiir einige wichtige Modelle gilt

o 154 vy ) n v
Ising d = 2 0 1/817/4115]1/4] 1
Ising d = 3 0.11 |0.32]1.24 | 4.8]0.05 | 0.63 (7.53)
klass. Heisenberg d =3 | —0.12 | 0.36 | 1.37 | 4.6 | 0.04 | 0.7
MFA, beliebiges d 0 /20 1 | 3] 0 |1/2

Wir bemerken, dass die Skalenrelationen fiir alle aufgelisteten Modelle erfiillt sind, bis auf
die Molekularfeldapproximation. Wir schliessen daraus, dass die MFA zur Beschreibung
des kritischen Verhaltens fiir d < 4 Dimensionen ungeeignet ist.

Man beachte die Universalitat des kritischen Verhaltens: kritische Exponenten hingen
nicht von den vielen mikroskopischen Details der Wechselwirkung ab, da am kritischen
Punkt die Korrelationsldnge divergiert. Die Universalitdt kommt davon, dass das asym-
ptotischen Verhalten der freien Energie unabhéngig von den irrelevanten Kopplungen
gi,1 > 3 ist, da z.B. t7%/%" am Fixpunkt verschwindet. In anderen Worten: Alle Syste-
me, deren Energiefunktion unter dem RG-Fluss zum gleichen kritischen Fixpunkt fliessen
haben identische kritische Exponenten.

Irrelevante Parameter sind die Reichweite der Wechselwirkung (solange endlich), Mehr-
spinwechselwirkungen (solange symmetrieerhaltend) und Gitterstruktur. Relevant sind die
Dimensionalitit d des Raumes, die Anzahl n der Komponenten des lokalen Ordnungspa-
rameters und Symmetrie der Wechselwirkung.
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7.3 Blockspintransformation

Die Monte-Carlo-Renormierungsgruppenmethoden (MCRG-Methoden) wurden von MA,
SWENDSEN und anderen entwickelt [49]. Fiir 2—dimensionale IsiNGartige Modelle auf
dem quadratischen Gitter mit Energiefunktion

BH ==Y Kasa, Ka=pJa, sa=]]s (7.54)

ACA z€A

wihlt man eine etwas andere Transformation als wir sie fiir das 1-dimensionale ISING-
Modell gewihlt haben. Wir wollen wieder periodische Randbedingungen voraussetzen und
der Einfachheit halber ISING-artige Modelle mit s, € {41} untersuchen. Wir absorbieren
die inverse Temperatur in den Kopplungskonstanten K 4 und werden in diesem Abschnitt
H anstelle von SH schreiben, d.h. wir setzen 5 = 1.

Nun unterteilen wir das Gitter A in Blocks der Groke b? und ordnen den Spins in
jedem Block einen Blockspin auf einem verdiinnten Gitter zu. Die folgende Abbildung
zeigt eine mogliche Blockbildung mit linearem Verdiinnungsfaktor b = 2. Die Punkte des

e o (06 o (06 o (0 o e o o o
e o (o o (06 o (0o o e o o o)

e o/ 0o o (06 o (o oA\

Abbildung 7.1: Jeweils vier Spins werden zu einem Blockspin zusammengefasst.

quadratischen Gitters A seien x mit 1,7, € {1,2,... N}. Ein Block aus b* benachbarten
Punkten wird dann ein Gitterpunkt 2’ des geblockten und groberen Gitters zugeordnet,

2 (x) = (2 (1), 25 (22)) = (ceil(z1/b), ceil(z2/b)).

Fiir b = 2 werden beispielsweise die Punkte (1,1),(1,2),(2,1) und (2,2) in den Punkt
(1,1) auf dem groberen Gitter A’ abgebildet. Die Groke des geblockten Gitters ist N/b.
Die Blockspintransformation, die jeder Spinkonfiguration w = {s,} € Q auf A eine Konfi-
guration w’ = {S, } € " auf dem geblockten Gitter A’ zuordnet, ist durch den Blockkern
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T(w',w) in

w' = Z T(w' w) (7.55)

bestimmt. T'(w’, w) ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass der Konfiguration w die Block-
spinkonfiguration w’ zugeordnet wird. Der Kern sollte folgende Bedingungen erfiillen,

0<T(w,w)<1l und ZT(w',w) =1 (7.56)
Beim Ubergang vom feinen zum groben Gitter definieren wir die Energie fiir die Blockspins
wie folgt,
e H' W) = Z T(w', w)e W) (7.57)
weN

Fiir das 1-dimensionale ISING-Modell war

T(w' w) = H 0 (594, Sar).

z’'=1,3,...

Zwei benachbarten Spins sg, 1 und s, wurde der Blockspin S, = s9, 1 zugeordnet. Wir
wollen nun annehmen, dass die Energiefunktion fiir die Blockspins wieder in der Form

H’(w') = Z KA/SA/ (758)

Achl

geschrieben werden kann. Unser Ziel ist es, eine Rekursionrelation fiir die Kopplungskon-
stanten K zu finden.

Die erste Bedingung in ([ZH6]) sorgt dafiir, dass die rechte Seite in (LH7) niemals
negativ wird und deshalb als Exponent einer reellen Funktion der w’ geschrieben werden
kann. Wegen der zweiten Bedingung in (Z2f) dndert sich die Zustandssumme bei dieser
Transformation nicht,

Z}{/ _ Z e—H/(w/) — Z ZT(w/’w)e—H(w) _ ZG—H(w) = Zu. (759)
w' eV w' e wes) we

Wir erinnern daran, dass die verbundenen Korrelationsfunktionen der s, durch Ableiten
von log Z nach den entsprechenden Kopplungen gewonnen werden kénnen. Zum Beispiel
die Einpunkt- und verbundenen Zweipunktfunktionen,

(5) = Odlog Z
AT 9K,
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O(s4)
0Kp '

(sa;8B) = (sasp) — (sa)(sp) = (7.60)
Die Korrelationsfunktionen des geblockten Systems kénnen im urspriinglichen oder im
geblockten System berechnet werden,

Z SAIG_HI (w)
Zw, e_H'(w )
_ 2w Sw 30, T, w)e M) (7.62)
Zw e*H(w)

Bei Kenntnis der geblockten Energiefunktion H' konnten wir Erwartungswerte von Funk-
tionen der geblockten Spins geméf (ZGI]) berechnen. Ist nur die Energiefunktion H des
urspriinglichen Systems und der Blockkern 7' bekannt, so kann man sie mit Hilfe der
Formel (62)) berechnen.

Es sei nun T'y/p die Ableitung des Erwartungswertes (S4/)" im geblockten System nach
den Kopplungskonstante Kp des ungeblockten Systems, also

(Sar)! (7.61)

o(Su) 0 > Sa Y, T(w, w)e A

Typ = 0K 5 = 0K 5 Zw’ Zw T(w, w)eHw)
S SaT(w' w)} spe= ) ,
e

Also gilt
Typ = <(ZSA/T(w',w)>sB> — (Sa){sp). (7.63)

Die Erwartungswerte auf der rechten Seite kdnnen nun in einer Monte-Carlo Simulation
berechnet werden. Sie hingen ab von den Kopplungskonstanten auf dem feinen Gitter
und vom Blockkern T'. Nach der Kettenregel gilt auch

SA/ SA/ 8Kc/ aKC/
Trnp = = Sar; Sor)y——. 7.64

Die verbundenen Korrelationsfunktionen auf der rechten Seite kénnen nun ebenfalls mit
Hilfe einer Simulation bestimmt werden. Mit T4 5 aus (L63)) kann man nun (im Prinzip)
die Ableitung der neuen nach den alten Kopplungskonstanten berechnen.

Um etwas konkreter zu werden, wollen wir die MCRG-Transformation fiir das 2d-
[SING-Modell explizit durchfithren. Wir fassen jeweils vier Spins zu einem Blockspin zu-
sammen, wie in der Abbildung [Tl angedeutet. Nun miissen wir den Blockkern festlegen.
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Wir wihlen die Mehrheitsregel: Fiir 4 Spins {s,} die zu einem Blockspin S,/ zusammen-
gefasst werden, wihlen wir

T(w' ,w) = H t<SI/,st>, (7.65)

z’'eN zex!
mit
Z S, >0 = Sy =1 mit Wahrscheinlichkeit 1

» s, <0 = Sy=-1  mit Wahrscheinlichkeit 1 (7.66)

Sy = 1 mit Wahrscheinlichkeit 1/2
E S5, =0 = . T .
Sy = —1 mit Wahrscheinlichkeit 1/2

Wir berechnen nun die Renormierung der Kopplungskonstanten fiir das 2d-ISING-Modell
ohne Magnetfeld auf dem 4 x4 Gitter. Im Gegensatz zum eindimensionalen Fall konnen wir
nicht mehr erwarten, dass H' die gleich funktionale Form wie H hat. In Raumdimensionen
d > 1 treffen wir auf die Komplikation, dass die RG-Prozedur selbst fiir ein einfaches Mo-
dell mit nédchsten-Nachbarn-Wechselwirkungen langerreichweitige Wechselwirkungen und
Mehr-Spin-Wechselwirkungen erzeugt. Auf dem einfachen 2 x 2 Gitter gibt es nur 3 un-
terschiedliche Wechselwirkungsterme: die Wechselwirkung zwischen néchsten Nachbarn,
zwischen iiberndchsten Nachbarn und die Wechselwirkung aller 4 Spins,

H= - K, Z Sar (Sw+1,0) + Ser+0,1))
— K, Z Ser (Sar4(1,1) + Sary1,-1))
— K3 SuSw0)Sw 01w 11) (7.67)

Wir haben absichtlich iiberzédhlt, da auf gréferen Gittern zum Beispiel die beiden Terme
in der zweiten Zeile nicht mehr identisch sind. Alle 2!6 = 65536 Konfigurationen des 4 x 4-
Gitters A kénnen auf dem Computer leicht erzeugt werden. Die Definition ([C37) gestattet
dann eine direkte Berechnung der geblockten Energie H'.

Auf dem 2 x 2-Gitter A’ gibt es nur 2* = 16 Konfigurationen und davon haben nur 4
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Klassen verschiedene BOLTZMANN-Gewichte:

KI. | Konfigurationen —H'
++ | ——
C 8K + 8Ky +4K3+ 4K,
++ | ——
e I B B e e e
Cs —4K3+ 4K,
e B e e N ] e
e el B R
Cs 8K, + 4Ky + 4K,
—— | =+ | -+
+— | =+
Cy —8K | + 8Ky +4K3+ 4K,

Damit haben wir 4 Gleichungen fiir die 4 Variablen K, K5, K3 und K. Im folgenden
Programm wiéhlten wir aus jeder der 4 Klassen von Konfigurationen die erste aus. Die

Gleichungen lauten dann

efH%%>::E:qxw;ugefH@>z(ﬁ, i=1,2,3,4.

Die rechten Seiten werden numerisch berechnet und die linken Seiten konnen fiir w} € C;

aus der obigen Tabelle abgelesen werden. Die Auflésung der Gleichungen ergibt (siehe

HASENBUSCH)

1

K1 = 1—6(01 — C4)
1

Ky, = §<Cl — 203+ ¢4)
1

K3 = @(Cl — 462 + 203 + 04)
1

K, = §<Cl + 4deg + 203 + ¢4)

Zur Iteration der RG-Transformation benutzen wir die berechneten Kopplungen wieder
auf dem 4 x 4-Gitter.

/* Programm rengroupis2d.c x/

/+* Berechnet analytisch Trajektorien x/
/* der MG-RG Transformation. Geblockt =/
/* wird mit der Mehrheitsregel x/
<stdio .h>

#include
#include
#include
#include

<stdlib .h>

<math.h>

<string .h>
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#include "constrenising2 .h"

#include "stdrenising.h"

int main(void){

conf=1<<V; /x Anzahl Konfigurationen =/
nachbarn ();

}

puts ("Ki_=_");scanf ("%If" ,&kl);
puts ("K2_=_");scanf ("%If" ,&k2);
puts ("K3_.=_");scanf ("%I1f" ,&k3);
puts ("K4_.=_");scanf ("%I1f" &k4);

printf("(%.3F,%0.3£)" k1 ,k2);
for (ig=0;ig <10;ig++){

s

cl

=0;c2=0;c3=0;c4=0;

for (i=0;i<conf;i++){

s
11
k1
k2
k3
k4

/+* Binaerdastellun wvon i = Konfigurationen x/

for (p=0;p<V;p++){
s[pl=(i>>p)%2;s[p]=2*s[p]—1;

il:ﬂ;h?:ﬂ;h?)zo;

for (p=0;p<V;p++){
hi=hit+s[p]«(s[nr[p]l+s[no[p]]);
h2=h2+s[p]*(s[nro[p]]+s[nrulp]]);
h3=h3+s[p]+s[nr[p]]*s[no[p]]*s[nro[p]];

s

/% printf("%f %f %f %f\n",k1,k2,k3,k4);x/

boltz=exp (klxhl+k2xh2+k3xh3);

blockspin (s);

for (p=0;p<VB;p+-+){

kel [p]=bs[p]xkll[p];

ke2 [p]=bs[p]xkl2[p];

ke3 [p]=bs[p]xkl3[p];

kcd [p]=bs[p]xkl4d[p];

b

if ((kcl[1]>=0)&&(kc1[2]>=0)&& (kc1[3]>=0)&& (kcl[4]>=0)){
if (kcl[1]xkcl[2]xkcl[3]*xkcl[4]==0) cl=cl+0.5%xboltz;

else cl=cl+boltz;}

if ((kc2[1]>=0)&&(kc2[2]>=0)&&(kc2[3]>=0)&&(kc2[4]>=0)){
if (kc2[1]*kc2[2]xkc2[3]+kc2[4]==0) c2=c2+0.5xboltz;

else c2=c2+boltz;}

if ((kc3[1]>=0)&&(kc3[2]>=0)&&(kc3[3]>=0)&&(kc3[4]>=0)){
if (ke3[1]*ke3[2]xke3[3]+ke3[4]==0) ¢c3=c3+0.5xboltz;

else c3=c3+boltz;}

if ((kc4[1]>=0)&&(kc4[2]>=0)&& (kc4[3]>=0)&&(kc4[4]>=0)){
if (kc4[1]*kcd[2]xkcd[3]+kcd[4]==0) c4=c4+0.5xboltz;

else cd=c4d+boltz;}

=log(cl);12=log(c2);13=log(c3);14=log(c4);
=(11-14)/16;

=(11—2+13+14)/32;

—(11 —4%12 42413414 ) /32;

—(11+4%12 +2%13114)/32;

printf ("(%.3f,%.3f)" ,k1,k2);

printf("\n");

return 0;

In der folgenden Headerdatei constrenising2.h werden die Konstanten und Variablen

definiert. Die Array KI1[V B],... sind Représentanten der 4 Klassen von Konfigurationen
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auf dem geblockten Gitter.

/+x Headerdatei constrenising2.h x/

#define N 4 /x Gitterlaenge x/

#define V (N«N) /x Anzahl Gitterpunkte x/
#define VB (V/4) /x Anzahl Gitterpunkt des gebl. Gitters x/
short x,y,xm,xp,ym,yp;

short s[V],nr[V],no[V],nro[V],nru[V];

short bs|[VB],kcl[VB],kc2[VB],kc3[VB],kc4[VB];
short kl1[VB]={1,1,1,1},k12[VB|={1,1,—-1,1};
short kI3 [VB]={—1,—1,1,1},k14[VB]={—1,1,1,—1};
unsigned int ig,i,il ,j,jl,conf;

unsigned short p,q;

double k1 ,k2,k3,k4,cl,c2,c3,c4,11,12,13,14 ,boltz;
int hl,h2,h3;

FILE xfp;

In der folgenden Headerdatei stdrenising.h werden die néchsten und iibernéchsten
Nachbarn eines Gitterpunktes berechnet, sowie die zu einer Spinkonfiguration s[V] ge-

horende Blockspinkonfiguration bs[V B].

/% Headerdatei stdrenising.h x/
/+x Bereitstellung der naechsten Nachbarn x/
void nachbarn(void)

{
for (il=0;il<V;il+-+){
y=il/N;
x=il —yxN;
xp=x+1,yp=y+1,ym=y —1;
nr | il]=y=*N+xp%N;
no|il]=(yp%N)*Ntx;
nro [ il |=(yp%N)«N+xpZdN;
nru [ il]=((ymN)%N)*N+xp%N ;
}s
}
void blockspin (short xs)
{

for (i1=0;il<VB;il+4+){
p=(2%il)/N; jl=ps«N+2xil;
bs[il]=s[jl]+s[jl+1]+s[jl14N]+s[jI+N+1];
b
}
Die folgende Figurﬁl zeigt die Projektion der RG-Flusses auf die K7, K>-Ebene. Die Menge
aller Punkte im Raum der Kopplungskonstanten, die nach unendlich vielen Transforma-
tionen in den Fixpunkt streben heisst kritische Fldche. Der Schnittpunkt der kritischen
Fléche mit der Linie (K;,0,0) ist die kritische Kopplung des 2d-ISING-Modells auf dem

quadratischen Gitter mit NN-Wechselwirkung.

!Programm muss noch verbessert werden!
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Der Fixpunkt der RG-Transformation bei
K* = (K7, K}, K3) = (0.29976, 0.08709, —0.00123).

Genauere Werte finden sie auf der Homepage von M. HASENBUSCHE. Die kritische Kopp-
lung des 2d-I1SING-Modells mit NN-Wechselwirkung ist bei

K. = 0.4182,

also nicht weit weg vom exakten Wert 1log(1 + v/2) ~ 0.4407. Um die kritischen Ex-
ponenten zu erhalten, muss man die linearisierten RG-Transformation in der Nihe des
Fixpunktes K* untersuchen, also die Matrix

_ 0K,

Tab - 8Kb‘K*

(7.68)
Die Berechnung des entsprechenden Differenzenqotienten bei Annaherung des Fixpunktes
ergibt

1.3590 15560  0.6020
T=| 04342  0.7490 0.1947 | . (7.69)
—0.0045 —0.0099 0.1314

Um die kritischen Exponenten zu finden, miissen wir diese nicht-symmetrische Matrix

’http://linde.physik.hu-berlin.de/~hasenbus/vorlesung.htm
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diagonalisieren,
D LT = NP},
Man findet
A =1.9281 , &' = (0.6051,0.7961,0.2890)
A =0.1789 |, @' = (—0.4091,1.1049, —0.6543)
A3 =0.1324 |, &' = (-0.1814,0.6131,9.7332).
und damit fiir die Exponenten y; in
A = bV, b=2,
die Werte
% =y ~0.947, y,~ —2.483, wy3~ —2.0917. (7.70)

Wir erinnern an das exakte Resultat 1/ = 1 und die Vorhersage der MF-Néherung,

vymra = 0.5. Wir haben einen relevanten RG-Exponenten gefunden. Dies stimmt mit dem

exakten Resultat (fiir h = 0) iiberein.
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Kapitel 8

Skalarfelder

Skalarfeldtheorien sind die einfachsten wechselwirkenden Feldtheorien und werden des-
halb bevorzugt bei einer Einfiihrung in die Quantenfeldtheorie behandelt. Noch wichtiger
als ihr padagogische Wert ist ihr Auftreten als Bestandteil des Standardmodells der elek-
troschwachen Theorie. Das HiGGSs-Teilchen wird darin als 4-komponentiges Skalarfeld
beschrieben, dass mit den anderen Feldern und sich selbst wechselwirkt. Wenn wir (in
Gedanken) die Wechselwirkung mit den anderen Feldern abschalten, dann erhalten wir
eine 4-komponentige selbst-wechselwirkende ¢*-Theorie.

Wir wissen, dass diese Subtheorie des Standardmodells (der HiGGs-Sektor) inkonsis-
tent ist. Eine ¢*-Theorie in 4 oder mehr Dimensionen ist trivial. Die Skalarfelder sind
vermutlich auch dafiir verantwortlich, dass die elektroschwache Eichtheorie nur als effek-
tive Theorie unterhalb eines cut-offs A sinnvoll istEI. Da die elektroschwache Theorie nicht
asymptotisch frei ist, miisste es fiir diese noch einen weiteren nicht-GAUSSschen Fixpunkt
geben. Danach wurde im Rahmen von Gittertheorien bisher erfolglos gesucht.

Sollte das Standardmodell — wie allgemein erwartet — ,trivial* sein, so stellt sich die
Frage nach dem Wert des cutoffs A. Liegt dieser bei ~ 1 TeV oder etwas bei der PLANCK-
Masse? Die Antwort auf diese Frage hingt vom Wert der Masse des HiGGs-Teilchens
ab. Auch deshalb ist die Suche nach dem HiGGs-Teilchen eine erstrangige Aufgabe der
Hochenergiephysik.

Fiir Modelle des frithen Universums spielen Skalarfelder eine zentrale Bedeutung, da
sie in vielen Untersuchungen zur Inflation, Phaseniibergéinge, topologischen Defekten oder
Strukturentstehung eine wichtige Rolle spielen. In diesem Kapitel untersuchen wir skalare
(Gitter)Felder in d Dimensionen. Im Zentrum wird dabei die Behandlung von Systemen
im thermischen Gleichgewicht stehen.

1Es ist aber mdglich, dass eine triviale ¢*-Theorie durch Kopplung an Eichfelder nichttrivial wird.
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8.1 Quantisierung des Skalarfelds

Ich gehe davon aus, dass sie mit den wesentlichen Tatsachen iiber Feldtheorien, wie sie
zum Beispiel in den Vorlesungen Quantenmechanik 1T und/oder Quantenfeldtheorie I
besprochen werden, vertraut sind. Wir betrachten in diesem Kapitel ein reelles Skalarfeld,

¢: R — R, r=(z") = (ct,z) € RY,  ¢(z) €R, (8.1)

das die KLEIN-GORDON-Gleichung (O + m?)¢ = 0 erfiillt. Ein einfacher heuristischer
Ubergang von der Quantenmechanik zur Quantenfeldtheorie geht iiber die Ersetzung

(1) — o(t, ) Z /dd 1 (8.2)

Formal kénnen wir viele Resultate aus Kapitel zwei iibernehmen, wenn wir diese Er-
setzungen vornehmen. So hat zum Beispiel der Vakuum-Erwartungswert zeitgeordneter
Produkte von Feldoperatoren die Funktionalintegral-Darstellung,

0| (z1) - - - p(a,)]0) = / Do ¢(aq) - - - p(y) 5O/, (8.3)

wobei S die klassische Wirkung des Skalarfeldes ist. Hier ist D¢ die Verallgemeinerung
des Integrals iiber alle Wege. Man integriert iiber alle Funktionen ¢ : R? — R. Die
Quantenmechanik ist eine spezielle eindimensionale Feldtheorie, in der man iiber alle
Funktionen ¢ : R — R, also iiber alle Wege integriert. Der Normierungsfaktor 7 ist die
Vakuum-Vakuum Amplitude,

Z = / D¢ e S1Vh,

Ahnlich wie in der Quantenmechanik zu imaginiren Zeiten oder in der Quantenstatistik
fiihrt man die EUKLIDschen Feldoperatoren ein,

(]BECL’) = (ZEE<£B,T) = eTHé(O, e ™ r=(z,71)=(x,—ia"), (8.4)

und beweist formal, dass die thermischen Erwartungswerte von zeitgeordneten Produktion
dieser operatorwertigen Distribution folgende Funktionalintegral-Darstellung besitzen

(TQEE(%)(%E(%»B = Z(lﬁ)treﬁHT(ZBE(lh)"'(ZgE(?Un)
= S [ Peota) s (55)
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wobei § = 1/kgT ist. Es wird iiber alle S-periodischen Funktionen,
¢RI %[0, — R, ¢z, 7+ B) =z, T), (8.6)

funktional integriert. Hier tritt die EUKLIDsche Wirkung Sg auf. Der Normierungsfaktor
in (83) ist die Zustandssumme

Z(B) =e P = / D¢ e SEl/R, (8.7)

Ein Hauptanliegen der Quantenfeldtheorie bei endlichen Temperaturen ist die Berechnung
der freien Energiedichte f = F/V.

Strebt die Temperatur gegen Null oder 3 gegen oo, dann erhalten wir die in ihren
Argumenten symmetrischen SCHWINGER-Funktionen,

S (1, 2,) = (0|Tdg(a1) - du(x,)|0)
B _/ Do ¢(w1) - - - P(ay) eI, (8.8)

Diese sind invariant unter EUKLIDschen LORENTZ-Transformationen, &ndern also nicht
bei SO(d)-Drehungen der Argumente z;. Unter teilweise natiirlichen Annahmen an die
SCHWINGER-Funktionen kann man aus ihnen die vollstindige Quantentheorie im MIN-
KOWSKI-Raum rekonstruieren. Die Vakuumerwartungswerte der zeitgeordneten Produkte
von Feldoperatoren der relativistischen Theorie, die sogenannten WIGHTMAN-Funktionen
W™, sind Randwerte der analytischen WIGHTMAN-Funktionen fiir komplexe Zeiten und
die S™ sind die WIGHTMAN-Funktionen zu imaginiren Zeiten. Im folgenden werden
wir den Index F unterdriicken, da wir ausschlieflich EUKLIDsche Theorien untersuchen
werden.
Das freie Skalarfeld hat die EUKLIDsche Wirkung

1
5i(60) =5 [ d' (V6 Vo + m'e?) (8.9)
und die Funktionalintegrale in (8] werden zu berechenbaren GAUSSschen Integralen. Die

Addition eines Potentialterms fiithrt auf die EUKLIDsche Wirkung des wechselwirkenden
Feldes,

Sp = So+ /dda; V(o). (8.10)

Entwickelt man die Funktionalintegrale (83) oder () in Potenzen der Wechswelwirkung
V', dann erhdlt man die mit Divergenzen behaftete Storungsentwicklung in Form von
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FEYNMAN-Graphen. Der Propagator wird durch Sy bestimmt und die Vertizes durch die
Selbstwechselwirkung V.

8.1.1 Das freie Feld bei endlichen Temperaturen
Fiir das freie Feld mit EUKLIDscher Wirkung

1
So(0) = (6, A9),  A=—-Atm?, (8.11)
wobei (.,.) das Ls-Skalarprodukt bezeichnet, fiihrt die funktionale Integration fiir die

Zustandssumme (B7) auf die Determinante des Operators A, und entsprechend ist

F(B) = ilogdetA (8.12)
20
Der Operator wirkt auf g-periodische Funktionen und diese Randbedingung an die Moden
bedingt die Temperaturabhingigkeit der freien Energie.

Determinanten von Differentialoperatoren treten in vielen feldtheoretischen Untersu-
chungen auf, zum Beispiel bei der semiklassischen Nidherung. Es lohnt sich daher, diese
Determinanten naher zu betrachten. Sei also A ein positiver Operator mit reinem Punkt-
spektrum {\, }. Durch ,beranden* des untersuchten Quantensystems kénnen wir erreichen,
dass die auftretenden Differentialoperatoren diskretes Spektrum haben. Die zu A gehdrige
(-Funktion ist definiert durch die Reihe,

Cals) = DA% (8.13)

die fiir elliptische Differentialoperatoren und geniigend grosse R(s) konvergiert. Die Reihe
definiert die (-Funktion in einer Halbebene der komplexen s-Ebene. Uber eine analytische
Fortsetzung gewinnt man die Funktion auf der gesamten komplexen s-Ebene [50].

Zum Beispiel konvergiert die Reihe (813) fiir den einfachen Operator in (BTIT)) fiir alle
s mit R(s) > d/2 und definiert eine meromorphe Funktion in der komplexen s-Ebene.
Hier ist wichtig, dass in der Umgebung von s = 0 die (-Funktion analytisch ist. Die fiir
Matrizen giiltige Identitét

Ca(s)

ds ’5:0

logdet A = Sp log A= log\, = — (8.14)
wird fiir Operatoren iibernommen, und dies definiert die (-Funktion-Regularisierung der
Funktionaldeterminante. Indem man den Realteil des Arguments s von (4 geniigend gross
wihlt, wird die Determinante regularisiert. Die Fortsetzung der Funktion nach s = 0 ent-
spricht einer speziellen Renormierung. Der Zusammenhang zu anderen 1-Schleifen Renor-
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mierungsschemen ist bekannt.
Mit Hilfe der MELLIN-Transformation kann man die ¢-Funktion mit dem Warmelei-
tungskern von A in Verbindung bringen,

s) = ; ﬁ /OOO dtt°~le ™ = ﬁ /OO dtt*~* Sp (e‘m) : (8.15)

0

Bezeichnet K (t;z,y) der Integralkern des Operators exp(—tA), dann ist
Sp (e = /de(t;x,x), t>0. (8.16)

und die ¢(-Funktionen hat die Darstellung

Cals) = 1"(15) /OOO dtts_l/de(t;x,x). (8.17)

In Anwendungen ist A ein Differential-Operator A, in der Ortsdarstellung. Der Wérme-
leitungskern K erfiillt die Differentialgleichung

% K(t;x,y) = —A,K(t;z,y) und lii%K(t;x,y) =d(x —y). (8.18)
Damit konnen wir die Determinante von A scheinbar wie folgt berechnen: wir konstruie-
ren die eindeutige Losung des Anfangswertproblems (BI8), setzen die Losung K (¢, z,y)
in die Darstellung (8TI0)) fiir die (-Funktion ein und berechnen dann die Determinante
mit Hilfe der Formel (8TI4)). Diese Vorgehensweise hat mindestens zwei Probleme. Fiir
viele Operatoren von Interesse kann man K nicht explizit berechnen und zudem existiert
die Integraldarstellung (BI7) nur fiir geniigend grosse R(s). Es braucht noch die analy-
tische Fortsetzung der (-Funktion nach s = 0. Allerdings geniigt uns die Ableitung der
(-Funktion am Ursprung, und im Gegensatz zur Funktion selbst ist diese Grofe in vielen
Fillen berechenbar. Fiir interessante Anwendungen dieser Renormierungs Methode auf
Probleme der Quantenfeldtheorie verweise ich auf [50, B1].
Fiir den Operator A = —A + m? hat der Wirmekern die Form

K(t;x,x’) Ze {(7’ ' +nB)%+(z— :1:/)2}/4t (819)

47Tt (47t)/2

Der Term mit n = 0 ist der Warmekern zum SCHRODINGER-Operator des freien Teilchens
in R? und die Summe macht daraus den Wirmekern auf [0, 5] x R?"! mit Identifikation
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der Endpunkte des Intervalls [0, 3]. Wir finden

Ca(s) = @47?)6/7‘2/11(5) /dt ts_l_d/ze_m%nzoo e/ (8.20)
Eigentlich ist das Spektrum von —A + m? auf S!' x R4~! nicht diskret und dies zeigt
sich in der harmlosen Volumendivergenz der Zetafunktion. Beim Ubergang zur freien
Energiedichte werden wir diesen divergenten Faktor los. Wir kénnten auch periodische
Randbedingungenin in allen Raumrichtungen fordern und am Schluss der Rechnung den
Limes L — oo durchfiihren. Dieses Vorgehen wiirde fiir die hier betrachtete freie Theorie
zu identischen Resultaten fiihren.
Mit Hilfe der Formel

S (a+1)/2
/ dt tae=t</t = <§> Koot (2\/%) (8.21)
0

konnen die t-Integrale berechnet werden und fiihren auf die Reihendarstellung

md—2s < miB\ 52
§A<s>=<4§)vd/2 o (F(s—§>+4;(75) Kd/zs(nmm) (8.22)

Die Gammafunktion hat einfache Pole an den Stellen 0,—1,—2,..., und 1/I'(s) ~ s. In
unserer Welt mit 4 Raumzeit-Dimensionen benutzt man

T(s—2) 1 a1

O CES ) (e~ PO

um die Ableitung der Zetafunktion am Ursprung zu berechnen. Man findet fiir die freie
Energiedichte

M) . (8.23)

f(B) = L 4 (0) = mn (3 — 2logm? + 64 Z (nmpB)?

983V T 19872
26V 1287 S

Um das Resultat fiir masselose Teilchen zu gewinnen benutzen wir Ky(z) ~ 2/2?%, so dass

. T
lim f(5) = —— Cal4), (8.24)
wobei die in der Zahlentheorie so wichtige Zetafunktion von RIEMANN auftritt,

Crlz) =D n” (8.25)

neN
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Die weiter unten bendtigten Werte dieser Funktion und ihrer Ableitung sind

2 4

€nl0) =5, &) == E®) =1 wnd G(O)= —3logm).  (326)

Sie ist in der ganzen komplexen Ebene regulir, bis auf einen einfachen Pol mit Residuum
1 bei s = 1. Damit lautet die freie Energiedichte und innere Energiedichte fiir masselose
Teilchen ohne Spin

Vi Vi

und  u(3) = 3(3f) = - (8.27)

Fiir die Hohlraumstrahlung miisste man mit dem Faktor 2 multiplizieren, da Photonen
zwei Polarisationsfreiheitsgrade haben.

Um die freien Energie fiir ein freies Gas von massiven Teilchen zu berechnen, entwickeln
wir die BESSEL-Funktion fiir kleine Argumente,

2 1/3
Ky () ~ =t 3 (Z — v —log g) + O(z?) (8.28)
und benutzen die Formel
> log(nmB) = log(mB)¢r(0) — ¢x(0) (8.29)

fiir die mit Hilfe der {-Funktionsregularisierung definierte Summe der Logarithmen. Die
fithrt auf folgende Entwicklung der Energiedichte fiir hohe Temperaturen T > m,

f(B) = _Wlﬂ (128{’3(4) T* — 32¢r(2) m*T? — 8m*(z(0) log %
2

+ {3+ 8¢;(0) + (6 — 87)¢r(0) — 2logm?} m4> + O (%) , (8.30)

mit EULER-Konstanten v ~ 0,5772. Die Werte fiir die RIEMANNsche (-Funktion sind in

®Zd) notiert.

8.2 Effektive Potentiale

Effektive Potentiale sind niitzlich bei der Untersuchung der Phasen und Phaseniiberginge
von Systemen mit Ordnungparameter. In der Feldtheorie ist das konventionelle effektive
Potential die LEGENDRE-Transfomierte der SCHWINGER-Funktion bei Anwesenheit einer
homogenen Quelle, in der statistischen Mechanik ist es die freie Energie bei festgehaltenem
Ordnungsparameter. Es gibt aber alternative Definitionen von effektiven Potentialen.
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8.2.1 Konventionelles effektives Potential

In Anwesenheit einer homogenen dusseren Quelle j hat die Zustandssumme
Z(j) = Sp e PUH=i%) = BV W(B:5) (8.31)

die formale Pfadintegral-Darstellung [24]

PVWEBD — ¢. / D¢ exp (—SE[¢] +j /0 ’ (b(a:)) , (8.32)

wobei in der Quantenstatistik {iber S-periodische Funktionen zu integrieren ist,

1

¢(7— +ﬁa :B) = ¢(T,$), ﬁ - Ta (833)

und V' das rdumliche Volumen bezeichnet. Eine konstante Quelle ist vertraglich mit der
Translationsinvarianz des Systems. W (/3,j) ist bis auf ein Vorzeichen die freie Energie-
dichte fiir das System mit verschobenen HAMILTON-Operator H —jq@. Deshalb strebt die
SCHWINGER-Funktion fiir tiefe Temperaturen gegen die negative Grundzustandsenergie-
dichte W (5 — o0) = —Ey(j)/V dieses Systems. Das konventionelle effektive Potential
erhilt man iiber eine LEGENDRE-Transformation aus der SCHWINGER-Funktion,

L(B,p) = (LW)(p) = Sup (Jo —W(B,7))- (8.34)

Die maximierende Quelle j heisst zu ¢ konjugiert. Im Gegensatz zum mikroskopischen
Feld ¢ ist ¢ ein makroskopisches mittleres Feld.

Ist man ganz allgemein an der Vakuumstruktur einer EUKLIDschen Skalarfeldtheorie
mit LAGRANGEdichte

£lote) = [ e {3votavo) + view | (8.39

interessiert, dann wird die EUKLIDsche Raumzeit €2 im Allgemeinen kein Zylinder S* x
R sein, wie in der Quantenstatistik. Wir wollen deshalb allgemeinere Gebiete Q ¢ R?
zur Quantisierung zulassen. Das ¢-Feld kann auch mehrere Komponenten haben und nicht-
trivial unter einen globalen inneren Symmetriegruppe G transformieren. Das klassische
Vakuum minimiert die klassische Wirkung und ist durch das V' minimierende homogene
Feld gegeben. Sein Wert ist nicht notwendigerweise gleich dem Vakuumerwartungswert

(¢) des Quantenfeldes. Um die Quantenkorrekturen zum klassischen Vakuum zu studieren
setzt man effektive Potentiale ein. Wie in der Quantenmechanik beginnen wir mit der
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Zustandssumme in der Gegenwart einer homogenen dusseren Quelle j

22.0) = [Doeo (—S[¢] i cb(w)) _ W) (5.36)

Wir benutzen das gleiche Symbol 2 fiir das Quantisierungsgebiet und sein Volumen.
Wihlen wir als Raumzeit einen Kasten mit Volumen #V und fordern periodische Rand-
bedingungen, dann ist (836) die thermische Zustandssumme (B32) auf dem Torus. Die
SCHWINGER-Funktion W (£, j) ist strikt konvex, da ihre zweite Ableitung gleich dem
Erwartungswert der positive Groke (M — (M))? ist, wobei

1 d
M= ﬁ/qb(:c)d . (8.37)

das ,raum-zeitlich“ gemittelte Feld ist. Die Erwartungswerte hingen von der Quelle j ab,
da sie mit der Wirkung (B3H) berechnet werden. Aus W(j) kann man den quantentheo-
retischen Mittelwert des Feldes berechnen,

B ngb <Z5<55) e—Slel+i [ ¢ B dw
(o(x)); = [DpedWtife  — dj’

(8.38)

An Stellen wo W nicht differenzierbar ist, darf man diese Formel nur mit Vorsicht anwen-
den. Wir werden darauf zuriickkommen.

Das sogenannte konventionelle effektive Potential T'(, ) ist wie in (834]) die LE-
GENDRE-Transfomierte von W (€2, j). Ist das Minimum ¢ des effektiven Potentials in nicht
entartet, so definiert es den eindeutigen Erwartungswert des Feldoperators im Grundzu-
stand. Die semiklassische Entwicklung um ¢, erzeugt die Einteilchen-irreduziblen FEYN-
MAN-Graphen [54]. Bei einer spontanen Brechung einer Symmetrie mit Ordnungspara-
meter ¢ ist die naive semiklassische Entwicklung fiir I'(¢) ungiiltig. Sie fiihrt auf ein
nicht-konvexes und sogar komplexes I' und muss modifiziert werden [53].

Weiter unten werden wir zwei weitere effektive Potentiale kennenlernen und deren
Beziehung zum konventionellen Potential (834 herausarbeiten. Zur Vorbereitung ist es
niitzlich, vorher eine auf LEGENDRE zuriickgehende Transformation zu besprechen.

8.2.2 Die Legendre-Transformation

Die LEGENDRE-Transformation spielt eine wichtige Rolle in der klassischen Mechanik,
Thermodynamik und Quantenfeldtheorie, und es lohnt sich, ihre wichtigsten Eigenschaf-
ten zu notieren. Im Folgenden seien ¢ und j Elemente einer konvexen Menge im R,

1. Die LEGENDRE- Transformierte einer fiir geniigend grofie Arqumente konvexen Funk-
tion ist immer konver.
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Zum Beweis betrachten das interpolierende Feld
Ya=(1—a)p1+aps, 0<a<l (8.39)

zwischen o1 und s. Es gilt die Abschétzung

Dea) = sup{(1= )G, +ali02) = (1= ) + )W ()

< (1-a) $up {G,0) =W} + asup {(,02) = W)} (8.40)

= (I=a)l(p1) + al(gs),

wobei wir benutzten, dass das Supremum einer Summe kleiner oder gleich der Sum-
me der Supremen der Summanden ist. Damit liegt der Graph von I' unterhalb der
die Punkte (p;,I'(¢;)) verbindenden Strecke. Dies beweist die Konvexitét von I'.

2. Die LEGENDRE-Transformation ist involutiv fiir konvexre Funktionen.
Fiir ein konvexes W gibt es fiir jeden Punkt (jo, W (jo)) eine Hyperebene unterhalb
des Graphen von W. In anderen Worten, es gibt ein von j, abhéngiges g, so dass

W (jo) + (w0, — jo) < W (j) fiir alle j,
oder auch
(0, 7) = W(4) < (¥0,70) — W (Jo)-
Das Supremum der linken Seite beziiglich j ist das effektive Potential, so dass
(o) < (0, Jo) = W (jo)- (8.41)
Schreiben wir dies in der Form
W (jo) < (0, 4o) — T(¢0)- (8.42)

und bemerken, dass die rechte Seite kleiner gleich der LEGENDRE-Transformierten
von I ist, dann folgt

W (jo) < (L*W)(jo)- (8.43)

Deshalb ist die zweifache LEGENDRE-Transformierte immer gréffer oder gleich der
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urspriinglichen Funktion ist. Andererseits gilt
L(p) = (p,0) =W(j) firalle o= W(j) = (¢,j) = T'(¥)- (8.44)
Nehmen wir das Supremum {iiber alle ¢ in der letzten Ungleichung, dann folgt
W(j) = (L2W)(5),

oder dass die zweifache LEGENDRE-Transformierte immer kleiner oder gleich der
urspriinglichen Funktion ist. Zusammen mit der obigen Ungleichung folgern wir,
dass fiir jede konvexe Funktion gilt

(L2 W)(5) = W (). (8.45)

3. Fiir beliebige o und j gilt die Ungleichung von FENCHEL und YOUNG

W(j)+T(e) > (4, ) (8.46)

Sie wird zu einer Gleichung fiir konjugierte Variablen ¢ und j. Diese Eigenschaft
folgt unmittelbar aus der Ungleichung (8244)).

4. Ist die stetige SCHWINGER-Funktion nicht differenzierbar und hat einen Knick, dann
hat I' = LW ein Plateau. Fir ein einkomponentiges Feld ist die Breite des Plateau
gleich dem Sprung von W'. Umgekehrt wird ein Plateau in einen Knick abgebildet.

W) Diese Eigenschaft folgt aus der gra-

phischen Konstruktion der Trans-
formation: I'(¢) ist —L(0), wobei
der Graph der linearen Funktion
L(j) mit Steigung ¢ denjenigen von
W (j) beriihrt. Fiir gegebenes ¢ und
Steigung ¢ eine konvexe und differenzierbare
SCHWINGER-Funktion ist der kon-
jugierte Strom durch die Forderung

—T(p)

definiert, dass L(j) beim konjugier-

J ten Strom tangential an W (j) ist.

In der folgenden Abbildung ist eine typische Situation fiir ein System mit sponta-
ner Symmetriebrechung skizziert. Die SCHWINGER-Funktion hat einen Knick bei
ausgeschalteter Quelle und entsprechend das effektive Potential I' ein Plateau.
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5. Die zweifache LEGENDRE- Transformierte einer fiir groffe Argumente konvexe Funk-
tion die konveze Hille dieser Funktion ist.
Dies folgt sofort aus dem bisher gezeigten Eigenschaften.

T~ 52U¢

6. Fir differenzierbare W und T sind die konjugierten Variablen ¢ und j wie folgt
verbunden,

p=W'(j) ud j=T(g). (8.47)

Ersetzen wir (j, ) durch (p, &) und (W,I") durch (H, L), dann ist dies die bekannte
LEGENDRE-Transformation der klassischen Mechanik von der HAMILTONschen zur
LAGRANGEschen Formulierung.

7. IstT" die LEGENDRE- Transformierte von W, dann ist I',, die LEGENDRE- Transformierte
von Wy. Dabei ist F,(x) die reskalierte Funktion

Fa(z) = oF (i) . (8.48)

al/2

Die LEGENDRE-Transformierte des Monoms mit Exponenten « > 1 ist das Monom
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mit dualem Exponent (3,

o1 1 1
W) = =il <:>F(¢)=B\<p\ﬁ, mit E+B:1' (8.49)

Mit zunehmendem Exponent 3 entwickelt I' ein Plateau von —1 bis 1. Der Exponent
a der transformierten Funktion W strebt gegen Eins und die Funktion konvergiert
gegen die stiickweise lineare Funktion W (j) = |j|.

8. Bezeichnen W”(j) und I'”(j) die Matrizen der zweiten Ableitungen von W und T,
dann gilt

W (i) =1, (jp) dual. (8.50)

Diese Eigenschaft folgt unmittelbar aus den Relationen

02 W 0o, 0°T o
—— = —— und = )
05,07s  0Js 0o, 0ps  Ops

9. Als weitere Eigenschaften notieren wir:
Verhalten unter Translationen:

W(j) = Wi(j) +b = (LW)(p) = (LW1)(¢) = b
W(5) = Wi(j + k) = (LW)(p) = (LW1)(p) — ¢ -k (8.51)

Verhalten unter Inversion:

wmﬁ:WT%ﬁ:wcwxm:~w-wwn(é). (8.52)

Nach dieser Erinnerung an wesentliche Eigenschaften der LEGENDRE-Transformation keh-
ren wir zur Quantenfeldtheorie zuriick.

8.2.3 Effektives Potential in der Quantenmechanik

Wir untersuchen zuerst Quantenfeldtheorien in 14 0 Dimensionen, d.h. quantenmechani-
sche Systeme fiir die der Feldoperator gleich dem Ortsoperator ist. Wir notieren, dass die
SCHWINGER-Funktion konvex ist, da geméf (832) und wegen der Translationsinvarianz
in der EUKLIDschen Zeit

2 B
SWED = [ dr @), =0, (8:53)
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gilt. Die verbundene Zweipunktfunktion wird dabei in Anwesenheit der Quelle, also mit
Wirkung S — j [ ¢ berechnet. Die Kriimmung der SCHWINGER-Funktion ist damit pro-
portional zur Suszeptibilitit. Divergiert diese, dann wird W (3, j) einen Knick aufweisen.
Fiir eine alternative Form der SCHWINGER-Funktion und des effektiven Potentials
erinnern wir uns an die variationelle Charakterisierung der Grundzustandsenergie,

~ Eo(j) = W(j) =sup (jg— ) =sup (jq ~ inf <f1>p) - (8.54)
p P q P pG=q

Fiir niedrige Temperaturen strebt die SCHWINGER-Funktion W (g, j) in (B31]) gegen die

negative Grundzustandsenergiedichte —Fy(7)/V des um —j§ verschobenen HAMILTON-

Operators, in der Quantenmechanik also gegen —Fjy(7). Nach der Variationsprinzip von

RAYLEIGH und Ri1TZ ist deshalb die SCHWINGER-Funktion fiir niedrige Temperaturen,

W (3 — o0, j), gleich der Funktion W in (B34I).

Die Dichtematrizen p bilden eine konvexe und kompakte Menge, so dass das Supremum
des linearen Funktionals p — (j¢ — [:I)p =trp(jq— FI) fiir Dichtematrizen auf dem Rand
dieser Menge, also generisch fiir reine Zustinde angenommen wird. Ist der minimierende
Randzustand ein Gemisch

p=ap+(1—a)p=p, (8.55)

A

mit zwei reinen Zustidnden p, po und « € [0, 1], dann ist (j§ — H),, unabhéngig von a.

Po
Die Zwangsbedingung (¢), = ¢ definiert fiir jedes feste ¢ eine ,Ebene” im Raum der

Zustdnde. Der minimierende Zustand p in

A

I'(¢) = inf (H), (8.56)

Sppd=q

liegt im Durchschnitt dieser Ebene mit dem Rand der Menge aller Zustidnde. Seien nun
p; zwei Zustidnde, welche die Energie unter den Nebenbedingungen (g),, = ¢; minimieren,

A~

T(q) = (H), i=12 (8.57)

Fiir die zwischen p; und ps interpolierenden Zusténde p,, in ([8323) interpoliert der mittlere
Ort g, = (1 — a@)q1 + age zwischen ¢; und ¢o. Es gilt

D(ga) < (H), =1 —a)(H), +a(H) =(1-a)l(q)+al(g). (8.58)

Daraus folgt sofort die Konvexitit des variationell definierten effektiven Potentials (8320
Aus (B354 lesen wir ab, dass W die LEGENDRE-Transformierte des konvexen I' ist und aus
den vorherigen Resultaten iiber die Eigenschaften der LEGENDRE-Transformation folgt,
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dass umgekehrt I' die LEGENDRE-Transfomierte von W ist,

I'(g) =sup (jg—W(j)) und W(j) = Sup (Ja —T(q)). (8.59)

J

Das Infimum von I ist

A ~

infI'(¢) = inf inf (H), =inf(H), = E,(j =0), (8.60)
q q (d)p=q p
also die Grundzustandsenergie des HAMILTON-Operators ohne Quelle.

Der minimierene Ort ¢ ist gerade der Erwartungswert des Ortsoperators im minimie-
renden Zustand p. Ist p rein, dann ist ¢ der eindeutige Erwartungswert von ¢ im Grundzu-
stand. Im anderen Fall kann p als konvexe Kombination von zwei reinen Zustinden p; und
po mit gleichen Energien geschrieben werden. Dann hat jede konvexe Linearkombination
von ¢; und ¢, wobei ¢; = tr p;q ist, denselben Wert von I'. Wir folgern, dass in diesem
Fall I nicht strikt konvex ist. Die Ungleichung (B58) wird dann zu einer Gleichung und T'
entwickelt ein Plateau. Die entsprechende SCHWINGER-Funktion hat einen Knick. Diese
Moglichkeit ist fiir quantenmechanische Systeme mit kurzreichweitigen Wechselwirkungen
allerdings nicht realisiert. Aber Spinmodelle oder Feldtheorien in zwei oder mehr Dimen-
sionen konnen Phaseniiberginge erleiden und in diesen Féllen hat W mindestens einen
Knick und I' mindestens ein Plateau.

8.2.4 Contraint effective potential

Wir folgen hier im Wesentlichen dem Papier [52] in dem das sogenannte constraint effective
potential eingefithrt und diskutiert wurde.

Das Minimum ¢ des konventionellen effektiven Potentials I'(€2, ) ist eindeutig im
endlichen Volumen oder wenn das klassische Potential konvex ist oder aber beides zutrifft.
Ist das klassische Potential nicht konvex, wie in Systemen mit spontaner Symmetriebre-
chung, dann gibt es mehrere minimierende Punkte ¢y von I'(¢) = I'(co, ¢). Diese liegen
auf einer Hyperebene im Targetraum (dem Plateau). In diesem Fall ist das Vakuum durch
['(¢) allein nicht bestimmt, sondern nur durch I'(¢) plus der Richtung, aus dem sich die
Trigger-Quelle 7 dem singuldren Punkt von W annéhert. Der Trigger zwingt das System
in einen reinen Zustand. Wir haben argumentiert, dass der Erwartungswert ¢ in einem
reinen Zustand am Ende des Plateau von I liegt.

Fiir unendliche 2 und nicht-konvexe klassische Potentiale hat die Schleifen-Entwicklung
Probleme und ein direkter nicht-storungstheoretischer Zugang ist wiinschenswert. Dann
ist I' aber eher eine ungeeignete Grofe. Zum Beispiel gibt es keine explizite Pfadintegral-
Darstellung fiir dieses Potential. Eine einfachere und im Pfadintegral-Zugang direkt zu-
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gingliche Grofe ist dagegen das constraint effective potential [52]

exp (—QU(Q, ) = /D¢5(M— ) el M= é/dd:c o(x). (8.61)

Ist die klassische Wirkung (und das Mass) invariant unter der Symmetriegruppe G, dann
ist U(€2, ) ebenfalls invariant. Das constraint effective potential hatten wir fiir das ISING-
Modell bereits in (1) eingeriihrt. Es hat eine einfache wahrscheinlichkeitstheoretische
Bedeutung, da

e~ W ()
P(p) = W (8.62)
die Wahrscheinlichkeitsdichte dafiir ist, das System mit einem mittleren Feld ¢ zu finden.
In Spinmodellen ist ¢ die Magnetisierung. Die Wahrscheinlichkeit dafiir, das System mit
einem ¢ weg von den Minimas von U zu finden, verschwindet fiir 2 — ooc.
Multiplizieren wir beide Seiten von (R&1) mit exp(£2j¢) und integrieren iiber ¢, dann
finden wir

/ Wie=U QD) gy — AW (i), (8.63)

Damit ist W iiber eine LAPLACE-Transformation mit U verbunden. Da I' die LEGEND-
RE-Transformierte von W ist, kann I'(£2, ) aus U(€2, ) eindeutig berechnet werden. Um-
gekehrt ist W die LEGENDRE-Transformierte von I', und U kann aus I iiber eine inverse
LAPLACE-Transformation bestimmt werden. Es gibt eine ein-eindeutige Beziehung zwi-
schen den effektiven Potentialen U(€2, ¢) und I'(€2, ¢).

Nun diskutieren wir den thermodynamischen Grenzfall {2 — oo. In diesem Limes wird
die Sattelpunktsnidherung des gewohnlichen Integrals (BG3)) exakt, und

W(j) = sup (Jp — Uly)) = (LU)(H). (8.64)
©
Deshalb ist wegen I' = LW = L2U das konventionelle effektive Potential I' die konvexe
Hiille des constraint effektiven Potentials U. Obwohl U(€, ¢) fiir endliche Volumen im
Allgemeinen nicht konvex ist, kann man beweisen, dass es im thermodynamischen Limes
Q) — oo konvex wird [52], so dass

L) = U(p). (8.65)

Im unendlichen Volumen sind beide effektiven Potentiale identisch. Im endlichen Volumen
sind sie im Allgemeinen verschieden, insbesondere braucht U(€2, ¢) nicht konvex zu sein.
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Das contraint effektive Potenial ist besonders niitzlich bei der Untersuchung einer
spontanen Symmetriebrechung. Dazu betrachtet man die Momente

ePexp{Q(jp — U(Q dp 1
/ {90 °))} — [ d'zy .. d, (¢(x1) - d(za)) . (8.66)
[ exp {Q(j(p U )}dgp o
d.h. die iiber Raum und Zeit gemittelten SCHWINGER-Funktionen im endlichen System.
Fiir p = 1 finden wir den Erwartungswert des Feldes mit dusserer Quelle,

Im endlichen Volumen bedingt eine Symmetrie U(p) = U(—¢) einen verschwindenden
Erwartungswert bei ausgeschalteter Quelle, (qg)(? = 0. Um ein nicht-triviales mittleres
Feld zu finden, miissen wir zuerst den thermodynamischen Grenzfall durchfiihren und
erst danach den Trigger 7 ausschalten. Verbleibt ein nicht-trivialer Erwartungswert fiir

j =0, dann liegt eine spontane Symmetrierechung vor.
Fiir p = 2 und j = 0 lautet die Formel (80

1 2_Q{jp-U(Q 1 d,. id Q
m/SO MU o — o | ¢ y(@(@)o(y))o- (8.68)
Der Erwartungswert auf der rechten Seite ist die Zweipunkt-SCHWINGER-Funktion, die
nur vom x—y abhéngt. Deshalb finden wir folgende explizite Formel fiir die Suszeptibilitit

des Systems,

fSO e —QU(Q,p) d(p
/ So(z I (8.69)

Ahnliche Formeln findet man fiir die hoheren Momente des Wahrscheinlichkeitsmasses

P(p) in BE2).

8.3 Schleifenentwicklung fiir ']

Um die Schleifenentwicklung (loop-expansion) fiir die effektive Wirkung oder das effektive
Potential zu berechnen zerlegen wir die klassische Wirkung in ihren quadratischen Anteil

So[¢] und den die Selbstwechselwirkung beschreibenden Restterm V]¢] = [ dxz V(¢). Das
erzeugende Funktional

Z0j] = V) = / Doexp (— S8+ (.0), () = / e j(0)é(z),  (8.70)
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mit beliebiger z-abhingiger Quelle definiert das SCHWINGER-Funktional W [j]. Das SCHWIN-
GER-Funktional erzeugt die verbundenen Korrelationsfunktionen.

Seine LEGENDRE-Transformierte I' erzeugt die Einteilchen-irreduziblen FEYNMAN-
Graphen und heisst effektive Wirkung. Fiir eine homogene Quelle ist W[j] bis auf einen
Volumenfaktor die SCHWINGER-Funktion W (j) in (B36). Das konjugierte mittlere Feld
ist dann ebenfalls konstant und fiir konstantes ¢ ist I'[¢] bis auf einen Volumenfaktor
gleich dem konventionellen effektiven Potential I'(¢).

Wir fiihren einen Entwicklungsparameter a ein, der die Schleifen zidhlt. Das Funktional

2= oo (1W0)) = [Doew (<154 160 - Vi) s
hat die strorungstheoretische Entwicklung
26 = S [oo (2 [arv o)) eo (~Lsio+16.0))
—1)m (1

_ Z<T (a/d:cV <5j((sx))>nexp (g/jAFj). (8.72)

Wir haben in Potenzen des Potentialterms V[¢] = [d% V(¢) entwickelt und die resul-
tierenden GAUSSschen Integrale iiber D¢ berechnet. Jeder Propagator wird mit einem

Faktor a und jeder Wechselwirkungsvertex mit einem Faktor 1/a multipliziert. Ein Graph

I=n mul-

mit [ inneren Linien in der n’ten Ordnung Stérungstheorie wird mit dem Faktor a
tipliziert. Die Anzahl unabhéngiger Impulsintegrationen ist gleich der Anzahl Schleifen

L, wobei wegen der Impulserhaltung an jedem Vertex die Beziehung
L=I—-(n-1) (8.73)

gilt. Deshalb ist die Entwicklung in a eine Schleifenentwicklung. Diagramme mit L Schlei-
fen sind von der Ordnung a”~!. Diagramme ohne Schleifen, d.h. der klassische Beitrag zu
W, ist von der Ordnung a~! und die Einschleifenbeitrige von der Ordnung a®.

Im Folgenden wollen wir annehmen, das Quantisierungsvolumen ) habe keine Rénder.
Bei endlichen Temperaturen ist €2 typisch ein Zyliner und bei Temperatur 7" = 0 der ganze
Raum oder ein d-dimensionaler Torus. Fiir Systeme mit Rand ist die Schleifenentwicklung
etwas aufwendiger, sieche zum Beispiel [09].
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8.3.1 Klassischer Beitrag

Mit der Sattelpunktsmethode finden wir fiir a — 0

[roen{-2(st0-Goon } ~ e {-Tur (sl -Go) ). 7

a ¢

und der klassische Beitrag fiihrt auf die LEGENDRE-Transformierte von S,
Woljl = Sup {0, 0) = Slel} = (£5)([5)) (8.75)
Die effektive Wirkung ist nach Definition die LEGENDRE-Transformierte von W, d.h.
Tole] = (£°5) [¢]. (8.76)

Speziell fiir konvexe V' ist das maximierende Feld eindeutig durch die klassische Bewe-
gungsgleichung in Anwesenheit der dusseren Quelle bestimmt,

j(z) = %\Md, (8.77)

und in fiihrender Ordnung ist I' gleich der klassischen Wirkung,
Lo[e] = Slel- (8.78)

Der formale Entwicklungsparameter a kann als Wirkungskonstante in Einheiten von A in-
terpretiert werden. In diesem Sinne ist die a-Entwicklung eine semiklassische Entwicklung.
Dies ist in volligem Einklang mit dem Ergebnis (B78)

8.3.2 Einschleifen-Beitrag

Es sei pq das (7, ¢) — S[¢| maximierende klassische Feld. Wir machen den Ansatz

¢ = pa +Vay (8.79)
mit Fluktuationsfeld ¢) und setzen diesen in S — (j, ¢) ein. Da ¢, diesen Ausdruck mini-
miert, ist

. , a
S16) = 7:6) = Slial = o) + 5 [ V@K@ y)0) + 02, (550

A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 8. SKALARFELDER 8.3. Schleifenentwicklung fiir I'[p] 187

mit Krimmungsterm

K(a,y) = —25 (8.81)
T,Y) = —————| . :
59 (z)0¢(y) lea
Dies setzen wir in (871) ein. Wegen D¢ = const - Dy erhalten wir
Z1j] = exp {a~ Wo[j]} / Dy 3 IVITOE), (8.82)
Die Integration ergibt det™/2 K, und wir finden das SCHWINGER-Funktional
Wil = [ g = Sla] - Glogdet K + 0 (a*). (5.8)

Die Entwicklung von W fiihrt auf eine entsprechende Entwicklung des mittleren Feldes ¢,

W =Y Wl = o) = Y a"eu(a),  gn = ‘EV

(8.84)

Speziell ist in fiihrender Ordnung

e (558
Yo = 5] = Pel 5¢

und bis zur ersten Ordnung gilt

S BID
Pel 5j

P, (8.85)

SW-
@:%ﬁw3f+0@% (8.86)

Fiir den zweiten Term auf der rechten Seite erhalten wir

oWy Wy dp(y)
5j(x) / W o) 53 ()

Fiir den letzten Faktor diirfen wir

dj(x) 629

dp(y)  op(z)op(z)

benutzen. Eingesetzt in (886 ergibt sich

+0(a) = K(z,y) + O(a)

Pcl

SW,
dp(y)

(@) = palc) +a / dy20 L K1) + O(a?). (8.87)
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Nun kénnen wir den Einschleifenbeitrag zur effektiven Wirkung berechnen,

(J, ) — Wo — aWy + O(a?)
(J,¢) = (4, ea) + Sleal — aWig] + O(a®) (8.88)
= Slp] — aWig] + O(a®).

() =

Beim letzten Schritt durften wir ¢, durch ¢ ersetzen, da ¢ ein stationdrer Punkt von
(4,) — S[g] ist und der dabei entstehende Fehler von der Ordnung O(a?) ist. Fiir einen
homogenen Strom ist ¢ ebenfalls homogen und wir finden fiir das effektive Potential
() = Tp]/Q die einfache Formel

() =V(p) + % log det K (i), (8.89)

wobei wir durch die Ersetzung a — h die explizite h-Abhéngigkeit wiederherstellten. Wir
betrachten ein einkomponentiges ungeladenes Skalarfeld mit EUKLIDscher Wirkung

1
5= / I <—§(¢, Ad) + V(¢)) . (8.90)
Die zweite Ableitung der Wirkung ist
K(z,y) = (=A+V"(¢))d(z —y). (8.91)

und wir verbleiben mit der Berechnung der Funktionaldetermiante,

n logdet (—=A +V"(p)) . (8.92)

Plp) =Vip) + 55

Fiir konstantes ¢ konnen wir V" als effektive Masse behandeln. Wéhlen wir fiir ) einen
Zylinder mit periodischer EUKLIDscher Zeit, dann diirfen wird das Resultat (830) mit
der Ersetzung m? — V" < T? fiir die regularisierte Determinante {ibernechmen. Wir
zerlegen das effektive Potential bei Temperatur 1/3 in einen ,Vakuumanteil“ und einen
thermischen Anteil,

T(p) =TT(p) +T7%(p) (8.93)

mit
D) = Vie)+ gV g L, (5.94)
I0) = T RV T - ) g T (899
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Dabei wurde ein dem Problem angepasster Massenparameter p eingefiihrt. Tatséchlich
stimmen die Resultate [E94RIH) und (®30) nur bis auf einen Term proportional zu
V"(p)? iiberein. Dieser hat fiir eine stérungstheoretisch renormierbare Theorie dieselbe
Form wie das klassische Potential V' und kann durch eine endliche Renormierung der
Paramater in V absorbiert werden. Diese Anderung der Parameter ist von erster Ordnung
in der Schleifenentwicklung und die neuen Parameter diirfen in den Einschleifenbeitrigen
benutzt werden.
Wir betrachten das Potential

mg o Ao

V(g) = —51¢" + 0" (8.96)

Fiir schwache Kopplung und hohe Temperaturen ist die effektive Massse

h
m*(T) = —m? + ZATQ. (8.97)

und wechselt ihr Vorzeichen bei

_ 4Am?

T.=—. 8.98
0 (8.98)

Oberhalb dieser Temperatur ist der Ursprung ein Minimum und unterhalb ein Maximum.
Fiir schwache Kopplungen ist T, eine gute Ndherung fiir die kritische Temperatur des Sys-
tems mit Zy-symmetrischen Potential (890). Erwdrmt man das bei tiefen Temperaturen
spontan gebrochene System, dann wird fiir 7" > T, die Symmetrie wiederhergestellt. Es
ist die CURIE-Temperatur fiir die ¢*-Theorie mit Ordnungsparameter .

Fiir nicht-konvexe V' (¢) wird das storungstheoretische effektive Potential komplex an
Stellen, wo die Kriimmung von V' negativ ist. Im Gegensatz zum exakten Potential ist es
in der Schleifenenwicklung weder konvex noch reell. Eine verbesserte Approximation ohne
diese Probleme wurde in [53]| entwickelt.
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Kapitel 9

Skalares Gitterfeld

In den kommenden Abschnitten des Kapitels machen wir von der Gitterregularisierung
der Funktionalintegrale Gebrauch. Wir diskretisieren die EUKLIDsche Raumzeit R und
ersetzen sie durch ein d-dimensionales Gitter A. Fiir ein endliches A geht das forma-
le Funktionalintegral in ein gew6hnliches |A|-dimensionales Integral iiber, dass mit den
Methoden der statistischen Mechanik behandelt wird.

In der Gitterregularisierung des EUKLIDschen Funktionalintegrals (83) wird die Eu-
KLIDsche Raumzeit R? durch ein d-dimensionales Gitter A ersetzt und das Skalarfeld ¢
auf R? durch ein Gitterfeld (eine 0-Kette),

o= ¢ul2) =) o(x) (). (9-1)

zEA zEA

Das Gitter A C Z¢ wird oft sowohl aus theoretischen wie auch aus praktischen Griinden
zunichst als endlich angenommen. Als Randbedingung auf dem hyperkubischen Gitter
wird meistens eine der folgenden Bedingungen auferlegt:

e Periodische Randbedingungen

o(x + Le,) = op(x), p=1,...,d. (9.2)

Mit diesen Randbedingungen wird das Gitter zum Torus und die Skalarfeldtheorie
ist invariant unter diskreten Translationen.

e Feste Randbedingungen ¢|s) =fest.

e Offene Randbedingungen: In diesem Fall ist die Wechselwirkung der Felder mit den
Nachbarfeldern am Rand 0A abzuéndern, so dass nur Wechselwirkungen innerhalb
des Gitters bestehen. Bei Festkorpern sind diese Randbedingungen am natiirlichsten,
allerdings konnen Oberflichenphinomene auftreten.
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e Antiperiodische Randbedingungen: Diese dienen dazu, unerwiinschte langreichwei-
tige Korrelationen zu unterdriicken oder kiinstliche Grenzflichen zu erzeugen.

Verallgemeinerungen von periodischen Randbedingungen sind in Gittereichtheorien be-
liebt. Wir werden in diesem Kapitel periodische Randbedingungen auferlegen.

9.1 Das freie Skalarfeld

Die EUukLIDsche Wirkung des freien KLEIN-GORDON Feldes (8d) soll nun durch eine
Funktion des Gitterfeldes ersetzt werden. Es ist naheliegend, die partiellen Ableitungen
durch Differenzen der Felder an benachbarten Gitterpunkten zu ersetzen. Wir erinnern
daran, wie der Co-Randoperator d auf eine 0-Kette wirkt,

o= (6(x) = o(y)) (yz). (9.3)
(zy)

Mit dem im Abschnitt eingefiihrten inneren Produkt zwischen Ketten konnen wir die
diskretisierte Wirkung wie folgt schreiben,

S = 3 (do,d0) + (6.6) = 53 (9a) o)’ + 2 3 H(x)
(zy) r

Lo 2
= S +2d) ) - ooty (9.4
z (zy)
Interpretieren wir ¢ als Vektor in RY, dann lautet die rechte Seite

d
1
5= §(¢’ K¢), K(v,y)= (m2 + 2d) Oy — (5w,y+eu + 5964/—6”)' (9.5)
—1

I

Fiir eine positive Masse m ist die symmetrische Matrix K positiv.
Die Bestimmung der 2-Punktfunktion der freien EUKLIDschen Theorie reduziert sich
auf die Berechnung eines einfachen GAuUSSschen Integrals,

(p(x)o(y)) = % / Do ¢(z)p(y) e 2 HK?)
7= [Doeter, Do = [[asta) (9.6

TEA

Derartige Integrale wurden im zweiten Kapitel besprochen. Wir finden folgenden Propa-
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gator fiir das KLEIN-GORDON-Feld auf dem Gitter,

(d(2)0(y)) = (K~ ')(x,y) = G(z,y). (9.7)

Zu seiner Berechnung suchen wir die Eigenfunktionen und Eigenwerte der symmetrischen
ToEPLITZ-Matrix K. Diese hingen von den Randbedingungen an das Skalarfeld ab. Fiir
die hier gewéhlten periodischen Randbedingungen auf dem hyperkubischen Gitter ist
K zirkulant. Die Anzahl Gitterpunkte in jede Richtung sei N, so dass die Gesamtzahl
Gitterpunkte V = |A| = N ist.

Wegen der Translationsinvarianz auf dem diskreten Torus haben die V' orthonormier-
ten Eigenvektoren ¢, der symmetrischen Matrix K die Form

N
1 : :
op(x) = 7 exp (ipr) mit pr = Zpﬂx”. (9.8)
pu=1

Wegen der periodischen Randbedingungen liegen die Gitterimpulse auf dem dualen Gitter,

2
pﬂ:%nﬂeA*, n, €{1,2,...,N} (9.9)

Die zugehdrigen V' Eigenwerte lauten

A(n) =m? +2d — 2 Z cos(p,) =m® +p°, P, = 2sin(ip,). (9.10)
n

Fiir den Propagator ergibt sich die Reihendarstellung

11”3C Y)

-y elgel) o Z 2 ©o.11)

Diese Reihe enthélt V' Terme. Fiir Gitter mit unterschiedlichen Kantenldngen L, ..., Ly
muf in der obigen Formel n,/L durch n,/L, ersetzt werden.

Im thermodynamischen Limes N — oo fiillen die Gitterimpulse die BRILLOIN-Zone
(0,27]¢ aus. Die RIEMANNsche Summe (1))

ez

(6(2)6(0) = P
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mit Ap, = 2w /L, strebt dann gegen das folgende INTEGRAL iiber die BRILLOIN-Zone,

(B(2)6(0)) =F / gty

(2m)@ m? + p?
1 2 cos(px) P
=—— [ b, = 2sin . 9.12
(27r)d/0 Py Pem 2805 (0.12)

Die Zweipunktfunktion auf A = Z¢ ist reell, invariant unter Gittertranslationen und Ro-
tationen die das Gitter in sich {iberfiihren. Auf der Diagonalen ist ihr Wert

(9(0)9(0)) = Cpp = ——— (9.13)

In der folgenden Abbildung sind die (normierten) Werte der Zweipunktsfunktion fiir drei
Massen an den Gitterpunkten x =0, ..., 20 geplotted.

a—{(o(2)¢(0))
« e m2 =9
. / m? = .05

Die exponentiellen Fits exp(—maz) fiir ganzzahlige = sind hervorragend. Fiir reelle x os-
zilliert das Integral (@12)) allerdings enorm um den exponentiellen Fit.

9.1.1 Fehlende Leibniz-Regel auf dem Gitter

Einige Probleme von Gitterfeldtheorien sind in der fehlenden LLEIBN1Z-Regel begriindet.
Man kann nidmlich beweisen, dass es keine Gitterableitung gibt, welche diese Regel erfiillt.

Lemma Ein linearer Operator D auf Map(A, C) — Map(A, C), der die LEIBNIZ-Regel

D(f-g9)=(Df)-g+f-(Dg), Vfg:A—=C, (9.14)

erfillt, ist trivial, D = 0.
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Beim Beweis benutzen wir die LEIBNIZ-Regel in Komponentenform. Eine Gitterfunk-
tion f eMap(A, C) wird mit dem entsprechenden V-komponentigen Vektor f(x) identifi-

ziert und der lineare Operator D mit einer V' x V-Matrix Dy,

(Df)(x) = Da.f(2). (9.15)

zEA

Dann lautet die LEIBN1Z-Regel
> Def(2)9(2) = 9(2) Y Daaf(2) + f(2) > Dazgl(2). (9.16)

Waihlen wir fiir f und g die charakteristische Funktion d,, wobei d,(z) = J, . ist, dann
vereinfacht sie die Regel (@I6) zu

Day = Duybyz + Dby (9.17)

Daraus folgt sofort D,, = 0 fiir alle z,y € A. Das obige Lemma schliesst nicht aus, dass
fiir spezielle Gitterfunktionen die LEIBNIZ-Regel gilt.
Fiir periodische Gitterfunktionen werden wir fordern, dass

> (Df)(x) =0 (9.18)

TEA

gilt, in Anlehnung an die entsprechend Formel fiir Felder auf R%. Die Links- und Rechts-
ableitungen auf dem Gitter erfiillen diese Forderung.

9.2 2-Punktfunktion als Wegintegral

Wir werden nun zeigen, dass sich die 2-Punktfunktion des freien KLEIN-GORDON Feldes
darstellen ldsst als ,,gewichtete Summe iiber alle Wege* von = nach y. Diese Darstellung
ist niitzlich fiir Abschitzungen und Naherungen. Wir betrachten die Grofe

G(xr)=e* Z e M =eH Z Py(x)e (9.19)
Wege 0—x {=0

auf dem unendlichen Gitter. Dabei ist ¢ die Linge des Weges (in Einheiten des Gitterab-
standes) und g ein noch festzulegender Parameter. P,(z) ist die Anzahl Wege der Lénge
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¢ von 0 zum Punkt = € Z%. Fiir P, gibt es eine erzeugende Funktion,

(eim fe P 4 eiPd 4 e—ipd)z = Z Py(z) el (P1z1+-APpaza) (9.20)
erd

Zum Beweis multipliziert man die linke Seite aus. Dabei ergibt sich eine Summe iiber
alle moglichen Kombinationen von jeweils ¢ Faktoren e*®«. Jeder dieser Terme ist in
eindeutiger Korrespondenz zu einem Weg der Linge ¢ auf dem Gitter, indem e*®» als
Schritt in die £ Richtung interpretiert. Die Summe {iber = konvergiert, da P(z) = 0 fiir
alle Punkte x, deren Abstand von 0 grofer £ ist.

1 In der Abbildung links sind beispielsweise

die Anzahl Wege der Liange 3 auf einem

2-dimensionalen quadratischen Gitter ange-
3 9 3 deutet. So fithren 9 verschieden Wege der
Lange ¢ = 3 vom Ursprung (durch einen

! ! ! ! Punkt gekennzeichnet) zu jedem néchsten
3 9 3 Nachbarn. Fiir £ = 3 gibt es keine Wege

3 3 zu den iibernichsten Nachbarn. Offensicht-

. lich ist P3(z) = O fiir Punkte z mit einem

Abstand grofer als 3. Die Anzahl Wege der
Linge 3 ist (2d)® = 64

Die Integration der Exponentialfunktion exp(ipz) iiber die BRILLOUINzone p,, € [0, 27)
ergibt 0, solange der Exponent nicht verschwindet. Damit konnen wir die Polynome F,
wie folgt gewinnen,

1 2m . . ‘ ‘ ‘
Py(x) = —(27r)d /0 ddp e~ " (e”’l +e P4 e} e_’pd)

‘ (9.21)

Eingesetzt in (@I9) erhdlt man eine geometrische Reihe,

—u 2 ]
G(z) = (;T)d /0 dp e~ P ; {2e7#(cosp1 + ...+ cospa) }Z

Y P e 9.2
B (27T)d/0 b 1—2er}" cosp, (9:22)

1 21 g efipg:
- 2 d/ dp s 2 Pu :
(2m)4 J, et —2d+4%" sin®

Wir erkennen die Integraldarstellung der Zweipunktfunktion des freien KLEIN-GORDON-
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Feldes ([I12), vorausgesetzt wir wihlen
e —2d = m?. (9.23)

Die Auflésung nach p ergibt

1 1
(@20 = 2 > T (9.24)

Wege 0—x

9.3 Molekularfeldnaherung

Wir haben die Molekularfeldnéherung fiir SPIN-Modelle bei der Diskussion des ISING-
Modells bereits kennengelernt. Dort wurde die Wechselwirkung eines Spins mit seinen
Nachbarn durch seine mittlere Wechselwirkung mit allen Spins ersetzt. Diese Methode
kann auf eine skalare Gitterfeldtheorie mit linearem Targetraum unmittelbar angewandt
werden. Wir wihlen hier aber einen anderen Weg, der iiber die variationelle Charakteri-
sierung der Zustandssumme und der effektive Wirkung fiihrt (siehe zum Beispiel [I7]). Es
sei v ein Wahrscheinlichkeitsmass mit Dichte p > 0 auf dem Raum der Gitterfelder,

du(¢) =p(¢) Do, Do =[] do(), (9.25)

TEA

Die BOLTZMANN-GIBBS-SHANNON-Entropie ist definiert als

Su(u) = — / D p(6) log (). (9.26)

Die Zustandssumme hat nun folgende variationelle Charakterisierung,

log 7 = — inf ( / du(6) S(6) — hSB) | (9.27)

Das Infinmum ist beziiglich aller Wahrscheinlichkeitsmasse zu nehmen. Beim Beweis mi-
nimiert man den Ausdruck in den Klammern plus den Term \( [ du(¢) —1) mit LAGRAN-
GEschem Multiplikator . Das eindeutige Infimum beziiglich aller Wahrscheinlichkeits-
masse ist das GIBB-Mass,

1
du(gb):fe_s[‘b]/hpgb mit 7 = / Dpe SR, (9.28)
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Die effective Wirkung ist nun

I

I[ip] = inf (/ du(9) S[¢] — hSg(n) ) /dﬂ(¢)¢ = 90) : (9.29)

Hier wird beziiglich aller Wahrscheinlichkeitsmasse p mit gegebenem mittleren Feld mini-
miert. Das resultierende I'[¢] ist konvex, da die Menge der Wahrscheinlichkeitsmasse kon-
vex ist. Es ist die LEGENDRE-Transformierte des SCHWINGER-Funktionals. Zum Beweis
erzwingt man die Nebenbedingung in (229) mit Hilfe eines LAGRANGE-Multiplikatorfeldes
j(x). Zuerst minimiert man

rll = inf [ dute) {101~ [ i) (o) — pta) } ~ n) ).

o
beziiglich aller Wahrscheinlichkeitsmasse und findet die Losung

1 . ) )
d,uj(gb) — m eS8/ ht+(4:9) D¢ mit Z[j] = /Dgf) e Sl/h+00) = W (9.30)

Eingesetzt in (@29) findet man folgende einfache Formel fiir T,

worin die Quelle 7 so zu wihlen ist, dass die Nebenbedingung an das gemittelte Feld in

@29) erfiillt ist,

o(z) = / dyii($)(z) = I (9.32)

Das Resultat (I31]) zusammen mit der Nebenbedingung (L32) bedeuten, dass I' die LE-
GENDRE-Transformierte der SCHWINGER-Funktion ist,

[le] = sup ((4, ©) = Wj]) = (LW)]g)]. (9.33)

J

Nun bestimmen wir die Molekularfeldnaherung zu I'[¢]. In dieser N&herung ldsst man in
der Minimierung in (Z29) nur Produktmasse zu,

dp(0) = [ [ dve(ea),  dva(d) = pa(9)do. (9.34)

Dabei ist v,(¢) ein Wahrscheinlichkeitsmass auf dem Targetraum des Skalarfeldes. Hier
sieht man den ersten Vorteil der variationellen Methode. Die Ersetzung der Wechselwir-
kung von ¢(z) mit seinen Nachbarn durch die mittlere Wechselwirkung mit allen Spins ist
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problemlos moglich nur fiir lineare Targetraume. Fiir die variatonelle Methode entféllt die-
se Einschrinkung. Die variationelle Methode zeigt auch, dass die Molekularfeldndherung
I'yr die exakte effektive Wirkung I' von oben beschrankt,

Turle] > Tl (9.35)

Im Gegensatz zur Menge aller Wahrscheinlichkeitsmasse ist die Teilmenge der Produkt-
masse nicht konvex und deshalb braucht I'yr nicht konvex zu sein.
Zur Berechnung von I'yr notieren wir

plogp =[] p. > logp.,

so dass die Entropie des Systems die Summe der Entropien auf den Gitterpunkten wird,

SB(V) - ZSB(Vx)a SB(Vx) - - /d¢p$(¢) logpx(¢) (936)

T

Die Zwangsbedingung in (29) faktorisiert,

/ va(6) 6 = s (9.37)

Um fortzufahren setzen wir die Standard-Wirkung

6] = X (5(70n)" + V() (0.39

xT

fiir das Skalarfeld voraus. Mit Beriicksichtigung der Nebenbedingung ((31) gilt
1
[t = X (370 + [ ano)Viens)) (9.39)

wobei wir das verschobene Potential

V(p,0) =d(p—¢)" +V(9). (9.40)

mit V (¢, ) = V(¢) einfithrten. Deshalb ist die Molekularfeldndherung fiir die effektive
Wirkung gegeben durch

Purle] = 3 (5700 + Uue(or) ) it

xT
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tunte) = it { [ (Vi) +ioep@)| [atero=e}.  oan

Fiir das minimierende Wahrscheinlichkeitsmass findet man

Av(6) = — VO dg, Vy(g) = d6* + V(6), 20j) = / dg &™) (9.42)

<0
wobei j aus der Selbstkonsistenzgleichung (Gapgleichung)

. dwo

o= [av@ro="  ul)=logaly (9.43)
zu berechnen ist. Fiir das minimierende Mass dv(¢) in (42) vereinfacht sich Uy zu

Unir(p) = —do® + jio — wo(j) = —dp® + (Lwp) (). (9.44)

Ist das mittlere Feld x-abhingig, so hingt die Quelle ebenfalls von x ab. Die effektive
Wirkung in der Molekularfeldapproximation lautet

Tusle] = 3 (576" + Uue(er)) (9.49

T

Wir betrachten nun eine homogene Quelle j. In dieser translationinvarianten Situation
sind die dv, und das mittlere Feld z-unabhéngig. Setzen wir T'yr[p] = QT'yr(p), dann
finden wir das effektive Potential in der Molekularfeldapproximation,

Tur(p) = Unr(p) = —dgp® + (Lwo) (). (9.46)

Man kann zeigen, dass Uyr die Molekularfeldapproximation fiir das constraint effective
potential ist, siehe [57]. Da Uyr das konvexe konventionelle effektiven Potential I'(¢) nach
oben beschrinkt, ist seine konvexe Hiille

(L*Unr)(p) = T(e) (9.47)

eine noch bessere Approximation fiir I'(¢). Diese verbesserte Approximation heisst MAX-
WELL-Konstruktion.

Fiir die freie Theorie mit V(¢) = 2m?2¢? ist bis auf eine additive Konstante

1
2

1j2 1 2 2

wo(j) = 575, (Lwo)(p) = smap®, my=m’+2d,
2m2 2

und das effektive Potential ist gleich dem klassischen Potential, Uyr(p) = V(p). Fiir die
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¢4—The0rie mit Potential
m? 9, Ay
V(g) ="+ ¢ (9.48)

ist die strikt konvexe ,,SCHWINGER-Funktion*

A
—¢4> , mi=m’+2d. (9.49)

2
wo(j) = log/dgbexp (j¢ — %(ﬁ? -7

Fiir die Lokalisierung eines Phaseniibergangs im Raum der Parameter (m, \) bestimmen
wir die zweite Ableitung von wy(7) am Ursprung,

1m?2 Kzu(z) — Ky9(2) 1 3 3 m2
" d 3/4 1/2 ¥
= —-— . = —. 9.50

Fiir das Zsy-symmetrische Potential (@248 hat das ebenfalls symmetrische wg(j) seinen
Minimum am Ursprung und ¢(j = 0) = 0. Nach (B3A0) ist die Kriimmung von Lw, am
Ursprung gleich

oy = 22 Ku2) _ 315
(Lawo)"(0) = S NCES e d<1+ - +) (9.51)

Deshalb dndert das Vorzeichen der Kriimmung von Uy in (&48) am Ursprung fiir

2\ K1/4<Z) 9 3 5
2d = — = 1+—— R 9.52
m Ksa(2) — Kiy2(2) ma\ 8z 642 N ( )
Fiir schwach gekoppelte Systeme gilt
m? 3 3 3\ 8A
—— =4 ... =—(1—-—4+...|. 9.53
2d 8z 822 * m2 ( 2 * ) (9:53)

Vernachlissigen wir auf der rechten Seite Terme der Ordnung O(A3), dann hat diese
Gleichung die beiden Losungen

2 1 2
ACZT—g<1i 1+ 5m>. (9.54)

3

Nur fiir diejenige mit dem negativen Vorzeichen der Wurzel verschwindet, wie erwartet,
die ,kritische Masse® fiir A = 0. Wihlen wir diese Losung, dann muf der Parameter m?
negativ sein, damit A, positiv ist.

In den folgenden Abbildungen sind das effektive Potential Uyp und das klassischen
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Potential

V(g) = MNo* = 1)°, (9.55)

fiir verschiedene Werte von A abgebildet. Der Graph von V(¢) ist in grau, derjenige von
Unir in schwarz geplotted. Das octave-Programm zur Berechnung von uyp findet sich im
Anhang zu diesem Kapitel.

UMF ) Vv

d=3
A=1

Mit zunehmender Dimension liegen die Minimas des nicht-konvexen Uyr ndher an den
Minimas des klassischen Potentials.
In den folgenden Abbildungen sind das Zs-symmetrische klassische Potential

V(g) = ¢® = 3¢" + g’ (9.56)

und das effektive Potential Uyr in 3 Dimensionen fiir verschiedene Werte von p geplottet.

Unir, V/ Unir, V/
¥ ¥
UMFa vV
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Das System zeigt in der Molekularfeldndherung einen Phaseniibergang schwach erster
Ordnung. Fiir p etwa kleiner 2 liegt eine gebrochene Phase vor. Fiir u ~ 2 springt der
Ordnungparameter auf den Wert 0.

9.4 Kontinuumslimes fiir freies Feld

Wir fithren nun explizit eine Gitterkonstante a ein, sie entspricht der Intervall-Linge € im
2. Kapitel, und berechnen den Kontinuumslimes a — 0 fiir die 2-Punktfunktion. Es ist
hier vorteilhaft die Gitterpunkte mit n € Z* (statt mit x), die Impulse mit & (statt mit
p) und den Parameter m mit mj, zu bezeichnen. Ausgangspunkt unserer Betrachtungen
ist die FOURIERdarstellung (12))

G(n)—L/dekﬂ k —2sin@
R e A b

in welcher wir n = x/a, k = pa und mj = am setzen,

a\d 1 eire 2 ap
G :(—) — [ 4 o p, = leinPe 9.57
($) o az/B D m2+ﬁ2 pu aSlIl B ( )
Die Impulsintegration erstreckt sich iiber die BRILLOIN-Zone B = [—7/a, 7 /a]?¢, die im

Kontinuumlimes gegen R? strebt. Diese Funktion erfiillt die lineare Differenzengleichung

— Z (z + ae,) — 2G(x) + G(x — ae,)) + (am)*G(z) = (i)d/ d?p e = §,.

2

Wir definieren nun die reskalierte 2-Punktfunktion

Cule) = —— G(a) = — / iy (9.58)

qd—2 (2m)d m2 + p2’
welche folgender Gleichung gehorcht,
. . ) ~ 1
— Z = ( (x +ae,) — 2G,(x) + Go(x — aeﬂ)> + m*Gy(z) = Eéx’o'
Die rechte Seite strebt im Kontinuumslimes gegen die DIRAC-Distribution,

1 a—0

a0 2 6(a), (9.59)
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und damit strebt diese Differenzengleichung gegen die lineare Differenzialgleichung
(—A+ mz)é(x) = 0%z), wobei lir% G,=G. (9.60)
Es ist die Bewegungsgleichung fiir die Zweipunktfunktion des freien EUKLIDschen Feldes
mit Masse m. Dass das Integral ([IO8) fiir die Zweipunktfunktion G fiir a — 0 gegen
1 T ipT
/ ddp — (9.61)

(2m)d m?2 + p?

—00

strebt, ist allerdings nicht offensichtlich. Bei Grenziibergang werden die Integrationsgren-
zen zunehmend gréfer und man darf die Sinus-Funktion nicht einfach entwickeln. Man
kann aber zeigen, dass fiir x # 0 die grofen k-Werte zum Integral wegen der raschen
Oszillation der Exponentialfunktion nicht beitragen. Abschliefend einige Bemerkungen
zu unserem Ergebnis:

e Die Reskalierung (@58) der GREENschen Funktion entspricht einer Feldrenormie-
rung. In der EUKLIDschen Wirkung auf Z¢,

2
_ 2 my, 2
S=3 <Z> (6(m) —o(n)"+ =E D ¢*(n) (9.62)
sind sowohl der Parameter m, als auch das Gitterfeld ¢ dimensionslos. In der Kon-
tinuumstheorie wird die Summe iiber alle Gitterpunkte zu einem Integral iiber R?

und die Differenz ¢(m) — ¢(n) zu einer Ableitung. Deshalb hat im Kontinuum ein

Skalarfeld die Dimension [¢] = [Linge]~(4=2/2. Ein Kontinuumslimes in der Wir-
kung
g 1 a? d ((b(:c—kaeu)—(b(:c))Q m?
=3 2 g o2 rads)
z€(aZ)4 p=1
1 _ _ s
- 3 / dz ((V(b(x),V(b(:c)) —|—m2¢2(a:)> (9.63)

verlangt folgende Reskalierung des Feldes

1

0(m) — (x) =~ dlam). (9.64)

Das iibertrégt sich auf eine Renormierung der n-Punktfunktion

G(my,...,my) — G(z,...,2,) = a DG (amy, ..., am,). (9.65)
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e Fiir groke Werte des Arguments fallen die 2-Punktfunktionen der Gittertheorie und
der Kontinuumstheorie exponentiell ab,

G(n) me|nf>1 e~mLin| é(x) 21 el (9.66)

)

e Fiir grofe Werte des Arguments |n| > 1/my wird G(n) ndherungsweise drehinva-
riant. Diese Eigenschaft ist notwendig fiir ein SO(d)-invariante Korrelationsfunkti-
on im Kontinuumslimes. Obwohl die Gitterregularsierung die Drehinvarianz bricht,
wird diese im Kontinuumslimes wieder hergestellt.

Beim Kontinuumslimes treten vier Grofen auf:
1. Die dimensionslose nackte Masse my, in der Gitterwirkung (B.62).

2. Die dimensionslose Korrelationslinge auf dem Gitter &, ergibt sich aus der 2-
Punktfunktion,
1 log G(n)

— = — lim

& e (9.67)

Im Allgemeinen ist £, eine Funktion von mj und eventuell weiteren nackter Kopp-
lungskonstanten. Fiir das etwas spezielle freie Skalarfeld ist £, = 1/my.

3. Die physkalische Masse m des Teilchens, das durch das Feld ¢ beschrieben wer-
den soll. Diese hat die Dimension einer Masse oder einer inversen Linge und der
numerische Wert ist experimentell vorgegeben.

4. Der Gitterabstand a ist definiert durch

1
a=—7. 9.68
m&r(myr) (568)
Durch Wahl der nackten Masse my, ergibt sich die Korrelationsldnge in Gitterein-
heiten, £, = &/a, und diese soll die physikalische Masse beschreiben. a ist also
eine Funktion der physikalischen Masse m und des vorgegebenen dimensionslosen
Parameters my.

Wir konnen die Verhéltnisse auch unter einem anderen Gesichtspunkt interpretieren. Dem
Abstand zwischen zwei nichsten Nachbarn auf dem Gitter wird zunéchst willkiirlich ein
physikalischer Abstand a zugeordnet. Auferdem soll ¢ ein Teilchen der Masse m beschrei-
ben. Das dimensionslose Produkt am entspricht der inversen COMPTON-Wellenldnge des
Teilchens in Einheiten der willkiirlich gewdhlten Gitterkonstanten. Diese Zahl soll iden-
tisch zur (dimensionslosen) inversen Korrelationslinge £;* des Feldes auf dem Gitter sein.
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Dadurch wird bei Vorgabe von a und m der nackte Parameter mp (&) festgelegt. Eine
Anderung der (unbeobachtbaren) Gitterkonstanten a kann durch Anderung des (ebenfalls
unbeobachtbaren) nackten Parameters mj, kompensiert werden, so dass die physikalischen
Grofsen unveréndert bleiben. Man sagt, die Physik sei konstant lings der Trajektorie
mp(a).

Der Kontinuumslimes besteht also im Wesentlichen aus zwei Schritten:

Die freien Parameter der Gittertheorie (hier mj) miissen so gewihlt werden, dass die
Korrelationsldngen im Vergleich zum Gitterabstand sehr groft werden, also &, > 1 oder
& > a gilt. Fiir das freie KLEIN-GORDON-Feld bedeutet dies, dass der Parameter m sehr
klein gewdhlt werden muss, damit die 2-Punktfunktion im Vergleich zum Gitterabstand
langreichweitig wird.

Fiir jeden freien Parameter muss eine Grofe des Gittermodells an eine entsprechende
Groke der Natur (z.B. physikalische Massen) angepasst werden. Durch diesen Schritt
wird dem Gitterabstand eine physikalische Linge zugeordnet.

Will man beispielsweise Pionen mit A, ~ 107!3 ¢m beschreiben, und hat man dem
Gitter willkiirlich die Gitterkonstante a = 107'° ¢cm zugeordnet, dann ist A\./a = 100.
Die Korrelationsldnge &, sollte also ebenfalls 100 betragen, d.h. fiir die freie Theorie ist
die nackte Masse my = 0.01. In MC-Simulationen geht man meist umgekehrt vor: man
gibt den Parameter my vor und bestimmt anschliefsend fiir die bekannte Masse m nach
[@68) die zugehorige Gitterkonstante. Damit einerseits Gitterartefakte und andererseits
die Endlichkeit des Gitters die Resultate nicht verfdlschen, sollte bei jeder Simulation die
Ungleichungen

1< &, <N (9.69)

erfiillt sein. Die Gitter miissen also geniigend gross sein, damit die interessanten Grofen
darauf Platz haben. Zur Zeit kann man auf schnellen Computern Skalarfeldtheorien auf
Gittern mit 32* Punkten simulieren.

9.5 Kontinuumslimes fiir Spinmodelle

In der Nihe eines kritischen Punktes eines allgemeineren klassischen d-dimensionalen
Gittermodells divergiert die Korrelationslinge ;. Dann kann das statistische Gittermodell
als Gitterregularisierung einer EUKLIDschen Quantenfeldtheorie in d Dimensionen oder
einer d 4+ 1-dimensionalen Quantenfeldtheorie bei endlichen Temperaturen interpretiert
werden. Im zweiten Fall macht man den Grenziibergang

1
T =—— fest. 9.70

a— 0
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In der Néhe eines kritischen Punktes ist die Korrelationsldnge in Gittereinheiten

Sa=w-B) 1A (9.71)
Legen wir die Korrelationsliange £ fest, dann fixiert (71]) den Gitterabstand a als Funktion
des Parameters 3, also a = a(f). Der Kontinuumslimes wird offensichtlich erreicht wenn
0 gegen 3. strebt und ¢ festgehalten wird. Der Parameter (3 ist nicht mehr frei, da er den
Gitterabstand fixiert. Dafiir gewinnt man ¢ als neuen Parameter der Quantenfeldtheorie.
Wir sehen hier die sogenannte dimensionale Umwandlung (engl. dimensional transmu-
tation) am Werk, bei der ein dimensionsloser Parameter gegen einen skalenabhéngigen
Parameter eingetauscht wird.
Wir wollen nun annehmen, dass eine gewisse Korrelationsfunktion

{O(n)O(m)) ~ g~motln—m| (9.72)

mit entsprechendem Abschirmparameter mgy, in einer Simulation bestimmt worden ist.
Da der Abstand |n—m/| nur in Einheiten des Gitterabstandes bekannt ist, ergibt die Simu-
lation die Abschirmmasse in Einheiten von a(3). Wegen der angenommenen Universalitit
sollte in der Néhe des kritischen Punktes

moa(ﬁ) =MoL = ko (ﬁc - 5)V7 B 15 (9-73)

gelten. Damit strebt das Produkt mp& gegen einen konstanten Wert in der Umgebung
des kritischen Punktes,

mo& = Kmk- (9.74)

Die Zahlen x und k,, konnen in Simulationen bestimmt werden. Mit ihrer Hilfe kann die
Abschirmmasse mg in Einheiten des freien Parameters 1/£ ,gemessen“ werden.

9.6 Programme zu Kapitel 9

Das folgende octave-Programm korrscalar berechnet die Zweifunktfunktion (@I2)) als
Funktion von z, dividiert durch die massenabhéngige Konstante C,, in (I3). Die resul-
tierende Korrelationsfunktion ist 1 fiir z = 0. Abgefragt wird das Quadrat der Masse.
Das Resultat und der exponentiellen Fit exp(—ma) mit der Masse im Propagator werden
angezeigt.

function korrscalar;
# berechnet die Zweipunktsfunktion fiir freies
# Skalarfeld in einer Dimension mit der naiven
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# Gitterableitung . Quadrat der Masse wird abgefragt .
# Speicherung in korrscalar.dat
#
m2=input ("Masse_im_Quadrat_");
wco=sqrt (m2)*xsqrt(4+m2) /(2% pi);# fuer Normierung des Integrals
closeplot ;
Np=1001; eps=2xpi/(Np—1); # Np Stuetzstellen: ungerade!
p=linspace(0,2*xpi,Np);ph=0.5%p;
sph=sin (ph);nenner=m2+4xsph.*xsph;eps=eps /3;
#z—eps*cos(p).xcos(p);
z=eps./nenner;
# Fuer Simpson Integration ;
for i=2:2:Np—1;

z(1)=4xz(i);
endfor;
for i=3:2:Np—2;

z(1)=2xz(1);
endfor;
x=linspace (0,20,21) ’;N=length (x);
intO=zeros (N,Np);
s0=zeros (N,1);
for_i=1:N
_oint0(i,:)=z.xcos(x(i)*p);
cos0(i)=sum(int0(i,:));
endfor;
s0=wco*s0 ;
data=[x,s0]; -#.Minimum_von_u_auf_0_setzen
datal=[x,exp(—sqrt (m2)xx)];
gplot_[0:20] _data ,_datal;
korrscalar=fopen (" korrscalar .dat","w"," native");
for_i=1:N
fprintf(korrscalar ,"(%4.2f,%4.2f)" ,x(i),s0(i));
if_(rem(i,5)==0)_fprintf(korrscalar ,"\n");
endif;
endfor;
fclose (korrscalar);
endfunction;

Mit dem folgende octave-Programm mfscalar.m wurde das effektive Potential Uyp in
der Molekularfeldndherung fiir das klassische Potential

V(p) = Ao* = 1)° (9.75)

berechnet. Einige Plots finden sich auf der Seite Die Dimension d der Raumzeit kann
im Quellcode gedndert werden.

function mfscalar;

# berechnet das effektive Potential fuer Skalarfeldtheorie
# mit V(phi)=lamx(phi**2—1)+%2 in der Molekularfeldnaeherung .
# Dimension d und Kopplung lam in Quellcode eingeben!

# Speicherung in mfscalar.dat

#

d=3; # Dimension

lam=input ("lambda_");

a=(d—2xlam);

closeplot ;

Nx=501; eps=2/(Nx—1); # Nx Stuetzstellen: ungerade!
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x=linspace(—10,10,Nx);x2=x.%x; x4=x2.xx2;eps=eps/3;
z—epsx*exp(—a*x2—lamxx4—lam);
j=linspace(—20,20,80) ;N=length(j);
#_Fuer_Simpson_Integration ;
for_i=2:2:Nx—1;

ooz (i)=4x*z(i);

endfor;

for_i=3:2:Nx—2;

cez(1)=2%z(1);

endfor;

int0=zeros (N,Nx);intl=int2=int0;
L=zeros (N,1);s0=sl=umf-umfl=L;

for_i=1:N
coint0(i,:)=z.xexp(j(i)*x);
cosO(i)=sum(int0(i,:));
cointl(i,:)=x.%xint0(i,:);
cosl(i)=sum(int1(i,:));
endfor;
#_.Schwingerfunktion

w0=log (s0);

L=s1./s0;

#_effektives _Potential_berechnen ,_plotten_und_speichern
umf=—dx*L.xL+]j.xL—w0;

#_Minimum_suchen_um_Potenial _zu_normieren
[minl,nmin]=min (umf); _#_Minimum_von_u
nmin=max(nmin ,N+1-nmin);

umf(nmin)=umf(nmin)+.5; _#_Markierung_des_Minimums
data=[L,umf—minl |; _#_Minimum_von_u_auf_0_setzen
#_klassisches_Potential

Lo—L.+L;

V=lam*L2.xL2—2xlam*L2+lam ;

[vminl ,vonmin]=min(V);

datav=[L,V—vminl];

gplot_[—1.5:1.5]_data,datav;

mfscalar=fopen (" mfscalar.dat","w" ,"native");
for_i=1:N

fprintf(mfscalar,"(%4.2f,%4.2f)" ,L(i),umf(i)—minl);
if_(rem(i,5)==0)_fprintf(mfscalar,"\n");

endif;

endfor;

fclose (mfscalar);

endfunction;
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Kapitel 10

Spinorfelder

Elektronen, Myonen oder Quarks werden 4-komponentige Spinorfelder 1(z) € C* zuge-
ordnet. Das Feld beschreibt neben dem Teilchen auch sein Antiteilchen mit gleicher Masse
aber entgegengesetzter Ladung. Ohne Wechselwirkung gehorcht es der DIRAC-Gleichung

(iv*0, —m)Y(x) =0, {¥y*,7"} =2n"1, (10.1)

wobei (n*”) den metrischen Tensor diag(1, —1, —1, —1) bezeichnet. Die Eigenschaften die-
ser relativistischen Bewegungsgleichung fiir Teilchen mit Spin 1/2 und insbesondere ihre
Lésungen, die Transformationen der Spinoren bei einem Wechsel des Inertialsystems oder
die Ankopplung von v an das elektromagnetische Feld wurden in der Vorlesung Quanten-
mechanik IT ausfiihrlich diskutiert. Sie sollen hier nicht wiederholt werden.

Beim Ubergang zur EUKLIDschen Theorie werden die # durch die EUKLIDschen
Gamma-Matrizen 7% = ~° und ~%, = iy?, welche die algebraischen Relationen

{7V e} = 28" (10.2)

erfiillen, ersetzt. Da im Folgenden nur die EUKLIDsche Theorie behandelt wird, lassen wir
den Index E wieder weg. Die EUKLIDschen Gamma-Matrizen sind hermitesch,

== (10.3)
und die DIRAC-Gleichung fiir das EUKLIDsche Feld lautet
D) = (@ +m)i(a) =0, =0 (10.4)

Die bekannte Beziehung v = 1¥7° kann nicht mehr gelten. Andernfalls wire 1) nicht
invariant unter ,, LORENTZ-Transformationen“ im EUKLIDschen Raum. Der Operator @
ist anti-hermitesch, im Gegensatz zu m. Der DIRAC-operator D im EUKLIDschen Raum
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ist zwar nicht mehr hermitesch, aber immer noch ,,v5-hermitesch®
v D75 = D, (10.5)

Mit dieser Bedingung erscheinen alle nicht-reellen Eigenwerte von D in komplex konju-
gierten Paaren. Man findet den nicht-hermiteschen DIRAC-Operator auch bei einer sorg-
faltigen Ableitung der Pfadintegral-Darstellung fiir die thermische Zustandssumme [24].
Die obige DIRAC-Gleichung ist die EULER-LAGRANGE-Gleichung zur Wirkung

e = [ ' (5 (G900 - 450 o) + mie@) . (106)
Bis auf einen Oberflichenterm ist diese gleich

Sp = /d‘*mﬁ(x)mp(x). (10.7)

In dieser Form findet man die fermionische Wirkung auch in den meisten Lehrbiichern.
Sie hat eine globale U(1)-Invarianz,

U(w) — Ud(z), ¥(x) — ()U, (10.8)

und diese kann durch Einfiihrung eines Eichfeldes lokal gemacht werden. Wir kommen
spéter darauf zuriick. Im chiralen Limes m = 0 hat sie zusétzlich eine chirale Symmetrie,

P(x) — e(x) ,  P(x) — P(x)e™”, a € R. (10.9)
Hier ist 75 die mit allen v* antivertauschende und hermitesche Matrix
15="77P =4 {wmr=0 (10.10)

Man beachte, dass im EUKLIDschen Raum die Gruppe der chiralen Transformationen
die nicht-kompakte Gruppe R bilden, im Gegensatz zur Situation in der MINKOWSKI-
Raumzeit, wo sie die kompakte Gruppe U(1) bilden.

10.1 Grassmann Variablen

Wir kehren nochmals kurz zu den Skalarfeldern zuriick. Klassische Felder sind gewohnliche
kommutierende Funktionen,

[¢(2), ¢(y)] = 0, (10.11)
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und diese Eigenschaft kann als A — 0 Grenzfall der Kommutationsregeln fiir die Quanten-
felder angesehen werden. Die FERMI-Statistik impliziert, dass fermionische Quantenfelder
zu gleichen Zeiten antikommutieren,

{v(t 2), ¥(t, y)} = 0.

Dies motiviert die Betrachtung eines klassischen Grenzfalls, in dem die FERMI-Felder
antikommutieren,

{v(x),v(y)} =0, Va,y. (10.12)

Es ist deshalb naheliegend, ,klassische FERMI-Felder” als antikommutierende Variablen,
sogenannte (GRASSMANN-Variablen, anzusehen. Dieses heuristische Argument kann im
Rahmen der Pfadintegral-Darstellung fiir femionischen Systeme gezeigt werden. Hier ver-
weise ich auf die Literatur [T7, 24].

Ein komplexe GRASSMANN-Algebra wird von Elementen n; und 7; aufgespannt, die

erfiillen. Eine Integration iiber Grassmann Variablen hat die Eigenschaft
/dm(a+bm) s (10.14)

fiir beliebige komplexe Zahlen a,b. Fermionische Felder ordnen jedem Ereignis GRASS-
MANN-Variablen zu. Fiir ein DIRAC-Feld in 4 Dimensionen sind dies die 8 antikommu-
tierende Variablen 1, (z), ¥ (z), da der Spinorindex a die Werte 1,2,3,4 annimmt. Das
wklassische* DIRAC-Feld erfiillt

{Ya(2), ¥p(y)} = {Ya(@), ¥s(y)} = {ta(z), vs(y)} = 0. (10.15)

Im fermionischen Pfadintegral wird iiber femionische und anti-fermionische Feldkonfigu-
rationen integriert. Wir schreiben kurz

DyYDi) = H Hdwa Ydipa (2 (10.16)
Eine fermionische GREENfunktion ist durch ein Funktionalintegral gegeben,

(0] A]0) = /Dz/;DwAeSF mit  Zp :/Dtz/_;eSF, (10.17)
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und Wirkung Sg fiir die Fermionen. Fiir das freie DIRAC-Feld ist

Sp = /ddw(az)Dw(x). (10.18)

In fast allen physikalisch interessanten Theorien ist Sy bilinear in den fermionischen Fel-
dernfl. Mit den Regeln fiir GRASSMANN-Integrale kann man zeigen, dass fiir bilineare
Wirkungen das Funktionalintegral formal einfach zu berechnen ist,

Zp = /waexp (/ ddw(x)w(x)) = det D. (10.19)

Dies ist die allgegenwirtige fermionische Determinante in Feldtheorien mit Fermionen,
zum Beispiel im Standardmodell der Teilchenphysik oder vielen supersymmetrischen Feld-
theorien. Die entsprechende Formel fiir komplexe Skalarfelder lautet

_ - 1
D¢De [ F2o@As) — - 10.20
/ oDge det A (10-20)
Man erhalt die inverse Determinante. Formuliert man die Theorie auf einem Raumzeit-
gitter, dann ist man mit der Berechnung der Determinante oder dem Inversen der typisch

riesigen Matrix D konfrontiert.

10.2 Spinorfelder auf dem Gitter

Im Folgenden sollen Gitterversionen fiir Theorien der Spin-1/2 Felder konstruiert werden.
Man findet auf natiirliche Art eine Gitterversion der Kontinuumswirkung, wenn man
Differentiale durch Differenzen ersetzt. Alle Langen und Parameter werden in Einheiten
der Gitterldnge a gemessen. Es bezeichne e, den Vektor in Richtung .

10.2.1 Gitterableitungen

Die Wahl der Diskretisierung von Differentialoperatoren ist fiir Theorien mit Fermionen
ein delikates Problem, da die Feldgleichungen Differentialoperatoren erster Ordnung ent-
halten. Fiir einen Operator D erster Ordnung D héngt die Greenfunktion

Sple —y) = el ) (10.21)

auch fiir sehr grosse Gitter von der gewdhlten Diskretisierung ab.

! Ausnahmen sind THIRRING, GROSS-NEVEU oder Supergravitations-Modelle.
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Vorwirts- und Riickwirtsableitung

Die oft gebrauchten néchste-Nachbarn Vorwérts- und Riickwértsableitungen

Ouf)(2) = flx+en) = flx) , (G1)(x) = f(x) = [z —epn) (10.22)

auf dem Gitter mit Gitterkonstanten a sind zwar nicht hermitesch beziiglich des Skalar-
produktes (f,g) = >, f(z)g(z), aber es gilt fiir periodische Randbedingungen

(f,0u9) = —(9. 1. 9)- (10.23)

Diese Ableitungen definieren zirkulare Operatoren und vertauschen miteinander,

0,,0,] = [0, 0] = [0,,, 9] = 0. (10.24)

n v
Die ¢, in (@8) sind gleichzeitig Eigenfunktionen aller Ableitungsoperatoren,

Oy = ibu ™/ g, und Oy = ipue ™%, p=2sinth (10.25)

Deshalb hat die Greenfunktion von 0 + m auf dem eindimensionalen Gitter die Form

1 ] et o 1 ¢ire
0) = — E _ = — | dp—.
<x}8+m} ) N > m + ie®/2p 2 pm—i—ielp/?ﬁ

—Tr

(10.26)

Der reelle Propagator wird fiir Korrelationslingen & > 5 oder Massen m < 0.2 auf dem
ganzen Gitter durch die Exponentialfunktion gut gefittet. In der folgenden Abbildung ist
er fiir 20 Gitterpunkte geplottet.
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Antisymmetrische Ableitung

Anstelle der Links- und Rechtsableitungen wird auch die antisymmetrische Diskretisie-
rung von d, benutzt,

0 = (0 +0) = (ON) = 5 (o + ) — Fr ). (10.27)

Diese naive Gitterableitung ist antisymmetrisch und ihre Komponenten kommutieren,

(f.009)=—(0yf.g) und [05,0,]=0. (10.28)

wo Yy

Sie konnen gleichzeitig diagonlisiert werden und die ebenen Wellen ¢, auf Seite sind
ihre Eigenfunktionen,

- o . 27
8ﬁg0p(a:) =ip, pp(T),, Pu = sinp, Pu= 37 e Mg € Zy. (10.29)

Auf dem eindimensionalen Gitter findet man die Greenfunktion

1 eipz

1 Newo 1 [ e
<x’8A+m}O>:sz:m+iﬁ — %/erzﬁ

(10.30)

Fiir ein Gitter mit 40 Punkten ist der Propagator fiir zwei Massen in den beiden folgenden
Abbildungen gezeigt. Eingeschrénkt auf die (un)geraden Gitterpunkte definiert er eine
(un)gerade Gitterfunktion. Fiir # — 0 néhern sich die beiden Funktionen, wéihrend sie
fiir + — N entgegengesetztes Vorzeichen haben. Als Folge oszilliert der Propagator fiir
x — N mit grosser Amplitude um den Wert 0.

Fir z < N und 5 <« £ <« N/2 approximiert die Exponentialfunktion exp(—maz) die
Greenfunktion sehr gut.
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Slac-Ableitung

Die Einfiihrung dieser interessanten Gitterableitung bendtigt etwas mehr Vorarbeit. Wir
fiillnléen aquidistanten Stiitzstellen auf einem eindimensionalen Gitter mit N Gitterpunk-
te

s =x0+k, k=1,... N, (10.31)

ein und wihlen periodische Randbedingungen, d.h. x; und zy; werden identifiziert. Die
Menge der Gitterfunktionen x, — 1, € C, versehen mit dem Skalarprodukt,

(6,0) = bwth, (10.32)

k=1

definieren den HILBERT-Raum CV. Eine Gitterfunktion kann als Wellenfunktion eines
Punktteilchens auf dem Gitter auffasst werden. Fiir ein auf Eins normiertes ¢ interpre-
|2

tieren wir |1;|° als Wahrscheinlichkeit dafiir, das Teilchen am Gitterpunkt z; zu finden.

Entsprechend ist der Erwartungswert des Ortsoperators

(@) = (WI2[0) = aplel* = e (10.33)

kk'

Wie erwartet ist der Ortsoperator in der Ortsdarstellung diagonal,
Tk = TiOkk (10.34)

und die Matrixelemente von Z verschwinden fiir £ # &’. Um zu einer Darstellung des
Impulsoperators zu gelangen, wechseln mit Hilfe der diskreten FOURIER-Transformation
in den Impulsraum mit Wellenfunktionen ¢ (p,) = 1, wie folgt

N

S , 2

1W:_N§jgwm%,pﬁb§@_a% (=1,2,..., a€cl. (10.35)
v k=1

Die Verschiebung o wird spéter so gewihlt, dass die Eigenwerte des Impulsoperators in
Paaren (p, —p) auftreten. Allerdings muss « eine ganze Zahl sein, damit die Exponential-
funktionen ([II30) periodisch sind. Die Riicktransformation lautet

N
1 , ~
ww:7ﬁ§ ePLq)y, k=1,2,...,N. (10.36)
/=1

2Wir folgen hier teilweise der Vorlesung Computational Physics I von U. Wolf.
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Mit ¢ ist auch ¢ auf Eins normiert und wir kénnen |¢|? als Wahrscheinlichkeit fiir das
Auftreten des Impulses py interpretieren. Dann ergibt sich fiir den Mittelwert von f(p)

@ = S Fw 1l = 55 33 e f ()
V4 y4

k!
= Z@Ekf(l?)kk'%', f)rw = %Zei”(”_z’“’)f(pg). (10.37)

kK’ ¢

Wie erwartet hat der Operators f(p) in der Ortsdarstellung nicht-diagonale Matrixele-
mente f(p)gr. Mit Hilfe der erzeugenden Funktion

N

1 . o sintNzx
Z(z) = — iNpw — imBe 2~ 7T =1+N-2 10.38
(z) N ; € ¢ Nsinnz’ s + % ( )

erhilt man die Matrixelemente von f(p) durch Ableiten nach z,

1 d
)= —— | Z 10.39
FPue = f (ZN dx) (z) e=(k—k')/N ( )
Man findet fiir den Impulsoperator
s} O (k— k)
_ P L= trgs = 10.40
Prk = 77 5 Phak = N( St Wk =T ( )

Wihlen wir a = 1 + N, dann verschwindet § und das Impulsspektrum liegt symmetrisch
zum Ursprung. Fiir eine ungerade Anzahl Gitterpunkte entspricht dies periodischen und
fiir ein gerade Anzahl Gitterpunkten antiperiodischen Randbedingungen. Die Matrixele-
mente des Impulsoperators sind reell und haben die einfache Form

T ’ ]_
= O ) = — | — k—Fk
DPkk y  Pk#k iN( )

10.41
sin typ ( )
Die Wahl 2ac = N oder § = 1 entspricht periodischen Randbedingungen fiir gerades N
und antiperiodischen Randbedingungen fiir ungerades N. Das Spektrum des Impulses ist
nicht symmetrisch zum Ursprung und die Matrixelemente sind komplex

ity,.r
T T op €FE
N ' = g\ - 10.42
Pek = 57 0 Pkt = ( - ( )
In der folgenden Abbildung sind die Greenfunktionen
1 1 '
<l’| m+ 681ac |0> und <l’| m2 — aSQIaC'|O>, (aslac)kk/ = 1Dkk/ (1043)
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geplotted. Wir beobachten das bekannte GIBBS-Phenomen, dass bei der Sprungstelle bei
x = 0 die Amplitude der Greenfunktion ausschligt. Deshalb wurden die beiden exponen-
tiellen Fitfunktionen mit Masse m so normiert, dass sie fiir x = 2 beziehungsweise fiir

x = 3 mit dem Propagator iibereinstimmen. Der Propagator von m? 4+ 93,. wird mit
<x\¥|0) ~ const (e7™" 4 ¢~V T)
m2 - 85213C
sehr gut gefittet. Die Werte sind fiir ein Gitter mit 41 Punkten berechnet.
N\ m = O 1 .. m = 0.1 ..
L4 . \.A.’/\.A. /‘.A ,\x x

10.2.2 Naive Fermionen auf dem Gitter

Im Folgenden diskutieren wir mehrere Vorschldge, wie man Fermionen auf ein Raumzeit-
Gitter ,setzen* kann. Ersetzen wir die Kontinuumsableitung 0, (IILG) durch die Vorwérts-
oder Riickwirtsableitung auf dem Gitter, dann finden wir folgende Wirkung fiir DIRAC-
Spinoren auf dem endlichen Raumzeitgitter,

Sur = (@) (DY) (x), D=~"9)+m. (10.44)

Mit der antisymmetrischen Ableitung (ILZ7) hat man allerdings ein Verdopplungspro-
blem. Um dies einzusehen, berechnen wir das Spektrum und die Eigenfunktionen von
7“8;\ und die Zweipunktsfunktion

" 1
W(2)Y(y)) = S(a,y) = <x}5!y>- (10.45)
Der nicht-negative LAPLACE-Operator A= 8;*8{? in

DD = (4#9% + m)(—#* + m) = (_A + m?) 1 (10.46)
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verbindet nur iibernfichste Nachbarn,

1

(Af)(x) = 1 ZH (f(x +2e,) = 2f(2) + [z + 2e4)) . (10.47)

und hat die Eigenwerte

p° mit  p, = sin(p,). (10.48)

Genau diese Eigenschaft ist aber fiir das Verdopplungsproblem verantwortlich. Um dies zu
sehen, sollte man mit der iiblichen Diskretisierung des LAPLACE-Operators,

(AN@) = B0,)(w) = 37 (fla+en) =2 (@) + fla + ) (10.49)
die nur néchste Nachbarn verbindet, vergleichen. Der Operator —A hat die Eigenwerte
~2 . N . ]ﬁ
p° mit p, =2sin 5 ) (10.50)

In der folgenden Abbildung werden die Dispersionsrelationen ([ILA8ITIE0) verglichen.

Ebenfalls gezeigt ist die Dispersionsrelation

2T
2
— 7, € —Z
p p p NN
des eindimensionalen Kontinuum-Operators auf dem Intervall der ,Linge* N. Fiir kleine
p streben die Eigenwerte beider Gitteroperatoren gegen die Kontinuumswerte p?. Aber

wahrend /A genauso wie der Kontinuumsoperator nur die konstante Nullmode hat, besitzt
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A fiir gerades N genau 2¢ Nullmoden. Diese haben die Form (@8] mit

p= (pla s apd) und Pu € {07 7T}. (1051)

Fiir ungerades N gibt es streng genommen nur eine Nullmode. Aber im thermodynami-
schen Limes hat die Dispersionsrelation ([IL4R) genau 2¢ verschiedene Nullstellen in der
ersten BRILLOINzone [0, 27)%.

Jede Eigenfunktion ¢, von A definiert (in 4 Dimensionen) je zwei Eigenfunktionen
des naiven DIRAC-Operators D mit Eigenwerten

A =m4ip| und A, =m—ilp|. (10.52)

Sind xV, ..., x konstante Elemente im C*, dann haben diese (unnormierten) Eigen-
funktionen die Form

U5 = (ilpl £ 702) @p(@)x @ =i (1] £"Bp) op(2)x. (10.53)

Hat ¢\ den Eigenwert ), dann hat Y515 den komplex konjugierten Eigenwert. Die
Eigenwerte des naiven DIRAC-Operators D in ([ILZ4) haben alle den gleichen Realteil,

o(D) = {m +ilp|}. (10.54)

Die Greenfunktion von DD' hat die endliche Reihendarstellung
etp (z—y)

1 1
<x’ﬁ’?/> = %Zm, (10.55)

p

und entsprechend lautet die Zweipunktfunktion (43

1 o 1 1 — D +m
<x}5’y>:Dl<$’ﬁ’y>=V;W€p( w, (10.56)

Im thermodynamischen Limes wird die Summe iiber p zu einem RIEMANN-Integral iiber
die erste BRILLOIN-Zone,

1 1 Yo, +mo o
Ly dip L P T ipa—y) 10.57
<$’D’y> (QW)d/B p 22+ m? € ( )

Die naive Diskretisierung der Koninuumstheorie fiithrt zu einer Gittertheorie mit iiberzéh-
ligen Freiheitsgraden bei niedrigen Energien.
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Eine zweite naive Diskretisierung beruht auf der Vorwirtsableitung
D =~"9, +m. (10.58)

Diese Implementierung verletzt aber die hyperkubische Symmetrie. Diese Symmetrie wird
aber gebraucht, um im Infraroten die O(4)-Symmetrie wiederherzustellen. Weiterhin wird
die Reflektions-Hermizitét (das EUKLIDsche Gegenstiick zur Hermizitdt in der MINKOW-
skI-Raumzeit) verletzt und die Theorie in der MINKOWSKI-Raumzeit wird nicht unitir
sein.

10.2.3 Wilson-Fermionen

Es gibt mehrere Auswege, diese Verdopplung der Fermionen zu verhindern. Die Vorschlédge
in [58] vermeiden die Verdopplung, verletzen aber die chirale Symmetrie fiir masselose
Fermionen. Die auf der Slac-Ableitung beruhende Methode in [60] vermeidet ebenfalls das
Verdopplungsproblem und respektiert dariiberhinaus die chirale Symmetrie. Sie hat fiir
Fermionen, die an ein Eichfeld koppeln, allerdings Probleme mit den WARD-Identitéten
im schwachen Kopplungslimes und fiir kleine Gitterkonstanten [61].

Das Verdopplungsproblem war WILSON bereits in den Anfangsjahren der Gittereich-
theorien bekannt. Er schlug eine modifiziert Wirkung fiir Fermionen vor, um die Verdopp-
ler im Kontinuumslimes loszuwerden. Er addierte einen Termﬁ zur naiven Wirkung

Sur = Sur = 5 2 B@)abe)(2) = Y b(a) (D)) (), (10.59)

wobei der WILSON-Parameter r in
Dy=D— %A (10.60)
im Intervall (0, 1] liegt. Der Operator D,, ist normal, [D,,, D} ] = 0 und hat die Eigenwerte

2 1
Mo = (m+ 5 9?) £ilpl mit p, = —sin (L), p, = —sin(ap,)  (1061)
a a

Dabei treten jeweils beide Vorzeichen beim Wurzel ziehen auf. Wir nehmen vorerst an,
die Gitterkonstante sei a = 1.
Um die Lage der Eigenwerte in der komplexen Ebene zu berechnen, setzen wir

ti = —cosp; € [—1,1]. (10.62)

3Er wir heute WILSON-Term genannt.
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Die Kanten des von den Koordinaten ¢; aufgespannten Wiirfels werden auf d sich auf der
reellen Achse beriihrende Ellipsen mit Halbachsen A = r, B = 1 und den Mittelpunkten

(m+7r,0),(m+3r,0),...,(m+2d—1,0) (10.63)

abgebildet. Diese Schleifen bilden den inneren Rand des Spektrums von D,,. Alle Punkte
des Wiirfels mit gleichen Koordinaten t; = ... = t; = t werden auf eine diese d El-
lipsen umschliessende Ellipse mit Halbachsen A = rd, B = v/d und dem Mittelpunkt
(0, m 4 rd) abgebildet. Die grosse Ellipse schliesst das Spektrum ein. Alle Ellipsen liegen
spiegelsymmetrisch zur reellen Achse.

In der folgenden Abbildung findet man die Eigenwerte des 4-dimensionalen DIRAC-
Operators fiir WILSON-Fermionen mit » = 1 und fiir N = oo.

y
Vd
A, Spektrum
1 ,,,,, _
RN,
m
m-+2rd

Kontinuums
resultat m—2r

Fiir r — 0 geht die Menge der Eigenwerte (das graue Gebiet) tiber in die Gerade mit Real-
teil m, also in das Spektrum des Kontinuum-Operators im thermodynamischen Grenzfall.
Fiir m = 0 und r — 0 streben die Eigenwerte bei 0, 2r,4r, ... alle gegen den Eigenwert
Null und wir finden wieder die ungeliebten Verdoppler des naiven Operators D.

In einer Dimension gibt es nur eine innere Ellipse, die mit der dusseren zusammenfillt.
Alle Eigenwerte liegen dann auf der Ellipse mit den Halbachsen r und 1,

A =m+r(1+t)£ivVI—2, tel[-1,1]. (10.64)
Fiir » = 1 findet man den Riickwértsableitung, fiir r = —1 die Vorwértsableitung und fiir

r = 0 die antisymmetrische Gitterableitung. Fiir » — 0 wandern alle Eigenwerte auf das
Intervall m + i [—1,1]. Der Zustand mit Eigenwert m + 2r ,verdoppelt* denjenigen mit
Eigenwert m.

A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 10. SPINORFELDER 10.2. Spinorfelder auf dem Gitter 222

SN,
1
m \ .
m
-1 Verdoppler
bei m+2r
Kontinuums
resultat

Fir r > 0 wirkt der WILSON-Term in ([[LG60) wie eine impulsabhéngige Masse. Selbst
im chiralen Limes m = 0 anti-vertauscht D,, nicht mit 5. Die Chiralitit wird durch den
WILSON-Term explizit gebrochen. Fiir das freie DIRAC-Feld erwartet man zurecht, dass
diese Symmetrie im Kontinuumslimes wieder hergestellt wird.

Wir studieren den naiven Kontinuumslimes des WILSON-Operators. Dazu werden Im-
pulse und die Masse mit der Gitterkonstante a reskaliert. Insbesondere sind p,, und p, die
in (IIET) definierten Gitterfunktionen. Die Eigenwerte von von D,, sind dann

ar

1
)\w,p:m+7ﬁ2ii|ﬁ\ =m £i|p| +§arp2—|—0(a2). (10.65)

Das Spektrum liegt zwischen der dusseren Ellipse mit Mittelpunkt und Halbachsen
1 1
To=m + —rd, und (A, B) = - <Td, \/g>
a a
und den d inneren Ellipsen mit

1 1
xok:m+g'r’k und (A,B):5(r,1), k=1,...,d

und geht fiir a — 0 wie erwartet ins Kontinuumspektrum iiber.
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10.3 Das Nielsen-Ninomiya Theorem

Keine der vorgeschlagenen Fermionen auf dem Gitter, weder naive, staggered oder WIL-
SON-Fermionen sind ohne Probleme. Die ersten beiden haben das Veropplungsproblem,
und die letzten brechen sie chiral Symmetrie. Eine bilineare Wirkung fiir Spin—% Fermionen
hat die Form

S = (@) M(z, ) (y), (10.66)

wobei wegen der Translationsinvarianz der DIRAC-Operator nur von x — y abhéngt,

Es stellt sich die Frage, warum die Diskretisisierung von Fermionen ohne Verdoppler und
ohne Brechung der chiralen Symmetrie so schwierig ist. Die Antwort gibt das bekannte
No-go Theorem von NIELSEN und NINOMIYA welches besagt, dass es keine lokale, chiral
invariante, verdopplungsfreie une translationsinvariante bilineare Fermionwirkung auf dem
Gitter gibt [62]. Man findet die gleiche Anzahl rechts- und linkshéndiger Fermionen. Etwas
préziser besagt das Theorem:

Satz (Nielsen-Ninomyia) Es gibt keinen translationsinvarianten Dirac-Operator der
folgende vier Eigenschaften gleichzeitig erfiillt:

o Lokalitit: D(x — ) ~ e Vo=l

e Kontinuumslimes: lim, o D(p) = Zu YDy,

e Keine Verdoppler: D(p) ist invertierbar fiir p # 0,
e Chiral: {v.,D} = 0.

Die Lokalitit bedeutet, dass die FOURIER-Transformierte D von D eine analytische und
periodische Funktion der Impulse p, mit Periode 27 /a ist. Die zweite und dritte Forderung
sorgen dafiir, dass D den korrekten Kontinuumslimes hat.

In [62] wurde das Theorem mit Argumenten aus der Homotopietheorie und Differen-
tialtopologie bewiesen. Ein eleganter differentialgeometrischer Beweis findet sich in [63].
Wir beweisen das Theorem unter der zusitzlichen und vereinfachenden Annahme [64],
dass im Impulsraum

D(p) =) +"D.(p) mit D,(p) €R. (10.68)

Die Funktionen Du sind analytisch und streben fiir kleine Impulse gegen p,. Da die Bril-
loinzone die Topologie eines Torus in d Dimensionen hat, definiert Du ein Vektorfeld auf
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T? Nun kénnen wir jeder Nullstelle des Vektorfeldes den Index zuordnen. Die Anzahl
Nullstellen sei endlich. Nach dem Indextheorem von HOPF und POINCARE ist die Sum-
me der Indizes aller Nullstellen auf einer kompakten und orientierten Mannigfaltigkeit
gleich der EULER-Charakteristik der Mannigfaltigkeit. Fiir den d—dimensionalen Torus
verschwindet diese Charakteristik und die Nullstellen von Du treten in Paaren mit entge-
gengesetztem Index auf. Dies ist der Ursprung der Verdoppler. Anstelle von fy“[?“ hatte
man in (IIG8) auch den Operator 1v#(1 + +,)D,, fiir Fermionen mit Chiralitit +1, zum
Beispiel Neutrinos, wéihlen konnen [64].

In der Abbildung links ist das Vektor-
feld D,(p) fiir den naiven Diracope-
rator in zwei Dimensionen in der ers-
ten Brilloin-Zone gezeigt. An den Null-
stellen p = (0,0) und (m,7) hat D
den Index 1 und an den Nullstellen
p = (0,7) und (m,0) den Index —I1.
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Allgemein ist in der Néhe einer Nullstelle py von Dﬂ

N , dD
Du(p) :AMV (p_po) +.. AMV = 8pu}p0'

Der Index des Vektorfeldes D bei py ist gleich dem Vorzeichen von det A. Ist zum Beispiel A
diagonal bei der Nullstelle py = 0, dann ist D, (p) = A,p, + O(p?). Fiir A =diag(1,1,1,1)
ist der Index 1 und in der Umgebung der Nullstelle ist

V" D(p) = Py puap. (10.69)

Das DIRAC-Feld ¢ transformiert unter einer chiralen Transformation in exp(a~,)y. Ist
dagegen A =diag(—1,1,1,1), so hat das Vektorfeld den Index —1 und die LAGRANGE-
Dichte in der Nihe der Nullstelle (die wieder bei 0 liege) die Form

VY Du(p)t = Py (Y p, )Y . (10.70)

Jetzt interpretieren wir y = v%v,1 als DIRAC-Feld, und dieses Feld transformiert unter
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chiralen Transformationen in exp(—a.)x, also mit der zu 1) entgegengesetzten Chiralitit.
Jedem Pol des masselosen Propagators entspricht ein fermionischer Einteilchenzustand.
Wir folgern, dass es zu jedem Fermion mit Chiralitdt +1 ein Fermion mit Chiralitdt —1
geben muss. Es scheint daher unmdéglich, linkshéndige Neutrinos auf ein Gitter zu setzen.

10.4 Ginsparg-Wilson Relation

Als Konsequenz des NIELSEN-NINOMIYA-Theorems scheint es unmdoglich, einen chiral in-
varianten DIRAC-Operator zu konstruieren. In einer erst in der letzten Jahren vielbeach-
teten Arbeit im Jahre 1982 untersuchten GINSPARG und WILSON, wie nahe man auf dem
Gitter einem chiralen DIRAC-Operator kommen kann [65]. Ausgangspunkt ihrer Betrach-
tungen war eine invariante Kontinuumtheorie, die sie mit Hilfe einer Blocktransformation
mit einer Gittertheorie in Verbindung brachten. Dem Kontinuumsfeld ¢ : RY — C? wird
iiber eine Blocktransformation

W(x) = /d4ya(x —y)o(y), zeRY zeA (10.71)

ein Gitterfeld zugeordnet. Die genaue Form der Gewichtsfunktion ist hier nicht wichtig.
Die Frage war, wie nahe die fiir ¢ induzierte Gitterwirkung einer chiral invarianten Wir-
kung kommen kann. GINSPARG und WILSON argumentierten, das die optimale Wahl auf
die sogenannte (GINSPARG-WILSON-Relation

fiihrt. Die Gitterkonstante a auf der rechten Seite impliziert, dass fiir ,jinfrarot-Felder*
(oder dquivalent dazu, fiir geniigend kleine a) die Relation in die gewiinschte Kontinu-
umsrelation v5D + D~ys iibergeht.

Wir multiplizieren die Relation (IL72) von beiden Seiten mit S = D~! und finden

S5+ S5 = avs = S(z,y)7s + S(z,y)7s = a0 (z — y). (10.73)

Die Verletzung der chiralen Symmetrie ist fiir den Propagator ultralokal. Fiir alle endlichen

Absténde finden wir einen Propagator mit exakter chiralen Symmetrie. Es zeigt sich, dass

diese Eigenschaft geniigt um alle erwiinschten Konsquenzen der chiralen Symmetrie, zum

Beispiel die Abwesenheit einer additiven Massenrenormierung, auf dem Gitter zu erhalten.
M. LUSCHER bemerkte, dass die fermionische Wirkung

Sp = a®> () D(x —y) ¥(y) (10.74)
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fiir jeden DIRAC-Operator, der die GINSPARG-WILSON-Relation ([[072) erfiillt, ein konti-
nuierliche Symmetrie hat, die als Gitterversion der chiralen Symmetrie interpretiert wird
[66]. Diese deformierte chirale Symmetrie hat die Form

w - wa = ea%(li%D) 1/} und 1; - 1/_101 = djea(li%al))%- (1075)

Wir beweisen, dass ¢, D1}, unabhingig von « ist,

d ,- _
= (aDta) = G {(1 — $aD)2.D + Dy (1 - 3aD) } ¥ Mz

Allerdings ist das fermionische Integrationsmass DyD1) ist im Allgemeinen nicht invariant
unter der Transformation ([L7H). Diese Eigenschaft sorgt dafiir, dass in Anwesenheit von
ausseren Eichfeldern die korrekt axiale Anomalie auftritt.

In der Vergangenheit wurden mehrere Familien von DIRAC-Operatoren konstruiert,
welche die GINSPARG-WILSON-Relation erfiillen. Die bekanntesten sind

e Domain-Wall Fermionen [67],

o Uberlapp-Operatoren (overlap-operators) [68, [71],
e Fixpunkt-Operatoren [69],

e Chiral-verbesserte Operatoren [Z(].

Fiir drei dieser Vorschlige verweise ich auf die angegebene Literatur. Im Folgenden
besprechen wir die Uberlapp-Operatoren. Deren Konstruktion geht auf NEUBERGER und
NARAYANAN zuriick.

Uberlapp-Fermionen
Ein erster Operator der die GINSPARG-WILSON-Bedingung erfiillt, wurde in [68, [7T] vor-
gestellt. Dieser sogenannte ,,Uberlapp-Operator hat die Form

1
Dy==(1+V) mit V=(D,D})""?D,, m <0, (10.76)
a

wobei D,, der WILSON-Operator ist. Der Oberator V' ist unitir mit Spektrum auf dem
Einheitskreis. Entsprechend hat der Uberlapp-Operator seine Eigenwerte auf einem die
imaginidre Achse am Ursprung beriihrenden Kreis.
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Die linke Seite in der GINSPARG-WILSON-Relation ([L7T2) ist
Dys +795D = 275 + {75, V'}-
Um die rechte Seite umzuformen, macht man Gebrauch von
[Dy,Di] =0 und ~5D, = Divs und [D,D}, ~s] =0, (10.77)
woraus sich V5V = ~5 ergibt. Deshalb ist
DysD =5+ {75, V} + VsV =295 + {75, V},

was zu beweisen war.

Ein Nachteil des Vorschlags ist das Auftreten des inversen Operators von D, D] . Es
ist nicht offensichtlich, dass D, ein lokaler Operator ist. Man unterscheidet zwischen ultra-
lokalen Operatorn, fiir die D(z —y) fiir |z —y| > ¢ verschwindet und lokalen Operatoren,
fiir die D(x—y) mit dem Abstand der Gitterpunkte exponentiell schnell gegen Null strebt.
Fiir a — 0 werden lokale Operatoren im Kontinuum zu exakt lokalen Operatoren. Um die
Lokalitdt von D, zu erkennen, betrachtet man seine Spektraldarstellung. Wegen

t 0 ar 2
DDl = —A + (m . ?A) (10.78)

hat der Uberlapp-Operator im Impulsraum die Form

~ ar ar 2) ~1/2
aD(p) = 1 + {W“ﬁu Ym 4 ?ﬁ} {1‘52 + (m + 7;32) } . (10.79)

Er erfiillt die ersten drei Bedingungen im Satz von NIELSEN und NINOMIYA. Inbesondere
ist D(p) analytisch und deshalb verschwindet D(z —y) exponentiell fiir grosse Distanzen.
Wir fassen zusammen: Der Uberlapp-Operator von NEUBERGER und NARAYANAN ist
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nicht hermitesch aber immer noch normal, er ist lokal und hat keine Verdoppler und er
ist chiral im Sinne von LUSCHER. In Simulationen ist er aber teuer, da in Gegenwart
von Eichfeldern (siehe nichstes Kapitel) die Inversion von D, D] relativ viel Zeit kostet.
Fiir m = 0 und nichtverschwindende Eichfelder kénnen wieder unerwiinschte Nullmoden
auftreten.

10.4.1 Weitere Vorschlage

Neben den staggered Fermionen gibt es weitere Konstruktionen, fiir welche die Anzahl
Vedoppler kleiner als fiir die naiven Fermionen ist und trotzdem die Chiralitit erhalten
ist. Mit Hilfe der chiralen Projektoren P, = %(1 + 7,) kann man den normalen Operator

1

D =~" (P, + P-0;) + m=D+y.4'0,, =59, -0,)

(10.80)

definieren. Im chiralen Limes m — 0 ist D anti-hermitesch und antikommutiert mit ~,.
Im Impulsraum hat er die Form

e 1 .
D(p) = iy"p + m + 574" B (10.81)
Sein , Betragsquadrat®“ vereinfacht sich zu
~~T_A2 2 . TN . pﬂ_pl/
DD'" = p* + m* — i7.4" PPy sin ) (10.82)
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Du fiir v, = —i7%y! die Form
~ . Lo, 1.
Du(p) = (Po - 5]?%,191 + 510(2))

In der Abbildung links ist es in der ers-
ten Brilloin-Zone bezeigt. Die Nullstel-
len sind bei (0,0) und (7/2, —7/2) und
die zugehorigen Indexe sind 1 und —1.
Man sieht hier explizit die Brechung der
hyperkubischen Symmetrie.

Zum Berechnen der Nullstellen betrachtet man am Besten das ,Betragsquadrat® des zwei-

A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 10. SPINORFELDER 10.5. Programme zu Kapitel 10 229

dimensionalen Operators,

DD = 32 + m? + 2pupy sin (pO ;pl) | (10.83)

Die rechte Seite kann im chiralen Grenzfall nur Null werden, wenn der Sinus 41 ist. Wir
wihlen fiir den Wertebereich der Impulse das Intervall [—7, 7w|. Dann ist der letzte Sinus
gleich 1 fiir pg — p; = 7 und er ist gleich —1 fiir pg — p; = —n. Fiir beide Félle vereinfacht
sich der Ausdruck zwischen den Klammern zu

D &)2_ __T _T
<81n2—|—C082 =0=p = 5 Po=75-

Damit hat in zwei Dimensionen der Operator DD vier Nullmoden in der ersten BRIL-
LOIN-Zone, zwei bei p = (0,0) und zwei bei 5 (7, —). Diese Verminderung der Nullmoden
gegeniiber dem naiven DIRAC-Operator bezahlt man mit dem Verlust der hyperkubischen
Symmetrie aufgrund des Sinus-Terms in ([IL83)). In zwei Dimensionen wird diese Symme-
trie erzeugt durch

P — ioap. (10.84)

10.5 Programme zu Kapitel 10

Das folgende octave-Programm derinverse berechnet die Zweifunktfunktion (I26) als
Funktion von z. Sie ist fiir z = 1 auf 1 normiert. Abgefragt wird die Masse. Das Resultat
und der exponentiellen Fit exp(—mx) mit der Masse im Propagator werden angezeigt.

function derinverse ;

# berechnet das Inverse von

# partial + m fuer die Linksableitung,
# antisymmetrische Ableitung und

# Slac—Ableitung.

#

wahl=input ("links_=1, antisymmetrisch_=2,_slac_=3_");
m=input ("masse_=_");

N=40;

a=eye (N);

x=[0:N-1] ;

HHHHH A Linksableitung
if_(wahl==1)

#pal=a—shift (a,1);

pa=a—shift (a,1)+m*a;

#pa=pal*pal +m*m=a ;

A A Antisymmetrische Ableitung
elseif (wahl==2)

#H#pa=mka+0.5%(shift (a,—1)—shift (a,1));
pa—msa+0.5%(shift (a,—1)—shift (a,1));
#pa—msm+a—pal*pal;

else
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Ay Slac —Ableitung

##if (rem(N,2)==0)

## disp(’_N_must_be_odd!’);

## break;

##endif;

ks=linspace (1,N-1,N—1);
hilfl1=pi/N;

t=hilfl=xks;
t1=hilfl«(—1)."ks./sin(t);
#pa=toeplitz ([0,t1],[0, —t1])4+msa;
pal=toeplitz ([0,t1],[0,—t1]);
pa=—pal*paltmsmx*a;

endif;

s n de Slac—Ableitung
painv=inv(pa);

prop=painv (:,1)/painv(2,1);
data=[x,prop|;

if (wahl==3)

#gplot [0:40] data,exp(—mx(x—1))xprop(2);
gplot [0:40] data,exp(—ms*x);
#,prop (N/2)—1+cosh (m*(N/2—x));

else

gplot [0:40] data,exp(—ms*x);

endif;
derinverse=fopen("derinverse .dat" ,"w" ,"native");
for i=1:N

fprintf(derinverse ,"(%4.2f ,%4.2f)" ,x(i),2*prop(i));

if (rem(i,5)==0) fprintf(derinverse ,"\n");
endif;

endfor;

fclose (derinverse );

endfunction

Mit der folgenden kurzen Routine wurden die Vektorfelder ﬁu fiir den zweidimensionalen
DirRAcC-Operator berechnet und in einer fiir pstricks lesbaren Form abgespeichert.

function vectorfield;

# berechnet das Vektorfeld D \mu(p) fuer
# den Diracoperaor im Impulsraum.

#

closeplot ;

N=11;

Ns=Nx*N;

p=linspace(—pi,pi,N);
[a,b]=meshdom(p,p);
c=sin(a)—2xsin(b/2).xsin(b/2);

d=sin (b)+2*sin(a/2).xsin(a/2);
x=reshape(a,Ns,1);
y=reshape (b,Ns,1);
vx=reshape (c,Ns,1)
vy=reshape (d,Ns,1)
vectorfield=fopen (
for i=1:Ns
fprintf(vectorfield ,"@psline{—>}(%4.2f,%4.2f)
(%4.26,%4.20)\n" x (1) ,y (i) x(i)Fvx(i) v (1) vy (i)
endfor;

fclose(vectorfield );

endfunction;

2;
2
vectorfield .dat","w" ,"native");

/
/
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Kapitel 11

Reine Gittereichtheorien

Nach dem heutigen Kenntnisstand werden alle fundamentalen Wechselwirkungen durch
Eichtheorien beschrieben. Die bekannteste Eichtheorie ist die Elektrodynamik. Sie ist
eine Theorie mit ABELscher Symmetriegruppe. Die schwache und starke Wechselwirkung
werden jeweils durch eine nicht-ABELsche Eichtheorie modelliert. In einem gewissen Sinne
ist auch die allgemeine Relativitatstheorie eine nicht-ABELsche Eichtheorie.

Die erste Formulierung einer Eichtheorie auf dem Gitter geht auf FRANZ WEGNER
zuriick [I0]. Er untersuchte ISING-artige Theorien mit einer lokalen Zsy-Invarianz und fiihr-
te dabei den Ordnungsparameter ein, der in verallgemeinerter Form heute als WILSON-
Schleife bekannt ist. Bei unserer Diskussion der Dualitdtstransformationen haben wir die
3-dimensionale Z,-Eichtheorie bereits kennengelernt. Sie ist dual zum 3-dimensionalen
[SING-Modell. Drei Jahre nach WEGNERs Arbeit formulierte WILSON erstmalig nicht-
ABELsche Eichtheorien auf dem Gitter. Er fand ein neues Kriterium fiir Confinement
in reinen Eichtheorien: das Flachengesetz fiir WILSON-Schleifen [TT]. Es folgten Monte-
Carlo-Simulationen von reinen Gitter-Eichtheorien in 3 und 4 Dimensionen, zunichst mit
Eichgruppe Z, und spéter mit SU(2) sowie SU(3), durch CREUTZ, JACOBS und REBBI
2.

Im folgenden werden wir nach einer kurzen Erinnerung an die Eichtheorien im Konti-
nuum die wichtigsten (qualitativen) Eigenschaften von Gittereichtheorien besprechen.

11.1 Eichtheorien im Kontinuum

Um das erfolgreiche Eichprinzip zu illustrieren, betrachten wir eine komplexes, einkom-
ponentiges Skalarfeld mit klassischer LAGRANGEdichte

L=a.6'0%— (%) o', (11.1)
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und Bewegungsgleichung

2.2

<D+mh26 )gb:O. (11.2)

Wie in der Hochenergiephysik iiblich, werden wir natiirliche Einheiten mit h = ¢ = 1 be-
nutzen. Im Gegensatz zu einem reellen einkomponentigen Feld beschreibt ein komplexes
Feld elektrisch geladene Teilchen. Die globalen, d.h orts- und zeitunabhingigen Phasen-
transformationen

p(z) — ¢'(z) = Qp(x), Q=€ cU(1). (11.3)

fiihren Losungen in Losungen iiber. Es sind Symmetrien der LAGRANGEdichte fiir das
geladene KLEIN-GORDON Feld. Die Dichte ist aber nicht invariant unter lokalen, d.h.
orts- und zeitabhéingigen Phasentransformationen,

o(z) — ¢'(2) = Qa)p(z),  Qx) =N e U(), (11.4)

da die Ableitungen in (ITl) und (IT2) auch auf die Funktion (x) wirken. Die Phasen-
dnderung hinter dem Mond muss also genau gleich sein wie diejenige in Jena.

Es zeigt sich nun, dass eine globale Symmetrie durchaus zu einer lokalen Symmetrie
erweitert werden kann, wenn man das geladene Feld an ein Eichpotential A, koppelt. In
der SCHRODINGER, DIRAC oder KLEIN-GORDON-Theorie bedeutet dies, dass die partielle
Ableitung nach z# durch die kovariante Ableitung

D,(A) =0, —ieA, (11.5)
ersetzt wird. Im Gegensatz zu 0,¢ soll D,,(A)¢ genauso transformieren wie ¢,
Du(A)¢'(x) = ) Du(A)p(x) brw. Du(A') = QD (A2, (1.6

und diese Forderung impliziert folgende Transformation des Potentials

A= QA0 — éaﬂm—l —Q(A, + é )0 T 4 g (11.7)

Aus dem FEichpotential A,, berechnet sich der (eich)invariante und antisymmetrische Feld-
starketensor,

1

Fu(4) = L[Du(A), Dy(A)] = 0,4, — 0,4, = Fu(4), (118)

dessen Quadrat in die eichinvariante LAGRANGEdichte fiir das System aus wechselwir-
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kenden Photonen- und geladenen Spin-0 Teilchen eingeht,

L p P 4 (D) DR — misio = £(0), A1), (11.9)

£(¢7 Aﬂ) = _4

Wir wiederholen nun diese sogenannte minimale Kopplung an ein Eichpotential fiir ein
mehr-komponentiges Skalarfeld mit Werten in einem Vektorraum V' mit Skalarprodukt.
Nach Wahl einer Basis hat ¢ die Komponentendarstellung

b1
2

¢ = 0= (1, P2, ). (11.10)

Pn
Die reelle LANGRANGEfunktion fiir das freie Feld ist die Verallgemeinerung von ([[I1l) auf
V-wertige Felder,

L= (0,9,0"¢) —m(e,9), (11.11)

wobei (.,.) das Skalarprodukt in V' bezeichnet. Jede Komponente von ¢(z) erfiillt dann
die

KLEIN-GORDON Gleichung (ITT2).

Das Feld transformiere nach einer irreduziblen Darstellung R einer noch nicht weiter
spezifizierten halbeinfachen kompakten Gruppe G,

é(z) — R(V)o(z), QeG. (11.12)

Ohne Beschriankung der Allgemeinheit diirfen wir annehmen, dass die linearen Abbildun-
gen R(Q) unitér sind und das Skalarprodukt auf V' invariant lassen, (R, Rx) = (¢, X).
Im WEINBERG-SALAM-Modell der elektroschwachen Wechselwirkung ist ¢ ein komplexes
Dublett in der fundamentalen Darstellung der Eichgruppe SU(2).

Wir wollen nun eine neue LAGRANGE-Funktion konstruieren, die unter lokalen Eichtrans-
formationen

$(x) — ¢(z) = R(Qx))¢() (11.13)

invariant ist. Dies gelingt wiederum durch minimale Kopplung des Multipletts ¢ an ein
Eichpotential, d.h. durch die Ersetzung von gewohnlichen durch kovariante Ableitungen.
Fiir ein Skalarfeld in der definierenden Darstellung lautet die Ersetzung

8y — Dy = 8¢ — ie A, (11.14)

A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 11. REINE GITTEREICHTHEORIEN 11.1. Eichtheorien im Kontinuum 234

wobei e die Stiarke der Kopplung parametrisiert. Fiir ein n-komponentiges Feld ¢ wird das
Vektorpotential A, eine n x n Matrix sein. Die Forderung (@) impliziert das folgende
Transformationsverhalten fiir das Eichpotential.

A, — AL =04,07 - éaumfl. (11.15)

Fiir nicht-ABELSCHE Gruppen werden A, und (2 nicht vertauschen, und wir kénnen diese
Formel fiir die Eichtransformationen des Eichpotentials nicht weiter vereinfachen. Wir
sehen aber, dass A, in der L1E-Algebra g von G liegen sollte. Dann liegen beide Terme
auf der rechten Seite von (ITIH) in dieser Algebra und Eichtransformationen wirken im
Raum der g-wertigen Eichpotentiale. Die g-wertige Feldstdirke

F = é[pw D,) = 9,4, — 0,A, —ic[A,, A (11.16)

ist nicht mehr eichinvariant,
F(z) — Q(2)F,(2)Q 7 (z). (11.17)

Sie transformiert nach der adjungierten Darstellung der Eichgruppe G.

Fiir Skalarfelder, die nach einer beliebigen irreduziblen Darstellung transformieren,
¢ = R(Q)¢, ist die Kovarianzbedingung ([H) automatisch erfiillt, wenn wir als kovari-
ante Ableitung

Dyé = 0,0 — ieR.(A,)b (11.18)

wihlen. Hier ist R, die von der Darstellung R induzierte Darstellung der LiE-Algebra-
wertigen g. Der Kommutator von kovarianten Ableitungen in der Darstellung R ist dann

e
[Duv D,,] = ; R*<FW)-

Gerade in neueren Arbeiten {iber reine Eichtheorien spielt die Frage der Abhéngigkeit der
Erwartungswerte von der Darstellung der Eichgruppe eine wichtige Rolle. Zum Beispiel
konnte man fragen, ob die reine SO(3)-Eichtheorie die gleiche Phasenstruktur aufweist
wie die SU(2)-Eichtheorie [[2]7

Wie man leicht einsieht, dndert sich der Term

tr F*™ F,, (11.19)

nicht bei einer Eichtransformation ([TIQITIT), da die Spur unter zyklischer Vertau-
schung der Argumente nicht &ndert. Dieser eichinvariante Term ist der wichtige Yang-Mills
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Term. In Anlehnung an die MAXWELL-Theorie wiahlt man als eichinvariante Lagrange-
dichte fiir das wechselwirkende System A, ¢

1
L=—Jtr FF, + (Duo, D"¢) —m?*(¢, ¢). (11.20)
Nach Konstruktion ist sie invariant unter den lokalen Eichtransformationen

ox) — ¢(2) = Aa)o(x) |
Ar) — A(2) = Qa)Au(x)Q\(2) —éaﬂﬂ(l«) O~ (x). (11.21)

Wir fassen zusammen. Eine Eichtheorie ist bestimmt durch:

e Angabe der Eichgruppe G. Fiir die Quantenchromodynamik, ist G = SU(3) und fiir
die elektroschwache Theorie G = SUL(2) x Uy(1).

e Festlegung der Darstellungen, nach denen die Materiefelder ¢ transformieren.

e Als Parameter enthalten Fichtheorien eine universelle Kopplungskonstante e. Dane-
ben sind noch die Massen und eventuell Selbstkopplungen anzugeben. Die WEINBERG-
SALAM Theorie enthilt allerdings noch weitere Parameter: die Elemente der KMS-
Matrix und die YUKAWA Kopplungskonstanten.

11.1.1 Paralleltransport

Ein Skalarfeld ist kovariant konstant, wenn
D,p=0 bzw. 0,0 =1ieR.(A,)¢ (11.22)

gilt. Die Integrabilitdtsbedingung fiir die Existenz einer (lokal) eindeutigen Losung fiihrt
in diesem Fall auf

0 = [04,0,]¢ @ 1eR, (@A,, — 6,,Aﬂ)¢ +ie(R.(A,))0,¢0 — R.(A,)0,0)
= ieR*(FW)Cba

wobei wir die Linearitit und die Darstellungseigenschaft R.([X,Y]) = [R.(X), R.(Y)] der
induzierten Darstellung benutzten. Nur fiir verschwindende Feldstéirke kénnen wir (lokal)
die d Gleichungen ([T2ZZ) simultan 16sen.

Die Losung der Gleichung kovarianter Konstanz entlang eines Weges C von x nach y
ist nicht ganz einfach, da die Eichpotentiale zu verschiedenen Raumzeit-Punkten nicht
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kommutieren miissen. Wir parametrisieren den Weg mit z(s), wobei
z(0)=2 und =z(l)=y

gelten soll. Die kovariante Ableitung von ¢ langs C soll verschwinden,

) ie, (w(s)) i (5)6(5) = 0. (11.23)

"D, ¢ =

Wir haben ¢(z(s)) = ¢(s) geschrieben und R(2) = 2 angenommen. Wére s eine Zeit-
variable, so hétte diese Gleichung die Form der zeitabhéngigen SCHRODINGER-Gleichung
mit g-wertigem HAMILTONoperator ~ A(z(s)) - i(s). Also lautet die Losung der gewhn-
lichen Differentialgleichung (ITT23) wie folgt,

#(1) = P (exp ie/ol dsAﬂ(:c(s))j:“(s)) #(0), bzw.
oY) = UC:AE), UC: A):P(exp ie /C A). (11.24)

Nur fiir ABELsche Theorien kommutieren die Eichpotentiale zu verschiedenen Raumzeit-
punkten. In diesem Spezialfall ist keine Ordnung (,,Zeitordnung*) P lings des Weges C
notig.

Ist C; ein Weg von x nach y und C; von y nach z, dann verbindet der zusammengesetzte
Weg Cy0C; (zuerst C; und danach C3) den Punkt x mit z und es gilt die Kompositionsregel

U(Cy0Cy; A) =U(Cy; A)U(Cy; A). (11.25)

Der Paralleltransporter U hiingt vom Weg ab, entlang dem ¢ parallel transportiert wird.
Sind C; und C, zwei Wege von x nach y, dann ist C = C; ' o C; eine Schleife von x nach .
Fiir eine ABELsche Theorie ist nach dem Satz von STOKES

U(C; A) = exp (ie fé:ag A) = exp ( ze/gF) . (11.26)

Darin ist G das von C eingeschlossene Gebiet und F' die 2-Form der Feldstarke,
1
F = _—F,dx'ds" =dA, mit A=A,dx" (11.27)
2

Leider gibt es keine &hnlich einfache Formel fiir nicht-ABELsche Eichtheorien. Es exis-
tiert zwar ein nicht-ABELsches STOKES-Theorem [[73], aber es scheint keine interessante
Anwendung dieses relativ komplizierten Theorems in der Physik zu geben. Es impliziert
aber, das fiir /' = 0 der Paralleltransport wegunabhéngig ist, solange die Wege ineinander
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deformiert werden kénnen.
Der Paralleltransport mit dem eichtransformierten Feld A’ in ([T steht in einfacher
Beziehung zu demjenigen mit A. Ist C ein Weg von x nach y, dann gilt ndmlich

UC; A" = Qy)U(C; A)Q (). (11.28)

Diese Eigenschaft folgt aus der Definition des weggeordneten Integrals,
N
P (exp ie/A) ~ lim <11 +2'6Au(xi)jc“‘x_As), (11.29)
C , !

worin x; (i = 1,..., N) eine Unterteilung des Weges C in N —1 Abschnitte ist. Fiir jede
Schleife ist deshalb die Variable

trU(C, A) (11.30)

eichinvariant. Weiterhin ist das Produkt

0" (y)U (Cyos A) (), (11.31)

mit einem von x nach y fiihrenden Weg C,,, eichinvariant. Dieses Produkt hangt fiir /" # 0
von der Wahl des verbindenden Weges C ab, nicht aber von der Wahl der Eichung.

Im folgenden werden wir ausnahmslos die EUKLIDsche Version von Eichtheorien un-
tersuchen. Den formalen Ubergang von der LORENTZ- zur EUKLIDschen Signatur haben
wir bereits besprochen. Im vorliegenden Fall fiihrt die WicKrotation auf folgende L A-
GRANGEdichte fiir eine EUKLIDsche Eichtheorie mit einem geladenen Skalarfeld,

Lg= itrF’“’FW + (Do, D"¢) + m*(, ¢), (11.32)

wobei der Zusammenhang zwischen Eichpotential und Feldstirke und die Definition der
kovarianten Ableitung sich nicht &ndern. Natiirlich werden in einer EUKLIDschen Feldtheo-
rie die Indizes mit der EUKLIDschen Metrik d,,, hoch- und runtergezogen. Zum Beispiel
gelten F,, = F* und FWF,, =Y F2,.

11.2 Eichtheorien auf dem Gitter

Es sei nun ¢(n) ein Skalarfeld auf dem Gitter. Verlangt man lokale Invarianz unter Sym-
metrietransformationen

¢(n) — ¢'(n) =Qn)o(n),  Qn)eg (11.33)
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auf dem Gitter A, so sind es die Terme der Art

(o(n+ep), d(n)), (11.34)

die diese Invarianz nicht respektieren. Die Tatsache, dass man in diesem Wechselwirkungs-
term zwischen nichsten Nachbarn das Skalarprodukt des Feldes an der Stelle n € A mit
dem Feld an der benachbarten Stelle n 4 ¢, bildet, legt nahe, das Feld ,parallel zu ver-
schieben®, bevor das Skalarprodukt gebildet wird. Wir ersetzen also den Ausdruck ([T34)
durch

(¢(n+eu),U(n+eu,n)gb(n)), (11.35)

mit Paralleltransporter U(n+e,,n) von n nach n+e,. Dieser Ausdruck ist invariant unter
lokalen Transformationen (IT.33) des Materiefeldes wenn die Transporter unter lokalen
Eichtransformationen durch Konjugation am Anfangs- und Endpunkt transformieren,

Uln+eu,n) — Un+eun)=Qn+e,)U(n+e,,n)Q 1 (n). (11.36)

Im Allgemeinen hingt der Paralleltransport nicht nur von Anfangs- und Endpunkt, son-
dern auch vom gewéhlten Weg ab. Auf dem Gitter kann man sich unter U(n +¢€,,n) den
Paralleltransport entlang der Gitterkante vorstellen, obwohl diese Interpretation bedeu-
tungslos ist.

Diese Uberlegungen legen nahe, als dynamische Variablen nicht etwa LiE-Algebra-
wertige Eichpotentiale A,(x), sondern die elementaren gruppenwertigen Paralleltranspor-
ter zwischen benachbarten Gitterpunkten zu wihlen. Die U-Variablen nennt man kompak-
te Variablen, da alle relevanten (und wahrscheinlich konsistenten) Eichgruppen kompakt
sind.

11.2.1 Eine Wirkung fiir reine Eichtheorien

Die gerichtete Gitterkante von n nach n+e, wird kurz mit (n, £4) bezeichnet. Die dyna-
mischen Variablen sind Elemente einer kompakten Gruppe G und ,leben® auf den Gitter-
kanten. Eine Gitterkonfiguration U ist eine Abbildung von der Menge der (gerichteten)
Kanten £ in G:

U:E={(n,n)} —G (11.37)

Der Paralleltransporter lings eines Weges C auf dem Gitter ist das geordneten Produkt
der Transporter der Kanten des Weges und U(C™') = U~(C).
In einer YANG-MILLS-Theorie ist die Wirkung durch das Quadrat der Feldstirke oder
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Kriimmung gegeben. Diese gibt an, um wieviel ein Feld sich (pro Flidcheninhalt) verindert,
wenn man es infinitesimal um einen geschlossenen Weg parallel-verschiebt. Es bezeichne
pund v die durch e, und e, aufgespannte Ebene, in welcher die Verschiebung stattfindet.
Auf dem Gitter gibt es keine infinitesimale Verschiebung. Die elementarste Verschiebung
entlang eines geschlossenen Weges ergibt sich aus dem Produkt der Transporter lings des
Randes einer elementaren Plakette. Wir definieren

Uln.uw) = Uln+ e —)Un + e+ ep—n)U(n + )00, 1)

= Un,v) 'Un+ e, 1) 'Un + e v)U(n, ). (11.38)
n+e, n+e,+e, wobei wir ([I37) benutzten. Das Gruppen-
element U, = U(n, pv) bezeichnet also den

Paralleltransporter um eine elementare Pla-
kette p, definiert durch die vier Eckpunkte
n,n + e, n + e, + e,,n + e,. Man schreibt

Plakette
p of etwas kiirzer

U, = [[ Ve (11.39)

£e0p

n n ey Die Abhéngigkeit von n ist bei dieser Notation

aber nicht offensichtlich. Unter einer Eichtransformation ([I30) transformiert die Plaket-
tenvariable wie folgt,

Un, pv) — Qn)U(n, ur)Q*(n). (11.40)

Um die Wahl fiir die eichinvariante und reelle Wirkung zu motivieren, fithren wir formal
einen Gitterabstand a ein und schreiben

Un, ) = e'eatn( (11.41)

mit dem LIE-Algebra- Feld A,(n) = Af.(n)T,. Bilden wir das Produkt der Gruppenele-
mente um eine elementare Plakette, so erhalten wir

Up — U(Tl, MV) — e—ieaAu(n)e—ieaAM(n-l—aeu)eieaAl,(n-l—aeH)eieaAu(n)
— efieaAl,(n) efieaAu(n)fieaQBVAu(n)qLO(aS)
eieaAl,(n)+iea2auAl,(n)—l—O(a?’)eieaAH (n) (1 1 42)
eiea2 (BMA,,(n)—@,,AH(n)—ie[AM(n),Au(n)]) +0(a3) (1 1 43)
iea? Fl, (n)+0(a?)

—= [ s
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wobei wir im Schritt von ([TZ2)) zu (IT43) von der BAKER-HAUSDORFF-Formel

cAeB — 6A+B+%[A’B]+'” (11‘44)
Gebrauch machten und im Exponenten Terme bis zur Ordnung a? beriicksichtigten. Es
folgt

Un, pv) + Ul(n, pv) = 2 — e*a*F,(n) + O(a). (11.45)

Da der fiihrende Term nach der konstanten Matrix von der Ordnung a* ist, kénnte man
meinen, dass wir von Beginn an die Entwicklung bis zu dieser Ordnung héitten ausfiihren
miissen. Fiir die unitire Matrix U = exp(iT) mit hermitescher Matrix T’ = ea®F,,, +O(a?)
gilt jedoch

U4+U =2-T?+0(TY.

Zur Ordnung a* in U + UT trigt also tatsichlich nur der fiihrende Term der Ordnung a?
in T bei. Das Ergebnis dieses naiven Kontinuumslimes legt folgende Definition fiir die
Wirkung einer EUKLIDschen Eichtheorie nahe:

1 1
Seich = 2N gtr (11 -3 (U, + U;)) : (11.46)

Die Summe erstreckt sich iiber alle Plaketten im Gitter, d.h. wir erhalten eine Summe iiber
alle Gitterpunkte n (im Kontinuumslimes wird diese Summe zur Raumzeit-Integration)
sowie iiber alle Fldchenelemente p,v. Der Normierungsfaktor 1/N beriicksichtigt, dass
die Variablen U, zu einer N-dimensionalen unitiren Darstellung der Eichgruppe gehoren.
Sind alle U, = 1, dann verschwindet wegen tr1 = N die Eichwirkung. Fiir allen ande-
ren Konfigurationen ist S, positiv. Fiir SU(2) ist tr U reell und in der fundamentalen
Darstellung wird

1
Seich = 502 zp: tr (1 -U,), SU(2) fundamentale Darstellung. (11.47)

11.2.2 Invariantes Mal} und irreduzible Darstellungen

Zur Berechnung der Zustandssumme oder von Erwartungwerten benotigen wir eine Inte-
gration iiber alle dynamischen Freiheitsgrade. In der Kontinuumstheorie sind dies die Eich-
potentiale A, (x) (siehe die Lehrbiicher iiber Eichtheorien oder meine Vorlesung Path Inte-
grals). Auf dem Gitter werden die Eichpotentiale durch die Paralleltransporter U(n, ) €
G entlang der elementaren Kanten ersetzt. Deshalb ist es naheliegend, die formale Inte-
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gration iiber alle Eichpotentiale durch die invariante Integration iiber die Eichgruppe G
zu ersetzen,

/DA — / [T v (n. ). (11.48)

(n,p)

Dabei dU das bis auf eine multiplikative Konstante eindeutige links- und rechtsinvariante
HaARr-Mals auf der kompakten Gruppe,

dU = d(QU) = d(UQ), Q€G. (11.49)

Wir normieren das invariante Mafs, so dass f dU =1 gilt. Jede kompakte Gruppe besitzt
ein derartiges HAAR-Maf. Die Bedingungen (ITZ9) sind gleichbedeutend mit der Links-
und Rechtsinvarianz der Mittelbildung,

M(S) E/gde(m :/gde(QU) :/gde(UQ) (11.50)

fiir alle Gruppenelemente 2 und Funktionen f : G — C. Fiir eine endliche Gruppe ist die
Mittelbildung gleich dem Mittelwert von f,

=7 Zf (11.51)

Ueg

Die Mittelbildung M triagt ihren Namen zurecht: sie ist linear, positiv, normiert und
invariant. Die Invarianzeigenschaft (TT50) ist evident.

Die Elemente der einfachsten kompakten LiEgruppe U(1) der komplexen, unimodula-
ren Zahlen haben die Form U = €' mit o € [—7, 7). Eine Funktion f : U(1) — C ist eine
21— periodische Funktion des Parameters a. Die Mittelbildung ist dann gegeben durch
folgendes Integral iiber den Parameterraum:

™

M(f) = 5 / dor f(e"). (11.52)

—Tr

Die Invarianz beziiglich Linkstranslationen beweist man wie folgt,

™

_/daf (Qeio) 4= —/daf ey — /daf< ).

—Tr
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Die Zustandssumme einer U(1)-Gittereichtheorie hat damit die Form

ZA:/W.../WH%exp<e—122(1—coszag)>. (11.53)

P £e0p

Das Argument der Kosinus-Funktion enthélt die Summe iiber die 4 orientierten Kanten
die zum Rand der Plakette p gehoren.

Wie sieht nun das invariante Haarmaf von SU(2) aus? Dazu iiberlegen wir uns, was
die Linkstranslation U — QU auf SU(2) geometrisch bedeutet. Die Gruppenelemente
konnen wie folgt ein-eindeutig parametrisiert werden,

g

a— Ua) = ( o agﬂ.a“) mit  a=|%|es  (11.54)
—Qg + 10y — 10 Qg
Oly

Als Mannigfaltigkeit ist die Gruppe SU(2) gleich der Sphiire S3. Die Linkstranslation
U — QU mit dem Gruppenelement Q@ = U(f3) ist dann im Parameterraum gegeben durch

Bi B2 —P3 —fs aq
_ : _ Ba B —Bs B3 &%)
UB)U () =U(0(B)r) mit O(B)a = 6 B B b s | (11.55)

Ba —53 Ba B (7]

Wegen 3 € S3 ist O(3) eine orthogonale 4 x 4—Matrix, OTO = 1, und damit ist O(8)«
eine Drehung von a. Nun ist aber die von R* auf S® induzierte Volumenform drehinvariant
und damit invariant unter Linkstranslationen (und Rechtstranslationen). Normieren wir
die Volumenform, dann erhalten wir das eindeutige Haarmaf$ auf SU(2),

dU = 5(&2 — 1) doiydosdosdoy. (11.56)

Alternativ kénnen wir fiir die Punkte auf ~ S%  Kugelkoordinaten“ einfiihren,

o cos 0
az | sin @ cos 1 (11.57)
as | | sinfsinycosp |’ '
oy sin fsin ¢ sin ¢
Dies fiihrt auf folgende Parametrisierung der Gruppenelemente,
cos 6 + isin 6 cos Y sin 6 sin ¥e’
0 = : 11.
v, v, ¢) ( —sinfsinye ™™ cos —isinfcosty )’ (11.58)
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wobei die auftretenden Winkel eingeschrinkte Wertebereiche haben,
0<f<m O0<¢<7m und 0<¢ <27 (11.59)

In diesen Koordinaten lautet das HAAR-Maf von SU(2)

1
dU = —— sin?§ - sin ) dfdipdep. (11.60)

272

Es definiert ein invariantes Skalarprodukt auf den Funktionen G — C,
(f.9) = /gf(U)g(U)dU- (11.61)

Man kann sich eine vollstdndige orthonormierte Basis des HILBERTraums Lo (G, dU) be-
schaffen, wenn man alle irreduziblen Darstellungen der Gruppe betrachtet. Eine Darstel-
lung R der Gruppe G ist eine strukturhaltende Abbildung der Gruppe in die Menge der
linearen Abbildungen eines Vektorraums V',

Die Dimension dp der Darstellung R ist gleich der Dimension des Darstellungsraumes V.
Wir wollen im Folgenden annehmen, dass die Gruppe eine Mittelbildung besitzt. Dann
ist jede Darstellung dquivalent zu einer unitdren Darstellung. Endliche und kompakte
Gruppen besitzen eine Mittelbildung.

Eine Darstellung heisst irreduzibel, wenn die linearen Abbildungen {R(U)|U € G} kei-
nen gemeinsamen invarianten echten Unterraum von V' haben. Es sei nun {R(U)} die
Menge aller irreduziblen Darstellungen. Es gilt der wichtige

Satz von Peter-Weyl: Die Funktionen {R(U)%} definieren ein vollstindiges Orthogo-
nalsystem von Lo(dU), und

_ Opr
(Rab,R/Cd) = /Rab<U)Rlcd(U> dU = % 5ac(sbd7 (1163)
R

wobei dg = tr R(1) die Dimension der Darstellung R ist.

Dieses Theorem hat als wichtige Konsequenz das

Lemma: Die Charakteren xr(U) = tr R(U) bilden ein vollstindiges Orthonormalsystem
fiir den Raum der invarianten Funktionen, f(QUQ™) = f(U) C Ly(dU). Insbesondere

(xR, XR) = OrRr. (11.64)
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Dieses Lemma ist niitzlich bei der Zerlegung einer reduziblen Darstellung in irreduzible
Anteile. Weitere hilfreiche Indentitéiten liefert das

Lemma: Es gelten die folgenden Formeln

Opp
(R xr) = (xw,R™) = T S

/ e ( QU xw () dU = 2 @) (11.65)

Z dR XR(U) = 5(17 U)

Diese werden zum Beispiel bei der Entwicklung fiir starke Kopplungen bendtigt. Fiir
einen Beweis diesere (und weiterer) Formeln verweise ich auf die reichhaltige Literatur
iiber Gruppen und Darstellungen.

11.2.3 Zustandssummen von zweidimensionalen Modellen

Wir berechnen die Zustandssummen von 2-dimensionalen Eichtheorien auf dem quadrati-
schen Gitter mit periodischen Randbedingungen. Wir beginnen mit ABELschen Eichtheo-
rien, deren Zustandssumme #hnlich einfach berechnet werden kann wie fiir eindimensio-
nale Spinmodelle. Fiir nicht-ABELsche Eichtheorien ist die Berechnung komplizierter und
macht wesentlichen Gebrauch von den Eigenschaften des HAAR-Mafes.

Zo-Eichtheorie

Die dynamischen Variablen sind die |E| = 2V Linkvariablen U, € {—1, 1} und die invari-
ante Integration ist die Mittelbildung %ZUZ auf der Eichgruppe Z,. Zur Umformung der
Zustandssumme benutzen wir denselben Trick wie bei der Hochtemperaturentwicklung

fiir das ISING-Models (siehe E39),
1 1 [coshp\"
_ — 722;/3(17Up) -
2= 5m %e = 5@ (Tg ) {XU;H (1+00,) (11.66)
p

wobei tanh § = v gesetzt wurde. Fiir die Z,-Eichtheorie ist dies eine Entwicklung in tan 8
mit 3 ~ 1/€?, also eine Entwicklung fiir starke Kopplung. Wegen

Z e 2 p gerade (11.67)
- ¢ 0 p ungerade, '
4
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tragen nach Ausmultiplikation des Produktes auf der rechten Seite in ([LGO) nur die
Terme 1 und " [], U, bei. Es folgt

h |4 . 1 -8 \%
7 = (Cosﬁ ﬁ) (1+ (tanh 8)") =3 ( *26 ) . (11.68)
e
Im thermodynamischen Grenzfall V' — f(e)
oo strebt die freie Energiedichte f =
—log(Z)/V gegen log(2)

log2 — log (1 + 6_25) .

Fiir schwache Kopplung oder grosse (3
ist sie gleich log(2). Im starken Kopp-

lungslimes strebt sie gegen 0.

U(1)-Eichtheorie

Die Rechnung vereinfacht sich, wenn wir die Link-Variablen U, = ¢ in der Zustands-
summe

7 = e—ﬁv/HdUgHeéﬁUﬁ%ﬁUp, v, =[] U (11.69)
L P

£e0p

geschickt transformieren.
Als eichinvariante Variablen konnten wir

alle Plakettenvariablen U, und die POLY-
AKOV-Schleifen wihlen.

N1
P(l‘z) - H U(mlJrn,:vg),l
n=1

No
P(:El) = H U(:vl,ngrn),Q- (1170)
n=1

Aber diese Variablen sind nicht unabhéan-
gig. Da wir periodische Randbedingungen
fordern, ist [[, U, = 1.

Nur V — 1 Plakettenvariablen sind unabhéngig und wir wihlen diese als ein Teil der
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neuen Variablen. Nun kann man sich leicht iiberzeugen, dass P(z; + m)P~!(z1) gleich
dem Produkt derjenigen Plakettenvariablen ist, die durch die beiden zu P(xy + m) und
P(z1) gehorigen Schleifen eingeschlossen werden. Als weitere unabhéngige eichinvarian-
te Variablen wihlen wir also nur jeweils eine POLYAKOVschleife in die Zeit- und eine in
die Raumrichtung. Damit ergeben sich V' 4 1 unabhéingige eichinvariante Variablen. Zu-
sammen mit den Ni(Ny — 1) + (N; — 1) = V — 1 eichvarianten Linkvariablen auf den
durch einen Schréagstrich gekennzeichneten Links E’ egibt sich der vollsténdig Satz von V'
Variablen,

{Up=1,....,.V -1}, P, P, {Ul|leFE'} (11.71)
Wegen der Links- und Rechtsinvarianz des HAAR-Mafes folgt

_BV/HdU H€26 Up+Up) /dPldPQ/ HdUZ' (11.72)

1453 94

Darin ist die Plakettenvariable Uy wegen [[U, = 1 von den anderen Plakettenvarialben
abhéngig. Also erhalten wir

|4
Z=e" H/dUpe%B(UPJFUP) §(1, U Us -+~ Uy). (11.73)

Fiir die Gruppe U(1) sind alle irreduziblen Darstellungen eindimensional und mit U =
e ist die Formel §(1,U) = Y. U™ in ([LBH) dquivalent zur FOURIERdarstellung der
0-Distribution. Dies fiihrt auf folgende explizite Formel fiir die Zustandssumme einer 2-
dimensionalen U(1) Gittereichtheorie mit periodischen Randbedingungen,

7 = —BVZ H/ dU eﬁcosaUn)

neZ p=1
- dOZ Cos xTino -
— BVZ (/ P eosati ) —e 5VZIn(ﬁ)V. (11.74)
nez ne”L

Die zugehorige freie Energiedichte hat die Form

£(8,7) = 8~ o (Y 1(9)"). (11.75)
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Z-Eichtheorien

Dieselbe Variablendnderung fiihrt fiir die Zustandssumme einer Zx-Theorie

z=Y e Pumathmalh) U, U, € {2 =N 22 2N =1}, (11.76)
mit Hilfe der Darstellung

N Z 27Tznk/N kmodN)O (1177)

fiir das N-periodische KRONECKERsymbol, auf folgende Reihendarstellung fiir die Zu-
standssumme

N
7 — e—ﬁV ZFN(n,ﬁ)V, (TL ﬁ Z B cos( 27rm/N)+27rzmn/N (1178)

Fiir N = 2 stimmt dies mit dem Resultat (II6]) fiir die Zo-Gittereichtheorie iiberein und
fiir N — oo mit der Formel (I fiir die U(1)-Theorie.
Nicht-Abelsche Eichtheorien

Wie fiir die U(1)-Theorie wihlen wir als unabhéngige Variablen die Plaketten-, POLY-
AKOVschleifen- und speziellen Linkvariablen in (ITZ1). Als Wirkung wéhlen wir ([T46)),
wobei die Linkvariablen und Plakettenvariablen in einer irreduziblen Darstellung R der
Eichgruppe liegen. Es sei xg(U) = tr R(U) der Charakter dieser Darstellung. Dann nimmt
die Wirkung folgende Form an,

elch - ﬁz (1 - —XR ) %XR(UP)) mit ﬁ = ig (1179)

e
Wie oben miissen wir die Nebenbedingung

[Iv, =1

beriicksichtigen. Dabei ist es niitzlich, die vollstindige und orthonormierte Basis der Cha-
rakteren yp fiir die Klassenfunktionen auf der Gruppe einzufiihren,

xr(U) = tr R(U), Xr(QUQ™) = xr(U).
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Hier ist U — R(U) eine irreduzible Darstellung der kompakten Gruppe G. Jede Klassen-
funktion hat nach dem Lemma auf Seite die Entwicklung

f=> (xn fxn, (11.80)
R
wobei das Skalarpodukt mit dem HAARschen Maf definiert ist,
(f9) = [ U FW)9(0). (11.81)

11.2.4 Observablen der reinen Eichtheorien

Da die Gitterwirkungen und das HAAR-Ma¥ eichinvariant sind, ist das normierte Mafl im
Funktionalintegral

1
dpll] = — e Sl TTav,, 2 = /eseichm I1av.. (11.82)

leE leE

ebenfalls eichinvariant. Fiir ein endliches Gitter in d Dimensionen ist dies ein d|A||G|-
dimensionales Integral. Zum Beispiel, fiir eine 4-dimensionale SU(2)-Eichtheorie auf dem
hyperkubischen 16* Gitter wire es ein 4 - 16* - 3 = 786 432-dimensionales Integral. Wegen
der Eichinvarianz des Mafes folgt fiir die Erwartungswerte von Funktionen der dynami-
schen Variablen

(W) = [ aviFw) = [ uviFot) = o),
U= (U} U= (U w0 ), (11.83

fiir beliebige lokale Eichtransformationen {€(n)}. Es ist also nur sinnvoll, Erwartungs-
werte von eichinvarianten Grofen zu betrachten.
Eichinvariante Funktionen der Variablen

{U(n, )} sind die Spuren von Produkten von
U's entlang geschlossener Wege (Schleifen).
Wir definieren

C L
wic) = tr [TU i, p)|,- (11.84)

- i=1
n Dabei beschreibt (n;, p1;) mit n;41 = n;+e,, und

nr.1 = np eine Folge von gerichteten Kanten zu
der Schleife C.
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Die Groken W[C] sind fiir geschlossene Wege (Schleifen) C eichinvariant. Man kann
sich iiberlegen, dass die allgemeinste eichinvariante Grofse eine Funktion der Parallel-
transporter entlang geschlossener Wege ist. Die Bezeichnung fiir W[C] variiert leider in
der Literatur. Oft heissen sie WILSON-Schleifen. Manchmal versteht man unter einer WiL-
SON-Schleife auch nur das Produkt der U’s entlang einer Schleife, also das Argument der
Spur in ([I84), manchmal auch den Erwartungswert von W. Wir werden im folgenden
die eichinvarianten W in (84 als WILSON-Schleifen bezeichnen.

WILSON-Schleifen zu geschlossenen Wegen, die sich um ein periodisches Gitter her-
umwinden, heissen auch POLYAKOV-Schleifen. Sie spielen eine wichtige Rolle bei der Un-
tersuchung von Gittereichtheorien bei endlichen Temperaturen. Der Erwartungswert der
PoryAKoOvschleifen ist ein Ordnungsparameter fiir den Confinement-Deconfinement Pha-
seniibergang in reinen Eichtheorien. Die Dynamik derartiger Schleifen wird zur Zeit am
Lehrstuhl Quantentheorie untersucht [74].

11.2.5 Die Stringspannung

Es sei nun W[R, T| eine WILSON-Schleife zu
einer ebenen und rechteckigen Schleife mit
T den Kantenlingen R und 7. Die Funktion

V.o(R) = — lim %log(W[R, ) (11.85)

T—o0

wird als statisches gg-Potential interpretiert.
R Die Grofe

heisst Stringspannung. Sie ist ein Ordnungsparameter zur Unterscheidung zwischen Con-
finement bzw. Nicht-Confinement in einer reinen Eichtheorie.

Akzeptiert man fiir V,;(R) die Interpretation als

Potential zwischen zwei von aussen eingebrach-

ten statischen Ladungen, so bedeutet o # 0, q q
dass die potentielle Energie mit dem Abstand
der Ladungen zunimmt, und fiir asymptotisch
entfernte Ladungen unendlich grof wiirde, so
dass dieser Zustand in einer dynamischen Theorie nicht auftritt. Das lineare Anwachsen
der Energie mit dem Abstand koénnte erkldrt werden, wenn sich zwischen den duferen
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Ladungen ein Flufschlauch mit konstanter Energiedichte bilden wiirde. Dann wére die
Energie des Schlauches proportional zu seiner Linge und ensprechend die Kraft zwischen
den Ladungen konstant. Fiir eine verschwindende Stringspannung nimmt dagegen die po-
tentielle Energie fiir sehr grofte Abstédnde kaum mehr zu. Es sollte also moglich sein, dem
System geniigend Energie zuzufiihren, um eine Trennung der Ladungen zu erreichen.

Die Ladungen treten in dieser Betrachtung nur als ,unendlich schwere“ Objekte ohne
eigene Dynamik auf. In Wirklichkeit wird die Energie zwischen zwei sich entfernenden
Ladungen nur solange zunehmen, bis die potentielle Energie ausreicht, um die Paarpro-
duktion aus dem Vakuum zu ziinden. Die erzeugten Teilchen schirmen die individuellen
Ladungen ab und es entstehen zwei ladungsneutrale Zusténde, die sich voneinander ent-
fernen konnen.

WILSON schlug als Kriterium fiir Confinement oder Nicht-Confinement in einer reinen
Eichtheorie das Fldchen- oder Umfangsgesetz fiir den Erwartungswert der WILSONschleife
vor,

(W) ~ e TVaalB)  o~Fliche Confinement,
w

Ww[c]) ~ e TVaalB)  o~Umfang kein Confinement. (11.87)

SEILER, BORGS u.a. konnten beweisen, dass V,;(R) monoton anwichst, V- > 0, aber nicht
stirker als linear ansteigen kann, V7 < 0, siche zum Beispiel [75]. Fiir grofe Abstinde
hat das statische Potential die Form

V,y(R) ~ oR — % + const + o(L ) (11.88)

mit einer universellen und positiven Konstanten c¢. Der Term ~ 1/R heisst LUSCHER-
Term. Er hat seinen Ursprung in den Quantenfluktuationen des Fluss-Schlauches zwischen
den beiden statischen Ladungen [76].

Wir kommen zu einer Begriindung, warum V' (R) als statisches ¢g-Potential angese-
hen werden kann. In der Elektrodynamik dndert sich bei Anwesenheit einer dufseren 4-er
Stromdichte j#(z) der Gewichtsfaktor im Funktionalintegral gemé&f

exp (iS) — exp (z’S +1 / d*z j”AM) . (11.89)
Nun parametrisiere z#(7) die Weltlinie C eines elektrisch geladenen Punktteilchens. In der

klassischen Elektrodynamik ist die 4-er Geschwindigkeit 2* zeitartig. Fiir die Stromdichte
des bewegten Teilchens

() = e /c dr ()5 (z — =())
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lautet dann der zusétzliche Phasenfaktor in (TT8Y) folgendermassen,

exp( /d4l‘j“A ) = exp (ie/cdz“Au(z)) = exp (ie/CA) , (11.90)

wobei ldngs des durch z(7) spezifizierten Weges C zu integrieren ist. Die EUKLIDsche Form
erhilt man durch die Substitutionen j° = —ij,, dz° = —idzy und Ay = iA,. Die Phase
(ITT0) bleibt beim Ubergang zur EUKLIDsche Theorie eine Phase. Wihlt man fiir C eine
Schleife, so entspricht die Zustandssumme in Gegenwart eines stationdren Stromes,

%/DAMeXp (—SE[A] +z’ej£A) — <eXp (zeng)> = (wW[c)), (11.91)

genau der Kontinuumsversion des Erwartungswertes der WILSONschleife.

11.3 Starke Kopplungsentwicklung

Die Wirkung einer reinen Eichtheorie auf dem Gitter

elch ﬁZtr ( U +UT)) ﬁ = W’ (1192)

hat mit der nackten Kopplung e nur einen freien Parameter. Eine Gittereichtheorie kann
als klassisches statistisches System mit inverser Temperatur 3 angesehen werden. Der
Grenzfall starker Kopplung enspricht dann dem Hochtemperaturlimes. Wir werden nun
sehen, dass das fiihrende Verhalten des Erwartungswertes von WILSON-Schleifen,

wich = / UIWIC), 7= / aplU]. (11.93)

fiir starke Kopplung durch ein Flichengesetz bestimmt ist.
Wir brauchen folgende wesentlichen Eigenschaften des HAAR-Mafes:

/dU =1 s /dU Uaﬁ =0 y /dU UagU 5 = Céa(;éﬁﬂ{ (11.94)
g g g

Die erste Bedingung ist die Normierung des HAAR-Mafes. Die zweite Bedingung gilt fiir
jede nicht-triviale Darstellung der Gruppe, da wegen der Invarianz des Mafes

/dU Unp = Gory (/ dU U,ﬂ;) Gis- (11.95)

fiir alle Gruppenelemente g und ¢’ gilt. Wenn U nicht-trival transformiert, dann folgt sofort
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die zweite Gleichung in (TT.94)) Die letzte Gleichung begriindet man nun ganz analog.
Ahnlich wie fiir Spinmodelle entwickeln wir das BOLTZMANN-Gewicht in (CLE1)) nach
Potenzen von (3 ~ 1/g?,

exp <—ﬁZtr {1 - %(UP+U;)}> -T1 (1 ~ Btr {1 _ %(UP+U;)} +0(52)) |

p

Wegen ([T.94) hat die Entwicklung der Zustandssumme fiir starke Kopplung die Form
Z=14+0(3*) =1+0(1/gY. (11.96)

Fiir den Zéhler im Erwartungswert (IT.93]) erhalten wir
JH e e e vy
,

.H(l_mr {1—%(UP+UJ)}+O(ﬁQ)). (11.97)

p

Dabei bezeichnen ¢; = (n;, ;) i = 1, ..., L die orientierten Gitterkanten der geschlossenen
Schleife der Linge L. Wegen der zweiten Eigenschaft in (TT.94]) verschwindet der erste
Term dieser Entwicklung, es sei denn, C ist ein Schleife die einen Weg vorwérts und
zuriick durchlduft. Fiir eine Schleife, die eine nicht-verschwindende Fliche einschliesst, ist
der fithrende Term dadurch gegeben, dass jedes U, mindestens zweimal auftritt, und zwar
zu entgegengesetzten Richtungen der Kante ¢ geh6rend. Dann muf von dem BOLTZMANN-
Gewicht ein Produkt von Plakett-Variablen beitragen, welches gerade die WILSON-Schleife
C schliesst. In anderen Worten, es tragen in der Entwicklung des Gewichts nur Produkte
bei, deren Plaketten eine 2-Kette mit Rand C~! bilden. Der fiihrende Beitrag zum Zihler,
und damit zu Erwartungswert (ITT33) ist somit

(W1[C]) ~ (czNig?)A = exp (—log ];Tg; ) : (11.98)

wobei A die Anzahl Plaketten ist, welche die Minimalfliche A mit A = C aufspannen.
Fiir eine rechteckige WILSONschleife ist A = RT. Der Beitrage ¢4 kommt von den U-
Integrationen, da in fiihrender Ordnung die Anzahl Gitterlinien innerhalb A gleich 2A
ist.

Man kann dieses Argument natiirlich noch verbessern. Offensichtlich tragen zum Z&h-
ler in (IT33)) genau diejenigen Flichen bei, deren Rand gleich C~! ist. Dabei kénnen auch
geschlossene Flichen ohne Rand beitragen. Der Beitrag dieser nicht-zusammenhéngenden
Flichen werden durch den Nenner aufgehoben. Die Flichen mit Rand C~! kénnen Selbst-
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iiberschneidungen haben oder von randlosen Fliachen beriihrt werden. In jedem Fall er-
wartet man eine Darstellung der Form

Wiy =Y et (11.99)
c2;0co=—C

mit einer Stringspannung o. Bisher ist es im Kontinuum leider noch nicht gelungen, eine
vergleichbare Formel zu bewez’senﬂ.

'OSTERWALDER und SEILER konnten beweisen, dass die starke Kopplungsentwicklung konvergiert,
ganz im Gegensatz zur schwachen Kopplungsentwicklung. Nach einem Argument von DYSON ist diese im
besten Fall asymptotisch.
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