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Kapitel 1EinführungEine relativistishe Quantenfeldtheorie ist
• eine Vereinigung von Quantenmehanik und spezieller Relativitätstheorie,
• eine Erweiterung der Quantenmehanik auf unendlih viele Freiheitsgrade,
• eine geeignete Sprahe zur Beshreibung von Elementarteilhen,
• eine der umfangreihsten und komplexesten Theorien der Physik,
• einem ständigen Wandel unterworfen.In der Festkörperphysik spielen nihtrelativistishe Quantenfeldtheorien bei der Behand-lung von Elementaranregungen und deren Wehselwirkungen eine zunehmend wihti-ge Rolle. Bekannte Beispiele sind die Elektron-Phonon Wehselwirkung oder die Spin-Wehselwirkungen, die für ein Verständnis des Magnetismus wihtig sind. In dieser Vor-lesung werden wir uns (bis auf das Kapitel über Spinmodelle) vorwiegend mit relativisti-shen Quantenfeldtheorien beshäftigen.Die elementare Quantenmehanik beshreibt eine feste Anzahl Teilhen, zum Beispielin einem äuÿeren elektromagnetishen Feld. Die Quantenfeldtheorie (QFT) geht dage-gen vom Wellenharakter der Materie aus. Korpuskulare Aspekte wie zum Beispiel dieTeilhenerzeugung oder Vernihtung werden in einem zweiten Shritt durh eine �Quan-tisierung� der entsprehenden klassishen Feldtheorien eingeführt. Man spriht dann vonFeldquantisierung oder etwas irreführend von zweiter Quantisierung1. Shon im Artikelvon M. Born und P. Jordan [1℄ wird die Quantisierung des elektromagnetishen Fel-des skizziert. In der anshlieÿenden bahnbrehenden 'Drei-Männer-Arbeit' von Born,Heisenberg und Jordan wurde die Quantisierung eines Systems mit einer beliebigenAnzahl Freiheitsgrade ausgearbeitet.1Dieser Begri� geht auf P. Jordan zurük. 1



KAPITEL 1. EINFÜHRUNG 2Die Quantenfeldtheorie wurde zur Beshreibung von Elementarteilhen und derenWehselwirkungen entwikelt, und zuerst auf die Wehselwirkung der Photonen mit Ato-men angewandt. In seinen Arbeiten legte P. Dira das Fundament zur Quantenelektro-dynamik (QED) [3℄. Er studierte darin das Strahlungsfeld Aµ(x) und seine Kopplung anein Atom. Indem er das Strahlungsfeld niht mehr klassish (im Maxwellshen Sinne)sondern als operatorwertiges Feld (durh �Quantisierung� der Koe�zienten in der Fou-rierentwiklung von Aµ(x)) au�asste, gelang ihm eine Überwindung der semiklassishenBeshreibung der quantenhaften Emission und Absorption von Photonen bei Strahlungs-übergängen. Damit verband er die Quantenmehanik von Heisenberg und Shrödin-ger mit der Quantentheorie der Strahlung im Sinne von Plank oder Einstein. DieMaterie wurde dabei allerdings noh im Teilhenbild behandelt. Die vollständige und mitder speziellen Relativitätstheorie verträglihe Quantisierung der Elektrodynamik gelangP. Jordan, W. Pauli und W. Heisenberg [4℄. Hierin wurden die wehselwirkendenDira- und Maxwellfelder quantisiert. In ihrer Arbeit von 1929 führten Heisenbergund Pauli die Lagrange-Funktion für Felder ein, sprehen von kanonish konjugiertenVariablen und benutzten eine Quantisierungsvorshrift, die wir heute kanonish nennen.Die Feldgleihungen folgten nun aus einem Wirkungsprinzip. Dieser Zugang zur Feldtheo-rie hat sih durhgesetzt und gilt auh heute noh als das Verfahren zur Konstruktion vonFeldtheorien. Die Probleme mit der Einteilheninterpretation des quantisierten Klein-Gordon-Feldes wurde einige Jahre später von Pauli und Weisskopf gelöst [5℄.In Quantenfeldtheorien werden zunähst die freien, nihtwehselwirkenden Felder ei-ner Teilhensorte quantisiert und die Wehselwirkung der als punktförmig angenommenenTeilhen danah durh eine lokale, d.h. in jedem Raumzeitpunkt als Produkt der weh-selwirkenden Felder oder deren Ableitungen de�nierte Wehselwirkungsdihte eingeführt.Dieses Vorgehen führt jedoh bei einer direkten Berehnung zu divergenten Ausdrüken fürphysikalishe Gröÿen, zum Beispiel zu unendlih groÿen Selbstenergien. Dieses Problemführte auf das Renormierungsverfahren, dessen Ursprung bereits in den Untersuhungenvon Dira, Heisenberg, Weisskopf, Pauli, Fierz und Kramers zu �nden ist undin den bekannten Arbeiten von Tomonaga, Shwinger, Feynman und Dyson nahdem zweiten Weltkrieg im Wesentlihen vollendet wurde. Für so-genannte renormierbareQuantenfeldtheorien gibt es ein konsistentes Verfahren, bestehend aus einer Regularisie-rung und anshlieÿenden Renormierung der Felder und Kopplungskonstanten, so dass dieTheorien nah Festlegung von wenigen physikalishen Parametern (Massen und Kopp-lungsstärken) in jeder Ordnung der Störungstheorie Vorhersagen für alle weiteren Gröÿenmahen.Die QED ist das einfahste und am besten studierte Modell einer renormierbarenQuantenfeldtheorie. Hier tritt die elektromagnetishe Wehselwirkung in reiner Form inErsheinung. Die beispiellose Genauigkeit der Berehnungen der QED basieren auf demGebrauh der Störungstheorie. Dabei dient die dimensionslose Sommerfeldshe Fein-������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 1. EINFÜHRUNG 3strukturkonstante α = e2/~c ∼ 1/137 als Entwiklungsparameter. Am weitesten wurdedie Berehnung des magnetishen Moments des Elektrons vorangetrieben, für das die Glie-der der Ordnungen α, α2, α3 und α4 bestimmt wurden. Die Rehnungen stimmen bis zurzehnten Stelle hinter dem Komma mit den experimentellen Werten überein.Neben der weiteren Entwiklung von Rehentehniken im Rahmen der Störungstheoriewaren die Jahre zwishen 1930 und 1960 dem formalen Ausbau der Feldtheorie gewid-met. Der Zusammenhang zwishen Spin und Statistik wurde entdekt, das CPT-Theoremfand seine erste Formulierung und die Darstellungstheorie der (Anti)-Vertaushungregelnwurde entwikelt. Symmetrieprinzipien traten zunehmend in den Vordergrund. Geradeim Rahmen der QED wurden viele fundamentale Begri�e und Gesetzmäÿigkeiten derQuantenfeldtheorien entdekt und formuliert.In Verallgemeinerung ihres Vorbilds wurden die komplizierteren Theorien der star-ken und shwahen Wehselwirkung und auh die Modelle der groÿen Vereinheitlihung(GUTS) konstruiert. Die letzten Jahrzehnte waren geprägt von unseren Bemühungen, dasallgemeine Grundkonzept aus den Gründerjahren 1927-29 auf diese so-genannten Eih-theorien zu erweitern. Zuerst shien es, als ob die in der QED so erfolgreihe Störungstheo-rie auf die anderen Wehselwirkungen niht anwendbar sei. Die shwahe Wehselwirkung,die zum Beispiel für den radioaktiven Beta-Zerfall verantwortlih ist, shien zu shwahzu sein als dass höhere Ordnungen der Störungstheorie eine Rolle spielen könnten. Zudemwar die ursprünglihe, von Fermi entwikelte Theorie der shwahen Wehselwirkungniht renormierbar. Auf die starke Wehselwirkung, welhe zum Beispiel die Nukleonenzusammenhält, shien dagegen wegen ihrer Stärke die Störungstheorie niht anwendbar.Im Jahre 1972 wurde von G. 't Hooft bewiesen, dass spontan gebrohene Eihtheori-en, wie sie zur Beshreibung der shwahen Wehselwirkung gebrauht werden, renormier-bar sind. Ab dieser Zeit wuhs das Interesse an den so-genannten Yang-Mills-Theorien.Während die QED eine Eihtheorie mit Abelsher Eihgruppe U(1) ist, sind die Yang-Mills-Theorien Eihtheorien mit niht-Abelshen Eihgruppen. Für die Kraft zwishenshwah wehselwirkenden Teilhen sorgen 80 GeV shwere W - und Z-Bosonen, ähnlihwie elektrish geladene Teilhen über den Photonenaustaush wehselwirken. Die Theorieder elektroshwahen Wehselwirkung, also der vereinheitlihten elektromagnetishen undshwahen Wehselwirkungen, wurde von Glashow, Weinberg und Salam [6℄ entwi-kelt. Ist die Energie der Teilhen sehr viel kleiner als die Masse der Eihbosonen, so gehtdas renormierbare Weinberg-Salam-Modell in die e�ektive und niht-renormierbareTheorie von Fermi über. 1973 zeigte sih, dass die der starken Wehselwirkung zugrun-deliegende Quantenhromodynamik (QCD) - die Eihtheorie für Quarks und Gluonen -asymptotish frei ist, so dass bei sehr hohen Energien oder sehr kleinen Distanzen dieKopplung shwäher wird und die Störungstheorie angewandt werden darf. In den frühen1990ern waren bereits die meisten zweite-Ordnung Korrekturen zu den wihtigen QCD-Prozessen berehnet. In allen Bereihen in denen die Störungstheorien anwendbar sind������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 1. EINFÜHRUNG 1.1. Literaturempfehlungen: 4stimmen theoretishe und experimentelle Resultate überein. Gerade im elektroshwahenSektor ist diese Übereinstimmung hervorragend.Ein tieferes, niht auf der Störungsentwiklung fuÿendes, Verständnis der Renormie-rung wurde mit Hilfe der Euklidshen Funktionalintegralformulierung von Quantenfeld-theorien erreiht. Diese ist die Euklidishe Version des Feynmanshen Pfadintegrals[7, 8℄. Dabei wird die Zeitvariable zu imaginären Werten fortgesetzt [9℄. EuklidsheFunktionalintegrale liefern die Verbindung zwishen Quantenfeldtheorie und statistisherMehanik. Diese Beziehung war in der Vergangenheit sehr fruhtbar für die QFT undfür die statistishe Mehanik. In den 70er Jahren wurden Gitterfeldtheorien und insbe-sondere Gittereihtheorien zunehmend zu einem wesentlihen Bereih der theoretishenHohenergiephysik. Nah Vorarbeiten von Wegner [10℄ formulierte Wilson 1974 eineGittereihtheorie, deren Kontinuumslimes einer Euklidshen Version der Quantenhro-modynamik entspriht [11℄.1979 begannen Creutz, Jaobs und Rebbi mit Monte-Carlo-Simulationen vershie-dener Eihtheorien und untersuhten das Con�nement in Theorien ohne Materie [12℄.Innerhalb weniger Jahre etablierten sih numerishe Methoden und heute sind Monte-Carlo-Simulationen des Standardmodells neben der Störungstheorie zu einem der wih-tigsten Hilfsmittel der Hohenergiephysik geworden. Die Gitterformulierung von Quan-tenfeldtheorien ist niht-störungstheoretish und erlaubt einen komplementären Zugangzu vielen Observablen, die oft störungstheoretish niht direkt zugänglih sind.1.1 Literaturempfehlungen:C. Itzykson und J.B. Zuber, Quantum Field Theory, MGraw-Hill, 1980.P. Beher, M. Böhm und H. Joos, Eihtheorien, Teubner Tashenbüher, 1981; M. Böhm,A. Denner und H. Joos, Gauge Theories of the Strong and Eletroweak Interation, Teub-ner, 2001.J. Glimm und A. Ja�e, Quantum Physis - A Funtional Integral Point of View, Springer,1981.G. Roepstor�, Path Integral Approah to Quantum Physis: An Introdution, Springer,1996.M. Creutz, Quarks , Gluons and Latties, Cambridge University Press, 1983.Istvan Montvay und Gernot Münster, Quantum Fields on a Lattie, Cambridge UniversityPress, 1994.H.J. Rothe, Lattie Gauge Theories - An Introdution, World Sienti� Leture Notes inPhysis, Vol. 43, 1996.Jan Smit, Introdution to Quantum Fields on the Lattie, Leture notes in physis, Cam-bridge University Press, 2002������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 1. EINFÜHRUNG 1.1. Literaturempfehlungen: 5R.J. Baxter, Exatly Solved Models in Statistial Mehanis, Aademi Press, 1982.
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Kapitel 2PfadintegraleAus Ihren bisherigen Vorlesungen kennen Sie die Formulierungen der Quantenmehanikvon Heisenberg, Shrödinger und Kollegen. Bereits 1933 spekulierte Dira, ob dieklassishe Wirkung in der Quantenmehanik eine ähnlih wihtige Rolle spielen könntewie in der klassishen Mehanik [7℄. Er glaubte, dass die Amplitude für die Propagationvon q nah q′ in der Zeit t,
K(t, q′, q) = 〈q′|e−iHt/~|q〉 (2.1)gegeben ist durh
K(t, q′, p) ∝ eiS[qcl]/~, (2.2)wobei qcl die klassishe Bahn von q nah q′ in der Zeit t ist. Der Exponent ist dimensionslos,da ~ die Dimension einer Wirkung hat. Für ein freies Teilhen mit Hamilton- undLagrange-Funktion

H0 =
1

2m
p2 und L0 =

m

2
q̇2 (2.3)kann man die obige Formel leiht nahprüfen. Freie Teilhen bewegen sih längs Geradenund die Bahn ist

q(s) =
1

t
{sq′ + (t− s)q} =⇒ S =

∫ t

0

dsL[q(s)] =
m

2t
(q′ − q)2 .Dies führt auf die Amplitude

K0(t, q
′, q) ∝ eim(q′−q)2/2~t.

6



KAPITEL 2. PFADINTEGRALE 7Der Proportionalitätsfaktor ist bestimmt durh die Bedingung e−iHt/~ t→0−→ 1, welhe inder Orts- oder Koordinatendarstellung die Form
lim
t→0

K(t, q′, q) = δ(q′, q) (2.4)annimmt. Er ist auh bestimmt durh die Eigenshaft e−iHt/~e−iHs/~ = e−iH(t+s)/~ mit derentsprehenden Form in der Ortsdarstellung,
∫

duK0(t, q
′, u)K0(s, u, q) = K0(t+s, q

′, q). (2.5)Auf diese Art �ndet man den korrekten Propagator für ein freies Teilhen,
K0(t, q

′, q) =
( m

2πi~t

)1/2

eiS[qcl]/~. (2.6)Ähnlihe Resultate erhält man für Systeme in denen 〈q̂〉 die klassishe Bewegungsgleihungerfüllt, d.h. Systeme für die gilt 〈V ′(q̂)〉 = V ′(〈q̂〉).Für nihtlineare Systeme muss die Formel (2.6) modi�ziert werden. 1948 gelang esFeynman shlieÿlih, das Dirashe Resultat auf solhe Systeme zu verallgemeinern [8℄.Er fand eine alternative Formulierung der Quantenmehanik, aufbauend auf der Tatsahe,dass der Propagator als Summe über alle gewihteten Wege (und niht nur klassisheWege) vom Anfangs- zum Endpunkt geshrieben werden kann. In der Quantenmehanikkann ein Teilhen auf beliebigen Wegen q(s) vom Anfangs- zum Endpunkt gelangen,
q(0) = q und q(t) = q′. (2.7)Die Amplitude für einen einzelnen Weg ist ∼ exp

(
iS[Weg]/~) und die Amplitude für alleWege ist nah den Regeln der Quantenmehanik die Summe der einzelnen Amplituden,

K(t, q′, q) ∼
∑

alle Wege

eiS[Weg]/~. (2.8)Bei der Untersuhung von stohastishen Prozessen beshäftigte sih Wiener shon frü-her mit der Summe über alle Wege [13℄. Dabei wurde aber über reelle und positiveWahrsheinlihkeiten für individuelle Wege summiert und niht über komplexe Ampli-tuden. Das Wienershe Funktionalintegral entspriht dem Feynmanshen Wegintegralfür �imaginäre Zeiten�. Die Wegintegralmethode gestattet eine einheitlihe Sihtweise aufdie Quantenmehanik, Quantenfeldtheorie und die statistishe Mehanik und ist ein uner-setzlihes Werkzeug in der modernen theoretishen Physik. Sie ist ein alternativer Zugangzur Hamiltonshen Methode für die �Quantisierung� klassisher Systeme.������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 2. PFADINTEGRALE 2.1. Wiederholung der Quantenmehanik 8Die Weg-, Pfad- oder Funktionalintegralmethode feierte erste groÿe Erfolge in den1950er Jahren und ist sehr shön und verständlih dargestellt in Feynman's ursprüng-lihen Arbeit [8℄ und in seinem Buh mit Hibbs [14℄. Dieses Buh enthält auh vieleAnwendungen und gilt heute immer noh als eine Standardreferenz. Funktionalintegralewurden von herausragenden Mathematikern und Physikern, und insbesondere von Ka,weiterentwikelt [15℄. Eine gute Referenz für diese Entwiklung ist der Übersihtsartikelvon Gelfand und Yaglom [16℄.Ih kann in dieser Vorlesung nur eine Einführung in Wegintegrale geben. Für ein tiefe-res Verständnis müssen sie die Literatur konsultieren. Es gibt viele gute Büher und Über-sihtsartikel über Wegintegrale. Einige sind in der Literaturliste angegeben. Insbesonderedie Zitate [17℄-[21℄ enthalten einführendes Material.Etwa alle zwei Jahre wird an unserer Fakultät eine Vorlesung über Pfadintegrale ange-boten. Zur Vorlesung im Wintersemester 2001/2002 existiert ein Skript, welhes Sie unterhttp://www.tpi.uni-jena.de/� wipf/hpwipf.html, über den Link leture notes inps.gz format abrufen können. Das vorliegende Kapitel ist eine verkürzte und übersetzteVersion von Teilen des Skriptes.2.1 Wiederholung der QuantenmehanikBekanntlih gibt es zwei Zugänge zur Quantisierung eines klassishen Systems - kanoni-she Quantisierung und Pfadintegral Quantisierung. Ih gehe davon aus, dass sie mit derersten, also Shrödingers Wellenmehanik und Heisenbergs Matrizenmehanik, ver-traut sind. Trotzdem wiederhole ih nohmals die wesentlihen Shritte der kanonishenQuantisierung.Ein klassishes System wird beshrieben durh seine Koordinaten {qi} und Impulse
{pi} im Phasenraum Γ. Observablen sind Funktionen O : Γ → R . Die Energie H(q, p)ist ein prominentes Beispiel. Es existiert eine symplektishe Struktur auf Γ, d.h. lokalexistieren Koordinaten mit Poisson-Klammern

{qi, pj} = δij , (2.9)und diese Struktur wird mit Hilfe der Derivationsregel {OP,Q} = O{P,Q}+{O,Q}P undder Antisymmetrie auf Observablen ausgedehnt. Die Zeitentwiklung einer Observablenist gegeben durḣ
O = {O,H}, e.g. q̇i = {qi, H} und ṗi = {pi, H}. (2.10)Nun �quantisieren� wir das System, indem wir Observablen durh hermiteshen Operato-������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 2. PFADINTEGRALE 2.1. Wiederholung der Quantenmehanik 9ren auf einem Hilbert-Raum und Poisson-Klammern durh Kommutatoren ersetzen:
O(q, p)→ Ô(q̂, p̂) und {O,P} −→ 1

i~
[Ô, P̂ ]. (2.11)Die Zeitentwiklung von niht explizit zeitabhängigen Observablen ist im Heisenberg-Bild gegeben durh

dÔ

dt
=
i

~
[Ĥ, Ô]. (2.12)Speziell die Phasenraumkoordinaten (qi, pi) werden zu Operatoren mit einer Zeitentwik-lung gemäÿ

dq̂i

dt
=
i

~
[Ĥ, q̂i] und dp̂i

dt
=
i

~
[Ĥ, p̂i] mit [q̂i, p̂j] = i~δij.Für niht-relativistishe Teilhen mit Hamilton-Operator

Ĥ = Ĥ0 + V̂ , mit H0 =
1

2m

∑

p̂2
i (2.13)�ndet man die bekannten Bewegungsgleihungen

dq̂i

dt
=

p̂i
2m

und dp̂i
dt

= −V̂,i . (2.14)Die Observablen werden auf einem Hilbert-Raum H, dessen Elemente die Systemzu-stände harakterisieren, dargestellt,
Ô(q̂, p̂) : H −→ H. (2.15)Für ein sih längs einer Geraden bewegenden Teilhens ist der Hilbert-RaumH = L2(R )und in der Ortsdarstellung

(q̂ψ)(q) = qψ(q) und (p̂ψ)(q) =
~

i
∂qψ(q). (2.16)In Experimenten werden Matrixelemente von Observablen gemessen, z.B. der Erwartungs-wert eines Operators in einem gegebenen Zustand, 〈ψ|O(t)|ψ〉 (im Folgenden shreiben wirden Hut über den Operatoren niht mehr). Die Zeitabhängigkeit von Erwartungswertenfolgt aus den Heisenberg-Gleihungen (2.12).Oft wird eine (zeitabhängige) Ähnlihkeitstransformation vom Heisenberg- in das

������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 2. PFADINTEGRALE 2.1. Wiederholung der Quantenmehanik 10Shrï¾1
2
inger-Bild ausgeführt,

Os = e−itH/~O eitH/~ und |ψs〉 = e−itH/~|ψ〉. (2.17)Insbesonders gilt Hs = H und Observablen werden zeitunabhängig,
Ȯs = e−itH/~

(

− i
~

[H,O] + Ȯ

)

eitH/~ = 0.Mit (2.17) �ndet man für die Erwartungswerte
〈ψ|O(t)|ψ〉 = 〈ψs(t)|Os|ψs(t)〉. (2.18)Nah der Transformation {O(t), |ψ〉} −→ {Os, |ψs(t)〉} ins Shrï¾1

2
inger-Bild entwikelnsih die Zustände gemäÿ der Shrï¾1

2
inger-Gleihung

i~
d

dt
|ψs〉 = H|ψs〉. (2.19)In der Ortsdarstellung hat die formale Lösung

|ψs(t)〉 = e−itH/~|ψs(0)〉 (2.20)die Form
ψs(t, q

′) ≡ 〈q′|ψs(t)〉 =

∫

〈q′|e−itH/~|q〉〈q|ψs(0)〉dq

≡
∫

K(t, q′, q)ψs(0, q)dq. (2.21)Wir haben die Vollständigkeitsrelation
∫

dq |q〉〈q| = 1 (2.22)benutzt und den Kern für die unitäre Zeitentwiklung
K(t, q′, q) = 〈q′|e−itH/~|q〉 (2.23)eingeführt. K(t, q′, q) ist die Wahrsheinlihkeitsamplitude für die Propagation von q zurZeit 0 nah q′ zur Zeit t. Man shreibt auh
K(t, q′, q) ≡ 〈q′, t|q, 0〉. (2.24)������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 2. PFADINTEGRALE 2.2. Feynman-Ka Formel 11Diese Amplitude erfüllt die zeitabhängige Shrï¾1
2
inger-Gleihung

i~
d

dt
K(t, q′, q) = HK(t, q′, q), (2.25)wobei H auf q′ wirkt, und die Anfangsbedingung

lim
t→0

K(t, q′, q) = δ(q′ − q). (2.26)Der Propagator K ist durh diese beiden Bedingungen eindeutig bestimmt. Zum Beispielhat für das niht-relativistishe freie Teilhen in d Dimensionen mit Hamilton-Operator
H0 in (2.13) der Propagator die explizite Form

K0(t, q
′, q) = 〈q′|e−itH0/~|q〉 =

( m

2πi~t

)d/2

eim(q′−q)2/2~t, q, q′ ∈ R d. (2.27)Speziell in einer Dimension ist
K0(t, q

′, q) =
( m

2πi~t

)1/2

eim(q′−q)2/2~t. (2.28)Nah diesen Vorbereitungen kommen wir nun zur Pfadintegraldarstellung des Propagatorsfür ein Quantensystem mit Hamilton-Operator H .2.2 Feynman-Ka FormelIn diesem Abshnitt leiten wir die Feynmanshe Pfadintegraldarstellung für den unitärenOperator exp(−iHt) und die Kashe Pfadintegraldarstellung für den positiven Operator
exp(−Hτ) ab.Wir werden die Produktformel von Trotter benötigen. Für Matrizen wurde siebereits von Lie bewiesen, und in dieser Version lautet sie:Satz von Lie Für zwei Matrizen A und B gilt

eA+B = lim
n→∞

(
eA/neB/n

)n
.Wir beweisen diese einfahe Formel. Mit den De�nitionen Sn := exp[(A + B)/n] und

Tn := exp[A/n] exp[B/n] können wir shreiben
‖eA+B −

(
eA/neB/n

)n‖ = ‖Snn − T nn ‖
= ‖Sn−1

n (Sn − Tn) + Sn−2
n (Sn − Tn)Tn + · · ·+ (Sn − Tn)T n−1

n ‖.������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 2. PFADINTEGRALE 2.2. Feynman-Ka Formel 12Die Norm eines Produktes ist kleiner gleih dem Produkt der Normen, und deshalb gilt
‖ exp(X)‖ ≤ exp(‖X‖). Mit der Dreieksungleihung folgt dann

‖Sn‖, ‖Tn‖ ≤ e(‖A‖+‖B‖)/n ≡ a1/n,und damit
‖Snn − T nn ‖ ≤ n · a(n−1)/n‖Sn − Tn‖.Benutzen wir noh Sn−Tn = −[A,B]/2n2+O(1/n3), so ist die Produktformel für Matrizenbewiesen.Der Satz gilt allerdings auh für unbeshränkte selbstadjungierte Operatoren A,B fürdie A + B auf dem Durhshnitt ihrer De�nitionsbereihe (wesentlih) selbstadjungiertist:Satz von Trotter: Sind A,B selbstadjungierte Operatoren und ist A + B (wesentlih)selbstadjungiert auf dem Durhshnitt D ihrer De�nitionsbereihe, so gilt

e−it(A+B) = s− lim
n→∞

(
e−itA/ne−itB/n

)n
. (2.29)Sind A und B zusätzlih nah unten beshränkt, dann gilt auh

e−τ(A+B) = s− lim
n→∞

(
e−τA/ne−τB/n

)n
. (2.30)Der starke Limes bedeutet, dass die Konvergenz für alle Zustände ψ ∈ D gilt. Die For-mel (2.29) wird in der Quantenmehanik gebrauht, die Formel (2.30) dagegen in derstatistishen Mehanik sowie Euklidshen Formulierung der Quantenmehanik [22, 23℄.Nun nehmen wir an, dass H = H0 + V ist und wenden die Produktformel (2.29) auf(2.23) an. Mit ǫ = t/n und ~ = 1 erhalten wir

K(t, q′, q) = lim
n→∞

〈
q′|
(
e−iǫH0e−iǫV

)n |q
〉

= lim
n→∞

∫

dq1 · · · dqn−1

j=n−1
∏

j=0

〈qj+1|e−iǫH0e−iǫV |qj〉, (2.31)wobei wir ∫ dqj |qj〉〈qj | = 1 benutzten sowie q = q0 und q′ = qn setzten. Das Potential Vist diagonal in der Ortsdarstellung, so dass
〈qj+1|e−iǫH0e−iǫV |qj〉 = 〈qj+1|e−iǫH0|qj〉 e−iǫV (qj). (2.32)Jetzt setzen wir für den Propagator des freien Teilhens mit Hamilton-Operator H0 das������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 2. PFADINTEGRALE 2.2. Feynman-Ka Formel 13Resultat (2.27) ein. Es folgt
K(t, q′, q) = lim

n→∞

∫

dq1 · · ·dqn−1

( m

2πiǫ

)n/2

· exp

{

iǫ

j=n−1
∑

j=0

[

m

2

(
qj+1 − qj

ǫ

)2

− V (qj)

]}

. (2.33)Diese Feynman-Ka-Formel ist nun die gesuhte Pfadintegral -Darstellung für den Zeit-entwiklungskern.Um zu sehen, warum die rehte Seite Pfadintegral heiÿt, verbinden wir die Punkte
q = q0, q1, . . . , qn−1, qn = q′ mit Streken, so dass wir einen Weg bestehend aus kleinenGeradenstüken erhalten, wie in der folgenden Abbildung gezeigt.

q

0 ǫ 2ǫ t=nǫ

sq=q0

q1
q2 s q′=qn

Wir unterteilen das Intervall der Länge t in n gleih lange Intervalle der Länge ǫ = t/nund identi�zieren qk mit q(s=kǫ). Dann kann der Exponent in (2.33) als RiemannsheSumme interpretiert werden, und zwar für die klassishe Wirkung eines sih längs desstükweise geraden Weges bewegenden Punktteilhens,
j=n−1
∑

j=0

ǫ

[

m

2

(
qj+1 − qj

ǫ

)2

− V (qj)

]

∼
t∫

0

ds

[

m

2

(
dq

ds

)2

− V
(
q(s)

)

]

. (2.34)Das n− 1-fahe Integral ∫ dq1 . . . dqn−1 ist dann die Summe über alle stükweise geradenWege von q nah q′. Da jeder stetige Weg von q nah q′ durh einen stükweise geradenWeg approximiert werden kann und da wir den Kontinuumslimes n→∞ beziehungsweise
ǫ→ 0 vollführen, können wir das Integral als Summe über alle Wege ansehen, die zur Zeit
t = 0 bei q beginnen und zur Zeit t bei q′ enden. Setzen wir noh

( m

2πiǫ

)n/2

= C (2.35)mit einer Konstanten C, welhe zu einem unitären Zeitentwiklungskern Anlass gibt, dann
������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 2. PFADINTEGRALE 2.3. Euklidshes Pfadintegral 14�nden wir
K(t, q′, q) = C

q(t)=q′∫

q(0)=q

Dq eiS[q]/~. (2.36)Das formale Maÿ Dq ist über den Grenzprozess (2.33) erklärt. Da das unendlihe Pro-dukt von Lebesque-Maÿen niht existiert, hat D keine präzise mathematishe Bedeu-tung. Aber man kann ein Maÿ auf allen Wegen de�nieren, wenn man das Pfadintegral zuimaginären Zeiten fortsetzt.Die Formel (2.36) gilt auh für Teilhen, die sih in mehr als einer Dimension bewegen,oder für allgemeinere Systeme mit verallgemeinerten Koordinaten q1, . . . , qN . Für weitereEigenshaften des Pfadintegrals sowie Beispiele und Anwendungen verweise ih auf [24℄.2.3 Euklidshes PfadintegralDie oszillierenden Integranden exp(iS) im Pfadintegral (2.36) führen auf Distributionen.Falls es gelingen würde, diese Oszillationen zu unterdrüken, dann gäbe es vielleiht dieMöglihkeit, ein wohlde�niertes Pfadintegral zu konstruieren. Dies mag erklären, warumin beinahe allen rigorosen Arbeiten zum Pfadintegral eine imaginäre Zeit angenommenwird. Für imaginäre Zeiten kann ein Maÿ auf allen Pfaden streng konstruiert werden unddie Konstruktion führt auf dasWienerMaÿ. Mit einer sogenanntenWik-Drehung wirdalso t zu imaginären Zeiten analytish fortgesetzt. Bei der inversenWik-Drehung rotiertman wieder zurük zu reellen Zeiten. In der Praxis ersetzt man im Pfadintegral (2.36) dieZeit t durh −iτ , versuht das so erhaltene Euklidshe Pfadintegral zu lösen, und ersetztin der Lösung die imaginäre Zeit τ wieder durh it.2.3.1 Quantenmehanik für imaginäre ZeitenFür selbstadjungierte Hamilton-Operatoren hat der unitäre Zeitentwiklungsoperatordie Spektraldarstellung
U(t) = e−iHt =

∫

e−iEtdPE, (2.37)wobei PE die spektrale Familie von H ist. Der Träger des Integrales ist das Spektrumvon H . Für ein diskretes Spektrum ist PE der orthogonale Projektor auf den von allenEigenfunktionen mit Energien≤ E aufgespannten Eigenraum. Wir wollen annehmen, dassder Hamilton-Operator nah unten beshränkt ist. Dann können wir eine Konstanteaddieren, so dass H ≥ 0 ist und das Integral (2.37) von 0 bis ∞ geht. Jetzt ersetzen wir������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 2. PFADINTEGRALE 2.3. Euklidshes Pfadintegral 15
t→ t− iτ mit dem Resultat

e−(τ+it)H =

∫ ∞

0

e−E(τ+it)HdPE. (2.38)Mit unseren Annahmen ist dies eine holomorphe Halbgruppe in der unteren komplexenHalbebene
{t− iτ ∈ C , τ ≥ 0}. (2.39)Kennen wir den Operator (2.38) auf der unteren imaginären Ahse (t = 0, τ ≥ 0), dannkönnen wir zur reellen Ahse (t, τ = 0) analytish fortsetzen. Wenn wir in der Minkow-ski-Metrik ds2 = dt2 − dx2 − dy2 − dz2 die Zeit fortsetzen, t → −iτ dann erhalten wireine Metrik mit Euklidsher Signatur. Deshalb nennt man die Theorie mit imaginärerZeit oft Euklidshe Theorie. Streng genommen ist dieser Name nur für relativistisheFeldtheorien (und niht in der Quantenmehanik) angebraht.Die Entwiklungsoperatoren U(t) sind für alle reellen Zeiten de�niert und bilden eineeinparametrige unitäre Gruppe. U(t) erfüllt die Shrï¾1

2
inger-Gleihung

i
d

dt
U(t) = HU(t)und der Kern K(t, q′, q) = 〈q′|U(t)|q〉 ist komplex und oszillierend.Für imaginäre Zeiten sind die �Entwiklungsoperatoren�
U(τ) = e−τH (2.40)hermitesh (und niht unitär) mit reellem Spektrum. Die U(τ) existieren für positive τund bilden eine Halbgruppe. Für beinahe alle Anfangsdaten ist eine Entwiklung in die�imaginäre Vergangenheit� unmöglih. U(τ) erfüllt eine Di�usionsgleihung,

d

dτ
U(τ) = −HU(τ), (2.41)und der Kern

K(τ, q′, q) = 〈q′, τ | q, 0〉 = 〈q′|e−τH |q〉 mit K(0, q′, q) = δ(q′, q), (2.42)ist reell für reelle Hamilton-Operatoren1. Der Kern ist strikt positiv:Satz: Das Potential V sei stetig und nah unten beshränkt, und H = −1
2
△ + V sei1Bei einer Kopplung an das magnetishe Feld wird H und damit U(τ) komplex.������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 2. PFADINTEGRALE 2.3. Euklidshes Pfadintegral 16wesentlih selbstadjungiert. Dann ist
〈q′|e−τH |q〉 > 0. (2.43)Für einen Beweis dieses Satzes verweise ih auf das Buh vonGlimm und Jaffe [21℄, Seite50. Zum Beispiel sind die Kerne für das freie Teilhen und den harmonishen Oszillatorin d Dimensionen und für imaginäre Zeiten

K0(τ, q
′, q) =

( m

2πτ

)d/2

e−m(q′−q)2/2τ (2.44)und
Kω(τ, q

′, q) =
( mω

2π sinhωτ

)d/2

exp

{

−mω
2

[
(q′

2
+ q2) cothωτ − 2q′q

sinhωτ

]
}

, (2.45)o�ensihtlih strikt positiv. Diese Positivität ist wesentlih für die weitreihende Beziehungzwishen der Euklidshen Quantenmehanik (Quantenfeldtheorie) und der Wahrshein-lihkeitstheorie. Die Gröÿe
P (τ, q) = C · 〈q, τ | 0, 0〉 = C ·K(τ, q, 0), (2.46)kann als Wahrsheinlihkeit für die Bewegung von 0 nah q im Zeitintervall τ interpretiertwerden2. Die Wahrsheinlihkeit dafür irgendwo zu landen muss Eins sein,

C ·
∫

dq 〈q, τ | 0, 0〉 = C ·
∫

dqK(τ, q, 0) = 1, (2.47)und diese Forderung legt C fest. Speziell für ein freies Teilhen ist
Pτ (q) =

( m

2πτ

)d/2

e−mq
2/2τ ,die Wahrsheinlihkeitsdihte für die Brownshe Bewegung mit Di�usionskoe�zientD =

1/2m.Vakuumerwartungswerte der Feldoperatoren sind von herausragendem Interesse ineiner Quantentheorie. In der Quantenmehanik haben diese Wightman-Funktionen dieForm
W (n)(t1, . . . , tn) = 〈0| q(t1) · · · q(tn) |0〉 , q(t) = eitHq e−itH . (2.48)Diese Funktionen ändern sih bei Austaush zweier Argumente, da die Ortsoperatoren2Um die Notation einfah zu halten bezeihnet hier q und niht q′ den Endpunkt.������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 2. PFADINTEGRALE 2.3. Euklidshes Pfadintegral 17zu vershiedenen Zeiten im Allgemeinen niht vertaushen. Wir dürfen wieder annehmen,dass die Energie des Grundzustandes |0〉 vershwindet. Nun setzen wir die Wightman-Funktionen zu komplexen Zeiten zi = ti − iτi fort,
W (n)(z1, . . . , zn) = 〈0| qe−i(z1−z2)Hqe−i(z2−z3)Hq · · · q e−i(zn−1−zn)Hq |0〉 . (2.49)Wir haben benutzt, dass H den Grundzustand annihiliert und deshalb exp(iζH) |0〉 = |0〉ist und müssen fordern, dass die Imaginärteile der zk geordnet sind,

ℑ(zk − zk+1) ≤ 0.Mit obiger De�nition der komplexen Zeiten zi folgt die Analyzität der Funktionen W (n)im Gebiet
τ1 > τ2 . . . > τn. (2.50)Die Wightman-Funktionen für reelle Zeiten sind also die Randwerte der analytishenWightman-Funktionen für komplexe Argumente

W (n)(t1, . . . , tn) = lim
ℑzi→0

ℑ(zk+1−zk)>0

W (n)(z1, . . . , zn). (2.51)Die Funktionen mit imaginären Argumenten heiÿen Shwinger-Funktionen,
S(n)(τ1, . . . , τ2) = W (n)(−iτ1, . . . ,−iτn)

= 〈0| q e−(τ1−τ2)Hqe−(τ2−τ3)Hq · · · q e−(τn−1−τn)Hq |0〉 . (2.52)Wie sieht dies nun für den Oszillator mit (renormiertem) Hamilton-Operator
H = ωa†a,aus, wobei a und a† die bekannten Absteige- und Aufsteigeoperatoren sind,

q =
1√

2mω

(
a† + a

) und p = i

√
mω

2

(
a† − a

) mit [a, a†] = 1.Der Grundzustand |0〉 hat die Energie E0 = 0 und der erste angeregte Zustand |1〉 = a† |0〉die Energie E1 = ω. Die Zweipunkt-Wightman-Funktion hängt nur von der Zeitdi�erenz
t1 − t2 ab,

W (2)(t1 − t2) = 〈0| q(t1)q(t2) |0〉 =
1

2mω
〈0| (a+ a†)e−i(t1−t2)H(a+ a†) |0〉������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 2. PFADINTEGRALE 2.3. Euklidshes Pfadintegral 18
=

1

2mω
〈1| e−itωa†a |1〉 =

e−iω(t1−t2)

2mω
,und die zugehörige Shwinger-Funktion hat die Form

S(2)(τ1 − τ2) =
e−ω(τ1−τ2)

2mω
. (2.53)In einer relativistishen Quantenfeldtheorie sind die Shwinger-Funktionen S(n) invari-ant unter der Euklidshen Lorentzgruppe SO(4) und deshalb ist S(n)(x1, . . . , xn) einesymmetrishe Funktion seiner Argumente xi ∈ R 4. In der Quantenmehanik ist dies nihtder Fall.2.3.2 Das Pfadintegral für imaginäre ZeitenNun wollen wir die Pfadintegral-Formulierung der Quantenmehanik mit imaginärer Zeitformulieren.Wir erinnern daran, dass die Produktformel von Lie undTrotter (2.30) ausder Formel (2.28) hervorgeht, wenn man it durh τ ersetzt. Genauso wie im kanonishenZugang dreht man die reelle Zeit t mit einer Wik-Rotation in die imaginäre Zeit −iτoder Euklidshe Zeit τ . Dies ist allerdings nur statthaft, wenn H nah unten beshränktist. Mit denselben Argumenten wie in der Quantenmehanik mit reeller Zeit kann mandie zu (2.33) analoge Formel für die Euklidshe Zeit τ beweisen. Die einzige Änderungist die Ersetzung von iǫ durh ǫ. Man �ndet

K(τ, q′, q) = 〈q′|e−τH/~|q〉 = lim
n→∞

∫

dq1 · · · dqn−1

( m

2π~ǫ

)n/2

e−SE(q0,q1,...,qn)/~mit SE(. . .) = ǫ
n−1∑

j=0

{
m

2

(qj+1 − qj
ǫ

)2
+ V (qj)

}

, (2.54)wobei wiederum q0 = q und qn = q′ gesetzt wurden.Die rehte Seite ist die Zustandssumme für ein System auf einem eindimensionalenGitter, dessen Gitterpunkte mit j bezeihnet sind. Auf jedem Gitterpunkt j ist eine reell-wertige Variable qj de�niert und die Wehselwirkung ist eine zwishen nähsten Nahbarn
qj und qj+1. Die Werte des Gitterfeldes

{0, 1, . . . , n− 1, n} −→ {q0, q1, . . . , qn−1, qn}werden am Rande des Gitters festgehalten, q0 = q und qn = q′. Das vielfahe Integral(2.54) entspriht der Summe über alle Gitterkon�gurationen. Mit dieser Interpretationwird ~ zu einer Temperatur und der klassishe Grenzfall ~→ 0 geht über in den Tieftem-peraturlimes des Gittersystems.������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 2. PFADINTEGRALE 2.3. Euklidshes Pfadintegral 19Im Kontinuumslimes n → ∞ wird die rehte Seite in (2.54) zu einem EuklidshenPfadintegral mit Euklidsher Wirkung
SE [q] =

τ∫

0

dσ
[1

2
mq̇ 2 + V (q(σ))

] (2.55)und reeller Dihte
K(τ, q′, q) = 〈q′, τ | q, 0〉 = C

q(τ)=q′∫

q(0)=q

Dq e−SE [q]/~. (2.56)Die Kerne für das freie Teilhen und den harmonishen Oszillator wurden bereits in (2.44)und (2.45) angegeben.2.3.3 Pfadintegrale in der statistishen MehanikDie Pfadintegralformulierung führt unmittelbar zu einer Verbindung zwishen Quanten-mehanik und statistisher Mehanik. Die Zustandssumme ist ein Pfadintegral mit ima-ginärer Zeit.Die Spur des Operators K(τ) = exp(−τH/~), dessen Kern die Pfadintegraldarstellung(2.56) hat, ist gerade die kanonishe Zustandssumme zur Temperatur T = ~/τ oder zurinversen Temperatur β,
Z(β) = tr e−βH =

∑

e−βEn =

∫

dq K(~β, q, q), β =
1

T
. (2.57)Wegen q = q′ im letzten Term wird im Pfadintegral nur über periodishe Wege von q nah

q integriert und wegen der zusätzlihen dq-Integration über alle periodishen Wege. ImFolgenden setzen wir wieder ~ = 1.Für den harmonishen Oszillator ist
K(β, q′, q) =

√
mω

2π sinh(ωβ)
exp

{

−mω
2~

[
(q′

2
+ q2) coth(ωβ)− 2q′q

sinh(ωβ)

]
}

, (2.58)und die Zustandssumme hat die Form
Z(β) =

√
mω

2π sinh(ωβ)

∫

dq exp

{

−mω tanh(
1

2
ωβ)q2

}

=
1

2 sinh(1
2
ωβ)

=
e−

1
2
ωβ

1− e−ωβ = e−
1
2
ωβ

∞∑

n=0

e−nωβ, (2.59)������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 2. PFADINTEGRALE 2.3. Euklidshes Pfadintegral 20wobei wir sinh x = 2 sinh x/2 · cosh x/2 benutzten. Vergleihen wir mit (2.57), so könnenwir die Energien des harmonishen Oszillators mit Kreisfrequenz ω ablesen,
En = ω

(

n+
1

2

)

, n = 0, 1, . . . . (2.60)Für sehr positive β, d.h. für sehr tiefe Temperaturen, wird die Summe (2.57) vom Beitragdes Grundzustandes dominiert, und entsprehend konvergiert die freie Energie gegen dieGrundzustandsenergie,
F (β) ≡ − 1

β
logZ(β)

β→∞−→ E0. (2.61)Oft ist man an den Energien und Wellenfunktionen der angeregten Zustände interessiert.Wir diskutieren nun eine elegante Methode zur Berehnung dieser Gröÿen.2.3.4 Korrelationsfunktionen in der QuantenstatistikDie Energien der angeregten Zustände kann man aus den thermishen Korrelationsfunk-tionen zu imaginären Zeiten gewinnen. Dies sind Erwartungswerte von Produkten desOrtsoperators zu vershiedenen imaginären Zeiten,
qE(τ) = eτH/~q e−τH/~, qE(0) = q(0), (2.62)im kanonishen Ensemble,

〈
qE(τ1) · · · qE(τn)

〉

β
≡ 1

Z(β)
tr e−βHqE(τ1) · · · qE(τn), (2.63)wobei Z(β) die kanonishe Zustandssumme ist. Am absoluten Temperaturnullpunkt gehensie, wie wir gleih zeigen werden, in die Shwinger-Funktionen über.Die Energielüke zwishen dem Grundzustand und dem ersten angeregten Zustandkann man aus der thermishen Zweipunktfunktion

〈qE(τ1)qE(τ2)〉β =
1

Z(β)
tr e−βHqE(τ1)qE(τ2)

=
1

Z(β)
tr e−(β−τ1)Hq e−(τ1−τ2)Hq e−τ2H (2.64)wie folgt gewinnen: Zur Berehnung der Spur verwenden wir die orthornormierten Energie-

������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 2. PFADINTEGRALE 2.3. Euklidshes Pfadintegral 21Eigenzustände |n〉 und shieben den Einheitsoperator 1 =
∑ |n〉〈n| ein, mit dem Resultat

〈. . .〉β =
1

Z

∑

n,m

e−(β−τ1+τ2)Ene−(τ1−τ2)Em〈n|q|m〉〈m|q|n〉. (2.65)Für tiefe Temperaturen β → ∞ sind die Terme mit En, n 6= 0 exponentiell unterdrüktund die thermishe Zweipunktfunktion geht in die Shwinger-Funktion über,
〈
qE(τ1)qE(τ2)

〉

β

β→∞−→
∑

m≥0

e−(τ1−τ2)(Em−E0)|〈0|q|m〉|2 = 〈0|qE(τ1)qE(τ2)|0〉. (2.66)Ganz analog �ndet man für die Einpunktfunktion
lim
β→∞
〈qE(τ)〉β = 〈0|q|0〉, (2.67)so dass die verbundene Zweipunktfunktion

〈qE(τ1)qE(τ2)〉c,β ≡
〈
qE(τ1)qE(τ2)

〉

β
−
〈
qE(τ1)

〉

β

〈
qE(τ2)

〉

β
(2.68)für groÿe Zeituntershiede τ1 − τ2 exponentiell klein wird,

lim
β→∞

〈qE(τ1)qE(τ2)〉c,β =
∑

m>0

e−(τ1−τ2)(Em−E0)|〈0|q|m〉|2, (2.69)da im Gegensatz zur Zweipunktfunktion der Term mitm = 0 niht vorkommt. Die verbun-dene Zweipunktfunktion ist die Zweipunktfunktion für den vershobenen Ortsoperator,
〈qE(τ1)qE(τ2)〉c,β ≡ 〈∆qE(τ1)∆qE(τ2)〉β ∆qE(τ) = qE(τ)− 〈qE(τ)〉β. (2.70)In der Störungstheorie tragen nur verbundene Feynman-Graphen zu 〈. . .〉c bei. Für groÿeEuklidshe Zeitdi�erenzen τ1 − τ2 kann man nun die Energielüke und den Betrag desMatrixelementes 〈0|q|1〉 leiht ablesen,
〈qE(τ1)qE(τ2)〉c,β=∞ −→ e−(E1−E0)(τ1−τ2) |〈0|q|1〉|2 , τ1 − τ2 →∞. (2.71)Als nähstes leiten wir die Pfadintegraldarstellung für die thermishen Korrelationsfunk-tionen ab. Wir lassen eine Zeitabhängigkeit von H zu. Wie beim Zeitentwiklungsoperatorberehnen wir zuerst das Matrixelement

〈q′|K(β)qE(τ1)qE(τ2)|q〉, mit qE(τ) = K(−τ)qK(τ). (2.72)Hierin ist K(τ) der Euklidshe Propagator, dessen Kern die Pfadintegraldarstellung������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 2. PFADINTEGRALE 2.3. Euklidshes Pfadintegral 22(2.56) hat. Wir shieben zweimal die Eins ein, so dass
〈. . .〉 =

∫

dvdu〈q′|K(β − τ1)|v〉v〈v|K(τ1 − τ2)|u〉u〈u|K(τ2)|q〉.Setzen wir für die Propagatoren das Resultat (2.56) ein, dann ist die Pfadintegraldarstel-lung der thermishen Zweipunktfunktion evident: Zuerst summieren wir über alle Wegevon q → u in der �imaginären� Zeit τ2 und anshlieÿend multiplizieren wir mit der Ko-ordinate u zur Zeit τ2. Danah summieren wir über alle Wege u → v in der Zeit τ1 − τ2und multiplizieren mit der Koordinate v zur Zeit τ1. Zum Shluss summieren wir nohüber alle Wege v → q′ in der Zeit β − τ1. Die Integration über die Zwishenorte u und vbedeutet, dass über alle Wege q → q′ zu summieren ist und niht nur über Wege die zurZeit τ2 durh u gehen und zur Zeit τ1 durh v. Neben exp(−SE) enthält der Integrandden Faktor vu = q(τ1)q(τ2). Die gesamte Zeit ist β, so dass shlussendlih
〈q′|e−βĤ q̂E(τ1)q̂E(τ2)|q〉 = C ·

q(β)=q′∫

q(0)=q

Dq e−SE [q]q(τ1)q(τ2), τ1 > τ2. (2.73)Zur Berehnung der Spur im thermishen Erwartungswert (2.64) setzen wir q = q′, inte-grieren über q und dividieren das Resultat durh die Zustandssumme Z(β). Im Pfadinte-gral bedeutet q = q′ und das Integral über q, dass wir über alle periodishen Wege mitPeriode β summieren,
〈q̂E(τ1)q̂E(τ2)〉β =

1

Z(β)

∮

Dq exp (−SE [q]) q(τ1)q(τ2),

Z =

∮

Dq exp(−SE [q]). (2.74)Bei der Anwendung der Trotter-Formel haben wir τ1 > τ2 vorausgesetzt.Die Pfadintegraldarstellung für die höheren zeitgeordneten thermishen Korrelations-funktionen erhält man analog. Sie können aus dem erzeugenden Kern
Z(β, j, q′, q) = C

q(β)=q′∫

q(0)=q

Dq e−SE [q]+
R

j(τ)q(τ), (2.75)oder dem zugehörigen erzeugenden Funktional, der Zustandssumme in Gegenwart einer
������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 2. PFADINTEGRALE 2.4. Anhang A: Der harmonishe Oszillator 23äuÿeren Quelle,
Z(β, j) =

∫

dqZ(β, j, q, q) = C

∮

q(0)=q(β)

Dq e−SE [q]+
R

j(τ)q(τ), (2.76)gewonnen werden. Man brauht diese nur genügend oft nah der Quelle j(τ) abzuleiten.So ist die thermishe Zweipunktfunktion (2.64) gleih
〈T q̂E(τ1)q̂E(τ2)〉β =

1

Z(β, 0)

δ2

δj(t1)δj(t2)
Z(β, j)

∣
∣
j=0

, (2.77)wobei T für die Zeitordnung steht. Beide Seiten stimmen für τ1 > τ2 überein und da dierehte Seite symmetrish in seinen Argumenten ist, müssen wir die auf der linken Seitedie Zeitordnung einshieben. Wir erhalten die Zeitordnung natürlih auh, wenn wir dieobige Rehnung für τ2 > τ1 wiederholen würden.Die verbundenen Korrelationsfunktionen werden vom Shwinger-Funktional erzeugt,also dem Logarithmus der Zustandssumme
W (β, j) = logZ(β, j). (2.78)Für ein konservatives System und eine zeitunabhängige Quelle j ist W proportional zurfreien Energie. Die verbundenen Korrelationsfunktionen erhält man durh funktionaleAbleitungen des Shwinger-Funktionals,

〈T q̂E(τ1)q̂E(τ2) · · · q̂E(τn)〉c,β =
δn

δj(τ1) · · · δj(τn)
W (β, j)|j=0. (2.79)2.4 Anhang A: Der harmonishe OszillatorNah Diskretisierung der Euklidshen Zeit lautet die Pfadintegraldarstellung für dieZustandssumme des harmonishen Oszillators mit Lagrangefunktion

L =
m

2
q̇2 + µq2 (A-1)auf dem Gitter mit Gitterkonstanten ǫ und n Stützstellen wie folgt,

Z =

∫

dq1 · · · dqn
( m

2πǫ

)n/2

exp

{

−ǫ
n−1∑

j=0

[

m

2

(
qj+1 − qj

ǫ

)2

+ µq2
j

]}

= C ·
∫

dq1 · · · dqn exp

(

−1

2
(q , Aq)

)

. (A-2)������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 2. PFADINTEGRALE 2.4. Anhang A: Der harmonishe Oszillator 24Im ersten Integral ist q0 = qn und im zweiten haben wir die reguläre symmetrishe Matrix
A =

m

ǫ










α −1 0 · · · 0 −1

−1 α −1 · · · 0 0. . . . . . −1

−1 0 0 · · · −1 α










, α = 2
(

1 +
µ

m
ǫ2
)

, (A-3)eingeführt. Dies ist eine Toeplitz-Matrix die auf jeder Nebendiagonalen diesselben Ele-mente hat. Diese Eigenshaft folgt aus der Invarianz der Wirkung unter Gittertranslatio-nen.Zur Berehnung von Momenten ist es vorteilhaft, die erzeugende Funktion
Z[j] =

( m

2πǫ

)n/2
∫

dnq exp

{

−1

2
(q , Aq) + (j , q)

}

=
(m/ǫ)n/2√

detA
exp

{
1

2
(j , A−1j )} (A-4)zu berehnen. Hier haben wir die als bekannt vorausgesetzte Formel für Gauÿshe Inte-grale zur Anwendung gebraht. Die Eigenwerte von A sind

λk =
m

ǫ

(

α− 2 cos
2π

n
k

)

=
2

ǫ

(

µǫ2 + 2m sin2 πk

n

)

, k = 1, . . . , n, (A-5)und die zugehörigen orthonormierten Eigenvektoren haben die Form
ψ(k) =

1√
n

(
zk, z2k, . . . , znk

)T mit z = e2πi/n. (A-6)Damit ergibt sih für die inverse Matrix
A−1 =

∑

k

ψ(k)ψ†(k)

λk
bzw. (

A−1
)

pq
=

ǫ

2n

n∑

k=1

e2πik(p−q)/n

µǫ2 + 2m sin2 πk
n

. (A-7)Die verbundenen Korrelationenfunktionen des Oszillators
〈qi1 · · · qim〉 =

∂m

∂ji1 · · ·∂qim
logZ[j]

∣
∣
j=0

(A-8)vershwinden für m > 2. Die einzige niht-vershwindene Funktion ist
〈qiqj〉c = 〈qiqj〉 =

∂2

∂ji∂jj

(j , A−1j ) =
(
A−1

)

ij
. (A-9)������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 2. PFADINTEGRALE 2.5. Aufgaben 25Es folgt insbesondere, dass unabhängig von i
〈q2
i 〉 =

ǫ

2n

n∑

k=1

1

µǫ2 + 2m sin2 πk
n

. (A-10)Zusammen mit dem Virialtheorem führt dieses Resultat auf die Grundzustandsenergie E0des Oszillators auf dem endlihen Gitter. Die entsprehenden Energien sind für vershie-dene ǫ und n mit ǫn = 10 in der Tabelle (3.90) im nähsten Kapitel unter E0(exakt) zu�nden.2.5 AufgabenAufgabe 1: Harmonisher OszillatorIm Folgenden leiten Sie den Kern des Zeitentwiklungsoperators des harmonishen Oszil-lators
H =

1

2
p2 +

1

2
x2ab, wobei wir zur Vereinfahung ~ = ω = m = 1 gesetzt haben. Der Kern ist de�niertals K(t, q′, q) = 〈q′|e−iHt|q〉. Drüken Sie den Kern mittels Eigenfunktionen des Hamil-tonoperators aus und benutzen Sie folgende Formel (die man in einer Formelsammlung�nden kann)

exp(−(ξ2 + η2))

∞∑

n=0

ζn

2nn!
Hn(ξ)Hn(η) =

1
√

1− ζ2
exp

(−(ξ2 + η2 − 2ξηζ)

1− ζ2

)

,um das Ergebnis aus der Vorlesung zu erhalten (dabei sind Hn die Hermitefunktionen,d.h. die Eigenfunktionen des Hamiltonoperators).Bemerkung: Dieses Ergebnis kann auh über die direkte Auswertung des Pfadintegralserhalten werden (siehe mein Vorlesungsskript Path Integrals, Seite 14-17).Aufgabe 2: Numerishe Berehnung von IntegralenBerehnen Sie mit Hilfe der Simpson-Regel das Integral
∫ 1

0

dx exund vergleihen Sie mit dem exakten Resultat.Aufgabe 3: Verbundene/Unverbundene Korrelationsfunktionen������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 2. PFADINTEGRALE 2.5. Aufgaben 26In der Vorlesung wurde folgende Formel für die unverbundenen Korrelationsfunktionenabgeleitet:
〈T q̂(τ1) . . . q̂(τn)〉β =

1

Z(β)

δn

δj(τ1) . . . δj(τn)

∫

q(0)=q(β)

Dq exp

(

−SE [q] +

∫ β

0

dτj(τ)

) ∣
∣
∣
∣
j=0

.Nehmen Sie an, dass in der (euklidishen) Lagrange-Dihte LE(q, q̇) = 1
2
q̇2 + V (q) dasPotential gerade ist, d.h. V (−q) = V (q) gilt.a) Zeigen Sie, dass 〈q̂(τ)〉β = 0 ist.b) Drüken sie die unverbundene Korrelationsfunktion 〈T q̂(τ1) . . . q̂(τ4)〉β durh verbun-dene Korrelationsfunktionen aus.
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Kapitel 3Monte Carlo SimulationenDas Pfadintegral kann nur für sehr einfahe Systeme wie den harmonishen Oszillatoroder das freie Teilhen explizit berehnet werden. Für kompliziertere Systeme maht manGebrauh von Störungstheorien (z.B. semiklassishe Entwiklung, Störungstheorie in derWehselwirkung, Hohtemperaturentwiklung) oder numerishen Methoden. Wir habengesehen, dass die Pfadintegrale für thermodynamishe Gröÿen und Korrelationsfunktionendurh endlihdimensionale Integrale approximiert werden. Dabei wird die Zeit diskreti-siert, s ∈ {0, ǫ, . . . , nǫ = τ}, und die Wirkung durh eine Riemannshe Summe genähert.Diese hängt von den Wertenq = {q0, q1, . . . , qn} = {q(0), q(ǫ), . . . , q(nǫ)}des Weges q(s) an den Gitterpunkten sk = kǫ ab. In dieser Gitterapproximation ist jederErwartungswert durh ein endlih-dimensionales Integral gegeben,
〈O〉 =

∫
Dq O(q) e−S(q)

∫
Dq e−S(q)

, mit ∫

Dq =

∞∫

−∞

n∏

1

dqj , (3.1)und der in (2.54) eingeführten Gitterwirkung S(q) = S(q1, . . . , qn) (statt SE shreibenwir in diesem Abshnitt S).3.1 Hohdimensionale IntegraleNiht nur in der Gitterapproximation zur Quantenstatistik oder Euklidshen Quanten-mehanik muss man hohdimensionale Integrale berehnen. Hier sind e�ziente numerisheAlgorithmen gefragt, die das Integral bis auf einen abshätzbaren Fehler berehnen. Diesemüssen dem jeweiligen Problem angepasst werden.27



KAPITEL 3. MONTE CARLO SIMULATIONEN 3.1. Hohdimensionale Integrale 283.1.1 Numerishe AlgorithmenNumerishe Integrationsmethoden werden seit Jahrhunderten benutzt. Es gibt zwei be-kannte Kategorien: Formeln, welhe den Integrand an äquidistanten Stützstellen auswer-ten (Newton-Cotes-artige Integrationsregeln) und Formeln, welhe den Integrand ansorgfältig ausgewählten, aber niht äquidistanten Stützstellen auswerten (Gauÿshe In-tegrationsregeln). Für spezielle Integranden führt die zweite Klasse meistens zu besserenResultaten.Die numerishen Algorithmen beruhen auf der Riemannshen De�nition von Integra-len. Um nahzuprüfen, ob ein Funktion f : [a, b] → R Riemann integrierbar ist, wähleman eine Einteilung des Intervalls,
γ : a = x0 < x1 < x2 < . . . < xn−2 < xn−1 < xn = b (3.2)und de�niert die zu dieser Einteilung gehörende Riemannshe Unter- und Obersumme
U(f, γ) =

n−1∑

i=0

(xi+1 − xi) · inf{f(x)|xi ≤ x ≤ xi+1}

O(f, γ) =

n−1∑

i=0

(xi+1 − xi) · sup{f(x)|xi ≤ x ≤ xi+1},mit O(f, γ) ≥ U(f, γ). Ist
sup
γ
U(f, γ) = inf

γ
O(f, γ),dann heiÿt f im Riemannshen Sinne integrierbar und

∫ b

a

f(x)dx ≡ sup
γ
U(f, γ) (3.3)das Riemannshe Integral von f . Diese De�nition kann leiht auf mehrdimensionale In-tegrale ausgedehnt werden und wird bei numerishen Rehnungen gebrauht.Die meisten Algorithmen beruhen darauf, dass jede glatte Funktion durh Interpolati-onspolynome approximiert werden kann. Wir erinnern daran, dass es genau ein Polynom

Pm vom Grade≤ m gibt, welhes an (m+1) vorgegebenen Stützstellen x0, x1, . . . , xm−1, xmvorgegebene Werte f0, . . . , fm annimmt, wobei fi = f(xi) ist. Zur expliziten Konstruktionde�niert man die m+ 1 Lagrangeshen Polynome vom Grade m:
Lp(x) =

m∏

i=0
i6=p

x− xi
xp − xi

, p = 0, . . . , m, mit Lp(xq) = δpq. (3.4)������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 3. MONTE CARLO SIMULATIONEN 3.1. Hohdimensionale Integrale 29Das interpolierende Polynom vom Grade m ist dann
Pm(x) =

m∑

p=0

fpLp(x) ≡
m∑

p=0

f(xp)Lp(x). (3.5)Es gilt nun der folgendeSatz: Es sei f eine auf dem Intervall ∆ (m + 1)-mal stetig di�erenzierbare Funktion,und sei Pm das zu den Stützstellen x0, . . . , xm ∈ ∆ gehörige Interpolationspolynom vomGrade ≤ m. Dann existiert zu jedem x ∈ ∆ ein Punkt ξ(x) (gelegen im kleinsten Intervall,welhes die Punkte (x0, . . . , xm, x) enthält) derart, dass
f(x)− Pm(x) =

f (m+1)(ξ(x))

(m+ 1)!
L(x), L(x) =

m∏

i=0

(x− xi). (3.6)Aufgrund des Satzes ergibt sih für das Integral ∫ dxf(x) von der kleinsten Stützstelle x0bis zur gröÿten Stützstelle xm die Formel
∫ xm

x0

dx f(x) =
m∑

p=0

f(xp)

∫

dxLp(x)
︸ ︷︷ ︸

γp

+

∫

dx
f (m+1)(ξ(x))

(m+ 1)!
L(x). (3.7)Die γp bzw. xp heiÿen Gewihte bzw. Knoten der Integrationsformel. Für äquidistanteKnoten an den Stellen

x0, x1 = x0 + ǫ, x2 = x0 + 2ǫ, . . . , xm = x0 +mǫ (3.8)erhalten wir mit der Substitution x = x0 + ht, t ∈ [0, m] die Gewihte
γ(m)
p = ǫ

∫ m

0

m∏

i=0
i6=p

t− i
p− i dt := ǫw(m)

p . (3.9)Aus der De�nition und ∑p γ
(m)
p = 1 folgt nah Integration für jedes m

w
(m)
0 + w

(m)
1 + . . .+ w(m)

m = m und w(m)
p = w

(m)
m−p. (3.10)Die Newton-Cotes-Formeln lauten nun

∫ xm

x0

dxf(x) ∼
m∑

p=0

ǫ w(m)
p f(x0 + ǫp), mǫ = xm − x0. (3.11)
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KAPITEL 3. MONTE CARLO SIMULATIONEN 3.1. Hohdimensionale Integrale 30Man �ndet folgende Gewihte
m Name w

(m)
p (p = 0, 1, . . . , m)

0 Rehtekregel 1

1 Trapezregel 1
2

1
2

2 Simpson-Regel 1
3

4
3

1
3

3 3/8− Regel 3
8

9
8

9
8

3
8

4 Milne-Regel 14
45

64
45

24
45

64
45

14
45

5 95
288

375
288

250
288

250
288

375
288

95
288

6 Weddle-Regel 41
140

216
140

27
140

272
140

27
140

216
140

41
140

(3.12)

x

f(x)

−ǫ 0 ǫ

Wir illustrieren die Fehleranalyse fürdie Simpson-Regel. Dazu betrahtenwir die Di�erenz zwishen dem Integralder Funktion f(x) von −ǫ bis ǫ (sie-he Abbildung) und der Näherung (3.11)für m = 2, also den Fehler
E2(ǫ) =

∫ ǫ

−ǫ

dx f(x)− ǫ

3
(f(−ǫ) + 4f(0) + f(ǫ)) .Wir leiten E2(ǫ) dreimal nah ǫ ab und erhalten

E ′′′
2 (ǫ) = − ǫ

3
(−f ′′′(−ǫ) + f ′′′(ǫ)) .Dies kann betragsmäÿig wie folgt abgeshätzt werden:

|E ′′′
2 (ǫ)| = ǫ

3
|f ′′′(ǫ)− f ′′′(−ǫ)| ≤ 2ǫ

3
M3, wobei M3 = sup

t∈[−ǫ,ǫ]

|f ′′′(t)|.Die Integration ergibt die Fehlerabshätzung
|E2(ǫ)| ≤M3 ·

ǫ4

36
. (3.13)Falls die Funktion f mindestens viermal stetig di�erenzierbar ist, kann man auf E ′′′

2 den
������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 3. MONTE CARLO SIMULATIONEN 3.1. Hohdimensionale Integrale 31Mittelwertsatz anwenden,
E ′′′

2 (ǫ) =
2ǫ

3
ǫ · f (4)(ξ),und es folgt die bessere Abshätzung

|E2(ǫ)| ≤M4 ·
ǫ5

90
, mit M4 = sup

t∈[−ǫ,ǫ]

|f (4)(t)|. (3.14)Hieraus ergibt sih die bemerkenswerte Tatsahe, dass durh die Keplershe Fassregelsogar kubishe Polynome exakt integriert werden. Für die anderen Verfahren erhält mananaloge Fehlershranken für das Integral von der kleinsten bis zur gröÿten Stützstelle(Mm = sup[x0,xm] |f (m)|):
m Name Em(ǫ) m Name Em(ǫ)

0 Rehtekregel 1
2
ǫ2M1 4 Milne-Regel 8

945
ǫ7M6

1 Trapezregel 1
12
ǫ3M2 5 275

12096
ǫ7M6

2 Simpson-Regel 1
90
ǫ5M4 6 Weddle-Regel 9

1400
ǫ9M8

3 3/8−Regel 3
80
ǫ5M4

(3.15)
Allgemein gilt, dass für gerade m sogar Polynome vom Grad m+ 1 exakt integriert wer-den. Für groÿe m werden die Koe�zienten in den Newton-Cotes Formeln allerdingsgross und haben wehselnde Vorzeihen. Dies führt zu Di�erenzen zwishen grossen Zah-len und auh deshalb werden die Newton-Cotes-Verfahren höherer Ordnung in derPraxis kaum eingesetzt. Für niht genügend oft di�erenzierbare Funktionen können dieauf Interpolationspolynomen beruhenden Methoden völlig falshe Resultate liefern!Zusammengesetzte Integrationsformeln: Indem das Integrationsintervall, überdas die Funktion f integriert werden soll, in kleinere, gleih groÿe Teilintervalle zerlegtwird, gelangt man zum Rehtek-, Trapez-, Simpson- oder den höheren Integrationsver-fahren. Die Anzahl Intervalle sollte ein Vielfahes von m sein. Zum Beispiel wird beimSimpson-Verfahren die Keplershe Fassregel auf Doppelintervalle angewandt.

MilneSimpson
Wir betrahten die zusammengesetzte Simpson-Regel etwas näher. Das Integrationsin-������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 3. MONTE CARLO SIMULATIONEN 3.1. Hohdimensionale Integrale 32tervall [a, b] = [x0, x2n] enthalte 2n Teilintervalle der Länge ǫ, b − a = 2nǫ. Die 2n + 1Stützstellen sind xj = a+ ǫj, j = 0, 1, . . . , 2n. Das Integral wird approximiert durh
S2(f) ≈ ǫ

3

(

{f(x0) + 4f(x1) + f(x2)}+ {f(x2) + 4f(x3) + f(x4)}+ . . .

. . .+ {f(x2n−2 + 4f(x2n−1) + f(x2n}
)

=
ǫ

3

(

f(x0) + 4

n−1∑

j=0

f(x2j+1) + 2

n−1∑

j=1

f(x2j) + f(x2n)

)

.Der Fehler kann wie folgt abgeshätzt werden
∣
∣
∣
∣

∫ b

a

f(x)dx− S2(f)

∣
∣
∣
∣
≤ 1

90
ǫ5 · n sup

t∈[a,b]

f (4)(t)

︸ ︷︷ ︸

M4

=
b− a
180

ǫ4M4. (3.16)Allgemeiner gilt für eine äquidistante Einteilung des Integrationsintervalls in m · n Teil-intervalle, so dass b− a = (mn)ǫ ist, die Abshätzung
∣
∣
∣
∣

∫ b

a

f(x)dx− Sm(f)

∣
∣
∣
∣
≤ b− a

mǫ
Em(ǫ) (3.17)mit Em(ǫ) aus (3.15). Dabei ist natürlih Mm = sup[a,b] f

(m).Mit einem Programm berehnen wir das Integral einer Funktion über das Intervall
[a, b] und zwar auf vier Arten: mit dem Rehtek-, Trapez- und Simpson-Verfahren sowiemit Hilfe der Monte-Carlo Methode. Das letzte Verfahren wird weiter unten besprohen.Nohmals zur Erinnerung:Rehtekregel :

n−1∑

i=0,1,2

ǫf(xi)Trapezregel :

n−1∑

i=0,1,2

ǫ

2
(f(xi) + f(xi+1)) (3.18)Simpson-Methode :

n−2∑

i=0,2,4

ǫ

3
(f(xi) + 4f(xi+1) + f(xi+2)) .In der letzten Formel soll n eine gerade Zahl sein. Die Näherungen sind in der folgendenFigur skizziert.
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KAPITEL 3. MONTE CARLO SIMULATIONEN 3.1. Hohdimensionale Integrale 33

Rehtek Trapez Simpsonb

b

b b

b

b

b

b b

b

b

b

b b

b

Das Programm 1dintegral. auf Seite 56 berehnet das Integral ∫ exp(x) von 0 bis 1für
ǫ ∈

{
10−n|n = 1, 2, . . . , 6

}
.Die Werte für die stükweise konstante, lineare oder quadratishe Näherung sind in derfolgenden Tabelle enthalten. Für das Simpson-Verfahren konvergiert wie erwartet dieNäherung sehr shnell gegen den exakten Wert 1.7182818.

log10M einfah Trapez Simpson MC
1 1.633799 1.719713 1.718283 1.853195

2 1.709705 1.718296 1.718282 1.793378

3 1.717423 1.718282 1.718282 1.720990

4 1.718196 1.718282 1.718282 1.711849

5 1.718273 1.718282 1.718282 1.719329

6 1.718281 1.718282 1.718282 1.7182573.1.2 Monte-Carlo IntegrationDie Monte-Carlo Integration ist eine alternative Integrationsmethode.Die Monte-Carlo Methode stammt wahrsheinlih von Stanislaw Ulam. Er fand dieMethode 1946, als er sih Gedanken über die Gewinnwahrsheinlihkeiten beim Solitair-Spiel mahte. In seinen Worten:The �rst thoughts and attempts I made to pratie [the Monte Carlo Method℄were suggested by a question whih ourred to me in 1946 as I was onva-lesing from an illness and playing solitaires. The question was what are the������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 3. MONTE CARLO SIMULATIONEN 3.1. Hohdimensionale Integrale 34hanes that a Can�eld solitaire laid out with 52 ards will ome out suessful-ly? After spending a lot of time trying to estimate them by pure ombinatorialalulations, I wondered whether a more pratial method than �abstrat thin-king� might not be to lay it out say one hundred times and simply observe andount the number of suessful plays. This was already possible to envisagewith the beginning of the new era of fast omputers, and I immediately thoughtof problems of neutron di�usion and other questions of mathematial physis,and more generally how to hange proesses desribed by ertain di�erentialequations into an equivalent form interpretable as a suession of random ope-rations. Later ...[in 1946, I℄ desribed the idea to John von Neumann, and webegan to plan atual alulations.Einige Jahre später wurde die Methode auf das Neutronendi�usionsproblem angewandt,das mit anderen Methoden niht unlösbar shien [25℄. Eine wihtige Anwendung ist dieBerehnung hohdimensionaler Integrale. Ein sehr einfaher Algorithmus wäre:
• erzeuge im Integrationsgebiet gleihverteilte Zufallszahlen {x1, . . . , xM},
• berehne für jeden Punkt den Funktionswert f(xi), i = 1, . . . ,M ,
• berehne den Mittelwert

I(M) =
Vol
M

M∑

i=1

f(xi). (3.19)Für eine Riemann-integrierbare Funktion konvergiert I(M) für groÿe M gegen das Inte-gral von f . Die Werte in der letzten Spalte der obigen Tabelle enthalten I(M = 10, 100, . . .)für das Integral der Exponentialfunktion.Die folgende Abbildung illustriert das Konvergenzverhalten der drei Integrationsme-thoden mit äquidistanten Stützstellen und der einfahen Monte-Carlo Integration.

1.62

1.70

1.78

log10 nb

b

b b b beinfahb b b b b b

Trapez
b b b b b bSimpson

b

b

b

b b

MC
1 2 3 4 5 6������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 3. MONTE CARLO SIMULATIONEN 3.1. Hohdimensionale Integrale 35Für die Exponentialfunktion liefert die Methode von Simpson shon für zehn Intervalledas rihtige Resultat e−1 bis auf die 6. Stelle hinter dem Komma. Problematish werdendie Standardverfahren (Trapezregel, Simpsonregel), wenn die Dimension n des Integrals
I =

∫

dq1 . . . dqnf(q1, . . . , qn) ≡
∫

dnqf(q) (3.20)gross wird. Sind die Integrationsgrenzen in jeder Dimension gleih 0 und 1, und wähltman in jeder Dimension den gleihen Abstand ǫ zwishen den Stützstellen, dann ist derenAnzahl ǫ−n. Der Rehenaufwand ist proportional zur Anzahl Stützstellen. Nehmen wir alsBeispiel ǫ = 0.1, was siherlih einer groben Einteilung des Intervalls [0, 1] entspriht, soist die Zahl der Stützstellen ∼ 10n. Die Auswertung einer Stützstelle dauert etwa 10−7 sauf einem modernen PC. Für ein 12-fahes Integral brauht man dann bereits mehr alseinen Tag.Hit-or-miss Monte Carlo: Gesuht sei wieder der Wert des Integrals I =
∫
f(x),

x 1

1
y

wobei wir ohne Beshränkung der Allgemeinheitannehmen dürfen, dass wir von 0 bis 1 integrieren.Aus einem Zufallsgenerator, der zwishen 0 und
1 gleihverteilte Zufallszahlen liefert, werden zweiZufallszahlen entnommen,

x = r1 , y = r2.Wir haben getro�en, wenn y ≤ f(x) ist. DieWahrsheinlihkeit für einen Tre�er ist
p =

Anzahl günstiger FälleAnzahl der möglihen Fälle =
dunkle FläheGesamt�ähe =

I

1
= I. (3.21)BeiM statistish unabhängigen Versuhen können wir k ∈ {0, . . . ,M} Tre�er landen unddie Wahrsheinlihkeit dafür ist durh die Binomialverteilung gegeben,

P (M, k) =

(
M

k

)

pk(1− p)M−k, k = 0, 1, . . . ,M. (3.22)Hier ist zum Beispiel pk(1−p)M−k die Wahrsheinlihkeit dafür, dass die ersten k VersuheTre�er und die letzten M − k Versuhe Nieten ergeben. Der Binomialkoe�zient zähltdie Möglihkeiten, aus M Versuhen k auszuwählen. Als Funktion von x = k/M ∈ [0, 1]beshreibt P (M,x) eine bei p lokalisierte Glokenkurve, die mit zunehmendemM shmaler������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 3. MONTE CARLO SIMULATIONEN 3.1. Hohdimensionale Integrale 36wird. Die erzeugende Funktion der Binomialverteilung ist
Z(t) =

〈
etk
〉

=

M∑

k=0

ekt P (M, k) =
(
et p+ (1− p)

)M
. (3.23)Erwartungswerte von beliebigen Potenzen von k können durh ableiten dieser Funktiongewonnen werden. Die Summe der Wahrsheinlihkeiten ist gleih Eins,

〈1〉 =

M∑

k=0

P (M, k) = Z(0) = (p+ (1− p))M = 1, (3.24)und wie erwartet, ist der mittlere Anteil Tre�er
〈
k

M

〉

=
1

M

M∑

k=0

k P (M, k) =
1

M

dZ

dt

∣
∣
t=0

= p. (3.25)Das Quadrat der Streuung um den Ursprung lautet
〈
k2

M2

〉

=
1

M2

M∑

k=0

k2 P (M, k) =
1

M2

d2Z

dt2
∣
∣
t=0

=
p

M
+

(

1− 1

M

)

p2. (3.26)Für das Quadrat der Streuung um die mittlere Anzahl Tre�er �ndet man
σ2 =

1

M2

〈(
k − 〈k〉

)2
〉

=
p(1− p)
M

. (3.27)Die Streuung um den Mittelwert vermindert sih relativ langsammit der Anzahl Versuhe,
σ ∼M−1/2. Eine Shätzung von p ist h/M , wobei h die Anzahl Tre�er bei M Versuhenist. Die folgende Tabelle enthält die Shätzwerte p und σ für das Integral

I =

∫ 1

0

f(x), f(x) =
x2ex

1− x+ xex
. (3.28)für vershiedene Anzahl M von Versuhen. Die Streuung um den wahren Wert des Inte-grals, I = 0.376370, nimmt mit M ab. Die Werte in den ersten drei Spalten wurden mitdem Programm hitmissflaehe. auf Seite 57 generiert. Die grobe Hit-or-Miss Methodekann leiht verbessert werden. Wenn nämlih p gegen 1 oder 0 strebt so wird σ sehr klein(allerdings wird für p→ 0 der relative Fehler gross). Wir nehmen nun eine Hilfsfunktion

g(x) die f(x) approximiert und analytish integriert werden kann. Ist das erste Integral
������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 3. MONTE CARLO SIMULATIONEN 3.1. Hohdimensionale Integrale 37in
I =

∫

(f(x)− g(x)) dx
︸ ︷︷ ︸

p wird klein +

∫

g(x)dx
︸ ︷︷ ︸bekannt (3.29)klein und der Integrand zwishen 0 und 1, dann können wir dieses Integral mit dem Hit-or-miss Verfahren mit kleinerer Varianz berehnen. Für f(x) in (3.28) könnten wir zumBeispiel

g(x) = x2 mit ∫

g(x) dx = 1/3wählen. Dann ergeben sih die verbesserten Shätzwerte für das Integral und die Varianzin der obigen Tabelle. Diese Werte wurden ebenfalls mit hitmissflaehe. berehnet.
log10M p I − p σ pverb I − pverb σverb

1 0.500000 −0.123630 0.158114 0.333333 0.043037 0.000000

2 0.330000 0.046370 0.047021 0.363333 0.013037 0.017059

3 0.399000 −0.022630 0.015485 0.377333 −0.000963 0.006486

4 0.378900 −0.002530 0.004851 0.376833 −0.000463 0.002040

5 0.376570 −0.000200 0.001532 0.377693 −0.001323 0.000651

6 0.374857 0.001513 0.000484 0.376305 0.000065 0.000203

7 0.376273 0.000097 0.000153 0.376303 0.000067 0.000064Summen von Zufallszahlen und Grenzwertsatz: Das Programm gaussdistr.auf Seite 58 erzeugt die Summe s von n unabhängigen und auf dem Einheitsintervall [0, 1]gleihverteilten Zufallszahlen x1, . . . , xn. Die erzeugende Funktion für s ist
Z(t) =

〈
ets
〉

=

∫

In

dnx et(x1+...+xn) =

(∫ 1

0

dx etx
)n

= t−n
(
et − 1

)n
, (3.30)und für den Mittelwert von s �nden wir

m = 〈s〉 =
dZ

dt

∣
∣
t=0

=

∫

In

dnx (x1 + . . .+ xn) =
n

2
. (3.31)und für dessen Streuungsquadrat

d2 logZ

dt2
∣
∣
t=0

= σ2 = 〈s2〉 −m2 =
n

12
. (3.32)������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 3. MONTE CARLO SIMULATIONEN 3.2. Metropolis Algorithmus 38Nah dem Gesetz der grossen Zahlen erwarten wir die Gauÿshe Verteilung
Ps =

1√
2π σ

e−(s−m)2/2σ2

. (3.33)Das Programm gaussdistr. auf Seite 58 berehnet die Verteilung von s für die Summevon 10, 50 und 100 Zufallszahlen. Zur Bestimmung der Verteilung werden jeweils 1 MillionVersuhe gemaht. Mit den zufälligen Werten für s wird ein Histogramm erstellt und imarray mean[100℄ gespeihert. Wir haben die Zufallsvariable s mit n reskaliert, so dass dasMaximum der Verteilung bei 1/2 liegt. In der folgenden Abbildung werden die Resultateder MC-Simulation (Punkte, Dreieke, Viereke) mit den entsprehenden GauÿshenVerteilungen verglihen.
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b

s̃1/2

P (n, s̃)

n = 10

n = 50

n = 100

α = σ/n

s̃ = s/n

Fit: P (n, s̃) ∝ e−(s̃−0.5)2/2α2

Im Anhang C beweisen wir das Gesetz der groÿen Zahlen. Für gleihverteilte Zahlenin [0, 1] ist der Mittelwert 1/2 und die Varianz 1/12. Die Ungleihung (B-12) für dieWahrsheinlihkeit dafür, dass s/n mehr als δ vom Mittelwert 1/2 abweiht, ist
Pr

[∣
∣
∣
s

n
− 1

2

∣
∣
∣ ≤ δ

]

≤ 1

12nδ2
. (3.34)3.2 Metropolis AlgorithmusNumerishe Integrationsverfahren nähern Integrale durh endlihen Summen,

∫

dnqf(q) ∼
M∑

µ=1

f(qµ)∆qµ.Für groÿe n kann es vorteilhaft sein, die Stützpunkte qµ zufällig zu wählen. In vielenAnwendungen in der Physik variiert der Integrand allerdings um Gröÿenordnungen für������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 3. MONTE CARLO SIMULATIONEN 3.2. Metropolis Algorithmus 39vershiedene Punkte und man vergeudet Rehenzeit wenn man Stützpunkte mit sehrkleinem Integranden auswählt. Beim important sampling , zum Beispiel dem Metropo-lis-Algorithmus, werden bevorzugt Punkte qµ mit groÿem Integranden berüksihtigt.Die Stützstellen liegen überwiegend da, wo der Integrand gross ist und dies verringert dieVarianz der einzelnen Shätzung für das Integral.Dazu nimmt man eine Funktion g(q), deren Integral berehenbar ist und welhe f(q)möglihst gut annähert, und shreibt
∫ 1

0

f(q) dnq =

∫ 1

0

f(q)

g(q)
g(q) dnq. (3.35)Durh die Erzeugung von Zufallspunkten qµ die mit g(q)dnq verteilt sind, ergibt sih bei

M �Messungen� die Shätzung
∫

f(q)dnq ≈ 1

M

M∑

µ=1

f(qµ)
g(qµ) , (3.36)und dabei variieren die Summanden jetzt niht mehr so stark. Allerdings muÿ das Integralvon g bekannt sein, um aus gleihverteilten Zufallszahlen solhe zu erhalten, die mit gverteilt sind.Bei der Berehnung von Erwartungswerten in der Gitterapproximation

〈O〉 ≈ 1

Z

∫

Dq O(q)e−S(q), Dq = dnq, Z =

∫

e−S(q)Dq , (3.37)wäre es wünshenswert, die Wahrsheinlihkeitsdihte in der Boltzmann-Verteilung,
P (q)Dq =

1

Z
e−S(q)Dq , (3.38)als Funktion g zu wählen, weil dann nur noh über O(q) gemittelt werden muss,

〈O〉 ≈ Ō =
1

M

M∑

µ=1

O(qµ). (3.39)Hier ist M die Anzahl der erzeugten Punkte qµ. Damit wird die Monte Carlo-Shätzung
Ō für den Mittelwert von O zu einem arithmetishen Mittel. Passend verteilte {q1, q2, . . .}sind aber niht ohne Weiteres zu erzeugen.Wir haben folgendes Problem: Die n−dimensionalen Integrale

Ik =

∫ 1

0

dq1 . . .

∫ 1

0

dqnOk(q)P (q),

∫

Dq P (q) = 1, (3.40)������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 3. MONTE CARLO SIMULATIONEN 3.2. Metropolis Algorithmus 40sollen für vershiedene Funktionen Ok(q), aber diesselbe Wahrsheinlihkeitsdihte P (q)berehnet werden. Dazu sollen Algorithmen gefunden werden, die nah P verteilte Punktegenerieren. Der folgende Metropolis-Algorithmus [25℄ (er wird später begründet wer-den) erzeugt {qµ}, die gemäÿ P (q) verteilt sind:1. Beginne mit µ = 0 und einem beliebigen Startpunkt qµ im Integrationsbereih.2. Wähle einen zweiten zufälligen Punkt q ′ im Integrationsbereih und ein Zufallszahl
r ∈ [0, 1].3. Ist P (q ′)/P (qµ) > r dann setze man qµ+1 = q ′, andernfalls qµ+1 = qµ.4. Erhöhe µ um eins und wiederhole die Shritte 2, 3 und 4.Die so erzeugten Punkte qµ im Integrationsgebiet sind gemäÿ P (q) verteilt, so dass

I =
Vol
M

M∑

µ=1

f(qµ) (3.41)gilt. Jeder Punkt qµ der Markov-Kette nennt man eine Kon�guration. Das Programmsamplingflaehe. auf Seite 59 berehnet mit Hilfe des Metropolis-Algorithmus daseigentlihe Integral
128 ·

∫ 1

0
dxdydz x3y2z exp (−x2 − y2 − z2)
∫ 1

0
dxdydz exp (−x2 − y2 − z2)

≈ 2.4313142,wobei für P die Exponentialfunktion gewählt wurde. Die Konvergenz zum exakten Resul-tat ist langsam, der Fehler ist von der Ordnung 1/
√
M . Die folgende Tabelle enthält denberehnenten Werte. Der letzte Eintrag ist das Resultat von MA ·M = 103 · 106 = 109MC-Iterationen und hat einen Fehler von −0.00555.

M 5 000 1 0000 15 000 20 000 25 000 30 000 35 000

I(M) 2.33113 2.31536 2.33432 2.38934 2.3568 2.34805 2.35253

E 0.10018 0.11595 0.09699 0.04197 0.07449 0.08327 0.07878

M 40 000 45 000 50 000 55 000 60 000 65 000 70 000

I(M) 2.34528 2.34193 2.35193 2.35089 2.35659 2.35952 2.36130

E 0.08603 0.08939 0.07938 0.08043 0.07473 0.07179 0.07001

M 75 000 80 000 85 000 90 000 95 000 100 000 1 000 000

I(M) 2.36969 2.37196 2.36937 2.38248 2.38742 2.38448 2.43686

E 0.06162 0.05935 0.06194 0.04884 0.04390 0.04683 −0.00555������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 3. MONTE CARLO SIMULATIONEN 3.3. Markovprozesse 413.3 MarkovprozesseWir diskutieren nun eine Realisierung des �important sampling�. Dazu betrahten wirein System mit einer endlihen Anzahl f Freiheitsgrade. Wir bezeihnen die Zuständemit s ∈ 1, 2, . . . , f . Die nah P -verteilten Kon�gurationen werden nun mit Hilfe einesgeeigneten Markov-Prozesses erzeugt. Bei einem derartigen Prozess hängt die Über-gangswahrsheinlihkeit W (s, s′) = W (s → s′) in den Zustand s′ nur vom unmittelbar�früheren� Zustand s ab. Das System hat ein Kurzzeitgedähtnis und erinnert sih nihtdaran, was davor geshah. Da W (s, s′) eine Übergangswahrsheinlihkeit ist, muss diestohastishe Matrix W positiv und normiert sein,
W (s, s′) ≥ 0 und ∑

s′

W (s, s′) = 1. (3.42)Bei einem Zweistufenprozess von s nah s′′ muss das System durh einen Zwishenzustand
s1 gehen. Deshalb ist die Wahrsheinlihkeit für den Übergang s → s′ in zwei Shrittengleih

W (2)(s, s′) =
∑

s1

W (s, s1)W (s1, s
′). (3.43)Ähnlih gilt für einen n−Stufen-Prozess

W n(s, s′) =
∑

s1···sn−1

W (s, s1)W (s1, s2) · · ·W (sn−1, s
′)

=
∑

s1

W n−1(s, s1)W (s1, s
′). (3.44)Man versuht nun einenMarkovprozess zu konstruieren, für den die Kon�gurationen fürgrosse �Zeiten� n gemäÿ (3.38) verteilt sind. Das Langzeitverhalten (n→∞) des Systemwird von W n bestimmt.Stohastishe Matrizen transformieren stohastishe Vektoren, also Vektoren p mitniht-negativen Elementen ps, s = 1, . . . , f, die zu Eins addieren, ∑ ps = 1, in stohasti-she Vektoren,

∑

s′

(pW ) (s′) =
∑

ss′

psW (s, s′) =
∑

s

ps = 1.Das Element ps des stohastishen Vektors ist die Wahrsheinlihkeit dafür, das System
������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 3. MONTE CARLO SIMULATIONEN 3.3. Markovprozesse 42im Zustand s zu �nden. Betrahte zum Beispiel die stohastishe Matrix
W =

(
a 1− a
0 1

)

, (3.45)welhe die Eigenwerte 1 und a hat. Deren Potenzen konvergieren für a < 1 exponentiellshnell,
W n =

(
an 1− an
0 1

)

n→∞−→
(

0 1

0 1

)Später werden wir zeigen, dass unter gewissen Bedingungen an W die W n gegen einestohastishe Matrix mit identishen Zeilen konvergiert. Ein zweites einfahes Beispiel ist
W =





a 1
2
(1− a) 1

2
(1− a)

0 0 1

0 1 0



 , a ≤ 1, (3.46)mit den Potenzen
W n =





an 1
2
(1− an) 1

2
(1− an)

0 1 0

0 0 1



 −→





0 1
2

1
2

0 1 0

0 0 1



 , n geradeund
W n =





an 1
2
(1− an) 1

2
(1− an)

0 0 1

0 1 0



 −→





0 1
2

1
2

0 0 1

0 1 0



 , n ungerade.Für a < 1 wird ein stohastisher Vektor p inpW 2n n→∞−→
(

0, p2 +
p1

2
, p3 +

p1

2

)pW 2n+1 n→∞−→
(

0, p3 +
p1

2
, p2 +

p1

2

)abgebildet. Die Folge pW n nähert sih shnell einer periodishen Bahn. Wir werden weiterunten zeigen, dass die Folge deshalb niht konvergiert weil jede Spalte von W mindestenseine Null enthält.Jede stohastishe Matrix hat den Eigenwert 1. Der entsprehende Rehtseigenvektor
������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 3. MONTE CARLO SIMULATIONEN 3.3. Markovprozesse 43ist ∼ (1, 1, . . . , 1)T . Zur Bestimmung des Linkseigenvektors betrahten wir die Folgepn =
1

n

n−1∑

j=0

pW j . (3.47)Die Menge der stohastishen Vektoren ist kompakt und deshalb hat diese Folge einekonvergente Teilfolge,
1

nk

nk−1∑

0

pW j −→ P .Wir multiplizieren von rehts mit W und �nden
1

nk

nk∑

1

pW j −→ PW.Lassen wir nun in der Di�erenz dieser zwei Formeln, also in
1

nk
(p − pW nk) −→ P −PW

nk gegen ∞ streben, so folgt PW = P . (3.48)Damit hat jede stohastishe Matrix W mindestens einen Fixpunkt P , d.h. einen Links-eigenvektor mit Eigenwert 1.Wir nehmen nun an,W habe mindestens eine Spalte, deren minimales Element gröÿergleih einer positiven Zahl δ ist. Dann können alle Zustände mit niht-vershwindenderWahrsheinlihkeit in einen bestimmten Zustand übergehen. Matrizen mit dieser Eigen-shaft heissen attrattiv. Das W im ersten Beispiel ist attraktiv, dasjenige im zweitenBeispiel niht. Wir notieren, dass für zwei reelle Zahlen p und p′ gilt
|p− p′| = p+ p′ − 2 min(p, p′),so dass für zwei stohastishe Vektoren
‖p − p ′ ‖ = 2− 2

∑

s

min(ps, p
′
s). (3.49)

������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 3. MONTE CARLO SIMULATIONEN 3.3. Markovprozesse 44Nun beweisen wir, dass ein attraktives W auf Vektoren ∆ mit
‖∆‖ ≡

∑

|∆s| = 2 und ∑

∆s = 0 (3.50)kontraktiv ist. Zuerst beweisen wir diese Eigenshaft für die Di�erenz zweier kartesisherBasisvektoren es, s = 1, . . . , f (alle Einträge bis auf den s'ten vershwinden). Dazuwenden wir die Identität (3.49) auf die stohastishen Vektoren esW und es′W an, alsoauf Zeilen von W mit den Nummern s und s′. Für ein attraktives W �nden wir für s 6= s′

‖esW − es′W‖ = 2− 2
∑

s′′

min {W (s, s′′),W (s′, s′′)}

≤ 2− 2δ = (1− δ) ‖es − es′‖
︸ ︷︷ ︸

=2

mit 0 < δ < 1, (3.51)was beweist, dass W auf den Di�erenzvektoren es − es′ kontraktiv ist. Wir haben
min
s′′
{W (s, s′′)W (s′, s′′)} ≥ min {W (s, s∗)(W (s′, s∗)} ≥ δbenutzt, wobei s∗ zur Spalte mit Elementen gröÿer oder gleih δ gehört.Nun beweisen wir diese Eigenshaft für beliebige Vektoren ∆ in (3.50). Wegen

∑

s:∆s≥0

∆s −
∑

s:∆s<0

∆s = ‖∆‖ = 2

∑

s:∆s≥0

∆s +
∑

s:∆s<0

∆s = 0folgt unmittelbar
∑

∆s≥0

∆s = 1 und ∑

∆s<0

∆s = −1. (3.52)Um die Notation einfah zu halten bezeihnen wir in den folgenden Formeln die niht-negativen Elemente von ∆ mit ∆s und die negativen Elemente mit ∆s′ . Man beahte, dasdie Indexmengen {s} und {s′} eine leere Shnittmenge haben. Wegen (3.52) gilt
‖∆‖ = 2 = −2

∑

∆s

∑

∆s′ = −
∑

∆s∆s′ ‖es − es′‖
︸ ︷︷ ︸

=2

, (3.53)wobei s 6= s′ angenommen wurde. Um die Norm von ∆W abzushätzen benutzen wir
∑

∆ses = −
∑

∆s′

∑

∆ses ,
∑

∆s′es′ = +
∑

∆s

∑

∆s′es′,������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 3. MONTE CARLO SIMULATIONEN 3.3. Markovprozesse 45wobei wir von (3.52) Gebrauh mahten, und dies führt auf die Ungleihung
‖∆W‖ =

∥
∥
∑

∆sesW +
∑

∆s′es′W∥∥ =
∥
∥−

∑

∆s′∆s(es − es′)W∥∥
≤ −

∑

∆s∆s′
∥
∥(es − es′)W∥∥ = −

∑

∆s∆s′
∥
∥es − es′∥∥(1− δ), (3.54)wobei wir die Abshätzung (3.51) benutzten. Der Vergleih mit (3.53) führt dann auf diegesuhte Ungleihung,

‖∆W‖ ≤ (1− δ)‖∆‖ (3.55)die besagt, dass W auf den Vektoren (3.50) kontraktiv ist. Da die Ungleihung linear in
∆ ist, können wir die Bedingung ‖∆‖ = 2 aufgeben. Damit ist W kontraktiv auf allenVektoren deren Elemente zu Null addieren und insbesondere auf Di�erenzen von zweistohastishen Vektoren.Iterieren wir die Ungleihung, so erhalten wir

‖∆W n‖ ≤ (1− δ)n‖∆ ‖. (3.56)Nun wenden wir diese Abshätzung auf p − P an, wobei P den Fixpunkt in (3.48)bezeihnet und p ein beliebiger stohastisher Vektor ist. Da die Elemente von p −P zuNull addieren, gilt o�ensihtlih (3.55) und wir folgern
‖(p −P)W n‖ = ‖pW n −P‖ n→∞−→ 0oder, dass pW n n→∞−→ P . (3.57)Für die stohastishen Vektoren es ist die linke Seite die s'te Zeile von limW n = W eqund deshalb hat W eq identishe Zeilen. Also sind alle Elemente in einer Spalte von W eqgleih, wie im obigen ersten Beispiel,
W eq(s, s′) = lim

n→∞
W n(s, s′) = Ps′, (3.58)wobei Ps′ das Element s′ von P bezeihnet. Nun folgt, dass die Gleihgewihtsgröÿen Pund W eq eindeutig sind: Es sei P ′ ein zweiter Fixpunkt des Markov-Prozesses. Dannist

P ′
s′ =

∑

s

P ′
sW (s, s′) = lim

n→∞

∑

s

P ′
sW

n(s, s′) =
∑

s

P ′
sPs′ = Ps′,������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 3. MONTE CARLO SIMULATIONEN 3.4. Detailliertes Gleihgewiht 46und dies beweist, dass P der eindeutige Fixpunkt ist.Es sollte klar sein, wie man auf Systeme mit kontinuierlihen Freiheitsgraden, zumBeispiel ein mehanishes System, dessen reine Zustände durh Punkte q ∈ Rn gegebensind, verallgemeinert: Anstelle der Elemente ps von stohastishen Vektoren führt manWahrsheinlihkeitsdihten p(q) ein. Summen über den diskreten Index s werden zu Inte-gralen über die kontinuierlihe Variable q . Für derartige System haben die Bedingungen(3.42) die Form
W (q , q ′) ≥ 0 und ∫

Dq ′ W (q , q ′) = 1. (3.59)Bezeihnet P (q) die Gleihgewihtsverteilung, so lautet die Bedingung (3.48)
P (q ′) =

∫

DqP (q)W (q , q ′). (3.60)3.4 Detailliertes GleihgewihtIn der Euklidshen Quantenmehanik oder der Quantenstatistik ist P (q) die Boltzmann-verteilung (3.38). Eine einfahe Gleihung, welhe die Bedingung (3.48) beziehungsweise(3.60) impliziert, ist die detailierte Bilanzgleihung : Die Wahrsheinlihkeit Ps einer Kon-�guration s, multipliziert mit der Übergangswahrsheinlihkeit W (s, s′) in eine Kon�gu-ration s′ ist gleih der Wahrsheinlihkeit für den inversen Prozess, beginnend mit derKon�guration s′ mit Ps′ und Übergangswahrsheinlihkeit W (s′, s), so dass
PsW (s, s′) = Ps′W (s′, s). (3.61)Der Übergang von s nah s′ ist wahrsheinliher als der umgekehrte Prozess, wenn dieGleihgewihtsdihte bei s′ gröÿer ist als bei s. Die Wahrsheinlihkeitsverteilung P ist inder Tat ein Fixpunkt von W ,

∑

s

PsW (s, s′) =
∑

s

Ps′W (s′, s) = Ps′. (3.62)Die Bedingung des detaillierten Gleihgewihts (3.61) legt W noh niht fest. Man be-nutzt diese Freiheit in der Wahl um einen möglihst einfahen und shnellen Algorithmuszu �nden. Metropolis- und Wärmebadalgorithmus sind besonders beliebt, weil sie fastimmer einsetzbar sind. In den letzten Jahren spielen allerdings die sogenannten Cluster-Algorithmen eine zunehmend wihtige Rolle, da sie das �ritial slowing down� berük-sihtigen. Eine Einführung in die Monte-Carlo Methode �ndet sih im empfehlenswertenBuh von Newman und Barkenna [26℄.������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 3. MONTE CARLO SIMULATIONEN 3.4. Detailliertes Gleihgewiht 473.4.1 AkzeptanzrateDie Übergangswahrsheinlihkeit W (s, s) wird durh (3.61) niht eingeshränkt und wirkönnen eine Änderung der W (s, s′) durh Anpassung von W (s, s) die Summenregel in(3.59) beibehalten. Wir shreiben nun die Übergangswahrsheinlihkeit als Produkt einerSelektionswahrsheinlihkeit und einer Akzeptanzrate,
W (s, s′) = T (s, s′)A(s, s′). (3.63)Dabei ist T (s, s′) die Wahrsheinlihkeit, bei einem gegebenem Anfangszustand s denneuen Zustand s′ zu testen. Starten wir mit s und testen s′, dann ist 0 ≤ A(s, s′) ≤ 1 dieWahrsheinlihkeit, dass die Änderung nah s′ auh akzeptiert wird. Die Bedingung fürdas detailierte Gleihgewiht,
T (s, s′)A(s, s′)

T (s′, s)A(s′, s)
=
Ps′

Ps
, (3.64)legt das Verhältnis der Akzeptanzraten niht fest. Ein grosses Problem für Monte-CarloAlgorithmen ist eine optimale Wahl für dieser Raten. Sind sie nämlih sehr klein, dannwerden nur wenige Änderungen angenommen und man bleibt im Anfangszustand �hän-gen�. Man vershwendet wertvolle Rehenzeit ohne den Zustandsraum zu durhlaufen. Inder Praxis setzt man die grössere der Akzeptanzraten A(µ, ν) und A(ν, µ) gleih Eins undwählt die kleinere, so dass die Bilanzgleihung (3.64) erfüllt wird.3.4.2 Hasting und Metropolis MethodeBei diesem Algorithmus wird die Selektionswahrsheinlihkeit T (s, s′) für alle von s auserreihbaren Zustände s′ gleih gewählt [27℄. Die Selektionswahrsheinlihkeiten der an-deren Zustände ist Null. Bezeihnet N ≤ f die Anzahl erreihbarer Zustände, dann gilt

T (s, s′) =

{

1/N s→ s′ möglih
0 sonst. (3.65)Die Übergangswahrsheinlihkeit ist

W (s, s′) = T (s, s′) ·min

(
Ps′ · T (s′, s)

Ps · T (s, s′)
, 1

)

, (3.66)
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KAPITEL 3. MONTE CARLO SIMULATIONEN 3.4. Detailliertes Gleihgewiht 48wobei nah Vereinbarung W (s, s′) vershwinden soll, wenn T (s, s′) Null ist. Diese Wahr-sheinlihkeit erfüllt o�ensihtlih die Bedingung für das detailierte Gleihgwiht,
PsT (s, s′) min

(
Ps′T (s′, s)

PsT (s, s′)
, 1

)

= Ps′T (s′, s) min

(
PsT (s, s′)

Ps′T (s′, s)
, 1

)

.Es existiert eine Verallgemeinerung dieser Methode von Hasting [28℄. Die Verbesserung,verglihen mit dem einfahen Metropolis-Algorithmus, kann je nah Modell oder Wahlvon T (s, s′) beträhtlih sein.Beim universell einsetzbaren Metropolis-Algorithmus beginnt man mit einer An-fangskon�guration s. Eine gute Anfangsbedingung kann unter Umständen viel Rehenzeitersparen. Bei hohen Temperaturen wird man anfänglih die Variablen zufällig wählen, beitiefen Temperaturen und in einer geordneten Phase dagegen stark korreliert.Wir geben eine Impementierung des Algorithmus für die Simulation eines Gittersys-tems, zum Beipiel eines diskretisierten quantenmehanishen Systems auf n Gitterpunk-ten. Man wählt eine anfänglihe Kon�gurationen q = (q1, . . . , qn). Nun verändert oderbelässt man die Variable q1 auf dem ersten Gitterpunkt gemäÿ folgenden Regeln:1. Zuerst ersetzt man q1 versuhsweise durh eine zufällig ausgewähltes q′1.2. Wird die Wirkung beim Übergang q1 → q′1 erniedrigt, ∆S < 0, so wird q1 durh q′1ersetzt.3. Nimmt die Wirkung aber zu, so wählt man eine gleihverteilte Zufallszahl r ∈ [0, 1]und der Vorshlag q′1 wird nur angenommen, wenn exp(−∆S) > r ist. Andernfallsändert man die Gittervariable q1 niht.4. Nun verfährt man mit den Variablen q2, q3, . . . auf den anderen Gitterplätzen analog,bis alle Variablen getested sind.5. Ist der letzte Gitterplatz t, so ist ein �sweep� übers Gitter oder eine Monte-Carlo-Iteration beendet und man fängt wieder mit dem ersten Gitterplatz an.6. Bei einer realistishen Simulation streiht man zig-tausend mal übers Gitter, umstatistishe Fehler zu verkleinern.Um nahzuprüfen, ob der Markovprozess in der Nähe der Gleihgewihtsverteilung ist,�misst� man Erwartungswerte als Funktionen der Monte-Carlo-Zeit. Dabei de�niert eineMC-Iteration die Zeiteinheit. Nahdem die Erwartungswerte nur noh statistih shwan-ken, beginnt man die Observablen gemäÿ (3.39) zu messen.
2-Zustandssystem: Wir betrahten ein System mit zwei Zuständen,

H |1〉 = E1 |1〉 und H |2〉 = E2 |2〉 , ∆E = E2 − E1 > 0. (3.67)������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 3. MONTE CARLO SIMULATIONEN 3.4. Detailliertes Gleihgewiht 49Beim Übergang |2〉 → |1〉 wird die Energie erniedrigt, so dassW (2, 1) = 1 ist. Andererseitsist die Anregungswahrsheinlihkeit W (1, 2) gleih dem Boltzmannfaktor
b21 = e−β(E2−E1) < 1.Deshalb ist
W =

(
1− b21 b21

1 0

)

. (3.68)Die Potenzen dieser Matrix,
W n =

1

1 + b21

(
1 + (−b21)n+1 b21(1 + (−b21)n)
1 + (−b21)n b21(1 + (−b21)n−1)

)

,konvergieren exponentiell shnell gegen die stohastishe Matrix
W∞ =

1

1 + b21

(
1 b21
1 b21

)

=
1

Z

(
e−βE1 e−βE2

e−βE1 e−βE2

) (3.69)Hier bezeihnet Z die Zustandssumme des 2-Zustandssystems Z = exp(−βE1)+exp(−βE2).Entsprehend konvergiert jede anfänglihe Wahrsheinlihkeitsverteilung p = (p1, p2) ge-gen die Boltzmann-Verteilungp −→ P =
1

Z

(
e−βE1 , e−βE2

)
. (3.70)

3-Zustandssystem: Es seien |i〉 die drei Energieeigenzustände mit Energien E1 < E2 <

E3. Die stohastishe Matrix ist
W =

1

2





2− b21 − b31 b21 b31
1 1− b32 b32
1 1 0



 . (3.71)Die Potenzen von W konvergieren gegen
W∞ =

1

Z





e−βE1 e−βE2 e−βE3

e−βE1 e−βE2 e−βE3

e−βE1 e−βE2 e−βE3



 (3.72)und jede Wahrsheinlihkeitsverteilung gegenP =
1

Z

(
e−βE1, e−βE2 , e−βE3

)
. (3.73)������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 3. MONTE CARLO SIMULATIONEN 3.4. Detailliertes Gleihgewiht 503.4.3 Wärmebad-MethodeBei dieser Methode hängt die Übergangswahrsheinlihkeit W (s, s′) nur vom Endzustand
s′ ab. Wegen der Bilanzgleihung (3.61) ist das VerhältnisW (s)/Ps unabhängig von s undmit den Normierungsbedingungen an P und W folgt

W (s, s′) = Ps′. (3.74)Diese Form eignet sih allerdings nur für Systeme mit relativ wenig diskreten Zuständen,falls die Wahrsheinlihkeitsverteilung leiht integriert beziehungsweise summiert werdenkann. Wir illustrieren dies anhand eines eindimensionalen Integrals. Wir möhten nah
P (x) verteilte Zahlen generieren. Dazu betrahten wir die monoton wahsende Stamm-funktion

F (x) =

∫ x

−∞

P (y)dyund generieren Zufallszahlen yi im Wertebereih [0, 1] von F . Sind diese gleihverteilt,dann sind o�ensihtlih ihre Urbilder xi = F−1(yi) nah P (x) verteilt, wie in folgenderAbbildung skizziert.
P (x)

x

F (x)

x

y1

y2

1

F−1(y1)Für ein System mit einer endlihen Anzahl Zustände ist die Stammfunktion F (x) eineTreppenfunktion und wir ordnen die Systemzustände s = {1, 2, . . . , n} nah ihren Wahr-sheinlihkeiten, P1 ≥ P2 ≥ . . . ≥ Pn.

0 P1 P1+P2 P1+P2+P3 1Bei der direkten Wärmebadmethode lautet dann eine möglihe Implementierung wie folgt:1. Ziehe eine gleihverteilte Zufallszahl r ∈ [0, 1].2. Ist r < P1, dann wird die erste Kon�guration mit s = 1 gewählt. Gehe zu 1.������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 3. MONTE CARLO SIMULATIONEN 3.5. Anharmonisher Oszillator 513. Andernfalls, falls r < P1 + P2, wird die zweite Kon�guration gewählt. Gehe zu 1.4. und so weiter.Die stohastishe Matrix für diesen einfahen Algorithmus ist ideal,
W =







P1 P2 . . . Pn
P1 P2 . . . Pn... ... . . .

...
P1 P2 . . . Pn







=⇒W 2 = W. (3.75)Der Algorithmus hat aber einen grossen Nahteil: Er ist in dieser Form nur auf diskreteund relativ kleine Systeme anwendbar und wird langsam für eine zunehmende Anzahl Zu-stände. Sind die Kon�gurationen Boltzmann-verteilt, so muss man die Zustandssummekennen, um die Wahrsheinlihkeiten zu berehnen.Für kontinuierlihe Variablen kann der Algorithmus modi�ziert werden. Dazu wähltman den Metropolis-Algorithmus für die bedingten Wahrsheinlihkeiten der gemein-samen Verteilung P (q). Man beginnt mit der Dihte P (q1|q2, . . . , qn) für die Wahrshein-lihkeit von q1 bei festgehaltenen q2, . . . , qn. Eine einfahe Iteration, ausgehend von derKon�guration q zur (MC)Zeit t = 1, wäre zum Beispiel zur Zeit t = 2

q1(2) ∼ P (q1|q2(1), q3(1), . . . , qn(1))

q2(2) ∼ P (q2|q1(2), q3(1), . . . , qn(1))

q3(2) ∼ P (q3|q1(2), q2(2), . . . , qn(1))... ∼ ...
qn(2) ∼ P (qn|q1(2), q2(2), . . . , qn−1(2)) .Hier bedeutet q1(2) ∼ P (q1|q2(1), q3(1), . . . , qn(1)), dass das neue q1 entsprehend der be-dingten Wahrsheinlihkeit P (. . .) zu wählen ist. Wir werden später eine Implementierungdieses Algorithmus für spezielle Systeme, zum Beispiel Spinmodelle, besprehen.3.5 Anharmonisher OszillatorWir untersuhen eindimensionale Systeme mit diskretisierter Euklidsher Wirkung
S = ǫ

n−1∑

j=0

{
m

2

(qj+1 − qj)2

ǫ2
+ V (qj)

}

. (3.76)
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KAPITEL 3. MONTE CARLO SIMULATIONEN 3.5. Anharmonisher Oszillator 52Insbesonders betrahten wir hier den anharmonishen Oszillator
V (q) = µq2 + λq4. (3.77)Bei den Simulationen, deren Resultate unten angegeben werden, hatte das Raumgitter et-wa 1000 Gitterpunkte. Die Wahl von n und ǫ ist durh zwei Gesihtspunkte eingeshränkt:

• ǫ muss klein genug sein um dem Kontinuums-Limes genügend nahe zu kommen.
• Die Gröÿen von Interesse müssen ins Volumen nǫ passen. Zum Beispiel sollte dieBreite des Grundzustandes kleiner als nǫ sein.De�niert man eine typishe physikalishe Skala λ0 des Systems, so werden wir

ǫ

λ0

≤ 1

10
und nǫ

λ0

≥ 10 (3.78)fordern. Ein weiteres Problem ist die Gröÿe der statistishen Fluktuationen. Für eineObservable O sind die relativen Streuungen um den Mittelwert 〈O〉 etwa
∆O =

√

〈O2〉
〈O〉2 − 1 ∼ (Anz. Gitterpunkte)−1/2. (3.79)Zur Shätzung der Erwartungswerte mitteln wir nah (3.39) über identishe Gitter,

Ō =
1

M

M∑

µ=1

O(qµ). (3.80)Es brauht einige Zeit, gemessen in Metropolis-Iterationen, bis das Gleihgewiht er-reiht ist, d.h. bis der Markov-Prozess konvergiert. Für den anharmonishen Oszillatorund die gewählten Gitterabstände ǫ ist das Gleihgewiht, je nah Anfangsbedingung,nah etwa 10− 100 Iterationen erreiht. Danah erzeugen wir weitere Gitterkon�guratio-nen und werten diese aus. Damit diese Kon�gurationen wenig korreliert sind, wird nurjederMA'te Sweep durh das Gitter ausgewertet, so dassM ·MA Kon�gurationen erzeugtwerden müssen, wenn man M Kon�gurationen auswerten will. Mit wahsender Autokor-relationszeit muss MA grösser gewählt werden. Für den anharmonishen Oszillator unddie unten gewählten Modellparameter ist MA = 5 eine sinnvolle Wahl. Die Autokorrela-tionszeit hängt auh von der zu betrahteten Observablen ab. In Gitterfeldtheorien kannsie für räumlih gemittelte Grössen sehr gross werden.Gemessen werden die Korrelationsfunktionen
q2
i , q4

i und qiqi+m.������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 3. MONTE CARLO SIMULATIONEN 3.5. Anharmonisher Oszillator 53Damit kann man shon die niedrigsten Energien bestimmen. Zur Berehnung der Grund-zustandsenergie benutzen wir den Virialsatz (wir folgen hier dem empfehlenswerten Ar-tikel von Creutz und Freedman [30℄)
1

2m
〈0| p̂2 |0〉 =

1

2
〈0| q̂V ′(q̂) |0〉 , (3.81)so dass gilt

2E0 = 〈0| q̂V ′(q̂) + 2V (q̂) |0〉 =
1

Z

∫

Dq e−S[q] (qV ′(q) + 2V (q)) . (3.82)Für die Energie des ersten angeregten Zustands �nden wir mit (2.66) (für β → ∞) denAusdruk
E1 = − 1

∆τ
lim
τ→∞

log
〈0| qE(τ + ∆τ)q(0) |0〉
〈0| qE(τ)qE(0) |0〉 + E0. (3.83)Um die Wellenfunktion des Grundzustandes zu berehnen, benutzen wir

K(τ, q′, q) =
∑

n

e−τEnψn(q
′)ψn(q), (3.84)wobei ψn die reellen und normierten Eigenfunktionen von H sind. Für grosse EuklidsheZeiten und festgehaltene Endpunkte q′ = q kann man aus

lim
τ→∞

K(τ, q, q)
∫
dqK(τ, q, q)

= |ψ0(q)|2 (3.85)die Aufenthaltswahrsheinlihkeit des Teilhens (im Grundzustand) im Intervall [q, q+∆q]berehnen. Dazu zählt man in jeder gemessenen MC-Kon�guration den Anteil Koordina-ten qi die im untersuhten Intervall liegen. Diese relative Häu�gkeit bestimmt man fürjeden Bin in der Unterteilung des interessierenden q-Gebiets in kleine Intervalle der Länge
∆ und für viele Kon�gurationen.Reskalieren wir die Konstanten (m,µ, λ) in (3.76,3.77) und die Koordinaten mit Po-tenzen von ǫ und führen die dimensionslosen Gittergröÿen (mL, µL, λL) ein

qL = q/ǫ, mL = ǫm, µL = ǫ3µ und λL = ǫ5λ, (3.86)dann ist die Di�erenz der Wirkungen von zwei Kon�gurationen q ′ und q , welhe sih nurin der j'ten Variablen untersheiden, gleih
S(q ′)− S(q) ≈ (q′j − qj)L

{

−mL(qj+1 + qj−1)L������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 3. MONTE CARLO SIMULATIONEN 3.5. Anharmonisher Oszillator 54
+(q′j + qj)L

{
mL + µL + λL(q

′2
j + q2

j )L
}}

. (3.87)Der Nahteil dieser Methode ist, dass wir physikalishe Grössen in Einheiten der unphy-sikalishen Länge ǫ messen. Man muss zuerst eine physikalishe Grösse (zum Beispiel eineMasse oder Energie) berehnen und mit dem �experimentellen� Wert vergleihen und kannerst danah eine Skala festlegen.Alternativ können wir alle dimensionsbehafteten Gröÿen in Einheiten einer festen Ein-heitslänge ℓ messen:
ǫ = aℓ, q = q̃ℓ, m = m̃/ℓ, µ = µ̃/ℓ3 und λ = λ̃/ℓ5. (3.88)Dann ist

S(q ′)− S(q) = (q̃ ′
j − q̃j)

{

− m̃

a
(q̃j+1 + q̃j−1)

+(q̃ ′
j + q̃j)

(m̃

a
+ aµ̃+ aλ̃(q̃ ′2

j + q̃ 2
j )
)}

. (3.89)Diese Formel wurde im Programm anharmoni1. auf Seite 60 bei der De�nition derFunktion deltaS in der Header-datei stdanho.h auf Seite 63 benutzt. Die Modellparame-term,µ und λ, die Anzahl GitterpunkteN und die Gitterkonstante a sind in onstants.hauf Seite 63 als Konstanten abgelegt und können leiht geändert werden. Nur jede MA'teIteration wird gemessen, und zwar erst ab der MA ·MG'ten Iteration. Das Quadrat derWellenfunktion wird auf [−INTERV, INTERV ] gebinnt, und die Anzahl Bins ist BIN .Mit dem Parameter DELTA stellt man ein, wie sehr eine Koordinate versuhsweise ab-geändert wird, q′ = q+DELTA · (1− 2r), wobei r eine gleihverteilte Zufallszahl in [0, 1]ist. Das Programm gibt als Wertepaare das Histogramm der Wahrsheinlihkeitsvertei-lung aus. Der q-Bereih geht von −INTERV bis INTERV , auf BIN Bins verteilt. DieAnzahl Punkte im Histogramm ist gleih der Anzahl N der Gitterpunkte.In der folgenden Abbildung haben wir die Wahrsheinlihkeitsdihte |ψ0(q)|2 für denharmonishen und anharmonishen Oszillator geplotted.
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KAPITEL 3. MONTE CARLO SIMULATIONEN 3.5. Anharmonisher Oszillator 55Das sehr ähnlihe Programm anharmoni2. auf der Seite 61 berehnet die Grund-zustandsenergie E0 mit Hilfe des Virialsatzes (3.82). Dabei wurden bei festgehaltenderphysikalisher Länge Na (in Einheiten von ℓ) die Anzahl Gitterpunkte oder äquivalentdazu die Gitterkonstante verändert. Bereits für a ∼ 0.2 ist man dem Kontinuumslimes
a → 0 nahe. Die Abhängigkeit der Grundzustandsenergien des harmonishen- und an-harmonishen Oszillators von der Gitterkonstante �nden sie in der folgenden Tabelle. DieWerte der Gitterkonstante sind a = 1, 1/2, 1/3, . . . , 1/10 und für die Kopplungskonstan-ten wurde (m,µ) = (1, 1/2) beziehungsweise (m,µ, λ) = (1,−3, 1) gewählt. Bei allenRehnungen wurde das Volumen aN festgehalten, aN = 10.

a E0(1, 0.5, 0) Wik E0(exakt) E0(1,−3, 1)

1 0.4477 −0.0008 0.4473 −1.4624

1/2 0.4851 0.0010 0.4851 −1.1339

1/3 0.4928 0.0016 0.4932 −1.0177

1/4 0.4926 0.0014 0.4962 −0.9758

1/5 0.4970 0.0040 0.4976 −0.9466

1/6 0.4948 0.0006 0.4983 −0.9369

1/7 0.5016 0.0003 0.4988 −0.9173

1/8 0.4989 0.0067 0.4991 −0.9144

1/9 0.4992 0.0012 0.4993 −0.9160

1/10 0.4985 0.0009 0.4994 −0.9097

(3.90)
Die folgenden zwei Abbildungen zeigen, dass sih die Grundzustandsenergien für a <

0.2 nur noh wenig ändern. Die Extrapolation zum Kontinuum a → 0 ergeben für diegewählten Massen und Kopplungskonstanten die Shätzwerte E0(harm. Osz) ≈ 0.50 und
E0(anharm. Osz.) ≈ −0.91.Der exakte Wert für den harmonishen Oszillator ist E0 = 0.5.
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KAPITEL 3. MONTE CARLO SIMULATIONEN 3.6. Programme zu Kapitel 3 56Für den harmonishen Oszillator ist
〈0| q̂4 |0〉 − 3 〈0| q̂2 |0〉2 = 0.In der obigen Tabelle haben wir den Shätzwert (Wik) für diese Gröÿe gelisted. DieAbweihung von Null ist ein Maÿ für die Güte der MC-Simulation.3.6 Programme zu Kapitel 3Hier �nden sie die im Kapitel über �Monte-Carlo Simulationen� benutzten Programme1dintegral,, hitmissflaehe., gaussdistr., samplingflaehe., anharmo-ni1., anharmoni2. und onstants.h, stdanho.h.1dintegral.: Dieses Programm berehnet das Integral ∫ exp(x) von 0 bis 1 für
ǫ ∈

{
10−n|n = 1, 2, . . . , 6

}
.mit dem Rehtek-, Trapez- und Simpson-Verfahren sowie mit Hilfe der Monte-Carlo-Methode./∗ Programm 1 d i n t e g r a l . /∗ numerishe In t e g r a t i on von f ( x ) von \alpha b i s be ta/∗ mit v i e r versh iedenen Verfahren ∗/#inlude <std i o . h> #inlude <s t d l i b . h> #inlude <math . h>/∗ Hier d i e zu i n t e g r i e r ende Funktion e ingeben ∗/double f (double x ){return exp (x ) ; }/∗ Zu f a l l s z a h l zwishen 0 und 1 ∗/double randa (void ){return (double ) rand ( ) / ( ( double )RAND_MAX) ; }int main(void ){ double eps i , Sum, I1 , I2 , I3 , I4 , x0 , x1 , x2 ; /∗ I n t e g r a t i on s g r en z en ∗/double alpha=0,beta=1;long N, i ,M=0;for (N=10;N<1000001;N∗=10){ M=M+1; ep s i=(beta−alpha )/N;Sum=0;/∗ e in fahe Methode ∗/������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 3. MONTE CARLO SIMULATIONEN 3.6. Programme zu Kapitel 3 57for ( i =0; i<N; i++){x0=alpha+ep s i ∗ i ;Sum=Sum+f ( x0 ) ; }I1=Sum∗ ep s i ;/∗ Trapezrege l ∗/Sum=0;for ( i =0; i<N; i++){x0=alpha+ep s i ∗ i ; x1=x0+ep s i ;Sum=Sum+( f ( x0)+ f ( x1 ) ) / 2 . 0 ; }I2=Sum∗ ep s i ;/∗ Simpson−Methode ∗/Sum=0;for ( i =0; i<N−1; i=i +2){x0=alpha+ep s i ∗ i ; x1=x0+ep s i ; x2=x1+ep s i ;Sum=Sum+( f ( x0 )+4.0∗ f ( x1)+ f ( x2 ) ) / 3 . 0 ; }I3=Sum∗ ep s i ;/∗ Monte−Carlo−Methode ∗/Sum=0;for ( i =0; i<N; i++){x0=randa ( ) ; Sum=Sum+f ( x0 ) ; }I4=ep s i ∗Sum;p r i n t f ( "%i   %.6 f   %.6 f   %.6 f   %.6 f  \n" ,M, I1 , I2 , I3 , I4 ) ;}return 0 ; }hitmiss�aehe.: Das Programm berehnet die Flähe unter einer Funktion mit Hilfeder �Hit-or-Miss� Monte-Carlo Methode. Naiv und mit Verbesserung./∗ Programm h i tm i s s f l a e  h e . /∗ I n t e g r a t i on von f ( x )/∗ mit h i t−or miss−Verfahren ∗/#inlude <std i o . h>#inlude <s t d l i b . h>#inlude <math . h>#inlude <time . h>#define M 10000001 /∗ Anzahl Versuhe ∗//∗ Hier d i e zu i n t e g r i e r ende Funktion e ingeben ∗/double f (double x ){return x∗x∗exp (x)/(1−x+x∗exp (x ) ) ; }/∗ Funktion fue r v e r b e s s e r t e s Verfahren ∗/double g (double x )������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 3. MONTE CARLO SIMULATIONEN 3.6. Programme zu Kapitel 3 58{return x∗x∗exp (x)/(1−x+x∗exp (x))−x∗x ; }int main(void ){double sum1 , sum2 , I1 , I2 , s ig1 , s ig2 , x , y ;long n ,m;srand48 ( time (NULL) ) ;for (m=10;m<M;m∗=10){sum1=0;sum2=0;for (n=1;n<m+1;n++){x=drand48 ( ) ; y=drand48 ( ) ;i f (y<f ( x ) ) sum1=sum1+1;i f (y<g (x ) ) sum2=sum2+1;} ;I1=sum1/m; I2=sum2/m;s i g 1=sq r t ( I1 ∗(1− I1 )/m) ; s i g 2=sq r t ( I2 ∗(1− I2 )/m) ;n=( int ) log10 (m) ;/∗ Ausgabe in TeX−array−Format ∗/p r i n t f ( "%i&%.6 f&%.6 f&%.6 f&%.6 f&%.6 f&%.6 f \\\\ \n" ,n , I1 ,0.376370− I1 , s ig1 ,1/3.0+ I2 ,0.043037− I2 , s i g 2 ) ;} ;return 0 ;}gaussdistr.: Das Programm berehnet die Verteilung der Summe von 10, 50 und 100Zufallszahlen. Zur Bestimmung der Verteilung werden jeweils 1 Million Versuhe gemaht.Aus den zufälligen Werten für s wird ein Histogramm erstellt und im array mean[100℄gespeihert. Wir haben die Zufallsvariable s mit 2m reskaliert, so dass das Maximum derVerteilung bei 1/2 liegt./∗ Programm gau s s d i s t r . /∗ Summe von M Zu f a l l s z a h l e n/∗ im I n t e r v a l l [ 0 , 1 ℄ ∗/#inlude <std i o . h>#inlude <s t d l i b . h>#inlude <math . h>#inlude <time . h>#define PI 3.1415926#define ANZ 10 /∗ Wiev ie l e Zu f a l l s z a h l e n add i e r t werden ∗/#define M 1000000 /∗ Anzahl MC−I t e r a t i onen ∗/int main(void )������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 3. MONTE CARLO SIMULATIONEN 3.6. Programme zu Kapitel 3 59{ double sum ,mean [ 1 0 0 0 ℄ ;double dM=100.0/(double )M; /∗ Ska l i e r un g s f a k t o r 100 ∗/int i , j , sumi ;/∗ I n i t i a l i s i e r u n g ∗/for ( i =0; i <100; i++)mean [ i ℄=0; sum=0; srand48 ( time (NULL) ) ;/∗ M−fahe Wiederholung des Experiments ∗/for ( i =0; i<M; i++){sum=0;/∗ Summe von ANZ Zu f a l l s z a h l e n in jedem Experiment ∗/for ( j =0; j<ANZ; j++)sum=sum+drand48 ( ) ;/∗ 100 Bins fue r Histogram ∗/sumi=( int ) (100 . 0∗ sum/ANZ) ;++mean [ sumi ℄ ;} ;for ( i =30; i <70; i=i +2)p r i n t f ( "(%i ,%.2 f ) " , i , mean [ i ℄∗dM) ;puts ( " " ) ;for ( i =30; i <70; i=i +2){sum=i −49.5;p r i n t f ( "(%i ,%.2 f ) " , i , s q r t (6∗ANZ/PI )∗ exp(−6∗ANZ∗sum∗sum∗dM) ) ;} ;puts ( " " ) ;return 0 ;}sampling�aehe.: Beim important sampling zur Berehnung von Integralen werdenbevorzugt Punkte mit groÿem Integranden berüksihtigt und dies verringert die Varianzder einzelnen Shätzung. Das Programm samplingflaehe. berehnet mit Hilfe desMetropolis Algorithmus das eigentlihe Integral
128 ·

∫ 1

0
dxdydz x3y2z exp (−x2 − y2 − z2)
∫ 1

0
dxdydz exp (−x2 − y2 − z2)

≈ 2.4313142./∗ Pogramm samp l ing f l a ehe . /∗ Berehnet 3−d I n t e g r a l mit important sampl ing .#in l ud e <s t d i o . h>������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 3. MONTE CARLO SIMULATIONEN 3.6. Programme zu Kapitel 3 60#in l ud e <s t d l i b . h>#in l ud e <math . h>#in l ud e <time . h>#de f i n e M 100000 /∗ Anzahl gemessener MC−I t e r a t i onen ∗/#define MA 1000 /∗ j ede MA' t e Konf igura t ion gemessen ∗//∗ Ver t e i l ung ∗/double P(double ∗x ){return exp(−x [ 0 ℄ ∗ x [0℄−x [ 1 ℄ ∗ x [1℄−x [ 2 ℄ ∗ x [ 2 ℄ ) ; }/∗ Funktion ∗/double f (double ∗x ){return 128.0∗ x [ 0 ℄ ∗ x [ 0 ℄ ∗ x [ 0 ℄ ∗ x [ 1 ℄ ∗ x [ 1 ℄ ∗ x [ 2 ℄ ; }int main(void ){ double I , Sum, x [ 3 ℄ , y [ 3 ℄ ;long i , j ;srand48 ( time (NULL) ) ;Sum=0; x [0 ℄= drand48 ( ) ; x [1 ℄= drand48 ( ) ; x [2 ℄= drand48 ( ) ;for ( i =1; i<M+1; i++){ for ( j =0; j<MA; j++){ y [0 ℄= drand48 ( ) ; y [1 ℄= drand48 ( ) ; y [2 ℄= drand48 ( ) ;i f (P(y)>P(x )∗ drand48 ( ) ){ x [0 ℄=y [ 0 ℄ ; x [1 ℄=y [ 1 ℄ ; x [2 ℄=y [ 2 ℄ ; } ;} ;Sum=Sum+f (x ) ; I=Sum/ i ;i f ( i%5000==0)p r i n t f ( " i  = %ld ,  I  = %.5 f   Feh le r  = %.5 f \n" , i , I ,2.4313142− I ) ;} ;return 0 ;}anharmoni1.: Es wird die Wahrsheinlihkeitsdihte |ψ0(q)|2 für den harmonishenund anharmonishen Oszillator mit dem Monte-Carlo Verfahren berehnent. Die Modell-parameter sind in den header-Dateien abgelegt./∗ Programm anharmoni .  ∗//∗ MC Simula t ion des anharmonishen O s z i l l a t o r s ∗//∗ L=MASSE/2 v^2+MU q^2+LAMBDA∗q^4 ∗//∗ Metropo l i s Algori thmus ∗//∗ Berehnung des Quadrates der Grundzus tandswe l l en funk t ion ∗/#inlude <std i o . h>������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 3. MONTE CARLO SIMULATIONEN 3.6. Programme zu Kapitel 3 61#inlude <s t d l i b . h>#inlude <math . h>#inlude <time . h>#inlude " onstants . h" /∗ De f i n i t i on von N,A,MG,MA,BIN,INTERV ∗//∗ MASSE,MU,LAMBDA,DELTA ∗//∗ I n i t i a l i s i e r u n g von q [N℄ , qneu ∗//∗ massel , lambdal , muele f f , abg , s t r e k , versh ∗/#inlude "stdanho . h" /∗ Funktion de l t aS ( qneu , q a l t , summenn) ∗//∗ MA MC−I t e r a t i onen : msweep (∗ zgr ,∗ q ) ∗/int main(void ){ unsigned int i , j ;int ∗ zgr , p , bin [BIN ℄ ;zgr=&abg ; srand48 ( time (NULL) ) ;/∗ I n i t i a l i s i e r u n g des Systems ∗/for ( i =0; i<N; i++)q [ i ℄=DELTA∗(1−2∗drand48 ( ) ) ;for ( i =0; i<BIN ; i++)bin [ i ℄=0;/∗ Thermal is ierung des Systems ∗/for ( i =0; i<MG; i++)msweep ( zgr , q ) ;/∗ Berehnung und Binning ∗/abg=0;for ( i =0; i<M; i++){ msweep ( zgr , q ) ; b inning ( bin , q ) ; } ;/∗ Ausgabe der W' k e i t s d i  h t e und Ablehnungsrate ∗/for ( i =0; i<BIN ; i++)p r i n t f ( "(%i ,%0.3 f ) " , i , 20∗ bin [ i ℄ / ( double )M) ;p r i n t f ( "\ nabgelehnt  wurden %.2 f \n" , ( f loat ) abg /(N∗M∗MA) ) ;return 0 ;}anharmoni2.: Es wird die Grundzustandsenergie E0 für den anharmonishen Oszil-lator mit Hilfe des Metropolis-Algorithmus und Virialsatzes (3.82) berehnet. Die Modell-parameter sind in den header-Dateien abgelegt./∗ Programm anharmoni2 .  ∗//∗ MC Simula t ion des anharmonishen ∗/������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 3. MONTE CARLO SIMULATIONEN 3.6. Programme zu Kapitel 3 62/∗ Os z i l l a t o r s mit Metropo l i s Algori thmus ∗//∗ L=MASSE/2 v^2+MU q^2+LAMBDA∗q^4 ∗//∗ Berehnung der Grundzustandsenergie ∗/#inlude <std i o . h>#inlude <s t d l i b . h>#inlude <math . h>#inlude <time . h>#inlude " onstants . h"#inlude "stdanho . h"int main(void ){ unsigned int i , j ;int ∗ zgr , p ; double mit t e l 1=0,mi t t e l 2 =0;zgr=&abg ;srand48 ( time (NULL) ) ;/∗ I n i t i a l i s i e r u n g des Systems ∗/for ( i =0; i<N; i++)q [ i ℄=DELTA∗(1−2∗drand48 ( ) ) ;/∗ Thermal is ierung des Systems ∗/for ( i =0; i<MG; i++)msweep ( zgr , q ) ;/∗ Simula t ion und Momentenberehnung ∗/abg=0;for ( i =0; i<M; i++){ msweep ( zgr , q ) ;m i t t e l 1=mit t e l 1+moments (2 , q ) ;m i t t e l 2=mit t e l 2+moments (4 , q ) ;} ;/∗ Berehnung der Grundzustandsenergie , Wik−Test , Ausgabe ∗/mit t e l 1=mit t e l 1 /M;mi t t e l 2=mit t e l 2 /M;p r i n t f ( "q2 = %.4 f   q4 = %.4 f   E0 = %.4 f   wik = %.4 f \n" ,mit te l1 , mit te l2 ,2∗MU∗mit t e l 1+3∗LAMBDA∗mitte l2 ,3∗mit t e l 1 ∗mitte l1−mit t e l 2 ) ;p r i n t f ( "\ nabgelehnt  wurden %.2 f \n" , ( f loat ) abg /(N∗M∗MA) ) ;return 0 ;}������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 3. MONTE CARLO SIMULATIONEN 3.6. Programme zu Kapitel 3 633.6.1 HeaderdateienDie folgenden Headerdateien werden in anharmoini1. und anharmoni2. eingebunden.onstants.h: Hier werden die Konstanten N, A, MG, MA, BIN, INTERV, MASSE,MU, LAMBDA, DELTA und die Variablen q[N℄, qneu, massel, lambdal, muele�, abg,strek, versh de�niert und teilweise initialisiert:/∗ Programm ons tan t s . h ∗//∗ Konstanten : N,A,MG,MA,BIN ,INTERV ∗//∗ MASSE,MU,LAMBDA,DELTA ∗//∗ I n i t i a l i s i e r u n g von q [N℄ , qneu ∗//∗ massel , lambdal , muele f f , abg , s t r e k , versh ∗/#define N 10 /∗ Anzahl G i t t e rpunk t e ∗/#define A 1.0 /∗ Gi t t e r k on s t an t e ∗/#define M 500000 /∗ Anzahl I t e r a t i onen ∗/#define MG 100 /∗ b i s zum Gle i hgew ih t ∗/#define MA 5 /∗ j ede MA−t e Konf igura t ion gemessen ∗/#define BIN 40 /∗ Anzahl Bins fue r Wel l en funk t ion ∗/#define INTERV 2 /∗ I n t e r v a l l f u e r Binning [−INTERV,INTERV℄ ∗/#define MASSE 1 .0#define MU 1.0#define LAMBDA 0.0#define DELTA 0.5 /∗ Variab lenaenderung = DELTA(1−2 random) ∗//∗ Umrehnung in G i t t e r g r o e s s en ∗/double masse l=MASSE/A;double lambdal=A∗LAMBDA;double mue l e f f=MASSE/A+A∗MU;double qneu , q [N ℄ ;unsigned int abg=0;double versh=(double )BIN/2 . 0 ;double s t r e  k =0.5∗(double )BIN/(double )INTERV;stdanho.h: Hier werden mehrere und oft gebrauhte Funktionen für die Simulationenin der Quantenmehanik bereitgestellt:Die erste Funktion deltaS(double y,double x,double xs) berehnet die Änderung der Wir-kung wenn x versuhsweise in y abgeändert wird. xs ist die Summe der Variablen aufden benahbarten Gitterplätzen. Es werden die Variablen muele�, lambdal und masselgebrauht.Die zweite Funktion msweep(int *zgr,double *q) vollführt MA Monte-Carlo-sweeps. ∗q������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 3. MONTE CARLO SIMULATIONEN 3.6. Programme zu Kapitel 3 64zeigt auf den Array q[N ] und ∗zgr auf die Variable abg, welhe zählt, wie oft eine Änderungabgelehnt wurde. Es werden die Werte der Konstanten N,MA und DELTA gebrauht.Die dritte Funktion binning(int *bin,double *q) binnt die Werte von q[N ] im Intervall
[−INTERV, INTERV ] im Array bin[BIN ]. Die Variablen q[N℄, bin[BIN℄, strek, vershund BIN sollten de�niert und initialisiert sein.Die vierte Funktion moments(short n,double *q) berehnet die Summen

1

N

∑

qni ./∗ Programm stdanho .m ∗//∗ Aenderung der Wirkung ∗/double de l taS (double y , double x , double xs ){ return (y−x )∗ ( ( y+x )∗ ( mue l e f f+lambdal∗(y∗y+x∗x))−masse l∗xs ) ; } ;/∗ MA sweeps durh das G i t t e r ∗//∗ Erwartet Konstanten N,MA,DELTA ∗//∗ Argumente : Array q [N℄ , Ze iger auf abg ∗/void msweep ( int ∗ zgr , double ∗q ){ int i , j ; double qneu , dS ;for ( i =0; i<MA; i++)for ( j =0; j<N; j++){ qneu=q [ j ℄+DELTA∗(1−2∗drand48 ( ) ) ;dS=de l taS ( qneu , q [ j ℄ , q [ ( j+1)%N℄+q [ ( j+N−1)%N℄ ) ;i f (dS<0) q [ j ℄=qneu ;elsei f ( exp(−dS)>drand48 ( ) ) q [ j ℄=qneu ;else ∗ zgr=∗zgr +1;} ;}/∗ Binning der Werte in q [N℄ ∗/void binning ( int ∗bin , double ∗q ){ int i , p ;for ( i =0; i<N; i++){p=( int ) ( q [ i ℄∗ s t r e  k+versh ) ; i f ((0<=p)&&(p<BIN) ) bin [ p ℄++;};}/∗ Berehnung der Momente ∗/double moments ( int n , double ∗q ){ int i ; double sum=0;for ( i =0; i<N; i++)������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 3. MONTE CARLO SIMULATIONEN 3.7. Anhang B: Wahrsheinlihkeiten 65sum=sum+pow(q [ i ℄ , n ) ;return sum/N;}3.7 Anhang B: WahrsheinlihkeitenEs sei X : Ω→ R eine Zufallsvariable mit Erwartungswert (Mittelwert)
〈X〉 =

∑

w∈Ω

X(w) · Pr[w] =
∑

x∈X(Ω)

x ·
∑

w∈Ω
X(w)=x

Pr[w] =
∑

x∈X(Ω)

x · P (X = x), (B-1)wobei Pr[w] die Wahrsheinlihkeit für das Ereignis w ist und P (X = x) die Verteilungvon X. Für beliebige Zufallsvariablen X1, . . . , XN ist der Erwartungswert linear,
〈X〉 = 〈X1〉+ . . .+ 〈XN〉. (B-2)Die Zufallsvariablen heissen unabhängig, wenn für alle xi ∈ Xi(Ω) mit i = 1, . . . , N gilt

P [X1 = x1, . . . , XN = xn] = P [X1 = x1] · · ·P [XN = xN ]. (B-3)Nah dieser De�nition kann X nur unabhängig von X sein, wenn P [X = x] ∈ {0, 1} füralle x ∈ X(Ω) gilt. Die erzeugende Funktion von unabhängigen Variablen faktorisiert,
〈
ei(t1X1+...+tNXN )

〉
=

∑

x1,...,xN

ei(t1x1+...+tNxN )P
[
X1 = x1, . . . , XN = xN ]

=
∑

x1,...,xN

eit1x1P [X1 = x1] · · · eitNxNP [XN = xN ]. (B-4)
=
〈
eit1X1

〉
· · ·
〈
eitNXN

〉
.Daraus folgt für t = t1 = . . . = tN die nützlihe Gleihung für die erzeugenden Funktionender verbundenen Korrelationen von unabhängigen Zufallsvariablen,

log
〈
eitX

〉
=

N∑

i=1

log
〈
eitXi

〉
, X = X1 + . . .+XN . (B-5)Leiten wir zweimal nah t ab und setzen danah t = 0, so ergibt sihVar[X] =

N∑

i=1

Var[Xi], Var[X] ≡
〈
(∆X)2

〉
= 〈X2〉 − 〈X〉2, (B-6)������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 3. MONTE CARLO SIMULATIONEN 3.7. Anhang B: Wahrsheinlihkeiten 66wobei ∆X die Zufallsvarialbe X−〈X〉 bezeihnet. Die Varianz der Summe von unabhän-gigen Zufallsvariablen Xi ist gleih der Summe der Varianzen der Xi.Satz [Markov℄ Sei X eine Zufallsvariable, die nur niht-negative Werte annimmt. Danngilt für alle t ∈ R+

P [X ≥ t] ≤ 〈X〉
t
. (B-7)Der Beweis ist relativ einfah:

〈X〉 =
∑

x≥0

x · P [X = x] ≥
∑

x≥t

x · P [X = x] ≥
∑

x≥t

t · P [X = x]

= t
∑

x≥t

P [X = x] = t · P [X ≥ t].Die folgende Ungleihung gilt für reellwertige Zufallsvariablen,Satz [Chebyshev℄ Sei X eine Zufallsvariable und t ∈ R+. Dann gilt
P [|∆X| ≥ t] ≤ Var[X]

t2
. (B-8)Der Beweis ist ein Einzeiler,

P [|∆X| ≥ t] = P
[
(∆X)2 ≥ t2

] (B-7)

≤ Var[X]

t2
.Ein sehr wihtiges Theorem ist dasSatz [Gesetz der groÿen Zahlen℄ Gegeben sei eine Zufallsvariable X. Ferner seien

ǫ, δ > 0 beliebig aber fest. Setzt man
K :=

Var[X]

ǫ · δ2
= onst, (B-9)dann gilt für alle N ≥ K: Sind X1, . . . , XN unabhängige Zufallsvariablen mit derselbenVerteilung wie X und setzt man Z = (X1 + . . .+XN)/N . Dann gilt

P
[
|∆Z| ≥ δ

]
≤ ǫ. (B-10)Beweis: O�ensihtlih ist

〈Z〉 =
1

N

∑

〈Xi〉 = 〈X〉 und Var[Z] =
1

N2

∑Var[Xi] =
Var[X]

N
.������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 3. MONTE CARLO SIMULATIONEN 3.8. Aufgaben 67Die letzte Ungleihung ist für sih interessant. Es ist das berühmte Quadratwurzelgesetzfür die relativen Shwankungen,
√Var[Z]

〈Z〉 ≤ 1

N

√Var[X]

〈X〉 . (B-11)Die Gröÿenordnung der relativen Shwankungen von Z ist somit von O(N−1/2). Bei einergroÿen Menge von Xi (Systemen) dürfen wir infolgedessen die Shwankungen vernahläs-sigen. Mit der Chebyshev-Ungleihung erhalten wir mit Hilfe der vorletzten Gleihung
P [|∆Z| ≥ δ] ≤ Var[Z]

δ2
=

Var[X]

N · δ2
≤ ǫ. (B-12)Sei nun Xi eine Folge unabhängiger, gleihverteilter Zufallsvariablen mit vershwindendenMittelwerten und Kovarianzmatrix 〈XiXj〉 = δijσ

2, und sei
YN =

1√
N

N∑

i=1

Xi. (B-13)Die Erzeugende Funktion für YN berehnet sih zu
〈
eitYN

〉
=

N∏

i=1

〈

exp

(

i
t√
N
Xi

)〉

=

〈

1 + i
t√
N
X1 −

1

2

t2

N
X2

1 +
1

O(N3/2)

〉N
N→∞−→ exp

(

−1

2
t2σ2

)

.Andererseits ist die erzeugende Funktion einer Gauÿshen Zufallsvariable mit Mittel mund Varianz (Streuungsquadrat) σ2

1√
2π σ

∫

dx e−(x−m)2/2σ2

eitx = exp

(

imt− 1

2
t2σ2

)

.Ein Vergleih zeigt, dass für grosse N die Zufallsvariablen YN Gauÿ-verteilt sind mitMittel 0 und Varianz σ2.3.8 AufgabenAufgabe 1: Markov ProzessBetrahte ein System mit 3 Energie-Eigenzuständen mit Energien E1 < E2 < E3. Dieerlaubten Übergänge sind von µ → (µ+1)mod 1. Ein derartiger Prozess kann niht die������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 3. MONTE CARLO SIMULATIONEN 3.8. Aufgaben 68Bedingung für das detaillierte Gleihgewiht erfüllen. Zeige, dass es trotzdem möglihist, eine Übergangswahrsheinlihkeit W (µ, ν) mit der Boltzmannverteilung als Gleihge-wihtszustand zu konstruieren.

������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



Kapitel 4SpinkettenAls typishes Beispiel für eine Gittertheorie werden wir oft das Ising-Modell und seineVerallgemeinerungen bemühen. Es dient als einfahes Modell für einen Ferromagneten.Man stellt sih vor, dass auf jedem Punkt eines Kristallgitters ein �Elementarmagnet�sitzt, der sih entlang einer festen Ahse ausrihten kann. Von einem derart groben klas-sishen Modell kann man (zunähst) keine quantitativen Resultate für realistishe Spin-systeme erwarten. Es geht dabei eher um ein qualitatives Verständnis von Systemen mitsehr vielen und im Grenzfall unendlih vielen Freiheitsgraden. Von besonderem Interessesind hierbei Phasenübergänge wie man sie bei Ferromagneten beobahtet: unterhalb derCurie-Temperatur Tc zeigt das Material eine spontane Magnetisierung die oberhalb Tcvershwindet. Typishe Vertreter der Ferromagneten sind Esen, Kobalt und Nikel mitCurie-Temperaturen 1 043, 1 403 und 631 0K. In diesem Kapitel werden wir nah einerDiskussion von d-dimensioale Spinmodellen die einfahen Spinketten untersuhen. Die-se zeigen für kurzreihweitige Wehselwirkungen keinen Phasenübergang bei endlihenTemperaturen.4.1 Isingartige SpinmodelleDas Ising-Modell ist der harmonishe Oszillator der statistishen Physik. Es wurde 1920von E. Isings Doktorvater Wilhelm Lenz bei der Untersuhung des Ferromagnetismuseingeführt [32℄. Das eindimensionale Modell wurde von Ising gelöst [33℄. Es zeigt sih,dass in einer Dimension das Phänomen der spontanten Magnetisierung noh niht auftritt.Für das zweidimensionale Ising-Modell gelang es Peierls 1936 erstmalig einen Be-weis für die Existenz einer Tieftemperaturphase mit spontaner Magnetisierung zu führen[40℄. Es tritt ein Phasenübergang bei endliher Temperatur auf und 1941 konnten Kra-mers und Wannier die Phasenübergangstemperatur Tc ohne Magnetfeld exakt bereh-nen [41℄. Drei Jahre später konstruierte Lars Onsager dann mit algebraishen Methoden69



KAPITEL 4. SPINKETTEN 4.1. Isingartige Spinmodelle 70die exakte Lösung [42℄. Mit Hilfe der Transfermatrix fand er den expliziten Ausdruk fürdie Zustandssumme für vershwindendes äuÿeres Magnetfeld. Casimir, der aufgrund derVerwiklungen des Zweiten Weltkriegs von den aktuellen Entwiklungen der Physik der40er Jahre abgeshnitten war, fragte Pauli, was denn in der Theorie geshehen sei. Pauliantwortete:Niht so viel Interessantes ... auÿer Onsagers Lösung des zweidimensionalenIsing-Modells.Dieser Kommentar soll verdeutlihen, welhe Bedeutung Onsagers Lösung in der Ge-shihte der Theoretishen Physik zukommt. Shlieÿlih sind Ising-artige Modelle die ein-zigen niht-trivialen statistishen Modelle, die analytish gelöst werden können und einenPhasenübergang aufweisen. Heute sind mehrere Lösungsmethoden für das 2−dimensionaleIsing-Modell bekannt und einige werden wir in dieser Vorlesung besprehen. Seine groÿeBedeutung erlangt das Modell auh dadurh, dass Näherungsverfahren durh Vergleihmit der exakten Lösung getestet werden können.In drei Dimensionen gibt es bis heute keine exakte Lösung. Man ist auf Approxi-mationen, zum Beispiel die Hoh- und Tieftemperaturentwiklungen oder Monte CarloSimulationen angewiesen. In vier und mehr Dimensionen werden wihtige Eigenshaftendes Modells exakt durh die �Mean-�eld� Theorie beshrieben.Nun zur De�nition des Modells: Die Gitterpunkte x = (x1, . . . , xd) sind Elemente eines
d-dimensionalen Gitters Λ. Der Einfahheit halber betrahten wir meistens ein einfahkubishes Gitter

xµ ∈ {1, 2, 3, . . . , N (µ)} mit N (µ) ∈ N . (4.1)Die Gitterkonstante a haben wir gleih 1 gesetzt.

u u u u u

u u u u u

u u u u u

u u u u u

u u u u u

N (1)

N (2)

a=1

Oft verwenden wir periodishe Randbedingungen, für welhe (x1, . . . , N (µ), . . . xd) und
(x1, . . . , 1, . . . , xd) nähste Nahbarn sind. Dann wird das Gitter zu einem (diskretisierten)������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 4. SPINKETTEN 4.1. Isingartige Spinmodelle 71Torus. In der Thermodynamik wählt man zunähst eine endlihe Anzahl Gitterpunkte
V = N (1) · · ·N (d), obwohl am Ende der thermodynamishe Grenzfall V → ∞ steht. Für
a = 1 hat die Einheitszelle das Volumen Eins und V ist gleihzeitig das Gittervolumen.Auf jedem Gitterpunkt wird ein zweiwertiger 'Spin' de�niert sx ∈ {−1, 1} = Z2. Mansollte das Wort 'Spin' hier allerdings niht allzu wörtlih nehmen. Wegen den periodishenRandbedingungen gilt

sx+aµ = sx, µ = 1, . . . , d. (4.2)Hier ist aµ der Vektor der Länge N (µ) in die Rihtung µ. Jeder Punkt im Innern desGitters hat 2d nähste Nahbarn und 2d Linien (links) zu diesen Nahbarn.Eine Kon�guration w = {sx|x ∈ Λ} ist eine möglihe Belegung der sx,
w : Λ −→ Z2 × Z2 × · · · × Z2

︸ ︷︷ ︸

V=|Λ|

= (Z2)
V . (4.3)Da jeder der V Spins 2 Werte annehmen kann gibt es 2V vershiedene Kon�gurationen.In der statistishen Physik sehen wir von einer exakten Beshreibung der Systemdyna-mik ab. Man brauht niht alle mikroskopishen Freiheitsgrade zu kennen um makrosko-pishe Variablen wie etwa Druk oder Magnetisierung zu bestimmen. Wir beshreiben dasSystem durh eine sogenannten Dihtematrix , die angibt, mit welher Wahrsheinlihkeiteine Kon�guration auftritt. Im hier interessierenden kanonishen Ensemble bestimmt dieEnergie H(w) einer Kon�guration w deren Wahrsheinlihkeit. Im Ising-Modell ist dieEnergiefunktion durh

HΛ(w) = −J
∑

〈xy〉

sxsy − h
∑

x

sx (4.4)gegeben. Dabei bezeihnet 〈xy〉 ein Paar von nähsten Nahbarn auf dem Gitter. J ist dieKopplungsstärke zwishen benahbarten Spins und h ein äuÿeres Magnetfeld. Oft werdenwir den Spezialfall h = 0 betrahten. Im kanonishen Ensemble tritt eine Kon�guration
w mit dem Boltzmannfaktor

exp (−βHΛ(w)) , β =
1

kbT
(4.5)als Gewiht auf. T ist die absolute Temperatur und kb die Boltzmannkonstante. DieZustandssumme ist durh

ZΛ(β, J, h) =
∑

w

exp (−βHΛ(w)) =
∑

sx∈±1

exp (−βHΛ({sx}) (4.6)������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 4. SPINKETTEN 4.1. Isingartige Spinmodelle 72gegeben. Die Summe geht über alle 2V Kon�gurationen der V Spins. Die Zustandssummehängt von der inversen Temperatur β, der Kopplungsstärke J , dem äuÿeren Magnetfeld
h und dem Gitter Λ ab.Der Erwartungswert einer beliebigen Observable A(w) ist

〈A〉Λ(β, J, h) =
1

ZΛ(β, J, h)

∑

w

A(w)e−βHΛ(w). (4.7)Im Folgenden werden wir nur noh die Abhängigkeit von den jeweils relevanten System-parametern andeuten, zum Beispiel von der inversen Temperatur β und dem Gitter Λ.Die wihtigsten Gröÿen der Thermodynamik lassen sih bereits aus der Zustandssummeableiten.Zum Beispiel ist die Helmholtzshe freie Energie proportional zum Logarithmus derZustandssumme,
FΛ(β) = − 1

β
logZΛ(β). (4.8)Im thermodynamishen Grenzfall V → ∞ divergiert diese extensive Gröÿe und manbenutzt statt ihrer die freie Energiedihte

fΛ(β) =
1

V
FΛ(β). (4.9)Für kurzreihweitige Wehselwirkungen wie im Ising-Modell wird im thermodynamishenGrenzfall V → ∞ die freie Energiedihte gegen die freie Energiedihte im unendlihenVolumen konvergieren,

fΛ(β)
V→∞−→ f(β). (4.10)Die Energie einer einzelnen Kon�gurationen ist dem Experimentator niht zugänglih.Gemessen wird der Erwartungswert der Energie im Gleihgewihtszustand, die sogenannteinnere Energie

UΛ(β) = 〈H〉Λ(β) =
1

ZΛ(β)

∑

w

HΛe
−βHΛ(w)

= − 1

ZΛ(β)

∂

∂β

∑

w

e−βHΛ(w) = − ∂

∂β
logZΛ(β). (4.11)Ersetzen wir den Logarithmus der Zustandssumme durh die freie Energie, so �nden wir

������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 4. SPINKETTEN 4.2. Ising-Kette 73auh
UΛ(β, h) =

∂

∂β
(βFΛ(β, h)) = FΛ(β, h)− T ∂

∂T
FΛ(β, h).Die Magnetisierung einzelner Spinkon�gurationen ist uninteressant, im Gegensatz zurmittleren makroskopishen Magnetisierung. Sie entspriht der 1-Punktfunktion

m :=
1

V

〈∑

Λ

sx

〉

= 〈sx〉 = − 1

V

∂

∂h
FΛ(β, h) = − ∂

∂h
fΛ(β, h) (4.12)Die zweite Gleihung gilt wegen der Translationsinvarianz auf dem Gitter mit periodishenRandbedingungen.Genauere Informationen über das System erhält man aus den n−Punkt Korrelations-funktionen

G(n)(x1, . . . , xn) =
〈
sx1 · · · sxn

〉
, x1 ∈ Λ, . . . , xn ∈ Λ. (4.13)Speziell die 2−Punktfunktion shreiben wir als

G(x, y) =
〈
sxsy

〉
. (4.14)Sie beshreibt die Korrelation zwishen zwei mögliherweise weit entfernten Spins. Ist siezum Beispiel positiv, so gibt es eine Tendenz für diese Spins parallel zu stehen. Gilt diesfür beliebig weit entfernte Spins, so liegt spontane Magnetisierung vor.4.2 Ising-KetteIn seiner Dissertation studierte Ernst Ising die lineare Kette von magnetishen Mo-menten oder 'Spins' [33℄. Die Spins können wie in der folgenden Abbildung auh durhVektoren 'auf' und 'ab' dargestellt werden.

x : 1 2 3 N

sx :Wir betrahten ein eindimensionales endlihes Gitter Λ ⊂ Z bestehend aus N = |Λ|Gitterpunkten und auf jedem Gitterpunkt x lebt ein Spin sx ∈ {↑, ↓} oder sx ∈ {1,−1}.Ein Zustand des Systems wird spezi�ziert durh eine Kon�guration,
w : Λ −→ ZN2 , Λ ∋ x −→ sx ∈ Z2. (4.15)������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 4. SPINKETTEN 4.2. Ising-Kette 74Wir identi�zieren die Spins auf den beiden Gitterpunkten 1 und N + 1, so dass 1 und Nnähste Nahbarn sind. Für die Ising-Kette vereinfaht sih die Energiefunktion (4.4) zu
HΛ(w) = −J

N∑

x=1

sxsx+1 − h
N∑

x=1

sx. (4.16)Für J > 0 werden die dann ferromagnetishe Wehselwirkungen zwishen nähsten Nah-barn minimal wenn alle Spins in dieselbe Rihtung zeigen.4.2.1 TransfermatrixIn 1 Dimension (auh in d = 2 für h = 0) kann das Ising-Modell exakt behandelt werden.Dazu formen wir die Zustandssumme der Ising-Kette um,
ZΛ(β) =

∑

w

e−βHΛ(w) =
∑

s1,...,sN

eβJs1s2+
1
2
βh(s1+s2) · eβJs2s3+ 1

2
βh(s2+s3) · · ·

=
∑

s1,...,sN

Ts1s2Ts2s3 · · ·TsNs1 = trTN . (4.17)Die dabei auftretende Transfermatrix
T =

(
eβ(J+h) e−βJ

e−βJ eβ(J−h)

) (4.18)ist symmetrish und positivitätserhaltend,
T = T † und Tss′ > 0. (4.19)Zur weiteren Auswertung diagonalisieren wir diese Matrix mit einer Drehung R,

T = RDR−1, R =

(
cos γ − sin γ

sin γ cos γ

)

, D =

(
λ+ 0

0 λ−

)

. (4.20)Die beiden reellen Eigenwerte sind positiv,
λ± = eβJ

(

cosh βh±
√

sinh2 βh+ e−4βJ

)

, (4.21)und λ+ ist o�ensihtlih der gröÿere der beiden Eigenwerte. Der Drehwinkel γ in (4.20)berehnet sih aus
sin 2γ =

e−2βJ

√

sinh2 βh+ e−4βJ
, cos 2γ =

sinh βh
√

sinh2 βh+ e−4βJ
. (4.22)������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 4. SPINKETTEN 4.2. Ising-Kette 75Eingesetzt in die Zustandssumme ergibt sih
ZΛ(β, h) = trTN = λN+ + λN− = λN+

(
1 + pN

)
, p =

λ−
λ+

< 1. (4.23)Wihtige Gröÿen der Thermodynamik sind damit shon durh die Eigenwerte der Trans-fermatrix bestimmt. Zum Beispiel ist die freie Energiedihte
fΛ(β, h) =

1

N
FΛ(β, h) = − 1

β
log λ+ −

1

βN
log(1 + pN ). (4.24)Im thermodynamishen Limes N →∞ strebt pN gegen Null und f ist proportional zumLogarithmus des gröÿten Eigenwertes der Transfermatrix,

lim
N→∞

fΛ(β, h) = f(β, h) = − 1

β
log λ+. (4.25)Die innere Energiedihte wird mit (4.11) zu

uΛ(β, h) =
1

N
UΛ(β, h) = − ∂

∂β

(

log λ+ +
1

N
log
(
1 + pN

)
)

. (4.26)Für ein vershwindendes Magnetfeld h = 0 oder im thermodynamishen GrenzfallN →∞vereinfaht sih die Formel für die innere Energiedihte,
uΛ(β, 0) = − tanh βJ

(
1 + (tanh βJ)N−2

1 + (tanh βJ)N

)

u(β, h) = lim
N→∞

uΛ(β, h) = − ∂

∂β
log λ+. (4.27)Für die unendlih ausgedehnte Ising-Kette und vershwindendes Magnetfeld ist u(β, 0) =

− tan βJ .Die Magnetisierung berehnet sih mit Hilfe der Transfermatrix wie folgt:
m = 〈s1〉 =

1

Z

∑

w

e−βHs1

=
1

Z

∑

w

s1Ts1s2Ts2s3 · · ·TsN s1 =
1

Z
trSTN , (4.28)wobei S = σ3 die dritte Pauli-Matrix ist. Wegen T = RDR−1 und der Zyklizität der

������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 4. SPINKETTEN 4.2. Ising-Kette 76Spur erhalten wir
m =

1

Z
tr (R−1SRDN

) mit R−1SR =

(
cos 2γ − sin 2γ

− sin 2γ − cos 2γ

)

. (4.29)Mit der obigen Form für die diagonalisierte Transfermatrix �nden wir das Resultat
m =

1− pN
1 + pN

cos 2γ
N→∞−→ sinh βh

√

sinh2 βh+ e−4βJ
. (4.30)Nah (4.12) erhält man die Magnetisierung alternativ auh durh Ableiten der freienEnergiedihte (4.24) nah dem Magnetfeld. Shaltet man das Magnetfeld aus, so ver-shwindet die Magnetisierung (4.30) für alle positiven Temperaturen. Im eindimensio-nalen Ising-Modell gibt es also keine spontane Magnetisierung. Man kann zeigen, dassalle Spinketten mit kurzreihweitiger Wehselwirkung zwishen den Spins keine spontaneSymmetrie-Brehung zeigen.Für die 2-Punktsfunktion �ndet man auf ähnlihe Art für y ≥ x die Formel

〈sxsy〉 =
1

Z

∑

w

e−βHsxsy

=
1

Z

∑

s1,sx,sy

(T x−1)s1sxsx(T
y−x)sxsysy(T

N+1−y)sys1

=
1

Z
tr (ST y−xSTN−(y−x)

) (4.31)
=

1

Z
tr ((R−1SR)Dy−x (R−1SR)DN−(y−x)

)mit den in (4.20,4.29) eingeführten Matrizen D und R−1SR. Eine kurze Rehnung liefert
〈sxsy〉 = cos2 2γ +

p y−x + pN−(y−x)

1 + pN
sin2 2γ, y ≥ x. (4.32)Wegen der Translationsinvarianz auf dem periodishen Gitter und der Symmetrie 〈sxsy〉 =

〈sysx〉 hängt die Zweipunktsfunktion tatsählih nur vom Abstand |y − x| von x und yab. Im thermodynamishen Grenzfall gilt dann
lim
N→∞

〈sxsy〉 = cos2 2γ + e−|y−x|/ξ sin2 2γmit ξ−1 = log
1

p
= log

λ+

λ−

h→0−→ − log tanh βJ. (4.33)Für alle positiven Temperaturen ist die Korrelationslänge ξ endlih. Es gilt die Clusterei-������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 4. SPINKETTEN 4.2. Ising-Kette 77genshaft ,
〈sxsy〉 − 〈sx〉〈sy〉

︸ ︷︷ ︸

=m2

N→∞−→ sin2 2γ e−|y−x|/ξ |y−x|→∞−→ 0. (4.34)Das 1-dimensionale Ising-Modell hat keine geordnete Phase für T > 0. Nur bei T = 0sind (abhängig von der Reihenfolge der Grenzübergänge) alle Spins auh ohne Magnetfeldparallel ausgerihtet. Das mag verwunderlih ersheinen, da der Zustand ↑↑↑↑↑ . . ., d.h
sx = 1 für alle Gitterpunkte x, die niedrigste Energie hat (entartet mit sx = −1 für alle
x). Dieser Zustand hat aber niht die niedrigste freie Energie F = U − TS. Um dies zuzeigen, betrahten wir eine Kon�guration wie ↑↑↑↑↑↓↓↓↓↓, wobei die Spins eines Teils derKette umgedreht sind. Die Trennwand zwishen den beiden Bereihen erhöht die Energieum ∆U = 2, sie kann aber an N Stellen liegen. Der Entropiegewinn ist ∆S = k logN . Diesbedeutet, dass bei T 6= 0 die freie Energie des Systems durh die Trennwand abgesenktist. Später werden wir Modelle in mehr als einer Dimension untersuhen. Dann werden wirPhasenübergänge und spontan gebrohene Phasen bei endlihen Temperaturen �nden.4.2.2 Satz von FrobeniusBei der Lösung des eindimensionalen Ising-Models spielt der gröÿte Eigenwert λ+ derTransfermatrix o�ensihtlih eine herausragende Rolle. Der folgende Satz maht Aussa-gen über die Eindeutigkeit dieses Eigenwertes und die Form des zugehörigen Eigenvektors.Satz [Perron-Frobenius℄ Es sein T eine hermetishe Matrix mit positiven Matrixele-menten Tij. Dann hat T einen eindeutigen Eigenvektor zum gröÿten Eigenwert ‖T‖. DieKomponenten des Eigenvektors sind alle ungleih Null und können positiv gewählt werden.Beweis: Es sei ‖ψ‖2 =

∑
ψ∗
iψi die quadrierte Norm des Vektors ψ ∈ C n. Die Norm einer

n× n-Matrix T ist
‖T‖ = max

ψ 6=0

‖Tψ‖
‖ψ‖ . (4.35)Es sei nun Ω̃ = (Ω̃1, . . . , Ω̃n)

T ein Vektor zum maximalen Eigenwert ‖T‖,
(Ω̃, T Ω̃) = ‖T‖(Ω̃, Ω̃),und Ω = (|Ω̃1|, . . . , |Ω̃n|)T . Die Vektoren Ω̃ und Ω haben diesselbe Norm. Da nah Vor-aussetzung die Matrixelemente von T niht-negativ sind gilt o�ensihtlih

(Ω, TΩ) ≥ (Ω̃, T Ω̃) = ‖T‖(Ω̃, Ω̃) = ‖T‖(Ω,Ω). (4.36)������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 4. SPINKETTEN 4.2. Ising-Kette 78Mit der Shwartzshen Ungleihung folgt weiter
(Ω, TΩ) ≤ ‖Ω‖ ‖TΩ‖ ≤ ‖T‖ ‖Ω‖2 = ‖T‖ ‖Ω̃‖2 = ‖T‖(Ω,Ω). (4.37)Diese beiden Ungleihungen implizieren, dass

(Ω, TΩ) = ‖T‖ (Ω,Ω).Damit ist Ω genauso wie Ω̃ ein Eigenvektor zum maximalen Eigenwert von T . Kein Ele-ment des reellen Eigenvektors Ω kann wegen
0 <

∑

j

TijΩj = (TΩ)i = ‖T‖Ωi =⇒ Ωi > 0vershwinden. Es folgt nun, dass Ω̃ und Ω linear abhängig sein müssen. Um dies einzusehensetzen wir
Ω̃j = eiϕj |Ω̃j| ≡ eiϕjΩjin (Ω̃, T Ω̃) = (Ω, TΩ) ein, und dies führt auf

∑

Ω̃∗
jTjkΩ̃k =

∑

ΩjTjkΩke
i(ϕk−ϕj) =

∑

ΩjTjkΩk,was ϕk = ϕj ≡ ϕ nah sih zieht. Also ist Ω̃ = eiϕΩ. Nun folgt sofort der Satz von Perronund Frobenius: es seien Ω(1) und Ω(2) zwei Eigenvektoren zum gröÿten Eigenwert. Gemäÿunseren Betrahtungen dürfen wir annehmen, dass alle Komponenten dieser Vektorenpositive Zahlen sind. Dann gibt es immer ein α > 0, so dass der Eigenvektor zum gleihenmaximalen Eigenwert
Ω(1) − αΩ(2)positive und niht-positive Komponenten hat. Dies widerspriht aber den gerade bewie-senen Eigenshaften eines derartigen Eigenvektors.4.2.3 Verhalten bei tiefen und hohen TemperaturenWir interessieren uns hier für das Verhalten des eindimensionalen Ising-Modells bei tiefenund hohen Temperaturen. Im Zustand mit der geringsten Energie sind alle Spins vollstän-dig ausgerihtet und in diesem Zustand be�ndet sih das System bei T = 0. Was geshiehtnun, wenn wir das System leiht erwärmen. Die Energie kann nur durh Umklappen eini-ger Spins zunehmen. Bei einer festen tiefen Temperatur können wir angeregte Zustände������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 4. SPINKETTEN 4.2. Ising-Kette 79mit 1, 2, . . . , N umgeklappten Spins betrahten. Zum Beispiel, für ein System mit 5 Spins
−5J − 5h −5J + 5h

−J − 3h −J + 3h

−J − h −J + h

3J − h 3J + hDie Zustandssumme hat die folgende Tieftemperaturentwiklung für e−K ≪ 1:
Z = e−βE0

(

1 + e−10h + 5e−β(4J+2h) + 5e−β(4J+8h)

+5e−β(4J+4h) + 5e−β(4J+6h) + 5e−β(8J+4h) + 5e−β(8J+6h)
)Die systematishe Tieftemperaturentwiklung wird im zweidimensionalen Modell bespro-hen.Bei hohen Temperaturen K = βJ ≪ 1 ist der E�ekt der Spinwehselwirkung geringund eine Störungsentwiklung im kleinen Parameter K maht Sinn. Wir betrahten daseindimensionale Modell ohne äuÿeres Magnetfeld und shreiben

ZΛ =
∑

w

∏

〈x,y〉

eKsxsy , K = βJ. (4.38)Wir benutzen die Identität
eKsxsy = coshK + sxsy sinhK = coshK (1 + vsxsy), v = tanhK.Zum Beweis der Identität betrahte man die beiden Fälle sxsy ∈ {−1, 1}. Der Parameter

v strebt für hohe Temperaturen gegen Null und dient als Entwiklungsparameter. Es folgt
ZΛ = (coshK)p

∑

w

∏

〈x,y〉

(
1 + vsxsy

)
, (4.39)wobei p die Anzahl nähster Nahbarn-Paare im Gitter ist, also die Anzahl Wehselwir-kungsterme. Für ein hyperkubishes Gitter in d Dimensionen ist

p = V d.Wir betrahten wieder ein einfahes Beispiel eines eindimensionalen periodishes Gittersmit 3 Gitterpunkten. Dann ist p = 3 und das Produkt (4.39) hat 3 Faktoren, (1+vs1s2)(1+������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 4. SPINKETTEN 4.2. Ising-Kette 80
vs2s3)(1 + s3s1). Entwikeln wir es in Potenzen von v, dann erhalten wir 2p = 8 Terme,

ZΛ = (coshK)3
1∑

s1=−1

1∑

s2=−1

1∑

s3=−1

(

1 + v(s1s2 + s2s3 + s3s1)

+v2(s1s2s2s3 + s1s2s3s1 + s2s3s3s1) + v3(s1s2s2s3s3s1)
)

. (4.40)Hier ist es angebraht, eine bijektive Beziehung zwishen den aht Termen und Diagram-men auf dem Gitter herzustellen. Die Menge der zugehörigen aht Diagramme ist in derfolgenden Figur gezeigt. Da der Entwiklungsparameter v im Produkt (4.40) in der Form
vsxsy ersheint, hat ein Diagramm der Ordnung n genau n Linien.

v0 :
1 3

2

b b

b

v1 :
b b

b

b b

b

b b

b

v2 :
b b

b

b b

b

b b

b

v3 :
b b

bWegen der Identität
1∑

sx=−1

snx =

{
2 n gerade
0 n ungerade (4.41)�nden wir folgende Zustandssumme für 3 Spins

Z = cosh3K
(
8 + 8v3

)
= 23

(
cosh3K + sinh3K

)
.Nun verallgemeinern auf die Kette mit N Spins. Wir haben gesehen, dass nur Diagrammebeitragen, an deren Verties eine gerade Anzahl von Linien enden. Derartige Diagrammenennt man geshlossen. Für die Ising-Kette können an einem Vertex höhstens zweiLinien enden (jeder Vertex hat zwei nähste Nahbarn). Obwohl es für N Gitterpunkte

2N Diagramme gibt, tragen nur diejenigen der Ordnung v0 (keine Linie) und der Ordnung
vN zu ZΛ bei. Also ist

ZΛ = (coshK)N
(
2N + 2NvN

)
= 2N

(
coshN K + sinhN K

)
. (4.42)Die Hohtemperaturentwiklung führt bei der Isingkette auf das exakte Resultat für dieZustandssumme.������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 4. SPINKETTEN 4.2. Ising-Kette 814.2.4 Nullstellen der ZustandssummeDie Nullstellen von ZΛ(β, h) als Funktion der komplexen Fugazität
z = e2βh (4.43)geben nah Yang und Lee Aufshluss über eventuelle Phasenübergänge [35℄. Oberhalbder kritishen Temperatur Tc ist die Zustandssumme ungleih Null in der Umgebungder reellen Ahse in der komplexen z−Ebene. Für T → Tc+ nähern sih Nullstellen derreellen Ahse und zeigen einen Phasenübergang an. Für das Ising-Modell mit K = βJund Fugazität z = exp(2βh) ist die Zustandssumme

ZΛ(K, z) = z−V/2
∑

w

exp
(

K
∑

〈xy〉

sxsy

)

z(V +
P

sx)/2
︸ ︷︷ ︸

zk

= z−V/2
V∑

k=0

ak(K)zk = z−V/2PΛ(z), (4.44)bis auf den Faktor z−V/2 ein Polynom vom Grad V = |Λ| in der Fugazität. Damit ist für dasendlihe System die freie Energie eine analytishe Funktion in z > 0 und entsprehend gibtes keinen Phasenübergang. Aber für V →∞ können Phasenübergänge auftreten und nahLee und Yang müssen wir das Verhalten der Nullstellen für groÿe Volumen untersuhen.Falls es ein Gebiet G in der komplexen Fugazitätsebene gibt, welhes frei von Nullstel-len ist und die reelle Ahse einshlieÿt, so sind dort die thermodynamishen Gröÿen imLimes V → ∞ analytish. Phasenübergänge werden durh Shnitte der Nullstellenmen-ge mit R+ bestimmt. Shnittpunkte geben die Werte der Systemparameter (Temperatur,Magnetfeld,...) von Phasenübergängen an.Das obige Polynom PΛ(z) hat V komplexe Nullstellen zk. Da die Koe�zienten ak in(4.44) reell sind, ist mit zk auh z̄k eine Nullstelle. Da sie zudem positiv sind, liegendie zk niht auf der positiven reellen Ahse. Die Menge der Spinkon�gurationen enthältmit w = {sx|x ∈ Λ} auh die gespiegelte Kon�guration −w = {−sx|x ∈ Λ}. Wegen
H(w, h) = H(−w,−h) ändert die Zustandssumme sih niht, wenn wir h durh −h oder
z durh 1/z ersetzen,

ZΛ(K, z) =
∑

w

e−βH(w,h) w′=−w
=

∑

w′

e−βH(w′,−h) = ZΛ(K, 1/z). (4.45)Wir folgern aus dieser Z2−Invarianz, dass mit zk auh 1/zk eine Nullstelle von PΛ seinmuss. Dies shränkt das Polynom PΛ weiter ein,
PΛ(z) = zV PΛ (1/z) oder ak = aV−k > 0, (4.46)������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 4. SPINKETTEN 4.2. Ising-Kette 82Für das eindimensionale Ising-Modell können wir die Nullstellen der Zustandssumme(4.23) explizit angeben: ZΛ vershwindet für
λN+ + λN− = 0 oder λ+ = einπ/Nλ−, n = 1, 3, . . . , 2N − 1.Mit (4.21) folgt daraus

i sin
( nπ

2N

)

cosh(βhn) =

√

e−4K + sinh2(βhn) cos
( nπ

2N

)und mit βhn = iθn die Gleihung
sin

nπ

2N
cos θn =

√

sin2 θn − e−4K cos
( nπ

2N

)

.Quadrieren wir diese Gleihung und benutzen cos2 = 1 − sin2, so �nden wir folgendeFormeln für die halben Phasen θn der Yang-Lee Nullstellen zn = exp(2iθn),
cos θn(K) =

√

1− e−4K cos
( nπ

2N

)

, n = 1, 3, . . . , 2N − 1. (4.47)Da der Wurzelfaktor im Intervall [0, 1] liegt gibt es zu jedem n eine reelle Lösung θn undalle Nullstellen liegen auf dem Einheitskreis in der komplexen Fugazitätsebene. Für T = 0ist die Wurzel 1 und die Nullstellen sind äquidistant. In der folgenden Abbildung habenwir Argumente der Nullstellen,
2θ = 2 arccos (α cosx) mit α =

√

1− e−4K ,für die Werte α = 1.0, 0.8, 0.6 und 0.4 geplottet.
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Für positive Temperaturen ist α kleiner 1 und entsprehend ist θ ∈ [∆, π −∆] mit ∆ =

arccosα > 0. Der Abstand zwishen R+ und den Nullstellen ist mindestens sin ∆ > 0 und������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 4. SPINKETTEN 4.2. Ising-Kette 83es gibt keinen Phasenübergang für T > 0. Nur für T = 0 erwarten wir eine Singuläritätder freien Energiedihte bei z = 1, also bei vershwindendem Magnetfeld.Die Lee-Yang-Nullstellen liegen alle auf dem Einheitskreis in der komplexen Fuga-zitätsebene. In der folgenden Abbildung sind die Nullstellen von ZΛ(z) für |Λ| = 30 undvershiedene Werte von α eingezeihnet.
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bbbbIn der nähsten Abbildung sind die Nullstellen für

α =
√

1− e−4K = 0.9,also für eine positive Temperatur und für vershiedene Gittergröÿen geplottet. Im ther-modynamishen Grenzfall N → ∞ häufen sih die Nullstellen von ZΛ(z) an der Lee-Yang-Kante bei
ℜz = cos

(
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(
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KAPITEL 4. SPINKETTEN 4.3. Pottsmodelle 844.3 PottsmodellePotts-Modelle sind verallgemeinerte Ising-Modelle. Potts fand seine Modelle naheinem entsprehenden Vorshlag von Domb [34℄. In seiner Arbeit untersuhte er die soge-nannten ZN -Modelle und die nah ihm benannten Modelle. Für beide Familien wird aufjedem Gitterpunkt eine q-wertige Variable σx ∈ {1, 2, . . . , q} zugeordnet. O�ensihtlihgibt es qV , V = |Λ| Kon�gurationen
w : Λ −→ ZVq , x −→ σx ∈ {1, 2, . . . , q}. (4.48)Im Potts-Modell ist die Energie einer Kon�guration

HΛ(w) = −2J
∑

〈x,y〉

δ(σx, σy)− 2h
∑

x

δ(σx, 1), (4.49)wobei δ(σx, σy) das Kronekersymbol ist. Das q = 2-Potts-Modell ist identish zumIsing-Modell. Um dies einzusehen, identi�zieren wir {1, 2} und {1,−1} wie folgt
sx = 2δ(σx, 1)− 1, so dass sxsy = 2δ(σx, σy)− 1. (4.50)Die Energien des (q=2)-Potts- und des Ising-Modells untersheiden sih nur um eineadditive Konstante,

HPotts
Λ (w) = H Ising

Λ (w)− J#(nähste Nahbarn)− h#(Gitterpunkte).Dies zeigt, daÿ für q = 2 das Potts-Modell gleih dem Ising-Modell ist.Wir berehnen nun die Zustandssumme der Modelle auf dem eindimensionalen Gittermit periodishen Randbedingungen,
ZΛ(β, J, h) =

∑

w

e−βH(w). (4.51)Wir mahen wieder Gebrauh von der Transfermatrix-Methode. Eine möglihe Wahl fürdiese Matrix ist
T =







ζz z . . . z

1 ζ . . . 1... ... . . . ...
1 1 . . . ζ






, ζ = e2K , z = e2βh. (4.52)Zur Bestimmung der Eigenwerte berehnen wir das harakteristishe Polynom. Dazu zie-hen wir die zweite Reihe von T − λ1 von den darunterliegenden Reihen ab. Danah ad-������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 4. SPINKETTEN 4.3. Pottsmodelle 85dieren wir die dritte und alle nahfolgenden Spalten zur zweiten Spalte. Auf diese Weise�nden wir
det(T − λ) = det










ζz − λ z z . . . z

1 ζ − λ 1 . . . 1

1 1 ζ − λ . . . 1... ... . . . ...
1 1 1 . . . ζ − λ










= det










ζz − λ z(q − 1) z . . . z

1 ζ + q − 2− λ 1 . . . 1

0 0 ζ − 1− λ . . . 0... . . .
0 0 . . . ζ − 1− λ










=
{
λ2 − (ζz + ζ + q − 2)λ+ z(ζ − 1)(ζ + q − 1)

}{
ζ − 1− λ

}q−2Dies führt auf den q − 2-fah entarteten Eingenwert ζ − 1 und die einfahen Eigenwerte
λ±, die Wurzeln der quadratishe Gleihung

λ2 −
(
ζz + ζ + q − 2)λ+ z(ζ − 1)(ζ + q − 1) = 0. (4.53)Es ergibt sih der folgende explizite Ausdruk für die Zustandssumme

ZΛ(ζ, z) = λN+ + λN− + q′(ζ − 1)N , q′ = q − 2 (4.54)mit den Wurzeln
λ± =

1

2

(

(z + 1)ζ + q′ ±
√

(ζz − ζ − q′)2 + 4(q − 1)z
)

= eβh
(

e2K cosh βh+ q′e−βh ±
√

(e2K sinh βh− q′e−βh)2 + (q − 1)
)

, (4.55)wobei wir q − 2 = 2q′ gesetzt haben. Für q = 2 ist die Zustandssumme proportional zuderjenigen des Ising-Modells. Im thermodynamishen Grenzfall N →∞ werden die ther-modynamishen Potentiale von dem gröÿten Eigenwert λ+ der Transfermatrix bestimmt.Zum Beispiel �nden wir folgende freie Energiedihte für das eindimensionalePott-Modellmit q-wertiger Gittervariablen,
f(K, βh) = 2K + βh+ log

(

cosh βh+ q′e−2K−βh

+
√

(sinh βh− q′e−2K−βh)2 + (q − 1)e−4K
)

. (4.56)
������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 4. SPINKETTEN 4.3. Pottsmodelle 86Dualitätsrelationen: Die Funktion
Z̃Λ(ζ, z) = ((ζ − 1)(z − 1))−N/2 ZΛ(ζ, z)

= q′
(
ζ − 1

z − 1

)N/2

+

(

λ+
√

(ζ − 1)(z − 1)

)N

+

(

λ−
√

(ζ − 1)(z − 1)

)Ngeht unter der Dualitätstransformation
(ζ∗ − 1)(z − 1) = q , (z∗ − 1)(ζ − 1) = q (4.57)in sih über,

Z̃Λ (ζ, z) = Z̃Λ (ζ∗, z∗) (4.58)Die Beziehungen (4.57) de�nieren zwei gebrohen lineare Möbius-Transformationen,
ζ∗ =

z + q − 1

z − 1
und z∗ =

ζ + q − 1

ζ − 1
, (4.59)und bilden verallgemeinerte Kreislinien in verallgemeinerte Kreislinien ab. Die Terme

ζ − 1

z − 1
,

λ+
√

(ζ − 1)(z − 1)
und λ−

√

(ζ − 1)(z − 1)
,aus deren Potenzen Z̃Λ berehnet wird, sind einzeln invariant unter der Transformation(4.57). Für den ersten Term ist dies evident, für die beiden anderen Terme weniger.Für das Ising-Modell hat die Zustandssumme auf der rehten Seite in

ZΛ(ζ, z) =

(
(ζ − 1)(z − 1)

(ζ∗ − 1)(z∗ − 1)

)N/2

ZΛ(ζ∗, z∗) (4.60)Nullstellen bei
ζ∗ = e2K

∗

> 0 und z∗ = e2iθn(K∗), (4.61)wobei θ∗n(K∗) ∈ R in (4.47) gegeben ist. Mit der inversen Dualitätstransformation
ζ ≡ e2K =

z∗ + 1

z∗ − 1
= −i cot θn(K

∗) (4.62)folgt, dass für festes βh ∈ R die Nullstellen von Zustandssumme ZΛ(ζ, z) des Ising-Modells in der komplexen ζ = e2K-Ebene auf der imaginären Ahse liegen [36℄.������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 4. SPINKETTEN 4.4. Simulation des 1d Ising Modells 874.4 Simulation des 1d Ising ModellsDas Programm ising1d. simuliert das eindimensionale Ising-Modell. Die ersten 500Iterationen dienen zur Thermalisierung des Systems. Danah wird nur jede 20'ste Kon-�guration ausgewertet um Korrelationen zwishen den Kon�gurationen zu unterdrüken.Das Programm ist selbsterklärend. Es brauht die Datei onstantsising.h auf Seite 88,in der die globalen Variablen und Konstanten N,M,MG,MA und die Kopplungskon-stante J de�niert sind sowie die header-datei stdmising.h mit wihtigen Funktionen.Für die Temperatur T = 2.0 werden die berehneten Werte für die Magenetisierungim File iisingT=2.0 gespeihert. Dieser File be�ndet sih im Unterverzeihnis .is1datades Verzeihnisses, aus dem das Programm ising1d. aufgerufen wird.ising1d. Brauht onstantsising.h und stdmising.h./∗ Programm i s i n g1d .  ∗//∗ Simula t ion des ferromagnet i shen 1d I s i n gmode l l s ∗//∗ Es wird d i e Magnet is ierung fue r ve r s h i edene Werte ∗//∗ des Mangent fe ldes berehnet und im F i l e ∗//∗ ./ i s 1da t a / i s ingT =.. g e s p e i  h e r t . ∗/#inlude <std i o . h>#inlude <s t d l i b . h>#inlude <math . h>#inlude <s t r i n g . h>#inlude <time . h>#inlude "  on s t a n t s i s i n g . h"#inlude " stdmi s ing . h"int main(void ){ srand48 ( time (NULL) ) ;/∗ Temperatur e i n l e s en ∗/puts ( "Temperatur (3  Zeihen )  = " ) ;s an f ( "%3s " , temp ) ;beta=1/a t o f ( temp ) ;s t r n a t ( i s i ng1 , temp , 3 ) ;a=4∗beta ∗J ;fp=fopen ( i s i ng1 , "w" ) ;f p r i n t f ( fp , "# N = %i  ,  T = %.3 f \n" ,N,1/ beta ) ;f p r i n t f ( fp , "# Magnet is ierung  1−d I s i n g \n" ) ;/∗ Anfangskonf igura t ion ∗/for ( i =0; i<N; i++)������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 4. SPINKETTEN 4.4. Simulation des 1d Ising Modells 88s [ i ℄=−1; ∗/ ka l t e Anfangskonf igurat ion ∗//∗ i f ( rand ()<1073741823) s [ i ℄=1 e l s e s [ i ℄=−1 ∗//∗ Ins G le i hgew ih t br ingen ∗/h=−5.0;b=2∗beta∗h ;/∗ Boltzmanngewihte berehnen ∗/boltzmann ( ) ;for ( i =0; i<MG; i++) msweep ( s ) ;/∗ Simula t ion und Berehnung ∗//∗ Simula t ion fue r h von −5 b i s 5 ∗//∗ in Sh r i t t en von 0.5 ∗/for ( i =−10; i <11; i++){h=0.5∗ i ; b=2∗beta ∗h ;boltzmann ( ) ; prue f ( ) ;ann=0;mi t t e l 1 =0;for ( j =0; j<M; j++){msweep ( s ) ;m i t t e l 1=mit t e l 1+moments (1 , s ) ;} ;p r i n t f ( "angenommen %.2 f \n" , ( f loat ) ann/(N∗MA∗M) ) ;f p r i n t f ( fp , "%4.1 f     %6.3 f \n" ,h ,2∗ mit t e l 1 /M) ;} ;f  l o s e ( fp ) ;return 0 ;}onstantsising.h Diese Datei enthält Konstanten und globale Variablen./∗ Headerdate i  on s t a n t s i s i n g . h ∗//∗ Konstanten : N,M,MG,MA, J ∗//∗ Variab len s [N℄ , i s i n g 1 [ ℄ , e t  . ∗/#define N 128 /∗ Anzahl G i t t e rpunk t e ∗/#define M 10000 /∗ Anzahl I t e r a t i onen ∗/#define MG 500 /∗ b i s zum Gle i hgew ih t ∗/#define MA 20 /∗ j ede MA−t e Konf igura t ion gemessen ∗/#define J 1 .0short nn , s i , s [N℄ , t e s t [ 3 ℄ [ 5 ℄ ;unsigned int j , k ;double mit t e l 1 ;f loat a , b , vorz , beta , bo l t z [ 3 ℄ [ 5 ℄ , h ;������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 4. SPINKETTEN 4.4. Simulation des 1d Ising Modells 89int i , ann=0;FILE ∗ fp ;har temp [ 2 0 ℄ , i s i n g 1 [ ℄= " . / i s 1data / i s ingT=" ;stdmising.h Die Datei enthält wihtige vom Hauptprogramm ising1d. aufgerufenenFunktionen. Es werden die in onstantsising.h deklarierten Konstanten, Variablen unddie Gröÿen
a = 4βJ und b = 2βh.benötigt. Die Arrays test und boltz werden für die Monte-Carlo Iterationen gebrauht.Das erste Argument dieser Arrays ist der Wert des behandelten Spins sx, plus 1, und daszweite Argument die Summe der Spins der nähsten Nahbarn, plus 2. Nimmt die Energiebei der Änderung von sx ab, so ist test = 0, andernfalls 1. Im Array boltz werden dieBolzmanngewihte abgelegt. Damit spart man etwas Rehenzeit, da die Berehnung derExponentialfunktion Zeit kostet. Die Kernroutine ist msweep. Hier �nden sihMA ·MC-Iterationen durh das Gitter. Es wird jeweils noh geprüft, wie oft ein Änderungsvorshlagangenommen wird./∗ Headerdate i s t dm i s ing . h ∗//∗ Funktionen prue f und b o l t z : ∗//∗ Be r e i t s t e l l u n g der Arrays t e s t und boltzmann . ∗//∗ msweep : MA sweeps durh das G i t t e r ∗//∗ moments : Berehnung des m i t t l e r en Spins ∗/void prue f (void ){ i f (b>0){t e s t [ 2 ℄ [ 4 ℄ = 1 ; t e s t [ 2 ℄ [ 2 ℄ = 1 ; t e s t [ 0 ℄ [ 2 ℄ = 0 ; t e s t [ 0 ℄ [ 4 ℄ = 0 ;i f (b>a ) { t e s t [ 0 ℄ [ 0 ℄ = 0 ; t e s t [ 2 ℄ [ 0 ℄= 1 ; }else { t e s t [ 0 ℄ [ 0 ℄ = 1 ; t e s t [ 2 ℄ [ 0 ℄ = 0 ; } ;}else {t e s t [ 2 ℄ [ 0 ℄ = 0 ; t e s t [ 0 ℄ [ 2 ℄ = 1 ; t e s t [ 2 ℄ [ 2 ℄ = 0 ; t e s t [ 0 ℄ [ 0 ℄ = 1 ;i f ( a+b>0) { t e s t [ 2 ℄ [ 4 ℄ = 1 ; t e s t [ 0 ℄ [ 4 ℄= 0 ; }else { t e s t [ 2 ℄ [ 4 ℄ = 0 ; t e s t [ 0 ℄ [ 4 ℄ = 1 ; } ; } ;}void boltzmann (void ){ bo l t z [ 2 ℄ [ 4 ℄= exp(−a−b ) ; bo l t z [ 2 ℄ [ 2 ℄= exp(−b ) ;������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 4. SPINKETTEN 4.4. Simulation des 1d Ising Modells 90bo l t z [ 2 ℄ [ 0 ℄= exp (a−b ) ; bo l t z [ 0 ℄ [ 4 ℄= exp ( a+b ) ;bo l t z [ 0 ℄ [ 2 ℄= exp (b ) ; bo l t z [ 0 ℄ [ 0 ℄= exp(−a+b ) ;}void msweep ( short ∗ s ){ int p , q ;for (p=0;p<MA; p++)for ( q=0;q<N; q++){nn=s [ ( q+1)%N℄+s [ ( q+N−1)%N℄+2;s i=s [ q ℄+1;i f ( t e s t [ s i , nn℄==0) { s [ q℄=−s [ q ℄ ; ann=ann+1;}elsei f ( drand48()< bo l t z [ s i ℄ [ nn ℄ ) {s [ q℄=−s [ q ℄ ; ann=ann+1;} ;} ;}/∗ Berehnung der Momente ∗/double moments ( short n , short ∗ s ){ int p , sum=0;for (p=0;p<N; p++)sum=sum+s [ p ℄ ;/∗sum=sum+pow( s [ i l ℄ , n ) ; ∗/return (double )sum/N;}Mit diesem Code haben wir die Magnetisierung in Abhängigkeit von h für vershiedeneTemperaturen bestimmt. In der folgenden Abbildung sind die Resultate unserer Monte-Carlo Simulationen für N = 128 eingezeihnet.
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Die kleinen Quadrate sind dieWerte für T = 2 und die Dreiekegehören zu T = 4. Die Kurven ge-hören zur exakten Lösung (4.30)im thermodynamishen Grenzfall
N → ∞. Die Übereinstimmungzwishen den MC-Daten für N =

128 und der exakten Lösung für
N =∞ ist bemerkenswert.������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 4. SPINKETTEN 4.5. Aufgaben 914.5 AufgabenAufgabe 1) 2-dimensionales Ising Modell, Teil IBestimmen Sie mittels Summation über alle Kon�gurationen die innere Energiedihte unddie Magnetisierung für ein 2×2, 3×3 und 4×4 Gitter mit periodishen Randbedingungenfür β = 0.0 bis 1.0 in Shritten von 0.05. Das äuÿere Feld sei Null (h = 0). Stellen Sie dasResultat in einem Plot dar.Setzen sie J in
H = −J

∑

〈xy〉

sxsygleih 1. Berehnen Sie sowohl 〈m〉 als auh 〈|m|〉. Kann man auh ohne Rehnung sagen,welhen Wert 〈m〉 annimmt?Aufgabe 2) 2-dimensionales Ising Modell, Teil IIVerwenden Sie das gegebene Programm (siehe Homepage) zur Simulation des 2D Ising-modells bei β = 0.4406868 und h = 0 mit dem Metropolisalgorithmus. Simulieren Sie fürGittergröÿen 4 × 4, 8 × 8 und 32 × 32. Führen Sie dazu jeweils 200000 sweeps über dasGitter aus. Bestimmen Sie
u =

1

V
〈H〉, 〈|m|〉 und 〈m2〉Vergleihen Sie das Resultat für das 4 × 4 Gitter mit dem Resultat des Programms ausAufgabe 1.

������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



Kapitel 5ApproximationenWir besprehen hier die grobe Molekularfeldnäherung für Spinmodelle in beliebigen Di-mensionen sowie die Hohtemperaturentwiklung in Potenzen von v = tanh βJ und dieTieftemperaturentwiklung in Potenzen von e−2βJ . In beiden Entwiklungen werden dieTerme einer festen Ordnung durh eine bestimmt Klasse von Graphen auf dem Gitterharakterisiert.5.1 MolekularfeldnäherungDa man nur wenige statistish-mehanishe Modelle explizit berehnen kann, ist manauf Näherungsmethoden angewiesen. Eine solhe liefert die Molekularfeldnäherung. DiesNäherung geht auh unter anderen Namen: mean �eld approximation, Curie-Weiss-Näherung (für Ferromagnete) oder Bragg-Williams-Näherung (für Gittergase). Mole-kularfeldnäherungen sind relativ leiht zu bekommen und geben shon qualitativ rihtigeResultate.Bei der Molekularfeldnäherung (MFA) ersetzt man in der Energie
H = −1

2

∑

〈x,y〉

Jxysxsy − h
∑

x

sx, (5.1)die Wehselwirkung von sx mit seinen nähsten Nahbarn durh eine mittlere Wehsel-wirkung mit allen Spins,
Jxy −→

1

V

∑

y

Jxy =
J̃

V
. (5.2)Wegen der Translationsinvarianz auf dem Gitter hängt J̃ niht vom Punkt x ab. In dieser92



KAPITEL 5. APPROXIMATIONEN 5.1. Molekularfeldnäherung 93Näherung vereinfaht sih der Ausdruk für die Energie wie folgt,
H −→ HMF = −V

{
1
2
J̃m2(s) + hm(s)

}
, m(s) =

1

V

∑

sx. (5.3)Für das Ising-Modell auf dem d-dimensionalen Gitter ist
Jxy =

{
J x, y nähste Nahbarn
0 sonst,und entsprehend ist J̃ = 2dJ . Für dieses Modell sind die Werte für das mittlere Feld

m(s) aus der Menge
M ∈

{

− 1,−1 + δ,−1 + 2δ, . . . , 1− δ, 1
}

, δ =
2

V
. (5.4)Für ein mittleres Feld m ∈M zeigen 1

2
V (1 +m) Spins nah 'oben' und 1

2
V (1−m) Spinsnah 'unten'. Also gibt es zu jedem Wert von m ∈M genau

d(m) =
V !

[
1
2
V (1 +m)

]
!
[

1
2
V (1−m)

]
!
. (5.5)Spinkon�gurationen. Nah der Stirlingshen Formel ist

log(n!) = n(log n− 1) + o(n), (5.6)und wir �nden für die Zustandssumme die Näherungsformel
ZMF =

∑

m∈M

d(m)e−βHMF(m) =
∑

m

e−βV uMF(m) (5.7)mit dem e�ektiven Potential
uMF(m) −→ −1

2
J̃m2 − hm

+
1 +m

2β
log

1 +m

2
+

1−m
2β

log
1−m

2
+
o(V )

V
. (5.8)Für m ∈M ist

PMF(m) =
1

ZMF

e−βV uMF(m) (5.9)die Wahrsheinlihkeit dafür, das mittlere Feld m zu �nden. Im thermodynamishenGrenzfall V → ∞ strebt der Term o(V )/V gegen Null und m wird zu einem kontinu-ierlihen Feld mit Werten im Intervall [−1, 1]. Dann wird PMF zu einer Wahrsheinlih-������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 5. APPROXIMATIONEN 5.1. Molekularfeldnäherung 94keitsdihte für das mittlere Feld.In der folgenden Abbildung ist das e�ektive Potential in der Molekularfeldapproxi-mation für V → ∞, J̃ = 1, h= 0 und vershiedene Temperaturwerte eingezeihnet. Für
T < Tc hat uMF ein Maximum am Urspung und zwei Minimas bei ±m0, für T > Tc einglobales Minimum am Ursprung. Die Werte des Potentials an den Endpunkten und amUrsprung sind

uMF(h = 0, m = 0) = −T log 2

uMF(h = 0, m = 1) = −J̃/2.

−1 1

uMF

m

0.9

T =0.8

1

1.1

Das e�ektive Potential ist minimal bei
J̃m0 + h =

1

2β
log

1 +m0

1−m0
=⇒ m0 = tanh

(
βJ̃m0 + βh

)
. (5.10)Diese transzendente Gleihung für das mittlere Feld heisst Selbstkonsistenzgleihung. Set-zen wir x = βJ̃m0 + βh, so lautet die Bestimmungsgleihung für x

1

J̃

(
Tx− h

)
= tanh x. (5.11)Sie hat eine eindeutige Lösung, wenn die Steigung T/J̃ der linearen Funktion auf derlinken Seite gröÿer oder gleih der Steigung der tanh-Funktion auf der rehten Seite ist,d.h. wenn gilt

T > Tc = J̃ = 2dJ. (5.12)������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 5. APPROXIMATIONEN 5.1. Molekularfeldnäherung 95
h > 0

T > Tc
bstabil h = 0

T < Tc

bstabil b instabil
bstabil

Die Lösung m0(h) strebt für h → 0 gegen Null. Oberhalb der kritishen Temperatur istdie Suszeptibilität
χ =

(
∂m0

∂h

)
∣
∣
h=0

(5.13)gegeben durh das Curie-Weissshe Gesetz,
χ
m0(0)=0

= β(J̃χ+ 1) =⇒ χ =
1

T − Tc
. (5.14)Es ist Brauh, die dimensionslose Temperaturdi�erenz

ǫ =
Tc − T
Tc

(5.15)einzuführen. Die Divergenz der Suszeptibilität in der Nähe des kritishen Punktes bei Tc(für T ↓ Tc oder T ↑ Tc) ist
χ ∼ |ǫ|−γ. (5.16)In der Molekularfeldnäherung ist der kritishe Exponent γ gleih 1.Unterhalb der kritishen Temperatur und für h > 0 istm0(h) die gröÿte der drei Lösun-gen der Gleihung (5.10). Für h ↓ 0 ergibt sih eine spontane Magnetisierung m0(T ) > 0.In der Nähe der kritishen Temperatur ist m0 klein und wir können tanh βJ̃m in (5.10)mit h = 0 entwikeln,

m0 = βJ̃m0 −
1

3
(βJ̃m0)

3 + . . . .������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 5. APPROXIMATIONEN 5.1. Molekularfeldnäherung 96Diese Gleihung hat wie erwartet drei Lösungen,
m0 = 0 und m0 = ±

(
3

βJ̃

)1/2 (

βJ̃ − 1
)1/2

. (5.17)Die erste Lösung gehört zum ungeordneten paramagnetishen Hohtemperaturzustandund die beiden anderen Lösungen zum geordneten ferromagnetishen Tieftemperaturzu-stand. Die geordneten Zustände haben eine geringeres e�ektives Potential. Setzen wir
J̃ = Tc, so vershwindet die spontane Magnetisierung für T ↑ Tc gemäÿ

m0(T ) = 31/2 T

Tc

(
Tc − T
Tc

)1/2

. (5.18)Die Magnetisierung ist ein Ordnungsparameter für das System, da m0 6= 0 bedeutet,dass das System geordnet ist und m0 = 0, dass es ungeordnet ist. Der Exponent für dasasymptotishe Potenzgesetz des Ordnungsparameters ist β, so dass im Allgemeinen
m0(T ) ∼ ǫβ . (5.19)Die Vorhersage der MFA für den kritishen Exponenten1 β ist 1

2
.
T

Tc

m

∼
(

1− T
Tc

)1/2

1− 2e−2Tc/T

In der Molekularfeldnäherung springt die spezi�she Wärme bei Tc von einem endlihenWert unterhalb Tc auf 0 oberhalb Tc. Die Höhe des Sprunges ist 3k/2.Die Magnetisierung als Funktion des Magnetfeldes h folgt aus der Selbstkonsistenz-gleihung (5.10) wenn wir die rehte Seite dieser Gleihung für T = Tc bis zur drittenOrdnung in h entwikeln,
m0 = m0 + βch−

1

3
(m0 + βch)

3 + . . . . (5.20)1Niht mit der inversen Temperatur verwehseln!������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 5. APPROXIMATIONEN 5.1. Molekularfeldnäherung 97Für sehr kleine m0 und h dürfen wir βch≪ m0 annehmen. Dann �nden wir
m0 ∼ (3βch)

1/3, (T = Tc), (5.21)was mit unserer Annahme verträglih ist. Im Allgemeinen hat man
m0 ∼ h1/δ, (T = Tc). (5.22)In der Molekularfeldnäherung ist δ = 3.Shlussendlih vergleihen wir die Resultate der MFA in der Nähe des Phasenüber-gangs mit exakten Resultaten. Die Tatsahe, dass das MFA-Resultat für Tc nur von derAnzahl Nahbarn q über

J̃ = qJ (5.23)abhängt, und niht von der Dimension des Gitter, ist eine der groÿen Shwähen der Nähe-rung. Die einfahe MFA sagt für das eindimensionale Ising-Modell einen Phasenübergangbei Tc > 0 voraus, und dies ist o�ensihtlih inkorrekt. In der folgenden Tabelle werdendie MFA-Werte für Tc mit den best-bekannte Werten für Tc für 2- und 3-dimensionale Git-ter verglihen. In jeder Dimension wird die Vorhersage der MFA besser wenn die Anzahlnähster Nahbarn (die Koordinationszahl) zunimmt.Gitter d q TMF/Tc Tc/TMFQuadrat 2 4 1.763 0.567Dreiek 2 6 1.648 0.607einfah kubish 3 4 1.330 0.752b 3 8 1.260 0.794f 3 12 1.225 0.816

(5.24)
Eine weitere Vorhersage ist, dass in der Nähe der kritishen Temperatur die vershiedenenthermodynamishen Gröÿen ein Potenzverhalten zeigen. In der MFA sind die kritishenExponenten β = 1/2, γ = 1 und δ = 3 unabhängig von der Dimension. Sie stimmen nihtmit den exakten kritishen Exponenten der Lösung von Onsager für das 2-dimensionaleIsing-Modell überein. Weiterhin maht in der MFA die spezi�shen Wärme einen Sprungbei Tc, im Gegensatz zur Onsager-Lösung, in der sie eine logarithmishe Singularitätam kritishen Punkt hat. Ähnlih Diskrepanzen �ndet man in 3 Dimensionen. Aber in 4und mehr Dimensionen sind die kritishen Exponenten der MFA korrekt. In der folgendenTabelle sind die wihtigsten Exponenten für das Ising-Modell tabelliert.������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 5. APPROXIMATIONEN 5.2. Hohtemperaturentwiklungen 98Gröÿe Exponent d=2 (exakt) d=3 MFAspezi�she Wärme α 0 (logar.) 0.113 0 (Sprung)Ordnungsparameter β 1/8 0.324 1/2Suszeptibilität γ 7/4 1.238 1Zustandsgleihung δ 15 4.82 3

η 1/4 0.031(5) 0Korrelationslänge ν 1 0.629(4) 1/2Potenzgesetz bei Tc η 0 1/4 0.04Wir fassen zusammen:
• Die Dimension geht in der MFA verloren. Der einzige Parameter ist J̃ .
• Die Art des Phasenübergangs wird für d ≥ 2 rihtig und d = 1 falsh vorausgesagt.
• Für d ≥ 2 ist die kritishe Temperatur der MFA zu hoh und das kritishe Verhalten(die Art der Singularität bei T = Tc und h = 0) wir inkorrekt wiedergegeben.
• Die MFA zeigt niht, dass kurzreihweitige Wehselwirkungen zu langreihweitigenKorrelationen führen können.5.2 HohtemperaturentwiklungenNeben Monte-Carlo Simulationen und der Molekularfeldapproximation sind die Hoh-und Tieftemperaturentwiklungen in Gittertheorien von groÿer Bedeutung. Bei der Tief-temperaturentwiklung studiert man die Abweihungen vom Zustand minimaler Energie(oder Wirkung in der Feldtheorie). Sie entspriht der Entwiklung für kleine Kopplungs-konstanten in der Feldtheorie. Für kontinuierlih variierende Felder �ndet man die übliheStörungstheorie (im Kontinuum oder auf dem Gitter). Bei der Hohtemperaturentwik-lung entwikelt man um einen zufälligen Zustand. Sie entspriht der starken Kopplungs-entwiklung in der Feldtheorie.Analog zum eindimensionalen Fall shreiben wir für sehr hohe Temperaturen oder

K ≪ 1 beziehungsweise v = tanhK ≪ 1 die Zustandssumme des 2-dimensionalen Ising-Modells auf dem quadratishen Gitter für vershwindendes Magnetfeld wie folgt um
Z =

∑

w

∏

〈xy〉

eKsxsy = (coshK)P
∑

w

∏

〈xy〉

(1 + vsxsy)

������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 5. APPROXIMATIONEN 5.2. Hohtemperaturentwiklungen 99
= (coshK)P

∑

w



1 + v
∑

〈xy〉

sxsy + v2
∑

〈xy〉6=〈x′y′〉

sxsysx′sy′ + . . .



 . (5.25)Hier bezeihnet P die Anzahl Paare von nähsten Nahbarn. Jedem Spinprodukt wird einGraph zugeordnet
x y z

u v

∼ sxs
3
ys

2
zs

2
us

2
v

= sxsy

Die Verties x, y sind ungerade und die Verties u, v, z gerade. Ein Graph gibt den Beitrag
2V zur Zustandssumme falls alle Verties gerade sind und 0 sonst. Somit ist

Z = (coshK)P 2V
P∑

ℓ=0

gℓ v
ℓ, (5.26)wobei gℓ die Zahl der Graphen aus ℓ Linien mit lauter geraden Verties ist. g0 ist 1. AlsBeispiel betrahten wir das 2-dimensionale Ising-Modell mit quadratishem Gitter, fürdas P = 2V ist. Die folgende Tabelle enthält alle Graphen mit und bis zur Ordnung v8.Die dritte Spalte enthält die Anzahl Graphen der entsprehenden Sorte.

ℓ Graphen Anzahl gℓ

4 V V

6 2V 2V

4V

2V 1
2
V 2 + 7

2
V8

1
2
V (V −5)Zum Beispiel, die Zahl V (V − 5)/2 in der letzten Zeile erhält man wie folgt: Die erste derbeiden Plaketten kann man irgendwo auf das Gitter legen, also an V vershiedene Orte.������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 5. APPROXIMATIONEN 5.2. Hohtemperaturentwiklungen 100Der Mittelpunkt der zweiten Plakette darf dann weder mit demjenigen der ersten Plakettezusammenfallen noh im Mittelpunkt der 4 benahbarten Plaketten liegen. Wir könnensie also an V − 5 vershiedene Stellen legen und erhalten V (V − 5) Möglihkeiten diebeiden Plakette so zu legen, dass keine ihrer Seiten zusammenfallen. Beim Vertaushender beiden Plaketten erhalten wir aber denselben Graphen, so dass wir shlussendlih
V (V − 5)/2 vershiedene Graphen �nden.Damit hat die Zustandssumme des 2-dimensionalen Ising-Modells die Hohtempera-turentwiklung

Z = (coshK)P 2V
(

1 + V v4 + 2V v6 +
1

2

(
V 2 + 7V

)
v8 + . . .

)

. (5.27)Den thermodynamishen Grenzfall erhält man durh formales Rehnen mit Potenzreihen.Dazu mahen wir wegen
Z = exp(−V βf) (5.28)folgenden Ansatz für die frei Energiedihte,

e−βf = (coshK)P/V · 2 ·
∞∑

ℓ=0

cℓv
ℓ. (5.29)Aus (5.28) folgt dann mit (5.26)

1 +
∑

ℓ≥1

gℓv
ℓ =

(

1 +
∑

ℓ≥1

cℓv
ℓ
)V

= 1 +

(
V

1

)
(
c1v + c2v

2 + . . .
)

+

(
V

2

)
(
c1v + c2v

2 + . . .
)2

+ . . .und durh Koe�zientenvergleih erhält man c0, . . . , cn aus g0, . . . , gn. Dabei fällt V exaktheraus, falls die gℓ für ein genügend groÿes Gitter auf dem Torus berehnet werden.Für das 2-dimensionale Ising-Modell auf dem quadratishen Gitter ist Z ∼ (1+V v4+

. . .) und deshalb ist c1 = c2 = c3 = 0. Man �ndet
V v4 + 2V v6 +

1

2

(
V 2 + 7V

)
v8 + . . .

= V c4v
4 + V c6v

6 +
(

V c8 +
1

2
(V 2 − V ) c24

)

v8 + . . .
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KAPITEL 5. APPROXIMATIONEN 5.2. Hohtemperaturentwiklungen 101oder c4 = 1, c6 = 2 und c8 = 4. Deshalb ist
e−βf = 2(coshK)2

(
1 + v4 + 2v6 + 4v8 +O(v10)

)
. (5.30)Daraus kann man die Potenzreihe für die freie Energiedihte ausrehnen.Als Übung sollten Sie die Graphen für die Hohtemperaturentwiklung des 3-dimensionalenIsing-Modells mit P = 3V untersuhen. Sie sollten folgende Reihe

Z = (coshK)3V · 2V ·
(

1 + 3V v4 + 22V v6 +
1

2
{9V (V −1) + 375V } v8 + ..

) (5.31)erhalten.Suszeptibilität: Oberhalb der kritishen Temperatur vershwindet für h = 0 dieMagnetisierung, 〈sx〉 = 0 und die Suszeptibilität ist
χ =

1

V

∑

xy

〈sxsy〉 =
∑

y

〈sxsy〉. (5.32)Nun wird wieder jedem Term in der Hohtemperaturentwiklung
〈sxsy〉 =

coshP K

Z

∑

w

sxsy

(

1 + v
∑

〈uv〉

susv + v2
∑

〈uv〉6=〈u′v′〉

susvsu′sv′ + . . .
) (5.33)ein eindeutiger Graph zugeordnet. Zum Beispiel

u v

x
u′ y

u v

u′′ v′′

∼ s2
xs

4
ys

4
u′s

2
us

2
vs

2
u′′s

2
v′′ = 1

Dieser Graph trägt mit 2V zur Summe über alle Kon�gurationen in (5.33) bei. Ein Graphträgt genau mit 2V bei, wenn die Verties x und y ungerade, und alle anderen Vertiesgerade sind. Andere Graphen tragen wegen
1∑

sx=−1

snx =

{

2 n gerade
0 sonstniht bei. Der Faktor coshP K ·2V kann gegen den gleihen Faktor von Z in (5.27) gekürzt������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 5. APPROXIMATIONEN 5.2. Hohtemperaturentwiklungen 102werden. Es folgt dasLemma Die Zweipunktsfunktion hat folgende Hohtemperaturentwiklung,
〈sxsy〉 =

∑

ℓ g
′
ℓv
ℓ

∑

ℓ gℓv
ℓwobei die g′ℓ die Anzahl Graphen mit ℓ Linien ist, deren Verties x und y ungerade undalle anderen Verties gerade sind.Aus diesem Lemma folgt unmittelbar dasKorrolar Ist ℓ kleiner als die Länge d(x, y) des kürzesten Weges auf dem Gitter von xnah y, dann vershwindet g′ℓ.Wäre das Korollar niht wahr, dann gäbe es einen Graphen mit < ℓ Linien, für den

x, y ungerade und alle anderen Verties gerade wären. Die Linien könnte die Punkte xund y also niht verbinden und der Graph bestünde aus zwei unverbundenen Subgraphen.Da für jeden Graphen die Relation
∑

Vertices

Vertexordnung = 2 · Anzahl Liniengilt, wobei die Ordnung eines Vertex die Anzahl der einlaufenden Linien ist, muss dieSumme der Vertexordnungen für jeden Subgraph gerade sein. Aber die Ordnung des zu
x gehörenden Subgraphen istOrd(x) + gerade Zahl = ungerade,im Gegensatz zu der Forderung, dass diese Zahl gerade sein muss. Also gibt es keinenzulässigen Graphen der Ordnung < ℓ.Für das 2-dimensionale Ising-Modell auf dem quadratishen Gitter gilt also

〈sxsy〉 = O
(
vd(x,y)

)
= O

(
e−d(x,y)/ξ

)
,

1

ξ
= log

1

v
≫ 1, (5.34)wobei d(x, y) der kleinste Abstand von x und y auf dem Gitter ist. Die Korrelationslängewird mit zunehmender Temperatur kleiner. Die thermishen Fluktuation unterdrükenKorrelationen über gröÿere Distanzen.Wollen wir die Suszeptibilität χ bis zur Ordnung vn berehnen, so müssen wir in derSumme (5.32) nur Zweipunktsfunktionen 〈sxsy〉 mit d(x, y) ≤ n berüksihtigen, unddiese nur bis zur Ordnung vn. In jeder Ordnung von v ist χ daher eine endlihe Summe.Bei der formalen Division der Potenzreihen fällt V wieder exakt heraus. Zum Beispiel,für Gitterpunkte x, y, deren Koordinaten sih um 1 untersheiden, so dass d(x, y) = 2 ist,�nden wir folgende Graphen bis zur Ordnung v6:������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 5. APPROXIMATIONEN 5.2. Hohtemperaturentwiklungen 103
ℓ Graphen Anzahl g′ℓ

2
b

2 2

4
b b

b

4 4

b b b

bb

3× 4
b

b b

b

b

bb

b

b b

b b b

b

b

2× 2 2V + 106
b b

b b

b

b b b

bb

2(V −3)Wir �nden die Reihen
〈sxsy〉 =

(
2v2 + 4v4 + (2V + 10)v6 + . . .

)
/
(
1 + V v4 + . . .

)
,wobei der Nenner die führenden Terme in der Hohtemperatur-Entwiklung von Z enthält.Es ergibt sih die Reihe

〈sxsy〉 = 2v2 + 4v4 + 10v6 +O(v8) (5.35)für die betrahtete Zweipunktsfunktion. Diese Reihe tritt in der Suszeptibilität χ viermalauf. Berüksihtigt man die Graphen aller Zweipunktsfunktionen, deren Aufpunkte x, yeinen Abstand ≤ 6 haben, so �ndet man folgende Hohtemperaturentwiklung für dieSuszeptibilität,
χ = 1 + 4v + 12v2 + 36v3 + 100v4 + 276v5 + 740v6 + . . . . (5.36)Mit der Taylorreihe

v = tanhK = K − K3

3
+

2K5

15
− 17

315
K7 + . . .erhält man die Reihenentwiklung

χ =
∑

ℓ

aℓK
ℓ, K = J/T. (5.37)������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 5. APPROXIMATIONEN 5.2. Hohtemperaturentwiklungen 104mit den Koe�zienten
ℓ 0 1 2 3 4 5 6

aℓ 1 4 12 34.666 92 240.543 611.200Extrapolation zum kritishen Punkt: In der Reihe (5.37) sind alle Koe�zienten aℓpositiv. Falls die Reihe einen Konvergenzradius R > 0 hat, ist χ analytish auf der Kreis-sheibe mit Mittelpunkt 0 und Radius R und hat eine Singularität bei K = R. Wir wollenannehmen dies sei der kritishe Wert Kc = J/Tc. Wir benutzen das Quotientenkriterium
R = lim

ℓ→∞

aℓ
aℓ−1

=
J

Tc
. (5.38)Wir versuhen den kritishen Exponenten γ und Kc in der Interpolationsformel

f(K) =
(
1−K/Kc

)−γ
= 1 +

∞∑

ℓ=1

γ(γ + 1) · · · (γ + ℓ− 1)

ℓ!

(
K

Kc

)ℓ

≡
∑

a′ℓK
ℓso zu wählen, dass diese Reihe mit der Hohtemperaturentwiklung (5.37) möglihst gutübereinstimmt. Die Quotienten

a′ℓ
a′ℓ−1

=
1

Kc
+
γ − 1

Kc

1

ℓ
,sind eine lineare Funktion in 1/ℓ. Aus der Steigung der Geraden und dem Wert für ℓ→∞kann man die kritishe Temperatur und den kritishen Exponenten ablesen.

a1/a0 a2/a1 a3/a2 a4/a3 a5/a4 a6/a5

4 3 2.8888 2.6539 2.6146 2.5409

11/2

1/ℓ

aℓ/aℓ−14

0

b

b
b

bb
b

∼ 2.3

(1, 4)Steigung ∼ 1.7
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KAPITEL 5. APPROXIMATIONEN 5.2. Hohtemperaturentwiklungen 105Eine linearer Fit an die Quotienten aℓ/aℓ−1 ergibt
1

Kc
∼ 2.3 und γ ∼ 1.7

2.3
+ 1 = 1.74.Für die kritishe Temperatur �nden wir den Wert

Tc = 2.3 J bzw. Tc ∼
2.3

4
TMF ∼ 0.575TMF, TMF = 4J.Dies liegt bereits relativ nahe am exakten Wert für die kritishe Temperatur des 2d Ising-Modells,

Tc
TMF

=
1

2 log(1 +
√

2)
∼ 0.5673. (5.39)Für das dreidimensionale Ising-Modell haben Gaunt und Sykes die Hohtemperatur-entwiklung bis zur Ordnung 20 berehnet [37℄. Die führenden Terme sind

χ = 1 + 6K + 30K2 + 148K3 + 706K4 +
16804K5

5
47260K6

3
+

7744136K7

105
+

35975026K8

105
+ . . . (5.40)Die Quotienten der Koe�zienten sind

a1/a0 a2/a1 a3/a2 a4/a3 a5/a4 a6/a5 a7/a6 a8/a7

6 5 4.9333 4.7703 4.7603 4.6874 4.6818 4.6455

1

1/ℓ

aℓ/aℓ−16

2

b

b
b

bb
bbb

∼ 4.5

(1, 6)Steigung ∼ 1.5
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KAPITEL 5. APPROXIMATIONEN 5.3. Tieftemperaturentwiklungen 106Eine linearer Fit an die Quotienten aℓ/aℓ−1 ergibt
1

Kc
∼ 4.5 und γ ∼ 1.5

4.5
+ 1 = 1.33.Wegen TMF = 6J ist

Tc
TMF

∼ 4.5

6
= 0.75,und dieser Wert ist weniger als 1 Prozent vom best-bekannten Wert entfernt. Die Extra-polation für den kritishen Exponenten γ ist allerdings niht so gut.5.3 TieftemperaturentwiklungenFür ein positives Magnetfeld h hat die geordnete Kon�guration

w0 = {sx = 1|x ∈ Λ} (5.41)die niedrigste Energie,
E0 = −PJ − V h. (5.42)Diese Grundzustandsenergie hat die Vielfahheit g0 = 1, ist also niht entartet. AngeregteZustände erhält man durh das Umklappen von Spins an gewissen Punkten • des Gitters.Einer Kon�guration w ist eindeutig durh die Menge X(w) der Gitterpunkte mit umge-klappten Spins harakterisiert. Im folgenden Beispiel enthält X 5 Punkte, n(X) = 5 und

p(X) = 12 nähste Nahbarn mit vershiedenen Spins.
◦ : Spin +1

• : Spin −1

X ⊂ Λ : Gitterpunkte • mit Spins −1

n(X) = Zahl der Punkte von X (das Volumender Teilmenge X)
p(x) = Zahl der NN-Paare antiparalleler Spins(Ober�ähe von X)Man kann X wie in der Figur durh ein Polygon (Polyeder) darstellen. Auf demTorus ist allerdings niht klar, was das Innere oder äuÿere des Graphen von X ist. DieKon�gurationen w und −w haben identishe Graphen.������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 5. APPROXIMATIONEN 5.3. Tieftemperaturentwiklungen 107Jeder Gitterpunkt • mit Spin −1 gibt einen Beitrag 2h zur Energie, jedes nähsteNahbarn-Paar • ◦ einen Beitrag 2J , also ist
E(X) = E0 + 2J p(X) + 2hn(X). (5.43)Ist gn die Vielfahheit der Anregungsenergie En, dann lautet die Zustandssumme

Z = e−βE0

∑

n

gne
−β(En−E0) = eβ(PJ+V h) Ξ (5.44)und Ξ hat folgende Tieftemperaturentwiklung:

Ξ(z, ζ) =
∞∑

n=0

znFV (n, ζ) =
∞∑

n=0

zn
∞∑

p=0

ζpGV (n, p). (5.45)Für eine ferromagnetishe Kopplung J > 0 ist bei tiefen Temperaturen
ζ = e−2βJ ≪ 1 (5.46)und ζ darf als Entwiklungsparameter gewählt werden. Wir dürfen annehmen, dass hpositiv ist, oder dass
z = e−2βh < 1 (5.47)gilt. Dann ist der Grundzustand geordnet und die Mengen X,X ′ zu den Kon�gurationen

w,−w haben vershiedene statistishe Gewihte, nämlih
X : znζp und X ′ : zV−nζp.Im thermodynamishen Limes V →∞ vershwindet das Gewiht von X ′ relativ zu demje-nigen von X. Dies ist der Grund dafür, dass man im thermodynamishen Limes für h ↓eine spontane Magnetisierung erwarten kann. Setzt man dagegen h = 0 bei endlihemVolumen, dann vershwindet wegen E(X) = E(X ′) der Mittelwert von sx und es gibtkeine Magnetisierung.Man beahte, dass die Variablen z und ζ eine andere Bedeutung haben als im letztenKapitel. Der Koe�zient GV (n, p) in (5.45) ist gleih der Anzahl Kon�gurationen X mitVolumen n(X) = n und Ober�ähe p(X) = p. Die Reihe (5.45) kann auh als grosska-nonishe Zustandssumme eines Gittergases mit Wehselwirkung 2J zwishen NN-Paaren

◦ • und hemishen Potential µ = −2h interpretiert werden.Wie in der Hohtemperaturentwiklung muss man die auftretenden Graphen und ihreAnzahl bestimmen. Für das 2d-Ising-Modell sind die führenden Graphen������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 5. APPROXIMATIONEN 5.3. Tieftemperaturentwiklungen 108
n p Graphen Anzahl FV (n, ζ)

1

2

3

4

6

8

8

10

12

V V ζ4

2V 2V ζ6

1
2
V (V − 5) 1

2
V (V − 5)ζ8

2V

4V
6V ζ8

2V (V − 8) 2V (V − 8)ζ10

(
V
3

)
− 6V

−2V (V − 8)

1
6
(V 3 − 15V 2

+62V )ζ12Die Analogie zu den Hohtemperaturgraphen ist leider nur ein 2-dimensionales Eigenheit.Wir werden darauf zurükkommen. Im Gegensatz zu Z existiert die freie Energiedihteim thermodynamishen Limes und wir mahen den Ansatz
Ξ(z, ζ) = ξ(z, ξ)V mit ξ(z, ζ) =

∞∑

n=0

zncn(ζ). (5.48)Der Vergleih der Koe�zienten von zn in
∞∑

n=0

znFV (n, ζ) =
(
1 + c1z + c2z

2 + . . .
)V

= 1 + zV c1 + z2V

(

c2 +
1

2
(V − 1) c21

)

+ . . .liefert die V−unabhängigen Koe�zienten cn. Zum Beispiel ergibt sih für c1, c2, c3:
z1 : ζ4 = c1 =⇒ c1 = ζ4

z2 : 2ζ6 +
1

2
(V − 5)ζ8 = c2 +

1

2
(V − 1)c21 =⇒ c2 = 2ζ6 − 2ζ8

z3 : 6ζ8 + 2(V − 8)ζ10 +
1

6
(V 2 − 15V + 62)ζ12

= c3 + (V − 1)c1c2 +
1

6
(V − 1)(V − 2)c31 =⇒ c3 = 6ζ8 − 14ζ10 + 8ζ12������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 5. APPROXIMATIONEN 5.3. Tieftemperaturentwiklungen 109und damit
ξ(z, ζ) = 1 + zζ4 + z2

(
2ζ6 − 2ζ8

)
+ z3

(

6ζ8 − 14ζ10 +
26

3
ζ12

)

+ . . . (5.49)Um die freie Energiedihte zu gewinnen, müssen wir die Logarithmus-Funktion in
f = −P

V
J − h− 1

β
log ξ (5.50)entwikeln. Da ξ von der Ordnung 1 und FV (n, ζ) von der Ordnung V ist, folgt mit

log Ξ = V log ξ = log
(
1 + zFV (1, ζ) + z2FV (2, ζ) + . . .

)

=
∞∑

n=1

znFV (n, ζ) +O(V 2),dass sih die höheren Ordnungsterme in der Entwiklung der Logarithmusfunktion weg-heben. Deshalb ist
log ξ =

∞∑

n=0

zngn(ζ), gn(ζ) =
d

dV
FV (n, ζ)

∣
∣
V=0

. (5.51)Für das 2d−Ising-Modell erhalten wir
log ξ = zζ4 + z2

(

2ζ6 − 5

2
ζ8

)

+ z3

(

6ζ8 − 16ζ10 +
31

3
ζ12

)

+ . . . , (5.52)was man auh mit (5.49) erhält. Die Magnetisierung gewinnen wir durh Ableiten derfreien Energiedihte nah dem Magnetfeld,
m(β, h) = − ∂

∂h
f

(5.50)
= 1 +

1

β

∂

∂h
log ξ

= 1− 2z
∂

∂z
log ξ = 1− 2

∞∑

n=1

nzngn(ζ). (5.53)Die spontane Magnetisierung ist dann
m(β, h = 0) = 1− 2

∞∑

n=1

ngn(ζ). (5.54)Wihtig ist, dass in 2 und mehr Dimensionen die minimale Ober�ähe eines Graphen mitdem Volumen gegen unendlih strebt. Für n = 9 zum Beispiel ist der Graph mitminimalerOber�ähe das Quadrat mit Seitenlängen 3 (p = 12). Für jedes n besteht der Graph mit������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 5. APPROXIMATIONEN 5.3. Tieftemperaturentwiklungen 110maximale Ober�ähe aus n disjunkten Quadraten der Seitenlänge und hat die Ober�ähe
p = 4n. Deshalb hat die spontane Magnetisierung m0 eine (formale) Potenzreihe in ζ . Ineiner Dimension oder für ein unendlih langes Gitter mit endliher Breite gilt dies niht.Es gibt dann Graphen fester Ober�ähe mit beliebig groÿem Volumen.Für das 2d quadratishe Ising-Modell sind

g1 = ζ4

2g2 = 4ζ6 − 5ζ8

3g3 = 18ζ8 − 48ζ10 + 31ζ12

4g4 = 4ζ8 + 72ζ10 − 340ζ12 + . . .

5g5 = 40ζ10 + 215ζ12 + . . .

6g6 = 12ζ10 + 240ζ12 + . . . (5.55)
7g7 = 154ζ12 + . . .

8g8 = 48ζ12 + . . .

9g9 = 9ζ12 + . . .
∑

ngn(ζ) = ζ4 + 4ζ6 + 17ζ8 + 38ζ10 + 357ζ12 + . . .Zum Beispiel ist der Koe�zient 31/3 von ζ12 in g3(ζ) bestimmt als Koe�zient von V inder Zahl GV (3, 12) aller Graphen mit Volumen n(X) = 3 und Ober�ähe p(X) = 12.In der folgenden Abbildung ist die spontane Magnetisierung (5.54) mit ∑ngn aus(5.55) geplottet.
0.52091 ζ

1
m

Die Extrapolation ergibt eine vershwindende Magnetisierung bei
ζc = 0.52091 oder Tc = 3.06665 · J ∼ 0.76666 · TMF. (5.56)Die Tieftemperaturreihe für die Magnetisierung,

m0 =
∑

any
n = 1− 2y2 − 8y3 − 34y4 − 152y5 − 714y6 + . . . , (5.57)������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 5. APPROXIMATIONEN 5.3. Tieftemperaturentwiklungen 111mit y = ζ2 ist, hat bis auf a0 nur negative Koe�zienten. Falls die Reihe einen endlihenKonvergenzradius yc hat, so liegt die Singularität von m0(y) auf der positiven reellenAhse bei yc. Wir analysieren die Reihe wie früher mit dem Quotientenkriterium.
m0 ∼

(

1− y

yc

)β

=
∑

any
n =⇒ an

an−1
=

1

yc
− 1 + β

yc

1

n
. (5.58)In [38℄ wurde die Tieftemperaturentwiklung für das 2d-Ising-Modell auf dem quadrati-shen Gitter bis zur Ordnung y76 berehnet. Die Koe�zienten und Koe�zientenquotientenbis zur Ordnung y15 sind in der folgenden Tabelle enthalten.

n an an/an−1 n an an/an−1 n an an/an−11 9 6 -714 4.69737 11 -2373048 5.222632 -2 7 -3472 4.86275 12 -12515634 5.274083 -8 4.00000 8 -17318 4.98790 13 -66551016 5.317434 -34 4.25000 9 -88048 5.08419 14 -356345666 5.354475 -152 4.47059 10 -454378 5.16056 15 -1919453984 5.38649Die Quotienten an/an−1 sind in der nähsten Abbildung über n aufgetragen. Die Steigungder interpolierenden Gerade ist etwa −6.54 und der Shnittpunkt mit der Ordinate bei
1/yc ∼ 5.83. Daraus ergibt sih folgende Shätzung für die kritishe Temperatur

1

yc
= e4βcJ = 5.83 =⇒ Tc = 2.269 · J = 0.567 · TMF. (5.59)Dies ist nahe am exakten Wert (5.39). Für den kritishen Koe�zienten β �nden wir

β ∼ 6.54/5.83− 1 ∼ 0.122. (5.60)anstelle des exakten Wertes β = 1/8 = 0.125.

1/3

1/n

an/an−16

3
1/61/10

b

b

b

b

b

bb

b
b

b
b

bbb

1/15

∼ 5.83
3.65Steigung ∼ −6.54������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 5. APPROXIMATIONEN 5.4. Aufgaben zu Kapitel 5 1125.4 Aufgaben zu Kapitel 5Aufgabe 1: HohtemperaturentwiklungBetrahten Sie das dreidimensionale Ising-Modell ohne Magnetfeld:
H = −J

∑

〈xy〉

sxsy mit sx, sy ∈ {−1, 1} .Bestimmen Sie die Zustandssumme bis zur Ordnung v8 (v = tanh(βJ)) in der Hohtem-peraturentwiklung. Geben Sie weiterhin für e−βf (f ist die Dihte der Freien Energie)die Entwiklung ebenfalls bis zur Ordnung v8 an.Aufgabe 2: Molekularfeldnäherung des Z3-ModellsGegeben ist die Hamiltonfunktion
H = −

∑

x,y∈Λ

Jxy cos(θx − θy) mit θx ∈
{

2πk

3

∣
∣
∣
∣
k = 0, 1, 2

}

.Bestimmen Sie die Zustandssumme
Z =

∑

ω∈Ω

exp(−βH(ω))in der Molekularfeldnäherung. Bei dieser Näherung wird in der Hamiltonfunktion Jxydurh J̃
V

ersetzt. Führen Sie als Ordnungsparameter
m =

1

V

∑

x∈Λ

exp(iθx)ein und drüken Sie die Hamiltonfunktion durh m und m̄ aus. Wieviele Kon�gurationengibt es für ein vorgegebenes m? Geben Sie f(m, m̄) in
Z =

∑

m

exp(−βV f(m, m̄))an und diskutieren Sie das Ergebnis.Hinweis: Führen Sie a0, a1, a2 ein, wobei ak die Anzahl der Gitterplätze mit θ = 2πk
3ist. Drüken Sie m durh die ak aus. Sind für ein �xiertes m und V = |Λ| die ak eindeutigbestimmt? Benutzen Sie die ak um die Anzahl der Kon�gurationen zu bestimmen.

������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



Kapitel 6Exakte ResultateIn diesem Kapitel besprehen wir einige wihtige exakte Resultate über diskrete Gittermo-delle. Wir beginnen mit den erstaunlihe Dualitätstransformationen, die zwei Gittermodel-le ineinander transformieren. Diese Transformationen existiert auh für Abelshe Eih-theorien und einfahe (supersymmetrishe) Feldtheorien. Danah wird das PeierlsheArgument für die Existenz einer geordneten Phase in ferromagnetishen Systemen in 2oder mehr Dimensionen bei tiefen Temperaturen besprohen. Nah einer Diskussion derhilfreihen Korrelationsungleihungen �ndet sih im Anhang eine kurze Einführung in denDi�erenzenkalkül auf Gittern, einer diskreten Version des äuÿeren Kalküls.6.1 Dualität für das 2d Ising-ModellKramers und Wannier [41℄ fanden 1941 eine Transformation, welhe das 2d-Ising-Modell mit (β, h = 0) auf ein 2d-Ising-Modell mit (β∗, h = 0) abbildet. Dabei ist dieTemperatur T ∗ eine monoton abnehmende Funktion der Temperatur T des ursprünglihenModells und die Hohtemperaturphase geht über in die Tieftemperaturphase. Diese inter-essante Dualitätstransformation führt auf neue Einsihten über die Dynamik des Ising-Modells. Sie kann auf beinahe alle Abelshen Theorien, auh in höheren Dimensionen,verallgemeinert werden. Zum Beispiel auf Theorien mit Symmetriegruppen ZN ,R , U(1).Niht immer ist die duale Theorie gleih der ursprünglihen mit anderen Parametern, d.h.niht jede Abelshe Theorie ist selbstdual. Oft ist die duale Theorie wesentlih kompli-zierter als die ursprünglihe. Leider ist es viel shwieriger, Dualitätstransformationen fürniht-Abelshe Theorien zu �nden. Eine shöne Einführung in Dualitäten in Feldtheorienund der statistishen Mehanik �ndet sih im Übersihtsartikel von R. Savit [39℄.Wir beginnen mit der graphishen Entwiklung der Zustandssumme für hohe Tempe-
113



KAPITEL 6. EXAKTE RESULTATE 6.1. Dualität für das 2d Ising-Modell 114raturen,
Z = (coshK)P

∑

w

∏

〈xy〉

(
1 + vsxsy

)
= (coshK)P2V

∞∑

ℓ=0

gℓv
ℓ

= (coshK)P2V
∑

G

vL(G) = (coshK)P2V
∑

G

∏

x

vnx(G)/2, (6.1)wobei G die Menge der Hohtemperaturgraphen (geshlossene Graphen, Graphen mitlauter geraden Verties) ist und nx(G) die Anzahl der am Vertex x endenden Linien desGraphen G. In zwei Dimensionen ist nx ∈ {0, 2, 4}. Nun kommt die wihtige Beobahtung,dass diese Summe als Zustandssumme auf dem dualen Gitter interpretiert werden kann.

r ∈ Λ∗ x ∈ ΛG = ∂X

r

s

+

+

+

+

+ + + + +

+ +

+ + + +

+ + +

+ +− −

−

− +

2 2 4

Das duale Gitter Λ∗ ist das Gitter mitVerties in den Mittelpunkten der Zellendes ursprünglihen Gitters Λ. Die Varia-blen nx sind auf den Punkten des Gitters
Λ de�niert. Nun können wir jedem Gra-phen duale Variablen σr, r ∈ Λ∗ wiefolgt zuordnen: σrσs = −1 falls derGraph G die Linie von r nah s aufdem dualen Gitter shneidet. Shneidensie sih niht, so setzen wir σrσs = 1.Der Graph G de�niert ein Gebiet X aufdem dualen Gitter. Spins σr �innerhalb�und �auÿerhalb� des Gebiets X habenvershiedene Vorzeihen.Zu jedem Graphen gehören 2 Kon�gurationen w∗ und −w∗ auf dem dualen Gitter. Essein nun p(x) die Plaquette des dualen Gitters mit dem Gitterpunkt x ∈ Λ im Zentrumund den Ekpunkten 1, 2, 3 und 4. Dann ist

nx = 2− 1

2

(
σ1σ2 + σ2σ3 + σ3σ4 + σ4σ1

)
≡ 2− 1

2
σp(x). (6.2)Setzen wir dies in die Zustandssumme (6.1) ein und berüksihtigen, dass w∗ und −w∗zum selben Graphen gehören und jede duale Linie zu zwei Plaquetten gehört, dann folgt

Z =
1

2
(coshK)P2V

∑

w∗

∏

x

(
v · v−σP (x)/4

)

������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 6. EXAKTE RESULTATE 6.1. Dualität für das 2d Ising-Modell 115
=

1

2
(coshK)2V (2v)V

∑

w∗

v−
1
2

P

〈rs〉 σrσs (6.3)
=

1

2

(
2 sinhK coshK

)V
∑

w∗

e−β
∗H(σ),wobei H die Energie des Ising-Modells ist und wir v = exp(−2K∗) beziehungsweise

K∗ = −1
2
log tanhK gesetzt haben. Diese Beziehung zwishen K und K∗ kann wie folgtumgeformt werden,
2 sinh 2K∗ = e2K

∗ − e−2K∗

=
1

v
− v = cothK − tanhK =

2

sinh 2K
.Die Beziehung zwishen K und K∗ hat also die symmetrishe Form

sinh 2K · sinh 2K∗ = 1. (6.4)

Kc K

K∗

Die Gleihung (6.4) sollte als Bezie-hung zwishen der Temperatur T desIsing-Modells auf dem Gitter Λ undder Temperatur T ∗ des Ising-Modellsauf dem dualen Gitter Λ∗ interpretiertwerden. Die Beziehung K ↔ K∗ istsymmetrish und reziprok: wenn K mo-noton von 0 nah ∞ wähst, so fällt K∗monoton von ∞ nah 0. Die Abbildunglinks zeigt die monoton fallende Funktion
K∗(K) und den Fixpunkt der Abbildung
K → K∗.Weiterhin ist

sinhK coshK =
1

2
sinh 2K =⇒ (2 sinhK coshK)2 (6.4)

=
sinh 2K

sinh 2K∗
.und wegen (6.3) führt dies auf die Dualitätsrelation

Z(K)

(sinh 2K)V/2
=

1

2

Z(K∗)

(sinh 2K∗)V/2
. (6.5)Wenn wir nun annehmen, dass die freie Energiedihte reell-analytish ist für T > 0, bisauf eine einzige kritishe Temperatur Tc, dann ist Kc die Lösung der Gleihung K = K∗,������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 6. EXAKTE RESULTATE 6.1. Dualität für das 2d Ising-Modell 116also von
sinh 2Kc = ±1 =⇒ Kc = ±1

2
log
(
1 +
√

2
)
≈ ± 0.4407.Die negative Lösung entspriht dem antiferromagnetishen Fall J < 0. Für das ferroma-gnetishe System ist die kritishe Temperatur

Tc =
2J

log
(
1 +
√

2
) ≈ 2.2692J ≈ 0.5673TMF. (6.6)Hätte das Ising-Modell mehrere kritishe Punkte, dann würde die Dualitätsrelation (6.5)niht mehr alle kritishen Temperaturen bestimmen, sondern nur noh Relationen zwi-shen Paaren von kritishen Temperaturen.Wir geben eine zweite, mehr algebraishe Herleitung der Dualitätsrelation, welhe sihleihter auf andere Systeme verallgemeinern lässt. Wir shreiben

Z =
∑

{s}

∏

〈xy〉

(
coshK + sinhK sxsy

)
=
∑

{s}

∏

〈xy〉

1∑

k=0

ck(K)(sxsy)
k, (6.7)wobei c0(K) = coshK und c1(K) = sinhK eingeführt wurden. Wir werden hier auf einzweiwertiges Feld geführt, das jeder Linie ℓ = 〈xy〉 die Zahl 0 oder 1 zuordnet,

kℓ = kxy ∈ {0, 1}.Für eine feste Belegung {k} der Links ist der Beitrag zur Zustandssumme
∑

{s}

∏

〈xy〉

ckxy(K)(sxsy)
kxy =

∏

〈xy〉

ckxy(K)
∑

{s}

∏

〈xy〉

(sxsy)
kxy

=
∏

〈xy〉

ckxy(K)
∑

{s}

∏

x

s∂k(x)x ,wobei ∂k(x) =
∑

y:〈yx〉 kxy eingeführt wurde. Für jede ganze Zahl k ist
∑

sx=−1,1

snx = 2δ2(n), δ2(n) =

{
1 n gerade
0 n ungerade, (6.8)und die Summe über die Spinkon�gurationen kann leiht ausgeführt werden. Damit er-halten wir folgende Formel für die Zustandssumme in beliebigen Dimensionen

Z = 2V
∑

{k}

∏

ℓ

ckℓ
(K)

∏

x

δ2
(
∂k(x)

)
. (6.9)������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 6. EXAKTE RESULTATE 6.1. Dualität für das 2d Ising-Modell 117Jede Linie ℓ = 〈xy〉 auf dem Gitter ist mit einem kℓ ∈ {0, 1} belegt. Die Variable
∂k(x) =

∑

ℓ:x∈∂ℓ

kℓkann einen der Werte 0, 1, 2, 3 oder 4 annehmen. ∂k ist die Divergenz des �Vektorfeldes�
kℓ. Nun ordnen wir einer Belegung ℓ → kℓ der Linien zwishen nähsten Nahbarn ei-ne Kon�guration {σ} auf dem dualen Gitter zu. Shneidet die Linie 〈rs〉 zwishen dennähsten Nahbarn r, s auf dem dualen Gitter die Linie ℓ, so setzen wir

kℓ =
1

2
(1− σrσs). (6.10)Für parallele Spins auf den Gitterplätzen r und s ist kℓ = 0, für antiparallele Spins 1. Esfolgt die Relation

∂k(x) = 2− 1

2
σp(x),wobei σp(x) in (6.2) eingeführt wurde. Die rehte Seite ist immer gerade, so dass alle

δ-Bedingungen in (6.9) automatish erfüllt sind. Die Transformation (6.10) liefert alleBelegungen der Links mit geraden Divergenzen.Die Summe über die {k}-Kon�gurationen wird zur Summe über die Spinkon�guratio-nen auf dem dualen Gitter. Allerdings müssen wir dabei berüksihtigen, dass {σ} und
{−σ} zur selben {k}-Kon�guration gehören. Da zu jeder Linie ℓ genau eine Linie 〈rs〉auf dem dualen Gitter gehört, ist das Produkt über alle ℓ gleih dem Produkt über allenähste Nahbarn Paare 〈rs〉 auf dem dualen Gitter und

Z =
1

2
2V
∑

{σ}

∏

〈rs〉

c(1−σrσs)/2(K)Nun formen wir ck(K) noh um:
ck(K) = coshK ek log tanhK

(6.10)
= (coshK sinhK)1/2 exp

(
−1

2
σrσs log tanhK

)
.Eingesetzt ergibt sih

Z =
1

2
(2 coshK sinhK)V

∑

{σ}

exp
(

− 1

2
log tanhK

∑

〈rs〉

σrσs

)

=
1

2
(sinh 2K∗)−V

∑

{σ}

exp
(

K∗
∑

〈rs〉

σrσs

) (6.11)������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 6. EXAKTE RESULTATE 6.1. Dualität für das 2d Ising-Modell 118mit K∗ = −1
2
log tanhK. Wir �nden also wieder unser früheres Resultat mit allen Kon-sequenzen.Die letzte Umshreibung der Zustandssumme lässt sih nun relativ leiht verallgemei-nern um die Frage nah der Interpretation der Variablen σr auf dem dualen Gitter zubeantworten. Dazu berehnen wir die Zweipunktfunktion des dualen Modells,

〈σrσs〉 =
1

Z∗

∑

{σ}

σrσs exp
(

K∗
∑

〈pq〉

σpσq

)

.Die Zustandssumme Z(K∗) im Nenner wurde shon �dualisiert� und brauht niht weiterbetrahtet zu werden. Wir shreiben den Zähler um,
Zrs =

∑

{σ}

σrσs exp
(

K∗
∑

〈pq〉

σpσq

)

=
∑

{σ}

σrσs
∏

〈pq〉

1∑

k=0

ck(K
∗)(σpσq)

k,wobei das Produkt über alle nähste Nahbarn-Paare auf Λ∗ zu nehmen ist. Die weitereRehnung ist eine leihte Modi�kation der obigen Manipulation und ergibt
Zrs = 2V

∑

{k}

∏

∗ℓ

ck∗ℓ
(K∗) δ2

(
1 + ∂k(r)

)
δ2
(
1 + ∂k(s)

)∏

p

′
δ2
(
∂k(p)

)
, (6.12)wobei der Strih am letzten Produktzeihen das Produkt über alle Gitterpunkte des dualenGitters mit Ausnahme von r und s anzeigen soll. Wir möhten wieder eine Darstellungder k �nden, so dass die Bedingungen an die Divergenz ∂k in (6.12) erfüllt sind. DieDarstellung (6.10) erfüllt diese Forderung niht.

r

s

∗C
x

y

∗ℓ Um zu einer Darstellung zu gelangen, verbin-den wir die Punkte r und s mit einem belie-bigen Weg ∗C auf dem dualen Gitter. Dannwählen wir folgende Darstellung für die k :

k∗ℓ =

{
1
2
(1− sxsy) ∗ℓ /∈ ∗C

1
2
(1 + sxsy)

∗ℓ ∈ ∗C.Fall also 〈xy〉 den Weg ∗C shneidet, so wählenwir eine andere Transformationsregel.
������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 6. EXAKTE RESULTATE 6.2. Dualität für das 3d Ising-Modell 119Mit dieser Darstellung ist ∂k auf allen Gitterplätzen von Λ∗ eine gerade Zahl, mit Aus-nahme der Punkte r, s, wo ∂k ungerade ist. Eingesetzt in (6.12) erhalten wir
Zrs =

1

2
2V
∑

{s}

∏

〈xy〉∈C

c(1+sxsy)/2(K
∗)
∏

〈xy〉/∈C

c(1−sxsy)/2(K
∗)wobei C die Menge aller Kanten auf dem Gitter Λ ist, die den Weg ∗C shneiden. Naheiner ähnlihen Umformung wie oberhalb von (6.11) gelangen wir zu folgender Darstellung

Zrs =
1

2
(sinh 2K)−V

∑

{s}

exp

(
∑

〈xy〉

Kxysxsy

)

. (6.13)Im Exponenten wird über alle nähste-Nahbarn Paare auf Λ summiert. Die Kopplungzwishen nähsten Nahbarn ist βJ , auÿer für nähste Nahbarn deren Verbindungsli-nie den Weg ∗C auf dem dualen Gitter von r nah s shneidet. Für diese speziellenPaare ist die Kopplung −βJ antiferromagnetish. Damit ist Zrs die Zustandssumme ei-nes Ising-Modells mit einer Mishung aus ferromagnetishen und antiferromagnetishenKopplungen zwishen nähsten Nahbarn. Die Korrelationsfunktion 〈σrσs〉 ist das Ver-hältnis von zwei Zustandssummen: einer mit gemishten ferro- und antiferromagnetishenKopplungen und einer mit nur ferromagnetishen Kopplungen.6.2 Dualität für das 3d Ising-ModellWir beginnen wie bei der Transformation des 2-dimensionalen Modells und erinnern andas in beliebigen Dimensionen gültige Resultat (6.9)
Z = 2V

∑

{k}

∏

ℓ

ckℓ
(K)

∏

x

δ2
(
∂k(x)

)
. (6.14)Wiederum gibt es eine Variable k pro Kante, und entsprehend erhält man in 3 Dimen-sionen die Divergenz

(∂k)(x) =
∑

ℓ:x∈∂ℓ

kℓ. (6.15)Sie ist nun die Summe von 6 Termen, ein k für jede von x ausgehende Linie. Nun ist esshwieriger, die Bedingung ∂k(x) ∈ {0, 2, 4, 6} in (6.14) zu erfüllen. Zuerst führen wir wie-der das duale Gitter Λ∗ ein. Die Gitterpunkte von Λ∗ sind die Zentren der Elementarzellendes ursprünglihen Gitters. Zwei Punkte auf dem dualen Gitter werden mit einer Linieverbunden (sind nähste Nahbarn) wenn die entsprehenden Elementarzellen eine Seite������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 6. EXAKTE RESULTATE 6.2. Dualität für das 3d Ising-Modell 120teilen. Das duale Gitter eines kubishen Gitters ist damit wieder ein kubishen Gitter, dasin alle drei Raumrihtungen um eine halbe Gitterlänge gegenüber Λ vershoben ist. JedeKante ℓ des ursprünglihen Gitters geht durh genau eine elementare Plaquette (Seite)des dualen Gitters. Dies ist die zu ℓ duale Plaquette pℓ. Wir ordnen nun jeder Kante ∗ℓdes dualen Gitters eine Variable (Linkvariable) U∗ℓ ∈ {−1, 1} zu.

ℓ

pℓ

U1

U2

U3

U4

Es sei pℓ die zur Kante ℓ duale Plaquette. Wirshreiben
kℓ =

1

2

(

1−
∏

∗ℓ∈∂pℓ

U∗ℓ

) (6.16)Haben eine gerade Anzahl von gruppenwertigen
U∗ℓ auf dem Rand der Plakette p den Wert 1,dann ist kℓ = 0, sonst kℓ = 1.Nun betrahten wir die Divergenz von ∂k am Gitterpunkt x. Sie ist gleih der Summeder k-Werte aller 6 Kanten, die bei x beginnen. Es sei Kx der Kubus des dualen Gittersmit Mittelpunkt x. Durh jede Seite (Plaquette) dieses Kubus geht eine bei x beginnendeKante. Die zu diesen 6 Kanten ℓ dualen Plaquetten sind o�ensihtlih die 6 Seiten desKubus und

∂k(x) = 3− 1

2

∑

∗p∈∂Kx

∏

∗ℓ∈∂ ∗p

U∗ℓ. (6.17)Das Produkt der U ′s kann nur die Werte ±1 annehmen. Wir wollen nahprüfen, dass fürdiese Darstellung die Divergenz nur die Werte 0, 2, 4 und 6 annehmen kann. Sind alle U∗ℓauf den Kanten des Kubus 1, so ist ∂k = 0. Ändern wir das Vorzeihen eines der U∗ℓ, soändern 2 Terme in (6.17) das Vorzeihen und die Summe ändert sih entsprehend um 4, 0oder −4. Also ändert sih ∂k um eine gerade Zahl. Das die Darstellung (6.16) notwendigist, werden wir später beweisen.Das Produkt über alle Kanten (6.14) wird zum Produkt über alle dualen Plaquetten.Setzen wir die Darstellung (6.17) in (6.14) ein, so sind die Kroneker-Funktionen alle 1und
Z = 2V

∑

{k(U)}

∏

{∗p}

c(
1−

Q

U∗ℓ

)
/2

(K). (6.18)Wir werden sehen, dass vershiedene Kon�gurationen U : ∗ℓ −→ U∗ℓ ∈ {−1, 1} zu der-selben Kon�guration k : ℓ −→ kℓ ∈ {0, 1} gehören. Nah Konstruktion ist das Gewiht������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 6. EXAKTE RESULTATE 6.2. Dualität für das 3d Ising-Modell 121zweier U-Felder mit identishem k-Feld gleih. Wir dürfen also nur über Klassen k(U) von
U-Feldern summieren, welhe zum selben k-Feld gehören. Dies ist die Summe in (6.18).Mit der Beziehung

ckℓ
= coshKekℓ log tanhK

(6.16)
=

(
coshK sinhK

)1/2
exp

(

− 1
2
log tanK

∏

∗ℓ∈∂pℓ

U∗ℓ

)ergibt sih folgende Form für die Zustandssumme,
Z = 2V

(
coshK sinhK)3V/2 ·

∑

{k(U)}

exp
(

K∗
∑

{∗p}

∏

∗ℓ∈∂ ∗p

U∗ℓ

) (6.19)Die Summe im Exponenten ist über alle Plaquetten des dualen Gitters und die Beziehung
K∗(K) lautet genauso wie in 2-Dimensionen,

K∗ = −1

2
log tanhK. (6.20)

r

Multiplizieren wir die U∗ℓ derjenigen Kanten
∗ℓ, deren Rand den Punkt r ∈ Λ∗ enthältmit −1, so ändert sih das Feld k(U) in(6.16) niht, da jede Plaquette des dualenGitters entweder zwei oder keine dieser Kan-ten enthält. Diese Operation kann an jedemGitterpunkt r ∈ Λ∗ unabhängig vorgenommenwerden, und daher gibt es 2V

∗ Kon�gurationen
{U} mit demselben k(U).Es folgt, dass unter einer Umeihung

U〈rs〉 −→ U ′
〈rs〉 = grU〈rs〉g

−1
s , g : Λ∗ −→ G = {−1, 1} (6.21)sih weder das Feld k(U) noh der Term
∏

∗ℓ∈∂ ∗p

U∗ℓim Exponent in (6.19) ändern. Es sind Beispiele für eihinvariante Gröÿen. Andere wihtigeeihinvariante Variablen sind die Wilsonshleifen-Variablen: Es sei ∗C ein geshlossenerWeg (ein Shleife) auf dem dualen Gitter, ∂ ∗C = 0. Dann ist die Shleifenvariable gegeben������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 6. EXAKTE RESULTATE 6.2. Dualität für das 3d Ising-Modell 122durh
W
(
∗C
)

=
∏

ℓ∈∗C

U∗ℓ ∈ G. (6.22)Zwei Kon�gurationen U und U ′ müssen in der Summe (6.19) identi�ziert werden. DieTheorie mit Zustandssumme (6.19) hat damit eine lokale Symmetrie. Da g : Λ∗ → Z2ein beliebiges Feld ist, gibt es 2V
∗ eihäquivalente Kon�gurationen U . Wir haben damitbewiesen, dass die zum 3-dimensionalen Ising-Modell duale Theorie eine Z2-Eihtheorieist. Man kann nun zeigen (siehe [39℄), dass die duale Theorie der Z2-Eihtheorie wiederdas 3-dimensionale Ising-Modell ist. Die Dualitätstransformation ist idempotent.Es stellt sih natürlih die Frage, wie man die Summe in (6.19) über eih-inäquivalenteKon�guration, also Kon�gurationen U mit untershiedlihen k(U) ausführt. Es gibt zweiVorgehensweisen: Man versuht die Eihung zu �xieren und wählt aus jeder Eihklasse
{U〈rs〉} ∼ {grU〈rs〉g

−1
s } (6.23)einen Repräsentanten aus und summiert nur über die Repräsentanten. Oder man summierteinfah über alle U-Kon�gurationen in (6.19). Dann überzählt man, aber die Überzählungist unabhängig von k immer (etwa) 2V

∗ . Auf diese Weise �ndet man für kubishe Gitter,für die V = V ∗ ist, das Resultat
Z =

(
coshK sinhK)3V/2 ·

∑

{U}

exp
(

K∗
∑

{∗p}

∏

∗ℓ∈∂ ∗p

U∗ℓ

)

. (6.24)Wir haben benutzt, dass der Boltzmannfaktor auf jeder Eihklasse konstant ist. Nunshreiben wir die Eihtransformation (6.21) noh in einer Form, die den Zusammenhangzur Elektrodynamik (in 3 Euklidshen Raumzeit-Dimensionen) herstellt. Dazu shreibenwir
U〈rs〉 = exp

(
iπA〈rs〉

) und gr = exp
(
iπλr

)
,wobei die Variablen A〈rs〉 und λx aus der additive geshriebenen Gruppe Z2 = {0, 1} sind.In dieser Gruppe ist zum Beispiel 1 + 1 = 0. Wegen

∂〈rs〉 = 〈s〉 − 〈r〉 =⇒
(
λ, ∂〈rs〉

)
= λs − λr = (dλ, 〈rs〉)hat die Eihtransformation (6.21) für das Eihfeld A = A〈rs〉〈rs〉 die uns allen wohlbe-kannte Form wie in der (diskretisierten) Elektrodynamik,

A −→ A′ = A− dλ, A ∈ C1(Λ
∗,Z2), λ ∈ C0(Λ

∗,Z2). (6.25)������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 6. EXAKTE RESULTATE 6.3. Peierls Argument 1236.3 Peierls ArgumentShon vor der Berehnung der freien Energie des 2-dimensionalen Ising-Modells durhOnsager [42℄ bewies Peierls [40℄ die Existenz zweier Phasen für tiefe Temperaturen.Seine von ihm verwendete Methode ist auf viele andere Modelle der statitistishen Physikanwendbar. In diesem Abshnitt wird das Peierlshe Argument für das 2-dimensionaleIsing-Modell besprohen. Am Ende werden wir klären, welhe Verallgemeinerungen mög-lih sind.Wir wählen feste Randbedingungen und setzen alle Spins am Gitter-Rand auf 1. DieWahl von niht-periodishen Randbedingungen wird sih später als wihtig herausstellen.Mit den gewählten 1-Randbedingungen gehört zu jeder Kon�guration w eine Menge Γwvon sih niht shneidenden Shleifen innerhalb derer die Spins −1 sind. Es sei also
Γw = {γ1, γ2, . . . , γn}eine Menge von durhshnittsfreien Shleifen und wΓ die zugehörige eindeutige Spinkon-�guration, siehe die folgende Abbildung.Wir wollen nun die Energie einer Kon�guration ωΓ mit zugehörigen Shleifen Γw unddie Wahrsheinlihkeit für das Auftreten dieser Kon�guration abshätzen.
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Die Energie H = −J
∑

〈xy〉 sxsy dieser Kon�gurati-on ist o�ensihtlih
HΛ(wΓ) = − J#(Paare mit gleihem Spin)

+ J#(Paare mit ungl. Spin)

= −JP + 2J
∑

i

|γi|,wobei wie früher P die Anzahl NN-Paare und |γi|die Länge der Shleife γi bezeihnet.Damit ist die Wahrsheinlihkeit für das Auftreten einer Kon�guration wΓ gleih
P [wΓ] =

1

Z ′
exp

(

−2K
∑

γi∈Γw

|γi|
)

, Z ′ =
∑

Γ

exp

(

−2K
∑

γi∈Γ

|γi|
)

. (6.26)Es gilt die folgende UngleihungLemma (Peierls-Ungleihung) Die Wahrsheinlihkeit für das Auftreten einer Shleife
γ kann wie folgt abgeshätzt werden,

P [γ] ≡ P
[
{w : γ ∈ Γw}

]
≤ e−2K|γ|. (6.27)������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 6. EXAKTE RESULTATE 6.3. Peierls Argument 124Beweis: Die linke Seite ist
1

Z ′

∑

w:γ∈Γw

exp

(

−2K
∑

γ′∈Γw

|γ′|
)

=
1

Z ′
e−2K|γ|

∑

w:γ∈Γw

exp



−2K
∑

γ′∈Γw\γ

|γ′|





=
1

Z ′
e−2K|γ|

∑

w:γ∈ΓPγw

exp

(

−2K
∑

γ′∈Γw

|γ′|
)

.Wir haben benutzt, dass die Shleifen in Γw mit γ ∈ Γw bis auf die Wegnahme von
γ identish zu den Shleifen der Kon�guration Pγw ist, wobei Pγw aus w durh dasUmkehren der Vorzeihen aller Spins innerhalb γ hervorgeht. In der letzten Summe wirdüber eine Teilmenge aller Kon�gurationen summiert, so dass sie kleiner oder gleih Z ′ ist.Dies beweist dann die Ungleihung (6.27). Die Wahrsheinlihkeit für das Auftreten langerKonturen vorgegebener Form sinkt also exponentiell mit deren Länge. Diese Ungleihungist unabhängig von der Gröÿe des Gitters Λ.Wir wollen diese Information dazu benutzen, um die Wahrsheinlihkeit der Spinkon-�gurationen mit sx = −1 für 1-Randbedingungen abzushätzen. Dazu bemerken wir, dassjeder solhe Spin von mindestens einer Kontur umshlossen sein muss (es können natürlihauh mehr sein). Wir haben dasLemma Die Länge |γ| jeder Kontur ist gerade. Die Anzahl A(n) der einen Punkt x ∈ Λumshliessenden Konturen der Länge n ist

A(n) ≤ n− 2

2
· 3n−1.Für einen geshlossenen Kontur ist sowohl die Zahl der horizontalen als auh die Zahl dervertikalen Kanten gerade. Deshalb ist n = |γ| ∈ {4, 6, 8, . . .}.
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Zur Abshätzung von A(n) überlegen wir unszunähst, dass der vom Punkt x ausgehendeStrahl y = x + λe1, λ > 0, den Kontur γ min-destens einmal shneiden muss. Wir betrahtendie vertikale Kante von γ mit dem gröÿten λ-Wert. Diese kann nur λ-Werte der Form −1
2
+kmit k ∈ {1, . . . , 1

2
(n − 2)} besitzen. Der gröÿ-te Wert wird für das Rehtek der Höhe 1 undLänge 1

2
(n − 2) realisiert. Jede der n − 1 an-deren Kanten kann bezüglih seines Vorgängershöhstens 3 Rihtungen einshlagen:links, geradeaus, rehts. Durh Multiplikation der kombinatorishen Faktoren erhaltenwir die obige Shranke für A(n). Die Zahl der x umshliessenden Konturen wähst also������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 6. EXAKTE RESULTATE 6.3. Peierls Argument 125exponentiell mit der Länge. Aus der Peierls-Ungleihung und dem obigen Lemma folgtdurh Vergleih, dass für
K >

1

2
log 3 ≈ 0.55das Auftreten sehr langer, den Punkt x umshliessender Konturen unwahrsheinlih ist.Es gilt derSatz Für K > 0.7 existieren zwei vershiedene Gibbsmasse P+

β , P
−
β für das Isingmodellauf dem Gitter Z2, wobei für alle x ∈ Z2 gilt

〈sx〉P+
β
> 0 und 〈sx〉P−

β
< 0. (6.28)Für tiefe Temperaturen tritt also spontane Magnetisierung auf. Aus der exakten Lösungoder mit Dualitätsargumenten folgt, dass sogar shon fürK > Kc mitKc = 1

2
log(1+

√
2 ≈

0.44 spontane Magnetisierung auftritt.Zum Beweis shätzen wir die Wahrsheinlihkeit für das Auftreten von sx = −1 bei +1-Randbedingungen ab. Wir wollen annehmen, dass α ≡ 4K − 2 log 3 positiv ist:
P+[sx=−1] ≤

∑

γ um x

P [γ] ≤
∑

n∈N

A(n)e−2Kn =
∑

m∈N

A(2m)e−4Km

≤
∑

m∈N (m−1)32m−1e−4Km ≤ 1
3

∑

m∈N

(m−1)e−αm

= 1
3
e−α

∑

n∈N0

ne−nα = 1
3
e−α

(

− ∂

∂α

∑

n∈N0

e−nα

)

= 1
3

y2

(1− y)2
,mit y = exp(−α) ∈ (0, 1) Wir wollen heraus�nden, wann diese Wahrsheinlihkeit kleinerals 1

2
ist. Sie ist 1

2
für

2y2 = 3(1− y)2 oder für y = 3±
√

6.Wir shliessen, dass für y < 3−
√

6 oder auh für α > − log(3−
√

6) die Wahrsheinlihkeit
P [sx = −1] kleiner 1/2 wird. Damit �nden wir für +1-Randbedingungen und für

K > 1
2
log 3− 1

4
log
(
3−
√

6
)

= 1
4
log
(

3(3 +
√

6 )
)

≈ 0.69853. (6.29)eine positive Magnetisierung. Diese Abshätzung ist unabhängig vom Gitterplatz x undder Gröÿe des Gitters Λ. Im thermodynamishen Grenzfall bleibt also für hinreihend tiefeTemperaturen eine positive Magnetisierung 〈sx〉+ > 0 übrig. Setzen wir alle Spins auf demRand gleih −1, dann �nden wir mit denselben Argumenten, dass für K > 1
4
log
[
3(3 +������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 6. EXAKTE RESULTATE 6.3. Peierls Argument 126
√

6 )
] die Wahrsheinlihkeit P [sx = 1] kleiner als 1/2 ist. Im thermodynmishen Limeserhalten wir dann eine negative Magnetisierung. Dies beweist die Existenz von mindestenszwei vershiedenen Phasen für K > 0.7.Nun wollen wir uns überlegen, inwieweit sih das Peierls-Argument auf andere Sys-teme anwendbar ist. Beim Argument studiert man Anregungen über der Kon�guration

w0 mit der kleinsten Energie, der sogenannten Grundzustandskon�guration. Für das d-dimensionale Ising-Modell mit+1-Randbedingungen ist dies die geordnete Kon�guration
w0 = {sx = 1|x ∈ Λ}.Daneben brauht man die Verallgemeinerung der Peierlskonturen. Dies sind randlose

d− 1-Ketten auf dem dualen Gitter,
γ ∈ Cd−1(Λ

∗,G), ∂γ = 0.Für jede Kon�guration w = {s} de�niert man diese Peierlskonturen wie folgt:
Γw =∗ v1

d−1 +∗v2
d−1 + . . . ,wobei die Zellen ∗vid−1 auf dem dualen Gitter Λ∗ dual zu einer Kante 〈xy〉 auf dem Gitter Λsind, für die sxsy = −1 ist. Die Zellen ∗vid−1 bilden eine geshlossene (randlose) Flähe dieim Allgemeinen aus mehreren Zusammenhangskomponenten {γ1, . . . , γn} besteht. DieseKomponenten nennt man Peierlskonturen. Eine Kontur ist also eine zusammenhängendeund geshlossene Hyper�ähe auf dem dualen Gitter. Sie trennt das Innere γ̄ ⊂ Λ von sei-nem Komplement γ̄c = Λ\γ̄, dem Äusseren von γ. Zwei Konturen heissen verträglih, fallsihre Vereinigung keine zusammenhängende Menge von d− 1-Ketten ist. Eine Menge vonKonturen heisst verträglih, falls je zwei Konturen in der Menge verträglih sind. Es gibto�ensihtlih eine 1−1-Beziehung zwishen Kon�gurationen w mit +1-Randbedingungenund Mengen von verträglihen Konturen. Wir �nden folgende Abshätzungen für das d-dimensionale Ising-Modell:Lemma Die Anzahl A(n) der vershiedenen Peierlskonturen der Gröÿe n erfüllt die Un-gleihung

exp

(
n− 2d

2d− 2
log d

)

< A(n) <
n− 2

2d− 2
(3(2d− 3))n−1 . (6.30)Die untere Shranke ist leiht zu beweisen: Man betrahte eine Kette von k benahbartenGitterpunkten die bei x beginnt. Dabei gelangt man von einem Gitterpunkt zum folgendenindem man eine Gitterlänge in eine der d positiven Koordinatenrihtungen fortshreitet.O�ensihtlih erhält man d k−1 vershiedene Ketten dieser Art. Nun betrahtet man die������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 6. EXAKTE RESULTATE 6.3. Peierls Argument 127dazu duale d-Kette. Deren Rand ist eine zusammenhängende geshlossene Kontur die xumshlieÿt. Die Gröÿe jeder Kontur ist n = (2d− 2)k+2, da sih die inneren Flähen derKettenzellen wegheben. Damit �nden wir
A(n) > dk(n)−1 = d(n−2d)/(2d−2) = exp

(
n− 2

2d− 2
log d

)

.Wir beweisen die obere Shranke in (6.30) mit ähnlihen Argumenten wie wir sie für das
2-dimensionale Modell benutzten. Der von x ∈ Λ ausgehende Strahl x + λe1, λ > 0shneidet eine x umshliessende Kontur γ mindestens einmal. Wir betrahten die dualeZelle ∗v1

d−1 ∈ γ mit dem gröÿten λ-Wert. Diese kann nur λ-Werte der Form −1
2

+ kmit k ∈ {1, . . . (n − 2)/(2d − 2)} annehmen. Der gröÿte Wert wird für die Säule mitGrund�ähe 1 und der Länge (n − 2)/(2d − 2) in die e1-Rihtung realisiert. Jede der
n− 1 anderen Zellen ∗vid−1, i = 2, . . . , n kann bezüglih seiner Vorgängerzelle höhstens 3Rihtungen einshlagen und an 2(d− 1)− 1 Seiten angeheftet werden. Multipliziert mandie kombinatorishen Faktoren, dann �ndet man die obere Shranke in (6.30).Nun argumentiert ganz ähnlih wie in 2 Dimensionen. Dabei nehmen wir an, dass
α = 4K − 2 log(6d − 9) positiv ist. Die Wahrsheinlihkeit, dass der Spin am Gitterunkt
x gleih −1 ist, kann wie folgt nah oben abgeshätzt werden:

P+[sx=−1] ≤
∑

m∈N

A(2m)e−4Km ≤ 1

ζ2

y2

(1− y)2mit y = e−α, ζ2 = 3(2d− 3)(d− 1).Diese Wahrsheinlihkeit ist kleiner als 1/2 für
y <

ζ

ζ +
√

2
oder K > 1

4
log

(

1 +

√
2

ζ

)

+ 1
2
log 3(2d− 3).In 2 Dimensionen ist ζ =

√
3 und wir �nden das frühere Resultat. In 3 Dimensionen ist

ζ = 9
√

2 und es gibt 2 Phasen für
K > 1

4
log 108 =⇒ T <

2

3 log 108
TMF ≈ 0.1424TMF.Die Existenz von mehreren Phasen in höher-dimensionalen Modellen kann auh mit denKorrelationsungleihungen, denen wir uns jetzt zuwenden, bewiesen werden.
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KAPITEL 6. EXAKTE RESULTATE 6.4. Korrelationsungleihungen 1286.4 KorrelationsungleihungenWir betrahten ein Spinmodell auf einem (zunähst) endlihen Gitter Λ mit V = |Λ|Gitterpunkten und dem Kon�gurationenraum
Ω =

{
w = (s1, . . . , sV )

∣
∣sx ∈ R}. (6.31)Jeder Spin kann zunähst alle reellen Werte annehmen. Die Einshränkung von sx erfolgtdurh ein apriori Wahrsheinlihkeitsmass νx für sx, dass gerade sei. Zum Beispiel gehörtzum Ising-Spin ein mit Gewihten 1

2
auf den Punkten ±1 konzentriertes apriori Mass.Wir untersuhen Gittersysteme mit Energie

H(w) = −
∑

K⊂Λ

JKsK , wobei sK =
∏

x∈K

sx, JK ≥ 0. (6.32)Der kanonishe Erwartungswert einer Spinfunktion A(w) ist
〈A〉 =

1

Z

∫

R
V

A(w)e−βH(w)dν(w), dν(w) =
V∏

x=1

dνx(sx), (6.33)mit der entsprehenden Zustandssumme Z, so dass 〈1〉 = 1 gilt.Weiter betrahten wir das �doppelte� System, das aus 2 ungekoppelten Kopien desursprünglihen Systems besteht:Kon�gurationen: (w,w′) ∈ RV × RVa-priori-Mass: dν(w,w′) = dν(w)dν(w′) (6.34)Energie: H(w,w′) = H(w) +H(w′).In diesem System benutzt man oft die Variablen
u =

1√
2

(
w + w′) und v =

1√
2

(
w − w′). (6.35)Es gilt nun die folgende Ungleihung von Griffiths, Kelly und Sherman:1. GKS-Ungleihung: Ist die Energiefunktion H : Ω → R ferromagnetish, so gilt dieUngleihung

〈sA〉 ≥ 0 (6.36)für alle A ⊂ Λ, wobei in A derselbe Punkt von Λ mehrfah vorkommen darf.������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 6. EXAKTE RESULTATE 6.4. Korrelationsungleihungen 129Beweis: Wir entwikeln den Boltzmannfaktor
e−H(w) =

∞∑

n=0

1

n!

(
∑

K

JKsK

)n

=
∑

n1,...,nV

an1...nV
︸ ︷︷ ︸

≥0

sn1
1 · · · snV

Vund setzen ein,
Z · 〈sA〉 =

∑

n1,...,nV

an1...nV

∫

sm1
1 · · · smV

V dν(s1) · · ·dνV (sV ),wobei mx = nx + (Vielfahheit von x in A) ist. Da νx als gerade vorausgesetzt wurde, istdas letzte Integral
V∏

x=1

∫

smx
x dνx(sx) =

{
0 für ungerades mx

≥ 0 sonst.Also ist 〈sa〉 als Summe von niht-negativen Termen selbst niht-negativ.Als nähstes beweisen wir dieGinibre-Ungleihung: Im doppelten System ist
〈uAvB〉 ≥ 0 (6.37)für alle A,B ⊂ Λ.Beweis: Die negative Energie

−H(w,w′) =
∑

K⊂Λ

JK

[(u+ v√
2

)

K

+

(
u− v√

2

)

K

]ist ein Polynom mit positiven Koe�zienten in u und v. Wir erhalten eine ähnlihe Ent-wiklung wie im Beweis der GKS-Ungleihung (6.36). Wir müssen daher noh zeigen,dass
Imn =

∫

R
2

umvndν(s)dν(s′) ≥ 0ist. Dies ist klar für gerade Exponenten m und n. Ist m oder n ungerade, dann vershwin-det Imn. Dies folgt aus der Invarianz des Masses dν(s)dν(s′) bezüglih:
(s, s′) −→ (−s,−s′)⇐⇒ (u, v) −→ (−u, v)
(s, s′) −→ (s′, s) ⇐⇒ (u, v) −→ (u,−v).������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 6. EXAKTE RESULTATE 6.4. Korrelationsungleihungen 130Das Mass ist also gerade in den neuen Variablen u und v und deshalb vershwindet Imnwenn m oder n ungerade ist. Als nähstes beweisen wir die2. GKS-Ungleihung: Es gilt die Ungleihung
〈sAsB〉 − 〈sA〉〈sB〉 ≥ 0 ∀A,B ⊂ Λ. (6.38)Beweis: Im doppelten System ist

〈sAsB〉 − 〈sA〉〈sB〉 =
〈
sA(sB − s′B)

〉

=
〈(u+ v√

2

)

A

[(u+ v√
2

)

B

−
(
u− v√

2

)

B

〉

.Der Ausdruk in den ekigen Klammern ist wieder ein Polynom in u, v mit positivenKoe�zienten. Mit der Ungleihung (6.37) von Ginibre folgt dann die Ungleihung (6.38).Wir betrahten nun anstelle des allgemeinen Modells mit Energie (6.32) den speziellenFall von Paarwehselwirkungen,
H(w) = −

∑

〈xy〉

Jxysxsy −
∑

x

Jxsx (6.39)und setzen zunähst ferromagnetishe Kopplungen Jxy ≥ 0 voraus. Dann gilt diePerus-Ungleihung: Im doppelten System ist
〈va〉 ≥ 0 ∀A ⊂ Λ. (6.40)Beweis: Die Transformation

(
s

s′

)

x

=
1√
2

(
1 1

1 −1

)(
u

v

)

xist eine Drehung, so dass
−H(w)−H(w′) =

∑

xy

J〈xy〉(uxux + vxvy)−
√

2
∑

x

Jxux.Nun entwikelt man nur den Term exp(
∑
Jxyvxvy) und zeigt, dass

I =
∑R 2V

dν(w)dν(w′)vn1
1 · · · vnV

V exp




∑

〈xy〉

Jxyuxuy +
√

2
∑

x

Jxux



 ≥ 0
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KAPITEL 6. EXAKTE RESULTATE 6.5. Anhang C: Di�erenzenkalkül 131ist. Da das apriori-Mass gerade in allen ux und allen vx ist, ist dieses Integral nur un-gleih Null wenn alle Exponenten nx gerade sind. Für gerade nx ist das Integral abero�ensihtlih ≥ 0.Neben den hier vorgestellten und bewiesenen Resultaten gibt es weitere Korrelations-ungleihungen, z.B. für das Produkt von 3 oder 4 Spinfunktionen. Ih verweise auf [43℄.Anwendungen: Besonders wihtig ist die 2. GKS-Ungleihung in der Form
〈sAsB〉 − 〈sA〉〈sB〉 =

∂〈sA〉
∂JB

≥ 0. (6.41)Es folgt die Monotonie der Korrelationfunktionen als Funktionen der Kopplungskonstan-ten. Insbesonders wähst 〈sA〉 monoton
• bei wahsendem äuÿeren Feld
• bei wahsender ferromagnetisher Kopplung
• bei sinkender Temperatur.Die Ungleihung (6.41) erlaubt uns, vershiedene Modelle der statistishen Mehanikmiteinander zu vergleihen. So folgt aus dem Peierlshen Argument für Systeme mitNN-Wehselwirkung dann sofort die Existenz einer spontanen Magnetisierung falls nohzusätzlihe ferromagnetishe Wehselwirkungen längerer Reihweite wirken. Diese ist so-gar gröÿer und die entsprehende kritishe Temperatur nimmt zu. Ferner ist die sponta-ne Magnetisierung eine sinkende Funktion der Temperatur. Es folgt weiter, dass ein 3-dimensionales Ising-Modell, dass durh ferromagnetishe Kopplung von 2-dimensionalenModellen entsteht, eine gröÿere Magnetisierung und damit eine höhere kritishe Tempe-ratur als das 2-dimensionale Modell hat.6.5 Anhang C: Di�erenzenkalkülBei der Behandlung von allgemeinen Gittertheorien und insbesonders der Dualitäten lohntes, den Di�erenzen-Kalkül auf dem Gitter zu kennen. Der Vollständigkeit halber erinnernwir an die De�nition und die wesentlihen Eigenshaften von Simplizial-Komplexen ineinem Euklidshen Raum1.1In dieser Vorlesung benötigen wir niht die allgemeineren Simplexe in Mannigfaltigkeiten.
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KAPITEL 6. EXAKTE RESULTATE 6.5. Anhang C: Di�erenzenkalkül 132
b

b b

xp

x1x0

Gegeben seien a�ne unabhängige Punkte x0, x1, . . . ineinem abstrakten Raum. Ein p-Standardsimplex vp istdie konvexe Hülle
〈x0x1 . . . xp〉 =

{
x =

p
∑

i=0

λixi | λi ≥ 0,

p
∑

i=0

λi = 1
}
.Sind alle baryzentrishen Koordinaten λi positiv, soliegt x im Innern des Simplex. Ist λi = 0, so liegt xauf der Seite gegenüber dem Vertex xi.Ein 0-Simplex 〈x0〉 ist ein Punkt, ein 1−Simplex 〈x0x1〉 eine Streke, ein 2−Simplex

〈x0x1x2〉 ein Dreiek und ein 3-Simplex 〈x0x1x2x3〉 ein Tetrahedron. Ein orientierter p-Simplex ändert das Vorzeihen bei einer Orientierungsänderung: Ist π eine Permutationvon p Elementen, so ist
〈
π(x0) . . . π(xp)

〉
= sign(π)〈x0 . . . xp〉. (C-1)Der j-Seite eines Simplex ist die Menge de�niert durh λj = 0. Sie ist gleih dem xj ge-genüberliegenden Ober�ähenstük. Die 2 Seiten des 1-Simplex 〈x0x1〉 sind die Punkte (0-Simplexe) x0 und x1, die 3 Seiten eines 2-Simplex 〈x0x1x2〉 die drei Streken (1-Simplexe)

〈x0x1〉, 〈x1x2〉 und 〈x2x0〉 usw.
p-Simplexe sind spezielle p-Zellen, also p-dimensionale konvexe Polyeder vp im R d. EinZellkomplex K ist eine Menge von Zellen {v1

p, v
2
p, . . .}, so dass

• Jede Seite einer Zelle eine Zelle ist.
• Die Shnittmenge zweier Zellen vip und vjp entweder leer oder eine gemeinsame Seiteder beiden Zellen ist.Eine Simplizial-Komplex ist ein Zellkomplex, dessen Zellen Simplexe sind. Hier sind ins-besonders Zellkomplexe, die zu einem Raumgitter gehören von Interesse. Die Anzahl

p-dimensionaler orientierter Zellen des endlihen Gitters (Punkte, Kanten, Plaquetten,Kuben,...) sei Np. Die geometrishen Objekte eines Zellkomplexes sind formale endliheSummen von p-Zellen,
φp =

Np∑

i=1

ϕiv
i
p, (C-2)und werden p−Ketten genannt. Die Koe�zienten ϕi sind Elemente einer additiv geshrie-benen Abelshen Gruppe G. Sie sind die Stärke des Feldes φp in der Zelle vip, analog zum������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 6. EXAKTE RESULTATE 6.5. Anhang C: Di�erenzenkalkül 133Wert eines Skalarfeldes in einem Punkt. Eine alternative Shreibweise für die Ketten einesSimplizialkomplexes ist
φ0 =

∑

i

ϕi〈xi〉

φ1 =
1

2

∑

ij

ϕij〈xixj〉 (C-3)
φ2 =

1

3!

∑

ijk

ϕijk〈xixjxk〉 . . . .Wegen (C-1) sind die ϕij, ϕijk, . . . antisymmetrish in ihren Indizes,
ϕπ(i1)...π(ip) = sign (π)ϕ i1,...,ip.Die Kettengruppe Cp(G) ist die freie Abelshe Gruppe über p-Zellen. Gehören die Zellenzu einem Gitter Λ, so shreiben wir oft Cp(Λ,G) für die Kettengruppe. Der Körper |K|eines KomplexesK ist die Vereinigung aller Zellen. Ist eine Menge der Körper eines Simpli-zialkompexes K, dann nennt man K eine Triangulation dieser Menge. Die Triangulationeiner endlihen Menge S von Punkten im R d ist der SimplizialkomplexK mit |K| = onv.Hülle (S). Jede p-Zelle hat eine Simplizialzerlegung, so dass Simplexe die fundamentalenBausteine von Zellen sind.Rand und Co-Rand: Im folgenden werden der Randoperator und sein adjungierterOperator, der Co-Randoperator eine wihtige Rolle spielen. Der Randoperator ordneteiner Kette von Zellen den orientierten Rand zu,
∂ : Cp(G) −→ Cp−1(G). (C-4)Für einen orientierte p-Zelle ist
∂vip =

∑

j

[vip : vjp−1] v
j
p−1, (C-5)wobei die Inzidenzmatrix wie folgt de�niert ist:

[vip : vjp−1] =

{

±1 falls vjp−1 ⊂ vip
0 sonst. (C-6)Das Plus- oder Minuszeihen berüksihtigt die relative Orientierung der beiden Zellen.
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KAPITEL 6. EXAKTE RESULTATE 6.5. Anhang C: Di�erenzenkalkül 134Für ein p-Simplex ist der Rand gegeben durh
∂〈x0 . . . xp〉 =

p
∑

0

(−)j〈x0 . . . x̌j . . . xp〉 (C-7)Die De�nition (C-7) für Simplexe impliziert die De�nition (C-6) für allgemeinere Zellen.Um dies einzusehen wähle man eine Simplizialzerlegung der Zelle.Das Bild von ∂ ist ein orientierter Rand. Ist 〈x0x1〉 die orientierte Linie von x0 zu x1,dann ist ihr Rand gleih dem Endpunkt minus dem Anfangspunkt. Ist 〈x0x1x2〉 ein orien-tiertes Dreiek, dann ist sein Rand die Summe der orientierten Linien 〈x1x2〉 − 〈x0x2〉 +
〈x0x1〉. Der Randoperator ∂ wird linear auf Ketten ausgedehnt,

∂φp =
∑

φi∂v
i
p.Zum Beispiel ist der Rand der 1- und 2−Ketten eines Simplizialkomplexes

∂φ1 =
1

2

∑

ij

φij
(
〈xj〉 − 〈xi〉

)
=
∑

i<j

φij
(
〈xj〉 − 〈xi〉

)

∂φ2 =
1

3!

∑

ijk

φijk
(
〈xjxk〉 − 〈xixk〉+ 〈xixj〉

)

=
∑

i<j<k

φijk
(
〈xjxk〉 − 〈xixk〉+ 〈xixj〉

)
.Der Randoperator ist nilpotent,

∂∂ = 0, (C-8)und der Rand eines Randes gleih Null. Es genügt, dies für Simplexe zu beweisen,
∂∂〈x0x1x2 . . . xp〉 = ∂

(
∑

j

(−)j〈x0 . . . x̌j . . . xp〉
)

=
∑

k<j

(−)j+k〈x0 . . . x̌k . . . x̌j . . . xp〉 (C-9)
−

∑

k>j

(−)j+k〈x0 . . . x̌j . . . x̌k . . . xp〉 = 0.Der Co-Rand d ist eine lineare Abbildung von Cp nah Cp+1. Wenden wir d auf eine p-Zelle
������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 6. EXAKTE RESULTATE 6.5. Anhang C: Di�erenzenkalkül 135
vp an, so erhalten wir die Summe derjenigen p + 1-Zellen, deren Rand +vp enthält,

dvip =
∑

j

[vjp+1 : vip] v
j
p+1. (C-10)Hier ist wieder das Vorzeihen wihtig.

y

y

x0

x1

Zum Beispiel ist der Co-Rand eines SimplexSimplex 〈x0 . . . xp〉 die Kette
∑

y:〈yx0...xp〉

〈yx0x1 . . . xp〉. (C-11)Summiert wird hier über alle y, für die
〈yx0 . . . xp〉 ein p + 1-Simplex ist. Beim Drei-eksgitter ist d〈x0x1〉 die Summe von zweiDreieken.Genauso wie der Randoperator ist der Co-Randoperator nilpotent,

dd = 0. (C-12)Für Standardsimplexe ist der Beweis relativ einfah:
dd〈x0x1 . . . xp〉 =

∑

y,y′:〈y′yx0...xp〉

〈y′yx0 . . . xp〉 = 0,da sih 〈yy′ . . .〉 und 〈y′y . . .〉 = −〈yy′ . . .〉 in der Summe wegheben. Später werden wirsehen, dass d der zu ∂ adjungierte Operator ist. Aus ∂∂ = 0 folgt dann sofort dd = 0 fürbeliebige Ketten.Wir notieren die expliziten Formeln für 0 und 1-Ketten von Simplizialkomplexen. Eine
0-Kette (Skalarfeld) φ0 =

∑
φx〈x〉 hat den Co-Rand

dφ0 =
∑

x

φx
∑

y:〈yx〉

〈yx〉 =
∑

〈xy〉

(φx − φy)〈yx〉. (C-13)Er ist der Di�erenziengradient von φ0. Für eine 1-Kette (Vektorfeld) φ1 ist
dφ1 =

∑

〈xy〉

φxy
∑

z:〈zxy〉

〈zxy〉 =
∑

〈xyz〉

(φxy − φzy + φzy)〈zxy〉 (C-14)
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KAPITEL 6. EXAKTE RESULTATE 6.5. Anhang C: Di�erenzenkalkül 136Die Divergenz einer 1-Kette erhält man mit dem Randoperator. Man �ndet
∂φ1 =

∑

〈yx〉

φyx∂〈yx〉 =
∑

〈yx〉

φyx
(
〈x〉 − 〈y〉

)
=
∑

x

〈x〉
∑

y:〈yx〉

φxy. (C-15)Der Koe�zient von 〈x〉 ist minus der Di�erenzen-Divergenz am Punkt x. Wir erwarten,dass ∂d proportional zum Laplaeoperator sein sollte. Für eine 0-Zelle gilt zum Beispiel,
∂dφ0 = δ

(
∑

x

∑

y:〈yx〉

φx〈yx〉
)

=
∑

x

〈x〉
(

qφx −
∑

y:〈yx〉

φy

)

= −
∑

x

(△φ0)(x)〈x〉, (C-16)wobei q die Anzahl 1-Simplexe ist, die x als Randpunkt haben. Für einen Zellkomplex ist
∂dφ0 =

∑

jk

φi[v
j
1 : vi0][v

j
1 : vk0 ]v

k
0 . (C-17)Für 0-Ketten aus C0(Λ,G) �ndet man wieder die Formel (C-16), wobei q die Anzahlnähster Nahbarn von x ist und über alle nähsten Nahbarn y von x summiert wird.Für das 2−dimensionale Wabengitter ist q = 3, das quadratsihe Gitter q = 4 und dasDreieksgitter q = 6.Satz von Stokes: Wir geben hier das diskrete Gegenstük zum Stokesshen Satzes imKontinuum an. Dazu betrahten wir einen orientierten Weg C auf dem Gitter Λ, der zweiPunkte a, b ∈ Λ verbindet,

C = 〈x0x1〉+ 〈x1x2〉+ . . .+ 〈xn−1xn〉, 〈xixi+1〉 ∈ K, (C-18)wobei x0 = a und xn = b sein soll. O�ensihtlih ist ∂C = 〈b〉 − 〈a〉. Wir wollen anneh-men, das der Weg sih niht selbst shneidet. Dem Wegintegral in der Kontinuumstheorieentspriht folgende Formel für eine 1-Kette,
(
φ, C

)
≡ φ(C) =

∑

〈xy〉∈C

φxy, (C-19)wobei wir auf der linken Seite das in beiden Argumenten innere Produkt
(
vip, v

j
q

)
= δijδpq (C-20)einführten. Für zwei orientiert Simplexe, die als Mengen gleih sind aber eine andere������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 6. EXAKTE RESULTATE 6.5. Anhang C: Di�erenzenkalkül 137Orientierung haben, ist das innere Produkt −1. Für zwei Kanten gilt zum Beispiel
(
〈xy〉, 〈uv〉

)
= δ(x, u)δ(y, v)− δ(x, v)δ(y, u). (C-21)Nun betrahten wir (dφ, C) für ein beliebiges Skalarfeld (1-Kette),

(
dφ, C

)
=

n−1∑

i=0

(
φxi+1

− φxi

)
= φb − φa (C-22)wobei wir x0 = a und xn = b berüksihtigten. Sind a und b nähste Nahbarn auf einemGitter Λ, dann ist

(dφ, 〈ab〉) = φb − φagenau die Form der Wehselwirkung für ein Ising-artigtes Spinmodell.Da andererseits ∂C = 〈b〉 − 〈a〉 gilt, folgt unmittelbar der Stokessher Satz
(
dφ, C

)
=
(
φ, ∂C

)
. (C-23)Es sein nun S eine orientierte Flähe im Gitter. Damit meinen wir eine Kette aus ori-entierten 2−Zellen mit gemeinsamen Seiten und derart orientiert, dass sih die innerenRänder wegheben,

S =
∑

i∈I

vi2, ∂S =
∑

i∈I,k

[vi2 : vk1 ] v
k
1 . (C-24)Die Flähe S brauht keineswegs eben zu sein. Es sei nun

φ =
∑

j

φjv
j
1, dφ =

∑

jk

φj [v
k
2 : vj1] v

k
2 .eine beiliebige 1-Kette. Dann sind

(
dφ,S

)
=

∑

i∈I

∑

j,k

φj
(
[vk2 : vj1] v

k
2 , v

i
2

)
=
∑

i∈I,j

φj [v
i
2 : vj1]

(
φ, ∂S

)
=

∑

j

∑

i∈I,k

φj
(
vj1, [v

i
2 : vk1 ] v

k
1

)
=
∑

i∈I,j

φj [v
i
2 : vj1]o�ensihtlih gleih und es folgt der Stokesshe Satz

(dφ, S) = (φ, ∂S). (C-25)������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 6. EXAKTE RESULTATE 6.5. Anhang C: Di�erenzenkalkül 138In der folgenden Abbildung ist der Satz für ein Simplizialkomplex illustriert.
x, y′

y, x′

z

z′

v

w

Im Beitrag der beiden shra�erten Dreiekezu (dφ,S) heben sih φxy und φx′y′ = −φxygegenseitig weg. Ganz analog heben sih füralle inneren Kanten 〈xy〉 die Beiträge φxyweg. Es bleiben nur φxy für Kanten 〈xy〉 aufdem Rand ∂S übrig.Ist S = P eine Plaquette auf einem kubishen Gitter, dann ist
(dφ, P ) = (φ, ∂P ) =

∑

〈xy〉∈∂P

φxyderWilsonshe Term in Gittereihtheorien. Addieren wir zu φ den Co-Rand eines Feldes
χ, so ändert sih der Term niht,

(dφ′, P ) =
(
d(φ+ dχ), P

)
= (dφ, P ).Der Satz von Stokes ist ein Spezialfall eines allgemeineren Satzes für eine p-Kette φpund ein p− 1-Kette χp−1. Für den Beweis notieren wir, dass

(
dvip, v

j
p+1

)
=
(
vip, ∂v

j
p+1

) (C-26)gilt. In der Tat, mit Hilfe von (C-10) und (C-18) �ndet man für die linke Seite
(
∑

k

[vkp+1 : vip] v
k
p+1, v

j
p+1

)

= [vjp+1 : vip],und mit (C-5) für die rehte Seite
(

vip,
∑

k

[vjp+1 : vkp ] v
k
p

)

= [vjp+1 : vip].Also ist d der zu ∂ adjungierte Operator auf den Zellen. Wegen der Bilinearität des innerenProduktes gilt dann für beliebige Ketten φp und χp−1 die Formel
(
dφp, χp+1

)
=
(
φp, ∂χp+1

)
. (C-27)Wählt man hier für χp+1 ein Weg oder eine Flähe auf dem Gitter, so erhält man dieentsprehenden Sätze von Stokes.Dualität:Die 0-Zellen des zuK dualen KomplexesK∗ sind die d-Zellen des Komplexes������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 6. EXAKTE RESULTATE 6.5. Anhang C: Di�erenzenkalkül 139
K ⊂ R d. Zwei Knoten ∗vi0,

∗vj0 sind genau dann Randpunkte derselben 1-Zelle, wenn dieentsprehenden d-Zellen vid und vjd eine gemeinsame Seite haben. Es sei V ein Volumen desGitters Λ, also eine d-Kette aus orientierten d-Zellen mit gemeinsamen Seiten und derartorientiert, dass sih die inneren Seiten wegheben. Unter der Dualitätstransformation gehtdieses d-dimensionale Volumen V ⊂ En über in die duale 0-Kette
V =

∑

i∈V

vid −→ V ∗ =
∑

i∈V

∗vi0. (C-28)Mit i ∈ V meinen wir, dass die d-dimensionale Zelle vid in V liegt. Der Co-Rand des dualenVolumens ist
dV ∗ =

∑

j

∑

i∈V

[∗vj1 :∗ vi0]
∗vj1,und deshalb gilt für eine 1-Kette auf dem dualen Gitter, φ∗

1 =
∑

i φ
∗
iv
i
1, folgende Identität

( ∗φ1, dV
∗) =

∑

j

∑

i∈V

φi[
∗vj1 :∗ vi0].Sind beide Endpunkte von ∗vj1 im Volumen V , dann heben sih die entsprehenden Termein der Summe weg und wir erhalten die Summe der Amplituden φi derjenigen Kanten,die den Rand des Volumen V durhstoÿen.

b

b

b

b

b

b

Zum Beispiel ist für einen Simplizialkomplex
(φ∗

1, dV
∗) =

∑

〈ij〉∈V c×V

φij.In der nebenstehenden Figur ist die Situation füreinen 2-dimensionalen Simplizialkomplex gezeigt.Ein Index von φij gehört zu einem Knoten auÿer-halb V und der andere zu einem innerhalb V .Nun ist es einfah zu beweisen, dass
(
φ∗

1, dV
∗
)

= (∂φ∗
1, V

∗) (C-29)gilt. Dies ist das duale Divergenztheorem. Allgemeiner maht man beim Übergang voneinem Gitter Λ ⊂ R d zum dualen Gitter die folgenden Identi�kation für die Erzeugenden
������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 6. EXAKTE RESULTATE 6.5. Anhang C: Di�erenzenkalkül 140der Kettengruppen C(Λ,G) und C∗(Λ∗,G):
vip ←→ ∗vid−p

[vip : vjp−1] ←→ [∗vjd−p+1 :∗ vid−p]. (C-30)Wir wollen hier annehmen, dass das ursprünglihe Gitter eine Triangulation einer ge-shlossenen und orientierbaren Mannigfaltigkeit, zum Beispiel des d-dimensionalen Torus,sei. Dann sind die v∗p ebenfalls Zellen eines Gitters.Jeder p-Kette wird also eine duale d− p-Kette zugeordnet,
φp =

∑

i

φiv
i
p −→ ∗φp =

∑

i

φ∗
iv
i
d−p. (C-31)Mit dem entsprehenden inneren Produkt für die dualen Ketten,

(∗
vip,

∗vjq
)

= δijδpq (C-32)ist die Dualitätstransformation �längenerhaltend�,
(
φp, χq

)
=
(
∗φd−p,

∗χd−q
)
, (C-33)Daraus folgen sofort die wihtige Formeln

∗d ∗ = ∂ und ∗∂ ∗ = d. (C-34)Der Randoperator geht in den Co-Randoperator über und umgekehrt,
∂φp =

∑

ij

φi[v
i
p : vjp−1] v

j
p−1

∗←→
∑

ij

φi[
∗vjd−p+1 :∗ vid−p]

∗vjd−p+1 = d ∗φd−p

dφp =
∑

φij[v
j
p+1 : vip] v

j
p+1

∗←→
∑

ij

φi[
∗vid−p :∗ vjd−p−1]

∗vjd−p−1 = ∂ ∗φd−p.und (C-27) geht über in
(
∂ ∗φp,

∗χp−1

)
=
(
∗φp, d

∗χp−1

) (C-35)Das Divergenztheorem (C-2) ist ein Spezialfall dieser allgemeineren Formel.Hodge-Komplex: Oft hat man im unterliegenden Euklidshen Raum p-Formen,die über Simplexe, Zellen oder Ketten integriert werden können. Wir wollen hier kurzan die wihtigsten Eigenshaften von p-Formen und insbesondere an die Integralsätzeerinnern. Es seiM eine di�erenzierbare Mannigfaltigkeit und f : R d →M di�erenzierbar.In lokalen Koordinaten sei xi = f(t1, . . . , td). Im Allgemeinen wird f allerdings kein������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 6. EXAKTE RESULTATE 6.5. Anhang C: Di�erenzenkalkül 141Di�eomorphismus sein. Das Bild σp = f(vp) ⊂M der Zelle vp ⊂ R d ist dann eine Zelle in
M . Es ist am einfahsten mit einem simplizialen Komplex zu arbeiten. Dann sind die σpSimplexe in M . Wir wollen immer voraussetzen, dass f(vp) in einer Karte von M liegt.Es sei ω eine di�erenzierbare p-Form in M . In lokalen Koordinaten hat sie die Form

ω =
1

p!

d∑

i1,...,ip=1

ωi1...ip(x)dx
i1 ∧ . . . ∧ dxip .Diese Form kann über einen p-Simplex σp integriert werden,

∫

σp

ω =
1

p!

∫

vp

ωi1...ip
∂(xi1 . . . xip)

∂(t1 . . . tp)
dt1 . . . dtp =

∫

vp

f ∗(ω). (C-36)Diese De�nition ist natürlih unabhängig von der gewählten Karte in M . Für ein p-Form
ω ist das Integral über die p Kette cp = f(φp) =

∑
φiσ

i
p durh

∫

cp

ω =
∑

φi

∫

σi
p

ω (C-37)de�niert. Es gilt zudem der wihtigeSatz [Stokes℄ Es sei ωp−1 eine p−1-Form und cp eine p−Kette in M . Dann gilt
∫

cp

d ωp−1 =

∫

∂cp

ωp−1. (C-38)Wir betrahten die einfahsten Beispiele für welhe M = R d und f = 1 ist:Es sei ω0(x) eine 0-Form, also eine di�erenzierbare Funktion, und v1 = 〈x0x1) ein 1−Simplex.Dann gilt
∫

σ1

dω0 =

∫

∂σ1

ω0 = ω0〈x1)− ω0〈x0)Für eine 1-Form ω1 =
∑
ωidx

i und einen 2-Simplex σ2 = 〈x0x1x2) gilt entsprehend
∫

σ2

dω1 (C-9)
=

∫

〈x1x2)

ω1 −
∫

〈x0x2)

ω1 +

∫

〈x1x2)

ω1.Dies ist aber gerade der bekannte Integralsatz von Stokes in der Formensprahe.Ist nun ωp eine geshlossene p-Form, dωp = 0, dann folgt unmittelbar
∫

∂cp+1

ωp =

∫

cp+1

dωp = 0. (C-39)������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 6. EXAKTE RESULTATE 6.5. Anhang C: Di�erenzenkalkül 142Die Menge aller geshlossenen p-Formen bezeihnen wir mit Ḟ . Untersheiden sih zweiKetten nur um einen Rand, cp − c′p = ∂cp+1, dann gilt für jede geshlossene p-Form
∫

cp

ωp =

∫

c′p

ωp, ωp ∈ Ḟ p(M), cp − c′p ∈ ∂Cp+1. (C-40)Eine Kette cp heisst Zyklus, wenn sie keinen Rand hat, ∂cp = 0. Die Menge aller p-Zyklenbezeihnen wir mit Ċp(M). Jeder Rand ist ein Zyklus, ∂Cp+1(M) ⊂ Ċp(M). Ist nun ωpexakt, ωp = dαp−1, dann gilt für jeden Zyklus
∫

cp

ωp =

∫

cp

dαp−1 =

∫

∂cp

αp−1 = 0. (C-41)Die exakten p−Formen bezeihnen wir mit dF p−1. Untersheiden sih zwei p-Formen umeine exakte Form, ωp − ω′p = dαp−1, dann gilt für jeden Zyklus
∫

cp

ωp =

∫

cp

ω′p, cp ∈ Ċp, ωp − ω′p ∈ dF p−1. (C-42)Zusammengefasst können wir folgendes sagen: ist ωp eine geshlossene p−Form und cp einZyklus, dann gilt
∫

cp

ωp =

∫

cp+∂cp+1

(
ωp + dωp−1

)
. (C-43)Identi�ziert man zwei Zyklen, wenn sie sih um einen Rand untersheiden und zwei ge-shlossene Formen, wenn sie sih um eine exakte Form untersheiden, dann gelangt manzu der Homologiegruppen und den de Rhamshen Gruppen,

Hp(M) = Ċp(M)/∂Cp+1(M)

Rp(M) = Ḟ p(M)/dF p−1(M). (C-44)Das Integral ∫
cp
ωp hängt nur von den Klassen von ωp in Ḟ p und von cp in Ċp ab und wirerhalten den Komplex

Cd
∂−→ Cd−1

∂−→ . . .
∂−→ C2

∂−→ C1
∂−→ C0

∂−→ 0

F 0 d−→ F 1 d−→ . . .
d−→ F d−2 d−→ F d−1 d−→ F d d−→ 0. (C-45)Dies sind exakte Sequenzen wenn das Bild von ∂ (d) genau dem Kern von ∂ (d) ist. Istdie erste Sequenz in (C-45) exakt, so sind alle Homologiegruppen trivial, ist die zweiteSequenz exakt, dann sind alle deRhamshen Gruppen trivial.������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



Kapitel 7RenormierungsgruppeDie Monte-Carlo-Simulationen zeigen harakteristishe Kon�gurationen mit untershied-lihem Verhalten in den Hoh- und Tieftemperaturphasen und am kritishen Punkt. Mansieht Domänen, deren mittlerer Durhmesser gleih der Korrelationslänge ξ ist.Für T > Tc �ndet man typish Domänen gleiher Ausrihtung der Spins mit endli-hem Durhmesser, bei Tc mit beliebig groÿer und kleiner Ausdehnung und für T < Tc mitmakroskopisher Ausdehnung und wenigen, endlihen Inseln entgegengesetzter Ausrih-tung. Da am kritishen Punkt Domänen beliebiger Gröÿe existieren, sieht jedes Bild aufbeliebigen Längenskalen ähnlih aus. Führen wir für typishe Kon�gurationen eine Ska-lenänderung durh, im einfahsten Fall durh extremes Dezimieren der Spins, so erhaltenwir für T > Tc Bilder mit kleineren Domänen, ähnlih wie wenn wir die Temperaturerhöhen. Betrahten wir dagegen eine typishe Kon�guration bei T < Tc, so führt dieDezimierung auf ein Bild mit makroskopishen Domänen mit nur noh halb so groÿenInseln entgegengesetzter Ausrihtung, ähnlih wie bei Erniedrigung der Temperatur.In jedem Fall führt eine Skalenänderung mit linearem Dezimierungsfaktor b > 1 wegvom kritishen Punkt, auÿer man startet exakt bei Tc. Die gemahten Beobahtungenlegen folgende Frage nahe: Kann eine Skalenänderung exakt äquivalent zu einer Änderungder Temperatur und weiterer Kopplungskonstanten sein. Mit äquivalent meinen wir, dassZustandssumme und Korrelationsfunktionen (soweit sie für die mikroskopishen und diedezimierten Spins gleihzeitig de�niert werden können) übereinstimmen. Wir besprehenzuerst ein einfahes Beispiel für welhes dies möglih ist.Im Jahre 1982 erhielt K.G. Wilson den Nobelpreis für Physik als Würdigung seinerForshungsarbeit auf dem Gebiet der Renormierungsgruppe. Dieser nihtstörungstheo-retishe Zugang zur Theorie der kritishen Phänomene entwikelte sih seither zu einemmähtigen Werkzeug in der Statistishen Physik und Quantenfeldtheorie. Wesentlihe Bei-träge stammen von Stuekelberg, Peterman, Gell-Man, Low und Brezin in derQuantenfeldtheorie und Teilhenphysik [45℄ sowie Kadanov, Fisher [44℄ und Wilson[46℄ in der Statistishen Physik und Quantenfeldtheorie. Ih verweise auf die Darstellungen143



KAPITEL 7. RENORMIERUNGSGRUPPE 7.1. Ising-Modelle 144in den empfehlenswerten Bühern [47℄ für eine eingehende Darstellung der Methode.7.1 Ising-ModelleFür die Ising-Kette kann die Dezimierung des System exakt durhgeführt werden. Dasverdünnte System ist gleih dem ursprünglihen System mit veränderten Kopplungskon-stanten. In d ≥ 2 Dimensionen werden dagegen bei jeder Verdünnung neue Kopplungenerzeugt und die iterierte Verdünnung kann niht mehr analytish berehnet werden.7.1.1 Ising-KetteWir betrahten zuerst die Zustandssumme fürN Spins und periodishe Randbedingungen.Die Energie ist proportional zu
−βH = K

∑

〈xy〉

sxsy + h
∑

x

sx mit K = βJ, h = βh̃.Man beahte, dass h in dieser Formel das mit der inversen Temperatur multiplizierte unddamit dimensionslose �Magnetfeld� ist. Im Ausdruk für die Zustandssumme summierenwir über jeden zweiten Spin (b = 2), d.h. über die Spins auf den geraden Gitterpunkten,und erhalten
Z(N,K, h) =

∑

s1,s2,...

eKs1s2+
1
2
h(s1+s2)eKs2s3+

1
2
h(s2+s3) × . . .

=
∑

s1,s2,...

eK(s1s2+s2s3)+
1
2
h(s1+2s2+s3) × . . . (7.1)

=
∑

s1,s3,...

(

e(K+ 1
2
h)(s1+s3)+h + e−(K− 1

2
h)(s1+s3)−h

)

· · · .Wir wollen annehmen, dass N gerade ist. Nah der Summation über jeden zweiten Spinerhalten wir ein Ising-artiges System auf den ungeraden Gitterpunkten. Die interessanteBeobahtung ist, dass man neue Kopplungskonstanten K ′, h′ und eine Funktion g(K, h)einführen kann, so dass gilt
e(K+ 1

2
h)(s1+s3)+h + e−(K− 1

2
h)(s1+s3)−h = e2g(K,h)eK

′s1s3+
1
2
h′(s1+s3). (7.2)Wir werden die neuen Kopplungen und g weiter unten berehnen. Diese Ersetzung mahenwir nun für jeden Faktor in (7.1). Es ergibt sih wieder die Zustandssumme einer Ising-

������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 7. RENORMIERUNGSGRUPPE 7.1. Ising-Modelle 145Kette auf dem ausgedünnten Gitter mit Kopplungen K ′, h′,
Z(N,K, h) = eNg

∑

s1,s3,...

eK
′s1s3+

1
2
h′(s1+s3)eK

′s3s5+
1
2
h′(s3+s5) × . . .

= eNgZ
(N

2
, K ′, h′

)

. (7.3)Wir fassen dieses bemerkenswerte Resultat zusammen: auf dem verdünnten Gitter mitdoppeltem Gitterabstand �nden wir die gleihe funktionale Form für die Energie,
βH −→ βH ′ − g(K, h)N, −βH ′ = K ′

∑

〈x′y′〉

sx′sy′ + h′
∑

x′

sx′, (7.4)wobei x′ und y′ ungerade Gitterpunkte sind. Die soeben vorgenommene �Ausintegration�von Freiheitsgraden nennt man Dezimierungsprozedur. Weiter unten werden wir nohandere Dezimierungsprozeduren besprehen. Im Allgmeinen brauhen die Freiheitsgradeauf dem verdünnten Gitter niht mehr mit einem Teil der ursprünglihen Freiheitsgradeidentish zu sein.Um die neuen Konstanten zu berehnen, werten wir die Gleihung (7.2) für drei Werteder beiden Spins (s1, s3) aus. Man �ndet folgende drei unabhängigen Gleihungen:
(s1, s3) = (1, 1) : 2eh cosh(2K + h) = e2geK

′+h′

(s1, s3) = (−1,−1) : 2e−h cosh(2K − h) = e2geK
′−h′

(s1, s3) = (1,−1) : 2 cosh(h) = e2ge−K
′

.Aufgelöst nah den drei Funktionen K ′(K, h), h′(K, h) und g(K, h) ergibt sih
K

R2−→ K ′ = 1
4
log

cosh(2K + h) cosh(2K − h)
cosh2 h

h
R2−→ h′ = h+ 1

2
log

cosh(2K + h)

cosh(2K − h) (7.5)
g(K, h) = 1

8
log
(
16 cosh(2K + h) cosh(2K − h) cosh2 h

)
.Die folgenden Abbildung zeigt Trajektorien der Kopplungskonstanten in der (K, h)-Ebenebei mehrfaher Anwendung der Transformation (7.5). Als Startpunkte für die Iterationenwurden K = 2 und h ∈ {±2/10,±5/100, 0} gewählt. Rehts neben der Abbildung �ndetsih ein kurzes C-Programm zur Berehnung von Trajektorien. Es wird nah den Start-werten für K und H gefragt. Die Ausgabe in den File renorm1d ist in ps-triks-Formatund kann in Latex eingebunden werden. Die Folge von Punkten

(K, h)
R2−→ (K ′, h′)

R2−→ (K ′′, h′′)
R2−→ (K ′′′, h′′′)

R2−→ . . .������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 7. RENORMIERUNGSGRUPPE 7.1. Ising-Modelle 146in der 2-dimensionalen Ebene der Kopplungskonstanten K und h hat die Ahse K = 0als Attraktor. Bei jeder Dezimation oder Ausdünnung des System wird die Kopplung Kzwishen nähsten Nahbarn shwäher, K ′ ≤ K.
h

2.0

K

0.5

2

#inlude <std i o . h>#inlude <math . h>int main (void ){ int i ; f loat k , h , x , y , z ; FILE ∗ fp ;puts ( " Start−K" ) ; s an f ( "%f " ,&k ) ;puts ( " Start−h" ) ; s an f ( "%f " ,&h ) ;fp=fopen ( " . / renorm1d" , "w" ) ;f p r i n t f ( fp , "\\ p s l i n e (%.3 f ,%.3 f ) " ,2∗k , h ) ;for ( i =1; i <21; i++){x=osh (2∗ k+h ) ; y=osh (2∗k−h ) ;z=osh (h ) ; k=log (x∗y/( z∗z ) ) / 4 . 0 ;h=h+log (x/y ) / 2 . 0 ;f p r i n t f ( fp , " (%.3 f ,%.3 f )\n" ,2∗k , h ) ;i f ( i <20)f p r i n t f ( fp , "\\ p s l i n e (%.3 f ,%.3 f ) " ,2∗k , h ) ;} ;f  l o s e ( fp ) ; return 0 ;}Die Ising-Kette geht in sih über, allerdings mit renormierten Kopplungen (K ′, h′) unddoppeltem Abstand zwishen nähsten Nahbarn. Verdünnen wir das System nohmals,
R2 ◦R2 = R4, (7.6)dann wird der Abstand zwishen nähsten Nahbarn das Vierfahe des Abstands im ur-sprünglihen System und die Kopplungskonstanten (K ′, h′) gehen über in die Konstanten

(K ′′, h′′). Diese Verdünnungsprozedur kann wieder und wieder ausgeführt werden. Ist bder Skalenfaktor, um den das System ausgedünnt wird (für die Transformation 7.1 ist
b = 2) und Rb die entsprehende Transformation, dann ist

Rb ◦Rb = Rb2 . (7.7)Es gibt allerdings keine inverse Transformation R−1
b , da die Ausintegration von Freiheits-graden niht rükgängig gemaht werden kann. Die Transformationen Rb bilden also nureine Halbgruppe und keine Gruppe (da das Inverse fehlt). Die Transformation Rb nenntman nah Wilson Renormierungsgruppentransformation (RG-Transformation).

b b b b b b b b b b b b bK K K K K K K K K K K K

b b b b b b bK ′ K ′ K ′ K ′ K ′ K ′

b b b bK ′′ K ′′ K ′′

R2

R2

������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 7. RENORMIERUNGSGRUPPE 7.1. Ising-Modelle 147Nah zweimaliger Anwendung der Gleihung (7.3) folgt nun unmittelbar, dass
Z(N,K, h) = eNg(K,h)e

1
2
Ng(K ′,h′) Z

(
N

4
, K ′′, h′′

) (7.8)gilt. Setzen wir die Iteration fort, so ergibt sih folgende Formel für die freie Energiedihteder Ising-Kette,
f(K, h) = − 1

β

(

g(K, h) +
1

2
g(K ′, h′) +

1

22
g(K ′′, h′′) +

1

23
g(K ′′′, h′′′) + . . .

)

. (7.9)In jeder Stufe der Iteration ist die Form der Funktion g gleih, da die renormierte Energie(7.4) immer die gleihe Form hat.Für ein System mit Magnetfeld Null hat das ausgedünnte System ebenfalls MagnetfeldNull. Die Gerade h = 0 ist eine Trajektorie der Renormierungsgruppe. Dies folgt unmittel-bar aus der Tatsahe, dass das ursprünglihe System für h = 0 eine Z2 Symmetrie aufweistund diese Symmetrie vom ausgedünnten System geerbt wird. Die Abbildung R2 kann al-so kein Z2-brehendes Magnetfeld erzeugen. Um die Gleihungen etwas zu vereinfahen,shalten wir nun das Magnetfeld ab und betrahten den Renormierungsgruppen�uss für
h = 0:

K ′ = R2(K) = 1
2
log cosh(2K) und g = 1

4
log
(
4 cosh(2K)

)
. (7.10)Nur wenn die Kopplungskonstante K einer der beiden Werte 0 oder ∞ annimmt, bleibtsie inert bei einer Transformation. Die beiden Punkte K = 0,∞ sind also Fixpunkteder RG-Transformation R2. Der Punkt K = 0 heisst Hohtemperatur-Fixpunkt und derPunkt K =∞ Tieftemperatur-Fixpunkt.Bei der Transformation R2 verdoppelt sih der Abstand zwishen nähsten Nahbarn.Die Korrelation zwishen zwei Spins auf dem verdünnten Gitter ist nah Konstruktionauf dem feineren oder gröberen Gitter gleih,

1

Z(N,K)

∑

Ω

sx′sy′ exp
(

K
∑

〈uv〉

susv

)

=
1

Z(1
2
N,K ′)

∑

Ω′

sx′sy′ exp
(

K ′
∑

〈u′v′〉

su′sv′
)Hier liegen die gestrihenen Punkte auf dem groben Gitter. Haben x′ und y′ auf demfeinen Gitter den Abstand 2n, dann haben sie auf dem groben Gitter den Abstand n. FürAbstände groÿ verglihen mit der Korrelationslänge ξ gilt

〈sxsy〉 ∼ e−|x−y|/ξ, |x− y| ≫ ξ, (7.11)������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 7. RENORMIERUNGSGRUPPE 7.1. Ising-Modelle 148und wir shliessen, dass bei jeder Transformation R2 die Korrelationslänge halbiert wird,
ξ′ =

ξ

2
. (7.12)Bei der Lösung des 1d Ising-Modells haben wir gezeigt, dass die Korrelationslänge amTieftemperatur-Fixpunkt divergiert und am Hohtemperatur-Fixpunkt vershwindet. DerTieftemperatur-Fixpunkt ist ein kritisher Punkt des Systems und am Hohtemperatur-Fixpunkt vershwindet die Wehselwirkung. Die Trajektorien der Renormierungsgruppeenden im trivialen Fixpunktes mit ξ = 0. Die Kopplungskonstante K und die Korrelati-onslänge ξ werden bei jedem Renormierungsshritt verringert.7.1.2 Das zweidimensionale ModellWir betrahten als weiteres, weniger einfahes Beispiel das zweidimensionale feldfreieIsing-Modell mit

βH = −K
∑

〈xy〉

sxsy. (7.13)Hier sind die Nahbarshaftsverhältnisse etwas komplizierter als in einer Dimension. DieEnergiefunktion des ausgedünnten Systems enthält neben der nähsten-Nahbarn Weh-selwirkung auh Kopplungen zwishen übernähsten Nahbarn. In der Zustandssummebetrahten wir nun den Beitrag aller Spins auf den o�enen Gitterpunkten der folgendenAbbildung. Wir erhalten dann ein e�ektives Spinmodell für die Spins auf den vollen Git-terpunkten.
b b

b b

b b

4

1 5 3

6 2 Zum Beispiel erhalten wir vom Beitrag des Spins aufdem Punkt 5

∑

s5=±1

eKs5(s1+s2+s3+s4)

= eK(s1+s2+s3+s4) + e−K(s1+s2+s3+s4).Das allgemeinste, mit den Symmetrien verträgliheBoltzmann-Gewiht von 4 Spins hat die Form
e2g exp






1

2
K ′

1 (s1s2 + s2s3 + s3s4 + s4s1)
︸ ︷︷ ︸

NN

+K ′
2 (s1s3 + s2s4)
︸ ︷︷ ︸üNN +K ′

3 (s1s2s3s4)
︸ ︷︷ ︸

Q




 ,
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KAPITEL 7. RENORMIERUNGSGRUPPE 7.1. Ising-Modelle 149wobei (NN) für nähste Nahbarn, (üNN) für übernähste Nahbarn und (Q) für Quadratesteht. Wir �nden folgende unabhängige Gleihungen für die Kopplungskonstanten K ′
i:

(s1, s2, s3, s4) = (1, 1, 1, 1) : 2 cosh(4K) = e2ge2K
′
1+2K ′

2+K
′
3

(s1, s2, s3, s4) = (1,−1,−1,−1) : 2 cosh(2K) = e2ge−K
′
3

(s1, s2, s3, s4) = (1, 1,−1,−1) : 2 = e2ge−2K ′
2+K ′

3

(s1, s2, s3, s4) = (1,−1, 1,−1) : 2 = e2ge−2K ′
1+2K ′

2+K
′
3.Die Au�ösung führt auf die RG-Transformation

K ′
1 = 2K ′

2 = 1
4
log cosh(4K)

K ′
3 = 1

8
log cosh(4K)− 1

2
log cosh(2K) (7.14)

g = 1
16

(
log cosh(4K) + log cosh(2K) + 8 log 2

)
.Wir erhalten V/2 derartige Beträge von den o�enen Punkten. Dabei kommt zum Beispielder Term exp(K ′

1s1s2/2) auh bei der Summation über s6 vor. Bezeihnen wir mit w′die Spinkon�gurationen auf dem verdünnten Gitter mit den vollen Gitterpunkten, dannergibt sih für die Zustandssumme des verdünnten Systems,
Z(V,K) = Z ′

(
V

2
, K ′

)

=
∑

w′

e−(βH)′(w′) (7.15)mit der Landau-Ginzburg-Wilson (LGW) Energiefunktion
− (βH)′ = V g +K ′

1

∑

NN

sxsy +K ′
2

∑üNN sxsy +K ′
3

∑

Q

sxsysusv, (7.16)wobei x, y, u, v Punkte auf dem verdünnten Gitter sind. Man sieht, dass der LGW-Hamiltonian H ′ niht mehr die Form von H hat wie beim eindimensionalen Modell.Die Näherung K ′
2 = K ′

3 = 0 zu setzen ist zu grob. In dieser Näherung gibt es wie im ein-dimensionalen Modell nur die Fixpunkte K1 = 0 und K1 = ∞ und entsprehend keinenPhasenübergang. Eine akzeptable Näherung ist es, nur K3 = 0 zu setzen und übernähsteNahbarn als nähste Nahbarn zu zählen,
Z(V,K) = eV g

∑

w′

exp

(

K ′
∑

NN

sx′sy′

)

, K ′ = K ′
1 +K ′

2. (7.17)Die Transformation
K −→ K ′(K) =

3

8
log cosh 4K (7.18)������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 7. RENORMIERUNGSGRUPPE 7.1. Ising-Modelle 150hat Fixpunkte bei 0,∞ und bei
K∗ = 0.50698. (7.19)

K

K ′

K∗

Dies ist niht weit weg von exaktenWert Kc = 0.4407. Der Fixpunkt K∗ist instabil. Startet man die Iterationfür K 6= K∗, dann strebt K gegenden Hohtemperatur�xpunkt bei K =

0 oder den Tieftemperatur�xpunkt bei
K = ∞. Es gibt vershiedene Nä-herungsverfahren der Konstruktion derRG-Transformation. Allen diesen Ver-fahren ist gemeinsam, dass mit einerendlihen Anzahl von Kopplungen ge-arbeitet wird. Beispiele von Ortsraum-RGT sind

• Kumulanten-Verfahren
• Finite-Cluster-Verfahren
• Migdal-Kadanov-Transformation
• Monte-Carlo-Renormierung.Insbesonders die letzte Methode ergibt sehr präzise Werte für die kritishen Exponentenund soll weiter unten besprohen werden.Anstelle der Spin-Variablen im Ortsraum kann man die Variablen im Impulsraumbenutzen. Der Vorteil dieser Methode ist, dass für eine unendlihes Raumgitter die Im-pulse kontinuierlih sind. Ist Λ ein reguläres Gitter, so liegen die Impulse in der kom-pakten Brillouin-Zone. Die Ausdünnung wird nun geshikterweise über die Freiheits-grade zu den gröÿten Impulswerten durhgeführt. Die entsprehenden Verfahren heissenImpulsraum-RGT, beziehungsweise feldtheoretishe Verfahren. Der Dezimierungsparame-ter b kann kontinuierlih sein und beliebig diht an 1 liegen. Beispiele von Impulsraum-RGT sind
• ǫ-Entwiklung
• Callan-Symanzik-Gleihung.������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 7. RENORMIERUNGSGRUPPE 7.2. Fixpunkte 151Noh vielfältiger als die Implementierung der Renormierungsgruppenidee ist die Literaturüber diese Methode und ihre Anwendung auf eine Vielzahl physikalisher Systeme. In [44℄und [45℄ �ndet man eine Auswahl von Orginalarbeiten, Übersihtsartikel und Monogra-phien über diese mähtige Methode in der statistishen Physik, Quantenfeldtheorie undTeilhenphysik.Wir wollen nun der Frage nahgehen, welhe Eigenshaften des physikalishen Systemsaus welher Information der RG folgen.7.2 FixpunkteWir wenden uns nun der allgemeineren Diskussion der RG-Methoden zu. Wir betrahtenein d-dimensionales Gittersystem mit Kopplungskonstanten
K = {KA|A ⊂ Λ} = (K1, K2, . . .), (7.20)wobei wir die Teilmengen des Gitters (worin ein x ∈ A mehrmals auftreten darf) durh-nummerierten. Diese Menge von Kopplungskonstanten sei vollständig in folgendem Sinne:Bei einer RG-Transformation, welhe bd Freiheitsgrade durh einen Freiheitsgrad ersetzt,habe die Energiefunktion für die reduzierten Freiheitsgrade dieselbe Art von Wehselwir-kungen wie die Energiefunktion des ursprünglihen Systems. Für eine Energie der Form

H(w) = −
∑

A⊂Λ

KAsA, (7.21)soll der renormierte Energie bis auf eine extensive additive Konstante −V g(K) die gleihefunktionale Form haben,
H(w) −→ H ′(w′)− V g(K), H ′(w′) = −

∑

A⊂Λ′

K ′
ASA (7.22)mit denselben Mengen A haben. Es wird dabei stillshweigend angenommen, dass dieMengen {A} sowohl auf dem ursprünglihen wie auh auf dem verdünnten Gitter existie-ren und dass die reduzierten Freiheitsgrade Sx′ dieselben algebraishen Eigenshaften wiedie sx haben. Steht {A} zum Beispiel für die Paare nähster Nahbarn, dann soll gelten

∑

〈xy〉

Kxysxsy −→
∑

〈x′y′〉

K ′
x′y′Sx′Sy′. (7.23)Der konstante Beitrag V g(K) in (7.22) entsteht in allen RG-Transformationen. Leiderkommt man nur für einfahe Systeme wie das eindimensionale Ising-Modell mit einer end-lihen Anzahl Kopplungskonstanten aus. Aber die berehtigte Annahme ist, dass die KA������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 7. RENORMIERUNGSGRUPPE 7.2. Fixpunkte 152zu langreihweitigen Wehselwirkungen (groÿen Mengen A) sehr klein sind und vernah-lässigt werden können. In der Praxis arbeitet man mit einer endlihen Anzahl Konstanten
{K1, . . . , Kn}.Bei der Ausdünnung des Systems ändern sih die Kopplungskonstanten gemäÿ derRenormierungsgruppenabbildung

K ′
i = Ri(K1, K2, . . .). (7.24)Dabei bleibt die Zustandssumme unverändert,

e−F (V,K) =
∑

w∈Ω

e−H(w) = eV g(K)
∑

w′∈Ω′

e−H
′(w′) = eV g(K)−F (V ′,K ′). (7.25)Wir wollen wieder annehmen, dass der thermodynamishe Grenzfall V →∞ existiert. Fürdie freien Energiedihten der beiden Systeme im thermodynamishen Grenzfall ergibt sihdann folgende Rekursionsrelation

f(K) = b−df(K ′)− g(K) (7.26)die uns shon einmal im eindimensionalen Ising-Modell in (7.4) begegnete.Wir argumentierten bereits, dass Fixpunkte der Rekursionsrelation entweder zu kriti-shen Systemen mit ξ =∞ oder zu niht-wehselwirkenden Systemen mit ξ = 0 gehören.Die Umkehrung gilt niht. Es kann kritishe Punkte geben, die keine Fixpunkte sind. Wirbetrahten einen 2-dimensionalen Raum von Kopplungskonstanten (K1, K2) mit einemkritishen Punkt Kc = (K1c, K2c). Im generishen Fall liegt dieser kritishe Punkt aufeiner Kurve von kritishen Punkten, wie in der folgenden Abbildung skizziert.

Linie vonkritishe Punkten
K1

K2

T < Tc

T > Tc

(K∗
1 ,K∗

2 )

(K1c,K2c)

Zur Begründung betrahten wir Systeme mit vershiedenen Verhältnissen K2/K1 von������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 7. RENORMIERUNGSGRUPPE 7.2. Fixpunkte 153übernähsten- zu nähsten-Nahbarn Wehselwirkungen. Die kritishen Temperatur Tcwird von diesem Verhältnis abhängen. Wenn das Verhältnis K2/K1 verändert wird, be-shreibt der Punkt
(K1c, K2c) =

(
J1

Tc
,
J2

Tc

)eine Kurve in der (K1, K2)-Ebene. Jeder Punkt auf der Kurve gehört zu einem kritishenPunkt eines speziellen Models in der Familie von Energiefunktionen.Nun wollen wir versuhen, die Eigenshaften des System mit dem RG-Fluss in Ver-bindung zu bringen. Der RG-Fluss hat einige einfahe Eigenshaften:
• RG-Trajektorien können sih der kritishen Flähe niht nähern, da einerseits aufder Flähe ξ =∞ ist, sih andererseits bei jeder RG-Iteration ξ verkleinert.
• Bei einer RG-Transformation kann das System die Phase niht wehseln, da beieiner Verdünnung Ordnung niht in Unordnung übergehen kann und umgekehrt.
• Startet man bei T > Tc so strebt die Temperatur bei wiederholter Iteration ge-gen den (freien) Fixpunkt bei T = ∞, startet man bei T < Tc so endet man im(Grundzustands-) Fixpunkt T = 0.
• Startet man dagegen auf der kritishen Flähe, so bleibt man auf dieser Flähe, da
ξ′ = ξ/b unendlih ist für ξ =∞.
• Nur in Ausnahmefällen sind alle kritishen Punkte stationäre Punkte des RG-Flusses, also Fixpunkte. In fast allen Systemen gibt es eine endlihe Menge vonisolierten Fixpunkten.Es sei nun K∗ = (K∗

1 , K
∗
2 , . . .) ein Fixpunkt einer RG-Transformation,

K∗ = R(K∗). (7.27)Wir betrahten nun den Renormierungs�uss in der Umgebung von K∗ und shreiben
K = K∗ + δK. In der ersten Ordnung in der Abweihung vom Fixpunkt lautet die RG-Transformation

K ′
i = K∗

i + δK ′
i = Ri

(
K∗
j + δKj

)
= K∗

i +
∂Ri

δKj

∣
∣
K∗δKj +O(δK2),und wir �nden die linearisierte Transformation

δK ′
i =

∑

j

MijδKj , Mij =
∂Ri

∂Kj

∣
∣
∣
K∗
. (7.28)������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 7. RENORMIERUNGSGRUPPE 7.2. Fixpunkte 154Nun suhen wir die Links-Eigenvektoren und entsprehenden Eigenwerte der linearisiertenAbbildung,
∑

j

ΦαjMji = λαΦαi = byαΦαi. (7.29)In der letzten Formel haben wir den Eigenwert λα durh byα ersetzt. Dies ist angezeigt,da wegen der Halbgruppeneigenshaft der RG-Transformation
λα(b)λα(b) = λα(b

2)gelten muss. Nun betrahten wir die neuen Variablen
gα =

∑

i

ΦαiδKi. (7.30)Es sind die Projektionen von δK auf die Eigenvektoren Φα. Es gilt
g′α =

∑

i

ΦαiδK
′
i =

∑

ij

ΦαiMijδKj =
∑

j

byαΦαjδKj = byαgα. (7.31)Beim zwei-dimensionalen System muss ein Eigenvektor, zum Beispiel Φ2, tangential zurkritishen Kurve sein. Der andere Eigenvektor Φ1 ist dann transvers zur Kurve.Wir kehren zur Rekursionsrelation (7.26) für die freie Energiedihte zurük. Der Anteil
g(K) kommt von der Ausintegration der kurzwelligen Fluktuationen und ist eine glatteFunktion. Damit erfüllt der singuläre Anteil der freien Energiedihte die homogene Rela-tion

fs(K) = b−dfs(K
′). (7.32)In der Nähe des Fixpunktes linearisieren wir und erhalten folgendes Skalenverhalten fürdie freie Energiedihte,

fs(K
∗ + δK) = b−dfs(K

∗ + δK ′). (7.33)Im Folgenden shreiben wir niht immer das Argument K∗ und setzen
fs(K

∗ + δK) ≡ fs(g1, g2, . . .), δK
(7.30)

= δK(g).Nah ℓ-maliger Iteration der RG-Transformation �nden wir
fs(g1, g2, . . .) = b−dℓfs

(
bℓy1g1, b

ℓy2g2, . . .
)
. (7.34)������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 7. RENORMIERUNGSGRUPPE 7.2. Fixpunkte 155Je nah Vorzeihen des Exponenten yα �nden wir ein untershiedlihes Verhalten:
• Für yα > 0 wähst die Abweihung gα beständig und der RG-Fluÿ trägt den Punkt
K∗ + gα vom Fixpunkt weg. Es handelt sih hier um eine relevante Störung.
• Für yα < 0 shrumpft die Abweihung gα und der RG-Fluÿ führt den Punkt K∗+gαzum Fixpunkt hin. Es handelt sih um eine irrelevante Störung.
• Die Störungen mit yα = 0 nennt man marginale Störungen.Relevante Störungen sind übliherweise die Temperatur und das Magnetfeld, bzw diedimensionslosen Gröÿen

t =
T − Tc
Tc

≡ g1 und βh = g2. (7.35)Wir wollen die Resultate noh etwas umdeuten. Die Renormierungsgruppentransformati-on wirkt auf dem Raum der Kopplungskonstanten oder äquivalent dazu auf dem Raum
H der Wehselwirkungen bzw. Energiefunktionen,

Rb : H −→ H.Dies ist im Allgemeinen ein∞-dimensionaler Raum. Wir betrahten wieder die allgemeineKlasse von Energiefunktionen in (7.21),
H = −

∑

A⊂Λ

KAsA ≡ −
∑

KiOi. (7.36)In der Nähe des Fixpunktes kann sie entwikelt werden, H = H∗ + δH , mit
H∗ = −

∑

K∗
iOi und δH = −

∑

δKiOi = −
∑

α

gαQα. (7.37)Nah ℓ-maliger Iteration der RG-Transformation ändert H ∈ H wie folgt,
H∗ + δH −→ H∗ −

∑

g′αQα −→ H∗ −
∑

g′′αQα −→ . . .

−→ H∗ −
∑

α

bℓyαgαQα.Die Qα heissen Skalen-'Operatoren' und die gα Skalenfelder . Entsprehend heissen dieOperatoren mit positiven yα relevant, mit yα < 0 irrelevant und mit yα = 0 marginal. ImIsing-Modell sind das mittlere Feld ∑ si und die Energie H relevante Operatoren.
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KAPITEL 7. RENORMIERUNGSGRUPPE 7.2. Fixpunkte 1567.2.1 Herleitung der SkalengesetzeWir wollen hier annehmen, dass g1 = t und g2 = βh relevant und g3, g4, . . . irrelevant sindund wählen ℓ derart, dass
by1ℓ =

1

t
, d.h. bℓ = t−1/y1 (7.38)ist. Wir folgern, dass

fs(K
∗ + δK) ≡ fs(t, h, g3, . . .) = td/y1fs

(

1,
h

ty2/y1
,
g3

ty3/y1
, . . .

) (7.39)gelten muss. Ganz analog shliesst man auf die Beziehung
fs(t, h, g3, . . .) = hd/y2fs

(
t

hy1/y2
, 1,

g3

hy3/y2
, . . .

)

. (7.40)Man beahte, dass in der Nähe des Fixpunktes die letzten Argumente der freien Energieauf den rehten Seiten gegen Null streben,
gi

tyi/y1

t→0−→ 0 und gi
hyi/y2

h→0−→ 0, i = 3, 4, . . . . (7.41)Durh mehrmaliges Ableiten nah den relevanten Kopplungen t und h erhält man denZusammenhang zwishen kritishen Exponenten und den Eigenwerten der linearisiertenRG-Transformation (7.28).Wir erinnern an die wihtigsten thermodynamishen Gröÿen aus dem dritten Kapitel:Magnetisierung: m(t, h) = 〈sx〉 = −∂f
∂h

(7.42)Suszeptibilität: χ(t, h) = β
∑

x

〈s0sx〉c = −∂
2f

∂h2
(7.43)innere Energiedihte: u(t, h) = lim

Λ→Z
d

1

V
〈H〉 = ∂(βf)

∂β
(7.44)spezi�she Wärme: c(t, h) =

∂u

∂T
= −β2 ∂u

∂β
. (7.45)Diese im Bereih der makroskopishen Thermodynamik de�nierbaren Gröÿen haben fol-gende kritishe Exponenten:

c(t, 0) ∼ E±|t|−α , m(t, 0) ∼ Btβ (7.46)
χ(t, 0) ∼ A±|t|−γ , χ(0, h) ∼ |h|−1/δsign(h) . (7.47)������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 7. RENORMIERUNGSGRUPPE 7.2. Fixpunkte 157Daneben gibt es noh zwei weitere kritishe Exponenten η und ν, die mit der Korrelati-onslänge und Zweipunktsfunktion verknüpft sind,Korrelationslänge: ξ−1 = − lim
|x|→∞

1

|x| log〈s0sx〉c ∼ |t|ν (7.48)Greensfunktion: 〈s0sx〉 ∼
1

|x|d−2+η
(7.49)Jede Korrelationsfunktion, die am kritishen Punkt langreihweitiges Verhalten zeigt, er-laubt die De�nition weiterer kritisher Exponenten. Der Exponent ν beshreibt das Di-vergieren der Korrelationslänge bei Annäherung an Tc. Das Potenzverhalten der Korrela-tionsfunktion ist durh η harakterisiert.Die folgende Tabelle enthält für einige Phasenübergänge die wihtigsten kritishenExponenten [48℄:

β −Messing Fe Ni 3d− Ising
α 0.05± 0.06 −0.03± 0.12 0.04± 0.12 0.11

β 0.305± 0.005 0.37± 0.01 0.358± 0.003 0.32

γ 1.25± 0.02 1.37± 0.015 1.33± 0.02 1.24

δ 4.3± 1 4.29± 0.05 4.8

η 0.08± 0.07 0.07± 0.04 0.041± 0.01 0.05

ν 0.65± 0.02 0.69± 0.02 0.64± 0.1 0.63Mit dem Skalierungsverhalten (7.39,7.40) der freien Energie können wir nun einen Zu-sammenhang zwishen den kritishen Exponenten und den Eigenwerten der linearisiertenRG-Transformation �nden. So ist die spezi�she Wärme proportional zur zweiten Ablei-tung von f bezüglih t, also
fs ∼ |t|2−α. (7.50)Der Vergleih mit (7.39) führt dann auf 2 − α = d/y1. Ganz ähnlih argumentiert manfür die kritishen Exponenten β, γ und δ. Um die kritishen Exponenten der Korrela-tionsfunktionen zu �nden, muss man die RGT auf Modelle mit räumlih inhomogenenMagnetfeld h(r) anwenden. Man �ndet die wihtigen Relationen

2− α =
d

y1
, β =

d− y2

y1

γ =
2y2 − d
y1

,
1

δ
=
d− y2

y2

(7.51)������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 7. RENORMIERUNGSGRUPPE 7.2. Fixpunkte 158
ν =

1

y1

, d− 2 + η = 2(d− y2)Damit haben wir die Skalenrelationen α, β, γ, δ, ν, η←→ y1, y2 gefunden. Die Exponentenbeshreiben das Verhalten des Systems bei Abweihungen vom kritishen Punkt und die yαsind die Eigenwerte der linearisierten RG-Transformation am Fixpunkt. Da alle kritishenExponenten nur von y1 und y2 abhängen, gibt es sogenannte Skalenrelationen im engerenSinne,
γ = ν(2− η) (Fisher)

α + 2β + γ = 2 (Rushbrooke)
γ = β(δ − 1) (Widom) (7.52)
νd = 2− α (Josephson, 'Hyperskalen-Relation').Für einige wihtige Modelle gilt

α β γ δ η νIsing d = 2 0 1/8 7/4 15 1/4 1Ising d = 3 0.11 0.32 1.24 4.8 0.05 0.63klass. Heisenberg d = 3 −0.12 0.36 1.37 4.6 0.04 0.7MFA, beliebiges d 0 1/2 1 3 0 1/2

(7.53)
Wir bemerken, dass die Skalenrelationen für alle aufgelisteten Modelle erfüllt sind, bis aufdie Molekularfeldapproximation. Wir shliessen daraus, dass die MFA zur Beshreibungdes kritishen Verhaltens für d < 4 Dimensionen ungeeignet ist.Man beahte die Universalität des kritishen Verhaltens: kritishe Exponenten hängenniht von den vielen mikroskopishen Details der Wehselwirkung ab, da am kritishenPunkt die Korrelationslänge divergiert. Die Universalität kommt davon, dass das asym-ptotishen Verhalten der freien Energie unabhängig von den irrelevanten Kopplungen
gi, i ≥ 3 ist, da z.B. t−y3/y1 am Fixpunkt vershwindet. In anderen Worten: Alle Syste-me, deren Energiefunktion unter dem RG-Fluss zum gleihen kritishen Fixpunkt �iessenhaben identishe kritishe Exponenten.Irrelevante Parameter sind die Reihweite der Wehselwirkung (solange endlih), Mehr-spinwehselwirkungen (solange symmetrieerhaltend) und Gitterstruktur. Relevant sind dieDimensionalität d des Raumes, die Anzahl n der Komponenten des lokalen Ordnungspa-rameters und Symmetrie der Wehselwirkung.
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KAPITEL 7. RENORMIERUNGSGRUPPE 7.3. Blokspintransformation 1597.3 BlokspintransformationDie Monte-Carlo-Renormierungsgruppenmethoden (MCRG-Methoden) wurden von Ma,Swendsen und anderen entwikelt [49℄. Für 2−dimensionale Isingartige Modelle aufdem quadratishen Gitter mit Energiefunktion
βH = −

∑

A⊂Λ

KAsA, KA = βJA, sA =
∏

x∈A

sx, (7.54)wählt man eine etwas andere Transformation als wir sie für das 1-dimensionale Ising-Modell gewählt haben. Wir wollen wieder periodishe Randbedingungen voraussetzen undder Einfahheit halber Ising-artige Modelle mit sx ∈ {±1} untersuhen. Wir absorbierendie inverse Temperatur in den Kopplungskonstanten KA und werden in diesem Abshnitt
H anstelle von βH shreiben, d.h. wir setzen β = 1.Nun unterteilen wir das Gitter Λ in Bloks der Gröÿe b2 und ordnen den Spins injedem Blok einen Blokspin auf einem verdünnten Gitter zu. Die folgende Abbildungzeigt eine möglihe Blokbildung mit linearem Verdünnungsfaktor b = 2. Die Punkte des
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Abbildung 7.1: Jeweils vier Spins werden zu einem Blokspin zusammengefasst.quadratishen Gitters Λ seien x mit x1, x2 ∈ {1, 2, . . .N}. Ein Blok aus b2 benahbartenPunkten wird dann ein Gitterpunkt x′ des geblokten und gröberen Gitters zugeordnet,
x′(x) =

(
x′1(x1), x

′
2(x2)

)
=
(eil(x1/b), eil(x2/b)

)
.Für b = 2 werden beispielsweise die Punkte (1, 1), (1, 2), (2, 1) und (2, 2) in den Punkt

(1, 1) auf dem gröberen Gitter Λ′ abgebildet. Die Gröÿe des geblokten Gitters ist N/b.Die Blokspintransformation, die jeder Spinkon�guration w = {sx} ∈ Ω auf Λ eine Kon�-guration w′ = {Sx′} ∈ Ω′ auf dem geblokten Gitter Λ′ zuordnet, ist durh den Blokkern������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II
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T (w′, w) in

w′ =
∑

w∈Ω

T (w′, w) (7.55)bestimmt. T (w′, w) ist die Wahrsheinlihkeit dafür, dass der Kon�guration w die Blok-spinkon�guration w′ zugeordnet wird. Der Kern sollte folgende Bedingungen erfüllen,
0 ≤ T (w′, w) ≤ 1 und ∑

w′

T (w′, w) = 1. (7.56)Beim Übergang vom feinen zum groben Gitter de�nieren wir die Energie für die Blokspinswie folgt,
e−H

′(w′) =
∑

w∈Ω

T (w′, w)e−H(w) (7.57)Für das 1-dimensionale Ising-Modell war
T (w′, w) =

∏

x′=1,3,...

δ
(
s2x, Sx′

)
.Zwei benahbarten Spins s2x−1 und s2x wurde der Blokspin Sx′ = s2x−1 zugeordnet. Wirwollen nun annehmen, dass die Energiefunktion für die Blokspins wieder in der Form

H ′(w′) =
∑

A′⊂Λ′

KA′SA′ (7.58)geshrieben werden kann. Unser Ziel ist es, eine Rekursionrelation für die Kopplungskon-stanten K zu �nden.Die erste Bedingung in (7.56) sorgt dafür, dass die rehte Seite in (7.57) niemalsnegativ wird und deshalb als Exponent einer reellen Funktion der w′ geshrieben werdenkann. Wegen der zweiten Bedingung in (7.56) ändert sih die Zustandssumme bei dieserTransformation niht,
Z ′
H′ =

∑

w′∈Ω′

e−H
′(w′) =

∑

w′∈Ω′

∑

w∈Ω

T (w′, w)e−H(w) =
∑

w∈Ω

e−H(w) = ZH . (7.59)Wir erinnern daran, dass die verbundenen Korrelationsfunktionen der sA durh Ableitenvon logZ nah den entsprehenden Kopplungen gewonnen werden können. Zum Beispieldie Einpunkt- und verbundenen Zweipunktfunktionen,
〈sA〉 =

∂ logZ

∂KA������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II
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〈sa; sB〉 ≡ 〈sAsB〉 − 〈sA〉〈sB〉 =

∂〈sA〉
∂KB

. (7.60)Die Korrelationsfunktionen des geblokten Systems können im ursprünglihen oder imgeblokten System berehnet werden,
〈SA′〉′ ≡

∑

w′ SA′e−H
′(w′)

∑

w′ e−H
′(w′)

(7.61)
=

∑

w′ SA′

∑

w T (w′, w)e−H(w)

∑

w e
−H(w)

(7.62)Bei Kenntnis der geblokten Energiefunktion H ′ könnten wir Erwartungswerte von Funk-tionen der geblokten Spins gemäÿ (7.61) berehnen. Ist nur die Energiefunktion H desursprünglihen Systems und der Blokkern T bekannt, so kann man sie mit Hilfe derFormel (7.62) berehnen.Es sei nun TA′B die Ableitung des Erwartungswertes 〈SA′〉′ im geblokten System nahden Kopplungskonstante KB des ungeblokten Systems, also
TA′B =

∂〈SA′〉′
∂KB

=
∂

∂KB

∑

w′ SA′

∑

w T (w′, w)e−H(w)

∑

w′

∑

w T (w′, w)e−H(w)

=

∑

w

{∑

w′ SA′T (w′, w)
}
sBe

−H(w)

∑

w e
−H(w)

− 〈SA′〉′〈sB〉.Also gilt
TA′B =

〈(∑

w′

SA′T (w′, w)
)

sB

〉

− 〈SA′〉
〈
sB
〉
. (7.63)Die Erwartungswerte auf der rehten Seite können nun in einer Monte-Carlo Simulationberehnet werden. Sie hängen ab von den Kopplungskonstanten auf dem feinen Gitterund vom Blokkern T . Nah der Kettenregel gilt auh

TA′B =
∂〈SA′〉′
∂KB

=
∑

C′

∂〈SA′〉′
∂KC′

∂KC′

∂KB

=
∑

C′

〈SA′;SC′〉∂KC′

∂KB

. (7.64)Die verbundenen Korrelationsfunktionen auf der rehten Seite können nun ebenfalls mitHilfe einer Simulation bestimmt werden. Mit TA′B aus (7.63) kann man nun (im Prinzip)die Ableitung der neuen nah den alten Kopplungskonstanten berehnen.Um etwas konkreter zu werden, wollen wir die MCRG-Transformation für das 2d-Ising-Modell explizit durhführen. Wir fassen jeweils vier Spins zu einem Blokspin zu-sammen, wie in der Abbildung 7.1 angedeutet. Nun müssen wir den Blokkern festlegen.������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 7. RENORMIERUNGSGRUPPE 7.3. Blokspintransformation 162Wir wählen die Mehrheitsregel: Für 4 Spins {sx} die zu einem Blokspin Sx′ zusammen-gefasst werden, wählen wir
T (w′, w) =

∏

x′∈Λ′

t
(

Sx′,
∑

x∈x′

sx

)

, (7.65)mit
∑

sx > 0 =⇒ Sx′ = 1 mit Wahrsheinlihkeit 1
∑

sx < 0 =⇒ Sx′ = −1 mit Wahrsheinlihkeit 1 (7.66)
∑

sx = 0 =⇒
{
Sx′ = 1 mit Wahrsheinlihkeit 1/2

Sx′ = −1 mit Wahrsheinlihkeit 1/2Wir berehnen nun die Renormierung der Kopplungskonstanten für das 2d-Ising-Modellohne Magnetfeld auf dem 4×4 Gitter. Im Gegensatz zum eindimensionalen Fall können wirniht mehr erwarten, dass H ′ die gleih funktionale Form wie H hat. In Raumdimensionen
d > 1 tre�en wir auf die Komplikation, dass die RG-Prozedur selbst für ein einfahes Mo-dell mit nähsten-Nahbarn-Wehselwirkungen längerreihweitige Wehselwirkungen undMehr-Spin-Wehselwirkungen erzeugt. Auf dem einfahen 2× 2 Gitter gibt es nur 3 un-tershiedlihe Wehselwirkungsterme: die Wehselwirkung zwishen nähsten Nahbarn,zwishen übernähsten Nahbarn und die Wehselwirkung aller 4 Spins,

H ′ = − K1

∑

x′

Sx′
(
Sx′+(1,0) + Sx′+(0,1)

)

− K2

∑

x′

Sx′
(
Sx′+(1,1) + Sx′+(1,−1)

)

− K3

∑

x′

Sx′Sx′+(1,0)Sx′+(0,1)Sx′+(1,1) (7.67)
− K4

∑

x′

1.Wir haben absihtlih überzählt, da auf gröÿeren Gittern zum Beispiel die beiden Termein der zweiten Zeile niht mehr identish sind. Alle 216 = 65536 Kon�gurationen des 4×4-Gitters Λ können auf dem Computer leiht erzeugt werden. Die De�nition (7.57) gestattetdann eine direkte Berehnung der geblokten Energie H ′.Auf dem 2× 2-Gitter Λ′ gibt es nur 24 = 16 Kon�gurationen und davon haben nur 4

������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 7. RENORMIERUNGSGRUPPE 7.3. Blokspintransformation 163Klassen vershiedene Boltzmann-Gewihte:Kl. Kon�gurationen −H ′

C1
++ −−
++ −−

8K1 + 8K2 + 4K3 + 4K4

C2
−+ +− ++ ++ +− −+ −− −−
++ ++ −+ +− −− −− +− −+

−4K3 + 4K4

C3
++ +− −− −+

−− +− ++ −+
−8K2 + 4K3 + 4K4

C4
+− −+

−+ +−
−8K1 + 8K2 + 4K3 + 4K4Damit haben wir 4 Gleihungen für die 4 Variablen K1, K2, K3 und K4. Im folgendenProgramm wählten wir aus jeder der 4 Klassen von Kon�gurationen die erste aus. DieGleihungen lauten dann

e−H
′(w′

i) =
∑

w

T (w′
i, w)e−H(w) ≡ eci, i = 1, 2, 3, 4.Die rehten Seiten werden numerish berehnet und die linken Seiten können für w′

i ∈ Ciaus der obigen Tabelle abgelesen werden. Die Au�ösung der Gleihungen ergibt (sieheHasenbush)
K1 =

1

16
(c1 − c4)

K2 =
1

32
(c1 − 2c3 + c4)

K3 =
1

32
(c1 − 4c2 + 2c3 + c4)

K4 =
1

32
(c1 + 4c2 + 2c3 + c4)Zur Iteration der RG-Transformation benutzen wir die berehneten Kopplungen wiederauf dem 4× 4-Gitter./∗ Programm rengroupis2d .  ∗//∗ Berehnet ana l y t i s  h Tra jek tor i en ∗//∗ der MC−RG Transformation . Geb lokt ∗//∗ wird mit der Mehrhe i t s rege l ∗/#inlude <std i o . h>#inlude <s t d l i b . h>#inlude <math . h>#inlude <s t r i n g . h>������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 7. RENORMIERUNGSGRUPPE 7.3. Blokspintransformation 164#inlude " on s t r en i s i n g2 . h"#inlude " s t d r e n i s i n g . h"int main (void ){onf=1<<V; /∗ Anzahl Konf igurat ionen ∗/nahbarn ( ) ;puts ( "K1 = " ) ; s an f ( "%l f " ,&k1 ) ;puts ( "K2 = " ) ; s an f ( "%l f " ,&k2 ) ;puts ( "K3 = " ) ; s an f ( "%l f " ,&k3 ) ;puts ( "K4 = " ) ; s an f ( "%l f " ,&k4 ) ;p r i n t f ( " (%.3 f ,%0.3 f ) " , k1 , k2 ) ;for ( i g =0; ig <10; i g++){1=0; 2=0; 3=0; 4=0;for ( i =0; i<onf ; i++){/∗ Binaerdas te l l un von i = Konfigurat ionen ∗/for (p=0;p<V; p++){s [ p ℄=( i>>p)%2; s [ p℄=2∗ s [ p ℄−1;} ;h1=0;h2=0;h3=0;for (p=0;p<V; p++){h1=h1+s [ p ℄ ∗ ( s [ nr [ p ℄ ℄+ s [ no [ p ℄ ℄ ) ;h2=h2+s [ p ℄ ∗ ( s [ nro [ p ℄ ℄+ s [ nru [ p ℄ ℄ ) ;h3=h3+s [ p ℄∗ s [ nr [ p ℄ ℄ ∗ s [ no [ p ℄ ℄ ∗ s [ nro [ p ℄ ℄ ;} ;/∗ p r i n t f ("% f %f %f %f \n" , k1 , k2 , k3 , k4 ) ; ∗/bo l t z=exp ( k1∗h1+k2∗h2+k3∗h3 ) ;b loksp in ( s ) ;for (p=0;p<VB; p++){k1 [ p℄=bs [ p ℄∗ k l1 [ p ℄ ;k2 [ p℄=bs [ p ℄∗ k l2 [ p ℄ ;k3 [ p℄=bs [ p ℄∗ k l3 [ p ℄ ;k4 [ p℄=bs [ p ℄∗ k l4 [ p ℄ ;} ;i f ( ( k1 [1℄>=0)&&(k1 [2℄>=0)&&(k1 [3℄>=0)&&(k1 [4℄ >=0)){i f ( k1 [ 1 ℄ ∗ k1 [ 2 ℄ ∗ k1 [ 3 ℄ ∗ k1 [4℄==0) 1=1+0.5∗ bo l t z ;else 1=1+bo l t z ; }i f ( ( k2 [1℄>=0)&&(k2 [2℄>=0)&&(k2 [3℄>=0)&&(k2 [4℄ >=0)){i f ( k2 [ 1 ℄ ∗ k2 [ 2 ℄ ∗ k2 [ 3 ℄ ∗ k2 [4℄==0) 2=2+0.5∗ bo l t z ;else 2=2+bo l t z ; }i f ( ( k3 [1℄>=0)&&(k3 [2℄>=0)&&(k3 [3℄>=0)&&(k3 [4℄ >=0)){i f ( k3 [ 1 ℄ ∗ k3 [ 2 ℄ ∗ k3 [ 3 ℄ ∗ k3 [4℄==0) 3=3+0.5∗ bo l t z ;else 3=3+bo l t z ; }i f ( ( k4 [1℄>=0)&&(k4 [2℄>=0)&&(k4 [3℄>=0)&&(k4 [4℄ >=0)){i f ( k4 [ 1 ℄ ∗ k4 [ 2 ℄ ∗ k4 [ 3 ℄ ∗ k4 [4℄==0) 4=4+0.5∗ bo l t z ;else 4=4+bo l t z ; }} ;l 1=log ( 1 ) ; l 2=log ( 2 ) ; l 3=log ( 3 ) ; l 4=log ( 4 ) ;k1=(l1−l 4 ) / 16 ;k2=(l1−2∗ l 3+l 4 ) /32 ;k3=(l1−4∗ l 2+2∗ l 3+l 4 ) /32 ;k4=( l 1+4∗ l 2+2∗ l 3+l 4 ) /32 ;p r i n t f ( " (%.3 f ,%.3 f ) " , k1 , k2 ) ;} ;p r i n t f ( "\n" ) ;return 0 ;}In der folgenden Headerdatei onstrenising2.h werden die Konstanten und Variablende�niert. Die Array Kl1[V B], . . . sind Repräsentanten der 4 Klassen von Kon�gurationen������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 7. RENORMIERUNGSGRUPPE 7.3. Blokspintransformation 165auf dem geblokten Gitter./∗ Headerdate i  on s t r en i s i n g2 . h ∗/#define N 4 /∗ Gi t t e r l a enge ∗/#define V (N∗N) /∗ Anzahl Gi t t e rpunk te ∗/#define VB (V/4) /∗ Anzahl Gi t t e rpunk t des g e b l . G i t t e r s ∗/short x , y ,xm, xp ,ym, yp ;short s [V℄ , nr [V℄ , no [V℄ , nro [V℄ , nru [V ℄ ;short bs [VB℄ , k1 [VB℄ , k2 [VB℄ , k3 [VB℄ , k4 [VB℄ ;short k l1 [VB℄={1 ,1 ,1 ,1} , k l2 [VB℄={1 ,1 ,−1 ,1};short k l3 [VB℄={−1 ,−1 ,1 ,1} , k l4 [VB℄={−1 ,1 ,1 ,−1};unsigned int ig , i , i l , j , j l , onf ;unsigned short p , q ;double k1 , k2 , k3 , k4 , 1 , 2 , 3 , 4 , l1 , l2 , l3 , l4 , bo l t z ;int h1 , h2 , h3 ;FILE ∗ fp ;In der folgenden Headerdatei stdrenising.h werden die nähsten und übernähstenNahbarn eines Gitterpunktes berehnet, sowie die zu einer Spinkon�guration s[V ] ge-hörende Blokspinkon�guration bs[V B]./∗ Headerdate i s t d r e n i s i n g . h ∗//∗ Be r e i t s t e l l u n g der naehsten Nahbarn ∗/void nahbarn (void ){ for ( i l =0; i l <V; i l ++){y=i l /N;x=i l−y∗N;xp=x+1,yp=y+1,ym=y−1;nr [ i l ℄=y∗N+xp%N;no [ i l ℄=(yp%N)∗N+x ;nro [ i l ℄=(yp%N)∗N+xp%N;nru [ i l ℄=((ym+N)%N)∗N+xp%N;} ;}void b loksp in ( short ∗ s ){ for ( i l =0; i l <VB; i l ++){p=(2∗ i l )/N; j l=p∗N+2∗ i l ;bs [ i l ℄= s [ j l ℄+ s [ j l +1℄+s [ j l+N℄+s [ j l+N+1℄ ;} ;}Die folgende Figur1 zeigt die Projektion der RG-Flusses auf die K1, K2-Ebene. Die Mengealler Punkte im Raum der Kopplungskonstanten, die nah unendlih vielen Transforma-tionen in den Fixpunkt streben heisst kritishe Flähe. Der Shnittpunkt der kritishenFlähe mit der Linie (K1, 0, 0) ist die kritishe Kopplung des 2d-Ising-Modells auf demquadratishen Gitter mit NN-Wehselwirkung.1Programm muss noh verbessert werden!
������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II
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Der Fixpunkt der RG-Transformation bei
K∗ = (K∗

1 , K
∗
2 , K

∗
3) = (0.29976, 0.08709,−0.00123).Genauere Werte �nden sie auf der Homepage von M. Hasenbush2. Die kritishe Kopp-lung des 2d-Ising-Modells mit NN-Wehselwirkung ist bei
K1,c = 0.4182,also niht weit weg vom exakten Wert 1

2
log(1 +

√
2) ≈ 0.4407. Um die kritishen Ex-ponenten zu erhalten, muss man die linearisierten RG-Transformation in der Nähe desFixpunktes K∗ untersuhen, also die Matrix

Tab =
∂K ′

a

∂Kb

∣
∣
K∗ . (7.68)Die Berehnung des entsprehenden Di�erenzenqotienten bei Annäherung des Fixpunktesergibt

T =





1.3590 1.5560 0.6020

0.4342 0.7490 0.1947

−0.0045 −0.0099 0.1314



 . (7.69)Um die kritishen Exponenten zu �nden, müssen wir diese niht-symmetrishe Matrix2http://linde.physik.hu-berlin.de/∼hasenbus/vorlesung.htm������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 7. RENORMIERUNGSGRUPPE 7.3. Blokspintransformation 167diagonalisieren,
∑

a

Φi
aTab = λiΦi

b.Man �ndet
λ1 = 1.9281 , Φ1 = (0.6051, 0.7961, 0.2890)

λ2 = 0.1789 , Φ1 = (−0.4091, 1.1049,−0.6543)

λ3 = 0.1324 , Φ1 = (−0.1814, 0.6131, 9.7332).und damit für die Exponenten yi in
λi = byi , b = 2,die Werte

1

ν
= y1 ≈ 0.947, y2 ≈ −2.483, y3 ≈ −2.917. (7.70)Wir erinnern an das exakte Resultat 1/ν = 1 und die Vorhersage der MF-Näherung,

νMFA = 0.5. Wir haben einen relevanten RG-Exponenten gefunden. Dies stimmt mit demexakten Resultat (für h = 0) überein.

������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



Kapitel 8SkalarfelderSkalarfeldtheorien sind die einfahsten wehselwirkenden Feldtheorien und werden des-halb bevorzugt bei einer Einführung in die Quantenfeldtheorie behandelt. Noh wihtigerals ihr pädagogishe Wert ist ihr Auftreten als Bestandteil des Standardmodells der elek-troshwahen Theorie. Das Higgs-Teilhen wird darin als 4-komponentiges Skalarfeldbeshrieben, dass mit den anderen Feldern und sih selbst wehselwirkt. Wenn wir (inGedanken) die Wehselwirkung mit den anderen Feldern abshalten, dann erhalten wireine 4-komponentige selbst-wehselwirkende φ4-Theorie.Wir wissen, dass diese Subtheorie des Standardmodells (der Higgs-Sektor) inkonsis-tent ist. Eine φ4-Theorie in 4 oder mehr Dimensionen ist trivial. Die Skalarfelder sindvermutlih auh dafür verantwortlih, dass die elektroshwahe Eihtheorie nur als e�ek-tive Theorie unterhalb eines ut-o�s Λ sinnvoll ist1. Da die elektroshwahe Theorie nihtasymptotish frei ist, müsste es für diese noh einen weiteren niht-Gaussshen Fixpunktgeben. Danah wurde im Rahmen von Gittertheorien bisher erfolglos gesuht.Sollte das Standardmodell � wie allgemein erwartet � �trivial� sein, so stellt sih dieFrage nah dem Wert des uto�s Λ. Liegt dieser bei ∼ 1TeV oder etwas bei der Plank-Masse? Die Antwort auf diese Frage hängt vom Wert der Masse des Higgs-Teilhensab. Auh deshalb ist die Suhe nah dem Higgs-Teilhen eine erstrangige Aufgabe derHohenergiephysik.Für Modelle des frühen Universums spielen Skalarfelder eine zentrale Bedeutung, dasie in vielen Untersuhungen zur In�ation, Phasenübergänge, topologishen Defekten oderStrukturentstehung eine wihtige Rolle spielen. In diesem Kapitel untersuhen wir skalare(Gitter)Felder in d Dimensionen. Im Zentrum wird dabei die Behandlung von Systemenim thermishen Gleihgewiht stehen.1Es ist aber möglih, dass eine triviale φ4-Theorie durh Kopplung an Eihfelder nihttrivial wird.
168



KAPITEL 8. SKALARFELDER 8.1. Quantisierung des Skalarfelds 1698.1 Quantisierung des SkalarfeldsIh gehe davon aus, dass sie mit den wesentlihen Tatsahen über Feldtheorien, wie siezum Beispiel in den Vorlesungen Quantenmehanik II und/oder Quantenfeldtheorie Ibesprohen werden, vertraut sind. Wir betrahten in diesem Kapitel ein reelles Skalarfeld,
φ : R d −→ R , x = (xµ) = (ct, x ) ∈ R d, φ(x) ∈ R , (8.1)das die Klein-Gordon-Gleihung (2 + m2)φ = 0 erfüllt. Ein einfaher heuristisherÜbergang von der Quantenmehanik zur Quantenfeldtheorie geht über die Ersetzung

qi(t) −→ φ(t, x ) = φ(x),
∑

i

−→
∫

dd−1x. (8.2)Formal können wir viele Resultate aus Kapitel zwei übernehmen, wenn wir diese Er-setzungen vornehmen. So hat zum Beispiel der Vakuum-Erwartungswert zeitgeordneterProdukte von Feldoperatoren die Funktionalintegral-Darstellung,
〈0|T φ̂(x1) · · · φ̂(xn)|0〉 =

1

Z

∫

Dφφ(x1) · · ·φ(x1) e
iS[φ]/~, (8.3)wobei S die klassishe Wirkung des Skalarfeldes ist. Hier ist Dφ die Verallgemeinerungdes Integrals über alle Wege. Man integriert über alle Funktionen φ : R d → R . DieQuantenmehanik ist eine spezielle eindimensionale Feldtheorie, in der man über alleFunktionen q : R → R , also über alle Wege integriert. Der Normierungsfaktor Z ist dieVakuum-Vakuum Amplitude,

Z =

∫

Dφ eiS[φ]/~.Ähnlih wie in der Quantenmehanik zu imaginären Zeiten oder in der Quantenstatistikführt man die Euklidshen Feldoperatoren ein,
φ̂E(x) ≡ φ̂E(x , τ) = eτH φ̂(0, x )e−τH , x = (x , τ) = (x ,−ix0), (8.4)und beweist formal, dass die thermishen Erwartungswerte von zeitgeordneten Produktiondieser operatorwertigen Distribution folgende Funktionalintegral-Darstellung besitzen
〈T φ̂E(x1) · · · φ̂E(xn)〉β =

1

Z(β)
tr e−βHT φ̂E(x1) · · · φ̂E(xn)

=
1

Z(β)

∫

Dφφ(x1) · · ·φ(xn) e
−SE [φ]/~ (8.5)������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 8. SKALARFELDER 8.1. Quantisierung des Skalarfelds 170wobei β = 1/kBT ist. Es wird über alle β-periodishen Funktionen,
φ : R d−1 × [0, β] −→ R , φ(x , τ + β) = φ(x , τ), (8.6)funktional integriert. Hier tritt die Euklidshe Wirkung SE auf. Der Normierungsfaktorin (8.5) ist die Zustandssumme

Z(β) = e−βF =

∫

Dφ e−SE[φ]/~. (8.7)Ein Hauptanliegen der Quantenfeldtheorie bei endlihen Temperaturen ist die Berehnungder freien Energiedihte f = F/V .Strebt die Temperatur gegen Null oder β gegen ∞, dann erhalten wir die in ihrenArgumenten symmetrishen Shwinger-Funktionen,
S(n)

(
x1, . . . , xn

)
= 〈0|T φ̂E(x1) · · · φ̂E(xn)|0〉

=
1

Z

∫

Dφφ(x1) · · ·φ(xn) e
−SE [φ]/~. (8.8)Diese sind invariant unter Euklidshen Lorentz-Transformationen, ändern also nihtbei SO(d)-Drehungen der Argumente xi. Unter teilweise natürlihen Annahmen an dieShwinger-Funktionen kann man aus ihnen die vollständige Quantentheorie im Min-kowski-Raum rekonstruieren. Die Vakuumerwartungswerte der zeitgeordneten Produktevon Feldoperatoren der relativistishen Theorie, die sogenanntenWightman-Funktionen

W (n), sind Randwerte der analytishen Wightman-Funktionen für komplexe Zeiten unddie S(n) sind die Wightman-Funktionen zu imaginären Zeiten. Im folgenden werdenwir den Index E unterdrüken, da wir ausshlieÿlih Euklidshe Theorien untersuhenwerden.Das freie Skalarfeld hat die Euklidshe Wirkung
S0(φ) =

1

2

∫

ddx
(
∇φ · ∇φ+m2φ2

) (8.9)und die Funktionalintegrale in (8.8) werden zu berehenbaren Gaussshen Integralen. DieAddition eines Potentialterms führt auf die Euklidshe Wirkung des wehselwirkendenFeldes,
SE = S0 +

∫

ddxV (φ). (8.10)Entwikelt man die Funktionalintegrale (8.5) oder (8.8) in Potenzen der Wehswelwirkung
V , dann erhält man die mit Divergenzen behaftete Störungsentwiklung in Form von������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 8. SKALARFELDER 8.1. Quantisierung des Skalarfelds 171Feynman-Graphen. Der Propagator wird durh S0 bestimmt und die Vertizes durh dieSelbstwehselwirkung V .8.1.1 Das freie Feld bei endlihen TemperaturenFür das freie Feld mit Euklidsher Wirkung
S0(φ) =

1

2
(φ,Aφ), A = −△+m2, (8.11)wobei (., .) das L2-Skalarprodukt bezeihnet, führt die funktionale Integration für dieZustandssumme (8.7) auf die Determinante des Operators A, und entsprehend ist
F (β) =

1

2β
log detA (8.12)Der Operator wirkt auf β-periodishe Funktionen und diese Randbedingung an die Modenbedingt die Temperaturabhängigkeit der freien Energie.Determinanten von Di�erentialoperatoren treten in vielen feldtheoretishen Untersu-hungen auf, zum Beispiel bei der semiklassishen Näherung. Es lohnt sih daher, dieseDeterminanten näher zu betrahten. Sei also A ein positiver Operator mit reinem Punkt-spektrum {λn}. Durh �beranden� des untersuhten Quantensystems können wir erreihen,dass die auftretenden Di�erentialoperatoren diskretes Spektrum haben. Die zu A gehörige

ζ-Funktion ist de�niert durh die Reihe,
ζA(s) =

∑

n

λ−sn , (8.13)die für elliptishe Di�erentialoperatoren und genügend grosse ℜ(s) konvergiert. Die Reihede�niert die ζ-Funktion in einer Halbebene der komplexen s-Ebene. Über eine analytisheFortsetzung gewinnt man die Funktion auf der gesamten komplexen s-Ebene [50℄.Zum Beispiel konvergiert die Reihe (8.13) für den einfahen Operator in (8.11) für alle
s mit ℜ(s) > d/2 und de�niert eine meromorphe Funktion in der komplexen s-Ebene.Hier ist wihtig, dass in der Umgebung von s = 0 die ζ-Funktion analytish ist. Die fürMatrizen gültige Identität

log detA = Sp logA =
∑

log λn = −ζA(s)

ds

∣
∣
s=0

(8.14)wird für Operatoren übernommen, und dies de�niert die ζ-Funktion-Regularisierung derFunktionaldeterminante. Indem man den Realteil des Arguments s von ζA genügend grosswählt, wird die Determinante regularisiert. Die Fortsetzung der Funktion nah s = 0 ent-spriht einer speziellen Renormierung. Der Zusammenhang zu anderen 1-Shleifen Renor-������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 8. SKALARFELDER 8.1. Quantisierung des Skalarfelds 172mierungsshemen ist bekannt.Mit Hilfe der Mellin-Transformation kann man die ζ-Funktion mit dem Wärmelei-tungskern von A in Verbindung bringen,
ζA(s) =

∑

n

1

Γ(s)

∫ ∞

0

dt ts−1e−tλn =
1

Γ(s)

∫ ∞

0

dt ts−1 Sp (e−tA) . (8.15)Bezeihnet K(t; x, y) der Integralkern des Operators exp(−tA), dann istSp (e−tA) =

∫

dxK(t; x, x), t > 0. (8.16)und die ζ-Funktionen hat die Darstellung
ζA(s) =

1

Γ(s)

∫ ∞

0

dt ts−1

∫

dxK(t; x, x). (8.17)In Anwendungen ist A ein Di�erential-Operator Ax in der Ortsdarstellung. Der Wärme-leitungskern K erfüllt die Di�erentialgleihung
∂

∂t
K(t; x, y) = −AxK(t; x, y) und lim

t→0
K(t; x, y) = δ(x− y). (8.18)Damit können wir die Determinante von A sheinbar wie folgt berehnen: wir konstruie-ren die eindeutige Lösung des Anfangswertproblems (8.18), setzen die Lösung K(t, x, y)in die Darstellung (8.16) für die ζ-Funktion ein und berehnen dann die Determinantemit Hilfe der Formel (8.14). Diese Vorgehensweise hat mindestens zwei Probleme. Fürviele Operatoren von Interesse kann man K niht explizit berehnen und zudem existiertdie Integraldarstellung (8.17) nur für genügend grosse ℜ(s). Es brauht noh die analy-tishe Fortsetzung der ζ-Funktion nah s = 0. Allerdings genügt uns die Ableitung der

ζ-Funktion am Ursprung, und im Gegensatz zur Funktion selbst ist diese Gröÿe in vielenFällen berehenbar. Für interessante Anwendungen dieser Renormierungs Methode aufProbleme der Quantenfeldtheorie verweise ih auf [50, 51℄.Für den Operator A = −△+m2 hat der Wärmekern die Form
K(t; x, x′) =

e−m
2t

(4πt)d/2

∑

n∈Z

e−{(τ−τ ′+nβ)2+(x−x ′)2}/4t (8.19)Der Term mit n = 0 ist der Wärmekern zum Shrödinger-Operator des freien Teilhensin R d und die Summe maht daraus den Wärmekern auf [0, β]× R d−1 mit Identi�kation
������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 8. SKALARFELDER 8.1. Quantisierung des Skalarfelds 173der Endpunkte des Intervalls [0, β]. Wir �nden
ζA(s) =

βV

(4π)d/2Γ(s)

∫

dt ts−1−d/2e−m
2t

∞∑

n=−∞

e−n
2β2/4t. (8.20)Eigentlih ist das Spektrum von −△ + m2 auf S1 × Rd−1 niht diskret und dies zeigtsih in der harmlosen Volumendivergenz der Zetafunktion. Beim Übergang zur freienEnergiedihte werden wir diesen divergenten Faktor los. Wir könnten auh periodisheRandbedingungenin in allen Raumrihtungen fordern und am Shluss der Rehnung denLimes L→∞ durhführen. Dieses Vorgehen würde für die hier betrahtete freie Theoriezu identishen Resultaten führen.Mit Hilfe der Formel

∫ ∞

0

dt tae−bt−c/t = 2
(c

b

)(a+1)/2

Ka+1

(

2
√
bc
) (8.21)können die t-Integrale berehnet werden und führen auf die Reihendarstellung

ζA(s) =
βV

(4π)d/2
md−2s

Γ(s)

(

Γ(s− d
2
) + 4

∞∑

1

(
nmβ

2

)s−d/2

Kd/2−s(nmβ)

) (8.22)Die Gammafunktion hat einfahe Pole an den Stellen 0,−1,−2, . . ., und 1/Γ(s) ∼ s. Inunserer Welt mit 4 Raumzeit-Dimensionen benutzt man
Γ(s− 2)

Γ(s)
=

1

(s− 1)(s− 2)
und 1

Γ(s)
= s+O(s2)um die Ableitung der Zetafunktion am Ursprung zu berehnen. Man �ndet für die freieEnergiedihte

f(β) = − 1

2βV
ζ ′A(0) = − m4

128π2

(

3− 2 logm2 + 64
∑

n=1,2...

K2(nmβ)

(nmβ)2

)

. (8.23)Um das Resultat für masselose Teilhen zu gewinnen benutzen wir K2(x) ∼ 2/x2, so dass
lim
m→0

f(β) = −T
4

π2
ζR(4), (8.24)wobei die in der Zahlentheorie so wihtige Zetafunktion von Riemann auftritt,

ζR(x) =
∑

n∈N

n−x (8.25)������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 8. SKALARFELDER 8.2. E�ektive Potentiale 174Die weiter unten benötigten Werte dieser Funktion und ihrer Ableitung sind
ξR(0) = −1

2
, ξR(2) =

π2

6
, ξR(4) =

π4

90
und ζ ′R(0) = −1

2
log(2π). (8.26)Sie ist in der ganzen komplexen Ebene regulär, bis auf einen einfahen Pol mit Residuum

1 bei s = 1. Damit lautet die freie Energiedihte und innere Energiedihte für masseloseTeilhen ohne Spin
f(β) = −π

2T 4

90
und u(β) = ∂β(βf) =

π2T 4

30
. (8.27)Für die Hohlraumstrahlung müsste man mit dem Faktor 2 multiplizieren, da Photonenzwei Polarisationsfreiheitsgrade haben.Um die freien Energie für ein freies Gas von massiven Teilhen zu berehnen, entwikelnwir die Bessel-Funktion für kleine Argumente,

K2−s(x) ∼
2

x2
+

1

8

(
3

4
− γ − log

x

2

)

+O(x4) (8.28)und benutzen die Formel
∑

log(nmβ) = log(mβ)ζR(0)− ζ ′R(0) (8.29)für die mit Hilfe der ζ-Funktionsregularisierung de�nierte Summe der Logarithmen. Dieführt auf folgende Entwiklung der Energiedihte für hohe Temperaturen T ≫ m,
f(β) = − 1

128π2

(

128ζR(4)T 4 − 32ζR(2)m2T 2 − 8m4ζR(0) log
m

2T

+
{
3 + 8ζ ′R(0) + (6− 8γ)ζR(0)− 2 logm2

}
m4
)

+O

(
m2

T 2

)

, (8.30)mit Euler-Konstanten γ ≈ 0, 5772. Die Werte für die Riemannshe ζ-Funktion sind in(8.26) notiert.8.2 E�ektive PotentialeE�ektive Potentiale sind nützlih bei der Untersuhung der Phasen und Phasenübergängevon Systemen mit Ordnungparameter. In der Feldtheorie ist das konventionelle e�ektivePotential die Legendre-Transfomierte der Shwinger-Funktion bei Anwesenheit einerhomogenen Quelle, in der statistishen Mehanik ist es die freie Energie bei festgehaltenemOrdnungsparameter. Es gibt aber alternative De�nitionen von e�ektiven Potentialen.������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 8. SKALARFELDER 8.2. E�ektive Potentiale 1758.2.1 Konventionelles e�ektives PotentialIn Anwesenheit einer homogenen äusseren Quelle j hat die Zustandssumme
Z(j) = Sp e−β(Ĥ−jφ̂) ≡ eβV W (β,j) (8.31)die formale Pfadintegral-Darstellung [24℄

eβV W (β,j) = c ·
∫

Dφ exp

(

−SE [φ] + j

∫ β

0

φ(x)

)

, (8.32)wobei in der Quantenstatistik über β-periodishe Funktionen zu integrieren ist,
φ(τ + β, x ) = φ(τ, x ), β =

1

T
, (8.33)und V das räumlihe Volumen bezeihnet. Eine konstante Quelle ist verträglih mit derTranslationsinvarianz des Systems. W (β, j) ist bis auf ein Vorzeihen die freie Energie-dihte für das System mit vershobenen Hamilton-Operator Ĥ − jφ̂. Deshalb strebt dieShwinger-Funktion für tiefe Temperaturen gegen die negative Grundzustandsenergie-dihte W (β → ∞) = −E0(j)/V dieses Systems. Das konventionelle e�ektive Potentialerhält man über eine Legendre-Transformation aus der Shwinger-Funktion,

Γ(β, ϕ) = (LW )(ϕ) = sup
j

(jϕ−W (β, j)) . (8.34)Die maximierende Quelle j heisst zu ϕ konjugiert. Im Gegensatz zum mikroskopishenFeld φ ist ϕ ein makroskopishes mittleres Feld.Ist man ganz allgemein an der Vakuumstruktur einer Euklidshen Skalarfeldtheoriemit Lagrangedihte
L(φ(x)) =

∫

ddx

{
1

2
∇φ(x)∇φ(x) + V (φ(x))

}

, (8.35)interessiert, dann wird die Euklidshe Raumzeit Ω im Allgemeinen kein Zylinder S1 ×R d−1 sein, wie in der Quantenstatistik. Wir wollen deshalb allgemeinere Gebiete Ω ⊂ R dzur Quantisierung zulassen. Das φ-Feld kann auh mehrere Komponenten haben und niht-trivial unter einen globalen inneren Symmetriegruppe G transformieren. Das klassisheVakuum minimiert die klassishe Wirkung und ist durh das V minimierende homogeneFeld gegeben. Sein Wert ist niht notwendigerweise gleih dem Vakuumerwartungswert
〈φ̂〉 des Quantenfeldes. Um die Quantenkorrekturen zum klassishen Vakuum zu studierensetzt man e�ektive Potentiale ein. Wie in der Quantenmehanik beginnen wir mit der������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 8. SKALARFELDER 8.2. E�ektive Potentiale 176Zustandssumme in der Gegenwart einer homogenen äusseren Quelle j
Z(Ω, j) =

∫

Dφ exp

(

−S[φ] + j

∫

Ω

φ(x)

)

= eΩW (Ω,j). (8.36)Wir benutzen das gleihe Symbol Ω für das Quantisierungsgebiet und sein Volumen.Wählen wir als Raumzeit einen Kasten mit Volumen βV und fordern periodishe Rand-bedingungen, dann ist (8.36) die thermishe Zustandssumme (8.32) auf dem Torus. DieShwinger-Funktion W (Ω, j) ist strikt konvex, da ihre zweite Ableitung gleih demErwartungswert der positive Gröÿe (M − 〈M〉)2 ist, wobei
M =

1

Ω

∫

φ(x)ddx (8.37)das �raum-zeitlih� gemittelte Feld ist. Die Erwartungswerte hängen von der Quelle j ab,da sie mit der Wirkung (8.35) berehnet werden. Aus W (j) kann man den quantentheo-retishen Mittelwert des Feldes berehnen,
〈φ(x)〉j =

∫
Dφφ(x) e−S[φ]+j

R

φ

∫
Dφ e−S[φ]+j

R

φ
=
dW

d j
. (8.38)An Stellen wo W niht di�erenzierbar ist, darf man diese Formel nur mit Vorsiht anwen-den. Wir werden darauf zurükkommen.Das sogenannte konventionelle e�ektive Potential Γ(Ω, ϕ) ist wie in (8.34) die Le-gendre-Transfomierte vonW (Ω, j). Ist das Minimum ϕ0 des e�ektiven Potentials in nihtentartet, so de�niert es den eindeutigen Erwartungswert des Feldoperators im Grundzu-stand. Die semiklassishe Entwiklung um ϕ0 erzeugt die Einteilhen-irreduziblen Feyn-man-Graphen [54℄. Bei einer spontanen Brehung einer Symmetrie mit Ordnungspara-meter ϕ ist die naive semiklassishe Entwiklung für Γ(ϕ) ungültig. Sie führt auf einniht-konvexes und sogar komplexes Γ und muss modi�ziert werden [53℄.Weiter unten werden wir zwei weitere e�ektive Potentiale kennenlernen und derenBeziehung zum konventionellen Potential (8.34) herausarbeiten. Zur Vorbereitung ist esnützlih, vorher eine auf Legendre zurükgehende Transformation zu besprehen.8.2.2 Die Legendre-TransformationDie Legendre-Transformation spielt eine wihtige Rolle in der klassishen Mehanik,Thermodynamik und Quantenfeldtheorie, und es lohnt sih, ihre wihtigsten Eigenshaf-ten zu notieren. Im Folgenden seien ϕ und j Elemente einer konvexen Menge im R d.1. Die Legendre-Transformierte einer für genügend groÿe Argumente konvexen Funk-tion ist immer konvex.������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 8. SKALARFELDER 8.2. E�ektive Potentiale 177Zum Beweis betrahten das interpolierende Feld
ϕα = (1− α)ϕ1 + αϕ2, 0 ≤ α ≤ 1 (8.39)zwishen ϕ1 und ϕ2. Es gilt die Abshätzung

Γ(ϕα) = sup
j

{

(1− α)(j, ϕ1) + α(j, ϕ2)−
(
(1− α) + α

)
W (j)

}

≤ (1− α) sup
j

{
(j, ϕ1)−W (j)

}
+ α sup

j

{
(j, ϕ2)−W (j)

} (8.40)
= (1− α)Γ(ϕ1) + αΓ(ϕ2),wobei wir benutzten, dass das Supremum einer Summe kleiner oder gleih der Sum-me der Supremen der Summanden ist. Damit liegt der Graph von Γ unterhalb derdie Punkte (ϕi,Γ(ϕi)) verbindenden Streke. Dies beweist die Konvexität von Γ.2. Die Legendre-Transformation ist involutiv für konvexe Funktionen.Für ein konvexes W gibt es für jeden Punkt (j0,W (j0)) eine Hyperebene unterhalbdes Graphen von W . In anderen Worten, es gibt ein von j0 abhängiges ϕ0, so dass
W (j0) + (ϕ0, j − j0) ≤ W (j) für alle j,oder auh

(ϕ0, j)−W (j) ≤ (ϕ0, j0)−W (j0).Das Supremum der linken Seite bezüglih j ist das e�ektive Potential, so dass
Γ(ϕ0) ≤ (ϕ0, j0)−W (j0). (8.41)Shreiben wir dies in der Form
W (j0) ≤ (ϕ0, j0)− Γ(ϕ0). (8.42)und bemerken, dass die rehte Seite kleiner gleih der Legendre-Transformiertenvon Γ ist, dann folgt
W (j0) ≤ (L2W )(j0). (8.43)Deshalb ist die zweifahe Legendre-Transformierte immer gröÿer oder gleih der

������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 8. SKALARFELDER 8.2. E�ektive Potentiale 178ursprünglihen Funktion ist. Andererseits gilt
Γ(ϕ) ≥ (ϕ, j)−W (j) für alle ϕ =⇒W (j) ≥ (ϕ, j)− Γ(ϕ). (8.44)Nehmen wir das Supremum über alle ϕ in der letzten Ungleihung, dann folgt

W (j) ≥ (L2W )(j),oder dass die zweifahe Legendre-Transformierte immer kleiner oder gleih derursprünglihen Funktion ist. Zusammen mit der obigen Ungleihung folgern wir,dass für jede konvexe Funktion gilt
(L2W )(j) = W (j). (8.45)3. Für beliebige ϕ und j gilt die Ungleihung von Fenhel und Young

W (j) + Γ(ϕ) ≥ (j, ϕ). (8.46)Sie wird zu einer Gleihung für konjugierte Variablen ϕ und j. Diese Eigenshaftfolgt unmittelbar aus der Ungleihung (8.44).4. Ist die stetige Shwinger-Funktion niht di�erenzierbar und hat einen Knik, dannhat Γ = LW ein Plateau. Für ein einkomponentiges Feld ist die Breite des Plateaugleih dem Sprung von W ′. Umgekehrt wird ein Plateau in einen Knik abgebildet.

j

W (j)

L(j)Steigung ϕ
−Γ(ϕ)

b

b

Diese Eigenshaft folgt aus der gra-phishen Konstruktion der Trans-formation: Γ(ϕ) ist −L(0), wobeider Graph der linearen Funktion
L(j) mit Steigung ϕ denjenigen von
W (j) berührt. Für gegebenes ϕ undeine konvexe und di�erenzierbareShwinger-Funktion ist der kon-jugierte Strom durh die Forderungde�niert, dass L(j) beim konjugier-ten Strom tangential an W (j) ist.In der folgenden Abbildung ist eine typishe Situation für ein System mit sponta-ner Symmetriebrehung skizziert. Die Shwinger-Funktion hat einen Knik beiausgeshalteter Quelle und entsprehend das e�ektive Potential Γ ein Plateau.������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II
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j

W

ϕ

Γ

5. Die zweifahe Legendre-Transformierte einer für groÿe Argumente konvexe Funk-tion die konvexe Hülle dieser Funktion ist.Dies folgt sofort aus dem bisher gezeigten Eigenshaften.
U

ϕ
L2U

6. Für di�erenzierbare W und Γ sind die konjugierten Variablen ϕ und j wie folgtverbunden,
ϕ = W ′(j) und j = Γ′(ϕ). (8.47)Ersetzen wir (j, ϕ) durh (p, ẋ) und (W,Γ) durh (H,L), dann ist dies die bekannteLegendre-Transformation der klassishen Mehanik von der Hamiltonshen zurLagrangeshen Formulierung.7. Ist Γ die Legendre-Transformierte vonW , dann ist Γα die Legendre-Transformiertevon Wα. Dabei ist Fα(x) die reskalierte Funktion

Fα(x) = αF
( x

α1/2

)

. (8.48)Die Legendre-Transformierte des Monoms mit Exponenten α > 1 ist das Monom������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 8. SKALARFELDER 8.2. E�ektive Potentiale 180mit dualem Exponent β,
W (j) =

1

α
|j|α ⇐⇒ Γ(ϕ) =

1

β
|ϕ|β, mit 1

α
+

1

β
= 1. (8.49)Mit zunehmendem Exponent β entwikelt Γ ein Plateau von −1 bis 1. Der Exponent

α der transformierten Funktion W strebt gegen Eins und die Funktion konvergiertgegen die stükweise lineare Funktion W (j) = |j|.8. Bezeihnen W ′′(j) und Γ′′(j) die Matrizen der zweiten Ableitungen von W und Γ,dann gilt
W ′′(j) Γ′′(ϕ) = 1, (j, ϕ) dual. (8.50)Diese Eigenshaft folgt unmittelbar aus den Relationen
∂2W

∂jr∂js
=
∂ϕr
∂js

und ∂2Γ

∂ϕr∂ϕs
=
∂jr
∂ϕs

.9. Als weitere Eigenshaften notieren wir:Verhalten unter Translationen:
W (j) = W1(j) + b⇒ (LW )(ϕ) = (LW1)(ϕ)− b
W (j) = W1(j + k)⇒ (LW )(ϕ) = (LW1)(ϕ)− ϕ · k (8.51)Verhalten unter Inversion:
W (j) = W−1

1 (j)⇒ (LW )(ϕ) = −ϕ · (LW1)

(
1

ϕ

)

. (8.52)Nah dieser Erinnerung an wesentlihe Eigenshaften der Legendre-Transformation keh-ren wir zur Quantenfeldtheorie zurük.8.2.3 E�ektives Potential in der QuantenmehanikWir untersuhen zuerst Quantenfeldtheorien in 1+0 Dimensionen, d.h. quantenmehani-she Systeme für die der Feldoperator gleih dem Ortsoperator ist. Wir notieren, dass dieShwinger-Funktion konvex ist, da gemäÿ (8.32) und wegen der Translationsinvarianzin der Euklidshen Zeit
d2

dj2
W (β, j) =

∫ β

0

dτ
〈
q̂(τ)q̂(0)

〉

j,c
≥ 0, (8.53)������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 8. SKALARFELDER 8.2. E�ektive Potentiale 181gilt. Die verbundene Zweipunktfunktion wird dabei in Anwesenheit der Quelle, also mitWirkung SE − j ∫ q berehnet. Die Krümmung der Shwinger-Funktion ist damit pro-portional zur Suszeptibilität. Divergiert diese, dann wird W (β, j) einen Knik aufweisen.Für eine alternative Form der Shwinger-Funktion und des e�ektiven Potentialserinnern wir uns an die variationelle Charakterisierung der Grundzustandsenergie,
−E0(j) = W (j) = sup

ρ

〈

jq̂ − Ĥ
〉

ρ
= sup

q

(

jq − inf
Sp ρq̂=q

〈Ĥ〉ρ
)

. (8.54)Für niedrige Temperaturen strebt die Shwinger-Funktion W (β, j) in (8.31) gegen dienegative Grundzustandsenergiedihte −E0(j)/V des um −jq̂ vershobenen Hamilton-Operators, in der Quantenmehanik also gegen −E0(j). Nah der Variationsprinzip vonRayleigh und Ritz ist deshalb die Shwinger-Funktion für niedrige Temperaturen,
W (β →∞, j), gleih der Funktion W in (8.54).Die Dihtematrizen ρ bilden eine konvexe und kompakte Menge, so dass das Supremumdes linearen Funktionals ρ→ 〈jq̂− Ĥ〉ρ = tr ρ(jq̂− Ĥ) für Dihtematrizen auf dem Randdieser Menge, also generish für reine Zustände angenommen wird. Ist der minimierendeRandzustand ein Gemish

ρ = αρ1 + (1− α)ρ2 ≡ ρα (8.55)mit zwei reinen Zuständen ρ1, ρ2 und α ∈ [0, 1], dann ist 〈jq̂ − Ĥ〉ρα unabhängig von α.Die Zwangsbedingung 〈q̂〉ρ = q de�niert für jedes feste q eine �Ebene� im Raum derZustände. Der minimierende Zustand ρ in
Γ(q) = inf

Spρq̂=q
〈Ĥ〉ρ (8.56)liegt im Durhshnitt dieser Ebene mit dem Rand der Menge aller Zustände. Seien nun

ρi zwei Zustände, welhe die Energie unter den Nebenbedingungen 〈q̂〉ρi
= qi minimieren,

Γ(qi) = 〈Ĥ〉ρi
i = 1, 2. (8.57)Für die zwishen ρ1 und ρ2 interpolierenden Zustände ρα in (8.55) interpoliert der mittlereOrt qα = (1− α)q1 + αq2 zwishen q1 und q2. Es gilt

Γ(qα) ≤
〈
Ĥ
〉

ρα
= (1− α)

〈
Ĥ
〉

ρ1
+ α

〈
Ĥ
〉

ρ2
= (1− α)Γ(q1) + αΓ(q2). (8.58)Daraus folgt sofort die Konvexität des variationell de�nierten e�ektiven Potentials (8.56)Aus (8.54) lesen wir ab, dassW die Legendre-Transformierte des konvexen Γ ist und ausden vorherigen Resultaten über die Eigenshaften der Legendre-Transformation folgt,������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 8. SKALARFELDER 8.2. E�ektive Potentiale 182dass umgekehrt Γ die Legendre-Transfomierte von W ist,
Γ(q) = sup

j
(jq −W (j)) und W (j) = sup

q
(jq − Γ(q)) . (8.59)Das In�mum von Γ ist

inf
q

Γ(q) = inf
q

inf
〈q̂〉ρ=q

〈Ĥ〉ρ = inf
ρ
〈Ĥ〉ρ = E0 (j = 0), (8.60)also die Grundzustandsenergie des Hamilton-Operators ohne Quelle.Der minimierene Ort q ist gerade der Erwartungswert des Ortsoperators im minimie-renden Zustand ρ. Ist ρ rein, dann ist q der eindeutige Erwartungswert von q̂ im Grundzu-stand. Im anderen Fall kann ρ als konvexe Kombination von zwei reinen Zuständen ρ1 und

ρ2 mit gleihen Energien geshrieben werden. Dann hat jede konvexe Linearkombinationvon q1 und q2, wobei qi = tr ρiq̂ ist, denselben Wert von Γ. Wir folgern, dass in diesemFall Γ niht strikt konvex ist. Die Ungleihung (8.58) wird dann zu einer Gleihung und Γentwikelt ein Plateau. Die entsprehende Shwinger-Funktion hat einen Knik. DieseMöglihkeit ist für quantenmehanishe Systeme mit kurzreihweitigen Wehselwirkungenallerdings niht realisiert. Aber Spinmodelle oder Feldtheorien in zwei oder mehr Dimen-sionen können Phasenübergänge erleiden und in diesen Fällen hat W mindestens einenKnik und Γ mindestens ein Plateau.8.2.4 Contraint e�etive potentialWir folgen hier imWesentlihen dem Papier [52℄ in dem das sogenannte onstraint e�etivepotential eingeführt und diskutiert wurde.Das Minimum ϕ0 des konventionellen e�ektiven Potentials Γ(Ω, ϕ) ist eindeutig imendlihen Volumen oder wenn das klassishe Potential konvex ist oder aber beides zutri�t.Ist das klassishe Potential niht konvex, wie in Systemen mit spontaner Symmetriebre-hung, dann gibt es mehrere minimierende Punkte ϕ0 von Γ(ϕ) = Γ(∞, ϕ). Diese liegenauf einer Hyperebene im Targetraum (dem Plateau). In diesem Fall ist das Vakuum durh
Γ(ϕ) allein niht bestimmt, sondern nur durh Γ(ϕ) plus der Rihtung, aus dem sih dieTrigger-Quelle j dem singulären Punkt von W annähert. Der Trigger zwingt das Systemin einen reinen Zustand. Wir haben argumentiert, dass der Erwartungswert ϕ in einemreinen Zustand am Ende des Plateau von Γ liegt.Für unendlihe Ω und niht-konvexe klassishe Potentiale hat die Shleifen-EntwiklungProbleme und ein direkter niht-störungstheoretisher Zugang ist wünshenswert. Dannist Γ aber eher eine ungeeignete Gröÿe. Zum Beispiel gibt es keine explizite Pfadintegral-Darstellung für dieses Potential. Eine einfahere und im Pfadintegral-Zugang direkt zu-������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 8. SKALARFELDER 8.2. E�ektive Potentiale 183gänglihe Gröÿe ist dagegen das onstraint e�etive potential [52℄
exp (−ΩU(Ω, ϕ)) =

∫

Dφ δ(M − ϕ) e−S[φ], M =
1

Ω

∫

ddxφ(x). (8.61)Ist die klassishe Wirkung (und das Mass) invariant unter der Symmetriegruppe G, dannist U(Ω, ϕ) ebenfalls invariant. Das onstraint e�etive potential hatten wir für das Ising-Modell bereits in (5.7) eingerührt. Es hat eine einfahe wahrsheinlihkeitstheoretisheBedeutung, da
P (ϕ) ≡ e−ΩU(Ω,ϕ)

∫
dϕ e−ΩU(Ω,ϕ)

(8.62)die Wahrsheinlihkeitsdihte dafür ist, das System mit einem mittleren Feld ϕ zu �nden.In Spinmodellen ist ϕ die Magnetisierung. Die Wahrsheinlihkeit dafür, das System miteinem ϕ weg von den Minimas von U zu �nden, vershwindet für Ω→∞.Multiplizieren wir beide Seiten von (8.61) mit exp(Ωjϕ) und integrieren über ϕ, dann�nden wir
∫

eΩ[jϕ−U(Ω,ϕ)]dϕ = eΩW (Ω,j). (8.63)Damit ist W über eine Laplae-Transformation mit U verbunden. Da Γ die Legend-re-Transformierte von W ist, kann Γ(Ω, ϕ) aus U(Ω, ϕ) eindeutig berehnet werden. Um-gekehrt ist W die Legendre-Transformierte von Γ, und U kann aus Γ über eine inverseLaplae-Transformation bestimmt werden. Es gibt eine ein-eindeutige Beziehung zwi-shen den e�ektiven Potentialen U(Ω, ϕ) und Γ(Ω, ϕ).Nun diskutieren wir den thermodynamishen Grenzfall Ω→∞. In diesem Limes wirddie Sattelpunktsnäherung des gewöhnlihen Integrals (8.63) exakt, und
W (j) = sup

ϕ
(jϕ− U(ϕ)) = (LU)(j). (8.64)Deshalb ist wegen Γ = LW = L2U das konventionelle e�ektive Potential Γ die konvexeHülle des onstraint e�ektiven Potentials U . Obwohl U(Ω, ϕ) für endlihe Volumen imAllgemeinen niht konvex ist, kann man beweisen, dass es im thermodynamishen Limes

Ω→∞ konvex wird [52℄, so dass
Γ(ϕ) = U(ϕ). (8.65)Im unendlihen Volumen sind beide e�ektiven Potentiale identish. Im endlihen Volumensind sie im Allgemeinen vershieden, insbesondere brauht U(Ω, ϕ) niht konvex zu sein.������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 8. SKALARFELDER 8.3. Shleifenentwiklung für Γ[ϕ] 184Das ontraint e�ektive Potenial ist besonders nützlih bei der Untersuhung einerspontanen Symmetriebrehung. Dazu betrahtet man die Momente
∫
ϕp exp

{
Ω
(
jϕ− U(Ω, ϕ)

)}
dϕ

∫
exp

{
Ω
(
jϕ− U(Ω, ϕ)

)}
dϕ

=
1

Ωp

∫

ddx1 . . . d
dxp 〈φ(x1) · · ·φ(xd)〉Ωj , (8.66)d.h. die über Raum und Zeit gemittelten Shwinger-Funktionen im endlihen System.Für p = 1 �nden wir den Erwartungswert des Feldes mit äusserer Quelle,

〈φ(x)〉Ωj =
1

Z(j)

∫

ϕ eΩ{jϕ−U(Ω,ϕ)}dϕ. (8.67)Im endlihen Volumen bedingt eine Symmetrie U(ϕ) = U(−ϕ) einen vershwindendenErwartungswert bei ausgeshalteter Quelle, 〈φ̂〉Ω0 = 0. Um ein niht-triviales mittleresFeld zu �nden, müssen wir zuerst den thermodynamishen Grenzfall durhführen underst danah den Trigger j ausshalten. Verbleibt ein niht-trivialer Erwartungswert für
j = 0, dann liegt eine spontane Symmetrierehung vor.Für p = 2 und j = 0 lautet die Formel (8.66)

1

Z(j)

∫

ϕ2eΩ{jϕ−U(Ω,ϕ)}dϕ =
1

Ω2

∫

ddxddy〈φ(x)φ(y)〉Ω0 . (8.68)Der Erwartungswert auf der rehten Seite ist die Zweipunkt-Shwinger-Funktion, dienur vom x−y abhängt. Deshalb �nden wir folgende explizite Formel für die Suszeptibilitätdes Systems,
χ =

∫

S2(x)d
dx = Ω

∫
ϕ2e−ΩU(Ω,ϕ) dϕ
∫
e−ΩU(Ω,ϕ) dϕ

. (8.69)Ähnlihe Formeln �ndet man für die höheren Momente des Wahrsheinlihkeitsmasses
P (ϕ) in (8.62).8.3 Shleifenentwiklung für Γ[ϕ]Um die Shleifenentwiklung (loop-expansion) für die e�ektive Wirkung oder das e�ektivePotential zu berehnen zerlegen wir die klassishe Wirkung in ihren quadratishen Anteil
S0[φ] und den die Selbstwehselwirkung beshreibenden Restterm V [φ] =

∫
dx V (φ). Daserzeugende Funktional

Z[j] = eW [j] =

∫

Dφ exp
(
− S[φ] + (j, φ)

)
, (j, φ) =

∫

ddx j(x)φ(x), (8.70)������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 8. SKALARFELDER 8.3. Shleifenentwiklung für Γ[ϕ] 185mit beliebiger x-abhängiger Quelle de�niert das Shwinger-Funktional W [j]. Das Shwin-ger-Funktional erzeugt die verbundenen Korrelationsfunktionen.Seine Legendre-Transformierte Γ erzeugt die Einteilhen-irreduziblen Feynman-Graphen und heisst e�ektive Wirkung. Für eine homogene Quelle ist W [j] bis auf einenVolumenfaktor die Shwinger-Funktion W (j) in (8.36). Das konjugierte mittlere Feldist dann ebenfalls konstant und für konstantes ϕ ist Γ[ϕ] bis auf einen Volumenfaktorgleih dem konventionellen e�ektiven Potential Γ(ϕ).Wir führen einen Entwiklungsparameter a ein, der die Shleifen zählt. Das Funktional
Z[j] = exp

(
1

a
W [j]

)

=

∫

Dφ exp

(

−1

a
S0 +

1

a
(j, φ)− 1

a
V [φ]

) (8.71)hat die strörungstheoretishe Entwiklung
Z[j] =

∑ (−1)n

n!

∫

Dφ
(

1

a

∫

dx V (φ(x))

)n

exp

(

−1

a
S0[φ] +

1

a
(j, φ)

)

=
∑ (−1)n

n!

(
1

a

∫

dx V

(
δ

δj(x)

))n

exp

(
a

2

∫

j∆Fj

)

. (8.72)Wir haben in Potenzen des Potentialterms V [φ] =
∫
ddxV (φ) entwikelt und die resul-tierenden Gaussshen Integrale über Dφ berehnet. Jeder Propagator wird mit einemFaktor a und jeder Wehselwirkungsvertex mit einem Faktor 1/a multipliziert. Ein Graphmit I inneren Linien in der n'ten Ordnung Störungstheorie wird mit dem Faktor aI−n mul-tipliziert. Die Anzahl unabhängiger Impulsintegrationen ist gleih der Anzahl Shleifen

L, wobei wegen der Impulserhaltung an jedem Vertex die Beziehung
L = I − (n− 1) (8.73)gilt. Deshalb ist die Entwiklung in a eine Shleifenentwiklung. Diagramme mit L Shlei-fen sind von der Ordnung aL−1. Diagramme ohne Shleifen, d.h. der klassishe Beitrag zu

W , ist von der Ordnung a−1 und die Einshleifenbeiträge von der Ordnung a0.Im Folgenden wollen wir annehmen, das Quantisierungsvolumen Ω habe keine Ränder.Bei endlihen Temperaturen ist Ω typish ein Zyliner und bei Temperatur T = 0 der ganzeRaum oder ein d-dimensionaler Torus. Für Systeme mit Rand ist die Shleifenentwiklungetwas aufwendiger, siehe zum Beispiel [55℄.
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KAPITEL 8. SKALARFELDER 8.3. Shleifenentwiklung für Γ[ϕ] 1868.3.1 Klassisher BeitragMit der Sattelpunktsmethode �nden wir für a→ 0

∫

Dφ exp

{

−1

a

(
S[φ]− (j, φ)

)
}

∼ exp

{

−1

a
inf
φ

(
S[φ]− (j, φ)

)
}

, (8.74)und der klassishe Beitrag führt auf die Legendre-Transformierte von S,
W0[j] = sup

φ

{
(j, φ)− S[φ]

}
= (LS)([j]). (8.75)Die e�ektive Wirkung ist nah De�nition die Legendre-Transformierte von W , d.h.

Γ0[ϕ] =
(
L2S

)
[ϕ]. (8.76)Speziell für konvexe V ist das maximierende Feld eindeutig durh die klassishe Bewe-gungsgleihung in Anwesenheit der äusseren Quelle bestimmt,

j(x) =
δS

δφ(x)

∣
∣
φ=ϕcl

, (8.77)und in führender Ordnung ist Γ gleih der klassishen Wirkung,
Γ0[ϕ] = S[ϕ]. (8.78)Der formale Entwiklungsparameter a kann als Wirkungskonstante in Einheiten von ~ in-terpretiert werden. In diesem Sinne ist die a-Entwiklung eine semiklassishe Entwiklung.Dies ist in völligem Einklang mit dem Ergebnis (8.78)8.3.2 Einshleifen-BeitragEs sei ϕcl das (j, φ)− S[φ] maximierende klassishe Feld. Wir mahen den Ansatz
φ = ϕcl +

√
aψ (8.79)mit Fluktuationsfeld ψ und setzen diesen in S − (j, φ) ein. Da ϕcl diesen Ausdruk mini-miert, ist

S[φ]− (j, φ) = S[ϕcl]− (j, ϕcl) +
a

2

∫

ψ(x)K(x, y)ψ(y) +O(a3/2), (8.80)
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KAPITEL 8. SKALARFELDER 8.3. Shleifenentwiklung für Γ[ϕ] 187mit Krümmungsterm
K(x, y) =

δ2S

δφ(x)δφ(y)

∣
∣
∣
ϕcl

. (8.81)Dies setzen wir in (8.71) ein. Wegen Dφ = onst · Dψ erhalten wir
Z[j] = exp

{
a−1W0[j]

}
∫

Dψ e− 1
2
(ψ,Kψ)+O(a1/2). (8.82)Die Integration ergibt det−1/2K, und wir �nden das Shwinger-Funktional

W [j] =

∫

jϕcl − S[ϕcl]−
a

2
log detK +O

(
a3/2

)
. (8.83)Die Entwiklung von W führt auf eine entsprehende Entwiklung des mittleren Feldes ϕ,

W [j] =
∑

anW [j] =⇒ ϕ(x) =
∑

anϕn(x), ϕn =
δWn

δj
. (8.84)Speziell ist in führender Ordnung

ϕ0 =
δW0

δj
= ϕcl +

∫ (

j − δS

δφ

) ∣
∣
∣
ϕcl

δϕcl

δj

(8.77)
= ϕcl, (8.85)und bis zur ersten Ordnung gilt

ϕ = ϕcl + a
δW1

δj
+O(a2). (8.86)Für den zweiten Term auf der rehten Seite erhalten wir

δW1

δj(x)
=

∫

dy
δW1

δϕ(y)

δϕ(y)

δj(x)
.Für den letzten Faktor dürfen wir

δj(x)

δϕ(y)
=

δ2S

δϕ(x)δϕ(x)

∣
∣
∣
ϕcl

+O(a) ≡ K(x, y) +O(a)benutzen. Eingesetzt in (8.86) ergibt sih
ϕ(x) = ϕcl(x) + a

∫

dy
δW1

δϕ(y)
K−1
xy (ϕ) +O(a2). (8.87)
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KAPITEL 8. SKALARFELDER 8.3. Shleifenentwiklung für Γ[ϕ] 188Nun können wir den Einshleifenbeitrag zur e�ektiven Wirkung berehnen,
Γ(ϕ) = (j, ϕ)−W0 − aW1 +O(a2)

= (j, ϕ)− (j, ϕcl) + S[ϕcl]− aW1[ϕ] +O(a2) (8.88)
= S[ϕ]− aW1[ϕ] +O(a2).Beim letzten Shritt durften wir ϕcl durh ϕ ersetzen, da ϕcl ein stationärer Punkt von

(j, ϕ)− S[ϕ] ist und der dabei entstehende Fehler von der Ordnung O(a2) ist. Für einenhomogenen Strom ist ϕ ebenfalls homogen und wir �nden für das e�ektive Potential
Γ(ϕ) = Γ[ϕ]/Ω die einfahe Formel

Γ(ϕ) = V (ϕ) +
~

2Ω
log detK(ϕ), (8.89)wobei wir durh die Ersetzung a→ ~ die explizite ~-Abhängigkeit wiederherstellten. Wirbetrahten ein einkomponentiges ungeladenes Skalarfeld mit Euklidsher Wirkung

S =

∫

dx

(

−1

2
(φ,△φ) + V (φ)

)

. (8.90)Die zweite Ableitung der Wirkung ist
K(x, y) = (−△+ V ′′(ϕ)) δ(x− y). (8.91)und wir verbleiben mit der Berehnung der Funktionaldetermiante,

Γ(ϕ) = V (ϕ) +
~

2Ω
log det (−△+ V ′′(ϕ)) . (8.92)Für konstantes ϕ können wir V ′′ als e�ektive Masse behandeln. Wählen wir für Ω einenZylinder mit periodisher Euklidsher Zeit, dann dürfen wird das Resultat (8.30) mitder Ersetzung m2 → V ′′ ≪ T 2 für die regularisierte Determinante übernehmen. Wirzerlegen das e�ektive Potential bei Temperatur 1/β in einen �Vakuumanteil� und einenthermishen Anteil,

Γ(ϕ) = ΓT=0(ϕ) + ΓT>0(ϕ) (8.93)mit
ΓT=0(ϕ) = V (ϕ) +

~

64π2
V ′′(ϕ)2 log

V ′′(ϕ)

µ2
, (8.94)

ΓT>0(ϕ) = −~π2

90
T 4 +

~

24
V ′′(ϕ)T 2 − ~

34π2
(V ′′(ϕ))2 log

V ′′(ϕ)

(4πT )2
+ . . . . (8.95)������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 8. SKALARFELDER 8.3. Shleifenentwiklung für Γ[ϕ] 189Dabei wurde ein dem Problem angepasster Massenparameter µ eingeführt. Tatsählihstimmen die Resultate (8.94,8.95) und (8.30) nur bis auf einen Term proportional zu
V ′′(ϕ)2 überein. Dieser hat für eine störungstheoretish renormierbare Theorie dieselbeForm wie das klassishe Potential V und kann durh eine endlihe Renormierung derParamater in V absorbiert werden. Diese Änderung der Parameter ist von erster Ordnungin der Shleifenentwiklung und die neuen Parameter dürfen in den Einshleifenbeiträgenbenutzt werden.Wir betrahten das Potential

V (φ) = −m
2
0

2
φ2 +

λ0

4
φ4. (8.96)Für shwahe Kopplung und hohe Temperaturen ist die e�ektive Massse

m2(T ) = −m2 +
~

4
λT 2. (8.97)und wehselt ihr Vorzeihen bei

Tc =
4m2

~λ
. (8.98)Oberhalb dieser Temperatur ist der Ursprung ein Minimum und unterhalb ein Maximum.Für shwahe Kopplungen ist Tc eine gute Näherung für die kritishe Temperatur des Sys-tems mit Z2-symmetrishen Potential (8.96). Erwärmt man das bei tiefen Temperaturenspontan gebrohene System, dann wird für T > Tc die Symmetrie wiederhergestellt. Esist die Curie-Temperatur für die φ4-Theorie mit Ordnungsparameter ϕ.Für niht-konvexe V (φ) wird das störungstheoretishe e�ektive Potential komplex anStellen, wo die Krümmung von V negativ ist. Im Gegensatz zum exakten Potential ist esin der Shleifenenwiklung weder konvex noh reell. Eine verbesserte Approximation ohnediese Probleme wurde in [53℄ entwikelt.
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Kapitel 9Skalares GitterfeldIn den kommenden Abshnitten des Kapitels mahen wir von der Gitterregularisierungder Funktionalintegrale Gebrauh. Wir diskretisieren die Euklidshe Raumzeit R d undersetzen sie durh ein d-dimensionales Gitter Λ. Für ein endlihes Λ geht das forma-le Funktionalintegral in ein gewöhnlihes |Λ|-dimensionales Integral über, dass mit denMethoden der statistishen Mehanik behandelt wird.In der Gitterregularisierung des Euklidshen Funktionalintegrals (8.5) wird die Eu-klidshe Raumzeit R d durh ein d-dimensionales Gitter Λ ersetzt und das Skalarfeld φauf R d durh ein Gitterfeld (eine 0-Kette),
φ =

∑

x∈Λ

φx〈x〉 ≡
∑

x∈Λ

φ(x) 〈x〉. (9.1)Das Gitter Λ ⊂ Zd wird oft sowohl aus theoretishen wie auh aus praktishen Gründenzunähst als endlih angenommen. Als Randbedingung auf dem hyperkubishen Gitterwird meistens eine der folgenden Bedingungen auferlegt:
• Periodishe Randbedingungen

φ(x+ Leµ) = φ(x), µ = 1, . . . , d. (9.2)Mit diesen Randbedingungen wird das Gitter zum Torus und die Skalarfeldtheorieist invariant unter diskreten Translationen.
• Feste Randbedingungen φ|∂Λ =fest.
• O�ene Randbedingungen: In diesem Fall ist die Wehselwirkung der Felder mit denNahbarfeldern am Rand ∂Λ abzuändern, so dass nur Wehselwirkungen innerhalbdes Gitters bestehen. Bei Festkörpern sind diese Randbedingungen am natürlihsten,allerdings können Ober�ähenphänomene auftreten.190



KAPITEL 9. SKALARES GITTERFELD 9.1. Das freie Skalarfeld 191
• Antiperiodishe Randbedingungen: Diese dienen dazu, unerwünshte langreihwei-tige Korrelationen zu unterdrüken oder künstlihe Grenz�ähen zu erzeugen.Verallgemeinerungen von periodishen Randbedingungen sind in Gittereihtheorien be-liebt. Wir werden in diesem Kapitel periodishe Randbedingungen auferlegen.9.1 Das freie SkalarfeldDie Euklidshe Wirkung des freien Klein-Gordon Feldes (8.9) soll nun durh eineFunktion des Gitterfeldes ersetzt werden. Es ist naheliegend, die partiellen Ableitungendurh Di�erenzen der Felder an benahbarten Gitterpunkten zu ersetzen. Wir erinnerndaran, wie der Co-Randoperator d auf eine 0-Kette wirkt,

dφ =
∑

〈xy〉

(
φ(x)− φ(y)

)
〈yx〉. (9.3)Mit dem im Abshnitt 6.5 eingeführten inneren Produkt zwishen Ketten können wir diediskretisierte Wirkung wie folgt shreiben,

S =
1

2
(dφ, dφ) +

m2

2
(φ, φ) =

1

2

∑

〈xy〉

(
φ(x)−φ(y)

)2
+
m2

2

∑

x

φ2(x)

=
1

2
(m2+2d)

∑

x

φ2(x)−
∑

〈xy〉

φ(x)φ(y). (9.4)Interpretieren wir φ als Vektor in RV , dann lautet die rehte Seite
S =

1

2
(φ,Kφ), K(x, y) = (m2 + 2d) δxy −

d∑

µ=1

(
δx,y+eµ + δx,y−eµ

)
. (9.5)Für eine positive Masse m ist die symmetrishe Matrix K positiv.Die Bestimmung der 2-Punktfunktion der freien Euklidshen Theorie reduziert sihauf die Berehnung eines einfahen Gauÿshen Integrals,

〈φ(x)φ(y)〉 = 1

Z

∫

Dφφ(x)φ(y) e−
1
2
(φ,Kφ)

Z =

∫

Dφ e− 1
2
(φ,Kφ), Dφ =

∏

x∈Λ

dφ(x). (9.6)Derartige Integrale wurden im zweiten Kapitel besprohen. Wir �nden folgenden Propa-������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 9. SKALARES GITTERFELD 9.1. Das freie Skalarfeld 192gator für das Klein-Gordon-Feld auf dem Gitter,
〈φ(x)φ(y)〉 = (K−1)(x, y) ≡ G(x, y). (9.7)Zu seiner Berehnung suhen wir die Eigenfunktionen und Eigenwerte der symmetrishenToeplitz-Matrix K. Diese hängen von den Randbedingungen an das Skalarfeld ab. Fürdie hier gewählten periodishen Randbedingungen auf dem hyperkubishen Gitter ist

K zirkulant. Die Anzahl Gitterpunkte in jede Rihtung sei N , so dass die GesamtzahlGitterpunkte V = |Λ| = Nd ist.Wegen der Translationsinvarianz auf dem diskreten Torus haben die V orthonormier-ten Eigenvektoren ϕp der symmetrishen Matrix K die Form
ϕp(x) =

1√
V

exp (ipx) mit px =

N∑

µ=1

pµx
µ. (9.8)Wegen der periodishen Randbedingungen liegen die Gitterimpulse auf dem dualen Gitter,

pµ =
2π

L
nµ ∈ Λ∗, nµ ∈ {1, 2, . . . , N}. (9.9)Die zugehörigen V Eigenwerte lauten

λ(n) = m2 + 2d− 2
∑

µ

cos(pµ) = m2 + p̂2, p̂µ = 2 sin(1
2
pµ). (9.10)Für den Propagator ergibt sih die Reihendarstellung

〈φ(x)φ(y)〉 =
∑ ϕp(x)ϕ

†
n(y)

λ(n)
=

1

V

∑

{pµ}

eip(x−y)

m2 + p̂2
. (9.11)Diese Reihe enthält V Terme. Für Gitter mit untershiedlihen Kantenlängen L1, . . . , Ldmuÿ in der obigen Formel nµ/L durh nµ/Lµ ersetzt werden.Im thermodynamishen Limes N → ∞ füllen die Gitterimpulse die Brilloin-Zone

(0, 2π]d aus. Die Riemannshe Summe (9.11)
〈φ(x)φ(0)〉 =

1

(2π)d

∑

{pµ}

∆p1 · · ·∆pd
eipx

m2 + p̂2

������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 9. SKALARES GITTERFELD 9.1. Das freie Skalarfeld 193mit ∆pµ = 2π/L, strebt dann gegen das folgende Integral über die Brilloin-Zone,
〈φ(x)φ(0)〉 N→∞−→ 1

(2π)d

∫ 2π

0

ddp
eipx

m2 + p̂2

=
1

(2π)d

∫ 2π

0

ddp
cos(px)

m2 + p̂2
, p̂µ = 2 sin

pµ
2
. (9.12)Die Zweipunktfunktion auf Λ = Zd ist reell, invariant unter Gittertranslationen und Ro-tationen die das Gitter in sih überführen. Auf der Diagonalen ist ihr Wert

〈φ(0)φ(0)〉 ≡ Cm =
1

m
√
m2 + 4

(9.13)In der folgenden Abbildung sind die (normierten) Werte der Zweipunktsfunktion für dreiMassen an den Gitterpunkten x = 0, . . . , 20 geplotted.
1
Cm
〈φ(x)φ(0)〉

x

m2 = .5
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b bDie exponentiellen Fits exp(−mx) für ganzzahlige x sind hervorragend. Für reelle x os-zilliert das Integral (9.12) allerdings enorm um den exponentiellen Fit.9.1.1 Fehlende Leibniz-Regel auf dem GitterEinige Probleme von Gitterfeldtheorien sind in der fehlenden Leibniz-Regel begründet.Man kann nämlih beweisen, dass es keine Gitterableitung gibt, welhe diese Regel erfüllt.Lemma Ein linearer Operator D auf Map(Λ, C )→ Map(Λ, C ), der die Leibniz-Regel
D(f · g) = (Df) · g + f · (Dg), ∀ f, g : Λ→ C , (9.14)erfüllt, ist trivial, D = 0.������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 9. SKALARES GITTERFELD 9.2. 2-Punktfunktion als Wegintegral 194Beim Beweis benutzen wir die Leibniz-Regel in Komponentenform. Eine Gitterfunk-tion f ∈Map(Λ, C ) wird mit dem entsprehenden V -komponentigen Vektor f(x) identi�-ziert und der lineare Operator D mit einer V × V �Matrix Dxy,
(Df)(x) =

∑

z∈Λ

Dxzf(z). (9.15)Dann lautet die Leibniz-Regel
∑

z

Dxzf(z)g(z) = g(x)
∑

z

Dxzf(z) + f(x)
∑

z

Dxzg(z). (9.16)Wählen wir für f und g die harakteristishe Funktion δy, wobei δy(z) = δy,z ist, dannvereinfaht sie die Regel (9.16) zu
Dxy = Dxyδy,x +Dxyδy,x. (9.17)Daraus folgt sofort Dxy = 0 für alle x, y ∈ Λ. Das obige Lemma shliesst niht aus, dassfür spezielle Gitterfunktionen die Leibniz-Regel gilt.Für periodishe Gitterfunktionen werden wir fordern, dass

∑

x∈Λ

(Df)(x) = 0 (9.18)gilt, in Anlehnung an die entsprehend Formel für Felder auf R d. Die Links- und Rehts-ableitungen auf dem Gitter erfüllen diese Forderung.9.2 2-Punktfunktion als WegintegralWir werden nun zeigen, dass sih die 2-Punktfunktion des freien Klein-Gordon Feldesdarstellen lässt als �gewihtete Summe über alle Wege� von x nah y. Diese Darstellungist nützlih für Abshätzungen und Näherungen. Wir betrahten die Gröÿe
G(x) = e−µ

∑Wege 0→x

e−µℓ = e−µ
∞∑

ℓ=0

Pℓ(x)e
−µℓ (9.19)auf dem unendlihen Gitter. Dabei ist ℓ die Länge des Weges (in Einheiten des Gitterab-standes) und µ ein noh festzulegender Parameter. Pℓ(x) ist die Anzahl Wege der Länge

������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 9. SKALARES GITTERFELD 9.2. 2-Punktfunktion als Wegintegral 195
ℓ von 0 zum Punkt x ∈ Zd. Für Pℓ gibt es eine erzeugende Funktion,

(
eip1 + e−ip1 + . . .+ eipd + e−ipd

)ℓ
=
∑

x∈Zd

Pℓ(x) e
i(p1x1+...+pdxd). (9.20)Zum Beweis multipliziert man die linke Seite aus. Dabei ergibt sih eine Summe überalle möglihen Kombinationen von jeweils ℓ Faktoren e±ipµ. Jeder dieser Terme ist ineindeutiger Korrespondenz zu einem Weg der Länge ℓ auf dem Gitter, indem e±ipµ alsShritt in die ±µ Rihtung interpretiert. Die Summe über x konvergiert, da Pℓ(x) = 0 füralle Punkte x, deren Abstand von 0 gröÿer ℓ ist.

1 1

1

1

9 9

9

9

3

3 3

3

3

3 3

3

In der Abbildung links sind beispielsweisedie Anzahl Wege der Länge 3 auf einem
2-dimensionalen quadratishen Gitter ange-deutet. So führen 9 vershieden Wege derLänge ℓ = 3 vom Ursprung (durh einenPunkt gekennzeihnet) zu jedem nähstenNahbarn. Für ℓ = 3 gibt es keine Wegezu den übernähsten Nahbarn. O�ensiht-lih ist P3(x) = 0 für Punkte x mit einemAbstand gröÿer als 3. Die Anzahl Wege derLänge 3 ist (2d)3 = 64Die Integration der Exponentialfunktion exp(ipx) über dieBrillouinzone pµ ∈ [0, 2π)ergibt 0, solange der Exponent niht vershwindet. Damit können wir die Polynome Pℓwie folgt gewinnen,

Pℓ(x) =
1

(2π)d

∫ 2π

0

ddp e−ipx
(
eip1 + e−ip1 + . . .+ eipd + e−ipd

)ℓ (9.21)Eingesetzt in (9.19) erhält man eine geometrishe Reihe,
G(x) =

e−µ

(2π)d

∫ 2π

0

ddp e−ipx
∑

ℓ

{
2e−µ

(
cos p1 + . . .+ cos pd

)}ℓ

=
e−µ

(2π)d

∫ 2π

0

ddp

(

e−ipx

1− 2e−µ
∑

µ cos pµ

) (9.22)
=

1

(2π)d

∫ 2π

0

ddp

(

e−ipx

eµ − 2d+ 4
∑

µ sin2 pµ

2

)

.Wir erkennen die Integraldarstellung der Zweipunktfunktion des freien Klein-Gordon-������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 9. SKALARES GITTERFELD 9.3. Molekularfeldnäherung 196Feldes (9.12), vorausgesetzt wir wählen
eµ − 2d = m2. (9.23)Die Au�ösung nah µ ergibt

〈φ(x)φ(0)〉 =
1

(m2 + 2d)

∑Wege 0→x

1

(m2 + 2d)ℓ
. (9.24)9.3 MolekularfeldnäherungWir haben die Molekularfeldnäherung für Spin-Modelle bei der Diskussion des Ising-Modells bereits kennengelernt. Dort wurde die Wehselwirkung eines Spins mit seinenNahbarn durh seine mittlere Wehselwirkung mit allen Spins ersetzt. Diese Methodekann auf eine skalare Gitterfeldtheorie mit linearem Targetraum unmittelbar angewandtwerden. Wir wählen hier aber einen anderen Weg, der über die variationelle Charakteri-sierung der Zustandssumme und der e�ektive Wirkung führt (siehe zum Beispiel [17℄). Essei µ ein Wahrsheinlihkeitsmass mit Dihte p ≥ 0 auf dem Raum der Gitterfelder,

dµ(φ) = p(φ)Dφ, Dφ =
∏

x∈Λ

dφ(x), (9.25)Die Boltzmann-Gibbs-Shannon-Entropie ist de�niert als
SB(µ) = −

∫

Dφ p(φ) log p(φ). (9.26)Die Zustandssumme hat nun folgende variationelle Charakterisierung,
logZ = − inf

µ

(∫

dµ(φ)S(φ)− ~SB

)

. (9.27)Das In�nmum ist bezüglih aller Wahrsheinlihkeitsmasse zu nehmen. Beim Beweis mi-nimiert man den Ausdruk in den Klammern plus den Term λ(
∫
dµ(φ)−1) mit Lagran-geshem Multiplikator λ. Das eindeutige In�mum bezüglih aller Wahrsheinlihkeits-masse ist das Gibb-Mass,

dµ(φ) =
1

Z
e−S[φ]/~Dφ mit Z =

∫

Dφ e−S[φ]/~. (9.28)
������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 9. SKALARES GITTERFELD 9.3. Molekularfeldnäherung 197Die e�etive Wirkung ist nun
Γ[ϕ] = inf

µ

(∫

dµ(φ)S[φ]− ~SB(µ)
∣
∣
∣

∫

dµ(φ)φ = ϕ

)

. (9.29)Hier wird bezüglih aller Wahrsheinlihkeitsmasse µ mit gegebenem mittleren Feld mini-miert. Das resultierende Γ[ϕ] ist konvex, da die Menge der Wahrsheinlihkeitsmasse kon-vex ist. Es ist die Legendre-Transformierte des Shwinger-Funktionals. Zum Beweiserzwingt man die Nebenbedingung in (9.29) mit Hilfe eines Lagrange-Multiplikatorfeldes
j(x). Zuerst minimiert man

Γ[ϕ] = inf
µ

(∫

dµ(φ)
{

S[φ]−
∫

j(x)
(
φ(x)− ϕ(x)

)}

− ~SB(µ)

)

.bezüglih aller Wahrsheinlihkeitsmasse und �ndet die Lösung
dµj(φ) =

1

Z[j]
e−S[φ]/~+(j,φ)Dφ mit Z[j] =

∫

Dφ e−S[φ]/~+(j,φ) ≡ eW [j]. (9.30)Eingesetzt in (9.29) �ndet man folgende einfahe Formel für Γ,
Γ[ϕ] = (j, ϕ)−W [j], (9.31)worin die Quelle j so zu wählen ist, dass die Nebenbedingung an das gemittelte Feld in(9.29) erfüllt ist,

ϕ(x) =

∫

dµj(φ)φ(x) =
δW [j]

δj(x)
. (9.32)Das Resultat (9.31) zusammen mit der Nebenbedingung (9.32) bedeuten, dass Γ die Le-gendre-Transformierte der Shwinger-Funktion ist,

Γ[ϕ] = sup
j

(
(j, ϕ)−W [j]

)
= (LW )[ϕ]. (9.33)Nun bestimmen wir die Molekularfeldnäherung zu Γ[ϕ]. In dieser Näherung lässt man inder Minimierung in (9.29) nur Produktmasse zu,

dµ(φ) =
∏

x

dνx(φx), dνx(φ) = px(φ)dφ. (9.34)Dabei ist νx(φ) ein Wahrsheinlihkeitsmass auf dem Targetraum des Skalarfeldes. Hiersieht man den ersten Vorteil der variationellen Methode. Die Ersetzung der Wehselwir-kung von φ(x) mit seinen Nahbarn durh die mittlere Wehselwirkung mit allen Spins ist������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 9. SKALARES GITTERFELD 9.3. Molekularfeldnäherung 198problemlos möglih nur für lineare Targeträume. Für die variatonelle Methode entfällt die-se Einshränkung. Die variationelle Methode zeigt auh, dass die Molekularfeldnäherung
ΓMF die exakte e�ektive Wirkung Γ von oben beshränkt,

ΓMF[ϕ] ≥ Γ[ϕ]. (9.35)Im Gegensatz zur Menge aller Wahrsheinlihkeitsmasse ist die Teilmenge der Produkt-masse niht konvex und deshalb brauht ΓMF niht konvex zu sein.Zur Berehnung von ΓMF notieren wir
p log p =

∏

x

px
∑

x

log px,so dass die Entropie des Systems die Summe der Entropien auf den Gitterpunkten wird,
SB(ν) =

∑

x

sB(νx), sB(νx) = −
∫

dφ px(φ) log px(φ). (9.36)Die Zwangsbedingung in (9.29) faktorisiert,
∫

dνx(φ)φ = ϕx. (9.37)Um fortzufahren setzen wir die Standard-Wirkung
S[φ] =

∑

x

(
1

2

(
∇φx

)2
+ V

(
φx
)
) (9.38)für das Skalarfeld voraus. Mit Berüksihtigung der Nebenbedingung (9.37) gilt

∫

dν(φ)S[φ] =
∑

x

(
1

2

(
∇ϕx

)2
+

∫

dνx(φ)V (ϕx, φ)

)

, (9.39)wobei wir das vershobene Potential
V (ϕ, φ) = d (ϕ− φ)2 + V (φ). (9.40)mit V (φ, φ) = V (φ) einführten. Deshalb ist die Molekularfeldnäherung für die e�ektiveWirkung gegeben durh

ΓMF[ϕ] =
∑

x

(
1

2
(∇ϕx)2 + UMF(ϕx)

)

, mit������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 9. SKALARES GITTERFELD 9.3. Molekularfeldnäherung 199
UMF(ϕ) = inf

ν

{∫

dν(φ)
{
V (ϕ, φ) + log p(φ)

}
∣
∣
∣

∫

dν(φ)φ = ϕ

}

. (9.41)Für das minimierende Wahrsheinlihkeitsmass �ndet man
dν(φ) =

1

z0
ejφ−Vd(φ) dφ, Vd(φ) = dφ2 + V (φ), z0(j) =

∫

dφ ejφ−Vd(φ), (9.42)wobei j aus der Selbstkonsistenzgleihung (Gapgleihung)
ϕ =

∫

dν(φ)φ =
dw0

dj
, w0(j) = log z0(j) (9.43)zu berehnen ist. Für das minimierende Mass dν(φ) in (9.42) vereinfaht sih UMF zu

UMF(ϕ) = −dϕ2 + jϕ− w0(j) = −dϕ2 + (Lw0)(ϕ). (9.44)Ist das mittlere Feld x-abhängig, so hängt die Quelle ebenfalls von x ab. Die e�ektiveWirkung in der Molekularfeldapproximation lautet
ΓMF[ϕ] =

∑

x

(
1

2
(∇ϕx)2 + UMF(ϕx)

)

. (9.45)Wir betrahten nun eine homogene Quelle j. In dieser translationinvarianten Situationsind die dνx und das mittlere Feld x-unabhängig. Setzen wir ΓMF[ϕ] = ΩΓMF(ϕ), dann�nden wir das e�ektive Potential in der Molekularfeldapproximation,
ΓMF(ϕ) = UMF(ϕ) = −dϕ2 + (Lw0)(ϕ). (9.46)Man kann zeigen, dass UMF die Molekularfeldapproximation für das onstraint e�etivepotential ist, siehe [57℄. Da UMF das konvexe konventionelle e�ektiven Potential Γ(ϕ) nahoben beshränkt, ist seine konvexe Hülle

(L2UMF)(ϕ) ≥ Γ(ϕ) (9.47)eine noh bessere Approximation für Γ(ϕ). Diese verbesserte Approximation heisstMax-well-Konstruktion.Für die freie Theorie mit V (φ) = 1
2
m2φ2 ist bis auf eine additive Konstante

w0(j) =
1

2

j2

m2
d

, (Lw0)(ϕ) =
1

2
m2
d ϕ

2, m2
d = m2 + 2d,und das e�ektive Potential ist gleih dem klassishen Potential, UMF(ϕ) = V (ϕ). Für die������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II
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φ4-Theorie mit Potential

V (φ) =
m2

2
φ2 +

λ

4
φ4 (9.48)ist die strikt konvexe �Shwinger-Funktion�

w0(j) = log

∫

dφ exp

(

jφ− m2
d

2
φ2 − λ

4
φ4

)

, m2
d = m2 + 2d. (9.49)Für die Lokalisierung eines Phasenübergangs im Raum der Parameter (m,λ) bestimmenwir die zweite Ableitung von w0(j) am Ursprung,

w′′
0(0) =

1

2

m2
d

λ

K3/4(z)−K1/2(z)

K1/4(z)
∼ 1

m2
d

(

1− 3

8z
+

3

8z2
+ . . .

)

, z =
m2
d

8λ
. (9.50)Für das Z2-symmetrishe Potential (9.48) hat das ebenfalls symmetrishe w0(j) seinenMinimum am Ursprung und ϕ(j = 0) = 0. Nah (8.50) ist die Krümmung von Lw0 amUrsprung gleih

(Lw0)
′′(0) =

2λ

m2
d

K1/4(z)

K3/4(z)−K1/2(z)
= m2

d

(

1 +
3

8z
− 15

64z2
+ . . .

)

. (9.51)Deshalb ändert das Vorzeihen der Krümmung von UMF in (9.46) am Ursprung für
2d =

2λ

m2
d

K1/4(z)

K3/4(z)−K1/2(z)
= m2

d

(

1 +
3

8z
− 15

64z2
+ . . .

)

. (9.52)Für shwah gekoppelte Systeme gilt
− m2

2d
=

3

8z
− 3

8z2
+ . . . =

3λ

m2
d

(

1− 8λ

m2
d

+ . . .

)

. (9.53)Vernahlässigen wir auf der rehten Seite Terme der Ordnung O(λ3), dann hat dieseGleihung die beiden Lösungen
λc =

m2
d

16

(

1±
√

1 +
15m2

3d

)

. (9.54)Nur für diejenige mit dem negativen Vorzeihen der Wurzel vershwindet, wie erwartet,die �kritishe Masse� für λ = 0. Wählen wir diese Lösung, dann muÿ der Parameter m2negativ sein, damit λc positiv ist.In den folgenden Abbildungen sind das e�ektive Potential UMF und das klassishen������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 9. SKALARES GITTERFELD 9.3. Molekularfeldnäherung 201Potential
V (φ) = λ(φ2 − 1)2, (9.55)für vershiedene Werte von λ abgebildet. Der Graph von V (φ) ist in grau, derjenige von

UMF in shwarz geplotted. Das otave-Programm zur Berehnung von uMF �ndet sih imAnhang zu diesem Kapitel.
ϕ

UMF, V

d = 3
λ = 1

ϕ

UMF, V

d = 1
λ = 1

Mit zunehmender Dimension liegen die Minimas des niht-konvexen UMF näher an denMinimas des klassishen Potentials.In den folgenden Abbildungen sind das Z2-symmetrishe klassishe Potential
V (φ) = φ6 − 3φ4 + µφ2 (9.56)und das e�ektive Potential UMF in 3 Dimensionen für vershiedene Werte von µ geplottet.
ϕ

UMF, V

µ = 1

ϕ

UMF, V

µ = 2

ϕ

UMF, V

µ = 2.25

ϕ

UMF, V

µ = 2.5
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KAPITEL 9. SKALARES GITTERFELD 9.4. Kontinuumslimes für freies Feld 202Das System zeigt in der Molekularfeldnäherung einen Phasenübergang shwah ersterOrdnung. Für µ etwa kleiner 2 liegt eine gebrohene Phase vor. Für µ ≈ 2 springt derOrdnungparameter auf den Wert 0.9.4 Kontinuumslimes für freies FeldWir führen nun explizit eine Gitterkonstante a ein, sie entspriht der Intervall-Länge ǫ im2. Kapitel, und berehnen den Kontinuumslimes a → 0 für die 2-Punktfunktion. Es isthier vorteilhaft die Gitterpunkte mit n ∈ Zd (statt mit x), die Impulse mit k (statt mit
p) und den Parameter m mit mL zu bezeihnen. Ausgangspunkt unserer Betrahtungenist die Fourierdarstellung (9.12)

G(n) =
1

(2π)d

∫ π

−π

ddk
eikn

m2
L + k̂2

, k̂µ = 2 sin
kµ
2in welher wir n = x/a, k = pa und mL = am setzen,

G(x) =
( a

2π

)d 1

a2

∫

B

ddp
eipx

m2 + p̂2
, p̂µ =

2

a
sin

apµ
2
. (9.57)Die Impulsintegration erstrekt sih über die Brilloin-Zone B = [−π/a, π/a]d, die imKontinuumlimes gegen R d strebt. Diese Funktion erfüllt die lineare Di�erenzengleihung

−
∑

µ

(G(x+ aeµ)− 2G(x) +G(x− aeµ)) + (am)2G(x) =
( a

2π

)d
∫

B

ddp eipx = δx,0.Wir de�nieren nun die reskalierte 2-Punktfunktion
G̃a(x) =

1

ad−2
G(x) =

1

(2π)d

∫

B

ddp
eipx

m2 + p̂2
, (9.58)welhe folgender Gleihung gehorht,

−
∑

µ

1

a2

(

G̃a(x+ aeµ)− 2G̃a(x) + G̃a(x− aeµ)
)

+m2G̃a(x) =
1

ad
δx,0.Die rehte Seite strebt im Kontinuumslimes gegen die Dira-Distribution,

1

ad
δx,0

a→0−→ δ(x), (9.59)
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KAPITEL 9. SKALARES GITTERFELD 9.4. Kontinuumslimes für freies Feld 203und damit strebt diese Di�erenzengleihung gegen die lineare Di�erenzialgleihung
(
−△+m2

)
G̃(x) = δd(x), wobei lim

a→0
G̃a = G̃. (9.60)Es ist die Bewegungsgleihung für die Zweipunktfunktion des freien Euklidshen Feldesmit Masse m. Dass das Integral (9.58) für die Zweipunktfunktion G̃ für a→ 0 gegen

1

(2π)d

∞∫

−∞

ddp
eipx

m2 + p2
(9.61)strebt, ist allerdings niht o�ensihtlih. Bei Grenzübergang werden die Integrationsgren-zen zunehmend gröÿer und man darf die Sinus-Funktion niht einfah entwikeln. Mankann aber zeigen, dass für x 6= 0 die groÿen k-Werte zum Integral wegen der rashenOszillation der Exponentialfunktion niht beitragen. Abshlieÿend einige Bemerkungenzu unserem Ergebnis:

• Die Reskalierung (9.58) der Greenshen Funktion entspriht einer Feldrenormie-rung. In der Euklidshen Wirkung auf Zd,
S =

1

2

∑

〈nm〉

(
φ(m)− φ(n)

)2
+
m2
L

2

∑

n

φ2(n) (9.62)sind sowohl der Parameter mL als auh das Gitterfeld φ dimensionslos. In der Kon-tinuumstheorie wird die Summe über alle Gitterpunkte zu einem Integral über R dund die Di�erenz φ(m) − φ(n) zu einer Ableitung. Deshalb hat im Kontinuum einSkalarfeld die Dimension [φ] = [Länge]−(d−2)/2. Ein Kontinuumslimes in der Wir-kung
S =

1

2

∑

x∈(aZ)d

ad

ad−2

(
d∑

µ=1

(
φ(x+ aeµ)− φ(x)

)2

a2
+
m2
L

a2
φ2(x)

)

→ 1

2

∫

ddx
((
∇φ̃(x),∇φ̃(x)

)
+m2φ̃2(x)

) (9.63)verlangt folgende Reskalierung des Feldes
φ(m) −→ φ̃(x) =

1

a(d−2)/2
φ(am). (9.64)Das überträgt sih auf eine Renormierung der n-Punktfunktion

G(m1, . . . , mn) −→ G̃(x1, . . . , xn) = a−n(d−2)/2G(am1, . . . , amn). (9.65)������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 9. SKALARES GITTERFELD 9.4. Kontinuumslimes für freies Feld 204
• Für groÿe Werte des Arguments fallen die 2-Punktfunktionen der Gittertheorie undder Kontinuumstheorie exponentiell ab,

G(n)
mL|n|≫1−→ e−mL|n| , G̃(x)

m|x|≫1−→ e−m|x|. (9.66)
• Für groÿe Werte des Arguments |n| ≫ 1/mL wird G(n) näherungsweise drehinva-riant. Diese Eigenshaft ist notwendig für ein SO(d)-invariante Korrelationsfunkti-on im Kontinuumslimes. Obwohl die Gitterregularsierung die Drehinvarianz briht,wird diese im Kontinuumslimes wieder hergestellt.Beim Kontinuumslimes treten vier Gröÿen auf:1. Die dimensionslose nakte Masse mL in der Gitterwirkung (9.62).2. Die dimensionslose Korrelationslänge auf dem Gitter ξL ergibt sih aus der 2-Punktfunktion,

1

ξL
= − lim

|n|→∞

logG(n)

|n| . (9.67)Im Allgemeinen ist ξL eine Funktion von mL und eventuell weiteren nakter Kopp-lungskonstanten. Für das etwas spezielle freie Skalarfeld ist ξL = 1/mL.3. Die physkalishe Masse m des Teilhens, das durh das Feld φ beshrieben wer-den soll. Diese hat die Dimension einer Masse oder einer inversen Länge und dernumerishe Wert ist experimentell vorgegeben.4. Der Gitterabstand a ist de�niert durh
a =

1

mξL(mL)
. (9.68)Durh Wahl der nakten Masse mL ergibt sih die Korrelationslänge in Gitterein-heiten, ξL = ξ/a, und diese soll die physikalishe Masse beshreiben. a ist alsoeine Funktion der physikalishen Masse m und des vorgegebenen dimensionslosenParameters mL.Wir können die Verhältnisse auh unter einem anderen Gesihtspunkt interpretieren. DemAbstand zwishen zwei nähsten Nahbarn auf dem Gitter wird zunähst willkürlih einphysikalisher Abstand a zugeordnet. Auÿerdem soll φ ein Teilhen der Masse m beshrei-ben. Das dimensionslose Produkt am entspriht der inversen Compton-Wellenlänge desTeilhens in Einheiten der willkürlih gewählten Gitterkonstanten. Diese Zahl soll iden-tish zur (dimensionslosen) inversen Korrelationslänge ξ−1

L des Feldes auf dem Gitter sein.������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 9. SKALARES GITTERFELD 9.5. Kontinuumslimes für Spinmodelle 205Dadurh wird bei Vorgabe von a und m der nakte Parameter mL(ξL) festgelegt. EineÄnderung der (unbeobahtbaren) Gitterkonstanten a kann durh Änderung des (ebenfallsunbeobahtbaren) nakten ParametersmL kompensiert werden, so dass die physikalishenGröÿen unverändert bleiben. Man sagt, die Physik sei konstant längs der Trajektorie
mL(a).Der Kontinuumslimes besteht also im Wesentlihen aus zwei Shritten:Die freien Parameter der Gittertheorie (hier mL) müssen so gewählt werden, dass dieKorrelationslängen im Vergleih zum Gitterabstand sehr groÿ werden, also ξL ≫ 1 oder
ξ ≫ a gilt. Für das freie Klein-Gordon-Feld bedeutet dies, dass der Parameter mL sehrklein gewählt werden muss, damit die 2-Punktfunktion im Vergleih zum Gitterabstandlangreihweitig wird.Für jeden freien Parameter muss eine Gröÿe des Gittermodells an eine entsprehendeGröÿe der Natur (z.B. physikalishe Massen) angepasst werden. Durh diesen Shrittwird dem Gitterabstand eine physikalishe Länge zugeordnet.Will man beispielsweise Pionen mit λc ≈ 10−13 m beshreiben, und hat man demGitter willkürlih die Gitterkonstante a = 10−15 m zugeordnet, dann ist λc/a ≈ 100.Die Korrelationslänge ξL sollte also ebenfalls 100 betragen, d.h. für die freie Theorie istdie nakte Masse mL = 0.01. In MC-Simulationen geht man meist umgekehrt vor: mangibt den Parameter mL vor und bestimmt anshlieÿend für die bekannte Masse m nah(9.68) die zugehörige Gitterkonstante. Damit einerseits Gitterartefakte und andererseitsdie Endlihkeit des Gitters die Resultate niht verfälshen, sollte bei jeder Simulation dieUngleihungen

1≪ ξL ≪ N (9.69)erfüllt sein. Die Gitter müssen also genügend gross sein, damit die interessanten Gröÿendarauf Platz haben. Zur Zeit kann man auf shnellen Computern Skalarfeldtheorien aufGittern mit 324 Punkten simulieren.9.5 Kontinuumslimes für SpinmodelleIn der Nähe eines kritishen Punktes eines allgemeineren klassishen d-dimensionalenGittermodells divergiert die Korrelationslänge ξL. Dann kann das statistishe Gittermodellals Gitterregularisierung einer Euklidshen Quantenfeldtheorie in d Dimensionen odereiner d + 1-dimensionalen Quantenfeldtheorie bei endlihen Temperaturen interpretiertwerden. Im zweiten Fall maht man den Grenzübergang
a −→ 0 , T =

1

aNd
fest. (9.70)������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 9. SKALARES GITTERFELD 9.6. Programme zu Kapitel 9 206In der Nähe eines kritishen Punktes ist die Korrelationslänge in Gittereinheiten
ξ

a
= ξL = κ(βc − β)−ν, β ↑ βc. (9.71)Legen wir die Korrelationslänge ξ fest, dann �xiert (9.71) den Gitterabstand a als Funktiondes Parameters β, also a = a(β). Der Kontinuumslimes wird o�ensihtlih erreiht wenn

β gegen βc strebt und ξ festgehalten wird. Der Parameter β ist niht mehr frei, da er denGitterabstand �xiert. Dafür gewinnt man ξ als neuen Parameter der Quantenfeldtheorie.Wir sehen hier die sogenannte dimensionale Umwandlung (engl. dimensional transmu-tation) am Werk, bei der ein dimensionsloser Parameter gegen einen skalenabhängigenParameter eingetausht wird.Wir wollen nun annehmen, dass eine gewisse Korrelationsfunktion
〈
O(n)O(m)

〉
∼ e−mOL|n−m| (9.72)mit entsprehendem Abshirmparameter mOL in einer Simulation bestimmt worden ist.Da der Abstand |n−m| nur in Einheiten des Gitterabstandes bekannt ist, ergibt die Simu-lation die Abshirmmasse in Einheiten von a(β). Wegen der angenommenen Universalitätsollte in der Nähe des kritishen Punktes

mOa(β) = mOL = κO (βc − β)ν , β ↑ βc (9.73)gelten. Damit strebt das Produkt mOξ gegen einen konstanten Wert in der Umgebungdes kritishen Punktes,
mOξ = κmκ. (9.74)Die Zahlen κ und κm können in Simulationen bestimmt werden. Mit ihrer Hilfe kann dieAbshirmmasse mO in Einheiten des freien Parameters 1/ξ �gemessen� werden.9.6 Programme zu Kapitel 9Das folgende otave-Programm korrsalar berehnet die Zweifunktfunktion (9.12) alsFunktion von x, dividiert durh die massenabhängige Konstante Cm in (9.13). Die resul-tierende Korrelationsfunktion ist 1 für x = 0. Abgefragt wird das Quadrat der Masse.Das Resultat und der exponentiellen Fit exp(−mx) mit der Masse im Propagator werdenangezeigt.f un  t i on k o r r s  a l a r ;# berehnet d i e Zweipunkts funkt ion fü r f r e i e s# Sk a l a r f e l d in e i n e r Dimension mit der naiven������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 9. SKALARES GITTERFELD 9.6. Programme zu Kapitel 9 207# Gi t t e r ab l e i t ung . Quadrat der Masse wird abge f ragt .# Speiherung in k o r r s  a l a r . dat#m2=input ( "Masse im Quadrat " ) ;wo=sq r t (m2)∗ s q r t (4+m2)/(2∗ p i );# fu e r Normierung des I n t e g r a l s l o s e p l o t ;Np=1001; eps=2∗p i /(Np−1); # Np S t u e t z s t e l l e n : ungerade !p=l i n s p a  e (0 ,2∗ pi ,Np) ; ph=0.5∗p ;sph=s in (ph ) ; nenner=m2+4∗sph .∗ sph ; eps=eps /3 ;#z=eps ∗ os (p ) . ∗ os (p ) ;z=eps . / nenner ;# Fuer Simpson In t e g r a t i on ;for i =2:2 :Np−1;z ( i )=4∗ z ( i ) ;end fo r ;for i =3:2 :Np−2;z ( i )=2∗ z ( i ) ;end fo r ;x=l i n s p a  e (0 ,20 ,21 ) ' ;N=length (x ) ;i n t 0=ze r o s (N,Np) ;s0=ze r o s (N, 1 ) ;f o r  i =1:N  in t 0 ( i , : )= z .∗ os ( x ( i )∗p ) ;  s0 ( i )=sum( in t 0 ( i , : ) ) ;end fo r ;s0=wo∗ s0 ;data=[x , s0 ℄ ;  # Minimum von u auf  0 se tzendata1=[x , exp(− s q r t (m2)∗x ) ℄ ;gp lo t  [ 0 : 2 0 ℄  data ,  data1 ;k o r r s  a l a r=fopen (" k o r r s  a l a r . dat " ,"w" ," nat ive " ) ;f o r  i =1:Nf p r i n t f ( ko r r s  a l a r ,"(%4.2 f ,%4.2 f )" , x ( i ) , s0 ( i ) ) ;i f  ( rem( i ,5)==0)  f p r i n t f ( ko r r s  a l a r , "\ n " ) ;end i f ;end fo r ;f  l o s e ( k o r r s  a l a r ) ;end funt ion ;Mit dem folgende otave-Programm mfsalar.m wurde das e�ektive Potential UMF inder Molekularfeldnäherung für das klassishe Potential
V (φ) = λ(φ2 − 1)2 (9.75)berehnet. Einige Plots �nden sih auf der Seite 201. Die Dimension d der Raumzeit kannim Quellode geändert werden.f un  t i on mfsa la r ;# berehnet das e f f e k t i v e Po t en t i a l f u e r S k a l a r f e l d t h e o r i e# mit V( phi)=lam∗( phi ∗∗2−1)∗∗2 in der Molekular fe ldnaeherung .# Dimension d und Kopplung lam in Quel lode e ingeben !# Speiherung in mfsa la r . dat#d=3; # Dimensionlam=input ( "lambda " ) ;a=(d−2∗lam ) ; l o s e p l o t ;Nx=501; eps=2/(Nx−1); # Nx S t u e t z s t e l l e n : ungerade !������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 9. SKALARES GITTERFELD 9.6. Programme zu Kapitel 9 208x=l i n s p a  e (−10 ,10 ,Nx ) ; x2=x .∗ x ; x4=x2 .∗ x2 ; eps=eps /3 ;z=eps ∗exp(−a∗x2−lam∗x4−lam ) ;j=l i n s p a  e (−20 ,20 ,80) ' ;N=length ( j ) ;# Fuer  Simpson In t e g r a t i on ;f o r  i =2:2 :Nx−1;  z ( i )=4∗ z ( i ) ;end fo r ;f o r  i =3:2 :Nx−2;  z ( i )=2∗ z ( i ) ;end fo r ;i n t 0=ze r o s (N,Nx ) ; i n t 1=in t 2=in t 0 ;L=ze r o s (N, 1 ) ; s0=s1=umf=umf1=L ;f o r  i =1:N  in t 0 ( i , : )= z .∗ exp ( j ( i )∗x ) ;  s0 ( i )=sum( in t 0 ( i , : ) ) ;  i n t 1 ( i , : )=x .∗ i n t 0 ( i , : ) ;  s1 ( i )=sum( in t 1 ( i , : ) ) ;end fo r ;# Shwinger funkt ionw0=log ( s0 ) ;L=s1 . / s0 ;# e f f e k t i v e s  Po t en t i a l  berehnen ,  p l o t t en  und spe i he rnumf=−d∗L .∗L+j .∗L−w0 ;# Minimum suhen um Poten ia l  zu normieren[ min1 , nmin℄=min(umf ) ;  # Minimum von unmin=max(nmin ,N+1−nmin ) ;umf( nmin)=umf(nmin)+.5 ;  # Markierung  des  Minimumsdata=[L , umf−min1 ℄ ;  # Minimum von u auf  0 se tzen# k l a s s i s  h e s  Po t en t i a lL2=L.∗L ;V=lam∗L2 .∗L2−2∗lam∗L2+lam ;[ vmin1 , vnmin℄=min(V) ;datav=[L ,V−vmin1 ℄ ;gp lo t  [ − 1 . 5 : 1 . 5 ℄  data , datav ;mfsa la r=fopen (" mfsa la r . dat " ,"w" ," nat ive " ) ;f o r  i =1:Nf p r i n t f ( mfsa lar ,"(%4.2 f ,%4.2 f )" ,L( i ) , umf( i )−min1 ) ;i f  ( rem( i ,5)==0)  f p r i n t f ( mfsa lar , "\ n " ) ;end i f ;end fo r ;f  l o s e ( mfsa la r ) ;end funt ion ;
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Kapitel 10SpinorfelderElektronen, Myonen oder Quarks werden 4-komponentige Spinorfelder ψ(x) ∈ C 4 zuge-ordnet. Das Feld beshreibt neben dem Teilhen auh sein Antiteilhen mit gleiher Masseaber entgegengesetzter Ladung. Ohne Wehselwirkung gehorht es der Dira-Gleihung
(iγµ∂µ −m)ψ(x) = 0, {γµ, γν} = 2ηµν1, (10.1)wobei (ηµν) den metrishen Tensor diag(1,−1,−1,−1) bezeihnet. Die Eigenshaften die-ser relativistishen Bewegungsgleihung für Teilhen mit Spin 1/2 und insbesondere ihreLösungen, die Transformationen der Spinoren bei einem Wehsel des Inertialsystems oderdie Ankopplung von ψ an das elektromagnetishe Feld wurden in der Vorlesung Quanten-mehanik II ausführlih diskutiert. Sie sollen hier niht wiederholt werden.Beim Übergang zur Euklidshen Theorie werden die γµ durh die EuklidshenGamma-Matrizen γ0

E = γ0 und γiE = iγi, welhe die algebraishen Relationen
{γµE, γνE} = 2δµν (10.2)erfüllen, ersetzt. Da im Folgenden nur die Euklidshe Theorie behandelt wird, lassen wirden Index E wieder weg. Die Euklidshen Gamma-Matrizen sind hermitesh,
γ†µ = γµ = γµ (10.3)und die Dira-Gleihung für das Euklidshe Feld lautet

Dψ(x) ≡ (/∂ +m)ψ(x) = 0, /∂ = γµ∂µ. (10.4)Die bekannte Beziehung ψ̄ = ψ†γ0 kann niht mehr gelten. Andernfalls wäre ψ̄ψ nihtinvariant unter �Lorentz-Transformationen� im Euklidshen Raum. Der Operator /∂ist anti-hermitesh, im Gegensatz zu m. Der Dira-operator D im Euklidshen Raum209



KAPITEL 10. SPINORFELDER 10.1. Grassmann Variablen 210ist zwar niht mehr hermitesh, aber immer noh �γ5-hermitesh�
γ5Dγ5 = D†. (10.5)Mit dieser Bedingung ersheinen alle niht-reellen Eigenwerte von D in komplex konju-gierten Paaren. Man �ndet den niht-hermiteshen Dira-Operator auh bei einer sorg-fältigen Ableitung der Pfadintegral-Darstellung für die thermishe Zustandssumme [24℄.Die obige Dira-Gleihung ist die Euler-Lagrange-Gleihung zur Wirkung

SF =

∫

d4x

(
1

2

(
ψ̄(x)γµ∂µψ(x)− ∂µψ̄(x)γµψ(x)

)
+mψ̄(x)ψ(x)

)

. (10.6)Bis auf einen Ober�ähenterm ist diese gleih
SF =

∫

d4x ψ̄(x)Dψ(x). (10.7)In dieser Form �ndet man die fermionishe Wirkung auh in den meisten Lehrbühern.Sie hat eine globale U(1)-Invarianz,
ψ(x) −→ Uψ(x), ψ̄(x) −→ ψ̄(x)U−1, (10.8)und diese kann durh Einführung eines Eihfeldes lokal gemaht werden. Wir kommenspäter darauf zurük. Im hiralen Limes m = 0 hat sie zusätzlih eine hirale Symmetrie,

ψ(x) −→ eγ5αψ(x) , ψ̄(x) −→ ψ̄(x)eαγ5 , α ∈ R . (10.9)Hier ist γ5 die mit allen γµ antivertaushende und hermiteshe Matrix
γ5 = γ0γ1γ2γ3 = γ†5, {γ5, γ

µ} = 0. (10.10)Man beahte, dass im Euklidshen Raum die Gruppe der hiralen Transformationendie niht-kompakte Gruppe R bilden, im Gegensatz zur Situation in der Minkowski-Raumzeit, wo sie die kompakte Gruppe U(1) bilden.10.1 Grassmann VariablenWir kehren nohmals kurz zu den Skalarfeldern zurük. Klassishe Felder sind gewöhnlihekommutierende Funktionen,
[φ(x), φ(y)] = 0, (10.11)������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 10. SPINORFELDER 10.1. Grassmann Variablen 211und diese Eigenshaft kann als ~→ 0 Grenzfall der Kommutationsregeln für die Quanten-felder angesehen werden. Die Fermi-Statistik impliziert, dass fermionishe Quantenfelderzu gleihen Zeiten antikommutieren,
{ψ(t, x ), ψ(t, y)} = 0.Dies motiviert die Betrahtung eines klassishen Grenzfalls, in dem die Fermi-Felderantikommutieren,
{ψ(x), ψ(y)} = 0, ∀x, y. (10.12)Es ist deshalb naheliegend, �klassishe Fermi-Felder� als antikommutierende Variablen,sogenannte Grassmann-Variablen, anzusehen. Dieses heuristishe Argument kann imRahmen der Pfadintegral-Darstellung für femionishen Systeme gezeigt werden. Hier ver-weise ih auf die Literatur [17, 24℄.Ein komplexe Grassmann-Algebra wird von Elementen ηi und η̄i aufgespannt, die

{ηi, ηj} = {η̄i, η̄j} = {ηi, η̄j} = 0 (10.13)erfüllen. Eine Integration über Grassmann Variablen hat die Eigenshaft
∫

dηi(a+ bηi) = b (10.14)für beliebige komplexe Zahlen a, b. Fermionishe Felder ordnen jedem Ereignis Grass-mann-Variablen zu. Für ein Dira-Feld in 4 Dimensionen sind dies die 8 antikommu-tierende Variablen ψα(x), ψ̄α(x), da der Spinorindex α die Werte 1, 2, 3, 4 annimmt. Das�klassishe� Dira-Feld erfüllt
{ψα(x), ψβ(y)} = {ψ̄α(x), ψ̄β(y)} = {ψα(x), ψ̄β(y)} = 0. (10.15)Im fermionishen Pfadintegral wird über femionishe und anti-fermionishe Feldkon�gu-rationen integriert. Wir shreiben kurz

DψDψ̄ ≡
∏

x

∏

α

dψα(x)dψ̄α(x). (10.16)Eine fermionishe Greenfunktion ist durh ein Funktionalintegral gegeben,
〈0|Â|0〉 =

1

ZF

∫

DψDψ̄ A eSF , mit ZF =

∫

DψDψ̄ eSF , (10.17)
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KAPITEL 10. SPINORFELDER 10.2. Spinorfelder auf dem Gitter 212und Wirkung SF für die Fermionen. Für das freie Dira-Feld ist
SF =

∫

ddx ψ̄(x)Dψ(x). (10.18)In fast allen physikalish interessanten Theorien ist SF bilinear in den fermionishen Fel-dern1. Mit den Regeln für Grassmann-Integrale kann man zeigen, dass für bilineareWirkungen das Funktionalintegral formal einfah zu berehnen ist,
ZF =

∫

DψDψ̄ exp

(∫

ddx ψ̄(x)Dψ(x)

)

= detD. (10.19)Dies ist die allgegenwärtige fermionishe Determinante in Feldtheorien mit Fermionen,zum Beispiel im Standardmodell der Teilhenphysik oder vielen supersymmetrishen Feld-theorien. Die entsprehende Formel für komplexe Skalarfelder lautet
∫

DφDφ̄ e−
R

ddxφ̄(x)Aφ(x) =
1

detA
. (10.20)Man erhält die inverse Determinante. Formuliert man die Theorie auf einem Raumzeit-gitter, dann ist man mit der Berehnung der Determinante oder dem Inversen der typishriesigen Matrix D konfrontiert.10.2 Spinorfelder auf dem GitterIm Folgenden sollen Gitterversionen für Theorien der Spin-1/2 Felder konstruiert werden.Man �ndet auf natürlihe Art eine Gitterversion der Kontinuumswirkung, wenn manDi�erentiale durh Di�erenzen ersetzt. Alle Längen und Parameter werden in Einheitender Gitterlänge a gemessen. Es bezeihne eµ den Vektor in Rihtung µ.10.2.1 GitterableitungenDie Wahl der Diskretisierung von Di�erentialoperatoren ist für Theorien mit Fermionenein delikates Problem, da die Feldgleihungen Di�erentialoperatoren erster Ordnung ent-halten. Für einen Operator D erster Ordnung D hängt die Greenfunktion

SD(x− y) = 〈x| 1
D
|y〉 (10.21)auh für sehr grosse Gitter von der gewählten Diskretisierung ab.1Ausnahmen sind Thirring, Gross-Neveu oder Supergravitations-Modelle.������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 10. SPINORFELDER 10.2. Spinorfelder auf dem Gitter 213Vorwärts- und RükwärtsableitungDie oft gebrauhten nähste-Nahbarn Vorwärts- und Rükwärtsableitungen
(∂µf)(x) = f(x+ eµ)− f(x) , (∂∗µf)(x) = f(x)− f(x− eµ) (10.22)auf dem Gitter mit Gitterkonstanten a sind zwar niht hermitesh bezüglih des Skalar-produktes (f, g) =

∑

x∈Λ f̄(x)g(x), aber es gilt für periodishe Randbedingungen
(f, ∂µg) = −(∂∗µf, g). (10.23)Diese Ableitungen de�nieren zirkulare Operatoren und vertaushen miteinander,

[∂µ, ∂ν ] = [∂∗µ, ∂
∗
ν ] = [∂µ, ∂

∗
ν ] = 0. (10.24)Die ϕp in (9.8) sind gleihzeitig Eigenfunktionen aller Ableitungsoperatoren,

∂µϕp = ip̂µ e
ipµ/2ϕp und ∂∗µϕp = ip̂µ e

−ipµ/2ϕp, p̂µ = 2 sin
pµ
2
. (10.25)Deshalb hat die Greenfunktion von ∂ +m auf dem eindimensionalen Gitter die Form

〈x
∣
∣

1

∂ +m

∣
∣0〉 =

1

N

∑

p

eipx

m+ ieip/2p̂

N→∞−→ 1

2π

π∫

−π

dp
eipx

m+ ieip/2p̂
. (10.26)Der reelle Propagator wird für Korrelationslängen ξ > 5 oder Massen m < 0.2 auf demganzen Gitter durh die Exponentialfunktion gut ge�ttet. In der folgenden Abbildung ister für 20 Gitterpunkte geplottet.
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KAPITEL 10. SPINORFELDER 10.2. Spinorfelder auf dem Gitter 214Antisymmetrishe AbleitungAnstelle der Links- und Rehtsableitungen wird auh die antisymmetrishe Diskretisie-rung von ∂µ benutzt,
∂A
µ = 1

2

(
∂µ + ∂∗µ

)
=⇒ (∂A

µ f)(x) =
1

2
(f(x+ eµ)− f(x− eµ)) . (10.27)Diese naive Gitterableitung ist antisymmetrish und ihre Komponenten kommutieren,

(f, ∂A
µ g) = −(∂A

µ f, g) und [∂A
µ , ∂

A
ν ] = 0. (10.28)Sie können gleihzeitig diagonlisiert werden und die ebenen Wellen ϕp auf Seite 192 sindihre Eigenfunktionen,

∂A
µ ϕp(x) = ip̊µ ϕp(x), , p̊µ = sin pµ pµ =

2π

N
nµ, nµ ∈ ZN . (10.29)Auf dem eindimensionalen Gitter �ndet man die Greenfunktion

〈x
∣
∣

1

∂A +m

∣
∣0〉 =

1

N

∑

p

eipx

m+ ip̊

N→∞−→ 1

2π

π∫

−π

eipx

m+ ip̊
(10.30)Für ein Gitter mit 40 Punkten ist der Propagator für zwei Massen in den beiden folgendenAbbildungen gezeigt. Eingeshränkt auf die (un)geraden Gitterpunkte de�niert er eine(un)gerade Gitterfunktion. Für x → 0 nähern sih die beiden Funktionen, während siefür x → N entgegengesetztes Vorzeihen haben. Als Folge oszilliert der Propagator für

x→ N mit grosser Amplitude um den Wert 0.
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Für x ≪ N und 5 ≪ ξ ≪ N/2 approximiert die Exponentialfunktion exp(−mx) dieGreenfunktion sehr gut.������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 10. SPINORFELDER 10.2. Spinorfelder auf dem Gitter 215Sla-AbleitungDie Einführung dieser interessanten Gitterableitung benötigt etwas mehr Vorarbeit. Wirführen äquidistanten Stützstellen auf einem eindimensionalen Gitter mit N Gitterpunk-ten2
xk = x0 + k, k = 1, . . . , N, (10.31)ein und wählen periodishe Randbedingungen, d.h. xk und xN+k werden identi�ziert. DieMenge der Gitterfunktionen xk → ψk ∈ C , versehen mit dem Skalarprodukt,

(φ, ψ) =

N∑

k=1

φ̄kψk, (10.32)de�nieren den Hilbert-Raum C N . Eine Gitterfunktion kann als Wellenfunktion einesPunktteilhens auf dem Gitter au�asst werden. Für ein auf Eins normiertes ψ interpre-tieren wir |ψk|2 als Wahrsheinlihkeit dafür, das Teilhen am Gitterpunkt xk zu �nden.Entsprehend ist der Erwartungswert des Ortsoperators
〈x̂〉ψ = 〈ψ̄|x̂|ψ〉 =

∑

xk|ψk|2 ≡
∑

kk′

ψ̄kxkk′ψk′. (10.33)Wie erwartet ist der Ortsoperator in der Ortsdarstellung diagonal,
xkk′ = xkδkk′, (10.34)und die Matrixelemente von x̂ vershwinden für k 6= k′. Um zu einer Darstellung desImpulsoperators zu gelangen, wehseln mit Hilfe der diskreten Fourier-Transformationin den Impulsraum mit Wellenfunktionen ψ̃(pℓ) ≡ ψ̃ℓ wie folgt

ψ̃ℓ =
1√
N

N∑

k=1

e−ipℓxkψk, pℓ =
2π

N
(ℓ− α) , ℓ = 1, 2, . . . , α ∈ Z. (10.35)Die Vershiebung α wird später so gewählt, dass die Eigenwerte des Impulsoperators inPaaren (p,−p) auftreten. Allerdings muss α eine ganze Zahl sein, damit die Exponential-funktionen (10.35) periodish sind. Die Rüktransformation lautet

ψk =
1√
N

N∑

ℓ=1

eipℓxkψ̃ℓ, k = 1, 2, . . . , N. (10.36)2Wir folgen hier teilweise der Vorlesung Computational Physis I von U. Wolf.������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 10. SPINORFELDER 10.2. Spinorfelder auf dem Gitter 216Mit ψ ist auh ψ̃ auf Eins normiert und wir können |ψ̃ℓ|2 als Wahrsheinlihkeit für dasAuftreten des Impulses pℓ interpretieren. Dann ergibt sih für den Mittelwert von f(p)

〈f(p̂)〉ψ =
∑

ℓ

f(pℓ) |ψ̃ℓ|2 =
1

N

∑

ℓ

∑

kk′

eipℓ(xk−xk′)f(pℓ)ψ̄kψk′

=
∑

kk′

ψ̄kf(p)kk′ψk′ , f(p)kk′ =
1

N

∑

ℓ

eipℓ(xk−xk′)f(pℓ). (10.37)Wie erwartet hat der Operators f(p) in der Ortsdarstellung niht-diagonale Matrixele-mente f(p)kk′. Mit Hilfe der erzeugenden Funktion
Z(x) =

1

N

N∑

ℓ=1

eiNpℓx = eiπβx
sin πNx

N sin πx
, β = 1 +N − 2α, (10.38)erhält man die Matrixelemente von f(p̂) durh Ableiten nah x,

f(p)kk′ = f

(
1

iN

d

dx

)

Z(x)
∣
∣
∣
x=(k−k′)/N

(10.39)Man �ndet für den Impulsoperator
pkk =

πβ

N
, pk 6=k′ =

π

iN
(−)k−k

′ eiβtkk′

sin tkk′
, tkk′ = π

(k − k′)
N

. (10.40)Wählen wir α = 1 +N , dann vershwindet β und das Impulsspektrum liegt symmetrishzum Ursprung. Für eine ungerade Anzahl Gitterpunkte entspriht dies periodishen undfür ein gerade Anzahl Gitterpunkten antiperiodishen Randbedingungen. Die Matrixele-mente des Impulsoperators sind reell und haben die einfahe Form
pkk = 0 , pk 6=k′ =

π

iN
(−)k−k

′ 1

sin tkk′
, (10.41)Die Wahl 2α = N oder β = 1 entspriht periodishen Randbedingungen für gerades Nund antiperiodishen Randbedingungen für ungerades N . Das Spektrum des Impulses istniht symmetrish zum Ursprung und die Matrixelemente sind komplex

pkk =
π

N
, pk 6=k′ =

π

iN
(−)k−k

′ eitkk′

sin tkk′
. (10.42)In der folgenden Abbildung sind die Greenfunktionen

〈x| 1

m+ ∂slac
|0〉 und 〈x| 1

m2 − ∂2
slac

|0〉, (∂slac)kk′ = ipkk′, (10.43)������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 10. SPINORFELDER 10.2. Spinorfelder auf dem Gitter 217geplotted. Wir beobahten das bekannte Gibbs-Phenomen, dass bei der Sprungstelle bei
x = 0 die Amplitude der Greenfunktion ausshlägt. Deshalb wurden die beiden exponen-tiellen Fitfunktionen mit Masse m so normiert, dass sie für x = 2 beziehungsweise für
x = 3 mit dem Propagator übereinstimmen. Der Propagator von m2 + ∂2

slac wird mit
〈x| 1

m2 − ∂2
slac

|0〉 ∼ onst (e−mx + e−m(N−x)
)sehr gut ge�ttet. Die Werte sind für ein Gitter mit 41 Punkten berehnet.
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10.2.2 Naive Fermionen auf dem GitterIm Folgenden diskutieren wir mehrere Vorshläge, wie man Fermionen auf ein Raumzeit-Gitter �setzen� kann. Ersetzen wir die Kontinuumsableitung ∂µ (10.6) durh die Vorwärts-oder Rükwärtsableitung auf dem Gitter, dann �nden wir folgende Wirkung für Dira-Spinoren auf dem endlihen Raumzeitgitter,
Sn,F =

∑

x

ψ̄(x)
(
D̊ψ
)
(x), D̊ = γµ∂A

µ +m. (10.44)Mit der antisymmetrishen Ableitung (10.27) hat man allerdings ein Verdopplungspro-blem. Um dies einzusehen, berehnen wir das Spektrum und die Eigenfunktionen von
γµ∂A

µ und die Zweipunktsfunktion
〈ψ(x)ψ̄(y)〉 = S(x, y) =

〈
x
∣
∣
1

D̊

∣
∣y
〉
. (10.45)Der niht-negative Laplae-Operator ∆̊ = ∂A

µ ∂
A
µ in

D̊D̊† = (γµ∂A
µ +m)(−γµ∂A

µ +m) =
(

−△̊+m2
)1 (10.46)������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 10. SPINORFELDER 10.2. Spinorfelder auf dem Gitter 218verbindet nur übernähste Nahbarn,
(△̊f)(x) =

1

4

∑

µ
(f(x+ 2eµ)− 2f(x) + f(x+ 2eµ)) . (10.47)und hat die Eigenwerte

p̊2 mit p̊µ = sin(pµ). (10.48)Genau diese Eigenshaft ist aber für das Verdopplungsproblem verantwortlih. Um dies zusehen, sollte man mit der üblihen Diskretisierung des Laplae-Operators,
(∆f)(x) = (∂∗µ∂µf)(x) =

∑

µ
(f(x+ eµ)− 2f(x) + f(x+ eµ)) , (10.49)die nur nähste Nahbarn verbindet, vergleihen. Der Operator −△ hat die Eigenwerte

p̂2 mit p̂µ = 2 sin
(pµ

2

)

. (10.50)In der folgenden Abbildung werden die Dispersionsrelationen (10.48,10.50) verglihen.
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Ebenfalls gezeigt ist die Dispersionsrelation
p −→ p2, p ∈ 2π

N
ZNdes eindimensionalen Kontinuum-Operators auf dem Intervall der �Länge� N . Für kleine

p streben die Eigenwerte beider Gitteroperatoren gegen die Kontinuumswerte p2. Aberwährend △ genauso wie der Kontinuumsoperator nur die konstante Nullmode hat, besitzt
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KAPITEL 10. SPINORFELDER 10.2. Spinorfelder auf dem Gitter 219
△̊ für gerades N genau 2d Nullmoden. Diese haben die Form (9.8) mit

p = (p1, . . . , pd) und pµ ∈ {0, π}. (10.51)Für ungerades N gibt es streng genommen nur eine Nullmode. Aber im thermodynami-shen Limes hat die Dispersionsrelation (10.48) genau 2d vershiedene Nullstellen in derersten Brilloinzone [0, 2π)d.Jede Eigenfunktion ϕp von ∆̊ de�niert (in 4 Dimensionen) je zwei Eigenfunktionendes naiven Dira-Operators D̊ mit Eigenwerten
λ̊p = m+ i|p̊| und λ̊p = m− i|p̊|. (10.52)Sind χ(1), . . . , χ(4) konstante Elemente im C 4, dann haben diese (unnormierten) Eigen-funktionen die Form

ψ(α)
p =

(
i|p̊| ± γµ∂A

µ

)
ϕp(x)χ

(α) = i (|p̊| ± γµp̊µ)ϕp(x)χ(α). (10.53)Hat ψ(α)
p den Eigenwert λ̊p, dann hat γ5ψ

(α)
p den komplex konjugierten Eigenwert. DieEigenwerte des naiven Dira-Operators D̊ in (10.44) haben alle den gleihen Realteil,

σ(D̊) = {m± i|p̊|} . (10.54)Die Greenfunktion von D̊D̊† hat die endlihe Reihendarstellung
〈
x
∣
∣

1

D̊D̊†

∣
∣y
〉

=
14

V

∑

p

eip (x−y)

p̊2 +m2
, (10.55)und entsprehend lautet die Zweipunktfunktion (10.45)

〈
x
∣
∣
1

D̊

∣
∣y
〉

= D̊†
x

〈
x
∣
∣

1

D̊D̊†

∣
∣y
〉

=
1

V

∑

p

−iγµp̊µ +m

p̊2 +m2
eip(x−y). (10.56)Im thermodynamishen Limes wird die Summe über p zu einem Riemann-Integral überdie erste Brilloin-Zone,

〈
x
∣
∣
1

D̊

∣
∣y
〉

=
1

(2π)d

∫

B

d4p
γµp̊µ +m

p̊2 +m2
eip(x−y) (10.57)Die naive Diskretisierung der Koninuumstheorie führt zu einer Gittertheorie mit überzäh-ligen Freiheitsgraden bei niedrigen Energien.
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KAPITEL 10. SPINORFELDER 10.2. Spinorfelder auf dem Gitter 220Eine zweite naive Diskretisierung beruht auf der Vorwärtsableitung
D̂ = γµ∂µ +m. (10.58)Diese Implementierung verletzt aber die hyperkubishe Symmetrie. Diese Symmetrie wirdaber gebrauht, um im Infraroten die O(4)-Symmetrie wiederherzustellen. Weiterhin wirddie Re�ektions-Hermizität (das Euklidshe Gegenstük zur Hermizität in der Minkow-ski-Raumzeit) verletzt und die Theorie in der Minkowski-Raumzeit wird niht unitärsein.10.2.3 Wilson-FermionenEs gibt mehrere Auswege, diese Verdopplung der Fermionen zu verhindern. Die Vorshlägein [58℄ vermeiden die Verdopplung, verletzen aber die hirale Symmetrie für masseloseFermionen. Die auf der Sla-Ableitung beruhende Methode in [60℄ vermeidet ebenfalls dasVerdopplungsproblem und respektiert darüberhinaus die hirale Symmetrie. Sie hat fürFermionen, die an ein Eihfeld koppeln, allerdings Probleme mit den Ward-Identitätenim shwahen Kopplungslimes und für kleine Gitterkonstanten [61℄.Das Verdopplungsproblem war Wilson bereits in den Anfangsjahren der Gittereih-theorien bekannt. Er shlug eine modi�ziert Wirkung für Fermionen vor, um die Verdopp-ler im Kontinuumslimes loszuwerden. Er addierte einen Term3 zur naiven Wirkung

Sw,F = Sn,F −
r

2

∑

x

ψ̄(x)(a△ψ)(x) =
∑

x

ψ̄(x) (Dwψ) (x), (10.59)wobei der Wilson-Parameter r in
Dw = D̊ − ar

2
△ (10.60)im Intervall (0, 1] liegt. Der Operator Dw ist normal, [Dw, D

†
w] = 0 und hat die Eigenwerte

λw,p =
(

m+
ar

2
p̂2
)

± i|p̊| mit p̂µ =
2

a
sin
(apµ

2

)

, p̊µ =
1

a
sin(apµ) (10.61)Dabei treten jeweils beide Vorzeihen beim Wurzel ziehen auf. Wir nehmen vorerst an,die Gitterkonstante sei a = 1.Um die Lage der Eigenwerte in der komplexen Ebene zu berehnen, setzen wir

ti = − cos pi ∈ [−1, 1]. (10.62)3Er wir heute Wilson-Term genannt.������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 10. SPINORFELDER 10.2. Spinorfelder auf dem Gitter 221Die Kanten des von den Koordinaten ti aufgespannten Würfels werden auf d sih auf derreellen Ahse berührende Ellipsen mit Halbahsen A = r, B = 1 und den Mittelpunkten
(m+ r, 0), (m+ 3r, 0), . . . , (m+ 2d− 1, 0) (10.63)abgebildet. Diese Shleifen bilden den inneren Rand des Spektrums von Dw. Alle Punktedes Würfels mit gleihen Koordinaten t1 = . . . = td = t werden auf eine diese d El-lipsen umshliessende Ellipse mit Halbahsen A = rd , B =

√
d und dem Mittelpunkt

(0, m+ rd) abgebildet. Die grosse Ellipse shliesst das Spektrum ein. Alle Ellipsen liegenspiegelsymmetrish zur reellen Ahse.In der folgenden Abbildung �ndet man die Eigenwerte des 4-dimensionalen Dira-Operators für Wilson-Fermionen mit r = 1 und für N =∞.

m+2rd

m+2r

ℜλp

ℑλp

m

√
d Spektrum

Kontinuumsresultat
1

Für r → 0 geht die Menge der Eigenwerte (das graue Gebiet) über in die Gerade mit Real-teil m, also in das Spektrum des Kontinuum-Operators im thermodynamishen Grenzfall.Für m = 0 und r → 0 streben die Eigenwerte bei 0, 2r, 4r, . . . alle gegen den EigenwertNull und wir �nden wieder die ungeliebten Verdoppler des naiven Operators D̊.In einer Dimension gibt es nur eine innere Ellipse, die mit der äusseren zusammenfällt.Alle Eigenwerte liegen dann auf der Ellipse mit den Halbahsen r und 1,
λ(t) = m+ r(1 + t)± i

√
1− t2, t ∈ [−1, 1]. (10.64)Für r = 1 �ndet man den Rükwärtsableitung, für r = −1 die Vorwärtsableitung und für

r = 0 die antisymmetrishe Gitterableitung. Für r → 0 wandern alle Eigenwerte auf dasIntervall m + i [−1, 1]. Der Zustand mit Eigenwert m + 2r �verdoppelt� denjenigen mitEigenwert m.������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II
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Verdopplerbei m+2r

ℜλp

ℑλp

m

1

−1 KontinuumsresultatFür r > 0 wirkt der Wilson-Term in (10.60) wie eine impulsabhängige Masse. Selbstim hiralen Limes m = 0 anti-vertausht Dw niht mit γ5. Die Chiralität wird durh denWilson-Term explizit gebrohen. Für das freie Dira-Feld erwartet man zureht, dassdiese Symmetrie im Kontinuumslimes wieder hergestellt wird.Wir studieren den naiven Kontinuumslimes des Wilson-Operators. Dazu werden Im-pulse und die Masse mit der Gitterkonstante a reskaliert. Insbesondere sind p̊µ und p̂µ diein (10.61) de�nierten Gitterfunktionen. Die Eigenwerte von von Dw sind dann
λw,p = m+

ar

2
p̂2 ± i|p̊| = m± i|p|+ 1

2
ar p2 +O(a2). (10.65)Das Spektrum liegt zwishen der äusseren Ellipse mit Mittelpunkt und Halbahsen

x0 = m+
1

a
rd, und (A,B) =

1

a

(

rd,
√
d
)und den d inneren Ellipsen mit

x0k = m+
1

a
rk und (A,B) =

1

a
(r, 1), k = 1, . . . , dund geht für a→ 0 wie erwartet ins Kontinuumspektrum über.

������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 10. SPINORFELDER 10.3. Das Nielsen-Ninomiya Theorem 22310.3 Das Nielsen-Ninomiya TheoremKeine der vorgeshlagenen Fermionen auf dem Gitter, weder naive, staggered oder Wil-son-Fermionen sind ohne Probleme. Die ersten beiden haben das Veropplungsproblem,und die letzten brehen sie hiral Symmetrie. Eine bilineareWirkung für Spin-1
2
Fermionenhat die Form

S =
∑

x,y

ψ̄(x)M(x, y)ψ(y), (10.66)wobei wegen der Translationsinvarianz der Dira-Operator nur von x− y abhängt,
M(x, y) = D(x− y), (10.67)Es stellt sih die Frage, warum die Diskretisisierung von Fermionen ohne Verdoppler undohne Brehung der hiralen Symmetrie so shwierig ist. Die Antwort gibt das bekannteNo-go Theorem von Nielsen und Ninomiya welhes besagt, dass es keine lokale, hiralinvariante, verdopplungsfreie une translationsinvariante bilineare Fermionwirkung auf demGitter gibt [62℄. Man �ndet die gleihe Anzahl rehts- und linkshändiger Fermionen. Etwaspräziser besagt das Theorem:Satz (Nielsen-Ninomyia)Es gibt keinen translationsinvarianten Dira-Operator derfolgende vier Eigenshaften gleihzeitig erfüllt:

• Lokalität: D(x− y) ∼ e−γ|x−y|,
• Kontinuumslimes: lima→0 D̃(p) =

∑

µ γ
µpµ,

• Keine Verdoppler: D̃(p) ist invertierbar für p 6= 0,
• Chiral: {γ∗, D} = 0.Die Lokalität bedeutet, dass die Fourier-Transformierte D̃ von D eine analytishe undperiodishe Funktion der Impulse pµ mit Periode 2π/a ist. Die zweite und dritte Forderungsorgen dafür, dass D den korrekten Kontinuumslimes hat.In [62℄ wurde das Theorem mit Argumenten aus der Homotopietheorie und Di�eren-tialtopologie bewiesen. Ein eleganter di�erentialgeometrisher Beweis �ndet sih in [63℄.Wir beweisen das Theorem unter der zusätzlihen und vereinfahenden Annahme [64℄,dass im Impulsraum

D̃(p) =
∑

γµD̃µ(p) mit Dµ(p) ∈ R . (10.68)Die Funktionen D̃µ sind analytish und streben für kleine Impulse gegen pµ. Da die Bril-loinzone die Topologie eines Torus in d Dimensionen hat, de�niert D̃µ ein Vektorfeld auf������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 10. SPINORFELDER 10.3. Das Nielsen-Ninomiya Theorem 224
T d. Nun können wir jeder Nullstelle des Vektorfeldes den Index zuordnen. Die AnzahlNullstellen sei endlih. Nah dem Indextheorem von Hopf und Poinare ist die Sum-me der Indizes aller Nullstellen auf einer kompakten und orientierten Mannigfaltigkeitgleih der Euler-Charakteristik der Mannigfaltigkeit. Für den d−dimensionalen Torusvershwindet diese Charakteristik und die Nullstellen von D̃µ treten in Paaren mit entge-gengesetztem Index auf. Dies ist der Ursprung der Verdoppler. Anstelle von γµD̃µ hätteman in (10.68) auh den Operator 1

2
γµ(1 + γ∗)D̃µ für Fermionen mit Chiralität +1, zumBeispiel Neutrinos, wählen können [64℄. In der Abbildung links ist das Vektor-feld D̃µ(p) für den naiven Diraope-rator in zwei Dimensionen in der ers-ten Brilloin-Zone gezeigt. An den Null-stellen p = (0, 0) und (π, π) hat D̃den Index 1 und an den Nullstellenp = (0, π) und (π, 0) den Index −1.Die Summe der Indexe vershwindet, inEinklang mit dem Theorem von Hopfund Poinare. Man sieht hier sehrshön die Verdoppler bei den Impulsen

(π, 0), (0, π) und (π, π).Allgemein ist in der Nähe einer Nullstelle p0 von D̃µ

D̃µ(p) = Aµν (p− p0)
ν + . . . , Aµν =

∂D̃µ

∂pν

∣
∣
p0
.Der Index des Vektorfeldes D̃ bei p0 ist gleih dem Vorzeihen von detA. Ist zum BeispielAdiagonal bei der Nullstelle p0 = 0, dann ist D̃µ(p) = Aµpµ+O(p2). Für A =diag(1, 1, 1, 1)ist der Index 1 und in der Umgebung der Nullstelle ist

ψ̄γµD̃µ(p)ψ = ψ̄γµpµψ. (10.69)Das Dira-Feld ψ transformiert unter einer hiralen Transformation in exp(αγ∗)ψ. Istdagegen A =diag(−1, 1, 1, 1), so hat das Vektorfeld den Index −1 und die Lagrange-Dihte in der Nähe der Nullstelle (die wieder bei 0 liege) die Form
ψ̄γµD̃µ(p)ψ = ψ̄γ∗γ

0(γµpµ)γ
0γ∗ψ. (10.70)Jetzt interpretieren wir χ = γ0γ∗ψ als Dira-Feld, und dieses Feld transformiert unter������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 10. SPINORFELDER 10.4. Ginsparg-Wilson Relation 225hiralen Transformationen in exp(−αγ∗)χ, also mit der zu ψ entgegengesetzten Chiralität.Jedem Pol des masselosen Propagators entspriht ein fermionisher Einteilhenzustand.Wir folgern, dass es zu jedem Fermion mit Chiralität +1 ein Fermion mit Chiralität −1geben muss. Es sheint daher unmöglih, linkshändige Neutrinos auf ein Gitter zu setzen.10.4 Ginsparg-Wilson RelationAls Konsequenz des Nielsen-Ninomiya-Theorems sheint es unmöglih, einen hiral in-varianten Dira-Operator zu konstruieren. In einer erst in der letzten Jahren vielbeah-teten Arbeit im Jahre 1982 untersuhten Ginsparg und Wilson, wie nahe man auf demGitter einem hiralen Dira-Operator kommen kann [65℄. Ausgangspunkt ihrer Betrah-tungen war eine invariante Kontinuumtheorie, die sie mit Hilfe einer Bloktransformationmit einer Gittertheorie in Verbindung brahten. Dem Kontinuumsfeld φ : R d → C p wirdüber eine Bloktransformation
ψ(x) =

∫

d4y α(x− y)φ(y), x ∈ R d, x ∈ Λ (10.71)ein Gitterfeld zugeordnet. Die genaue Form der Gewihtsfunktion ist hier niht wihtig.Die Frage war, wie nahe die für ψ induzierte Gitterwirkung einer hiral invarianten Wir-kung kommen kann. Ginsparg und Wilson argumentierten, das die optimale Wahl aufdie sogenannte Ginsparg-Wilson-Relation
γ5D +Dγ5 = aDγ5D (10.72)führt. Die Gitterkonstante a auf der rehten Seite impliziert, dass für �infrarot-Felder�(oder äquivalent dazu, für genügend kleine a) die Relation in die gewünshte Kontinu-umsrelation γ5D +Dγ5 übergeht.Wir multiplizieren die Relation (10.72) von beiden Seiten mit S = D−1 und �nden

Sγ5 + Sγ5 = aγ5 =⇒ S(x, y)γ5 + S(x, y)γ5 = aγ5δ
d(x− y). (10.73)Die Verletzung der hiralen Symmetrie ist für den Propagator ultralokal. Für alle endlihenAbstände �nden wir einen Propagator mit exakter hiralen Symmetrie. Es zeigt sih, dassdiese Eigenshaft genügt um alle erwünshten Konsquenzen der hiralen Symmetrie, zumBeispiel die Abwesenheit einer additiven Massenrenormierung, auf dem Gitter zu erhalten.M. Lüsher bemerkte, dass die fermionishe Wirkung

SF = ad
∑

x

ψ̄(x)D(x− y)ψ(y) (10.74)������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 10. SPINORFELDER 10.4. Ginsparg-Wilson Relation 226für jeden Dira-Operator, der die Ginsparg-Wilson-Relation (10.72) erfüllt, ein konti-nuierlihe Symmetrie hat, die als Gitterversion der hiralen Symmetrie interpretiert wird[66℄. Diese deformierte hirale Symmetrie hat die Form
ψ −→ ψα = eαγ∗(1− a

2
D) ψ und ψ̄ −→ ψ̄α = ψ̄ eα(1− 1

2
aD)γ∗ . (10.75)Wir beweisen, dass ψ̄αDψα unabhängig von α ist,

d

dα

(
ψ̄αDψα

)
= ψ̄α

{(
1− 1

2
aD
)
γ∗D +Dγ∗

(
1− 1

2
aD
)}
ψα

(10.72)
= 0.Allerdings ist das fermionishe Integrationsmass DψDψ̄ ist im Allgemeinen niht invariantunter der Transformation (10.75). Diese Eigenshaft sorgt dafür, dass in Anwesenheit vonäusseren Eihfeldern die korrekt axiale Anomalie auftritt.In der Vergangenheit wurden mehrere Familien von Dira-Operatoren konstruiert,welhe die Ginsparg-Wilson-Relation erfüllen. Die bekanntesten sind

• Domain-Wall Fermionen [67℄,
• Überlapp-Operatoren (overlap-operators) [68, 71℄,
• Fixpunkt-Operatoren [69℄,
• Chiral-verbesserte Operatoren [70℄.Für drei dieser Vorshläge verweise ih auf die angegebene Literatur. Im Folgendenbesprehen wir die Überlapp-Operatoren. Deren Konstruktion geht auf Neuberger undNarayanan zurük.Überlapp-FermionenEin erster Operator der die Ginsparg-Wilson-Bedingung erfüllt, wurde in [68, 71℄ vor-gestellt. Dieser sogenannte �Überlapp-Operator� hat die Form

Do =
1

a
(1+ V ) mit V = (DwD

†
w)−1/2Dw, m < 0, (10.76)wobei Dw der Wilson-Operator ist. Der Oberator V ist unitär mit Spektrum auf demEinheitskreis. Entsprehend hat der Überlapp-Operator seine Eigenwerte auf einem dieimaginäre Ahse am Ursprung berührenden Kreis.

������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II
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ℜλ

ℑλ

m

ℜλ

ℑλ
a

Die linke Seite in der Ginsparg-Wilson-Relation (10.72) ist
Dγ5 + γ5D = 2γ5 + {γ5, V }.Um die rehte Seite umzuformen, maht man Gebrauh von

[Dw, D
†
w] = 0 und γ5Dw = D†

wγ5 und [DwD
†
w, γ5] = 0, (10.77)woraus sih V γ5V = γ5 ergibt. Deshalb ist

Dγ5D = γ5 + {γ5, V }+ V γ5V = 2γ5 + {γ5, V },was zu beweisen war.Ein Nahteil des Vorshlags ist das Auftreten des inversen Operators von DwD
†
w. Esist niht o�ensihtlih, dass Do ein lokaler Operator ist. Man untersheidet zwishen ultra-lokalen Operatorn, für die D(x− y) für |x− y| > ℓ vershwindet und lokalen Operatoren,für die D(x−y) mit dem Abstand der Gitterpunkte exponentiell shnell gegen Null strebt.Für a→ 0 werden lokale Operatoren im Kontinuum zu exakt lokalen Operatoren. Um dieLokalität von Do zu erkennen, betrahtet man seine Spektraldarstellung. Wegen

DwD
†
w = −∆̊ +

(

m− ar

2
∆
)2 (10.78)hat der Überlapp-Operator im Impulsraum die Form

aD̃(p) = 1 +
{

iγµp̊µ +m+
ar

2
p̂2
}{

p̊2 +
(

m+
ar

2
p̂2
)2
}−1/2

. (10.79)Er erfüllt die ersten drei Bedingungen im Satz von Nielsen und Ninomiya. Inbesondereist D̃(p) analytish und deshalb vershwindet D(x− y) exponentiell für grosse Distanzen.Wir fassen zusammen: Der Überlapp-Operator von Neuberger und Narayanan ist������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 10. SPINORFELDER 10.4. Ginsparg-Wilson Relation 228niht hermitesh aber immer noh normal, er ist lokal und hat keine Verdoppler und erist hiral im Sinne von Lüsher. In Simulationen ist er aber teuer, da in Gegenwartvon Eihfeldern (siehe nähstes Kapitel) die Inversion von DwD
†
w relativ viel Zeit kostet.Für m = 0 und nihtvershwindende Eihfelder können wieder unerwünshte Nullmodenauftreten.10.4.1 Weitere VorshlägeNeben den staggered Fermionen gibt es weitere Konstruktionen, für welhe die AnzahlVedoppler kleiner als für die naiven Fermionen ist und trotzdem die Chiralität erhaltenist. Mit Hilfe der hiralen Projektoren P± = 1

2
(1± γ∗) kann man den normalen Operator

D = γµ
(
P+∂µ + P−∂

∗
µ

)
+m = D̊ + γ∗γ

µ∂S
µ, ∂S

µ =
1

2

(
∂∗µ − ∂µ

) (10.80)de�nieren. Im hiralen Limes m → 0 ist D anti-hermitesh und antikommutiert mit γ∗.Im Impulsraum hat er die Form
D̃(p) = iγµp̊µ +m+

1

2
γ∗γ

µp̂2
µ. (10.81)Sein �Betragsquadrat� vereinfaht sih zu

D̃D̃† = p̂2 +m2 − iγ∗γµν p̂µp̂ν sin

(
pµ − pν

2

)

. (10.82)In zwei Dimensionen hat das Vektorfeld
D̃µ für γ∗ = −iγ0γ1 die Form
D̃µ(p) =

(

p̊0 −
1

2
p̂2

1, p̊1 +
1

2
p̂2

0

)In der Abbildung links ist es in der ers-ten Brilloin-Zone bezeigt. Die Nullstel-len sind bei (0, 0) und (π/2,−π/2) unddie zugehörigen Indexe sind 1 und −1.Man sieht hier explizit die Brehung derhyperkubishen Symmetrie.Zum Berehnen der Nullstellen betrahtet man am Besten das �Betragsquadrat� des zwei-������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 10. SPINORFELDER 10.5. Programme zu Kapitel 10 229dimensionalen Operators,
D̃D̃† = p̂2 +m2 + 2p̂0p̂1 sin

(
p0 − p1

2

)

. (10.83)Die rehte Seite kann im hiralen Grenzfall nur Null werden, wenn der Sinus ±1 ist. Wirwählen für den Wertebereih der Impulse das Intervall [−π, π]. Dann ist der letzte Sinusgleih 1 für p0− p1 = π und er ist gleih −1 für p0− p1 = −π. Für beide Fälle vereinfahtsih der Ausdruk zwishen den Klammern zu
(

sin
p1

2
+ cos

p1

2

)2

= 0 =⇒ p1 = −π
2
, p0 =

π

2
.Damit hat in zwei Dimensionen der Operator DD† vier Nullmoden in der ersten Bril-loin-Zone, zwei bei p = (0, 0) und zwei bei 1

2
(π,−π). Diese Verminderung der Nullmodengegenüber dem naiven Dira-Operator bezahlt man mit dem Verlust der hyperkubishenSymmetrie aufgrund des Sinus-Terms in (10.83). In zwei Dimensionen wird diese Symme-trie erzeugt durh p −→ iσ2p. (10.84)10.5 Programme zu Kapitel 10Das folgende otave-Programm derinverse berehnet die Zweifunktfunktion (10.26) alsFunktion von x. Sie ist für x = 1 auf 1 normiert. Abgefragt wird die Masse. Das Resultatund der exponentiellen Fit exp(−mx) mit der Masse im Propagator werden angezeigt.f un  t i on de r i nv e r s e ;# berehnet das Inv e r s e von# p a r t i a l + m fue r d i e L inksab l e i tung ,# ant isymmetr ishe Able i tung und# Sla−Able i tung .#wahl=input ( " l i n k s  =1, ant isymmetr ish =2, s l a   =3 " ) ;m=input ( "masse = " ) ;N=40;a=eye (N) ;x=[0:N−1℄ ' ;########### Linksab l e i tungi f  ( wahl==1)#pa1=a−s h i f t ( a , 1 ) ;pa=a−s h i f t ( a ,1)+m∗a ;#pa=pa1∗pa1 '+m∗m∗a ;########### Antisymmetrishe Able i tunge l s e i f ( wahl==2)##pa=m∗a+0.5∗( s h i f t ( a,−1)− s h i f t ( a , 1 ) ) ;pa=m∗a+0.5∗( s h i f t ( a ,−1)− s h i f t ( a , 1 ) ) ;#pa=m∗m∗a−pa1∗pa1 ;else������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 10. SPINORFELDER 10.5. Programme zu Kapitel 10 230########## Sla−Able i tung##i f ( rem(N,2)==0)## disp ( '  N must be odd ! ' ) ;## break ;##endif ;ks=l i n s p a  e (1 ,N−1,N−1);h i l f 1=pi /N;t=h i l f 1 ∗ks ;t1=h i l f 1 ∗(−1).^ ks . / s i n ( t ) ;#pa=t o e p l i t z ( [ 0 , t1 ℄ , [ 0 , − t1 ℄)+m∗a ;pa1=t o e p l i t z ( [ 0 , t1 ℄ , [ 0 , − t1 ℄ ) ;pa=−pa1∗pa1+m∗m∗a ;end i f ;#############Ende Sla−Able i tungpainv=inv ( pa ) ;prop=painv ( : , 1 ) / painv ( 2 , 1 ) ;data=[x , prop ℄ ;i f ( wahl==3)#gp lo t [ 0 : 4 0 ℄ data , exp(−m∗( x−1))∗ prop ( 2 ) ;gp lo t [ 0 : 4 0 ℄ data , exp(−m∗x ) ;#, prop (N/2)−1+osh (m∗(N/2−x ) ) ;elsegp lo t [ 0 : 4 0 ℄ data , exp(−m∗x ) ;end i f ;d e r i nv e r s e=fopen ( " de r i nv e r s e . dat " , "w" , " nat ive " ) ;for i =1:Nf p r i n t f ( de r inve r s e , " (%4.2 f ,%4.2 f ) " , x ( i ) , 2∗ prop ( i ) ) ;i f ( rem( i ,5)==0) f p r i n t f ( de r inve r s e , "\n" ) ;end i f ;end fo r ;f  l o s e ( d e r i nv e r s e ) ;end funt ion ;Mit der folgenden kurzen Routine wurden die Vektorfelder D̃µ für den zweidimensionalenDira-Operator berehnet und in einer für pstriks lesbaren Form abgespeihert.f un  t i on v e  t o r f i e l d ;# berehnet das Vektor f e ld D_\mu(p ) f u e r# den Diraoperaor im Impulsraum .# l o s e p l o t ;N=11;Ns=N∗N;p=l i n s p a  e (−pi , pi ,N) ;[ a , b℄=meshdom(p , p ) ;=s i n ( a)−2∗ s i n (b /2 ) .∗ s i n (b /2 ) ;d=s in (b)+2∗ s i n ( a /2 ) .∗ s i n ( a /2 ) ;x=reshape ( a , Ns , 1 ) ;y=reshape (b ,Ns , 1 ) ;vx=reshape (  , Ns , 1 ) / 2 ;vy=reshape (d ,Ns , 1 ) / 2 ;v e  t o r f i e l d=fopen ( " v e  t o r f i e l d . dat " , "w" , " nat ive " ) ;for i =1:Nsf p r i n t f ( v e  t o r f i e l d , "�psl ine {−>}(%4.2 f ,%4.2 f )(%4.2 f ,%4.2 f )\n" , x ( i ) , y ( i ) , x ( i )+vx ( i ) , y ( i )+vy ( i ) ) ;end fo r ;f  l o s e ( v e  t o r f i e l d ) ;end funt ion ;������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



Kapitel 11Reine GittereihtheorienNah dem heutigen Kenntnisstand werden alle fundamentalen Wehselwirkungen durhEihtheorien beshrieben. Die bekannteste Eihtheorie ist die Elektrodynamik. Sie isteine Theorie mit Abelsher Symmetriegruppe. Die shwahe und starke Wehselwirkungwerden jeweils durh eine niht-Abelshe Eihtheorie modelliert. In einem gewissen Sinneist auh die allgemeine Relativitätstheorie eine niht-Abelshe Eihtheorie.Die erste Formulierung einer Eihtheorie auf dem Gitter geht auf Franz Wegnerzurük [10℄. Er untersuhte Ising-artige Theorien mit einer lokalen Z2-Invarianz und führ-te dabei den Ordnungsparameter ein, der in verallgemeinerter Form heute als Wilson-Shleife bekannt ist. Bei unserer Diskussion der Dualitätstransformationen haben wir die
3-dimensionale Z2-Eihtheorie bereits kennengelernt. Sie ist dual zum 3-dimensionalenIsing-Modell. Drei Jahre nah Wegners Arbeit formulierte Wilson erstmalig niht-Abelshe Eihtheorien auf dem Gitter. Er fand ein neues Kriterium für Con�nementin reinen Eihtheorien: das Flähengesetz für Wilson-Shleifen [11℄. Es folgten Monte-Carlo-Simulationen von reinen Gitter-Eihtheorien in 3 und 4 Dimensionen, zunähst mitEihgruppe Z2 und später mit SU(2) sowie SU(3), durh Creutz, Jaobs und Rebbi[12℄.Im folgenden werden wir nah einer kurzen Erinnerung an die Eihtheorien im Konti-nuum die wihtigsten (qualitativen) Eigenshaften von Gittereihtheorien besprehen.11.1 Eihtheorien im KontinuumUm das erfolgreihe Eihprinzip zu illustrieren, betrahten wir eine komplexes, einkom-ponentiges Skalarfeld mit klassisher Lagrangedihte

L = ∂µφ
†∂µφ−

(mc

~

)2

φ†φ, (11.1)231



KAPITEL 11. REINE GITTEREICHTHEORIEN 11.1. Eihtheorien im Kontinuum 232und Bewegungsgleihung
(

2 +
m2c2

~2

)

φ = 0. (11.2)Wie in der Hohenergiephysik üblih, werden wir natürlihe Einheiten mit ~ = c = 1 be-nutzen. Im Gegensatz zu einem reellen einkomponentigen Feld beshreibt ein komplexesFeld elektrish geladene Teilhen. Die globalen, d.h orts- und zeitunabhängigen Phasen-transformationen
φ(x) −→ φ′(x) = Ωφ(x), Ω = eieλ ∈ U(1). (11.3)führen Lösungen in Lösungen über. Es sind Symmetrien der Lagrangedihte für dasgeladene Klein-Gordon Feld. Die Dihte ist aber niht invariant unter lokalen, d.h.orts- und zeitabhängigen Phasentransformationen,

φ(x) −→ φ′(x) = Ω(x)φ(x), Ω(x) = eieλ(x) ∈ U(1), (11.4)da die Ableitungen in (11.1) und (11.2) auh auf die Funktion Ω(x) wirken. Die Phasen-änderung hinter dem Mond muss also genau gleih sein wie diejenige in Jena.Es zeigt sih nun, dass eine globale Symmetrie durhaus zu einer lokalen Symmetrieerweitert werden kann, wenn man das geladene Feld an ein Eihpotential Aµ koppelt. Inder Shrödinger, Dira oderKlein-Gordon-Theorie bedeutet dies, dass die partielleAbleitung nah xµ durh die kovariante Ableitung
Dµ(A) = ∂µ − ieAµ (11.5)ersetzt wird. Im Gegensatz zu ∂µφ soll Dµ(A)φ genauso transformieren wie φ,

Dµ(A
′)φ′(x) = Ω(x)Dµ(A)φ(x) bzw. Dµ(A

′) = ΩDµ(A)Ω−1, (11.6)und diese Forderung impliziert folgende Transformation des Potentials
A′
µ = ΩAµΩ

−1 − i

e
∂µΩΩ−1 = Ω

(
Aµ +

i

e
∂µ
)
Ω−1 (11.3)

= Aµ + ∂µλ. (11.7)Aus dem Eihpotential Aµ berehnet sih der (eih)invariante und antisymmetrishe Feld-stärketensor,
Fµν(A) =

i

e
[Dµ(A), Dν(A)] = ∂µAν − ∂νAµ = Fµν(A

′), (11.8)dessen Quadrat in die eihinvariante Lagrangedihte für das System aus wehselwir-������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 11. REINE GITTEREICHTHEORIEN 11.1. Eihtheorien im Kontinuum 233kenden Photonen- und geladenen Spin-0 Teilhen eingeht,
L(φ,Aµ) = −1

4
FµνF

µν + (Dµφ)†Dµφ−m2φ†φ = L(φ′, A′
µ). (11.9)Wir wiederholen nun diese sogenannte minimale Kopplung an ein Eihpotential für einmehr-komponentiges Skalarfeld mit Werten in einem Vektorraum V mit Skalarprodukt.Nah Wahl einer Basis hat φ die Komponentendarstellung

φ =







φ1

φ2...
φn







, φ† =
(
φ̄1, φ̄2, . . . , φ̄n

)
. (11.10)Die reelle Langrangefunktion für das freie Feld ist die Verallgemeinerung von (11.1) auf

V -wertige Felder,
L = (∂µφ, ∂

µφ)−m(φ, φ), (11.11)wobei (., .) das Skalarprodukt in V bezeihnet. Jede Komponente von φ(x) erfüllt danndieKlein-Gordon Gleihung (11.2).Das Feld transformiere nah einer irreduziblen Darstellung R einer noh niht weiterspezi�zierten halbeinfahen kompakten Gruppe G,
φ(x) −→ R(Ω)φ(x), Ω ∈ G. (11.12)Ohne Beshränkung der Allgemeinheit dürfen wir annehmen, dass die linearen Abbildun-gen R(Ω) unitär sind und das Skalarprodukt auf V invariant lassen, (Rφ,Rχ) = (φ, χ).ImWeinberg-Salam-Modell der elektroshwahen Wehselwirkung ist φ ein komplexesDublett in der fundamentalen Darstellung der Eihgruppe SU(2).Wir wollen nun eine neue Lagrange-Funktion konstruieren, die unter lokalen Eihtrans-formationen
φ(x) −→ φ′(x) = R

(
Ω(x)

)
φ(x) (11.13)invariant ist. Dies gelingt wiederum durh minimale Kopplung des Multipletts φ an einEihpotential, d.h. durh die Ersetzung von gewöhnlihen durh kovariante Ableitungen.Für ein Skalarfeld in der de�nierenden Darstellung lautet die Ersetzung

∂µ −→ Dµφ = ∂µφ− ieAµφ, (11.14)������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 11. REINE GITTEREICHTHEORIEN 11.1. Eihtheorien im Kontinuum 234wobei e die Stärke der Kopplung parametrisiert. Für ein n-komponentiges Feld φ wird dasVektorpotential Aµ eine n× n Matrix sein. Die Forderung (11.6) impliziert das folgendeTransformationsverhalten für das Eihpotential.
Aµ −→ A′

µ = ΩAµΩ
−1 − i

e
∂µΩΩ−1. (11.15)Für niht-Abelshe Gruppen werden Aµ und Ω niht vertaushen, und wir können dieseFormel für die Eihtransformationen des Eihpotentials niht weiter vereinfahen. Wirsehen aber, dass Aµ in der Lie-Algebra g von G liegen sollte. Dann liegen beide Termeauf der rehten Seite von (11.15) in dieser Algebra und Eihtransformationen wirken imRaum der g -wertigen Eihpotentiale. Die g -wertige Feldstärke

Fµν =
i

e
[Dµ, Dν ] = ∂µAν − ∂νAµ − ie[Aµ, Aν ] (11.16)ist niht mehr eihinvariant,
Fµν(x) −→ Ω(x)Fµν(x)Ω

−1(x). (11.17)Sie transformiert nah der adjungierten Darstellung der Eihgruppe G.Für Skalarfelder, die nah einer beliebigen irreduziblen Darstellung transformieren,
φ′ = R(Ω)φ, ist die Kovarianzbedingung (11.6) automatish erfüllt, wenn wir als kovari-ante Ableitung

Dµφ = ∂µφ− ieR∗(Aµ)φ (11.18)wählen. Hier ist R∗ die von der Darstellung R induzierte Darstellung der Lie-Algebra-wertigen g . Der Kommutator von kovarianten Ableitungen in der Darstellung R ist dann
[Dµ, Dν ] =

e

i
R∗(Fµν).Gerade in neueren Arbeiten über reine Eihtheorien spielt die Frage der Abhängigkeit derErwartungswerte von der Darstellung der Eihgruppe eine wihtige Rolle. Zum Beispielkönnte man fragen, ob die reine SO(3)-Eihtheorie die gleihe Phasenstruktur aufweistwie die SU(2)-Eihtheorie [72℄?Wie man leiht einsieht, ändert sih der TermtrF µνFµν (11.19)niht bei einer Eihtransformation (11.15,11.17), da die Spur unter zyklisher Vertau-shung der Argumente niht ändert. Dieser eihinvariante Term ist der wihtigeYang-Mills������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 11. REINE GITTEREICHTHEORIEN 11.1. Eihtheorien im Kontinuum 235Term. In Anlehnung an die Maxwell-Theorie wählt man als eihinvariante Lagrange-dihte für das wehselwirkende System A, φ

L = −1

4
trF µνFµν +

(
Dµφ,D

µφ
)
−m2

(
φ, φ

)
. (11.20)Nah Konstruktion ist sie invariant unter den lokalen Eihtransformationen

φ(x) −→ φ′(x) = Ω(x)φ(x)

Aµ(x) −→ A′
µ(x) = Ω(x)Aµ(x)Ω

−1(x)− i

e
∂µΩ(x) Ω−1(x). (11.21)Wir fassen zusammen. Eine Eihtheorie ist bestimmt durh:

• Angabe der Eihgruppe G. Für die Quantenhromodynamik, ist G = SU(3) und fürdie elektroshwahe Theorie G = SUL(2)× UY (1).
• Festlegung der Darstellungen, nah denen die Materiefelder φ transformieren.
• Als Parameter enthalten Eihtheorien eine universelle Kopplungskonstante e. Dane-ben sind noh die Massen und eventuell Selbstkopplungen anzugeben. DieWeinberg-Salam Theorie enthält allerdings noh weitere Parameter: die Elemente der KMS-Matrix und die Yukawa Kopplungskonstanten.11.1.1 ParalleltransportEin Skalarfeld ist kovariant konstant, wenn

Dµφ = 0 bzw. ∂µφ = ieR∗(Aµ)φ (11.22)gilt. Die Integrabilitätsbedingung für die Existenz einer (lokal) eindeutigen Lösung führtin diesem Fall auf
0 = [∂µ, ∂ν ]φ

(11.22)
= ieR∗

(
∂µAν − ∂νAµ

)
φ+ ie (R∗(Aν)∂µφ− R∗(Aµ)∂νφ)

= ieR∗(Fµν)φ,wobei wir die Linearität und die Darstellungseigenshaft R∗([X, Y ]) = [R∗(X), R∗(Y )] derinduzierten Darstellung benutzten. Nur für vershwindende Feldstärke können wir (lokal)die d Gleihungen (11.22) simultan lösen.Die Lösung der Gleihung kovarianter Konstanz entlang eines Weges C von x nah yist niht ganz einfah, da die Eihpotentiale zu vershiedenen Raumzeit-Punkten niht������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 11. REINE GITTEREICHTHEORIEN 11.1. Eihtheorien im Kontinuum 236kommutieren müssen. Wir parametrisieren den Weg mit x(s), wobei
x(0) = x und x(1) = ygelten soll. Die kovariante Ableitung von φ längs C soll vershwinden,

ẋµDµφ =
dφ(s)

ds
− ieAµ

(
x(s)

)
ẋµ(s)φ(s) = 0. (11.23)Wir haben φ(x(s)) = φ(s) geshrieben und R(Ω) = Ω angenommen. Wäre s eine Zeit-variable, so hätte diese Gleihung die Form der zeitabhängigen Shrödinger-Gleihungmit g -wertigem Hamiltonoperator ∼ A

(
x(s)

)
· ẋ(s). Also lautet die Lösung der gewöhn-lihen Di�erentialgleihung (11.23) wie folgt,

φ(1) = P
(

exp ie

∫ 1

0

dsAµ
(
x(s)

)
ẋµ(s)

)

φ(0), bzw.
φ(y) = U(C;A)φ(x), U(C;A) = P

(

exp ie

∫

C

A

)

. (11.24)Nur für Abelshe Theorien kommutieren die Eihpotentiale zu vershiedenen Raumzeit-punkten. In diesem Spezialfall ist keine Ordnung (�Zeitordnung�) P längs des Weges Cnötig.Ist C1 ein Weg von x nah y und C2 von y nah z, dann verbindet der zusammengesetzteWeg C2◦C1 (zuerst C1 und danah C2) den Punkt x mit z und es gilt die Kompositionsregel
U(C2 ◦ C1;A) = U(C2;A)U(C1;A). (11.25)Der Paralleltransporter U hängt vom Weg ab, entlang dem φ parallel transportiert wird.Sind C1 und C2 zwei Wege von x nah y, dann ist C = C−1

2 ◦ C1 eine Shleife von x nah x.Für eine Abelshe Theorie ist nah dem Satz von Stokes
U(C;A) = exp

(

ie

∮

C=∂G

A

)

= exp

(

ie

∫

G

F

)

. (11.26)Darin ist G das von C eingeshlossene Gebiet und F die 2-Form der Feldstärke,
F =

1

2
Fµνdx

µdxν = dA, mit A = Aµdx
µ. (11.27)Leider gibt es keine ähnlih einfahe Formel für niht-Abelshe Eihtheorien. Es exis-tiert zwar ein niht-Abelshes Stokes-Theorem [73℄, aber es sheint keine interessanteAnwendung dieses relativ komplizierten Theorems in der Physik zu geben. Es impliziertaber, das für F = 0 der Paralleltransport wegunabhängig ist, solange die Wege ineinander������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 11. REINE GITTEREICHTHEORIEN 11.2. Eihtheorien auf dem Gitter 237deformiert werden können.Der Paralleltransport mit dem eihtransformierten Feld A′ in (11.15) steht in einfaherBeziehung zu demjenigen mit A. Ist C ein Weg von x nah y, dann gilt nämlih
U(C;A′) = Ω(y)U(C;A)Ω−1(x). (11.28)Diese Eigenshaft folgt aus der De�nition des weggeordneten Integrals,

P
(

exp ie

∫

C

A

)

= lim
N→∞

N∏

i;xi∈C

(1 + ieAµ(xi)ẋ
µ
∣
∣
xi

∆s
)

, (11.29)worin xi (i = 1, . . . , N) eine Unterteilung des Weges C in N−1 Abshnitte ist. Für jedeShleife ist deshalb die Variable trU(C, A) (11.30)eihinvariant. Weiterhin ist das Produkt
φ†(y)U(Cyx;A)φ(x), (11.31)mit einem von x nah y führenden Weg Cyx, eihinvariant. Dieses Produkt hängt für F 6= 0von der Wahl des verbindenden Weges C ab, niht aber von der Wahl der Eihung.Im folgenden werden wir ausnahmslos die Euklidshe Version von Eihtheorien un-tersuhen. Den formalen Übergang von der Lorentz- zur Euklidshen Signatur habenwir bereits besprohen. Im vorliegenden Fall führt die Wikrotation auf folgende La-grangedihte für eine Euklidshe Eihtheorie mit einem geladenen Skalarfeld,

LE =
1

4
trF µνFµν +

(
Dµφ,D

µφ
)

+m2
(
φ, φ

)
, (11.32)wobei der Zusammenhang zwishen Eihpotential und Feldstärke und die De�nition derkovarianten Ableitung sih niht ändern. Natürlih werden in einer Euklidshen Feldtheo-rie die Indizes mit der Euklidshen Metrik δµν hoh- und runtergezogen. Zum Beispielgelten Fµν = F µν und F µνFµν =

∑
F 2
µν .11.2 Eihtheorien auf dem GitterEs sei nun φ(n) ein Skalarfeld auf dem Gitter. Verlangt man lokale Invarianz unter Sym-metrietransformationen

φ(n) −→ φ′(n) = Ω(n)φ(n), Ω(n) ∈ G (11.33)������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 11. REINE GITTEREICHTHEORIEN 11.2. Eihtheorien auf dem Gitter 238auf dem Gitter Λ, so sind es die Terme der Art
(
φ(n+ eµ), φ(n)

)
, (11.34)die diese Invarianz niht respektieren. Die Tatsahe, dass man in diesemWehselwirkungs-term zwishen nähsten Nahbarn das Skalarprodukt des Feldes an der Stelle n ∈ Λ mitdem Feld an der benahbarten Stelle n + eµ bildet, legt nahe, das Feld �parallel zu ver-shieben�, bevor das Skalarprodukt gebildet wird. Wir ersetzen also den Ausdruk (11.34)durh

(
φ(n+ eµ), U(n + eµ, n)φ(n)

)
, (11.35)mit Paralleltransporter U(n+eµ, n) von n nah n+eµ. Dieser Ausdruk ist invariant unterlokalen Transformationen (11.33) des Materiefeldes wenn die Transporter unter lokalenEihtransformationen durh Konjugation am Anfangs- und Endpunkt transformieren,

U(n + eµ, n) −→ U ′(n+ eµ, n) = Ω(n + eµ)U(n+ eµ, n)Ω−1(n). (11.36)Im Allgemeinen hängt der Paralleltransport niht nur von Anfangs- und Endpunkt, son-dern auh vom gewählten Weg ab. Auf dem Gitter kann man sih unter U(n+ eµ, n) denParalleltransport entlang der Gitterkante vorstellen, obwohl diese Interpretation bedeu-tungslos ist.Diese Überlegungen legen nahe, als dynamishe Variablen niht etwa Lie-Algebra-wertige Eihpotentiale Aµ(x), sondern die elementaren gruppenwertigen Paralleltranspor-ter zwishen benahbarten Gitterpunkten zu wählen. Die U-Variablen nennt man kompak-te Variablen, da alle relevanten (und wahrsheinlih konsistenten) Eihgruppen kompaktsind.11.2.1 Eine Wirkung für reine EihtheorienDie gerihtete Gitterkante von n nah n± eµ wird kurz mit (n,±µ) bezeihnet. Die dyna-mishen Variablen sind Elemente einer kompakten Gruppe G und �leben� auf den Gitter-kanten. Eine Gitterkon�guration U ist eine Abbildung von der Menge der (gerihteten)Kanten E in G:
U : E =

{
(n, µ)

}
−→ G (11.37)Der Paralleltransporter längs eines Weges C auf dem Gitter ist das geordneten Produktder Transporter der Kanten des Weges und U(C−1) = U−1(C).In einer Yang-Mills-Theorie ist die Wirkung durh das Quadrat der Feldstärke oder������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 11. REINE GITTEREICHTHEORIEN 11.2. Eihtheorien auf dem Gitter 239Krümmung gegeben. Diese gibt an, um wieviel ein Feld sih (pro Fläheninhalt) verändert,wenn man es in�nitesimal um einen geshlossenen Weg parallel-vershiebt. Es bezeihne
µ und ν die durh eµ und eν aufgespannte Ebene, in welher die Vershiebung statt�ndet.Auf dem Gitter gibt es keine in�nitesimale Vershiebung. Die elementarste Vershiebungentlang eines geshlossenen Weges ergibt sih aus dem Produkt der Transporter längs desRandes einer elementaren Plakette. Wir de�nieren

U(n, µν) ≡ U(n + eν ,−ν)U(n + eµ + eν ,−µ)U(n+ eµ, ν)U(n, µ)

= U(n, ν)−1U(n+ eν , µ)−1U(n + eµ, ν)U(n, µ). (11.38)

b b

bb

b

n n+ eµ

n + eµ + eνn + eν

Plakette p
wobei wir (11.37) benutzten. Das Gruppen-element Up ≡ U(n, µν) bezeihnet also denParalleltransporter um eine elementare Pla-kette p, de�niert durh die vier Ekpunkte
n, n + eµ, n + eµ + eν , n + eν . Man shreibtof etwas kürzer

Up =
∏

ℓ∈∂p

Uℓ. (11.39)Die Abhängigkeit von n ist bei dieser Notationaber niht o�ensihtlih. Unter einer Eihtransformation (11.36) transformiert die Plaket-tenvariable wie folgt,
U(n, µν) −→ Ω(n)U(n, µν)Ω−1(n). (11.40)Um die Wahl für die eihinvariante und reelle Wirkung zu motivieren, führen wir formaleinen Gitterabstand a ein und shreiben

U(n, µ) = eieaAµ(n) (11.41)mit dem Lie-Algebra- Feld Aµ(n) = Aaµ(n)Ta. Bilden wir das Produkt der Gruppenele-mente um eine elementare Plakette, so erhalten wir
Up = U(n, µν) = e−ieaAν(n)e−ieaAµ(n+aeν)eieaAν(n+aeµ)eieaAµ(n)

= e−ieaAν(n)e−ieaAµ(n)−iea2∂νAµ(n)+O(a3)

eieaAν(n)+iea2∂µAν(n)+O(a3)eieaAµ(n) (11.42)
= eiea

2
(
∂µAν(n)−∂νAµ(n)−ie[Aµ(n),Aν(n)]

)
+O(a3) (11.43)

= eiea
2Fµν(n)+O(a3),������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 11. REINE GITTEREICHTHEORIEN 11.2. Eihtheorien auf dem Gitter 240wobei wir im Shritt von (11.42) zu (11.43) von der Baker-Hausdorff-Formel
eAeB = eA+B+ 1

2
[A,B]+... (11.44)Gebrauh mahten und im Exponenten Terme bis zur Ordnung a2 berüksihtigten. Esfolgt

U(n, µν) + U †(n, µν) ≈ 2− e2a4F 2
µν(n) +O(a5). (11.45)Da der führende Term nah der konstanten Matrix von der Ordnung a4 ist, könnte manmeinen, dass wir von Beginn an die Entwiklung bis zu dieser Ordnung hätten ausführenmüssen. Für die unitäre Matrix U = exp(iT ) mit hermitesher Matrix T = ea2Fµν+O(a3)gilt jedoh

U + U † = 2− T 2 +O(T 4).Zur Ordnung a4 in U + U † trägt also tatsählih nur der führende Term der Ordnung a2in T bei. Das Ergebnis dieses naiven Kontinuumslimes legt folgende De�nition für dieWirkung einer Euklidshen Eihtheorie nahe:
Seich =

1

e2N

∑

p

tr (1− 1

2

(
Up + U †

p

)
)

. (11.46)Die Summe erstrekt sih über alle Plaketten im Gitter, d.h. wir erhalten eine Summe überalle Gitterpunkte n (im Kontinuumslimes wird diese Summe zur Raumzeit-Integration)sowie über alle Flähenelemente µ, ν. Der Normierungsfaktor 1/N berüksihtigt, dassdie Variablen Uℓ zu einer N-dimensionalen unitären Darstellung der Eihgruppe gehören.Sind alle Up = 1, dann vershwindet wegen tr1 = N die Eihwirkung. Für allen ande-ren Kon�gurationen ist Seich positiv. Für SU(2) ist trU reell und in der fundamentalenDarstellung wird
Seich =

1

2e2

∑

p

tr (1− Up) , SU(2) fundamentale Darstellung. (11.47)11.2.2 Invariantes Maÿ und irreduzible DarstellungenZur Berehnung der Zustandssumme oder von Erwartungwerten benötigen wir eine Inte-gration über alle dynamishen Freiheitsgrade. In der Kontinuumstheorie sind dies die Eih-potentiale Aµ(x) (siehe die Lehrbüher über Eihtheorien oder meine Vorlesung Path Inte-grals). Auf dem Gitter werden die Eihpotentiale durh die Paralleltransporter U(n, µ) ∈
G entlang der elementaren Kanten ersetzt. Deshalb ist es naheliegend, die formale Inte-������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 11. REINE GITTEREICHTHEORIEN 11.2. Eihtheorien auf dem Gitter 241gration über alle Eihpotentiale durh die invariante Integration über die Eihgruppe Gzu ersetzen,
∫

DAµ(x) −→
∫
∏

(n,µ)

dU(n, µ). (11.48)Dabei dU das bis auf eine multiplikative Konstante eindeutige links- und rehtsinvarianteHaar-Maÿ auf der kompakten Gruppe,
dU = d(ΩU) = d(UΩ), Ω ∈ G. (11.49)Wir normieren das invariante Maÿ, so dass ∫ dU = 1 gilt. Jede kompakte Gruppe besitztein derartiges Haar-Maÿ. Die Bedingungen (11.49) sind gleihbedeutend mit der Links-und Rehtsinvarianz der Mittelbildung,

M(f) ≡
∫

G

dU f(U) =

∫

G

dU f(ΩU) =

∫

G

dU f(UΩ) (11.50)für alle Gruppenelemente Ω und Funktionen f : G → C . Für eine endlihe Gruppe ist dieMittelbildung gleih dem Mittelwert von f ,
M(f) =

1

|G|
∑

U∈G

f(U). (11.51)Die Mittelbildung M trägt ihren Namen zureht: sie ist linear, positiv, normiert undinvariant. Die Invarianzeigenshaft (11.50) ist evident.Die Elemente der einfahsten kompakten Liegruppe U(1) der komplexen, unimodula-ren Zahlen haben die Form U = eiα mit α ∈ [−π, π). Eine Funktion f : U(1)→ C ist eine
2π− periodishe Funktion des Parameters α. Die Mittelbildung ist dann gegeben durhfolgendes Integral über den Parameterraum:

M(f) =
1

2π

π∫

−π

dα f(eiα). (11.52)Die Invarianz bezüglih Linkstranslationen beweist man wie folgt,
1

2π

π∫

−π

dαf(Ωeiα)
Ω=eiα̃

=
1

2π

π∫

−π

dαf(eiα̃+iα) =
1

2π

π∫

−π

dαf(eiα).

������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 11. REINE GITTEREICHTHEORIEN 11.2. Eihtheorien auf dem Gitter 242Die Zustandssumme einer U(1)-Gittereihtheorie hat damit die Form
ZΛ =

π∫

−π

· · ·
π∫

−π

∏

ℓ∈E

dαℓ
2π

exp

(

1

e2

∑

p

(
1− cos

∑

ℓ∈∂p

αℓ
)

)

. (11.53)Das Argument der Kosinus-Funktion enthält die Summe über die 4 orientierten Kantendie zum Rand der Plakette p gehören.Wie sieht nun das invariante Haarmaÿ von SU(2) aus? Dazu überlegen wir uns, wasdie Linkstranslation U → ΩU auf SU(2) geometrish bedeutet. Die Gruppenelementekönnen wie folgt ein-eindeutig parametrisiert werden,
α −→ U(α) =

(
α1 + iα2 α3 + iα4

−α3 + iα4 α1 − iα2

) mit α =







α1

α2

α3

α4






∈ S3. (11.54)Als Mannigfaltigkeit ist die Gruppe SU(2) gleih der Sphäre S3. Die Linkstranslation

U → ΩU mit dem Gruppenelement Ω = U(β) ist dann im Parameterraum gegeben durh
U(β)U(α) = U

(
O(β)α

) mit O(β)α =







β1 −β2 −β3 −β4

β2 β1 −β4 β3

β3 β4 β1 −β2

β4 −β3 β2 β1













α1

α2

α3

α4






. (11.55)Wegen β ∈ S3 ist O(β) eine orthogonale 4× 4−Matrix, OTO = 1, und damit ist O(β)αeine Drehung von α. Nun ist aber die von R 4 auf S3 induzierte Volumenform drehinvariantund damit invariant unter Linkstranslationen (und Rehtstranslationen). Normieren wirdie Volumenform, dann erhalten wir das eindeutige Haarmaÿ auf SU(2),

dU = δ
(
α2 − 1

)
dα1dα2dα3dα4. (11.56)Alternativ können wir für die Punkte auf ∼ S3 �Kugelkoordinaten� einführen,







α1

α2

α3

α4







=







cos θ

sin θ cosψ

sin θ sinψ cosϕ

sin θ sinψ sinϕ






. (11.57)Dies führt auf folgende Parametrisierung der Gruppenelemente,

U(θ, ψ, ϕ) =

(
cos θ + i sin θ cosψ sin θ sinψeiϕ

− sin θ sinψe−iϕ cos θ − i sin θ cosψ

)

, (11.58)������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 11. REINE GITTEREICHTHEORIEN 11.2. Eihtheorien auf dem Gitter 243wobei die auftretenden Winkel eingeshränkte Wertebereihe haben,
0 < θ < π, 0 < ψ < π und 0 < ϕ < 2π. (11.59)In diesen Koordinaten lautet das Haar-Maÿ von SU(2)

dU =
1

2π2
sin2 θ · sinψ dθdψdϕ. (11.60)Es de�niert ein invariantes Skalarprodukt auf den Funktionen G → C ,

(
f, g
)
≡
∫

G

f̄(U)g(U)dU. (11.61)Man kann sih eine vollständige orthonormierte Basis des Hilbertraums L2(G, dU) be-sha�en, wenn man alle irreduziblen Darstellungen der Gruppe betrahtet. Eine Darstel-lung R der Gruppe G ist eine strukturhaltende Abbildung der Gruppe in die Menge derlinearen Abbildungen eines Vektorraums V ,
R : G −→ L(V ), R(U1U2) = R(U1)R(U2), R(1) = 1. (11.62)Die Dimension dR der Darstellung R ist gleih der Dimension des Darstellungsraumes V .Wir wollen im Folgenden annehmen, dass die Gruppe eine Mittelbildung besitzt. Dannist jede Darstellung äquivalent zu einer unitären Darstellung. Endlihe und kompakteGruppen besitzen eine Mittelbildung.Eine Darstellung heisst irreduzibel, wenn die linearen Abbildungen {R(U)|U ∈ G} kei-nen gemeinsamen invarianten ehten Unterraum von V haben. Es sei nun {R(U)} dieMenge aller irreduziblen Darstellungen. Es gilt der wihtigeSatz von Peter-Weyl: Die Funktionen {R(U)ab} de�nieren ein vollständiges Orthogo-nalsystem von L2(dU), und

(
Rab, R′cd

)
≡
∫

R̄ab(U)R′cd(U) dU =
δRR′

dR
δacδbd, (11.63)wobei dR = trR(1) die Dimension der Darstellung R ist.Dieses Theorem hat als wihtige Konsequenz dasLemma: Die Charakteren χR(U) = trR(U) bilden ein vollständiges Orthonormalsystemfür den Raum der invarianten Funktionen, f(ΩUΩ−1) = f(U) ⊂ L2(dU). Insbesondere

(
χR, χR′

)
= δRR′ . (11.64)������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 11. REINE GITTEREICHTHEORIEN 11.2. Eihtheorien auf dem Gitter 244Dieses Lemma ist nützlih bei der Zerlegung einer reduziblen Darstellung in irreduzibleAnteile. Weitere hilfreihe Indentitäten liefert dasLemma: Es gelten die folgenden Formeln
(
R ab, χR′

)
=
(
χR′ , R ab

)
=

δRR′

dR
δab

∫

χR
(
ΩU−1

)
χR′(U) dU =

δRR′

dR
χR(Ω) (11.65)

∑

R

dR χR(U) = δ(1, U).Diese werden zum Beispiel bei der Entwiklung für starke Kopplungen benötigt. Füreinen Beweis diesere (und weiterer) Formeln verweise ih auf die reihhaltige Literaturüber Gruppen und Darstellungen.11.2.3 Zustandssummen von zweidimensionalen ModellenWir berehnen die Zustandssummen von 2-dimensionalen Eihtheorien auf dem quadrati-shen Gitter mit periodishen Randbedingungen. Wir beginnen mit Abelshen Eihtheo-rien, deren Zustandssumme ähnlih einfah berehnet werden kann wie für eindimensio-nale Spinmodelle. Für niht-Abelshe Eihtheorien ist die Berehnung komplizierter undmaht wesentlihen Gebrauh von den Eigenshaften des Haar-Maÿes.Z2-EihtheorieDie dynamishen Variablen sind die |E| = 2V Linkvariablen Uℓ ∈ {−1, 1} und die invari-ante Integration ist die Mittelbildung 1
2

∑

Uℓ
auf der Eihgruppe Z2. Zur Umformung derZustandssumme benutzen wir denselben Trik wie bei der Hohtemperaturentwiklungfür das Ising-Models (siehe 4.39),

Z =
1

2 |E|

∑

{U}

e−
P

p β(1−Up) =
1

2|E|

(
cosh β

eβ

)V ∑

{U}

∏

p

(1 + vUp) , (11.66)wobei tanh β = v gesetzt wurde. Für die Z2-Eihtheorie ist dies eine Entwiklung in tan βmit β ∼ 1/e2, also eine Entwiklung für starke Kopplung. Wegen
∑

Uℓ

Up
ℓ =

{
2 p gerade
0 p ungerade, (11.67)
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KAPITEL 11. REINE GITTEREICHTHEORIEN 11.2. Eihtheorien auf dem Gitter 245tragen nah Ausmultiplikation des Produktes auf der rehten Seite in (11.66) nur dieTerme 1 und vV ∏p Up bei. Es folgt
Z =

(
cosh β

eβ

)V
(
1 + (tanh β)V

) V→∞−→
(

1 + e−β

2

)V

. (11.68)Im thermodynamishen Grenzfall V →
∞ strebt die freie Energiedihte f =

− log(Z)/V gegen
log 2− log

(
1 + e−2β

)
.Für shwahe Kopplung oder grosse βist sie gleih log(2). Im starken Kopp-lungslimes strebt sie gegen 0. e

f(e)

log(2) b b b b b b b
b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b
b

b
b

b
b

b
b

b
b b b

U(1)-EihtheorieDie Rehnung vereinfaht sih, wenn wir die Link-Variablen Uℓ = eiαℓ in der Zustands-summe
Z = e−βV

∫
∏

ℓ

dUℓ
∏

p

e
1
2
βUp+ 1

2
βŪp, Up =

∏

ℓ∈∂p

Uℓ (11.69)geshikt transformieren.

x Ux,1

Ux,2

Als eihinvariante Variablen könnten wiralle Plakettenvariablen Up und die Poly-akov-Shleifen wählen.
P (x2) =

N1∏

n=1

U(x1+n,x2),1

P (x1) =

N2∏

n=1

U(x1,x2+n),2. (11.70)Aber diese Variablen sind niht unabhän-gig. Da wir periodishe Randbedingungenfordern, ist ∏p Up = 1.Nur V − 1 Plakettenvariablen sind unabhängig und wir wählen diese als ein Teil der������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 11. REINE GITTEREICHTHEORIEN 11.2. Eihtheorien auf dem Gitter 246neuen Variablen. Nun kann man sih leiht überzeugen, dass P (x1 + m)P−1(x1) gleihdem Produkt derjenigen Plakettenvariablen ist, die durh die beiden zu P (x1 + m) und
P (x1) gehörigen Shleifen eingeshlossen werden. Als weitere unabhängige eihinvarian-te Variablen wählen wir also nur jeweils eine Polyakovshleife in die Zeit- und eine indie Raumrihtung. Damit ergeben sih V + 1 unabhängige eihinvariante Variablen. Zu-sammen mit den N1(N2 − 1) + (N1 − 1) = V − 1 eihvarianten Linkvariablen auf dendurh einen Shrägstrih gekennzeihneten Links E ′ egibt sih der vollständig Satz von VVariablen,

{Up|p = 1, . . . , V − 1}, P1, P2, {Uℓ|ℓ ∈ E ′} (11.71)Wegen der Links- und Rehtsinvarianz des Haar-Maÿes folgt
Z = e−βV

∫ V−1∏

p=1

dUp

V∏

p=1

e
1
2
β(Up+Ūp)

∫

dP1dP2

∫
∏

ℓ∈E′

dUℓ. (11.72)Darin ist die Plakettenvariable UV wegen ∏Up = 1 von den anderen Plakettenvarialbenabhängig. Also erhalten wir
Z = e−βV

V∏

p=1

∫

dUp e
1
2
β(Up+Ūp) δ

(
1, U1U2 · · ·UV

)
. (11.73)Für die Gruppe U(1) sind alle irreduziblen Darstellungen eindimensional und mit U =

eiα ist die Formel δ(1, U) =
∑
Un in (11.65) äquivalent zur Fourierdarstellung der

δ-Distribution. Dies führt auf folgende explizite Formel für die Zustandssumme einer 2-dimensionalen U(1) Gittereihtheorie mit periodishen Randbedingungen,
Z = e−βV

∑

n∈Z

V∏

p=1

∫
(
dUp e

β cosαUn
p

)

= e−βV
∑

n∈Z

(∫ π

−π

dα

2π
eβ cosα+inα

)V

= e−βV
∑

n∈Z

In(β)V . (11.74)Die zugehörige freie Energiedihte hat die Form
f(β, V ) = β − 1

V
log
(∑

In(β)V
)

. (11.75)
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KAPITEL 11. REINE GITTEREICHTHEORIEN 11.2. Eihtheorien auf dem Gitter 247ZN -EihtheorienDieselbe Variablenänderung führt für die Zustandssumme einer ZN -Theorie
Z =

∑

{U}

e−β(1− 1
2
Up−

1
2
Ūp), Uℓ, Up ∈

{
z = e2πi/N , z2, . . . , zN = 1

}
, (11.76)mit Hilfe der Darstellung

1

N

N∑

n=1

e2πink/N = δ(kmodN),0 (11.77)für das N-periodishe Kronekersymbol, auf folgende Reihendarstellung für die Zu-standssumme
Z = e−βV

N∑

n=1

FN(n, β)V , FN(n, β) =
1

N

N∑

m=1

eβ cos(2πm/N)+2πimn/N . (11.78)Für N = 2 stimmt dies mit dem Resultat (11.68) für die Z2-Gittereihtheorie überein undfür N →∞ mit der Formel (11.74) für die U(1)-Theorie.Niht-Abelshe EihtheorienWie für die U(1)-Theorie wählen wir als unabhängige Variablen die Plaketten-, Poly-akovshleifen- und speziellen Linkvariablen in (11.71). Als Wirkung wählen wir (11.46),wobei die Linkvariablen und Plakettenvariablen in einer irreduziblen Darstellung R derEihgruppe liegen. Es sei χR(U) = trR(U) der Charakter dieser Darstellung. Dann nimmtdie Wirkung folgende Form an,
Seich = β

∑

p

(

1− 1

2N
χR(Up)−

1

2N
χ̄R(Up)

) mit β =
1

e2
. (11.79)Wie oben müssen wir die Nebenbedingung

∏

Up = 1berüksihtigen. Dabei ist es nützlih, die vollständige und orthonormierte Basis der Cha-rakteren χR für die Klassenfunktionen auf der Gruppe einzuführen,
χR(U) = trR(U), χR

(
ΩUΩ−1

)
= χR(U).
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KAPITEL 11. REINE GITTEREICHTHEORIEN 11.2. Eihtheorien auf dem Gitter 248Hier ist U → R(U) eine irreduzible Darstellung der kompakten Gruppe G. Jede Klassen-funktion hat nah dem Lemma auf Seite 243 die Entwiklung
f =

∑

R

(χR, f)χR, (11.80)wobei das Skalarpodukt mit dem Haarshen Maÿ de�niert ist,
(f, g) =

∫

dUf̄(U)g(U). (11.81)11.2.4 Observablen der reinen EihtheorienDa die Gitterwirkungen und das Haar-Maÿ eihinvariant sind, ist das normierte Maÿ imFunktionalintegral
dµ[U ] =

1

Z
e−Seich[U ]

∏

ℓ∈E

dUℓ, Z =

∫

e−Seich[U ]
∏

ℓ∈E

dUℓ, (11.82)ebenfalls eihinvariant. Für ein endlihes Gitter in d Dimensionen ist dies ein d|Λ||G|-dimensionales Integral. Zum Beispiel, für eine 4-dimensionale SU(2)-Eihtheorie auf demhyperkubishen 164 Gitter wäre es ein 4 · 164 · 3 = 786 432-dimensionales Integral. Wegender Eihinvarianz des Maÿes folgt für die Erwartungswerte von Funktionen der dynami-shen Variablen
〈F [U ]〉 =

∫

dµ[U ]F [U ] =

∫

dµ[U ]F [UΩ] = 〈F [UΩ]〉,

U = {U(n, µ)}, UΩ = {Ω(n + eµ)U(n, µ)Ω−1(n)}, (11.83)für beliebige lokale Eihtransformationen {Ω(n)}. Es ist also nur sinnvoll, Erwartungs-werte von eihinvarianten Gröÿen zu betrahten.
n

eµ

C

Eihinvariante Funktionen der Variablen
{U(n, µ)} sind die Spuren von Produkten von
U ′s entlang geshlossener Wege (Shleifen).Wir de�nieren

W [C] = tr L∏

i=1

U(ni, µi)
∣
∣
C
. (11.84)Dabei beshreibt (ni, µi) mit ni+1 = ni+eµi

und
nL+1 = n1 eine Folge von gerihteten Kanten zuder Shleife C.������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 11. REINE GITTEREICHTHEORIEN 11.2. Eihtheorien auf dem Gitter 249Die Gröÿen W [C] sind für geshlossene Wege (Shleifen) C eihinvariant. Man kannsih überlegen, dass die allgemeinste eihinvariante Gröÿe eine Funktion der Parallel-transporter entlang geshlossener Wege ist. Die Bezeihnung für W [C] variiert leider inder Literatur. Oft heissen sieWilson-Shleifen. Manhmal versteht man unter einerWil-son-Shleife auh nur das Produkt der U ′s entlang einer Shleife, also das Argument derSpur in (11.84), manhmal auh den Erwartungswert von W . Wir werden im folgendendie eihinvarianten W in (11.84) als Wilson-Shleifen bezeihnen.Wilson-Shleifen zu geshlossenen Wegen, die sih um ein periodishes Gitter her-umwinden, heissen auh Polyakov-Shleifen. Sie spielen eine wihtige Rolle bei der Un-tersuhung von Gittereihtheorien bei endlihen Temperaturen. Der Erwartungswert derPolyakovshleifen ist ein Ordnungsparameter für den Con�nement-Deon�nement Pha-senübergang in reinen Eihtheorien. Die Dynamik derartiger Shleifen wird zur Zeit amLehrstuhl Quantentheorie untersuht [74℄.11.2.5 Die Stringspannung

R

T

Es sei nun W [R, T ] eine Wilson-Shleife zueiner ebenen und rehtekigen Shleife mitden Kantenlängen R und T . Die Funktion
Vqq̄(R) = − lim

T→∞

1

T
log〈W [R, T ]〉 (11.85)wird als statishes qq̄-Potential interpretiert.Die Gröÿe

σ = lim
R→∞

Vqq̄(R)

R
(11.86)heisst Stringspannung . Sie ist ein Ordnungsparameter zur Untersheidung zwishen Con-�nement bzw. Niht-Con�nement in einer reinen Eihtheorie.Akzeptiert man für Vqq̄(R) die Interpretation alsPotential zwishen zwei von aussen eingebrah-ten statishen Ladungen, so bedeutet σ 6= 0,dass die potentielle Energie mit dem Abstandder Ladungen zunimmt, und für asymptotishentfernte Ladungen unendlih groÿ würde, so q q̄

dass dieser Zustand in einer dynamishen Theorie niht auftritt. Das lineare Anwahsender Energie mit dem Abstand könnte erklärt werden, wenn sih zwishen den äuÿeren������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 11. REINE GITTEREICHTHEORIEN 11.2. Eihtheorien auf dem Gitter 250Ladungen ein Fluÿshlauh mit konstanter Energiedihte bilden würde. Dann wäre dieEnergie des Shlauhes proportional zu seiner Länge und ensprehend die Kraft zwishenden Ladungen konstant. Für eine vershwindende Stringspannung nimmt dagegen die po-tentielle Energie für sehr groÿe Abstände kaum mehr zu. Es sollte also möglih sein, demSystem genügend Energie zuzuführen, um eine Trennung der Ladungen zu erreihen.Die Ladungen treten in dieser Betrahtung nur als �unendlih shwere� Objekte ohneeigene Dynamik auf. In Wirklihkeit wird die Energie zwishen zwei sih entfernendenLadungen nur solange zunehmen, bis die potentielle Energie ausreiht, um die Paarpro-duktion aus dem Vakuum zu zünden. Die erzeugten Teilhen shirmen die individuellenLadungen ab und es entstehen zwei ladungsneutrale Zustände, die sih voneinander ent-fernen können.Wilson shlug als Kriterium für Con�nement oder Niht-Con�nement in einer reinenEihtheorie das Flähen- oder Umfangsgesetz für den Erwartungswert derWilsonshleifevor,
〈W [C]〉 ∼ e−TVqq̄(R) ∼ e−Fläche Con�nement
〈W [C]〉 ∼ e−TVqq̄(R) ∼ e−Umfang kein Con�nement. (11.87)Seiler, Borgs u.a. konnten beweisen, dass Vqq̄(R) monoton anwähst, V ′

qq̄ ≥ 0, aber nihtstärker als linear ansteigen kann, V ′′
qq̄ ≤ 0, siehe zum Beispiel [75℄. Für groÿe Abständehat das statishe Potential die Form

Vqq̄(R) ∼ σR− c

R
+ onst + o(L−1) (11.88)mit einer universellen und positiven Konstanten c. Der Term ∼ 1/R heisst Lüsher-Term. Er hat seinen Ursprung in den Quanten�uktuationen des Fluss-Shlauhes zwishenden beiden statishen Ladungen [76℄.Wir kommen zu einer Begründung, warum V (R) als statishes qq̄-Potential angese-hen werden kann. In der Elektrodynamik ändert sih bei Anwesenheit einer äuÿeren 4-erStromdihte jµ(x) der Gewihtsfaktor im Funktionalintegral gemäÿ

exp
(
iS
)
−→ exp

(

iS + i

∫

d4x jµAµ

)

. (11.89)Nun parametrisiere zµ(τ) die Weltlinie C eines elektrish geladenen Punktteilhens. In derklassishen Elektrodynamik ist die 4-er Geshwindigkeit żµ zeitartig. Für die Stromdihtedes bewegten Teilhens
jµ(x) = e

∫

C

dτ ẋµ(τ)δ4
(
x− z(τ)

)������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 11. REINE GITTEREICHTHEORIEN 11.3. Starke Kopplungsentwiklung 251lautet dann der zusätzlihe Phasenfaktor in (11.89) folgendermassen,
exp

(

i

∫

d4xjµAµ

)

= exp

(

ie

∫

C

dzµAµ(z)

)

= exp

(

ie

∫

C

A

)

, (11.90)wobei längs des durh z(τ) spezi�zierten Weges C zu integrieren ist. Die Euklidshe Formerhält man durh die Substitutionen j0 = −ij4, dz0 = −idz4 und A0 = iA4. Die Phase(11.90) bleibt beim Übergang zur Euklidshe Theorie eine Phase. Wählt man für C eineShleife, so entspriht die Zustandssumme in Gegenwart eines stationären Stromes,
1

Z

∫

DAµ exp

(

−SE [A] + ie

∮

C

A

)

=

〈

exp
(
ie

∮

C

A
)
〉

=
〈
W [C]

〉
, (11.91)genau der Kontinuumsversion des Erwartungswertes der Wilsonshleife.11.3 Starke KopplungsentwiklungDie Wirkung einer reinen Eihtheorie auf dem Gitter

Seich = −β
∑

p

tr (1− 1

2

(
Up + U †

p

)
)

, β =
2

Ne2
, (11.92)hat mit der nakten Kopplung e nur einen freien Parameter. Eine Gittereihtheorie kannals klassishes statistishes System mit inverser Temperatur β angesehen werden. DerGrenzfall starker Kopplung enspriht dann dem Hohtemperaturlimes. Wir werden nunsehen, dass das führende Verhalten des Erwartungswertes von Wilson-Shleifen,

〈W [C]〉 =
1

Z

∫

dµ[U ]W [C], Z =

∫

dµ[U ], (11.93)für starke Kopplung durh ein Flähengesetz bestimmt ist.Wir brauhen folgende wesentlihen Eigenshaften des Haar-Maÿes:
∫

G

dU = 1 ,

∫

G

dU Uαβ = 0 ,

∫

G

dU UαβU
†
γδ = c δαδδβγ . (11.94)Die erste Bedingung ist die Normierung des Haar-Maÿes. Die zweite Bedingung gilt fürjede niht-triviale Darstellung der Gruppe, da wegen der Invarianz des Maÿes

∫

dU Uαβ = gαγ

(∫

dU Uγδ

)

g′δβ . (11.95)für alle Gruppenelemente g und g′ gilt. Wenn U niht-trival transformiert, dann folgt sofort������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 11. REINE GITTEREICHTHEORIEN 11.3. Starke Kopplungsentwiklung 252die zweite Gleihung in (11.94) Die letzte Gleihung begründet man nun ganz analog.Ähnlih wie für Spinmodelle entwikeln wir das Boltzmann-Gewiht in (11.61) nahPotenzen von β ∼ 1/g2,
exp

(

−β
∑

p

tr {1− 1

2
(Up + U †

p)

})

=
∏

p

(

1− β tr {1− 1

2
(Up + U †

p )

}

+O(β2)

)

.Wegen (11.94) hat die Entwiklung der Zustandssumme für starke Kopplung die Form
Z = 1 +O(β2) = 1 +O(1/g4). (11.96)Für den Zähler im Erwartungswert (11.93) erhalten wir

∫
∏

n,µ

dU(n, µ) tr {U(ℓ1)U(ℓ2) · · ·U(ℓL)}

·
∏

p

(

1− β tr {1− 1

2
(Up + U †

p)

}

+O(β2)

)

. (11.97)Dabei bezeihnen ℓi = (ni, µi) i = 1, . . . , L die orientierten Gitterkanten der geshlossenenShleife der Länge L. Wegen der zweiten Eigenshaft in (11.94) vershwindet der ersteTerm dieser Entwiklung, es sei denn, C ist ein Shleife die einen Weg vorwärts undzurük durhläuft. Für eine Shleife, die eine niht-vershwindende Flähe einshliesst, istder führende Term dadurh gegeben, dass jedes Uℓ mindestens zweimal auftritt, und zwarzu entgegengesetzten Rihtungen der Kante ℓ gehörend. Dann muÿ von dem Boltzmann-Gewiht ein Produkt von Plakett-Variablen beitragen, welhes gerade dieWilson-Shleife
C shliesst. In anderen Worten, es tragen in der Entwiklung des Gewihts nur Produktebei, deren Plaketten eine 2-Kette mit Rand C−1 bilden. Der führende Beitrag zum Zähler,und damit zu Erwartungswert (11.93) ist somit

〈W [C]〉 ∼
(

c2
2

Ng2

)A

= exp

(

− log
Ng2

2c2
A

)

, (11.98)wobei A die Anzahl Plaketten ist, welhe die Minimal�ähe A mit ∂A = C aufspannen.Für eine rehtekige Wilsonshleife ist A = RT . Der Beitrage c2A kommt von den U-Integrationen, da in führender Ordnung die Anzahl Gitterlinien innerhalb A gleih 2Aist.Man kann dieses Argument natürlih noh verbessern. O�ensihtlih tragen zum Zäh-ler in (11.93) genau diejenigen Flähen bei, deren Rand gleih C−1 ist. Dabei können auhgeshlossene Flähen ohne Rand beitragen. Der Beitrag dieser niht-zusammenhängendenFlähen werden durh den Nenner aufgehoben. Die Flähen mit Rand C−1 können Selbst-������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II



KAPITEL 11. REINE GITTEREICHTHEORIEN 11.3. Starke Kopplungsentwiklung 253übershneidungen haben oder von randlosen Flähen berührt werden. In jedem Fall er-wartet man eine Darstellung der Form
〈W [C]〉 =

∑

c2;∂c2=−C

e−σA(c2), (11.99)mit einer Stringspannung σ. Bisher ist es im Kontinuum leider noh niht gelungen, einevergleihbare Formel zu beweisen1.

1Osterwalder und Seiler konnten beweisen, dass die starke Kopplungsentwiklung konvergiert,ganz im Gegensatz zur shwahen Kopplungsentwiklung. Nah einem Argument von Dyson ist diese imbesten Fall asymptotish.������������A. Wipf, Quantenfeldtheorie II
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