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1 Einfuhrung

Eine relativistische Quantenfeldtheorie ist

e cine Vereinigung von Quantenmechanik und spezieller Relativitétstheorie,
e cine Erweiterung der Quantenmechanik auf unendlich viele Freiheitsgrade,
e cine geeignete Sprache zur Beschreibung von Elementarteilchen,

e cine der umfangreichsten und komplexesten Theorien der Physik,

e cinem stindigen Wandel unterworfen.

Nichtrelativische Quantenfeldtheorien sind die Grundlage fiir Festkorper- und Kernphysik
und sind eng verwandt mit der Vielteilchentheorie. Sie werden zum Beispiel zur Beschrei-
bung der Elektron-Phonon Wechselwirkungen, kalten Fermigasen, Bosekondensaten oder
Fliissigkeitsmodellen fiir Kernmaterie eingesetzt.

Relativistische Quantenfeldtheorien bilden die Grundlage zur Beschreibung aller bekann-
ten Elementarteilchen und ihrer gegenseitigen Wechselwirkung, mit Ausnahme der Gravi-
tation. Dies sind die elektromagnetische Wechselwirkung zwischen elektrisch geladenden
Teilchen, die schwache Wechselwirkung, die sich zum Beispiel im (5-Zerfall manifestiert
und die starke Wechselwirkung zwischen den Quarks.

Die Quantenfeldtheorie (QFT) geht vom Wellencharakter der Materie aus. Korpuskulare
Aspekte wie zum Beispiel die Erzeugung und Vernichtung von Teilchen werden in einem
zweiten Schritt durch eine ,,Quantisierung® einer klassischen Feldtheorie eingefiihrt. Man
spricht dann von Feldquantisierung oder etwas irrefiihrend von zweiter Quantisierung'. Im
Artikel von BORN und JORDAN [17] wird schon die Quantisierung des elektromagnetischen
Feldes skizziert. In der anschlieBenden bahnbrechenden ,,Drei-Ménner-Arbeit” von BORN,
HEISENBERG und JORDAN wurde die Quantisierung eines Systems mit einer beliebigen
Anzahl Freiheitsgrade ausgearbeitet.

Die Quantenfeldtheorie wurde zur Beschreibung der Wechselwirkung zwischen Elementar-
teilchen entwickelt und zuerst auf die Wechselwirkung der Photonen mit Atomen ange-
wandt. In ersten Arbeiten studierte P. DIRAC die Wechselwirkung zwischen Strahlungsfeld
A, (x) und Atomen und legte dabei das Fundament zur Quantenelektrodynamik [19]. Indem

'Dieser Begriff geht auf P. Jordan zuriick.
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er im Sinne der Quantenmechanik das Strahlungsfeld an jedem Raumzeitpunkt als Operator
auffasste, gelang ihm eine Uberwindung der semiklassischen Beschreibung von Photonene-
mission und Absorption bei Strahlungsiibergéngen. Damit verband er die Quantenmechanik
von HEISENBERG und SCHRODINGER mit der Quantentheorie der Strahlung im Sinne von
PLANCK oder EINSTEIN. Die Materie wurde dabei allerdings noch im Teilchenbild behan-
delt. Die vollstindige und mit der speziellen Relativititstheorie vertrigliche Quantisierung
der Elektrodynamik gelang P. JORDAN, W. PAULI und W. HEISENBERG [20]. Hierin wur-
den die wechselwirkenden Dirac- und Maxwellfelder quantisiert. In ihrer Arbeit von 1929
fiihren HEISENBERG und PAULT die Lagrange-Funktion fiir Felder ein, sprechen von ka-
nonisch konjugierten Variablen und benutzten eine Quantisierungsvorschrift, die wir heute
kanonisch nennen. Die Feldgleichungen folgten nun aus einem Wirkungsprinzip. Dieser
Zugang zur Feldtheorie hat sich durchgesetzt und gilt auch heute noch als das Verfahren zur
Konstruktion von Feldtheorien. Die Probleme mit der Einteilcheninterpretation des quanti-
sierten Skalarfeldes wurde einige Jahre spiter von PAULI und WEISSKOPF gelost [21].

In Quantenfeldtheorien werden zunichst die freien, nichtwechselwirkenden Felder einer
Teilchensorte quantisiert und die Wechselwirkung der als punktformig angenommenen Teil-
chen danach durch eine lokale, d.h. in jedem Raumzeitpunkt als Produkt der wechselwir-
kenden Felder oder deren Ableitungen definierte Wechselwirkungsdichte eingefiihrt. Die-
ses Vorgehen fiihrt jedoch bei einer direkten Berechnung zu divergenten Ausdriicken fiir
physikalische Groen, zum Beispiel zu unendlich grofien Selbstenergien. Dieses Problem
fiihrte auf das Renormierungsverfahren, dessen Ursprung bereits in den Untersuchungen
von DIRAC, HEISENBERG, WEISSKOPF, PAULI, FIERZ und KRAMERS zu finden ist und
in den bekannten Arbeiten von TOMONAGA, SCHWINGER, FEYNMAN und DYSON nach
dem zweiten Weltkrieg im Wesentlichen vollendet wurde. Fiir sogenannte renormierbare
Quantenfeldtheorien gibt es ein konsistentes Verfahren, bestehend aus einer Regularisierung
und anschlieBenden Renormierung der Felder und Kopplungskonstanten, so dass die Theo-
rien nach Festlegung von wenigen physikalischen Parametern (im Wesentlichen Massen
und Kopplungsstérken) in jeder Ordnung der Stérungstheorie Vorhersagen fiir alle weiteren
Groen macht.

Die Quantenelektrodynamik (QED) ist die am besten studierte renormierbare Quanten-
feldtheorie. Hier tritt die elektromagnetische Wechselwirkung in reiner Form in Erschei-
nung. Die beispiellose Genauigkeit der Berechnungen der QED basieren auf dem Gebrauch
der Storungstheorie; dabei dient die dimensionslose Sommerfeldsche Feinstrukturkonstante
a = e?/hc ~ 1/137 als Entwicklungsparameter. Am weitesten wurde die Berechnung des
magnetischen Moments des Elektrons vorangetrieben, fiir das die Glieder der Ordnungen
a, a?, a3 und o* bestimmt wurden. Die Rechnungen stimmen bis zur zehnten Stelle hinter

dem Komma mit den experimentellen Werten iiberein.

Neben der weiteren Entwicklung von Rechentechniken im Rahmen der Stérungstheorie wa-
ren die Jahre zwischen 1930 und 1960 dem formalen Ausbau der Feldtheorie gewidmet. Der
Zusammenhang zwischen Spin und Statistik wurde entdeckt, das CPT-Theorem fand seine
erste Formulierung und die Darstellungstheorie der Vertauschungsregeln wurde entwickelt.
Symmetrieprinzipien traten zunehmend in den Vordergrund. Gerade im Rahmen der QED

A. Wipf, Quantenfeldtheorie
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wurden viele fundamentale Begriffe und GesetzméBigkeiten der Quantenfeldtheorien ent-
deckt und formuliert.

In Verallgemeinerung ihres Vorbildes wurden die komplizierteren Theorien der starken und
schwachen Wechselwirkung und auch die Modelle der groBlen Vereinheitlichung (GUTS)
konstruiert. Die letzten Jahrzehnte waren geradezu gepridgt von unseren Bemiihungen, das
allgemeine Grundkonzept aus den Griinderjahren 1927-29 auf diese sogenannten Eichtheo-
rien zu erweitern. Wihrend die QFED eine Eichtheorie mit Abelscher Eichgruppe U(1)
ist, sind die Yang-Mills-Theorien Eichtheorien mit nicht-Abelschen Eichgruppen. Zuerst
schien es, als ob die in der QED so erfolgreiche Stérungstheorie auf die anderen Wech-
selwirkungen nicht anwendbar sei. Die schwache Wechselwirkung, die zum Beispiel fiir
den radioaktiven Beta-Zerfall verantwortlich ist, schien zu schwach zu sein als dass hohere
Ordnungen der Storungstheorie eine Rolle spielen konnten. Auf die starke Wechselwirkung,
welche zum Beispiel die Nukleonen zusammenhilt, schien dagegen wegen ihrer Stirke die
Storungstheorie nicht anwendbar.

Die Theorie der elektroschwachen Wechselwirkung, sie ist die Vereinheitlichung der elek-
tromagnetischen und schwachen Wechselwirkungen, wurde von GLASHOW, WEINBERG
und SALAM [22] entwickelt. Fiir die Kraft zwischen den schwach wechselwirkenden Teil-
chen sorgen die etwa 80 GeV schweren W- und Z-Bosonen, dhnlich wie die Photonen fiir
die elektromagnetischen Krifte verantwortlich sind. Das Weinberg-Salam Modell ist eine
spontan gebrochene Eichtheorie in der viele Teilchen ihre Massen iiber die Wechselwirkung
mit einem Bosekondensat erhalten. Als G. T HOOFT im Jahr 1972 bewies, dass spontan
gebrochene Eichtheorien renormierbar sind, war das Weinberg-Salam Modell auch theore-
tisch abgesichert.

Etwa zur gleichen Zeit im Jahr 1973 zeigte sich, dass die der starken Wechselwirkung zu-
grundeliegende Quantenchromodynamik (QCD) - die Eichtheorie fiir Quarks und Gluonen
- asymptotisch frei ist, so dass bei sehr hohen Energien oder sehr kleinen Distanzen die
Kopplung schwicher wird und die Stérungstheorie angewandt werden darf. In den frithen
1990ern waren bereits die meisten Korrekturen zweiter Ordnung zu den wichtigen QCD-
Prozessen berechnet. In Bereichen in denen die Storungstheorien anwendbar sind stimmen
theoretische und experimentelle Resultate iiberein. Gerade im elektroschwachen Sektor ist
diese Ubereinstimmung hervorragend.

Ein tieferes, nicht auf der Storungsentwicklung fulendes, Verstindnis der Renormierung
wurde mit Hilfe des Euklidischen Funktionalintegralformulierung von Quantenfeldtheori-
en erreicht. Diese ist die Euklidische Version des Feynmanschen Pfadintegrals [23]. Da-
bei wird die Zeitvariable zu imagindren Werten fortgesetzt [24]. Wird die Raumzeit durch
ein Gitter approximiert, dann wird eine Euklidische Quantenfeldtheorie zu einem speziel-
len klassisch-statistischen System. Diese Beobachtung liefert eine fruchtbare Verbindung
zwischen Quantenfeldtheorie und statistischer Mechanik. In den 70er Jahren wurden Git-
terfeldtheorien und insbesondere Gittereichtheorien zunehmend zu einem wesentlichen Be-
reich der theoretischen Hochenergiephysik. Nach Vorarbeiten von WEGNER [25] formulier-
te WILSON 1974 eine Gittereichtheorie, deren Kontinuumslimes einer Euklidischen Version

A. Wipf, Quantenfeldtheorie
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der Quantenchromodynamik entspricht [26].

1.1 Literatur und Voraussetzungen:

Es existieren gute Lehrbiicher tiber Quantenfeldtheorie. Zur Begleitung dieser Vorlesung
kann ich Ihnen eines der Biicher [1]-[15] empfehlen. Insbesondere die Biicher

e M.E. Peskin, D.V. Schroeder: An Introduction To Quantum Field Theory, Taylor and
Francis (2019)

G. Miinster, Von der Quantenfeldtheorie zum Standardmodell: Eine Einfiihrung in die
Teilchenphysik, de Gruyter (2019)

M. Maggiore, A Modern Introduction to Quantum Field Theory, Oxford University
Press (2005)

A. Zee, Quantum Field Theory in a Nutshell, Princeton University Press,(2003)

S. Weinberg, The Quantum Theory of Fields, Volume 1, Foundations, Cambridge
University Press (2005)

A. Wipf, Quantenfeldtheorie



2 Anfange der Quantenfeldtheorie

In dieser Vorlesung wird die QFT in ihrer logischen und nicht historischen Entwicklung
dargestellt. Aber man sollte doch die wichtigsten Etappen auf dem Weg von den Anfingen
der relativistischen Quantentheorie bis zu den modernen Eichfeldtheorien kennen.

2.1 Konstanten und Einheiten

In dieser Vorlesung werden relativistische und quantisierte Feldtheorien behandelt. Eine
relativistische Behandlung wird nétig wenn typische Geschwindigkeiten der betrachteten
Objekte der Lichtgeschwindigkeit

¢ =299792458 m/s 2.1

nahe kommen. Im formalen Grenzfall ¢ — oo findet man die Gesetze der nichtrelativisti-
schen Physik. Eine quantentheoretische Behandlung wird nétig fiir mikroskopische Systeme
wie Atome, Kerne oder Elementarteilchen. Die charakteristische Groe ist das Wirkungs-
quant, das auch als Plancksche Konstante bezeichnet wird,

h=1.054571597 x 10734 Js, (2.2)

mit der Dimension einer Wirkung, also Energie x Zeit oder Impuls x Linge. Die quanten-
mechanische Beschreibung wird dann gebraucht, wenn kleine Wirkungen von der Grofie A
auftreten. Der klassische Grenzfall wird dagegen erreicht fiir S/h > 1.

Wir betrachten ein Teilchen der Masse m. Legt das Teilchen eine Strecke ¢ zuriick, dann
braucht es dafiir mindestens die Zeit ¢/c und die entsprechende Wirkung ist

l
S = Energie x Zeit > mc? x = = mcl. (2.3)
c

Die Wirkung ist gleich dem Wirkungsquant & wenn ¢ gleich der reduzierten Compton-
Wellenlinge des Teilchens ist,

== —. (2.4)

me

Zum Beispiel ist die Compton-Wellenliinge des Elektrons gleich A\c = h/m.c ~ 2.43 X
10~2 m. Wenn wir versuchen ein Teilchen mit der Genauigkeit A zu lokalisieren so werden
Quanteneffekte wie die Paarproduktion wichtig. Diese Compton-Wellenlidnge eines Teil-
chens kann als seine lineare Ausdehnung angesehen werden.



2. Anfinge der Quantenfeldtheorie 2.1. Konstanten und Einheiten 8

Nachdem wir die Bedeutung der Naturkonstanten c und & betont haben wihlen wir meistens
natiirliche Einheiten in denen sie Eins gesetzt werden! Dies bedeutet, dass wir alle Wirkun-
gen in Einheiten von £ und alle Geschwindigkeiten als Vielfache der Lichtgeschwindigkeit
messen. In diesen Einheiten sind Wirkungen und Geschwindigkeiten dimensionslos. Jede
Signalgeschwindigkeit ist kleiner gleich der Lichtgeschwindigkeit und in natiirlichen Ein-
heiten kleiner gleich 1. Der Gebrauch von natiirlichen Einheiten erleichtert die Rechnun-
gen. Nach Wahl einer Energieeinheit hat man bereits eine vollstindiges Einheitensystem.
Die Einheit jeder physikalischen Gré8e ist eine Potenz der Energie. Zum Beispiel ist die
Masse des Protons

my = mp62 = 1GeV.

Etwas allgemeiner gilt

M = [Energie] = [Impul La = [Zeit] = .
[Masse] = [Energie] = [Impuls] , [Linge] = [Zeit] [Masse]
Ist der Wert einer Observablen in natiirlichen Einheiten gegeben, so konnen die gewiinsch-
ten physikalischen Einheiten (zum Beispiel in Meter, Kilogramm und Sekunde) mit dimen-
sionaler Analysis stets rekonstruiert werden. Wir geben einige Beispiele.

Lingen: Zur Umrechnung von Energie- in Lingeneinheiten brauchen wir die Umrech-
nungsformel,
1 = fic =3.16 x 1072%Jm = 197 MeV fm, (2.5)

wobei wir mit 1 fm= 10~'° m die typische Lingenskala der Kernphysik einfiihrten. Deshalb
ist die Compton-Wellenlénge eines Pions (Ruhemasse ~ 140 MeV) etwa 1 fm und diejenige
eines Protons etwa 0.2 Fermi.

Elektrische Ladung: Zu den Grofen in der Elektrodynamik gelangt man iiber die dimen-
sionslose Feinstrukturkonstante

_ elektrostatische Energie zweier Elektronen im Abstand X,

)

Ruheenergie des Elektrons

welche die Stirke der elektromagnetischen Kopplung misst. Man findet

e?/(4mX) e? e? 1
i - = = <1 2.6
“ 4w 137 <5h 26)

mec®  Armhe

also eine relativ kleine Elementarladung die fiir eine schwache elektromagnetische Wech-
selwirkung verantwortlich ist. In (2.6) benutzten wir Heaviside-Lorentz-Einheiten mit Ele-
mentarladung

e=enL =538 x 107 NY2m. .7

und g = pg = 1. In diesem Einheitensystem erscheint der Faktor 47 im Coulomb-Gesetz
und nicht in den Maxwellgleichungen. Der numerische Wert der Elementarladung hingt
vom Einheitensystem abhingt, im Gegensatz zum dimensionslosen .

A. Wipf, Quantenfeldtheorie
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2.1.1 Langenskalen im Wasserstoffatom

Die Bindungsenergie eines Elektrons im H-Atom kann wie folgt abgeschitzt werden: we-
gen der Unbestimmtheitsrelation p > 1/r kénnen wir fiir die Energie

2
Ep=21—_-2 2.8)
2Mme r

eine untere Schranke angeben,

1 o
o = E(r). (2.9)

Ep =
E(r) ist minimal fiir den ,,Gleichgewichtsabstand*

1 o
r=ay=—~53-10"%cm = 0.53A (2.10)
mao
Dies ist der Bohrsche Radius — die Langenskala der Atomphysik. Diese ist wesentlich gro-
Ber als die typische subatomare Lingenskala der QED, A, = 1/m. Die beiden Skalen
unterscheiden sich durch den Faktor a.

Die minimale Energie ist gerade die Grundzustandsenergie des Wasserstoffatoms,
1
FEo = E(ag) = —§m042 = —13.6eV. (2.11)

Fiir den typischen Elektronenimpuls findet man mit Hilfe der Unbestimmtheitsrelation,
p = 1/ap = ma, und dies ergibt die typische Geschwindigkeit v = p/m ~ o = 1/137.
Wegen v < c kann das Wasserstoffatom in guter Ndherung mit der nicht-relativistischen
Quantenmechanik behandelt werden. Fiir atomare Systeme hat man also folgende Hierar-
chie von Skalen,

|Eol < p<m bzw. ima® < ma<m. (2.12)

Bindungsenergie, Impuls und Ruheenergie unterscheiden sich jeweils um den Faktor «.
Eine entsprechende Hierarchie gilt fiir die Langenskalen,

a 1 1
re K AL ayg bzw. — <K — <« —, (2.13)
m m mao

wobei r. den klassischen Elektronenradius bezeichnet.

2.2 Struktur von Raum und Zeit

Es bezeichne M den 4-dimensionalen affinen Minkowski-Raum dessen Punkte als (idea-
lisierte) Punktereignisse angesehen werden. Ein Punktereignis ist beliebig genau in Raum
und Zeit lokalisiert. Unser Bezugssystem sei ein Inertialsystem I (durch Fixsterne gege-
ben). Ereignisse werden durch ihre Zeit, gemessen mit Uhren, welche relativ zum System

A. Wipf, Quantenfeldtheorie
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ruhen und durch Lichtsignale synchronisiert sind, und ihre kartesischen Koordinaten in I
charakterisiert.

In einem System wird ein Ereignis durch seine Zeit- und Ortskoordinaten, also durch die

4-Koordinaten
20
I S (2.14)
I 2 :
3

eindeutig charakterisiert. Oft schreiben wir auch = = (z#); u = 0, 1, 2, 3. Die Differenzen
von Ereignissen definieren einen 4-dimensionalen Vektorraum V, den Tangentialraum zu
M. In einem Koordinatensystem haben Elemente aus V' die Form

§h=(€,6,6%,6%) bzw. &= (¢").
Auf dem Tangentialraum V fithren wir eine Bilinearform ein,
(&x) =" —€'x = € = €3¢, (2.15)

welche mit Hilfe des metrischen Tensors

= (nuw) bzw. n7'= (")

3
Il
coom
o
|
_

folgendermallen geschrieben werden kann

(f, X) = Zm:ﬁ“x” = §T17 X- (2.16)

1%

Dann ist der lorentzinvariante Abstand zweier Ereignisse mit Raumzeit-Koordinaten = und
y gleich

der Differenzvektor zwischen den Ereignissen ist. Indices werden mit 7),,,, und n* hinunter-
oder heraufgezogen, zum Beispiel gelten

gu = 77W€” bzw. & =M€, sodass (§7X) = E”Xu = f,uXM-

Wir betrachten nun ein zweites Inertialsystem I’ (das gestrichene System), welches relativ
zum urspriinglichen ungestrichenen System in konstanter gleichférmiger Bewegung ist. Das
Aquivalenzprinzip der speziellen Relativititstheorie besagt nun, dass die Naturgesetze in
allen Inertialsystemen gleich aussehen. Insbesondere ist die Lichtgeschwindigkeit in allen
Inertialsystemen gleich (Michelson-Morley-Experiment).

A. Wipf, Quantenfeldtheorie
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2.2.1 Poincare Transformationen

Aus diesem Prinzip der speziellen Relativititstheorie folgt nun, dass der Ubergang von ei-
nem Inertialsystem / mit Koordinaten (x*) in ein Inertialsystem I’ mit Koordinaten z'# mit
Hilfe einer Poincare-Transformation geschieht,

¥ = Az +a = 2" = A" +a’. (2.18)
Dabei erfiillen die reellen 4 x 4-Matrizen A die Bedingung
ATpA = = Aol‘maﬁAﬁy = Nuw- (2.19)

Poincare-Transformationen lassen das relativistische Abstandsquadrat von Punktereignis-
sen im Minkowski-Raum invariant — dieses ist unabhingig vom Inertialsystem,

(@' =y =" —y)'n@ —y) =@ -y -y = (x—y)>* (2.20)

Die Transformationen (2.18) zwischen zwei Inertialsystemen bilden die sogenannte Poincaré-
Gruppe oder inhomogene Lorentz-Gruppe, die mit ¢ L bezeichnet wird,

iL ={(A,a)|a€V,A e L(V),ATnA =n}, 2.21)
mit der Gruppenmultiplikation
(A2,a2)(A1,a1) = (AaA1, Azay + ag). (2.22)

Die Poincaré-Gruppe ist das semidirekte Produkt von

e der normalen Untergruppe der Raumzeit-Translationen x — ' = = + a (diese
enthalten Verschiebungen im Raum und in der Zeit),

e mit der Untergruppe der Lorentztransformationen x — x' = Ax (bestehend aus
rdumlichen Drehungen und Lorentzboosts).

Die Bedingung (2.19) impliziert fiir die Determinante von A
det AT det A = (det A)2 =1 oder detA ==+1.

Lorentztransformationen mit verschiedenen Determinanten liegen deshalb in verschiedenen
Zusammenhangskomponenten der Lorentz-Gruppe. Die Raumspiegelung und Zeitumkehr
in

sind spezielle Lorentztransformationen mit Determinante —1. Dagegen hat die Raumzeit-
spiegelung PT = —n? = —1,4 die Determinante 1.

A. Wipf, Quantenfeldtheorie
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Vorwarts-
Lichtkegel

Abbildung 2.1: Vorwirtslichtkegel des Ereignisses bei x = 0

2.2.2 Kausalstruktur

Zwei Punktereignisse bei x und y konnen in kausalen Kontakt treten, wenn ihr Differenz-
vektor £ = y — x die Bedingung (£,£) > 0 erfiillt. Fiir das Gleichheitszeichen sind die
Ereignisse lichtartig getrennt und kdnnen nur mit Lichtsignalen in Verbindung treten. Man
unterscheidet deshalb zwischen zeitartigen Vektoren mit (£,£) > 0, raumartigen Vektoren
mit (£,&) < 0und lichtartigen Vektoren mit (£, ) = 0. Diese Eigenschaften sind unabhin-
gig vom Bezugssystem und deshalb bildet jede Lorentztransformation den Vorwdrtslichtke-
gel

Vi = {€(£,¢) > 0,¢° > 0} (2.23)
entweder in sich, oder in den Riickwdrtslichtkegel
Vo= {€(6.¢) >0,6° <0} (2.24)

ab. Im zweiten Fall wird die Zeitrichtung umgekehrt. Transformationen, welche die Zei-
trichtung umkehren, kdonnen nicht in Transformationen deformiert werden, die dies nicht
tun. Zum Beweis schreiben wir die 00-Komponente der Matrixgleichung (2.19) aus,

A% UaﬂABo =1= (A00)2 - Z(Aio)2-

(]

Sie bedingt die Ungleichung |A00] > 1. Fir AOO > 1 wird der Vorwirtslichtkegel in sich
abgebildet und fiir A% < —1 in den Riickwirtslichtkegel. Die Determinante von A und das
Vorzeichen von AO0 definieren die vier Zusammenhangs-Komponenten der Lorentz-Gruppe,

L=rlurturyurr, (2.25)
mit folgender Bedeutung der Indizes:

+: det A = %1, 1:keine Zeitumkehr (AOO >1), |:Zeitumkehr (AOO <-1).

A. Wipf, Quantenfeldtheorie
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Mit Hilfe der Raum- und Zeitspiegelung konnen wir auch schreiben
1 T T T
L,UPL,UTL, UPTL,. (2.26)

Die Menge Ll der eigentlich orthochronen Lorentztransformationen enthalten weder Zeit-
umkehr noch Spiegelungen und bilden eine normale Untergruppe der Lorentz-Gruppe. Ins-
besondereist 1 € Ll. Die Transformationen in PLL heiBlen uneigentlich orthochron, dieje-

nigen in TLl zeitspiegelungsartig und diejenigen in PTLL raumzeitspiegelungsartig. Mit
der Lorentz-Gruppe zerfillt auch die Poincare-Gruppe in 4 Zusammenhangs-Komponenten

iL=4Lb Uil UiLt uiLt. (2.27)

2.2.3 Die Lie-Algebra der Lorentz-Gruppe

Die Gruppe der Lorentztransformationen enthilt alle reellen 4 x 4-Matrizen, welche
ATnA=n oder A%mapA’, =1 (2.28)

erfiillen. Es ist die einfache Liegruppe bestehend aus 4 Zusammenhangskomponenten. Die
Matrizen mit det A = 1 bilden die Untergruppe SO(1, 3). Sie hat nur noch zwei Zusam-
menhangskomponenten.

Ahnlich wie bei den Drehungen im Raum betrachtet man eine Kurve A(s) mit A(0) = 14
in der Zusammenhangskomponente Ll und definiert die infinitesimale Erzeugende

d (e
w= &A(S)’po bzw. wh =

d

T A%l0 (2.29)

Leiten wir (2.28) an der Stelle s = 0 ab, dann finden wir folgende lineare Bedingung fiir
eine infinitesimale Erzeugende:

win+nw=0 bzw. WM + nugwﬁy =wyy +wu =0. (2.30)

Jede Linearkombination von Erzeugenden ist wieder eine Erzeugende und deshalb bilden
die Erzeugenden einen linearen Raum. Der Kommutator zweier Erzeugenden,

(w1, W] = wiws — wowy = —[wa,wi] (2.31)
ist ebenfalls ein erzeugendes Element. Es gilt die Jacobi-Identitdt
w1, [we, ws]] + [ws, [w1, wal] + [wa, [ws,w1]] = 0.

Ein Vektorraum mit einem bilinearen schiefsymmetrischen Produkt das die Jacobi-Identitét
erfiillt nennt man Lie-Algebra. Die infinitesimalen Lorentztransformationen formen eine
derartige Lie-Algebra, es ist die Lorentz-Algebra so(1, 3). Gemi$ (2.30) kann die so(1, 3)

A. Wipf, Quantenfeldtheorie
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(nach herunterziehen eines Indizes) mit den schiefsymmetrischen reellen 4 x 4-Matrizen
identifiziert werden. Die Erzeugenden konnen wie folgt parametrisiert werden:

0 —1; —OQg —Q3
, - 0 —065 0
w(a,0) = (W) = _Z; 4, 0 _;1 . (2.32)

—Qs3 —92 31 0
Fiir o = 0 beschreibt die 1-parametrige Untergruppe
A(0,0e) = 000 it e-e=1,

Drehungen um die feste Achse e mit variablem Winkel 6. Die eigentlichen Drehungen
bestehend aus den Matrizen

1 0"
A_<0 R)’ R € SO(3)

bilden eine Untergruppe der Lorentz-Gruppe.

Fiir 8 = 0 beschreibt die 1-parametrige Untergruppe

(2.33)

Alae, 0) = e“(e0a — ( cosh(a) —sinh(a) - el )

—sinh(a)e 13+ (cosh(a)—1)ee”

Lorentzboosts in Richtung des festen Einheitsvektors e. Wie man leicht sieht (man trans-
formiere z.B. den Impulsvektor eines ruhenden Teilchens) hingen o und e mit der Relativ-
Geschwindigkeit v der beiden Inertialsysteme wie folgt zusammen:

1
/71_112:7 ;

Bewegt sich zum Beispiel das Inertialsystem I relativ zum Inertialsystem I’ mit der Ge-
schwindigkeit v = ve;, dann lautet die Lorentz-Transformation

cosh(a) = sinh(a) - € = —yv. (2.34)

v 8 0 0
_ | v 00
A= 0 0 1 0 (2.35)
0 0 01
und entsprechend ist
20 =~ (CL’O + vxl), 2% = 2? (2.36)
2t = ¥ (vmo + azl), ' = 3. 2.37)

Ruht ein Teilchen im Ursprung des Inertialsystems I, so bewegt es sich mit der Geschwin-
digkeit v in 1-Richtung im Inertialsystem I’.

A. Wipf, Quantenfeldtheorie
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Fiir den Kommutator zweier infinitesimalen Erzeugenden findet man
(w(a,0),w(@,0)] =w(a& N0 —anb N0 —and). (2.38)

Als Basis der Lorentz-Algebra wihlen wir die Matrizen A; und €2; in der Entwicklung

3 3
wie,0) = il + Y 0:Q;. (2.39)
i=1 i=1
Diese haben die explizite Form
01 0 0 0 01 0 0 0 01
1 000 00 0O 0 00O
M=t 000" {1000/ ™ 0000 (2.40)
0 00O 00 0O 1 000
und
0 00 O 0 0 0O 00 0 O
0O 0 0 O 0O 0 01 00 -1 0
D=lg 00 11" o 0o 00" |01 0 0 (2.41)
001 O 0O -1 0 O 00 0 O
Wegen (2.38) lauten die Kommutatoren dieser Basiselemente
A, Aj] = =€, [, Q5] = €6, [Ai, Q] = €u g - (2.42)

Im Gegensatz zur Drehgruppe ist die Lorentz-Gruppe eine nicht-kompakte Liesche Gruppe
vom Rang 2. Es konnen also genau zwei Erzeugende aus so(1, 3), zum Beispiel A3 und 23,
gleichzeitig diagonalisiert werden.

2.2.4 Poincaré Algebra

Wir fiihren eine Basis der 6-dimensionalen Lorentz-Algebra ein, dhnlich den Matizen A;
und €);, und bezeichnen die 6 Matrizen mit M,,, = —M,,. Die u, v bezeichnen nicht etwa
Indexe einer Matrix M sondern fiir jedes Paar ;1 # v ist M,,, eine 4—dimensionale Matrix.
Ein beliebiges Element der Lorentz-Algebra ist eine Linarkombination dieser Matrizen,
w' M, = (w, M), und erfiillt

(w, M)y +n(w, M) = 0.

Diese Bedingung bedeutet, dass jede der 6 Matrizen M, nach herunterziehen der Indexe
antisymmetrisch ist,

(M/W)pa = _(MMV)UP'

Als unabhingige antisymmetrische Matrizen wéhlen wir

(M/W)pa = _i(nupnua - 77up77;w)- (2.43)

A. Wipf, Quantenfeldtheorie
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Der Faktor 7 wurde eingefiihrt, damit die M, hermitesche Matrizen sind. Zum Beispiel
sind

0 i 00 00 0 O
—-i 0 0 0 00 —i O
Mu=149 g0 o] " M2=]g ;7 o o
0 0 00 00 0 O
Diese Erzeugenden erfiillen die Kommutationsregeln
[M/u/» Mpa] = i(nupMyo + nVO'M,up - nquVp - nupM,ua) . (2.44)

Sie sind die relativistische Verallgemeinerung der gekannten Kommutationsregeln fiir die
Komponenten des Drehimpulses. Da die Lorentz-Gruppe die Drehungen als Untergrup-
pe enthalten, miissen die Erzeugenden der Drehgruppe, also die Drehimpulse, eine Lie-
Unteralgebra der Lorentz-Algebra bilden. In der Tat, setzen wir J; = %eijk M., dann folgen
aus (2.44) folgende Kommutationsregeln fiir die Erzeugenden J;,

(i, Jj] = i€ijnJi. (2.45)
Die verbleibenden Generatoren Mo; erzeugen Lorentzboosts.
Eine Lorentztransformation in der Komponente Ll hat dann die Form
(A,0) = ex@M) — 1 4+ 1(w, M) + O(w?). (2.46)
Die normale Untergruppe der Translationen besteht aus den Elementen
(1,a) = P = @P) =1 4 i(a, P) + O(a?). (2.47)
Zwei Translationen vertauschen, so dass die Erzeugenden kommutierenden,
[Py, P)] =0, wv=20,... 3.

Die Kommutationsregeln zwischen infinitesimalen Lorentz-Transformationen und Transla-
tionen folgen aus

(A,0)(1,a)(A, 00! = (1,Aa) bzw. e2@Mei@P)e—5(w.M) _ ci(Aa.P)
Ein Vergleich der Terme linear in w und a ergibt
(W' My, a®Py) = w* (M,,a, P).
Da dies fiir beliebige Koeffizienten w#” und a® gilt folgern wir
(M, Pyl = (M), Po = i(nﬂppv - nVPP#)‘

Zusammengefasst erhalten wir die wichtigen Kommutationsregeln der Erzeugenden der
Poincare-Gruppe,

(M, Mpo] = i(”uvao + Mo Myup — Mo Myp — anMW)
(M, Py = i(nup Py — mupPy) (2.48)
[Puv P,,] =0

A. Wipf, Quantenfeldtheorie
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2.3 Relativistische Wellenmechanik

Die relativistische Wellenmechanik geht auf LOUIS DE BROGLIE und ERWIN SCHRODIN-
GER zuriick. Ersterer suchte 1923 eine relativistische Quantenmechanik fiir eine feste An-
zahl Teilchen. Materielle Teilchen werden dabei durch ebene Wellen mit Kreisfrequenz w
und Wellenzahlvektor k beschrieben,

P ~ Wt=k@)/h, (2.49)

Die Phase ist lorentzinvariant, wenn bei einem Wechsel der Inertialsystems (k") = (w/c, k)
und (z#) = (ct, ) gleich transformieren. Frequenz und Wellenzahlvektor bilden demnach
einen 4-er Vektor. Die Einsteinsche Relation £ = hr = hw fiir Photonen legt dann folgende
Beziehung zwischen dem 4-er Impuls und 4-er Wellenzahlvektor von materiellen Teilchen

- o= (57) = () = 0w -

Der Wellencharakter von Teilchen wurde 1927 von ELSASSER durch Interferenzeffekte bei
der Streuung von Elektronen an Kristallen nachgewiesen.

Bei seinen Arbeiten zur Wellenmechanik fand SCHRODINGER zuerst eine relativistische
Wellengleichung, welche die Feinstruktur des Wasserstoffatoms allerdings nicht erklaren
konnte. KLEIN und GORDON haben diese Wellengleichung einige Monate ebenfalls ent-
deckt und heute trigt die Gleichung ihren Namen. Die Wellengleichung kann folgender-
maBen begriindet werden: Fiir ein Teilchen der Masse m und Ladung e in einem #ufleren
elektromagnetischen Feld, gegeben durch ein Vektorpotential A und ein skalares Potential
©, sind Energie und Impuls wie folgt verkniipft,

2
(E —ep)? — ¢ (p — EA) = (mc?)% (2.51)
c
Wir wollen annehmen, dass die Korrespondenzregeln fiir freie Teilchen
. h
E=h —ih0; und p=hk — -V, (2.52)
i

auf Teilchen im duBeren Feld tibertragbar sind. Dem Teilchen wird eine Wellenfunktion 1)
zugeordnet, welche dann in natiirlichen Einheiten die Wellengleichung

((i@t —ep)? — (iV + eA)? — m2> bt z) =0 (2.53)
erfiillt. Die relativistische Kovarianz wird klarer, wenn wir das 4-er Potential
(A") = (¢, A) oder (A,) = (p,—A) (2.54)
einfithren. Dann schreibt sich die Wellengleichung (2.53) folgendermalien,

N (10, — eA,) (10, — eAy) 1 — m?*h = 0. (2.55)
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Ahnlich wie im nichtrelativistischen Grenzfall kann man im statischen Coulombfeld ¢ =
e/4nr und A = 0 die Zeit abspalten, 1 (t,x) = exp(—iEt)y(x), und findet folgende
Energieeigenwerte fiir das Wasserstoffatom,

E a? ot n 3
m’;’ﬁ: _2n2_2n4<€+1/2_4>+'”’ neN, 0</<n—1. (2.56)
Der in der Sommerfeldschen Feinstrukturkonstante o quadratische Term erklirt die Grob-
struktur des Wasserstoffspektrums. Der Term proportional zu o* war aber im Widerspruch
zu PASCHENs Messungen der Feinstruktur im Jahr 1916. Nach der Arbeit von UHLENBECK
und GOUDSMIT iiber den Elektronenspin im Jahre 1925 wurde klar, dass die bis dahin un-
verstandene Feinstruktur auf den Spin zuriickzufiihren war. Kurz danach, in den Jahren
1926 und 1927 modifizierten HEISENBERG, JORDAN und DARWIN das Schroédingersche
Resultat durch Einfithrung der Spin-Bahn Kopplung. Sie fanden die korrekte Feinstruktur
der Energieeigenwerte,

E,; o ot n 3 . 1
Sng g o foon  S), N- - 2.57
me? o2 " ondi\Gyijz 4) T JERTY 2.57)

Im Jahre 1928 fand DIRAC die nach ihm benannte Wellengleichung erster Ordnung fiir
das 4-komponentige Elektronenfeld 1. Diese relativistisch kovariante Gleichung beschreibt
den Elektronenspin von Beginn an und fiihrt auf das (beinahe) korrekte magnetische Mo-
ment des Elektrons und das exakte Spektrum des Wasserstoffatoms. Die Notwendigkeit
einer Wellengleichung ersten Ordnung kann folgendermaflen plausibel gemacht werden.
Versucht man fiir die relativistische Klein-Gordon-Gleichung, dhnlich wie fiir die nicht-
relativistische Schrodinger-Gleichung eine im Feld quadratische Dichte mit zeitunabhén-
gigem Raumintegral zu finden, so erhélt man notwendigerweise p o S 9* (0 — iep)r.
Nun sieht man aber leicht ein, dass diese Dichte negativ werden kann und damit als Wahr-
scheinlichkeitsdichte nicht in Frage kommt. Es gibt keine Wahrscheinlichkeitsdichte fiir die
relativistische Schrodinger-Gleichung. Die Ursache ist das Auftreten der zweiten Ableitung
nach der Zeit in der Wellengleichung. Will man die Wahrscheinlichkeitsinterpretation der
nicht-relativistischen Quantenphysik beibehalten, dann braucht man eine Wellengleichung
mit nur erster Zeitableitung. In einer relativistisch Wellengleichung kénnen die Raumablei-
tungen dann ebenfalls nur von ersten Ordnung sein. Dies fiihrt auf den Ansatz

1
Ey=Hp, H=ap+ms, E=id, p=:V, (2.58)

mit Matrizen o = (a1, a9, a3) und . Diese Gleichung impliziert folgende Gleichung
zweiter Ordnung
E*p = H*y,

die mit der relativistischen Energie-Impuls Beziehung E? = p2c?> 4+ m? vertriglich sein
soll. Dies fiihrt auf die Bedingungen

{oi,o;} =261, B*=1 und {B,a;} =0. (2.59)
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Wir multiplizieren obige Wellengleichung erster Ordnung mit 5 und setzen
Ba; =~" und B =4". (2.60)

Dann ergibt sich die kovariante Form der Dirac-Gleichung fiir ein freies Teilchen,

. .0 .
(YWppy—m)y =0, mit p, = i = i0),. (2.61)
Die Gamma-Matrizen 4* erfiillen die Antikommutationsregeln
{y",7"} = 21" 14. (2.62)

Bei Anwesenheit eines duBleren elektromagnetischen Feldes A, ergibt die minimale Substi-
tution die Dirac-Gleichung

i (O +ieAu) Y —myp = 0. (2.63)

Diese Wellengleichung ldsst in der Tat eine zeitlich erhaltene und positive Grofe zu,

Q= [ dap(t.) (2.64)

worin die Dichte wie in der nichtrelativistischen Theorie die 0-Komponente eines kovariant
erhaltenen 4-er Stroms ist,
Ip

5, TVi=0. p=vlv j=ylay. (2.65)

Im Jahre 1928 bestimmten DARWIN und GORDON die Energie-Eigenwerte der zeitunab-
hingigen Dirac-Gleichung fiir ein Elektron im Coulombfeld,

jo 2
S @ . (2.66)

(n—j—1/2—|— (j+§)2—a2>2

mc2

Die Entwicklung in Potenzen in der Feinstrukturkonstante « reproduziert das Resultat von
HEISENBERG, JORDAN und DARWIN.

Die Dirac-Gleichung hat einige ungewohnliche Eigenschaften. Zum Beispiel hat die Wel-
lenfunktion 4 Komponenten,
(G
V2
= 5 2.67
Y s (2.67)
Yy

und nicht nur eine wie in der nichtrelativistischen Wellenmechanik oder nicht nur zwei wie
in der Pauli-Gleichung fiir ein nicht-relativistisches Elektron mit Spin. Problematisch war
auch, dass die Gleichung Losungen mit negativen Energien hat. Zum Beispiel 16sen ebene
Wellen

Y(t, x) = e P2=EDyy, (2.68)
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mit konstantem Spinor ¢ die freie Dirac-Gleichung fiir positive und negative Energien,

E=+p2+m? und E=—\/p?+m? (2.69)

Von jeder Sorte gibt es zwei linear unabhingige Losungen. Das Problem mit den negativen
Energie hat man schon in der klassischen Mechanik. Auch die Einsteinsche Relation E? =
m? + p? in der relativistischen Mechanik hat die beiden Losungen (2.69). Wir nehmen aber
an, dass physikalische Teilchen nur positive Energien haben, da sonst die Energie eines
Teilchens mit zunehmender Geschwindigkeit abnehmen wiirde.

In der Quantenmechanik wird man aber die Zustdnde mit negativer Energie nicht so schnell
los. Die Wechselwirkung von geladenen Teilchen positiver Energie mit der Strahlung kann
diese in Teilchen mit negative Energie umwandeln. Es stellt sich dann die Frage, warum
Materie stabil ist. Zur Losung dieses Stabilitdtsproblem postulierte DIRAC, dass alle (oder
fast alle) Zustéinde mit negativen Energien besetzt seien. Die Gesamtheit der Zustédnde mit
negativer Energie wird mit Dirac-See bezeichnet. Im Vakuum sind alle Seezustinde gefiillt.
Locher im See sind Teilchen mit umgekehrten Quantenzahlen als Elektronenzustinde mit
positiver Energie. DIRC hat anfinglich Locher im See mit Protonen identifiziert. OPPEN-
HEIMER und TAMM zeigten jedoch, dass mit dieser Annahme die Elektron-Proton Vernich-
tungsrate in Atomen zu grof3 wire. Die Lochzustinde sollten auch die gleiche Masse wie
die Elektronen haben und deshalb postulierte Dirac 1931 ein neues Teilchen mit Elektro-
nenmasse aber positiver elektrischer Ladung — das Positron. Ein Jahr spiter wurde dieses
Teilchen von ANDERSON auch entdeckt.

Die relativistische Klein-Gordon-Gleichung spielt in der modernen Teilchenphysik eine
dhnlich wichtige Rolle wie die Dirac-Gleichung . Es existieren Teilchen mit Spin 0, welche
durch die Klein-Gordon-Gleichung erfolgreich beschrieben werden. So wird das Spektrum
von pionischen Atomen, zum Beispiel von Atomen bei denen das Elektron durch ein ne-
gativ geladenes Pion ersetzt wurde, mit dieser Gleichung erklidrt. Auch das Problem mit
den negativen ,,Wahrscheinlichkeitsdichten* ist gelost. Die Wellenfunktion wird in einer
Theorie der quantisierten Felder uminterpretiert: Sie ist keine Wahrscheinlichkeitsamplitu-
de sondern wird zu einem Feldoperator, der Teilchen erzeugt und vernichtet.

2.4 Aufgaben

Aufgabe 1: Natiirliche Einheiten

Driicken Sie die Gravitationskonstante Gy = 6.67 x 10~''m3kg~'s~? in Einheiten von
GeV aus. Wie groB ist die Planck-Masse mp,) = G&l/ 2,
Welcher Liange, Zeit, Energie und Masse (in SI-Einheiten) entspricht 1 GeV (in natiirlichen

Einheiten)

Aufgabe 2: Intervalle im Minkowski-Raum

Zwei Ereignisse P, und P, seien durch ein 1) raumartiges, 2) zeitartiges und 3) lichtartiges

A. Wipf, Quantenfeldtheorie
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Intervall getrennt. Zeigen Sie, dass

1. ein Inertialsystem existiert, in dem die P; gleichzeitig sind und das ihre Zeitreihen-
folge durch eine geeignete Wahl des Systems vertauscht werden kann,

2. ein Inertialsystem existiert, in dem die P; am selben Raumpunkt sind.

3. Bestimmen Sie die Hyperfliche in der Raumzeit, auf der P» beziiglich P; liegen kann.
Hinweis: Wihlen Sie P; als Koordinatenursprung.

Aufgabe 3: Lorentz-Gruppe

Zeigen Sie, daB3 die homogenen Lorentztransformationen eine Gruppe bilden. Benutzen Sie
dabei, dass die A in z — Az die Bedingung

ATUA:% n:diag(L_la_la_l)

erfiillen miissen. Finden Sie mindestens zwei echte Untergruppen der Lorentz-Gruppe. Wie-
derholen Sie dies fiir die Poincare-Transformationen, x — Az + a, wobei a ein beliebiger
Vierervektor ist und A die Matrix einer Lorentztransformation.

Aufgabe 4: Infinitesimale Lorentztransformationen I

Unter Lorentztransformationen transformiert ein Skalarfeld wie folgt,

¢(a') = ¢(a), = Ax.

Jede eigentliche Lorentztransformation hat die Form

(AH)=A=¢e"
mit infinitesimalen Erzeugenden w = (w',), die nach Herunterziehen des ersten Indexes
antisymmetrisch wird, w;,, = —w,,,. Berechne die infinitesimale Form der obigen Lorentz-
transformation.
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3 Klassische Feldtheorien

Mit der Entdeckung der Maxwellschen Gleichungen im 19’ten Jahrhunderts hielten die
klassischen Feldtheorien Einzug in der Physik. Relativistische Feldgleichungen besitzen
Wellenlosungen und das sorgfiltige Studium der Ausbreitung von elektromagnetischen
Wellen fiihrte dann auch zur speziellen Relativititstheorie. Wie in den meisten Darstellun-
gen der Feldtheorie wahlen auch wir den Weg iiber das Variationsprinzip. In diesem Zugang
ist die Behandlung der wichtigen Symmetrien in Feldtheorien relativ durchsichtig.

3.1 Klassische Felder

In jeder relativistischen Feldtheorie gibt es eine Vorschrift, wie die Felder bei Wechsel des
Inertialsystems zu transformieren sind. Die Vorschrift ist einfach fiir Tensorfelder, die Bo-
sonen mit ganzzahligem Spin beschreiben. Fiir Fermionen mit halbganzen Spins braucht es
Spinorfelder. Im Folgenden seien x die Koordinaten im Inertialsystem I und x’ die Koor-
dinaten im Inertialsystem I’. Der Ubergang zwischen den Intertialsystemen geschieht mit
Hilfe einer Poincare-Transformation

2 = Az +a, (3.1)

wobei, wie im Abschnitt 2.2 gezeigt wurde, die vierdimensionale reelle Matrix A die Be-
dingung ATnA = 7 erfiillen muss.

3.1.1 Tensorfelder und Spinorfelder

Ein Skalarfeld ordnet jedem Ereignis eine reelle oder komplexe Zahl zu, ¢ : M — R. Im
Inertialsystem mit Koordinaten x ordnet es jedem z eine reelle Zahl zu,

r — ¢(z) € R.

Der Wert des Feldes in einem Punkt ist gleich in allen Inertialsystemen: Ist ¢ das Feld in I
und ¢’ das Feld in I’, dann gilt

¢'(x") = (). (3.2)

Skalare Felder beschreiben spinlose Teilchen.

23
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Ein Vektorfeld ordnet jedem Ereignis einen Vektor zu, A : M — R*. Im Bezugssystem mit
Koordinaten «
r— Ay(zr) eR, p=0,1,2,3.

Wechselt man das Bezugssystem, dann transformieren die Komponenten des Vektorfelds
wie folgt,
A (') = A Ao (). (3.3)

Vektorfelder beschreiben Teilchen mit Spin 1, zum Beispiel Photonen.

Allgemeiner ordnet ein Tensorfeld jedem Punkt einen Tensor zu. Ein Tensorfeld 7}, zweiter
Stufe transformiert unter Poincare-Transformationen gemaf

T,,(z') = AuaAyﬁTag(x). (3.4)

Spinorfelder beschreiben Fermionen mit halbganzen Spins. Sie transformieren nicht wie
Tensoren sondern wie Spinoren. Zum Beispiel hat das Diracfeld v des Elektrons 4 komplexe
Komponenten und transformiert unter Poincare-Transformationen gemif

P (2) = S(A)y(x). (3.5)

Dabei ist S(A) die zur Lorentztransformation A gehérige Spinrotation. Die Abbildung muss
eine Darstellung der Lorentzgruppe sein, S(AjA2) = S(A1)S(A2) und S(1) = 1. Ge-
nau genommen ist es wegen S(—A) = S(A) nur eine Darstellung der universellen Uber-
lagerung SL(2,C) der Lorentzgruppe. Dies sollte uns nicht wundern, weil ja schon die
zweikomponentige Wellenfunktion eines nicht-relativistischen Elektrons bei Raumdrehun-
gen mit SU(2) und nicht mit SO(3) transformiert. Mehr zum Transformationsverhalten
von Spinorfelder besprechen wir im Kapitel tiber die Quantisierung von Spinorfeldern. Im
Folgenden wollen wir Felder ® mit beliebigem Spin behandeln.

3.2 Variationsprinzip

Fiir alle fundamentalen Feldgleichungen existiert ein Variationsprinzip, nachdem die Feld-
gleichung die Euler-Langrange-Gleichung einer Wirkung

S[®] = /dt L[®, d], (3.6)
ist. Die Lagrangefunktion hidnge nur vom Feld und seiner ersten Zeitableitung ab. Dann

kann das Anfangswertproblem nach Angabe von ® und P zu einer festen Zeit gelost werden.
Die Langrangefunktion L ist ihrerseits das Raumintegral einer Lagrange-Dichte

L[®,d] = /dm L(D,0,9). (3.7)

In einer lorentzinvarianten Theorie miissen auch die ersten Ableitung nach den Raumkoor-
dinaten auftreten wenn die erste Ableitung nach der Zeit auftritt.

A. Wipf, Quantenfeldtheorie
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Die Wirkung in (3.6) ist also das Raumzeit-Integral der Lagrange-Dichte £,
S[®] = /d“xz:(@,a@). (3.8)

Wollen wir das starke Aquivalenzprinzip erfiillen, dann sollte die Wirkung eines Feldes in
allen Inertialsystemen gleich sein. Dies ist der Fall wenn die Lagrange-Dichte ein Skalar-
feldes ist,

L(z) = L(9,0,P) (x) = L (P,0,9") («') = L' (z"). (3.9)

Die Invarianz von S folgt aus der Invarianz der Volumenform in (3.8),
d*z’ = det(N)d*z = d*z.

Eine stationére Konfiguration ® einer invarianten Wirkung ist stationér in allen Inertialsys-
temen. Deshalb fiihrt jede Lorentz Transformation eine Losung in eine Losung iiber. Dies
bedeutet, dass die Euler-Lagrange-Gleichungen einer Lorentz invarianten Wirkung kovari-
ante Feldgleichungen sind.

Um die Euler-Lagrange-Gleichungen zu finden betrachten wir eine kleine Anderung (Va-
riation) ®(z) von ®(x) und entwickeln die Wirkung (3.8) in Potenzen von 6P,

B

ac oL
_ 4 o 2
_/d x( Ogo,) + a(b> 50 + O (69?) .

In der letzten Zeile haben wir partiell integriert was erlaubt ist, wenn die Variation in alle
Richtungen (rdumliche und zeitliche) geniigend schnell abfillt. Bis auf diese Einschrin-
kung ist die Variation 0P beliebig und deshalb ist S genau dann stationér, wenn die Euler-
Lagrange Gleichung erfiillt ist

68 = /d4 ( a 5P + a£5¢> + 0 (69%)

0S g, 0L O
30(z) "9(0,0(x))  0D(x)

=0. (3.10)

Skalarfeld: Die Lagrangedichte des freien reellen Skalarfeldes ist

L=~ (0,00"¢ —m?¢?) (3.11)

1
2
und die zugehorige Euler-Lagrange-Gleichung ist die Klein-Gordon-Gleichung,

g‘; =0 <= O¢p+m?p=0. (3.12)

A. Wipf, Quantenfeldtheorie



3. Klassische Feldtheorien 3.3. Noether Theorem 26

Photonenfeld: In der Elektrodynamik fithren wir den Feldstérketensor als 4-er Rotation
des Viererpotentials ein,

Fu = 0,4, —0,A,, A*= (A" A). (3.13)

Die Eintridge des Feldstirketensors sind die Komponenten des elektrischen und magneti-
schen Feldes,

0 E Es Es

—-F; 0 —Bs DBy

(Fuw) = B, Bs 0 _B (3.14)
—FE3 —Bs B 0
Die Lagrangedichte des elektromagnetischen Feldes lautet
Lo
L= _ZF Fiu. (3.15)
Mit Hilfe der Ableitung
oL
—— = —F" (3.16)
0(0,Ay)
fiihrt das Variationsprinzip auf die Maxwellgleichungen im Vakuum,
08
— =0<<= 0, F" =0. 3.17
0A, K .17

Die Wirkung fiir das Feld von Elektronen und Positronen diskutieren wir spéter.

3.3 Noether Theorem

Symmetrien sind Transformationen der Felder die Losungen in Losungen iiberfithren. Kon-
nen die Feldgleichungen aus einem Variationsprinzip gewonnen werden, dann ist eine Trans-
formation der Felder eine Symmetrie, wenn sie die Wirkung invariant ldsst. In einer rela-
tivistischen Theorie ist die Wirkung Poincare-invariant. Neben dieser Invarianz kann sie
weitere Symmetrien zulassen, zum Beispiel innere Symmetrien oder Supersymmetrien.

3.3.1 Innere Symmetrien

Innere Symmetrietransformationen wirken nicht auf die Koordinaten. Wir wollen anneh-
men, dass die Transformationen linear sind, ® — ®' = U® und die Wirkung nicht dndern.
Da die Transformationen nicht auf die Koordinaten wirken, ist dann sogar die Lagrange-
Dichte invariant. Fithrt man zwei Symmetrietransformationen hintereinander aus, dann er-
hilt man wieder eine Symmetrietransformation. Damit bilden die Transformationen U eine
Gruppe, die Symmetriegruppe. Wir wollen annehmen, dass die Gruppenelemente U von n
reellen Parametern abhingen und stetig in die Einheit 1 deformiert werden konnen. Eine

A. Wipf, Quantenfeldtheorie
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Transformation nahe der Einheit konnen wir mit einer infinitesimalen Erzeugenden appro-
ximieren, U ~ 1 + iX. Die entsprechende infinitesimale Anderung des Feldes ist dann

® —UPrP+iXP=D+0xD. (3.18)

Nach dem wichtigen Theorem von EMMY NOETHER gehort zu jedem der n Parameter der
Symmetriegruppe eine erhaltene Ladung. Zum Beweis bemerken wir, dass aus der Invarianz
der Lagrangedichte folgt

oL oL
P —ox P
(0,3) Ou (6x®) + Ox

0=0xL= 75

Hier benutzen wir die Euler-Lagrange-Gleichungen (3.10) um im letzten Term die Ablei-
tung von £ nach ® zu eliminieren. Dies fiihrt auf die Kontinuititsgleichung

oL
Bt =0, Jh = m&@. (3.19)

Damit haben wir fiir jede infinitesimale Erzeugende X einen erhaltenen Noether-Strom
konstruiert, und zwar fiir jede linear unabhingige Erzeugende eine Strom. Die Anzahl un-
abhingiger Strome ist gleich der Anzahl Parameter der Symmetriegruppe. Die erhaltenen
Noetherladungen erhilt man durch Integration iiber den Raum,

dQX . 0 0 oL
- = = = ——— (b .2
il 0 mit Qx /xodw Iy, Jx 8(60¢>)5X (3.20)

U(1) Eichtransformationen und elektrische Ladung

Um elektrisch geladene Teilchen zu beschreiben braucht es komplexe oder mehrere reel-
le Felder. Als Beispiel betrachten wir die Lagrange-Dichte eines komplexen und selbst-
wechselwirkenden Skalarfeldes,

L=0,0'0"p—m’¢'p— NoT¢)>. (3.21)

Die zugehorigen Euler-Lagrange Gleichungen sind folgende nicht-lineare Verallgemeine-
rung der linearen Klein-Gordon-Gleichung

O¢ +m2¢ + 2X\(¢Tp)¢p = 0. (3.22)
Die Lagrange-Dichte ist invariant unter globalen Phasentransformationen
¢ — P~ P+ 0nd, mit Sp =i\, ol = —i\gT, (3.23)
und der zugehorige Noetherstrom hat die Form

JE=X" G =1(0u0Td — ¢10,9). (3.24)

A. Wipf, Quantenfeldtheorie
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Mit Hilfe der Feldgleichung beweist man leicht, dass diese Stromdichte kovariant erhalten
ist, 9,5 = 0. Die erhaltene Noetherladung ist die vom Feld getragene elektrische Ladung,

Q=i da (é'0 - 0'6) (3.25)

und kann beide Vorzeichen haben. Es existieren weitere wichtige innere Symmetrien in der
Natur mit ihren zugehorigen Noetherladungen. Am bekanntesten sind die Eichsymmetrien
und Eichladungen.

3.3.2 Raumzeit-Symmetrien

Bei Symmetrien der Raumzeit transformiert das Argument x des Feldes. Am bekanntesten
sind die frither besprochenen Translationen in Raum und Zeit und die Lorentztransforma-
tionen.

Translationen und Energie-Impuls-Tensor

Unter Translationen in der Raumzeit transformiert ein Feld gemaf
O(x —a) ~ O(z) — a"0,P(x) = ©(z) + 6,P(z). (3.26)

Da der Punkt x transformiert ist die Lagrange-Dichte nicht mehr invariant. Aber die Wir-
kung sollte trotzdem invariant sein, damit Translationen Losungen in Losungen iiberfiihren.
Sie ist in der Tat invariant, da die Anderung der Lagrange-Dichte, die ja ein skalares Feld
ist, nach (3.26) eine totale Divergenz ist,

oL oL
ak~ = a(I) aq):_ v v~ 2
8oL 5(0,) A )+a¢>5 a’8,L (3.27)

Unter Zuhilfenahme der Euler-Lagrange-Gleichungen (3.10) ergibt sich die Identitét

or y
0= 8'“ <(Wa 81/@) —a &,ﬁ, bzw. aujg =0 (328)
mit kovariant erhaltenem kanonischen Energie-Impuls-Tensor als Noetherstrome fiir die 4
Translationen in Raum und Zeit,

oL
JE=a'Th T, = 3 5) 8,® — L. (3.29)

Die erhaltenen Ladungen sind die Gesamtenergie und der Gesamtimpuls des Feldes,

PH = /dw T, Pt =0. (3.30)
t
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Skalarfeld: Fiir das reelle Skalarfeld mit Lagrange-Dichte (3.11) finden wir den symme-
trischen und erhaltenen Energie-Impuls-Tensor

Ty = u¢au¢ - 77uu£7 (3.31)
und dies fiihrt auf die erhaltene Gesamtenergie
_1 ) 2.2
H = 5 Dz (¢°+ VoV +m~¢ (3.32)

und den erhaltenen Feldimpuls

P=— / Dz ¢ V. (3.33)

Elektrodynamik: Die lorentzinvariante Lagrange-Dichte des elektromagnetischen Fel-
des (3.15) ist quadratisch in den Feldern und die Ableitung nach 0, A, ist proportional
zum Feldtstédrketensor, siehe (3.16). Mit diesem Resultat findet man folgenden kanonischen
Energie-Impuls Tensor,

oL
T = Gy O~ el = —E0A 4 P . (330
Dieser Tensor definiert vier erhaltene Noetherstrome, ndmlich T mitv = 0, ..., 3. Leider

ist er weder invariant unter Eichtransformationen noch symmetrisch in den beiden kovarian-
ten Indexen. Wegen der fehlenden Eichinvarianz kann er nicht beobachtbar sein. Wegen der
fehlenden Symmetrie kann er nicht in den Einsteinschen Feldgleichungen benutzt werden.

3.3.3 Lorentztransformationen und Drehimpuls

Die Berechnung der zur Lorentzinvarianz gehdrenden Noetherstrome ist etwas aufwéndiger.
Unter einer Lorentztransformation A = e* transformiert ein Feld gemaf

O(z) — SO (A_1$) = e%wwsf“’@ <6_%(w’M)CL')
~ (14 $w"™Su) (2(z) — (W M,,z) 0, (2)) (3.35)
~ ¢(x) + 0up().

Mit Hilfe der expliziten Darstellung der Erzeugenden M, in (2.43) findet man
W (M, )P 1005 = W (2,0, — 2,0,,).

Deshalb haben die Erzeugenden J,,, der Lorentztransformationen in

Su® = %WWJW@ (3.36)
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folgende explizite Darstellung,
1
Juu = L/“, + SHV = T (:c,ﬁ,, - Iﬂyaﬂ) + S/“" (337)

Die Differentialoperatoren L,,, kommutieren mit den Matrizen S,,,, und sowohl die {LW}
als auch die {S,,, } erfiillen die Lorentzalgebra (2.44). Damit erfiillen die {.J,, } ebenfalls
die Lorentzalgebra. Fiir rdiumliche Indexe beschreibt L;; den orbitalen Drehimpuls und S;;
den Spin des Teilchens.

Ahnlich wie bei den Translationen ist die Variation der Lagrange-Dichte bei infinitesimalen
Lorentztransformationen eine totale Divergenz. Da £ wie ein skalares Feld transformiert,
gilt

Sl = % (w,M)L =0, V* mit VF=—whlz,L. (3.38)
Der Term proportional zur Variation J,,® im kovariant erhaltenen Noetherstrom
oL
Jh = ——=6,2 - V¥ 3.39
“ O 5(0,@) ¢ -39

hat wegen (3.36) die einfache Form

0L oo 1 OC
0(0,®) ™ 20(0,9)

Die Subtraktion von V* fiihrt dann auf die Stromdichte

W’ J e ®.

wP? oL . 0L
Jh = - <5(8(I))(a:980- — 250,)® — (0Fz, — 6has) L+ zm Spo-fb) . (3.40)
(Z [0
Die spinunabhingigen Terme sind gerade z,1" — 51", und deshalb gilt
JE = w,e JHPT, JHPT = 1(gcpTW — x?THP) + i_oL SP7P. (3.41)
wo ’ 2 20(0,P)
Offensichtlich ist J##? = —J#9? und deshalb existiert zu jedem p < o ein unabhingiger
Noetherstrom. Die 6 Noetherladungen sind
QPO' = —Qap = /dm JOpU_ (3.42)
t
Die Raum-Zeit und Raum-Raum Komponenten sind
. 1 . . .
QY = 2/ dz (acZ?-l — 2'TI0'® — i?TSOZ(I))
20
QY = 2/ dz 11 (x’@“b —2)0'P + iSWI)) . (3.43)
20

Eine Rechnung zeigt, dass diese Ladungen die Lorentztransformationen erzeugen,

{®,Q"} = %J“”q). (3.44)
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Zum Beispiel ist in der Elektrodynamik
1
QP = <4n“pxUFaﬁFQB — FM370P Ag — FWA"> —(p+0). (3.45)

Fiir Theorien mit Fermionen ist der Energie-Impulstensor nicht mehr symmetrisch und soll-
te verbessert werden. Fiir rein bosonische Theorien kann man relativ leicht einen verbesser-
ten Energie-Impulstensor konstruieren indem man die Felder ans Gravitationsfeld koppelt
und die resultierende Wirkung nach der Metrik variiert. Koppelt man fermionische Felder
ans Gravitationsfeld dann muss man ein Vielbein einfiihren. Variiert man die Wirkung nach
dem Vielbein, dann findet man zwar einen erhaltenen, aber im Allgemeinen unsymmetri-
schen Tensor.

3.4 Kanonischer Formalismus

Wie fiir Langrange Systeme mit einer endlichen Anzahl von Freiheitsgraden fithren wir nun

in der Feldtheorie den kanonisch konjugierten Impuls ein. Dazu miissen wir eine Aufspal-

tung der Raumzeit in Raum und Zeit vornehmen. Diese Aufspaltung ist abhingig vom ge-

wihlten Inertialsystem, so dass der kanonische Formalismus nicht manifest lorentz-kovariant
ist. Berechnet man GroBlen oder Prozesse im Hamiltonschen Formalismus, dann sollte die

Rechnung aber am Ende auf ein lorentzinvariantes Resultat fithren.

In einer Feldtheorie ist der zu einem Feld kanonisch konjugierte Impuls ebenfalls ein Feld
oder eine Dichte. Wie in der Mechanik gewinnt man die Impulsdichte durch Ableiten der
Lagrangefunktion nach der Geschwindigkeit, im vorliegenden Fall nach der Zeitableitung
des Feldes,
M) = 2L = 9
0o(z) 0P(x)

Der Ubergang von einem System mit vielen Freiheitsgraden, beschrieben durch Phasen-
raumvariablen (q°, p;), zu einer Feldtheorie mit unendlich vielen Freiheitsgraden geschieht
durch die Ersetzungen

(3.46)

q— ¢, p—1I, 11— x. (3.47)
Damit ist die Beziehung (3.46) die unmittelbare Ubersetzung von
oL
p; = 9q (3.48)

Die fundamentalen Poissonklammern von Feld und kanonisch konjugierter Impulsdichte
zur gleichen Zeit ergeben sich entsprechend

{0t 2)11(t,y)} = (@ — ), {B(e),D(y)} = {I(2),[(y)} =0. (349

Nun konnen wir mit Hilfe der Impulsdichte (3.46) die Noetherladung (3.20) wie folgt
schreiben,

Qx = /O dz I(z) 0x P(x). (3.50)
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Nach dem Theorem von Emmy Noether fiihrt eine Symmetrie der Wirkung unter einer kon-
tinuierlichen Symmetriegruppe zu erhaltenen Ladungen. Nun zeigen wir in gewissem Sinne
die Umkehrung, dass ndmlich umgekehrt jede Noetherladung eine Symmetrie erzeugt. Da-
zu benutzen wir die Derivationsregel {A, BC'} = B{A,C} + {A, B}C und erhalten fiir
die Poissonklammer des Feldes mit der Ladung

(9(z),Qx) = / dy {D(x), II(y)dxD(y)} = 5xP(2). (3.51)

Wir haben vorausgesetzt, dass x ® impulsunabhingig ist. Dieses Resultat zeigt, dass die
erhaltene Ladung via Poissonklammern die Symmetrie erzeugt, aus der sie hervorging.

Ahnlich wie in der Mechanik kann man die Poissonklammern zwischen zwei beliebigen
Funktionen F'(®,II) und G(®, II) auf dem Phasenraum wie folgt berechnen,

SF G §F G
{F.G} :/dz (5@(@ STI(z) 5H(z)5<1>(z)>‘ (3-52)

Dies beweist man mit Hilfe der fundamentalen Poissonklammern und der Derivationsregel
zuerst fiir Monome und dann fiir beliebige Polynome und folgert dann fiir alle Funktionen,
die durch Polynome approximiert werden konnen.

3.4.1 Hamiltonfunktion flir das Skalarfeld
Fiir eine reelles Skalarfeld haben Energie und Impuls die Form
P=H= /d:c (né-£) und P = /d:mr@i(b. (3.53)
t t

Diese Noether-Ladungen erzeugen die Translationen in Raum und Zeit,

{¢, P} = 0u0. (3.54)

Die Hamilton-Funktion ist die Legendre-Transformierte der Langrange-Funktion
HIII, ®] = /dw I(z)®(x) — L[®, D] = /dx H(IT, ®), (3.55)

wobei auf der rechten Seite die Hamiltondichte auftritt. Fiir das Klein-Gordon Feld mit
Lagrangefunktion

_ 1/ 2 2,2
L_/dmz(qﬁ — (Vo) —m¢>) (3.56)
ist die Impulsdichte m = ¢ und entsprechend ist
H= /dm H(m,p), H(m ¢)= % (7° + (V§)? + m?*¢?) . (3.57)
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Wir wollen uns davon iiberzeugen, dass die kanonischen Gleichungen dieser Hamilton-
Funktion dquivalent zur Klein-Gordon-Gleichung sind. Wie erwartet ist die Zeitableitung
des Feldes ¢(z) = {¢(x), H} gleich dem Impulsfeld,

j = Z6¢(w) 6H = 23 — Z)TT\Z2) = T\X
¢<w>—/d Mz)&r(z)—/dw Jr(z) =n(z).  (3.58)

Fiir die Zeitableitung von 7 (x) = {7 (x), H} finden wir analog

) L zéﬂ(m) 0H
i(w) = [ d 57(2) 50(2)

= /dz53($ —2) (A —m?) ¢(z) = Ap(z) — m*¢(z), (3.59)

wobei wir eine partielle Integration beziiglich z vornahmen. Beriicksichtigen wir noch
(3.58), dann folgt wieder die Klein-Gordon-Gleichung fiir das Skalarfeld.

3.4.2 Impulsraum

Nun zerlegen wir das Scalarfeld und die konjugierte Impulsdichte in Normalmoden. Im
flachen Raum kann man ebene Wellen wihlen,

1
up(w) = (27‘(‘)3/2

PT = P (3.60)
Diese sind auf die Delta-Distribution normiert,

(up,uq) = /d$ up(T)ug(z) = (2717)3 /dw e®(a=P) — 5(p — q) (3.61)

und erfiillen die bekannten Vollstandigkeitsrelationen
[ b un@ri; ) = b - v). (3.62)

Die Entwicklungen der klassischen Felder ¢ und 7 nach diesem vollstindigen Satz von
Normalmoden enthalten die Fourierkoeffizienten ¢, und mp,

o(@) = [ dulp)épuple). 7(@) = [ dutp) mpupa). (3.63)

Die Integration iiber die 3-er Impulse geschieht mit dem Mass

d
du(p) = ~2 mit wp = /m? + p2. (3.64)

2wy

In den Ubungen werden wir beweisen, dass dy ein lorentzinvariantes Mass auf der Massen-
schale p? = m? ist. Die Umkehrtransformationen lauten

bp = 2wp(up, 9) = ¢~ ,, Tp = 2wp(u,T) =75, (3.65)

A. Wipf, Quantenfeldtheorie
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wobei die letzten Gleichheitszeichen fiir ein reelles Feld gelten. Die Poisson-Klammern im
Ortraum (3.49) sind dquivalent zu den Poisson-Klammern

{dp.mq} = (2wp)*5(p + @) (3.66)
im Impulsraum. Um die Feldenergie durch die Fouriermoden auszudriicken, bemerken wir

[ dalr@P = [ dutpydntaymyma (i) = | Autp) g,

2
[ dalot@) =2 [ an(p)an(a)(pa)opoq i up) = [ Aulp) F—dp;

und damit erhalten wir fiir die Feldenergie (3.57) den einfachen Ausdruck

1 1
H=- /d,u(p) (—wpw;; + wqupgb;) . (3.67)
Wp
Setzen wir schlussendlich noch
pp=ap+a,, mp=—iwp(ap—a’,) (3.68)

mit Koeffizienten a,, a,, die folgende Poisson-Klammern haben

{ap,aq} ={ay, a5} =0, {ap,ay} = —2iw,d(p — q), (3.69)
dann schreibt sich die Energie wie folgt:

1

H = 3 /d,u(p) wp (apay, + ayap) = /du(p)wpa;ap. (3.70)

Die Poisson-Klammern (3.69) werden bei der Quantisierung der Feldtheorie zu Kommuta-
toren der a;, und a;, zugeordneten Operatoren.

3.5 Anfangswertproblem und Pauli-Jordan-Funktion

Ist das Feld und die Impulsdichte zu einer festen Zeit gegeben, dann existiert eine eindeutige
globale Losung der Hamiltonschen Bewegungsgleichungen

d=n und 7= Ad—m?o. (3.71)

Zur Losung des Anfangswertproblems fithren wir die Pauli-Jordan-Funktion A,, ein, dies
ist die spezielle Losung der Klein-Gordan-Gleichung zur Anfangsbedingung

A (t, z)

Ap(t,z)|,_, =0 und — |~ —6(z). (3.72)

A. Wipf, Quantenfeldtheorie
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Fiir ein anfingliches Feld ¢o(x) und eine anfingliche Impulsdichte 7y (z) lautet die ein-
deutige Losung der Klein-Gordon Gleichung

ot z) = — / Ay (O Am(t.  — ) do(y) + Amlt T — y)mo(y)). (3.73)

Offensichtlich ist ¢(0, ) = ¢o(x). Die Pauli-Jordan-Funktion wechselt das Vorzeichen bei
Zeitumkehr, so dass auch ihre zweite Zeitableitung bei ¢ = 0 verschwindet. Daraus folgt
sofort 0;p(t, x)|t=0 = mo(x), womit bewiesen wire, dass ¢ die geforderten Anfangsbe-
dingung erfiillt. Das Faltungsintegral (3.73) definiert auch eine Losung der Klein-Gordon-
Gleichung, da nach Voraussetzung D eine Losung ist.

Zur Konstruktion der Pauli-Jordan-Funktion erinnern wir an die Identitéit
/ dk e'*® = (27)36%(z), (3.74)
woraus folgende Fourierdarstellung fiir die gesuchte Losung resultiert,

An(t,z) = R sin (wgt — k- ), wk =V k>2+m?. (3.75)
(2m)3 W

Die Dispersionsrelation zwischen Kreisfrequenz und Wellenzahlvektor garantiert, dass A,
die Klein-Gordon-Gleichung 16st. Offensichtlich ist A,,(—t, &) = —A,, (¢, ), so dass die
Pauli-Jordan-Funktion und ihre zweite Zeitableitung bei ¢ = 0 verschwinden. Weithin ist

0

ot Aot m)|t:0 -

(271r)3/dk cos(k - x) = —63(z),

womit die Anfangsbedingungen (3.72) fiir die Losung A,,, bewiesen sind.

Die Fouriertransformation in (3.75) kann ausgefiihrt werden und fiihrt auf folgende Formel
fiir die Pauli-Jordan-Funktion,

At z) = —%e(t}d(l‘z) + 4:\;? o) lt). (mVa?) (3.76)

worin die Vorzeichenfunktion e, die Stufenfunktion 8 und die erste Besselfunktion .J; auftre-
ten. Die Losung ist gerade unter Raumspiegelung, ungerade unter Zeitumkehr und deshalb
ungerade unter der Raumzeit-Spiegelung. Die Stufenfunktion 6 verschwindet fiir negative
Argumente 22, und als Konsequenz verschwindet die Pauli-Jordan-Funktion auBerhalb des
Lichtkegels. Ein Anfangswert ¢o(y), mo(y) in (3.73) kann die Feldamplitude zur Zeit ¢ am
Ort z also nur beeinflussen, wenn die Ereignisse (0, y) und (¢, ) kausal verbunden sind.

A. Wipf, Quantenfeldtheorie



3. Klassische Feldtheorien 3.6. Aufgaben 36

Nun sind wir in der Lage die Poissonklammern des freien Feldes zu verschiedenen Zeiten
zu berechnen,

(@(t2).00.9)) =~ [ dzAn(t.z = 2){r(0.2),60.9)} = At~ y). BT
oder noch etwas allgemeiner

{6(x),6(y)} = Am(z — ). (3.78)

Die quantentheoretische Version dieses Resultats spielt eine wichtige Rolle fiir das quanti-
sierte Klein-Gordon Feld.

3.6 Aufgaben

Aufgabe 1: Funktionalableitung
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Funktionale Differentiation 6 /d¢(z) kann definiert werden durch die Bedingung, dass die
gewohnlichen algebraischen Regeln fiir Ableitungen gelten,

4]

0 0 o
36(x) (F1[g] + Falg]) = mﬂ [¢] + mFg [¢], (Linearitit) (3.79)
0 J ’ .
W(Fl [blFal¢]) = B [éf)]sz[ﬁb] + FZMWR [¢], (Leibniz Re@e80)

wobei F;[¢] Funktionale von ¢ sind, und dass zusitzlich gilt:

0 ey = 5Dy
56(y) () =6 (2 —y). (3.81)

Verifizieren Sie, dass

1)
0 / o) (@) = J()

e [owiw) = sweo( [owiw) o
o o) @) = —aa0) (3:83)

wobei fx = deaz.

Aufgabe 2: Variationsprinzip

Beweise, dass die Lagrangedichten in (3.11) und (3.15) wie Skalarfelder unter Lorentztrans-
formationen &dndern und deshalb die zugehorigen Feldgleichungen kovariant sein miissen.

Aufgabe 3: Komplexes Skalarfeld

Es ¢ ein komplexes Skalarfeld, welches die Klein-Gordon-Gleichung erfiillt. Die zugehori-
ge Wirkung ist

S = / d*z (0,0% 0" — m*¢* o) .

Finde die zu ¢ und ¢* kanonisch konjugierten Impulsfelder. Berechne die Heisenberg-
Gleichungen und zeige, dass diese dquivalent zu der Klein-Gordon Gleichung sind.

Aufgabe 4: Infinitesimale Lorentztransformationen I1

Die zu den Lorentztransformationen gehorenden 6 Noetherstrome sind
1
JPHY — Z (ghTPY — VTR
2

und fiihren auf 6 erhaltenen Noether-Ladungen ), = f d%Mow = —Quu- Zeigen Sie,
dass fiir ein reelles Skalarfeld
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1. Diese Ladungen im Hamiltonschen Formalismus folgende Form haben:

Qs = % / da () (@:0,; — 2;0,)6(x)

O = % / dz (2iH(z) — 7(2)200id(z)) |

wobei ‘H die Hamiltondichte des Skalarfeldes bezeichnet.

2. Die Poisson-Klammern der ,,, mit dem Feld lauten

1
[Qum ¢($)] = %Llwqﬁ(x), LMV = T (wuay - .%',/8“) ) 80¢ =T.

Interpretieren Sie das Resultat!!

Aufgabe 5: Ein integrables System

Es sei u(x) eine reelle Funktion der Variablen x € R und u, die erste, u,, die zweite usw.
Ableitung von u nach x. Beweise, dass die Variationsableitung eines Funktionals F' mit
lokaler Dichte, F[u] = [ dz f(u, ug, Ugg, - - . ), folgende Form hat:

SF  of d of & of
Su(z)  Ou(z) dz dug(z) * da? Quge(z)

Definiere nun folgende Klammern zwischen zwei Funktionalen,

oF d oG
{6} :/dx 5u(z) 4z du(z)”

Beweise, dass dies Poisson-Klammern sind. Die Hamiltonfunktion sei

1
H:/dx<u3+2ui>.

Bestimme die Hamiltonschen Bewegungsgleichung fiir u(¢, z). Recherchieren Sie ob dies
eine bekannte Gleichung der Physik ist.
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4 Kanonische Quantisierung des Freien
Skalarfeldes

Die kanonische Quantisierung wurde fiir nicht-relativistische Systeme mit einer endlichen
Anzahl von Freiheitsgraden entwickelt. Es keinesfalls selbstverstindlich, dass die Quanti-
sierungsregeln fiir derartige Systeme auf relativistische Systeme mit unendlich vielen Frei-
heitsgraden iibertragbar sind. Es zeigt sich, dass dies mdglich ist und Anlass zu konsis-
tenten relativistischen Quantenfeldtheorien gibt, welche viele experimentelle Befunde in
unterschiedlichen Teilgebieten der Physik hervorragend beschreiben. In diesem Kapitel be-
trachten wir zuerst ein reelles Skalarfeld, welches die klassische Klein-Gordon-Gleichung
erfiillt,

(O4+m*)¢(z) =0, O=n"0,0,, (4.1)

und quantisieren dieses Feld auf kanonische Art. Der Parameter m ist die inverse Compton-
Wellenlinge des durch ¢ beschriebenen ungeladenen und spinlosen Teilchens. Die Quan-
tisierung des Skalarfeldes ist einfacher als diejenige des elektromagnetischen Feldes da es
keine verschiedenen Polarisationen gibt. Wir werden das Feld als Linearkombination sei-
ner Normalmoden schreiben und erhalten dann eine unendliche Menge von ungekoppelten
harmonischen Oszillatoren, die wir nach den Regeln der Quantenmechanik behandeln.

4.1 Kanonische Quantisierung

In der kanonischen Quantisierung wird das Feld und das kanonisch konjugierte Impulsfeld
zu operatorwertigen Feldern — man sagt auch Quantenfelder — im Hilbert-Raum der Quan-
tenfeldtheorie,

¢(x) — o(x) , w(z) — 7(z). (4.2)

Den Hut iiber Operatoren werden wir in spiteren Abschnitten wieder weglassen um die
Notation zu vereinfachen. Funktionen der Felder werden bei der Quantisierung zu Funktio-
nen der Quantenfelder und die fundamentalen Poisson-Klammern (3.49) gehen geméf der
Vorschrift

1 ~ -

in Kommutatoren iiber. Insbesondere erhalten wir die fundamentalen Vertauschungsrelatio-
nen

[b(z), 7(y)] =16z —y)1 , [$(x),d(y)] = [#(z), 7(y)] = 0. (4.4)

39
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Den Hamiltonoperator gewinnt man, wenn man in der klassischen Hamiltonfunktion (3.55)
die Felder durch die entsprechenden Quantenfelder ersetzt. Die Zeitentwicklung der Feld-
operatoren im Heisenberg-Bild folgt dann aus den Heisenberg-Gleichungen

~ . A~

ip(x) = [p(x), H] und in(z) = [#(x), H]. (4.5)

Bei den expliziten Rechnungen benutzt man, dass der Kommutator genauso wie die Pois-
sonklammer antisymmetrisch und bilinear ist und die Leibniz-Regel (Derivationsregel) so-
wie Jacobi-Identitdt erfiillt.

Nun zerlegen wir das freie quantisierte Skalarfeld und seine kanonisch konjugierte Impuls-
dichte in Normalmoden, genauso wie wir dies fiir die klassischen Felder auf Seite 33 mach-
ten,

awzjww@%@» ﬂwz/wwm%m> 4.6)

Die Koeffizienten ¢Ep und 7, in der Entwicklung sind nun operatorwertig, Ihre Kommutati-
onsregeln folgen aus denen fiir Feld und Impulsdichte (4.4) und der Vollstidndigkeitsrelation
(3.62)

[Pp. 7rq] = i(20p)*3(p + q). 4.7)

Ahnlich wie in der klassischen Feldtheorie, siehe (3.68), betrachten wir die Linearkombi-
nationen

bp = dp+al,, oy = —iwp(ap —al,), 4.8)

und diese operatorwertigen Koeffizienten gehorchen den zu den Poissonklammern (3.69)
gehorigen wichtigen Vertauschungsrelationen

lap,aq) = [a),al] =0 und [ap,al] = 2wpd(p — q). 4.9)
Diese erinnern uns an die Vertauschungsrelationen von Auf- und Absteigeoperator eines
harmonischen Oszillators. In der Feldtheorie nennen wir sie Erzeugungs- und Vernichtungs-
operatoren da sie, wie wir sehen werden, Feldquanten erzeugen und vernichten. Ersetzen
wir die (ip, p in (4.6) gemiB (4.8) so schreiben sich die Quantenfelder als Linearkombina-
tionen der Vernichtungs- und Erzeugungsoperatoren,

3(@) = [ () (apup(@) + iy (a)) (4.10)

() = 1/du(p)wp (&pup(w) — &Lu;(:ﬂ)) . (4.11)

A. Wipf, Quantenfeldtheorie
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4.1.1 Energie und Impuls des Quantenfeldes

Um den Hamilton-Operator durch diese Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren auszu-
driicken, berechnen wir

2
~ ~ m N A A N
mQ/dac o(x)p(x) = = /du(p) . (a;,ap + apaL + apa_p + a;aip) .
p
Addieren wir die Terme und beriicksichtigen die Beziehung zwischen Impuls p und Kreis-
frequenz wp,, dann ergibt sich fiir die Energie des Quantenfeldes der Ausdruck

N 1 . L A ) )
= /du(p)wp (alap + apa},) - /d,u(p)wp (Np n %[ap,a;]) ENRT)

Der zweitletzte Term enthilt den Operator
ap (4.13)
mit folgenden Vertauschungsregeln mit den Vernichtungs- und Ezeugungsoperatoren

[Ny, aq] = —2wpiyd(p — @) , [Np,al] = +2wpald(p — q). (4.14)

Im letzten Term in (4.12) erkennen wir die vom harmonischen Oszillator bekannte und in
der Quantenfeldtheorie divergente Nullpunktsenergie des Skalarfeldes

1 o 1
Ey = 2/du(p)w,,[ap,a;] = 2/d3pwp5(0) 1. (4.15)

Der divergente Anteil §(0) kommt davon, dass wir das skalare Feld im gesamten Raum R3
quantisierten. Bei einer Quantisierung in einem Raum mit endlichen Volumen ist dieser Fak-
tor endlich — er ist proportional zum Volumen des Raums. Man spricht von einer infrarot-
Divergenz (IR-Divergenz) da sie von Moden mit beliebig gro3en Wellenldngen verursacht
wird. Der Faktor

/d3 am /Ood P (4.16)

pwp = —- p—F— :
L /p% + m2

ist ebenfalls divergent. Diesmal riihrt die Divergenz von den Moden mit sehr hohen Im-

pulsen oder sehr kleinen Wellenldngen. Man spricht hier von einer Ultraviolett-Divergenz

(UV-Divergenz).

Im Minkowski-Raum ignorieren wir die IR- und UV-divergente additive Konstante zur

Energie in (4.15) und ersetzen H durch den normal-geordneten Hamilton-Operator

N 1 e
H=; /d,u(p)prp, Np = dhap . (4.17)

A. Wipf, Quantenfeldtheorie
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da bei Vernachldssigung der gravitativen Wechselwirkung keine absoluten Energien sondern
nur Energiedifferenzen messbar sind. Die divergente Nullpunktsnergie trigt auch nicht bei
zu den Kommutatoren von Energie und Vernichtungs- und Erzeugungsoperatoren,

[H, dy) :/du(q)wq[Nq,&p]z—wpap und  [H, )] = wpa) . (4.18)

Diese bedeuten, dass a, die Feldenergie um w,, verringert und &;r, diese um wy, erhoht.

Aus der Form des klassischen Energie-Impuls Tensors fiir das Skalarfeld ,

Ty = 0,$0,¢ — Ny , £ (4.19)

lesen wir die Impulsdichte —7V ¢ ab, deren Integral iiber den Raum den erhaltenen Feldim-
puls ergibt. Wir ersetzen die klassischen Felder wieder durch die entsprechenden Feldope-
ratoren und benutzen die Entwicklungen (4.10) und (4.11). Dies fiihrt auf

~ . ~ 1 o i o i
P —/dw T(x)Vo(x) = 3 /du(p) D (apa_p + a;aip + apa; + a;ap) .

Die Terme a,a_, und &;&ip sind symmetrisch im Impuls und tragen zum Integral nicht
bei. Deshalb finden wir den Feldimpuls

. 1 A
P=3 / du(p) p (dpdzt + &Z&p) = / du(p) pNp. (4.20)

Im Gegensatz zur Energie tritt kein divergenter Beitrag auf. Die Kommutationsregeln

[P,ay) = —pa, und [P,a}] = pal (4.21)
bedeuten, dass a, den Impuls eines Zustands um p erniedrigt und a, diesen um p erhoht.

Energie und Impuls (und damit Masse) sind gerade diejenigen Quantenzahlen, die ein freies,
ungeladenes und spinloses Elementarteilchen charakterisieren und seinen Zustand eindeutig
festlegen. Deshalb interpretieren wir die Operatoren a, oder dI, als Operatoren die ein
Teilchen mit Energie wy, und Impuls p vernichten oder erzeugen. Der hermitesche Operator

N = / du(p)Np mit [N,a,) = —a,, [N,al]=a] (4.22)

mit N p aus (4.13) hat dann die Interpretation eines Teilchenzahloperators: er zihlt die Ge-
samtzahl Teilchen in einem Zustand und nach (4.22) verringert a,, die Teilchenzahl um Eins

und aI, erhoht sie um Eins.

4.1.2 Hilbertraum fiir freie skalare Teilchen

Jedes Paar a, und &; entspricht dem Absteige- und Aufsteigeoperator eines harmonischen
Oszillators der Frequenz wy,. Das freie Skalarfeld kann als eine unendliche Zahl von nicht-
wechselwirkenden Oszillatoren — fiir jeden Impuls p ein Oszillator — aufgefasst werden.

A. Wipf, Quantenfeldtheorie



4. Das freie massive Skalarfeld 4.1. Kanonische Quantisierung 43

Ohne Wechselwirkung weil der Hamiltonoperator (4.17) die Summe von wechselwirkenden
Operatoren N p ist. Also diirfen wir die bei der Quantisierung des harmonischen Oszillators
gewonnenen Ergebnisse benutzen. Speziell konstruieren wir den Zustandsraum des freien
quantisierten Skalarfeldes dhnlich wie man den Hilbertraum des harmonischen Oszillators
mithilfe von des Aufsteigeoperators aus einem Zustand tiefster Energie gewinnt.

Auf- und Absteigeoperator des Oszillators

Wir erinnern hier kurz an die algebraische Losung des harmonischen Oszillators mit Hilfe
des hermiteschen Anzahloperators N = a'a. Der Hamiltonoperator ist bis auf eine additive
Konstante proportional zu N, der Absteigeoperator a erniedrigt die Eigenwerte von N um
Eins und der Aufsteigeoperator a! erhdht diese um Eins,

H=wN+ % [N,a] = —a und [N,al]=al. (4.23)
Ist |n) ein normierter Eigenzustand von N > 0 zum Eigenwert n. > 0, so gelten
e n=0<=aln) =0,
e af|n) ist ebenfalls Eigenzustand von N zum Eigenwert n + 1,

e fiir n > 0 ist a|n) ebenfalls Eigenzustand von N zum Eigenwert n — 1.

Es folgt, dass das Spektrum von N aus den natiirlichen Zahlen inklusive 0 besteht. In einer
irreduziblen Darstellung der Operatoren & und a' ist jeder Eigenwert einfach. Es gelten die
Beziehungen (siehe die Vorlesung iiber Quantenmechanik)

Nln) =n|n), aln)=+vnn—-1), al|ln)=vn+1jn+1). (4.24)
Insbesondere vernichtet @ den Zustand |0). Durch Iteration erhilt man die Beziehung
n) = —=(@)"lo) @25)

Fiir den spiteren Gebrauch notieren wir die nicht-verschwindenden Matrixelemente

(n—1lan) =vn,  (n+1laf|n) =vVn+1. (4.26)

Vakuum und Fockraum

Wir konstruieren nun den Zustandsraum fiir das freie, spinlose und ungeladene Quantenfeld.
Wir nehmen an, es existiere ein Vakuumzustand |0) mit minimaler endlicher Energie. Da
die Vernichtungsoperatoren die Energie erniedrigen, muss der Vakuumzustand von allen
Vernichtungsoperatoren annihiliert werden,

apl0) =0 fiiralle p. (4.27)

A. Wipf, Quantenfeldtheorie
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Daraus folgt unmittelbar, dass |0) weder Teilchen, Energie noch Impuls enthilt,
Np|0) =0= H|0) =0 und P|0) =0, (4.28)

was bedeutet, wir spéter noch niher erldutern werden, dass |0) ein translationsinvarianter
Zustand ist. Einteilchenzustdnde erhalten wir durch Anwendung der Aufsteigeoperatoren

d}; auf den Vakuumzustand, |p) = d;ro\0>. Diese sind folgendermaflen normiert

(4.9)
)

(pla) = (0layat|0) = (0][ap, af]|0) ‘=’ 2pd(p — q). (4.29)

Bekanntermafen sind raumliche Volumen nicht lorentzinvariant: Ein Kasten mit dem Volu-
men V' im Ruhesystem hat fiir einen bewegten Beobachter das kontrahierte Volumen V//~.
Deshalb ist die einfache Normierung (p|q) = 6(p — q) nicht lorentz-invariant. Wir be-
vorzugen die invariante Normierung (4.29), die mit unserer Wahl der Vernichtungs- und
Erzeugungsoperatoren einhergeht [5]. Andere Autoren definieren & und a' derart, dass im
letzten Kommutator in (4.9) nur eine Delta-Distribution steht. Mit dieser Wahl sollte man
dann die Einteilchenzustinde gemil /2wy, a}|0) definieren, um zu einer Lorentz invarian-
ten Normierung zu gelangen [11].

Vernachlissigen wir die Nullpunktsenergie, beschreibt der normierte Fock-Zustand

Loy

P,y Pn) = Vo -+, |0) (4.30)

n Teilchen mit Gesamtenergie und Gesamtimpuls
E:ZEPZ., P:Zpl- (4.31)
i i

Man erinnere sich daran, dass in natiirlichen Einheiten ¥, = w,,. Wir schreiben £}, wenn
der Teilchencharakter betont werden soll.

Mithilfe der Vertauschungsregeln fiir Vernichtungs- und Erzeugungsoperatoren kann man
die Skalarprodukte der nicht-normierbaren Eigenzustinde von Energie und Impuls in (4.30)
bestimmen

1 n
T =1
worin iiber alle n! Permutationen 7 der Indexmenge {1,2, ..., n} summiert wird.

4.2 Zeitentwicklung

Die Kommutatoren (4.18) bestimmen iiber die Heisenberg Gleichungen auch die Zeitent-
wicklung des Vernichtungs- und Erzeugungsoperatoren,

ap(t) = e “?'a, und af(t) = e“*'al, (4.33)

A. Wipf, Quantenfeldtheorie
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wobei a, den Heisenberg Operator zur Anfangszeit bezeichnet. Eingesetzt in (4.10) finden
wir fiir den Feldoperator im Heisenberg Bild die folgende Zeitabhingigkeit,

é(m) = <Z>(t, x) = /d,u(p) (&pup( )+ aLup(x)) , (4.34)
wobei wir die ebenen-Wellen Losungen der Klein-Gordon Gleichung einfiihrten,
i - i —i 1
up(x) —e lwptup(w) — g e wpttipz _ o 1pw’pozwp’ K= W (4.35)

Der Feldoperator zur Zeit ¢ wirkt auf die Eigenzustidnde von Energie und Impuls in (4.30)
wie folgt

. 1 &
¢(‘T)|p177pn>:ﬁzupz(m)‘plv7pla7pn>
| /du (@)[D, Py, Pu) - (4.36)

Der Haken iiber p; bedeutet, dass das Argument p; weggelassen werden soll. Beim Beweis
benutzt man die Vertauschungsregeln fiir a, und ag.

Mithilfe der Kommutationsregeln zwischen (f] P ) und den Erzeugungs- beziehungsweise
Vernichtungsoperatoren konnen wir nun leicht die Kommutatoren von Energie und Impuls
mit dem Quantenfeld berechnen,

1,9 = [ dn(p) (~ipino)a, + iwpup(a)a}) = 56
iP,0) = [ du(p) (~ipuy )ty +ipuy(0)i}) =~ -6(0)

Die erste Gleichung ist gerade die Heisenberg Gleichung fiir das Feld. Fiithren wir den 4-
er Impulsoperator P# = (H, P) ein, dann konnen obige Vertauschungsregeln wie folgt
zusammengefasst werden,

Ao 0 -
i[Pua¢(9U)] = @@b(%') 4.37)

Auf der linken Seite stehen gerade die infinitesimalen Raumzeittranslationen. Interiert man
diese Beziehung, so findet man die Tanslationen in Raum und Zeit,

U(a)p(x)U Y a) = ¢(z + a), Ula) = eiaﬁ, aP = a"P,. (4.38)

Zum (formalen) Beweis entwickelt man beide Seiten der Gleichung in Potenzen von a.
Auf der rechten Seite erhdlt man die Taylorentwicklung von (ﬁ um x, welche Potenzen
der Richtungsableitung a*0,, am Raumzeitort x enthilt. Auf der linken Seite findet man
dagegen mehrfache Kommutatoren der Gestalt [a.P, [aP], ... @] ...] die mithilfe von (4.37)
auf dieselben Potenzen der Richtungsableitung fithren. Die Komponenten des 4-er Impulses
kommutieren

[P,,P,)] =0 (4.39)
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und sind hermitesche Operatoren. Deshalb sind die Translations- oder Verschiebungsopera-
toren U (a) unitér und bilden eine 4-parametrige unitire Abelsche Gruppe. Sie implemen-
tieren die Raumzeit-Translationen im Hilbert-Raum der Quantenzustinde und bilden eine
unitire Darstellung der Translationen,

A A

U(a)U(b) = Ula+b) = U~ Ya) = U(—a). (4.40)
Da Energie und Impuls den Vakuumzustand annihilieren gilt
U(a)|0) = [0). 4.41)

Der Vakuumzustand ist invariant unter Translationen in Zeit und Raum.

4.3 Zweipunkt Wightman-Funktion und Kausalitat

Die Amplitude fiir die Propagation eines Teilchens vom Raumzeitpunkt y zum Raumzeit-
punkt  wird durch die nach Arthur Wightman benannte Zweipunkt-Funktion

Wi(z,y) = (0l¢(x)(y)|0) = W (z —y) (4.42)

beschrieben. Im letzten Schritt benutzten wir die Invarinanz des Vakuumzustands unter
Translationen, so dass die Wightman-Funktion nur von = — y abhéngt,

(0[3(2)d(1)10) “Z¥ (016(0)0 (—2) T (1)$(0)[0) = (0]$(0) T (y — 2)B(0)[0).

Oft bezeichnet man W (x) auch mit iA 4 (z). Neben der Zweipunkt-Funktion bendtigen wir
spater noch weitere Erwartungswerte von Produkten des Quantenfelds. Fiir das freie Feld
konnen diese alle aus W () berechnet werden.

Das Feld qAﬁ ist eine Superposition von Vernichtungs- und Erzeugungsoperatoren, siche
(4.34), aber zum Vakuum-Erwartungswert von ¢(z)¢(y) tragt nur der Term <O|dp&jl\0> bei.
Damit folgt sofort die Darstellung

Wi =) = Q@S0 = s [dulp)e P, @)

(27)
In den Ubungen haben Sie folgende Identitit bewiesen,

1

= /dpoé(p2 —m?)6(p°). (4.44)
wWp

Damit lasst sich die Zweipunkt-Funktion wie folgt schreiben,

1
(27)?

W(zx) = /d4p 9(170)(5(])2 — m2) e Pz (4.45)
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Hierbei wird iiber alle 4 Komponenten des relativistischen Impulses integriert. Die letzte
Darstellung macht deutlich, dass W (z) eine Lorentz invariante Distribution ist, da p?, d*p
und px Lorentz invariant sind und die Bedingung pg > 0 eine Lorentz invariante Forderung
ist (solange wir die Zeitumkehr ausschlieen).

Im Anhang wird das Integral (4.43) bestimmt, wobei man fiir zeit- und raumartige x ver-
schiedene Resultate erhilt. Es ergibt sich folgende explizite Darstellung fiir die Wightman-
Distribution,

W(e) = 1 a)5(a?)
Ny (mvVa?) 4 ie(z0)Jy (mVa?
+gi9(x2) i );;;2) () (4.46)

m72 .2 K (m —a:2>
mv—x2

wobei die Hankel- und modifizierte Besselfunktion erster Ordnung auftreten. Ist der invari-
ante Abstand vom Lichtkegel viel kleiner als die inverse Wellenlénge 1/m, dann darf man
die Entwicklung dieser Funktionen fiir kleine Argumente benutzen. Diese findet man im
Anhang auf Seite 60. Die Funktionen N; und K sind singuldr am Ursprung. Fiir grof3e
Argumente verhalten sich J; und N wie gedimpfte Wellen und K () verschwindet ex-
ponentiell schnell wie exp(—x). Fiir asymptotische Zeiten und im rdumlich Unendlichen

Zeit

Welle

exponentiell Raum
geddmpft

Welle

Abbildung 4.1: Zum Tréger der Wightmanfunktion.
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findet man folgende Formeln fiir die Wightmanfunktion,

m . mitp>1 e Ml
W,z =0) = —— (N t t t — C————75
(t,z =0) S (N1 (mlt]) + ie(t)J1(m]t])) e
B _m mr>1 e
W(t=0,z)= 47T2rK1(mr) — C(mr)?’/?' (4.47)

Im rdumlich Unendlichen verschwindet die Zweipunktsfunktion fiir Abstédnde grofler als die
Compton-Wellenlinge exponentiell schnell. Fiir Zeiten grof3 verglichen mit der Compton-
Zeit finden wir eine harmonische Schwingung mit der Compton-Frequenz. AuBlerhalb der
Lichtkegels verschwindet die Amplitude nicht, ist aber exponentiell klein.

4.3.1 Pauli-dordan Funktion

Bei einer Diskussion der Kausalitit sollten wir nicht fragen, ob Korrelationen tiber raumar-
tige Intervalle moglich sind, sondern ob sich Messungen an raumartig getrennten Punkten
x und y gegenseitig beeinflussen kdnnen. Um diese Frage zu beantworten, miissen wir den
Kommutator

iAm(z — )1 = [9(2), $(y)] (4.48)
untersuchen. Wir haben beriicksichtigt, dass fiir das freie Feld (4.34) der Kommutator pro-
portional zum Einheitsoperator ist. Mit Hilfe der Relation

A (z —y) = (0l[d(2), d(y)]|0) = W(z — y) = W(y — ) (4.49)

findet man fiir die reelle und singulire Losung der Klein-Gordon Gleichung A,,, den Aus-
druck (3.76) — es handelt sich also um die bekannte Pauli-Jordan-Funktion. Diese ver-
schwindet aulerhalb des Lichtkegels, so dass alle Kommutatoren von Feldoperatoren, deren
Argumente raumartig getrennt sind, verschwinden. Kausal getrennte Messungen storen sich
gegenseitig nie.

Die Eigenschaft, dass der Kommutator von Feldern an verschiedenen Raumzeitpunkten pro-
portional zum Einheitsoperator (eine c-Zahl) ist, ist eine Spezialitit von freien Feldtheorien
mit linearen Feldgleichungen. Dagegen gilt die wichtige Kausalitdtsbedingung, geméal der
Felder an raumartig getrennten Punkten kommutieren, auch fiir wechselwirkende Felder.

Wir zerlegen das Quantenfeld in seine positiven und negativen Frequenzanteile,

d(x) = 6" (2) + ¢ (), (4.50)
wobei der erste Term nur Vernichtungs- und zweite Term nur Erzeugungsoperatoren enthalt,
@ = [aupu@ay, 6@ = [duprg@a.  @sn

Diese erfiillen die einfachen Kommutationsregeln
[0*(2), 6" ()] =0 und [ (2), ¢ (y)] = W(z - y)L. (4.52)
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Beim Beweis der letzten Gleichung benutzt man ¢t (2)[0) = 0 und (0|¢™ (y) = 0 sowie
die Tatsache, dass der Kommutator im letzten Term in

W (z —y) = (0l¢(2)d(y)[0) = (016 ()¢~ (1)|0) = (0][¢" (), &~ ()]|0)

ein Vielfaches des Einheitsoperators ist. Die Zweipunkt Wightman-Funktion definiert man
mithilfe des ausgeschmierten Feldoperators

o(f) = / d'z f(x)d(x) (4.53)
ein positives inneres Produkt,
NI} = [ dtad'y WG 9)g(v)

1
2m)3

~
p / dp 0(p°)3(p* — m?) F* (p)3(p)

/ dpdiedly f(2)e P Op0)5(p? — m2)ePg(y)

o / du(p) F*(@p, P)i(wp D),

wobei wir die Fourier-Transformation
~ 1
f(p) - (27_[_)2

benutzten. Man beachte, dass nur die Werte der Testfunktionen auf der Massenschale ein-
gehen.

/ d*z eP? f(x)

4.4 Propagatoren

~

Wir betrachten den Kommutator [¢(z), qg(y)] noch aus einem etwas anderem Blickwinkel.
Sein Vakuum-Erwartungswert ist wegen (4.52) und (4.43) durch das folgende Integral iiber
die Massenschale gegeben:

(4.54)
PO=wp

(0][9(x), H(0)]10) = = / dp <1_1>

(2m)3 2wp 2w

Die wollen wir wieder in ein Integral iiber den 4-er Impuls umschreiben. Fiir positive x
konnen wir den Erwartungswert wie folgt schreiben,

0

—ipx

~ A 0 e
(0l[(x), (0)][0) = — / v [dv. (20 > 0),

(2m)3 J 2w p?2 —m?’

wobei die p-Integration in der komplexen Ebene entlang des eingezeichneten Weges zu
berechnen ist. In der Tat, fiir z° > 0 koénnen wir den Weg in der unteren komplexen p°-
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/2 N

*Ep +Ep

Abbildung 4.2: Zur der Gewinnung der retardierten Greensfunktion wahlt man den skiz-
zierten Integrationsweg in der komplexen Energieebene.

Ebene schlieBen, so dass die einfachen Pole des Integranden bei d-w; im negativen Sinn
umschlossen werden. Nach dem Residuensatz finden wir

1 e~ipoz’ 1 e~ ipoz’ 1 o 20 o 0
R dpgy———mm = = — d — _ ( —lwpx” __ L lwpT )
2mi p0p2 —m?2 27 / bo (po — wp)(po + wp) 2wp ¢ ¢

(4.55)

Ist dagegen 2¥ < 0, dann konnen wir den Weg in der oberen komplexen p®-Ebene schlieBen
und erhalten Null. Also ergibt sich

d4p i —ipx n n .
L/@ﬂ4ﬁ_nﬂep = 0(°) (0[d(x), $(0)]]0) = 0(2°) A () = 1Ares(z). (4.56)
Um A, besser zu verstehen, wenden wir den Klein-Gordon Operator darauf an,
2 d'p i 4
(O 4 m2)Arer(z) = — / err — _§i(z). @.57)
(2m)*

Man erhilt natiirlich dasselbe Resultat, wenn man mit O + m? auf die mittlere Darstellung
in (4.56) operiert und dabei neben ¢ (z%) = §(x°) die Identititen

[qg(ta JI), ﬁ-(tv y)] = 15(13 — y) und (D + mQ)QAS(:L') =0

benutzt. Die reelle Distribution A, () ist die retardierte Greenfunktion des Klein-Gordon
Operators, da sie ihren Tréiger auf oder im Innern des Vorwirtslichtkegel hat. Apet(x — y)
ist nur dann ungleich Null, wenn der Aufpunkt z in der kausalen Zukunft des Quellpunktes
y liegt. Dies ist in der Figur 4.3 skizziert.

Das pg-Integral kann ldngs von vier topologisch verschiedenen Wegen ausgewertet werden.
Fiir die Storungstheorie in Potenzen der Wechselwirkung wird sich die in Figur 6.3 angege-
bene Polvorschrift als sehr niitzlich erweisen. Diese Vorschrift fiihrt auf den Feynmanschen-
Propagator. Bei dessen Berechnung schlieBen wir fiir positive z° den Weg wieder in der
unteren p°-Halbebene und fiir negative p° in der oberen Halbebene. In beiden Fillen trigt
je ein Pol zum p°-Integral in (4.55) bei und wir erhalten das Resultat

°

1 e—ipogr:O e~ iwp|®
I _ , 4.58
27i / b p2 —m?2 2wy, (4.58)

Damit finden wir die Greenfunktion

dp i i . Wiz —y) fir 2% >0
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Abbildung 4.3: Die retardierte (avancierte) Greensfunktion hat Ihren Trager auf oder im
Innern des Vorwiirtslichtkegel (Riickwirtslichtkegel).

_ Ep /—\ pO

\_/ +E,

Abbildung 4.4: Fiir den Feynman-Propagator wihlt man den skizzierten Integrationsweg in
der komplexen Energieebene.

Bereits in der Quantenmechanik begegnet man bei der formalen Losung der zeitabhidngigen
Schrodingergleichung fiir ein zeitabhingige Hamiltonfunktion der Zeitordnung von Opera-
toren. Der Zeitordnungsoperator 71" ordnet ein Produkt von Feldoperatoren derart um, dass
im geordneten Produkt die Zeiten von links nach rechts abnehmen. Der Operator zu spétes-
ten Zeit steht dann ganz links. Zum Beispiel ist

i $(z)dy) fur 20> y°
T d’(m )¢(y) =3\ n 0 0
P(y)o(x) fir y* > 27,
Damit schreibt sich die Feynman-Propagatorfunktion (Feynman-Propagator) fiir das Klein-
Gordon Feld wie folgt,

(4.60)

iAR(z —y) = (01Td(2)(y)|0). (4.61)
Ausgedriickt durch die Wightman-Zweipunktfunktion,
AR (z) = 0(z")W (x) + 0(—2")W (—x). (4.62)

In den spiter eingefiihrten Feynman-Graphen der Storungstheorie ordnet man jeder inneren
Linie, die die Propagation eines virtuellen Teilchens beschreibt, einen Feynman-Propagator
Zu.

Neben den retardierten und Feynman-Propagatoren gibt es noch den avancierten und Anti-
Feynman-Propagator. Zusammenfassend unterscheiden wir 4 Losungen von

(O +m?)G(z) = —6W(x). (4.63)
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Diese konnen durch die Propagatorfunktion iA,, (z) = W (z) — W (—x) und deren positive
bzw. negative Frequenzanteile iA, = W bzw. A_ = A’ ausgedriickt werden.

1. Den retartierten Propagator

Aot (z) = 0(z)) A (). (4.64)
2. Den avancierten Propagator
Age(z) = —0(—2°) A (). (4.65)
3. Den Feynman-Propagator
Ap(z) = (") Ay (x) + 0(—2)A_(z). (4.66)

4. Den anti-Feynman-Propagator

Agp(z) = Ap(z). (4.67)

Die Trigergebiete der retardierten und avancierten Propagatoren sind auf oder im Innern
von Vorwirts- und Riickwértslichtkegel, siehe Figur 4.3.

Das Quantenfeld ¢E(a:) ist ein singuldres Objekt — es handelt sich hier um eine operatorwer-
tige Distribution. Deshalb betrachtet man die von den ausgeschmierten Operatoren gZ;( f)
erzeugte Algebra, wobei f in einem geeigneten linearen Raum D(R*) von Testfunktionen
liegt. Etwas salopp schreibt man

of) = / diz f(a) f (). (4.68)

Die Zuordnung f — ¢(f) sollte folgende Eigenschaften haben:

1. Die Abbildung f —> ¢(f) ist linear.

2. Die Klein-Gordon Gleichung: ¢ (0 +m?)f) = 0 fiir alle f € D(R?).

3. Kommutator [$(f), d(g)] = i [ d*zd’y f(z)Am(z = y)g(y) = if, Amg).

4. Fiir reelle Felder gilt ¢(f)T = ¢(f*).

4.4.1 Geschmierte Feldoperatoren im Fockraum

Wir hatten bereits gesehen, dass die Eigenzustinde von Energie und Impuls nicht normier-
bar sind. Aber dhnlich wie in der Quantenmechanik kénnen wir durch Superposition von
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uneigentlichen Zustidnde normierbare n-Teilchen-Zustidnde konstruieren

lon) = /son(pl, oy Pn) [Pr- - ) dp(pr) - - - dp(pn) - (4.69)
Hierin ist ¢, (p1, ..., pn) eine Wahrscheinlichkeitsamplitude im Impulsraum. Die Eigen-
zustinde |py, . . ., pn) sind vollstindig symmetrisch unter Austausch der Impulse — wir be-

trachten ja identische Teilchen mit Spin 0 — und deshalb ist die Wellenfunktion ¢,, ebenfalls
vollstdndig symmetrisch in ihren Argumenten. Ein beliebiger Zustand im Hilbertraum fiir
Skalarteilchen, man nennt diesen zu Ehren des russischen Physikers Wladimir Alexandro-
witsch Fock auch Fockraum, ist nun eine Superposition von Mehrteilchenzustinden. Somit
hat ein allgemeiner Zustand die Entwicklung

o) = len) (4.70)
n=0

und enthilt insbesondere den Zustand |p() ohne Teilchen. Mithilfe des frither berechneten
Skalarpodukts von nicht normierbaren Eigenzustinden von Energie und Impuls in (4.32)
berechnet sich die n-Teilchen-Wellenfunktion gemif3

n(P1;- - Pn) = (P15 Pulen) = (P1, - -, Pulp) - (4.71)

Nach Normierung von |p) ist das Quadrat der Wellenfunktion (,, gleich die Wahrschein-
lichkeitdichte fiir das Auffinden von n Teilchen mit Impulsen py, ..., p,. Die Normierung
(4.32) bedingt das folgende Skalarpodukt fiir zwei Fock-Zusténde,

(xle) = Z/xZ(ql,---,qn)wn(pl,---,pn)<q1---qn\p1---pn>Hdu(q¢)du(m)

)

=Y [xiwepentpr,op) TLdutw) (472)

Wir fassen zusammen und verallgemeinern, damit die entsprechende spitere Verallgemei-
nerung fiir freie Fermionen oder das Photonenfeld evident sein werden. Es bezeichne H den
Fockraum fiir ein Teilchen, dann ist der Fockraum iiber H,

FH)=HYeHoHP onP e =PHM, HY=c. (4.73)
n=0

Fiir skalare Teilchen sind die Wellenfunktionen in den n-Teilchen Unterraumen Hﬁ”) quadrat-

integrierbare symmetrische Funktionen der Teilchenimpulse,

ngn) _ {90 "R3x--- xRS — C, symmetriSCh}

loll? = / T due) oo, .. o) < 0. “.74)

=1
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Der Index s zeigt an, dass wir nur Funktionen zulassen die in den Impulsen vollstindig
symmetrisch sind (fiir identische Fermionen werden es antisymmetrische Funktionen sein).
Vektoren im Fockraum sind also Folgen von Vektoren,

@ = (00, 01,92, 3, ...) mit @, € HM. (4.75)

Zunichst werden nur Folgen mit endlich vielen von Null verschiedenen Gliedern zugelas-
sen. Diese bilden einen linearen Raum. Der Fockraum ist dann der Abschluss dieses Raumes

beziiglich der Norm
o0

(0, 0) =D (#n,9n)0m, (4.76)
n=0

also die Gesamtheit aller Folgen ¢ mit der Bedingung (¢, ¢) < oo.

Translationen in der Raumzeit und Lorentz Transformationen lassen die Unterrdumen H&”)
invariant, da sie die Teilchenzahl nicht éndern. Die Eigenzustéinde |py, ..., p,) sind Eigen-
zustinde von Energie und Impuls und deshalb sind die ¢, (p1,..., p,) Eigenfunktionen
der unitiren Verschiebungsoperatoren U (a). Deshalb transformieren die ,, wie folgt unter
Translationen und Lorentz-Transformationen,

(U(a)go)n(p1, e Pn) = eiazpupn<p1, - ,Pn)‘zj?:Em
(UN)@), (p1,.-,pn) = on (A pr,..., A7 py) 4.77)

Mit der Lorentz Transformation des 3-er Impulses p meinen wir den raumlichen Anteil von
Ap, wobei p° = w,, zu setzen ist.

Da der Feldoperator eine operator-wertige Distribution ist, sollte dieser mit Testfunktionen
ausgeschmiert werden,

o) = / dtz f(2)d(x) = (.4). 4.78)

Der ausgeschmierte Operator reprasentiert eine Messapparatur in dem Gebiet definiert durch
den Tréager der Testfunktion.

Mithilfe der Wirkung von gg(x) auf die Eigenzustinde von Energie und Impuls in (4.32)
konnen wir die Wirkung des geschmierten Feldoperators auf einen n-Teilchen Zustand be-
stimmen. Wir erhalten die Uberlagerung eines Zustands mit n — 1 Teilchen und eines Zu-
stands mit n + 1 Teilchen,

Hlen) == S0 - @eu(pre- o pa)lpree o) [Ldn(p)

+\/n+1f+(p)<pn(p1,---,pn)/du(p)!p,pl,---,pn>Hdu(pz-), (4.79)

wobei aufgrund der Integration iiber die Raumzeit die Testfunktionen im Impulsraum (al-
lerdings auf der Massenschale) auftreten,

P =n [aoem i@, Fe)=n [dodm i@, . @50

A. Wipf, Quantenfeldtheorie



4. Das freie massive Skalarfeld 4.5. Das komplexe Skalarfeld 55

Die Wellenfunktionen des Zustands (4.79) in den Sektoren im n — 1 und n + 1 Teilchen
sind
(1, .-, Puo1|O(f)on) = x/ﬁ/du(p)f—(p) n(P,P1s -+ s Pn-1) (4.81)

A 1 -
<p17apn+1’¢<f)|§0n> = \/mzljf-‘r(pl) (pn(ph’ﬁl?apn-i-l) (482)

Schlussendlich kénnen den geschmierten Feldoperator ngb( f) in seinen positiven und negati-
ven Frequenzanteil zerlegen,

o(f) = a(f-) +al (f1). (4.83)
Die geschmierten Vernichtungs- und Erzeugungsoperatoren
a(f) : HH) 5 7™ und af(f) 1Y - (4.84)

wirken folgendermassen auf die Wellenfunktionen im Impulsraum,

@(f) @), (Br-. o ) = VAT T / du(p) F(P)onsr Dy D1, - D)
(dT(f) Sp)n (pl, .. ,pn) = \/1’5 Z f(pi)(pn_l(pl, .. ,pi, A ;pn)- (485)
=1

Die Elemente in #(°) werden von den ausgeschmierten Vernichtungsoperatoren annihiliert.
Die a(f) konnen fiir alle f € Ly(IR?) abgeschlossen werden, und wir bezeichnen den
Abschluss wieder mit a( f). In der Definition der Erzeugungsoperatoren wurde n > 1 ange-
nommen. Wie die Notation andeutet, ist a'(f) der zu a(f) adjungierte Operator. Man priift
folgende Kommutationsregeln fiir diese Operatoren

ah).alg) = a'(9).al(9)] =0 [a().al(0)) = [ du(p)f*(Plotp).  (456)
Nun fithrt man Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren zu festen Impulsen ein,
(app),, (P15 Pp) = VN + 1pny1(p, 1, .- -, Pn),
sodussgilt a(f) = [ du(p)f(p)a(p). (4.87)

Im Gegensatz zum Vernichtungsoperator a,, ist der Erzeugungsoperator &IT, nicht dicht defi-
niert und kann nicht abgeschlossen werden.

4.5 Das komplexe Skalarfeld

Ein komplexes Klein-Gordon-Feld ist im Wesentlichen nur die Kopie zweier reeller Klein-
Gordon-Felder, ndmlich seines Real- und Imaginirteils. Allerdings tragen durch ein kom-
plexes Feld beschriebene Teilchen eine elektrische Ladung. Unser Ausgangspunkt ist die
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Lagrangedichte fiir das klassische Feld,

L= 0,0"0" p —m?p*o. (4.88)
Die Felder ¢, ¢* werden als unabhingige Felder behandelt, deshalb gilt zum Beispiel
oL
— = 0"¢(x).
a¢*7li S(‘T)

Das massive komplexe Feld erfiillt dann die Bewegungsgleichung
(O+m?¢p(z) =0 und (04 m?)p*(z) =0, (4.89)
und die konjugierten Impulsfelder sind
m(z) = ¢*(z) und () = §(x). (4.90)

Bei der Quantisierung werden das Feld und sein konjugiertes Impulsfeld zu Quantenfelder
mit den nicht-verschwindenden gleichzeitigen Kommutatoren

[B(t, ), 7 (t, )] = [ (t, ), 7' (t. )] = id(z — y)1. (4.91)
Zerlegen wir nun die Feldoperatoren in ihre Real- und Imaginérteile,

¢ = \}i(c?n +igy) und 7 = \}i(fn — iftg)

dann ist offensichtlich, dass zum Beispiel <Z> und 71 vertauschen, da él mit 7o und qgg mit
71 vertauscht. Die Losungen der Feldgleichungen sind auch fiir das komplexe Feld von der
Form e*P%_ 50 dass die Entwicklung des Feldoperators lautet

&) = 9+(2) + ¢-(a) = / dpa(p) (ap 77 + B ")

~ ~

¢ ()=l (@) + ol (@) =& / du(p) (iap e 4 af 611”6) . 4.92)

Beachte, dass mit qgl nicht das zu <£+ adjungierte Feld gemeint ist, sondern der positive
Frequenzanteil des Feldes . Im Unterschied zum reellen Feld existieren nun zu jedem Im-
puls zwei linear unabhiingige Vernichtungsoperatoren @, und l;p. Durch Umkehrung der
Fourier-Transformation findet man aus den kanonischen Kommutationsregeln die Vertau-
schungsrelationen

[y, @] = [bp, ] = 2wpd(p — q)

P q
lap, aq] = [a), al] = [bp, bg] = [b],b%] = 0. (4.93)

Die Operatoren d;, ay erzeugen und vernichten Teilchen der Sorte a, die Operatoren l;;,, b,
der Sorte b mit Impuls p. Das Fock-Vakuum |0) ist durch

ip|0) = byl0) =0 fiiralle p, (4.94)
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oder dquivalent durch
b1 (2)|0) = ¢! ()|0) =0 firalle = (4.95)

charakterisiert. Der Hamilton-Operator und der Impuls gehen aus den entsprechenden Ope-
ratoren fiir das reelle Feld durch die Ersetzung a;f)ap — a;ap + b b hervor.

Die Lagrange Dichte (4.88) ist invariant unter der einer Phaseninderung ¢ — e 9% =
¢ —iaq¢p + . .. mit konstantem Parameter o und Ladung ¢. Der zugehorige Noetherstrom

oc (., OL
00,0 " " 00,0"

gt = 69" = —laq (0"¢*¢ — 0"¢¢") (4.96)

fiihrt auf eine erhaltene Noetherladung, die in der QFT folgende Form hat,
qugﬂMGw%—@%O. (4.97)

Setzen wir hier die Entwicklungen (4.92) fiir die Quantenfelder ein, so finden wir

—q / dp(p) (a;ap _ 13;Bp) . (4.98)

Die a-Teilchen haben Ladung ¢ und die b-Teilchen Ladung —q. Abgesehen vom Vorzei-
chen der Ladung haben beide Teilchen identische Eigenschaften. In einer relativistischen
Feldtheorie tritt mit einem geladenen Teilchen automatisch sein entgegengesetzt gelade-
nes Antiteilchen auf. Dies gilt auch fiir Teilchen mit Spin ungleich Null. Im Allgemeinen
braucht die Ladung allerdings nicht mehr die elektrische Ladung zu sein. So unterscheidet
sich das elektrisch ungeladene K°-Meson von seinem Antiteilchen K durch den Wert der
Hyperladung Y.

4.6 Teilchenproduktion durch eine klassische Quelle

Obwohl wir bisher nur das freie Feld ohne Wechselwirkung untersucht haben, kénnen wir
bereits die Kopplung des reellen Klein-Gordon Feldes an eine zeitabhingige duflere klassi-
sche Quelle behandeln. Wir betrachten die Feldgleichung

(0 +m?)d(z) = q(z), (4.99)

mit einer vorgegebenen Quelle ¢(x), die nur wihrend einer endlichen Zeitspanne auf das
Quantensystem einwirke. Befindet sich das System zu sehr frithen Zeiten im Vakuumzu-
stand, dann wird es im Allgemeinen nach dem Einwirkung der Quelle nicht mehr in diesem
Zustand sein. Die folgenden Rechnungen werden im Heisenberg-Bild vorgenommen.
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Bevor die Quelle wirken konnte lautet die Losung der Feldgleichung
do(x) = kK / du(p) (&pe—ipw + a;eipx) . (4.100)

Bei Anwesenheit der Quelle kann die Losung zu beliebigen Zeiten mit Hilfe der retardierten
Greenfunktion konstruiert werden,

~

¢(x)

do(x) — / d'yAves(z — y)a(y)

i

(2n)3 / dy / du(p)(a”~1°) (e—ip(w—w—eip(x—y)) qly). (4.101)

Po(@) +

Nun warten wir, bis die Quelle wieder ausgeschaltet wurde. Dann ist 20 > 3% im ganzen
Integrationsgebiet und die Stufenfunktion kann durch 1 ersetzt werden. Die Losung ¢(x)
enthilt dann nur die Fourier-Transformierte der dufleren Quelle,

1 4 i
T ipy
q(p) = om)i 2 /d ye q(y)\po:wp- (4.102)
Wir fassen die Anteile mit positiven und negativen Frequenzen in der Losung (4.101) zu-
sammen und finden

ﬂmzm/ﬁmm{mrHﬂmn””+@$4¢@08“HWW, (4.103)

Der Hamilton Operator im Heisenberg Bild nach Ausschalten der Quelle erhélt man aus
demjenigen des freien Feldes durch die Ersetzung a, — a, +1g(p),

H= /d,u(p)wp (&) —1q*(p)) (ap +1d(p)). (4.104)

Die Energie des Quantenfeldes im Grundzustand des freien Feldes |0) ist dann

(0| 1]0) = / Au(p)wp |§(wp ). (4.105)

Da im Integranden p° = wp ist, tragen nur diejenigen Fourier-Komponenten von ¢(x) bei,
die auf der Massenschale der Skalarteilchen liegen. Dies bedeutet, dass nur duflere Storun-
gen zum Integral (4.105) beitragen, die in Resonanz mit den Moden des Quantenfeldes sind.
Wir konnen das Resultat als Teilchenproduktion durch die zeitabhingige duBere Quelle ¢(x)
interpretieren. Diese fiihrt dem Quantensystem Energie zu und regt Teilchenzusténde an.
Die Wahrscheinlichkeit dafiir, Zustinde im (invarianten) Element du(p) zu produzieren ist
gleich |G(wp, p)|*. Die totale Anzahl produzierter Teilchen ist

Nz/wwwwmﬁ. (4.106)

Der entsprechende Prozess der Photonenerzeugung durch ein beschleunigtes Elektron, mo-
delliert durch einen zeitabhingigen dufieren Strom j*(x), ist die Bremsstrahlung in der
quantisierten Elektrodynamik.
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4.7 Anhang: Berechnung der Wightman-Funktion

Zur Berechnung der Wightman-Funktion integrieren wir den Ausdruck (4.43) iiber die Win-
kel im Impulsraum. Bezeichnet 6§ der Winkel zwischen « und p, dann gilt p - * = prz mit
p=|pl|, z=cosf und

1 dp o4 ¢ /1 )
17,74 — iw dz lPr?
(z) (27?)2/0 2wpp ° 1 e

1 1 dp  _in: .
= —— —pe “Psin(pr), w, =/p?+m? (4.107)
0 Wp

(2m)2r

Schreiben wir p sin(pr) als r-Ableitung von — cos(pr) und erweitern das p-Integral auf die
reelle Achse, dann finden wir

oo
1 dp
- —e
2T Wp
—0o0

W) = )

= —lwpttipr, 4.108
Ad7r  Or ( )

mit f(t,r) =

Im néchsten Schritt setzen wir
wp =mcoshy und p=msinhep

und finden -
f(t,?") — _i / d(p e—imtcoshgo—i—inwsinhgo7 (4109)
2 J_

Bei der Auswertung des Integrales unterscheiden wir drei Fille, je nachdem ob z zeitartig
oder raumartig ist und im ersten Falle ob es innerhalb des Vorwirts- oder Riickwértslicht-
kegels liegt. Wir definieren

mvz2 =m\/t2—r2=q fir 2%2>0

mv—-12=mvVr2—t2=0b fir z2°<0.
1. Fiir zeitartige x innerhalb des Vorwirtslichtkegels setzen wir

mt = acoshé, mr=asinhé = ¢ cosh(p—€)

2. Fiir zeitartige « innerhalb des Riickwirtslichtkegels setzen wir

mt = —acosh&, mr = asinh¢& = @+,

3. Fiir raumartige = setzen wir

mt = bsinh{, mr = bcoshf — eibsinh(go—é)'
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Die entsprechenden Integrale in (4.109) fiihren auf Bessel-, Neumann- und Hankel-Funktionen
nullter Ordnung,

— dpelacshe — Jy(a) +iNg(a) , = / dgpe®smhe — Kq(b).  (4.110)

) 2 )
Entsprechend erhalten wir fiir zeitartige x den expliziten Ausdruck
1 :
f(t.7) = 5Nola) + ge(e”)To(a).  (z.2) >0, @11
und fiir raumartige x
1
flt,r)y=—=Ko(b), (x,z)<0. 4.112)
T
In der Umgebung des Ursprungs haben haben die speziellen Funktionen die Entwicklungen
2
Jo(a) =1~ (5) +0(a")

2
2 2
No(a) = = [1 _ (%) } logg n % + O(a?) 4.113)

1+ 921 b + O(b%)
5 g5~ ;

wobei v = 0.577215 . .. die Euler-Konstante ist. Fiir grofe Argumente haben sie die asym-
ptotischen Entwicklungen

Ko(b) = —

4
No(a) ~ ,/% sin (a - g) (4.114)

2 2
5 — Ty My
a b
und den Formeln
Jo(a) = —=Ji(a), Nj(a) = —Ni(a), K{(b)=—Kq(b). 4.115)

erhalten wir innerhalb und auBerhalb des Lichtkegels

2 2

S (Ni(a) +ie@”) (@) und O f(tr) = TIKI(b). (4.116)

)

Der Np-Anteil von f in (4.111) innerhalb des Lichtkegels geht stetig in die Funktion f
auflerhalb des Lichtkegels iiber. Aber der Term proportional zu Jj fithrt zu einer Unstetigkeit

arf(ta T) =
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am Lichtkegel. Durchsto8t man den Lichtkegel von innen nach auflen, so springt wegen
(4.113) die Funktion f um —ie(2°)/2. Dieser Sprung fiihrt zu einer 6-Distribution in der
Ableitung von f,

O, f(t,r) = fée(:po) (5(t— 1)+ 8(t+ 7)) + - = —ire(a®)5(82 —r2) + ...,

wobei die Punkte fiir die in (4.116) bereits berechneten Terme stehen. Damit ergibt sich fiir
die 2-Punkt Funktion die explizite Formel

W) = 1 e(e)0(?)
P (o DI 25 )Y

4.8 Aufgaben

Um die Notation zu vereinfachen lassen wir im Folgenden die Hiite bei der Bezeichnung
von Operatoren weg.

Aufgabe 1: Linear chain of coupled oscillators

Consider a system of N particles with equal masses m on a one-dimensional chain with
lattice constant (separation of equilibrium positions) a. Let each particle move in a harmonic
potential (€2) and couple nearest neighbors harmonically (£2) as well. For the n-th particle
of the chain, denote its displacement from equilibrium ¢,, and its momentum p,,. Then, the
Hamiltonian of the system reads

N—-1 o 9 9
st ms 5 mEG 4
H= = —Gn_1)" +
= 2m 2 (n = 1) 2 "

To diagonalize H, we introduce the normal coordinates and momenta Q3 and Pj:
1 ikan m —ikan
Qn:mzk:e Qr , o= nzk:e Py,

which inherit the canonical commutation relations form g, and py,, i.e., [Qk, Pi] = 0y i/,
while the other commutators vanish.

1. Choose periodic boundary conditions, i.e., gy = gn and determine the possible values
that & can take (1% Brillouin zone (BZ)) for even or odd N respectively.

2. Prove the orthogonality relation
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which holds as long as k and k" are both within the 1% BZ, use it to show that the
Hamiltonian can be written as

1 f f
H = 5 ;(Pkpk —l—w,%Qka),

and determine wi. Plot wy, > 0 as a function of & for {29 = 0 and for 2y # 0 (choose
the other parameters as you please). Interpret the result.

3. Now go back to the initial definition of H above and write down the Hamiltonian
equations of motion for each ¢,, and p,,. Then, after introducing

m

Q(xat)ZQn(t) — p(:l?,t):pn(t)\/’l’%,

a

perform the continuum limit @ — 0, N — oo, keeping L = aN, p = 7 and v = Qa
constant and show that in this limit the equations of motion assume the form of a
one-dimensional Klein-Gordon equation for the field ¢(x, t).
Aufgabe 2: Lorentzinvariantes Mass
Wir wollen uns davon iiberzeugen, dass
dk
— wp=Vk*+m? (h=c=1)
2wy,
ein lorentzinvariantes Mass auf der Massenschale &,k = m? definiert. Beweise dazu

/oo Ak §(K? — m2)0(k0) = ——

Y
— 00 ka

wobei 0 die Stufenfunktion ist. Warum folgt daraus, dass dk /2wy, ein invariantes Mass auf
der Massenschale definiert.

Aufgabe 3: Feldoperatorn im Impulsraum

Das Quantenfeld und die Impulsdichte im Ortsraum sind Linearkomponenten der Felder im
Impulsraum,

¢(m):/dp<z>(p)u,,(m) und W(w):/dpfr(p)up(m),

wobei die Fouriermoden u,, in (3.60) definiert wurden. Fiir die Operatoren in diesen Ent-
wicklungen erhélt man mit Hilfe der inversen Fouriertransformation

¢(p) = (up,¢) und 7(p) = (up, ™).

1. Zeige, dass fiir ein hermitesche Feld zusitzlich gilt

¢'(p) = ¢(—p) und #i(p) = 7(—p).
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2. Beweise folgende Kommutationsregeln fiir Feld im Impulsdichte im Impulsraum

[6(p), p(q)] = [7(p).7(q)] =0 und [§(p),7(q)] =1id(p + q).

3. Zeige, dass die Felder im Impulsraum folgendermaflen durch die Ab- und Aufsteige-
operatoren ausgedriickt werden konnen:

o(p) = 2:}{)(% + aT_p), 7(p) = E(ap — aT_p).

Aufgabe 4: Energie und Impuls

In der Vorlesung wurden Energie und Impuls fiir ein reelles Skalarfeld berechnet:
H= /du(p)wpaj,ap und p = /d,u,(p)p al,ap.

Dabei ist [ap, az] = 2wpd(p — q). Beweisen sie die Formeln
1. [P, P,] =0
2. [Pu,a;r,] = pua;f,, [Py, ap| = —puap wobei ) = wp ist.

3. eigpai,e_igp = eifpa;,,

eigpape_igp = e_ifpap, EP =¢1P,.
4. Berechnen sie nun U (€)¢(z)U~1(€), mit Translationsoperator U (§) = €&

Aufgabe 5: Heisenberg picture

Consider a charged scalar field in the Schrédinger picture:

(@) = [ du(p) (apup(@) + b (@)
Now transition to the Heisenberg picture by introducing time dependent operators
ap () = ethape—th ’
etc., where H denotes the Hamiltonian of the theory. Show that, in the Heisenberg picture,

1

@) = s [ dnto) (e + ).

where px = x,p".

Aufgabe 6: Coherent states

Consider a hermitian scalar field ¢(x) given by

(@) = [ du(p) (apup(@) + ahuy(a))

A. Wipf, Quantenfeldtheorie



4. Das freie massive Skalarfeld 4.8. Aufgaben 64

where we use notation established on previous exercise sheets. Now consider the coherent
state |n), defined by

i) =exp | [ dutwnpial] o)

where 7(p) is a normalizable function defined on the mass shell p?> = m?, p° > 0:

/ du(p)ln(p)f? < %

1. Show that |n) is an eigenstate of the annihilation operator a(p) and therefore diago-
nalizes the annihilation part of ¢(x).

2. Show that coherent states |71) and |r2) are non-orthogonal for 71 (p) # n2(p). Are
they normalized?

3. Let [{n,p}) = |ni1,p1;n2, p2;...;nN, pn) denote a state in Fock space with n;
particles of momentum p;, ny particles of momentum po, etc. Show that |n) can
be used as a generating function for |[{n, p}).

4. Now define ¢ as the smearing of ¢(x) (which is an operator-valued distribution)
with some suitable test function f(x):

bf = / B f(z)(z)

One may study the probability distribution of ¢ in a state [{n, p}), defined as

ingy (@) = (26005 ~ @)l{m,p}) = [ 57 e (. pHe*¥ |, p)

Since |n) generates the |{n,p}), the problem of finding py,, 53 () reduces to that
of finding (11 |€?*%s |n2). Thus, compute (11 |e?*%7 |n,). Then, show explicitly that the
vacuum distribution po(ar) = (0]0(¢s — «)|0) is a Gaussian distribution centered
around a = 0 with a variance 0% = [ du(p)|f(p)|?, where

F(p) = / @ up(z) ()

is the Fourier transform of f(x).

Aufgabe 7: Charge conjugation for the complex scalar field

The charge conjugation operation for the quantized complex scalar field is defined by

¢ (x) = Cop(x)C" = negl(x)

where the charge conjugation operator C is unitary and leaves the vacuum state invariant,
C|0) = |0). n¢ is a complex number.
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1. Show that, for the annihilation operators a, and by,

CapCT =nchbp Cb,,CJr = neap

2. Consider the one-particle states
ja,p) = abl0) ,  [b.p) = b}[0)

and show their transformation behavior under charge conjugation,

Cla,p) =nclb,p) , Clb,p) = ncla, p).
3. Show that the Lagrangian describing a free complex scalar field is invariant under
charge conjugation.
4. How does the charge operator transform under charge conjugation?

Aufgabe 8: Derivation of the Yukawa potential from Quantum Field Theory

Consider a real scalar field ¢(z) in the presence of a classical static source described by the
density S(x),

1 1
L= 0,00") §m2¢2 + 5S¢
1. Find the Hamiltonian of the theory and write down the classical equations of motion.

2. The quantization of the scalar field can be summarized as follows:

oL
m™ =,
d¢

o(x) —/du(p) (apup(w) +a1,u:,(w)) ,
w(2) =1 [ du®)ep (apup(@) ~ ahuiy(a)) |

[m(2), ¢(y)] = —id(z —y)

where up = W@i”'w. Construct the Hamiltonian of the quantized theory using

the Fourier components of S(x),

1 ipx
S(.’B) :/d3p WSP ep .

Use the fact that the density S(x) is a real quantity in order to express S_j, in terms
of Sj,. Why is this the case?

3. Use the following canonical transformation,

ap =bp+1np , where n,cC |,
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to rewrite the Hamiltonian in such a way that only terms of the form pr by and com-
plex valued terms remain. This is possible by choosing an appropriate 1, € C.

How does the spectrum of the Hamiltionian change in the presence of the source as
compared to the free Hamiltonian (i.e., S = 0)? What is the physical interpretation
of this result?

4. Now calculate explicitly the interaction energy of two point charges ¢; and ¢o, located
at positions x; and xp respectively, i.e. use

S(x) =qé(x —x1) + @i(x — x2)

There will be divergent self-energy contributions appearing in the calculation. How
can you identify them and distinguish them from the interaction energy of the two
charges at two different spacetime points? Calculate the interaction energy. Does the
result seem familiar? What is the physics behind it? What happens in the limit m —
0?
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5 Elektrodynamik

Die ilteste und erfolgreichste Quantenfeldtheorie ist die Quantenelektrodynamik, die Theo-
rie des quantisierten elektromagnetischen Feldes und des quantisierten Elektronenfeldes.

Die Normalmoden des freien elektromagnetischen Feldes sind unendlich viele ungekoppel-
te harmonische Oszillatoren, zwei Oszillatoren fiir jeden erlaubten Wellenzahlvektor. Das
Feld wird quantisiert, indem jeder Oszillator die kanonischen Quantisierungsregeln erfiillt.
Anregungen und Abregungen dieser Oszillatoren sind gleichbedeutend mit Zunahme und
Abnahme von Feldenergie und Feldimpuls, also mit Emission und Absorption von Photo-
nen. Die Quantisierung des Strahlungsfeldes scheint einfach und zwingend zu sein, aber
sie bedeutete einen groBen Fortschritt in der Physik. Die Theorie des quantisierten elek-
tromagnetischen und Elektronenfeldes, die Quantenelektrodynamik QED, ist eine hochst
erfolgreiche physikalische Theorie. In diesem einfithrenden Kapitel werden wir allerdings
nur die Quantisierung des Maxwell-Feldes besprechen.

5.1 Klassische Theorie

Zuerst zerlegen wir das elektromagnetische Feld in Normalmoden. Dies geht am besten,
wenn wir Potentiale einfiihren,

0A

B=VxA und E:—th—ﬁ,

(5.1)

so dass die homogenen Maxwellgleichungen erfiillt sind. Die Potenziale sind durch die
physikalischen Felder E und B nicht eindeutig festgelegt. Die Transformation

A— A+ VA (5.2)

dndert die magnetische Induktion nicht. Damit das elektrische Feld nicht dndert muss gleich-
zeitig das skalare Potential transformiert werden,

oA
¢— ¢— e (5.3)

Die beiden letzten Transformationen konnen mit (2.54) folgendermaBlen geschrieben wer-

den,
A, — A; = A, — 0.\ 5.4
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Es sind Eichtransformationen mit einer beliebigen Eichfunktion A. Die physikalischen Fel-
der sind eichinvariant und zwei 4-er Potentiale A, und Aj, sind physikalisch vollig dqui-
valent — man spricht von der Eichinvarianz der Elektrodynamik. Es ist nicht offensichtlich,
dass die folgende Formulierung eich- und lorentzinvariant ist. Wir werden dieses Problem
zunéchst ignorieren.

5.1.1 Normalmoden in Coulombeichung

Wir wihlen eine Eichbedingung, die schnell physikalisch sinnvolle Ergebnisse liefert. Dies
ist die sogenannte Coulomb-, Strahlungs- oder transversale Eichung. In Abwesenheit von
Ladungstrigern verschwindet in der Coulombeichung das skalare Potential und das Vek-
torpotential hat keine Quellen,

=0 und V- -A=0. (5.5

Die ,,inhomogenen Maxwellgleichungen® im Vakuum

VxB—aalf—O , V- E=0 (5.6)

sind dann gleichbedeutend mit der Wellengleichung fiir das Vektorpotential,

0%A

92 AA=0A=0. 6.7
Nun wihlen wir einen vollstindigen Satz von Losungen dieser Wellengleichung welche
zusitzlich die Eichbedingung (5.5) erfiillen. Im vorangehenden Kapitel 4 wurde bei der
Quantisierung des freien Skalarfelds im unendlichen Raum ebene Wellen mit kontinuier-
lich Frequenzen und Wellenzahlvektoren benutzt. In diesem Kapitel quantisieren wir das
Photonenfeld im kubischen Kasten mit Linge L und Volumen V = L2 und fordern (der
Einfachheit halber) periodische Randbedingungen. Wir beschreiben also ein Gas von Pho-
tonen im kubischen Hohlraum.
Die Komponenten des Vektorpotentials sind Linearkombinationen von ebenen Wellen e*%,
wobei fiir periodische Felder die Wellenzahlvektoren k auf einem Gitter liegen,

k= %n n e 73, (5.8)

Spezielle Losungen von (5.7) schwingen harmonisch in der Zeit,
A(t,x) = e Wiy (N, ), mit wy = |k| (5.9

und sind auf Eins normierte stehende Wellen im Kasten,

ur(\, ) = \lﬁve,\(k)eik'm. (5.10)

A. Wipf, Quantenfeldtheorie



5. Elektrodynamik 5.1. Klassische Theorie 69

o27/L

ky

Abbildung 5.1: Mégliche Wellenzahlvektoren fiir Wellen im Kasten

Dabei sind €)(k), A = 1,2 zwei linear unabhingige Einheitsvektoren. Diese miissen senk-
recht zu k sein damit die Coulombeichung (5.5) erfiillt ist. Zu jedem Wellenzahlvektor k
gehoren also zwei unabhéngige und zur Ausbreitungsrichtung senkrechte Polarisationsvek-
toren. Als Orthonormalbasis in der Fliche senkrecht zur Ausbreitungsrichtung wihlen wir
zwei linear polarisierte reelle Vektoren e (k),

61(k) X Eg(k) = I;Z, €)\(k) . E,‘)\/(k) = (5>\)\/, )\, N = 1, 2, (5.11)

oder zwei zirkular polarisierte komplexe Vektoren,

1

ex(k) = ]Fﬁ (e1(k) L ieo(k)) mit e4(k)=—€" (k). (5.12)
Die zeitabhingig Vektoren
R (ex(k)e k) = _ 1 (e1(k) coswyt £ eo(k) sinwyt)

V2

beschreiben eine Kreisbewegung in der Ebene senkrecht zur Ausbreitungsrichtung.

Der Raum der vektorwertigen, transversalen und quadratintegrierbaren Funktion bezeich-
nen wir mit Li(V). Fiir jede feste Zeit bilden die Losungen der Form (5.10) eine vollstéin-
dige Orthonormalbasis in diesem Raum,

/dm up(\, ) - up (N, ) = Op prOr v, up = u_g. (5.13)

Eine transversale und reelle Losung der Wellengleichung lésst sich nach dieser Basis ent-
wickeln,

1 : .
At,x) = —— (ax(k)e “Fuk (N, ) + aj (k)e“Hug (N, z)) (5.14)
)\,Zk v 2w
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Mit (5.6) finden wir das transversale elektrische und transversale magnetische Feld

E(t,z)=1i P (ay(k)e Ry (N, z) — K.k
S5 e )

B(t,z) =1 /= k x (ax(k)e “Hup (N, z) — k.k.) . (5.15)
Ak

| &1 vl &

Energie des Strahlungsfeldes: Um die Energie des Strahlungsfeldes zu berechnen
benutzen wir die Orthogonalitétsrelationen (5.13) und finden

1
E= 2/d:r, (E®+ B?) =) _wyaj(k)ax(k). (5.16)
WA
Setzen wir noch
1 —iw * iw
Dk (t) == (ax(k)e™4 + aj () ) (5.17)
1 (.Uk —iwkt * iwkt
Prk(t) = 2 (aA(k)e —ay(k)e ) (5.18)

dann finden wir fiir die Energie den einfachen Ausdruck

1

E=H(q.p) =) 5 Rk +witis)- (5.19)
Ak

Als Konstante der Bewegung ist die Hamilton-Funktion H zeitunabhéangig.

Die {q, p} sind kanonisch konjugierte Variablen, denn es gilt

oH (5.18) .
= Wik = —DPxrk
Ok F
OH 5.18) .
3 = Pk (19 G k- (5.20)
Dk

Die Hamiltonfunktion (5.19) beschreibt unendlich viele ungekoppelte harmonische Oszil-
latoren, zwei pro Wellenzahlvektor k. Damit haben wir die Maxwellsche Theorie in eine
Form gebracht in der wir die Regeln der kanonische Quantisierung anwenden kdnnen.

5.2 Quantisierung des Strahlungsfeldes

Nachdem es uns gelungen ist, das Strahlungsfeld als Anzahl von ungekoppelten Oszilla-
toren darzustellen, behandeln wir diese nach den Regeln der Quantenmechanik. Wir inter-
pretieren die {q x, pxk } als Operatoren in einem Hilbertraum 7, welche die kanonischen
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Vertauschungsrelationen

(G0, PN k'] = 10k k7 Ox \
[Gn k> O k] = [PAks Py k] =0 (5.21)

erfiillen. Wir benutzen die gleichen Symbole wie in der klassischen Mechanik um die No-
tation einfach zu halten. Genauso wie bei der Behandlung des harmonischen Oszillators
ist es nun bequem, die dimensionslosen Ab- und Aufsteigeoperatoren (Leiteroperatoren,
Vernichtungs- und Erzeugungsoperatoren) einzufiihren,

ax(k) = (wWkdr ke + 1Prk)

al(k) = o (Wrdrk — iDAk) 5 (5.22)

welche den Vertauschungsrelationen
[ax(k), al, (K)] = S dan und - [ax(k). an (k)] = [} (k). ()] =0 (5.23)

gehorchen. Die Relationen zwischen den Operatoren in (5.22) sind identisch zu den Rela-
tionen zwischen den Entwicklungskoeffizienten in (5.18) und entsprechend finden wir fiir
das quantisierte Vektorpotential in der Coulombeichung die Entwicklung

Alz) = Az; , /2; (ax(kywe (0, ) +af (kyup (A, @) (5.24)

Es ist ein drei-komponentiges operatorwertiges Feld mit Vernichtungs- und Erzeugungs-
operatoren als Entwicklungskoeffizienten. Im Heisenbergbild ist A (z) zeitabhiingig und im
Schrodinger-Bild zeitunabhéingig. Im Folgenden werden wir den Hut iiber den Operatoren
weglassen um die Notation zu vereinfachen.

Photonen: Der Zustand, in welchem alle Oszillatoren im Grundzustand sind, identifi-
zieren wir mit dem Vakuum und bezeichnen dieses wieder mit |0). Es wird von allen Ab-
steigeoperatoren vernichtet,

ax(k)|0) =0, VA k. (5.25)
Der normierte Fockzustand
i 1
[Py s Mg ks - - k) = | | '(ali(ki))th 10) (5.26)
i=1 VT iki:
erfullt
N (R [7g ks - -5 Mg kee) = Tonks [T Brs -+ -5 TG ) (5:27)

wobei Ny (k) = a;(k)a)\(k) ist. Bei Quantisierung im unendliche Raum sind Fockzu-
stinde nicht normierbar und aus ihnen gewonnene Wellenpakete kdnnen normiert werden.
Dagegen sind die Fockzustinde im endlichen Volumen normierbar.
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Wir interpretieren (5.26) als Zustand, der ny, , Photonen der Sorte (A1, k1), N, k, Pho-
tonen der Sorte (Ao, k2), etc. beschreibt. Ny (k) zéhlt dann die Anzahl Photonen der Sorte
(A, k). Wir werden bald zeigen, dass k; die Impulse und )\; die Polarisationen der Photonen
sind. Aus (4.24) folgt, dass ai\(k:) ein Photon der Sorte (), k) erzeugt und a) (k) ein derar-
tiges Photon vernichtet. Deshalb heillen sie auch Erzeugungs- und Vernichtungsoperator.

Die Eigenzustinde (5.26) der Anzahloperatoren N) (k) fiir alle moglichen endlichen Se-

quenzen A, ki, Aa, ko, ..., A, ks bilden eine orthonormierte Basis im Hilbertraum der
quantisierten Hohlraumstrahlung. Wir notieren noch, dass die Zustédnde (5.26) bei Permuta-
tionen der A1, k1, A2, ko, . . ., As, ks symmetrisch sind, d.h. die Photonen geniigen der Bose-

Einstein-Statistik.

5.2.1 Energie, Impuls und Drehimpuls

Fiir den Hamilton-Operator des Strahlungsfeldes wihlen wir den Ausdruck (5.19), worin
wir die (g, p) Operatoren durch Auf- und Absteigeoperatoren ersetzen,

H= % > wr (ai(k)ak(k) + aA(k)af\(k)) = wi <a§(k)¢u(k) + ;) (5.28)
Ak Ak

Der Term %wk ist die uns gut bekannte Nullpunktsenergie des harmonischen Oszillators.
Die Summe aller Nullpunktsenergien ist divergent. Im homogenen Raum ist die Energie
sowieso nur bis auf eine additive Konstante bestimmt, und wir kdnnen sie einfach ignorie-
ren. Fiir nichthomogene Systeme konnen Anderungen dieser divergenten Nullpunktsener-
gie aber durchaus beobachtbar werden. Der Casimireffekt ist ein derartiger beobachtbarer
Effekt der als Anderung der Vakuumenergie interpretiert werden kann. Wiirden wir beim
korrespondenzmissigen Ubergang vom klassischen Ausdruck (5.19) fiir die Energie zum
Hamilton-Operator eine andere Operatorordnung wéhlen, dann wiirden wir im Allgemei-
nen eine andere Nullpunktsenergie finden.

Vernachlissigen wir die Nullpunktsernergie, dann ist

H =" wpal(k)ax(k) = weNa(k). (5.29)
Mk Nk
Da die Vernichtungsoperatoren rechts stehen, gilt
H|0) = 0. (5.30)
und wegen (5.27)
S
ALty - -5 P ) = (Z M&-W) ALty - - A )- (5.31)
i=1

Die Vertauschungrelationen

[H, al (k)] = we[Na(k), al (k)] = wpal (k) und  [H,ax(k)] = —wrax(k)  (5.32)

A. Wipf, Quantenfeldtheorie



5. Elektrodynamik 5.2. Quantisierung des Strahlungsfeldes 73

machen nochmals deutlich, dass a;(k) und a) (k) ein Quant mit Energie wy, erzeugen und

vernichten. Sie zeigen auch, dass im Heisenbergbild die Operatoren dieselbe Zeitabhéngig-
keit haben wie die klassischen Grof3en,

ax(k)(t) = e"“ay(k)(0) und al(k)(t) = e“*al (K)(0). (5.33)

Zur Berechnung des Impulses und Drehimpulses von (E, B) braucht es die explizite Form
der Feldoperatoren,

i
E = — 3 Vo (ak)u(\2) - a (k) ui (A, @) (5.34)
V2
i .
B — Ez,ﬁwkk X (a,\(k)uk(/\,:v) - an\(k)u,’;(/\,:v)) . (5.35)
Fiir den Impuls ibernehmen wir den korrespondenzméssigen Ausdruck
P:/da:ExB. (5.36)

Mit Hilfe der obigen Modenentwicklungen fiir die Feldoperatoren findet man

P =Y kNi(k). (5.37)
ANk

Wie erwartet trigt der Vakuumzustand keinen Impuls, P|0) = 0. Beachte, dass hier kein
divergenter Nullpunktsimpuls auftritt. Die Fockzustdnde haben den Impuls

S

P|n>\17k1’ s ’n>\57ks> = (Z n/\iykiki) |n>\1,k17 s 7n>\87ks> (5.38)

i=1

Wir folgern, dass k der Impuls und wy, die Energie eines Photons der Sorte (\, k) ist, in
Einklang mit der Einstein’schen Photonenhypothese.

Polarisation: Photonenzustinde mit gleichem k konne sich durch ihre Polarisation A
unterscheiden. Klassisch verstehen wir darunter die Schwingungsrichtung des elektrischen
Feldes in der Ebene senkrecht zu k. Nun kann man zeigen, dass die Komponente des Dre-
himpulses eines Photonzustandes zu den Basisvektoren € (k) in Richtung k gleich +1 ist.
Man sagt, die Helizitdit des Photons sei £1.

Um dies zu beweisen setzt man die Modenentwicklung fiir das quantisierte Strahlungsfeld
in den korrespondenzmaéssigen Ausdruck fiir den Drehimpuls-Operator

J:/dmmx(ExB) (5.39)
ein. Man findet nun, dass |k, +) Eigenzustéinde der Komponente des Drehimpulses in Aus-

breitungsrichtung sind,
J - klk,+)==x|k,£). (5.40)
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5.3 Kausalitat und Unbestimmtheit

Die kanonische Quantisierung der klassischen Elektrodynamik ordnen jedem Raumzeit-
punkt Observablen, zum Beispiel die Feldoperatoren E, B oder die Energiedichte zu. Der-
artige Operatoren heilen lokale Observable. Nicht alle Observablen vertauschen und es
existieren Unbestimmbheitsrelationen, die untere Schranken an die Genauigkeit setzen, mit
der ein bestimmtes Paar von lokalen Observablen im gleichen Zustand gemessen werden
kann.

In der lorentzinvarianten Maxwell-Theorie sollten sich zwei Messungen an raumartig ge-
trennten Raumzeit-Punkten! z = (¢,2) und 2’ = (¢, z') gegenseitig nicht beeinflussen.
Deshalb sollte eine lokale Observable bei 2 mit einer Observablen bei 2’ vertauschen. Wir
fordern diese Kausalititsbedingung fiir alle relativistischen Quantenfeldtheorien und nicht
nur fiir die quantisierte Elektrodynamik. Mehrere wichtige Eigenschaften von quantisier-
ten Feldtheorien folgen aus dieser natiirlichen Forderung. Die erstaunlichste ist vielleicht
das Theorem {iiber die Beziehung zwischen Spin und Statistik, die im Rahmen einer nicht-
relativistischen Theorie nicht beweisbar ist. In einer relativistischen QFT ist die Beziehung
ein Theorem. Eine anderer wichtige Konsequenz der Kausalitdtsbedingung sind Aussagen
iiber Antiteilchen. Zum Beispiel sind Masse und Lebensdauer eines Teilchens und seines
Antiteilchens gleich.

5.4 Kommutatoren der Feldoperatoren

Alle Kommutatoren zwischen lokalen Observablen in der Elektrodynamik (ohne Mate-
rie) folgen aus dem Vertauschungsregeln fiir das elektromagnetische Potential. Die Ver-
tauschungsregeln fiir Komponenten des Vektorpotentials (5.24) an verschiedenen Raum-
zeitpunkten folgen aus (5.23,5.10) und (5.33)

Aie), Ay )] = 3 5

2w
ke 2k

(e—ik:(x—y)gi()h k)i (X k) — k;k) . (5.41)

Der Tensor ) _, € ,\(k)ef\(k) auf der rechten Seite hingt nur von k ab und projiziert auf die
Ebene senkrecht zur Ausbreitungsrichtung, also ist

> e\ k)eS (N k) = i — 172] . (5.42)

A

Also finden wir folgende Kommutatoren der Feldoperatoren zu verschiedenen Zeiten,

[Ai(z), Aj(y)] =i (5@-]- — 8?) Ao(z —y), (5.43)

"Besser wiire es, von Messungen in einer offenen Umgebung zu sprechen.
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worin Ag die Pauli-Jordan Funktion fiir masselose skalare Teilchen im Kubus mit periodi-
schen Randbedingungen (auf dem 3-Torus) ist,

1 eik~:1: )
Ao(z)=—=> sin wt. (5.44)

|4 w
k k

Der auf die Pauli-Jordan Funktion wirkende Operator in (5.43) ist die Ortsraumdarstel-
lung des Projektors ¢;; in (5.42). Wegen der periodischen Randbedingungen ist der Raum
ein translationsinvarianter 3-Torus und deshalb hingt der Kommutator nur von x — y ab,
dhnlich wie im unendlichen Minkowski-Raum. Als Kommutator zweier hermitescher Fel-
doperatoren ist die rechte Seite ein antihermitescher Operator, in unserem Fall eine imagi-
nire Funktion, multipliziert mit dem Einheitsoperator. Wegen w = | k|, der Antisymmetrie
A(—t,z) = —A(t, ) und der Vollstindigkeit der exp(ik - x) gelten

OAo(z) =0, Ag(0,z) =0, OAu(t,x = —5%(z). (5.45)

M=o

Der Ubergang vom Kasten mit Volumen L3 zum Euklidschen Raum geschieht durch fol-
gende Ersetzungen,

(27)? (2m)

Insbesondere strebt A in (5.44) gegen die Pauli-Jordan Propagatorfunktion des masselosen
Skalarfeldes im Minkowskiraum,

1
ED I / &k  nd %5%, Sk — K. (5.46)
k

o 1 - .
Ay(t, ) Lo _ o) /i: R T sinwgt, wp = |k|. (5.47)

Die explizite Berechnung des Integrals wird eine Ubungsaufgabe sein. Man findet

No(t,r) = —%e(t)é GETSE yp (S(t+71)—6(t—1)). (5.48)

Diese Funktion extrahierte man auch aus der Pauli-Jordan Funktion fiir massive Felder

(3.76) indem man den Grenzprozess m — 0 durchfiihrt. Sie hingt wegen der Isotropie

des Minkowskiraums nur von der Zeit und dem rdumlichen Abstand vom Ursprung ab und
lost die Wellengleichung

0% 19
OAg(t,r) = = — —== 71 | Ao(t,r) =0. 5.49
0( )T) (atQ ror T) 0( ’T) ( )

Wie erwartet fiir Lichtausbreitung hat sie ihren Triger auf dem Vorwirts- und Riickwirts-
lichtkegel.

Mit (5.43) finden wir fiir den Kommutator zwischen dem Potential und elektrischen Feld
E = —0; A zu gleichen Zeiten

[Ai(t, ClI),Ej(t, y)] = —i <5’U — aLAa]> 5(.’1) — y) (550)
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Wie erwartet ist der Kommutator unabhiingig von der Zeitschicht. Er ist auch vertrédglich
mit der Coulombeichung und dem GauB3schen Gesetz VE = (.

Nun berechnen wir die Kommutatoren der elektromagnetischen Felder zu verschiedenen
Zeiten. Fiir die Komponenten des elektrischen Feldes finden wir aufgrund der Translations-
invarianz den Ausdruck

2
[B:(a), Ej(0)] = ~ o5 [Aile), A;0)] 551

Fiir den Propagator der Potentiale setzt man das Resultat (5.43) ein und benutzt die Fi-
genschaften (5.45) der dabei auftretenden Propagatorfunktion. Ahnlich findet man auch die
Kommutatoren der Komponenten des quantisierten Magnetfeldes B = V x A und den
Komponenten des elektrischen und magnetischen Feldes:

2 2
i), B0 = =1 (35 53 — 50 ) Sole)
2
[B:(2), By (0)] = e gy o Bol).

Da D die Wellengleichung erfiillt, haben die Komponenten des elektrischen und magneti-
schen Feldes dieselben Kommutatoren,

[Ei(x), E;(0)] = [Bi(x), Bj(0)]. (5.53)
Die Kommutationsregeln fiir die Komponenten des Feldstirketensors lauten

[F (), Fap(0)] = i (0400005 + M50u00 — Musdu0a — Ma0udp) Do(z).  (5.54)

Diese Vertauschungsregeln fiir die eichinvarianten Felder sind kovariant, im Gegensatz zu
den Vertauschungsregeln fiir die Komponenten des Potentials in der Coulombeichung.

Da Ag seinen Triger auf dem Lichtkegel hat, verschwinden die Kommutatoren zwischen
elektromagnetischen Feldern an zwei Raumzeitpunkten = und y, wenn diese nicht durch
einen Lichtstrahl verbunden werden konnen, d.h. wenn ihr Differenzvektor x — y nicht
lichtartig ist, z.B.

(z,x) # 0= [Fu(x), Fop(0)] = 0. (5.55)

Das Kausalitdtsprinzip fiir das freie elektromagnetische Feld ist eine Konsequenz der ver-
schwindenden Ruhemasse des Photons oder der Tatsache, dass die Losungen der Maxwell-
gleichungen mit Lichtgeschwindigkeit propagieren. Fiir Theorien, die massive Teilchen be-
schreiben, zum Beispiel das massive Z°-Bosonen der elektroschwachen Wechselwirkung,
konnen die Propagatoren fiir zeitartig getrennte Punktepaare ungleich Null sein.
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5.4.1 Unbestimmtheitsrelationen

Von besonderem Interesse fiir die Messungen an einem Quantensystem sind die Kommuta-
toren von Observablen zu einer festen Zeit. Ein vollstindiger Satz von kommutierenden Ob-
servablen werden zur Priparation (Festlegung) eines reinen Zustandes bendtigt. Da Ay (¢, r)
eine ungerade Funktion der Zeit ist folgt sofort

[Ei(z), Ej(y)] = [Bi(z), Bj(y)] = 0. (5.56)

Im Kommutator von elektrischem und magnetischem Feld erscheint nur die erste Zeitablei-
tung und mit (5.45) folgt

[Ei(z), B;j(y)] = —i€ijr0k8° (z — y). (5.57)

Zu einer festen Zeit konnen wir entweder das elektrische Feld oder das magnetische Feld im
ganzen Raum scharf vorgeben, nicht aber beide. Es sind zwei komplementire Feldvariablen,
dhnlich dem Ort und Impuls eines Teilchens.

Die Unbestimmtheitsrelationen folgen aus der allgemeinen Beziehung zwischen dem Pro-
dukt von Unschirfen zweier Observablen und ihrem Kommutator: Fiir zwei Observablen
A1, Az und irgendeinen Zustand gilt

1
AAAA > S[([ A1 As))| (5.58)
Wir betrachten den iiber ein kleines Raumzeitgebiet O gemittelten Feldoperator
1 4
E(O)=— [ d*z E(x). (5.59)
0] Jo
Dann gelten wegen der ersten Beziehung in (5.52) die Unschérferelationen
d*z d4y 0? 0?
— —= | bji=—— —=— )| Aoz —y)|. (5.60
/01 01] Jo, 104 ( 4 o2 axzaxa> ofz y)‘ (5.60)
Ahnlich wie fiir Impuls und Ort finden wir eine zustandsunabhdingige untere Schranke fiir
das Produkt der Unschirfen, da der Kommutator zwischen Komponenten des elektrischen

Feldoperators ein Vielfaches von 1 ist. Sind die beiden Gebiete raumartig oder zeitartig
getrennt, dann verschwindet das Produkt der Unschirfen.

AE;(0))AE;(Oy) >

5.5 Casimir Effekt

Die Quantenfluktuationen des Strahlungsfeldes haben zur Folge, dass zwischen zwei unge-
ladenen Platten (metallisch oder dielektrisch) im Vakuum ein Kraft wirkt. Die Fluktuationen
werden durch die Platten verindert und dies fiihrt zu einer Anderung der Nullpunktsenergie
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des Strahlungsfeldes. Dieser Vakuumeffekt wurde bereits 1948 von CASIMIR vorausgesagt,
wurde zwischenzeitlich gemessen und trigt seinen Namen.

Fiir grofle Platten kann die Casimirkraft pro Flichenelement bis auf einen Faktor bereits
iber ein Dimensionsbetrachtung gewonnen werden. Sie hingt nur von A, ¢ und dem Plat-
tenabstand d ab. Da e?/hc dimensionslos ist, hat ic/d? die Dimension einer Kraft und
deshalb ist der gesuchte Ausdruck fiir die Kraft pro Fliche o« hic/d*. Im Folgenden wird
der Proportionalititsfaktor bestimmt. Wir benutzen dabei wieder natiirliche Einheiten.

Wir betrachten den einfachsten Fall von zwei ,,unendlich* groflen planparallelen und ideal
leitenden Metallplatten. Das elektrische und magnetische Feld miissen die aus der Elektro-

Abbildung 5.2: Casimireffekt zwischen zwei ideal leitenden Platten

dynamik bekannten Randbedingungen erfiillen: F ist senkrecht und B tangential zu den
Platten.

Wir schliefen das Strahlungsfeld in einen Kasten mit ideal leitenden Winden bei z = 0 und
z = d ein und nehmen an, dass L > d sei. In die « und y Richtung wihlen wir periodische
Randbedingungen. Mit den Bezeichnungen in Abbildung 5.2 sind die méglichen Werte der
Wellenzahlvektoren

ke — 2mmg 2mm, TN
S\ L L d

) , Mg, my € Z, n € Ny, (5.61)

mit zugehoriger Kreisfrequenz wy, = |k|. Fiir n = 0 gibt es nur eine (TE) Mode?, wihrend
fiir n > 1 jeweils zwei Polarisationen existieren.

%Jackson, §8.4
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5.5.1 Regularisierung der Nullpunktsenergie

Die Energie des Strahlungsfeldes ist gleich der divergenten Summe der Nullpunktsenergien
wi /2. Aber wir sollten nicht vergessen, dass fiir hinreichend hohe Frequenzen selbst me-
tallische Platten durchsichtig sind. Die entsprechenden Moden liefern daher keinen Beitrag
zur Casimirkraft. Wir miissen die Nullpunktsenergie regularisieren

Ereg( Z wi X (awy) (5.62)

mit einer am Ursprung reguldren Abschneidefunktion xy mit x(0) = 1 und einer typischen
atomaren Skala a. Die Funktion strebe fiir groBe Argumente hinreichend schnell gegen Null,
so dass FE,¢g endlich bleibt. Fiir groBe Platten konnen wir die Summe iiber m,,, m, durch
ein zweifaches Integral ersetzen,

A
Z...Hw/dkxdky..., (5.63)

p,q

wobei A den Fliacheninhalt einer Platte bezeichnet. Damit ergibt sich fiir die regularisierte
Nullpunktsenergie pro Flicheneinheit

Ere/gx(d) - (2302 / Akpdhy D enwn(p) x (awn(p)) (5.64)

n=0

mit g = 1/2 und €, = 1 fiir n > 1. Die Nullpunktsenergien w,(p) hingen von der
Quantenzahl n, der Linge p von k| und vom Plattenabstand d ab,

m2n?
wn(p) =\~ + 0% =k =Rk (5.65)

Da der Integrand nur vom Betrag p des Vektors k| = (k,, k) abhingt, folgt

/dkzdkyf (wn(p)) = 271-/O dpp f (wn(p)) = 277/ /a dwpwn f(wn),
und entsprechend finden wir
reg _
=5 Z En /ﬂ/d duu? x(au). (5.66)

Die Abhingigkeit vom Plattenabstand riihrt nur von der d-Abhéngigkeit der unteren Inte-
grationsgrenzen. Deshalb fallt im Ausdruck fiir die Kraft das Integral weg,

10B ™ S g (T, (5.67)

A od 244 d
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Man beachte, dass die innere Ableitung einen Faktor 7n/d? beitrigt. An dieser Stelle wen-
den wir die Euler-MacLaurin-Formel

- > 1 1 1
_ - e L oem (5)
gyw»—é def(@)+ 350) = 1 fO) + "0+ 0 (FO0) . 569
auf die Funktion f(z) = 23x(max/d) an. Fiir diese Funktion haben wir

FO) = £10) = £'0) =0, f"(0)=6 wa 79 —0 (%)

und deshalb ist

in?’x (%) _/0 dx x X(Fd )+;l +O<Zz> (5.69)

n=1

Das Integral ist proportional zur vierten Potenz des Plattenabstandes,

> Tax d\* 1 [ 3
/Odmx<d)—<a> C, C—7r4/0 dyy°x(y).

und deshalb ist die (regularisierte) Kraft pro Flicheneinheit

laE}eg B |
A 0d 24044

(1+O( 2/al2 21/ dyy3x(y (5.70)

Fiir sehr gute Leiter ist der Term der Ordnung a?/d? sehr klein und darf vernachlissigt wer-
den. Der letzte Term hingt gar nicht vom Plattenabstand ab und ist auch vorhanden wenn
die Platten beliebig weit getrennt sind. Er divergiert, wenn wir den Regulator a entfernen,
a — 0. Dies ist kein wirkliches Problem, da wir auch noch den Beitrag von der Null-
punktsenergie auflerhalb der beiden Platten beriicksichtigen miissen. Dieser Beitrag hebt
den divergenten Term weg und wir finden schlussendlich eine anziehende Casimir-Kraft
pro Flidcheneinheit

Feas 7% he Feas[dyn] 1

Die zugehorige Casimir-Energie ist, bis auf eine irrelevante Konstante,

Ecas _ _ ™ he
A T20d3°

(5.72)

Das Endergebnis hingt, nachdem wir den Beitrag des Auflenraumes subtrahierten, nicht
mehr von der Abschneidefunktion y ab. Fiir jede glatte und geniigend schnell abfallende
Abschneidefunktion mit x(0) = 1 erhilt man dieselbe Casimir-Kraft.
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5.5.2 Experimentelle Situation

Nach dem ersten Experiment von SPARNAAY im Jahre 1959 gab es veschiedene Versuche
mit Dielektrika [29], welche alle in Einklang mit Lifschitzschen Theorie des Casimireffek-
tes fiir Dielektrika [30] waren. In der Zwischenzeit gelang es, den Effekt auch fiir metallbe-
schichtete Flachen nachzuweisen. LAMOREAUX bestimmte 1997 mit einem Torsionspendel
die Casimirkraft zwischen einer goldbeschichteten Kugel und einer Platte. Die Kraft wurde
fiir Abstidnde von 0.6 bis 6 um gemessen. Fiir diese geometrische Anordnung variiert die
Kraft wie 1/d®, und diese Version des Effektes wurde mit 5-10%-Genauigkeit besttigt. Ein
Jahr spiter benutzte MOHIDEEN und Mitarbeiter ein Kraftmikroskop (AFM) um die Kraft
zwischen einer aluminiuveschichteten Kugel und einer Platte zu messen [32]. Die Genauig-
keit war etwa eine Grolenordnung besser als bei LAMOREAUX, also etwa 1%. Die mit dem
AFM gemessenen Krifte waren fiir eine effektive Fliche von etwa 10 zm? im Bereich von
pN. Beim Vergleich von Theorie und Experiment muss man endliche Temperatureffekte be-
riicksichtigen. Tut man dies, so erhélt man die gestrichelte Kurve in der Figur 5.3, welche
auch die Daten der Arbeit [32] enthélt. In der ausgezogenen Kurve wurden auch noch Kor-
rekturen aufgrund der Oberfachenrauhigkeit beriicksichtigt. Danach ergibt sich eine sehr
gute Ubereinstimmung zwischen Theorie und Experiment. Fiir weiter Details verweise ich
auf den ausfiihrlichen Review von BORDAG, MOHIDEEN und MOSTEPANENKO [33].

Casimir Foree (107 N)

Abbildung 5.3: Vergleich von Theorie und Experiment fiir die Casimir Kraft zwischen einer Platte
und einer mit Aluminium beschichteten Kugel als Funktion des Abstands. Die aus-
gezogene Kurve ist die theoretische Vorhersage unter Beriicksichtigung von nicht-
idealen Bedingungen (Leitfahigkeit, Oberflichenrauhigkeit). Die experimentellen
Daten sind aus der Arbeit [32].
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5.6 Aufgaben

Aufgabe 1: Maxwellgleichungen als Euler-Lagrange Gleichungen

Die Maxwellgleichungen folgen aus dem Variationsprinzip fiir die lorentz- und eichinvari-
ante Wirkung

1 v
S§=-7 /d4$ Fu F*, Fuy = Ay — 0y Ay

Dabei sind die Komponenten von A,, die dynamischen Variablen. Beweise diese Behaup-
tung.

Aufgabe 2: Kommutatorfunktion fiir das masselose Skalarfeld

In der Vorlesung wurde das folgende Resultat benutzt

1 dk ija < — i — —
Ao(t,x) = ORE / w—ke sinwyt = y- (6(ct +71)—d(ct —1)).

Beweisen Sie diese Identitiit.
Hinweis: Man fiihre im k-Raum Kugelkoordinaten (|k| = wg, 6, ) ein und beweise zuerst

1
2m2r

Ap(x) /000 dwy, sin(wyt) sin(wgr) = Ag(t, 7).

Der Integrand ist eine gerade Funktion und das Integral ist die Hélfte des Integrals iiber die
reelle Achse. Nun erhélt man die Summe von J-Distributionen.

Aufgabe 3: Antivertauschungs-Relationen

Die Interpretation der Operatoren a;, a;-r, N; = azai (mit ¢ = 1, ... fiir verschiedene Teil-
chensorten) als Vernichter, Erzeuger bzw. Anzahloperatoren folgt aus den Relationen

[Ni,aj] = =60, [Ni,al] = 8ijal
und der Existenz eines Vakuumzustands |0) mit a;|0) = 0 fiir alle 1.
1. Beweisen Sie die Operatoridentitit [AB,C] = A{B,C} — {A,C}B.
2. Betrachten Sie Operatoren a;, a;r, die den Antivertauschungsregeln
{ai,a;} =0;j, alleanderen {.,,} =0
geniigen. Zeigen Sie, dass diese Operatoren die obigen Gleichungen erfiillen.

Aufgabe 4: Helicity

The angular momentum of the radiation field is given by

J:/d3xm/\(E/\B).
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Define the corresponding operator. Then, consider the component of J in the direction of
propagation, i.e., the projection
J -k

where k denotes the normalized vector. For a state

[k,e) = (al, + Bak,)[0)

determine the coefficients a und 3, such that the (normalized) state is an eigenstate of J - k.
(Here, the expansion of the field in terms of momentum modes and the operators aL 1/2 are
defined as in the lecture).

A. Wipf, Quantenfeldtheorie






6 Wechselwirkende Skalarfelder

Bisher untersuchten wir Quantenfeldtheorien mit quadratischen Lagrangedichten, deren
Feldoperatoren lineare Feldgleichungen gehorchen. Derartige Theorien beschreiben nicht-
wechselwirkende Teilchen. Im vorliegenden Kapitel untersuchen wir nun erstmalig wech-
selwirkende Quantenfelder. Diese erfiillen nicht-lineare Feldgleichungen, deren Losungen
(dies sind keine ebenen Wellen mehr) kein Superpositionsprinzip erfiillen.

Die Kausalitit sollte aber weiterhin gelten und dies legt nahe, zur Lagrangedichte der freien
Theorie nur Produkte des wechselwirkenden Feldes am gleichen Raumzeitpunkt zu addie-
ren. Die Form der zugelassenen Wechselwirkungsterme wird durch Symmetrieforderungen
eingeschrinkt. Zum Beispiel sollte der Wirkung invariant unter Poincare-Transformationen
sein. Beschreibt man ein physikalisches System mit bekannten globalen oder lokalen inne-
ren Symmetrien, so sollten die Wechselwirkungsterme diese Symmetrien respektieren. Der
einfachste Wechselwirkungsterm fiir ein Skalarfeld hat die Form

Vig) = / dzV(), 6.1)

wobei wir vorerst annehmen, dass ¥V nur vom Feld, und nicht von den Ableitungen des
Feldes, abhiingt. Speziell betrachten wir die nichtlineare ¢*-Theorie mit Lagrangedichte

A
L=Lo-V, Lo=g (0u00"0—m*6?), V(6)= no". 62)

Sie ist eine der einfachsten wechselwirkenden Theorien. Wir untersuchen sie aber nicht ihrer
Einfachheit wegen, sondern auch deshalb, weil sie als Untersektor des Weinberg-Salam-
Modells der elektroschwachen Wechselwirkung auftritt.

In natiirlichen Einheiten ist eine Wirkung S = [ d?z £ dimensionslos. Deshalb hat in d
Raumzeit-Dimensionen die Lagrangedichte £ die Massendimension [£] = d. Entsprechend
haben das skalare Feld und die Kopplungskonstanten folgende Massendimensionen:

[pl==—-1, [m|=1, [N=4-d. (6.3)
Speziell in 4 Dimensionen ist A eine dimensionslose Kopplungskonstante. In d Dimensio-

nen ist die Kopplungskonstante \ in

2d
)‘(bdc’ d. = d—_2

dimensionslos. In 3 Dimensionen ist der kritische Exponent d. = 6.

85



6. Wechselwirkende Skalarfelder 6.1. Eigenschaften einer wechselwirkenden Theorie 86

6.1 Eigenschaften einer wechselwirkenden Theorie

Wir wollen uns zuerst iiberlegen, was wir von einer relativistischen QFT erwarten. In einem
axiomatischen Zugang werden allgemeingiiltige Eigenschaften und Strukturen postuliert
und daraus moglichst detaillierte Folgerungen extrahiert [35]. Es sind Eigenschaften wie
die Existenz einer Hilbertraumstruktur, Kausalitit und Unitaritdt, relativistische Kovarianz
und die Existenz eines Zustands minimaler Energie. In der Axiomatischen Quantenfeldtheo-
rie wird die Frage offen gelassen, ob die postulierten Prinzipien vertriglich mit der Existenz
einer nichttrivialen Streumatrix sind — dies ist die Aufgabe der Konstruktiven Quantenfeld-
theorie [36].

Im Folgenden werden wir grundlegende Axiome einer relativistischen Quantenfeldtheorie
darlegen. In jeder Naturwissenschaft sollte man aber gewillt sein, derartige Axiome zu hin-
terfragen und gegebenenfalls zu verbessern. Annahmen, zum Beispiel die Annahme dass
die Naturgesetze spiegelsymmetrisch seien, musste aufgrund von experimentelle Befunden
revidiert werden'. In einer iibergeordneten Theorie haben sie unter Umstinden nur eine
approximative oder beschrinkte Giiltigkeit. Auch sollte man eher technische Vorausset-
zungen (zum Beispiel Annahmen iiber Definitionsbereiche) von physikalischen Strukturen
(zum Beispiel Homogenitit und Isotropie des Minkowskiraums) unterscheiden. Die letzte-
ren griinden auf vielféltige Erfahrungen, Beobachtungen und Experimenten. Die axiomati-
schen Beschreibungen einer QFT basiert auf dem Heisenberg-Bild der Quantenmechanik, in
dem die Zustédnde als zeitunabhiingig betrachtet werden, wihrend die Operatoren zeitabhin-
gig sind. Im Heisenberg-Bild sind Quantenfelder also orts- und zeitabhidngige Operatoren.

6.1.1 Axiome von Garding und Wightman

Die nun vorgestellten Axiome stammen von GARDING und WIGHTMAN. Der Einfachheit
halber beschrinken wir uns auf ein reelles Skalarfeld und folgen dabei [37].

1. Hilbert Raum: Physikalische Zustdnde sind Strahlen in einem separablen Hilber-
traum H.
Bemerkung: Fiir das freie Feld wihlten wir den Fockraum iiber dem Einteilchen-
Hilbertraum ;.

2. Feldoperator: Auf H operiert ein Feldoperator ¢, der eine operatorwertige tempe-
rierte Distribution ist. Die (unbeschriankten) Operatoren ¢( f) sind auf einem dichten
und von f unabhingigen Bereich D C H definiert und fiir beliebige 1, 15 aus D gilt

(1, d(f)b2) = (D(f* )1, ¥2) - (6.4)

Bemerkung Eine temperierte Distribution ist ein stetiges und lineares Funktional auf
dem Schwartz-Raum S.

"Paritit und Ladungskonjugation sind in der schwachen Wechselwirkung maximal verletzt.

A. Wipf, Quantenfeldtheorie



6. Wechselwirkende Skalarfelder 6.1. Eigenschaften einer wechselwirkenden Theorie 87

3. Relativistische Kovarianz: Auf H gibt es eine unitére Darstellung der eigentlichen
inhomogenen Lorentzgruppe derart, dass

U(A, a)p(x)U (A, a) = p(Az +a), AeLl, aeR? (6.5)

Der Bereich D ist invariant unter U (A, a) und der Wirkung der ausgeschmierten Fel-
doperatoren, d.h. ¢(f)D C D.

4. Spektrum: Sei U(1,a) = exp(ia,P*) — dies bedeuted, dass P* = H und P die
Translationen in Zeit und Raum erzeugen. Dann soll Null ein (einfacher) Eigenwert
der kommutierenden Impulsopertoren P* sein mit Eigenvektor |2) € D, dem Vaku-
um. Der Rest des Spektrums von P* ist enthalten im Vorwirtslichtkegel V. .
Bemerkung: Da die Raumzeit-Translationen eine kommutative Gruppe bilden kom-
mutieren die Komponenten des 4-er Impulses und konnen gleichzeitig diagonalisiert
werden. Die Bedingungen P*|Q2) = 0 driicken die Homogenitit von Raum und Zeit
aus — im Minkowski-Vakuum ist kein Zeitpunkt und kein Raumpunkt ausgezeich-
net. Ab und zu werden auch Theorien mit mehreren Vakua als Wightman Theorien
bezeichnet.

5. Lokalitiit: [¢(f), ¢(g)] = O falls die Tréger von f und g raumartig getrennt sind.
Bemerkung: Messungen in raumartig getrennten Gebieten sollten sich gegenseitig
nicht storen und die entsprechenden Observablen, dargestellt durch Operatoren ¢( f)
und ¢(g), sollten vertriglich sein und kommutieren.

6. Vollstiandigkeit: Fiir D kann man die Menge aller endlichen Linearkombinationen
von Vektoren der Form

o(f)o(f2) - ¢(fn)Q),  fie S, n=0,1,2,... (6.6)

wihlen.
Eine Menge (#, 2, U, ¢) mit den aufgezihlten Eigenschaften heisst Wightmantheorie. Aus
den wenigen Annahmen folgen bereits eine ganze Reihe experimentell tiberpriifbarer Fol-

gerungen, insbesondere das PCT-Theorem und der Zusammenhang zwischen Spin und Sta-
tistik.

6.1.2 Wightman Distributionen

Eine relativistische Quantenfeldtheorie ldsst sich auch beschreiben durch die Vakuumser-
wartungswerte, die sogenannten Wightman Distributionen

Wha(a1, ., 2n) = (Qé(x1) - - ¢(2n) ), (6.7)
beziehungsweise den mit geeigneten Testfunktionen f,(x1, ..., x,) verschmierten Vakuu-
merwartungswerten,

Walh) = [ d"a (oo ) fulons. o ) ©8)
IR n
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Ausgehend von den Garding-Wightman Axiomen fiir (#, €2, U, ¢) lisst sich zeigen, dass
diese folgende Eigenschaften haben miissen:

1. Relativistische Kovarianz: Die Wightman-Distributionen sind invariant unter Poincaré-
Transformationen:

Wi (f8) = Wa(fa), (6.9)

wobei die Testfunktion mit der inversen Poincare-Transformation dndern,

FMOC ) = fal AT @ — ), ).

Handelt es sich um die Vakuumerwartungswerte einer nicht-skalaren relativistischen
Feldtheorie, so transformieren die Wightman-Distributionen nach der entsprechenden
Darstellung der Felder.

2. Positivitit: Fiir endliche Folgen von Testfunktionen { f,, } gilt:

> Waim(fi X fm) > 0. (6.10)

n+m

Danach darf zum Beispiel

Wa(f, f) = /d4yd4:v F@)(Qo)o(2)| f () = (Qe*()I2) (611

nicht negativ sein, was fiir einen hermitschen Operator ¢(f) in einem Hilbertraum
auch der Fall ist. Allgemeiner bedeutet die Bedingung (6.10), dass die Norm von
Zustinden nicht-negativ werden kann. Sie erlaubt die Rekonstruktion eines positiv-
definiten Skalarprodukts auf dem Hilbert-Raum der Quantenfelder.

3. Spektrumseigenschaft: Sie schrinkt den Triger der Fouriertransformierten der W,
ein. Wegen der Translationsinvarianz ist

Wi (z1,. . 2n) = Woo1 (&1, - 6n-1) & = Tig1 — 240 (6.12)
Die Fouriertransformierte Wn_l(ql, .+, qn) von W, _1 hat den Triger
supp Wy_1 C {q1,--,qn-1] g € spec(P)}. (6.13)

Insbesondere verschwindet sie fiir 4-er Impulse ¢; die nicht im abgeschlossenen In-
nern des positiven Lichtkegel liegen. Etwa genauer liegt das Spektrum des Energie-
Impuls Operators in

spec(P) C {p =0} U {p|p* > m}, (6.14)

wobei my die leichteste Masse in der Theorie ist. Die Eigenwerte p* = 0 gehdren
zum Vakuum und p#p,, = m2 definiert die Massenschale der Einteilchenzustéinde.
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4. Lokalitat (Mikrokausalitit): Sie besagt, dass
Wil osmiyTit1,...) = Waloo o Tig1, T4y .. ) (6.15)

falls x; — ;41 raumartig ist. Fiir fermionische Felder ergibt sich bei der Vertauschung
von zwei raumartigen Argumente noch einen Faktor —1.

5. Cluster-Eigenschaft: Fiir einen raumartigen Vektor a gilt:

Wn—&-m(xla ce Ty Y1t )\(17 cYm T+ )\CL)

A—00

— Wiz, ..., 2p)Win(Y1, - -y Ym)- (6.16)

Sie gilt nur falls |2) der einzige Poincare-invariante Vektor ist. Diese Forderung ga-
rantiert die Eindeutigkeit des Vakuumzustands.

6. Regularitiat: Die Wightman-Distributionen sind temperierte Distributionen.

Werden diese Wightman-Axiome fiir die Wightman-Funktionen W, vorausgesetzt, dann las-
sen sich daraus der Zustandsraum 7 und der Feldoperator ¢ rekonstruieren. Ein Satz von
Wightman-Funktionen bestimmt iiber den Rekonstruktionssatz eindeutig eine Quantenfeld-
theorie. Damit ist es moglich, eine Quantenfeldtheorie ohne Angabe von Feldoperatoren
oder eines Fockraums zu definieren.

6.2 Kallen-Lehmann-Darstellung

In Anbetracht der technischen Schwierigkeiten von storungstheoretisch formulierten Feld-
theorien und der zunehmender Indizien fiir die Relevanz von nichtstérungstheoretischen
Beitrdgen in stark gekoppelten Theorien ist es angebracht, weitere Eigenschaften einer
wechselwirkenden Theorie zu notieren. Wir werden nun sehen, wie die allgemeinen Ei-
genschaften einer Quantenfeldtheorie die Struktur der Zweipunktfunktion

W(z—y) =il (z—y) = (Qo(x)o(y) Q) (6.17)

festlegen: Sie ist eine Uberlagerung von Zweipunktfunktionen freier Felder? mit verschie-
denen Massen m,

1 —iqx dq
3/du(q;m)e “, du(g;m) =

(@) NeaTrh

Es seien |p) die gemeinsamen Eigenzustinde der vertréiglichen Energie- und Impulsopera-
toren P* und M? = P*# P, das Quadrat des Massenoperators. Dann gilt der folgende

AL (z;m) = (6.18)

*Man beachte, dass Ay (x,m) die bekannte Zweipunktfunktion des freien Feldes zur Masse m und A 4 (z)
die im Allgemeinen unbekannte Zweipunktfunktion des wechselwirkenden Feldes ist.
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Satz (Killen, Lehmann)
W) = iAs (z) = i / do(m') A (:m') 6.19)
0

fiir ein positives Mass mit Triger
suppo C [0,00). (6.20)

Beweis: Es sei E(A) der Projektor auf den Unterraum aufgespannt von den gemeinsamen
Eigenfunktionen der kommutierenden Operatoren P* mit Eigenwerten im Gebiet A im
Vorwirtslichtkegel,

BB = 3 |pa)(pal + /A d'plpypl, A CVi. 621)
n:pn €A

Die vier Impulsoperatoren oder allgemeinere Funktionen der Impulsoperatoren werden dann
mit dem SpektralmaBl dE'(p) berechnet,

fPr)y= [ f(")dE(p).

Vi

Dann schreibt sich mit (6.5) die lorentzinvariante Zweipunktfunktion gemif
W (z) = (Qf¢(x)$(0)[Q2) = (2]¢(0)e ™ 6(0)[2)
= [em@poaE@eOln = [rar),  62)

und definiert ein positive Maf}
v(A) = WIEAQ) ) = /AWdE(p)W mit  [)) = $(0)[$2).

Dieses MaB ist lorentzinvariant, dv(Ap) = dv(p), und hat den Tridger im abgeschlossenen
Vorwirtslichtkegel V.. Die einzigen Lorentz invarianten Masse auf V. sind aber

du(p,m >0) und 5 (p)d*p

sowie deren Uberlagerungen. Diese Aussage ist in der Mathematik als Satz von Bochner
bekannt. Also ist

dv(p) = ad®(p) d'p + / " do(m’) dpu(p; m). 6.23)
0

1
(2m)?
Man nennt do(m) das Kdillen-Lehmannsche Spektralmafs der Zweipunktfunktion, kurz das
KL-MaB. Der Triger dieses Mafes sind die moglichen Massen der Zustidnde ¢(f)[€2).

Die positive Konstante a bestimmt den Beitrag von p = 0 zum Spektralma0,

a=v({0}) = (Qe(0)E ({0}) #(0)[€2). (6.24)
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Ist |©2) der einzige translationsinvariante Zustand (d.h. der einzige Zustand ohne Energie
und Impuls), dann ist £({0}) der orthogonale Projektor auf den Vakuumzustand und

a = [(Q]é(x)|Q)[. (6.25)

Fiir jede Theorie, symmetrisch unter ¢ — —¢, bedeutet dies eine spontane Symmetriebre-
chung, d.h. es gibt keinen unitdren Operator U mit

Up(z) U™ = —¢(x) und U|Q) = |Q). (6.26)
Es skalares Feld mit @ > 0 nennen wir ein Higgsfeld.

Fiir die Fourier-Transformierte W (p) der Wightmanfunktion
o
W(z)=a +i/ do(m/ )AL (x;m') (6.27)
0

folgt die Spektraldarstellung

1 o / /
W(p) = abr) + 5 /0 do (') 6(°)5(p? — m"?) (6.28)

Ist ¢ insbesondere ein freies Feld der Masse m, also (O + m?)¢ = 0, so gilt
a=0 und do(m')=dm —m)dm'. (6.29)

Ist ¢ ein wechselwirkendes Feld (mit a = 0) und m die kleinste Masse im Spektrum,
so erwarten wir (bei Abwesenheit von masselosen Teilchen) eine Massenliicke zwischen
m und der Schwelle fiir Mehrteilchenzustdnde bei m; > m. In dieser Situation folgt die
Darstellung der Art

o0

@o@owI) =12 (Ao —yim) + [ do(m)Ac—ym)). 630

mi
wobei die positive Konstante Z durch die Art der Wechselwirkung bestimmt wird. Beim
Ubergang von (6.28) nach (6.30) haben wir noch do durch Zdo ersetzt?

Subtrahieren wir von die Gleichung mit vertauschten x und y dann finden wir fiir die Kom-
mutatorfunktion des wechselwirkenden Feldes die Killen-Lehmann Darstellung

oo

(@), 6D =12 (Anla =)+ [ dom)Aw@-1)). 63D

mi

worin unter dem Integral die Pauli-Jordan Funktion des freien Feldes mit Masse m/’ er-
scheint. Jedes reskalierte Feld A\¢ () mit reellem A erfiillt eine dhnliche Relation. Das Feld
mit Z = 1 nennt man das renormierte Feld. Es gilt

bren(z) = Z7120(x). (6.32)

3Nicht in allen Publikationen und Lehrbiichern wird das gemacht. Dann steht der Faktor Z nur vor A (z —
y, m) und nicht vor dem Integral.
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wobei man Z die Renormierungskonstante des Feldes (Wellenfunktionsrenormierung) nennt.

Die Zweipunktsfunktion des freien und wechselwirkenden Feldes hingen nur iiber m? von

der Masse ab, A,,,(z) = A(x, m?). Deshalb diirfen wir anstelle von m auch m? als Inte-
grationsvariable benutzen. Wir inkludieren noch den ersten Term auf der rechten Seite von
(6.31) in das KL-MaB und definieren die nicht-negative (distributionswertige) Spektraldich-
te o(m’'2) in

do(m') = a(m/?)dm/?, o(s) = Z6(s —m?) + Z0(s — m?) o(s) . (6.33)

Damit lautet die Killen-Lehman Darstellung der Kommutatorfunktion

@lfote). oI =i | T dso(s) Az —ys) (6.34)

Die Spektradichte ¢ hat offensichtlich folgende Betrige: eine é-Distribution bei der qua-
drierten Masse m? des leichtesten stabilen Teilchens und einen (stetigen) Beitrag oberhalb
der Schwelle m? fiir die Erzeugung von mehreren Teilchen. Ohne Wechselwirkung fehlt
der zweite Anteil. Dies ist in Figur 6.1 gezeigt. Falls es keine weiteren stabilen (gebundene)
Teilchen gibt, dann wird m; = 2m sein. Gibt es noch weitere gebundene stabile (gebunde-
ne) Teilchen, dann werden noch weitere d-Distributionen auftreten.

6.3 Die Notwendigkeit zu renormieren

Da nach unserer Annahme die Wechselwirkung keine Ableitungen des Feldes enthilt, ist
¢ das zu ¢ konjugierte Impulsfeld. Die kanonische Quantisierung legt ein kanonische Nor-
mierung des Feldes ¢(z) fest,

[6(2), p(y)]so—yo = 16 (z — y). (6.35)

Das so normierte ¢ wird im Allgemeinen nicht mit dem renormierten Feld iibereinstimmen
und eine Renormierung wird notwendig. Wir werden nun sehen, dass die Renormierungs-
konstante Z durch das KL.-Maf ausgedriickt werden kann. Wir setzen voraus, dass das Feld
eine Zweipunktfunktion der Form (6.30) besitzt. Diese fiihrt auf folgende Kommutatorfunk-
tion fiir das wechselwirkende Feld,

o0

(@0 @), 60 = i2(Anla =)+ [

mi

do(m) A (2~ 1)) (6.36)

wobei A, (z — y) die Pauli-Jordan Kommutatorfunktion des freien Feldes mit Masse m ist,
siehe (4.49). Nach (3.72) gilt unabhiingig von der Masse

A ()

__5®
= L:O 53 (x) (6.37)
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freie Teilchen wechselwirkende Teilchen
A A
Pol Pol
L *—©
m? m? m%
40 (s) 4o (s)
m?2 m?2 m% 5

Abbildung 6.1: Gezeigt sind links der Propagator und die Spektraldichte fiir das freie Feld
zur Masse m und rechts dieselben Groflen fiir ein wechselwirkendes Feld
mit einem stabilen Einteilchenzustand und einer Mehrteilchenschwelle bei

mi.
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und dies fiihrt auf

(6(x). 601 0_,0 = i2 (1 -/ da(m’)) Sa—y).  (638)
Dies ist in Einklang mit (6.35), wenn
1=7Z+ Z/oo do(m) (6.39)

gilt. Die nicht-Negativitit von o gibt dann Anlass zur Ungleichung
0<zZ<1. (6.40)

Der Wert 1 ist nur moglich, wenn alle Matrixelemente (p|4(0)|€2) fiir alle p> < m? ver-
schwinden oder wenn die Theorie eine freie Theorie ist.

Fiir Z # 0 erfiillt das renormierte Feld eine kanonische Vertauschungsrelation der Art

[ren(), (ﬁren(y)]zo:yo =iZ5(z —y). (6.41)

Fir Z = 0 oder divergierendes | do(m) verliert diese Relation ihren Sinn. Da dies die
generische Situation ist, muss die kanonische Quantisierung an einigen Stellen hinterfragt
werden oder neue Wege der Feldquantisierung, zum Beispiel funktionale Methoden, be-
schritten werden.

In der Storungstheorie ist anstelle der Zweipunktfunktion der volle Feynman-Propagator

QT ¢(x)p(y)|0) = 1Ap(z —y) (6.42)

von zentraler Bedeutung. Dieser wird von der stérungstheoretischen Behandlung von ei-
ner unendlichen Summe von zusammenhingenden Feynmangraphen reprisentiert, mit dem
Feynman-Propagator des freien Feldes als fiihrenden Term,

IAF(CC — y) = IAF(CC — y,mo) + = <0|T¢ein(x)¢ein(y)]0) + ..., (6.43)

wobei mg die Masse des freien Feldes ¢ei, ist. Ausgehend von (6.30) konnen wir eine
Integraldarstellung fiir den Propagator angeben,

oo

Qo)1) =2 (e —yom) + [ dolm) Apla — i) . 64

mi

Die Massen m und mg brauchen und werden im Allgemeinen nicht identisch sein. Die
sogenannte physikalische oder renormierte Masse m wird aber durch die sogenannte nackte
oder unrenormierte Masse mg bestimmt. In jeder Ordnung Stérungstheorie muss die nackte
Masse dann mg so angepasst werden, damit m die experimentell gemessene Masse ist.

Dem renormierten Feld ¢y ist ein renormierter Propagator zugeordnet, der durch das
KL-Mal ausgedriickt werden kann,

AT (g) = Ap(z:m) + / " do(m!) Ap (). (6.45)

mi
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Mit Hilfe der Fourier-Zerlegung

ren 1 —ipx A ren
AF (.’E): (27T)4/d4p€ P AF (p)

folgt die spektrale Darstellung des renormierten Feynman-Propagators im Impulsraum

< 1 *©  do(m’)
Aren — _ 4
r(p) p2 —m? +i0 * /ml p? —m'2 +i0 (6.46)

wobei das i0 dafiir sorgt, dass bei der Berechnung des p°-Integrals die korrekte Vorschrift
fiir den Feynmanpropagator gewéhlt wird. In der Tat, fiir infinitesimal kleine e ist

0 ie 0 e\ 9 2 | - 2/ 2
(p —wp+ﬁ)(p +WP_E)_p -m +1e—|—O(e /wp), (6.47)
so dass die einfachen Pole von (6.46) in der komplexen p’-Ebene etwas unterhalb von E,

und etwas oberhalb von — F, liegen. Dies entspricht genau der Vorschrift, welchen Integra-
tionsweg man fiir die Feynman-Propagator wihlen soll, sieche die folgende Figur.

_ Ep m pG

\_/ +E,

Abbildung 6.2: Der korrekte Integrationsweg fiir den Feynman-Propagator.

Diese ist jedoch nur sinnvoll, wenn das KL.-Maf folgende Bedingung erfiillt:

/ Tdo(m) _ (6.48)

12
m1 m

Um diese Forderung an die Abfalleigenschaften des KL.-Males fiir gro3e Massen ndher zu
untersuchen, wenden wir uns den analytischen Eigenschaften des Propagators im Impuls-
raum zu und schreiben

A" (q) = F(g? +i0) (6.49)
mit - ,
Fle)=—— 5+ / dotm)  zeo R 20 (6.50)

Die eingefiihrte Funktion erfiillt die Bedingung F'(Z) = F'(z) und ist analytisch in der kom-
plexen Ebene mit Ausnahme von z = m?, wo sie einen Pol aufweist, und der Halbachse
z > m2, wo wir den Schnitt wihlen. Wie fiir das freie Feld hat wegen der Renormierungs-
bedingung fiir das renormierte Feld der Pol das Residuum 1. Aus der Zerlegung

1 1 .
TT0 P <t> Find(t), (6.51)
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wobei P den Hauptwert bezeichnet, folgt mit ¢ = p?> — m? ein Ausdruck fiir den Sprung
von I am Schnitt,

[e.e]

F(p? —i0) — F(p? +1i0) = 27Ti(6(p2 —m?) + / do(m)5(p* — m’2)> . (6.52)

mi

Die Fourier-Transformierte der (renormierten) Zweipunktfunktion W (x) hat die Gestalt

o

W(p) = rt0") (562 =)+ [ da(msG? —m?) 653

und ein Vergleich mit (6.52) fithrt auf den Zusammenhang
@2m)*W(p) =i0(p°) (F(p* +1i0) — F(p? —i0)) . (6.54)

Die Zweipunktfunktion ist deshalb durch den Sprung von F' entlang der positiven rellen
Achse bestimmt.
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7 Storungstheorie

Lange Zeit waren storungstheoretische Rechnungen der einzige Zugang zu Quantenfeld-
theorien in vier Dimensionen. In der aktuellen Forschung spielen allerdings neben storungs-
theoretischen auch nicht-stérungstheoretische Methoden zunehmend eine wichtige Rolle,
da in vielen Quantensystemen die Wechselwirkung nicht klein ist. Im vorliegenden Kapi-
tel behandeln wir aber die konventionelle Storungstheorie, bei der man annimmt, dass das
wechselwirkende System ,,in der Nidhe* eines freien Systems ist. Dabei werden Prozesse die
zu einem bestimmten Element der Streumatrix beitragen, gemif der Anzahl der in diesem
Prozess vorkommenden Wechselwirkungen geordnet. Dies entspricht einer Reihenentwick-
lung in der Kopplungskonstanten, die die Stirke der Wechselwirkung charakterisiert.

7.1 Die Formel von Gell-Mann und Low

Da der Wechselwirkungsterm keine Zeitableitungen des Feldes enthiilt, bleibt die Beziechung
¢ = ¢ unveriindert. Wir werden also weiterhin folgende Vertauschungsregel zu gleichen
Zeiten fordern:

[0(2), 7(y)] = id(z — y). (7.1)
Schon in der zeitabhiingigen Storungstheorie der Quantenmechanik benétigt man zeitgeord-
nete Produkte des Wechselwirkungsterms im Hamilton-Operator. Dies ist in der Quanten-
feldtheorie nicht anders und wir werden zuerst versuchen, den Vakuumerwartungswert des
zeitgeordneten Produktes T'¢(z)¢(y) zu berechnen. Fiir ein translationsinvariantes Vakuum
wird

QT (z)o(y)I) (7.2)

nur vom Differenzvektor x — y der Aufpunkte abhédngen. Wir mochten diese Korrelations-
funktion in Potenzen der Kopplungskonstanten A entwickeln. Dabei ist zu beachten, dass
die Zeitentwicklung des Quantenfeldes und der Grundzustand |§2) der wechselwirkenden
Theorie von der Kopplung abhingen. Fiir A = 0 ist die Korrelationsfunktion gleich dem
Feynman-Propagator des freien Feldes iAp(xz — y, m).

7.1.1 Wechselwirkungs-Bild

Wir schreiben den Hamilton-Operator der wechselwirkenden Theorie gemif3

H[¢] = Hol¢] + VI¢], (7.3)
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wobei Hy der in (¢, 7) quadratische Hamilton-Operator der freien Theorie ist,

1

Hol] = 5 /dw (7(x) + (Vé)*(2) + m?¢(x)) (74)

und V' die Wechselwirkungsterme enthilt. H[¢] bestimmt erstens die Zeitentwicklung des
Quantenfeldes im Heisenberg Bild,

o(t) = eH p(0)e (7.5)

und definiert zweitens das Vakuum |2) der wechselwirkenden Theorie als Zustand kleins-
ter Energie. Fiir das betrachtete abgeschlossene Quantensystem ist der Hamilton-Operator
zeitunabhéngig und wir diirfen in (7.3) das Quantenfeld zu irgendeiner Zeit einsetzen.

Zu der festen Zeit ¢ = 0 konnen wir das Feld als Linearkombination der Basisfunktionen

up in (3.60) schreiben,

#»(0) = /du(p) (apup + ai,u;‘,) . (7.6)

Das wechselwirkende Feld erfiillt eine nicht-lineare Feldgleichung und wir kénnen seine
Zeitentwicklung nicht explizit 16sen. Auch deshalb wechseln wir nun ins Wechselwirkungs-
bild. Der Ubergang vom Heisenberg-Bild ins Wechselwirkungs-Bild,

ow(t) = U BeMU ), [Yu)(t) =UT(®)]¥), (17)
geschieht mit dem unitéren Operator
U(t) = etfleitHo - 17(0) = 1. (7.8)

Hier ist |¢) ein zeitunabhingiger Zustand im Heisenberg-Bild. Ohne Wechselwirkung ist
U=1.

Die Zeitabhingigkeit des Feldoperators im Wechselwirkungsbild ist durch den freien Ha-
miltonoperator bestimmt,

by (t) = eltHop(0)e1Ho, (7.9)

worin ¢(0) die Entwicklung (7.6) hat. Im Wechselwirkungsbild ist die Zeitentwicklung des
wechselwirkenden Feldes gleich der eines freien Skalarfeldes und diese wurde in Kapitel
4 ausfiihrlich diskutiert. Die Zeitentwicklung der Zustinde im Wechselwirkungsbild von
einer Anfangszeit s hin zu einer spiteren Zeit ,

[V (t)) = UL 0w (0)) = UL (6) U (5) [ (5)) = Usi(t, 8) 1hw (5)) (7.10)
wird bestimmt durch den unitdren Operator

Uw(t,s) = Ut @)U (s) = eltfoe i) H =isHo e {7, (s,5) = 1. (7.11)
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Dieser Evolutionsoperator erfiillt die Differentialgleichung

laatUw(tp 8) — eitHO (H o Ho)efi(tfs)HefisHo
= (e"oVe ) Uy (t, 5) = Vi () Uw (2, 5), (7.12)

wobei wir die Wechselwirkung V;, im Wechselwirkungsbild wieder eine einfache Zeiten-
wicklung hat,

Vi (t) = €lttlo (/ dz V(¢(0, m))) e 1tHo — /dw V(pw(2)). (7.13)

Die Dyson-Reihe liefert die formale Losung der Differentialgleichung (7.12) mit Anfangs-
bedingung Uy, (s, s) = 1,

Ug(t,s) = 1+ (-i )/S dt1 Vi ( /dtg/t2dt1V (t2) Vi (t1) +

= 1+ (—i) /t dt1Vy ( ) ( 2!) / dtodty T{V t2 V (tl)} +.

= T {exp (—i/: dt’ VW(t’)> } . (7.14)

Im letzten Ausdruck soll man die Exponentialfunktion nach Taylor entwickeln und jeden
Term in der Entwicklung chronologisch ordnen. Das (freie) Feld ¢, definiert nach (7.13)
das Potential V5, und dieses bestimmt iiber die Dyson-Reihe den Evolutionsoperator im
Wechselwirkungsbild Uy, (¢, s). Damit wire es uns zumindest auf formaler Ebene gelun-
gen, die Zeitentwicklung der wechselwirkenden Theorie durch das bekannte Feld ¢, (¢) der
freien Theorie auszudriicken.

Wenn wir zuerst von ¢ nach ¢’ > ¢ und dann nach ¢” > ¢’ propagieren, dann ist das Resultat
gleich, als wenn wir direkt von ¢ nach ¢” propagieren,

U @ YUy (¥ 1) = Uy (1", 1) = Uy (t,t Uy (t',t) = 1. (7.15)

Diese Eingenschaft folgt natiirlich auch direkt aus (7.11).

7.1.2 Grundzustande der freien und wechselwirkenden Theorie

Als Nichstes wollen wir den Grundzustand |0) von Hp mit dem eindeutigen Grundzustand
|2) von H in Verbindung bringen. Dazu zerlegen wir den mit H entwickelten Zustand |0)
nach den H-Eigenzustinden [¢,,) mit Energien F,,,

IO} = 30 e T 0 f0) = e ETIQNRI0) + 3 e ) (nl0)
n>0

wobei wir im letzten Schritt den Beitrag des Grundzustandes [¢p) = |{2) isolierten. Da
FE,, > Ey giltfiir alle n > 0 konnen wir die Beitrdge der angeregten Zustinde unterdriicken,

A. Wipf, Quantenfeldtheorie
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indem wir 7" durch T, = T'(1 — ie) mit positiven € ersetzen und 7" nach Unendlich streben
lassen. Solange |0) und |©2) ein nichtverschwindendes Skalarprodukt haben, was fiir kleine
Kopplungskonstanten A der Fall sein sollte, finden wir

Q) = i ﬂ (7.16)
T 156 e BT (Q0) '
Analog finden wir
) <0|eiHTg‘
(Q] = lim (7.17)

To0 BTF (0])

Ersetzen wir nun im Ausdruck fiir die (bildunabhingige) Zweipunktsfunktion W(z,y) =
(Q|o(x)d(y)|S2) das wechselwirkende Feld ¢ durch ¢, dann erhalten wir

W (z,y) = (U (2°) ¢ (2) U (z))U (4°) b (1)U (4°)|2)
Ersetzen wir darin das wechselwirkende durch das freie Vakuum und erinnern uns an
UW(TE, ;1;0) — eiTe*Hoe—iTE*HU(xO) und UW(yO’ _Te)) — UT(yO)e—iTEHeiTeHO ’

und daran, dass das Vakuum der freien Theorie |0) von Hy annihiliert wird, dann finden wir
fiir 2 > y" folgende Darstellung fiir die Zweipunktfunktion:

CO|U (T, 29 () U (22, 40 b () Ur (30 —T2) 0
W“”v?/):%g’go( U (Te, 2°) ¢ (:ce)_QeéfTKZé’;z)'Q(y) (y )I0)

Den Nenner konnen wir noch mit Hilfe von

(0|U(T, —T¢)|0)

1=(QI0) = 1 .1
() o e 2E0T[(0]Q) 2 (7.18)
vereinfachen. Dies fiihrt dann fiir 2° > ¢/° auf folgende Formel:
(0]Uw (T, 2°) s (2) Us (2, y*) b () Uwe (y°, = T)[0)
w = i : 7.19
) =0 00 (T.~T)[0) 79

Man beachte, dass auf beiden Seiten nur zeitgeordnete Produkte von Feldern auftreten.
Wiederholen wir die Rechnung fiir y° > 2, dann finden wir natiirlich fiir W (y, ) das
entsprechende Resultat mit ¥ und = vertauscht. Beriicksichtigen wir noch, dass Operato-
ren unter dem zeitgeordneten Produkt kommutieren, dann folgt fiir beliebige 2° und 3/° die
Gell-Mann-Low-Formel

(O]T {dw (@) bw(y) exp (=1 [ dt V(1)) }]0)
(0|Texp (—i [ dt Vi ()] 0) '
In dieser Formel erstreckt sich das Zeitintegral von —oco(1 — i€) nach oco(1 — ie). Vollig

analog finden wir fiir den Vakuumerwartungswert des zeitgeordneten Produktes von n Fel-
doperatoren,

(QTo(x)d(y)|Q2) = (7.20)

7_('7}17--"1'11) = <Q|T¢<x1)¢(xn)’9> (7.21)
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die Formel )
_ <0 ‘T¢W(x1) () elsw[%]‘ 0>

T(T1,. ., Zn) <0 ‘Teisw[ﬁf’w]} 0> , (7.22)

mit dem Wechselwirkungsanteil der Wirkung,
Sulén) = = [[atVient) =~ [ d'yV (6ulw). (1.23)
Im Gegensatz zu den Wightman-Funktionen sind die 7(x1,...,z,) symmetrisch in ih-

ren Argumenten. Verschmieren wir den Feldoperator mit einer Testfunktion, ¢y (f) =
[ d*yf(y)pw(y), dann finden wir

O|T¢w(f) - du(f) e[ 0) -

(QTH(f) - d(f)IQ2) = (0T eiSw1o1[ 0)

(7.24)

Dies ist eine exakte Formel, die sich als Ausgangspunkt fiir die Storungstheorie bestens eig-
net. Nun multiplizieren wir beide Gleichungen mit i" /n! und summieren iibern = 0, 1,. . ..
Dann erhalten wir die Zauberformel von Gell-Mann und Low,
6@ — 211 (0| T e () 15uln]
(QTe?V)|Q) = 70" Z[f] = (0|Te |0). (7.25)
Auf der linken Seite steht das erzeugende Funktional fiir die zeitgeordneten Vakuum-Erwar-
tungswerte des wechselwirkenden Feldes,

" Zf]

"1 (z1,...,xn) =

(7.26)

Die Entwicklungskoeffizienten dieses Funktionals ergeben die Erwartungswerte der zeitge-
ordneten Produkte des wechselwirkenden Quantenfeldes.

7.1.3 Erzeugendes Funktional fur das freie Feld

In der Storungstheorie tritt das erzeugende Funktional des freien Feldes auf,
(0T D|0) = Zo[f). (7.27)

Zur dessen Berechnung vergleichen wir zuerst das exponierte Feld exp(igy (f)) mit dem
zeitgeordneten exponentierten Feld 7" exp(i¢w (f)).

Dazu unterteilen wir das symmetrische Zeitintervall [—a, a] in n gleiche Zeitintervalle der
Linge At = 2a/n. Die Mitte des k-ten Teilstiickes ist durch t;, = (k — 3)At — a mit
k = 1,...,n gegeben. Entsprechend definieren die nur iiber den Raum ausgeschmierten
Felder

¢W(t7 f) = /dm f(t,:IZ)ng(t,QZ) (7.28)
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und gewinnen daraus die tiber Raum und Zeit ausgeschmierten Felder,

o) = [ dtout.) = lim 30 Atou ). (729
Das zeitgeordnete Produkt ist definiert durch den Grenzprozef3
T exp {i / dt g (t, f)} = lim Bt bwtnof) . (it Sw(tr,f) (7.30)

Mithilfe der Campbell-Baker-Hausdorff Formel fiir Operatoren zwei A, B, die mit ihrem

Kommutator vertauschen,

oA B — A+B+IAB]/2 (7.31)

finden wir fiir die rechte Seite in (7.30) die Darstellung

exp (iAtZ S (ti, f)) exp [ —5(AO* Y [dw(ti, ), dw(ts, )]

1>7

Der erste Exponent strebt fiir n — oo gegen das rdumlich und zeitlich geschmierte Feld
ow(f). Der zweite Exponent ist wegen (¢ (), dw(y)] = 1A (z — y) gleich

5802 Y [ dady Flti )1t 9) At~ tiz - y).

(>

und dieses strebt fiir n — oo gegen das zeitgeordnete Integral,
i a a
5 [ at [ at [deay fit.o) s At -tz - y).
—a —a

worin die Zeitordnung durch die retardierte Greenfunktion Aye(z) = 0(2°)A,(z) ge-
wihrleistet wird. Nun lassen wir a gegen Unendlich streben und erhalten die sehr niitzliche
Formel

Texp(ion (1)) = exp(iv (/) exp (- %( F. A ) (7.32)

mit der quadratischen Form

(. A f) = / dtz dy F(2) Az, 1) (4). (7.33)

Nun berechnen wir den Vakuum-Erwartungswert des exponentierten Feldes. Dazu zerlegen
wir dieses in seine positiven und negativen Frequenzanteile,

Sw(f) = &5 (f) + ¢u(f)-

Der Kommutator der beiden Terme ist nach (4.52) proportional zur Identitét,

[ (f), b ()] = i(f, AL f)1, (7.34)
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wobei der Faktor die Wightman-Funktion iA des freien Feldes enthilt. Deshalb fithrt die
Campbell-Haussdorf-Formel auf

exp (igy, (f)) exp (103 (f)) = exp (igw(f)) x exp (5(f, A4 f)) . (7.35)

Wegen ¢ (f)[0) = (0]¢5, (f) = 0 hat die linke Seite den Vakuum-Erwartungswert 1 und
wir erhalten mit Hilfe von (7.32) die Formel

1= (0] T exp (iw (£)) |0) x exp (3(f, (Aret + A1) [)) - (7.36)

Im letzten Exponenten erkennen wir auf den Feynman-Propagator Ap = Aot + Ay und
damit erhalten wir folgendes erzeugende Funktional fiir das freie Feld,

Zo[f) = (0] T exp (idw(f)) [0) = exp (—5(f. Dr.f)) - (7.37)
Durch Ableiten des Funktionals Zy konnen wir nun die Vakuum-Erwartungswerte aller

zeitgeordneten Produkte des freien Feldes berechnen,

5271

57 o f () 2= 39

0| T dw (1) - S (220)[0) =

Allerdings kénnen wir auch das Funktional Z[f] in der Zauberformel (7.25) auf Zy[f] zu-
riickfiithren. Dazu entwickeln wir Z|f] in Potenzen des Potentials,

Zf]

|
m:
0

; (_n;)‘m {/d4zV <15f5(2)> }m <0|Tei¢w(f>\o>.

0

3

S E [t iz, (T V(o 1)+ V(ou (o) |0)

m

Diese Reihe kann wieder als Exponentialfunktion geschrieben werden,

Z[f] = exp {—i/d4zv (iéﬁ(z))} Zo[f]- (7.39)

Eingesetzt in die Zauberformel (7.25) fiihrt dies unmittelbar auf die Storungsentwicklung
fiir die Distributionen 7(z1, . . ., ). Alternativ dazu kann man direkt das Resultat (7.22) als
Ausgangspunkt wihlen. Die Storungsreihe erhélt man durch eine Entwicklung der rechten
Seite von (7.22) in Potenzen der Wechselwirkung ). Dabei st6t man fiir eine Theorie mit
V = \¢*/4! in der m-ten Ordnung der Storungstheorie auf die Berechnung von

<2>m/d421---d42m (O (¢w(@1) - - dur(n) du(21) -~ G (2m)) [0).  (7:40)

Hier treten nur der Grundzustand des freien Hamilton-Operators Hy auf und das Quanten-
feld ¢y (z), dessen Zeitentwicklung durch H bestimmt wird.
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7.2 Das Wick’sche Theorem

In diesem Abschnitt werden wir die zeitgeordneten Vakuums-Erwartungswerte in der freien
Theorie berechnen. Fiir zwei Felder erhalten wir den Feynman-Propagator

(0| pw () (y)|0) = iAp(z — y) = Dp(z — y). (7.41)

In diesem Abschnitt werden wir vorwiegend das freie Feld ¢y (z) behandeln und des-
halb den Index w weglassen. Die Erwartungswerte von mehreren freien Feldern folgen aus

(7.38),

5211
OT6(@1)- -+ 6(a2)]0) = gt (L DR (142)

Eine nur scheinbar andere Berechnungsart macht Gebrauch von der Zerlegung des freien
Quantenfeldes in seine positiven und negativen Frequenzanteile,

$(z) = ¢"(z) + ¢ (x) mit ¢*(2)[0)=0 und (0]¢~(x) =0, (7.43)
und erinnern an deren Kommutationsregeln
[0 (), 0" ()] =0, [¢7(2),67(y)] = W(z —y)L. (7.44)
Damit kénnen wir den Ausdruck fiir das Produkt zweier Feldoperatoren
¢(2)p(y) = " (2)" (y) + ¢F (2)¢™ (y) + o~ ()" (y) + ¢~ (x)o ™ (y)  (745)
durch die Ersetzung ¢+ ()¢~ (y) = ¢~ (y)¢* () + W (z — y) wie folgt umordnen
¢(x)d(y) = W(z —y) =" (2)o" (y) + ¢~ (Vo' () + ¢~ (2)¢" (y) + & (2)¢ ()

Wegen W(x — y) = (0|¢(x)p(y)|0) verschwindet der Vakuumerwartungswert der rech-
ten Seite. Sie ist das normalgeordnete Produkt der Operatoren ¢(x) und ¢(y) und wird

iiblicherweise mit : ... : oder mit N{..} bezeichnet,
:9(2)d(y): = N{(x)d(y)} = d(x)(y) — (0lp(x)e(y)[0) (7.46)
bezeichnet. Wegen (7.44) ist das normalgeordente Produkt symmetrisch in z und y,
1p(z)d(y): = :9(y)o(z): . (7.47)

Fiir das Produkt von mehr als zwei Feldoperatoren definiert man das Normalprodukt ganz
dhnlich: Man zerlegt jeden Faktor in ¢(x1) - - - ¢(x,,) in seinen positiven und negativen Fre-
quenzanteil und multipliziere aus. In jedem der 2" Terme bringe man die Faktoren mit
negativen Frequenzen (oder mit den an) nach links und die Faktoren mit den positiven
Frequenzen (oder den a,) nach rechts. Im normalgeordneten Produkt stehen also alle Ver-

nichtungsoperatoren a,, rechts von allen Erzeutungsoperatoren aI,. Zum Beispiel ist

1apAqaR: = AgQpQy.
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Die Ordnung von a,, und ay, auf der rechten Seite spielt keine Rolle, da sie vertauschen. Der
Vakuumerwartungswert eines normalgeordneten Produktes von a und a! verschwindet.

Um die Notation zu vereinfachen schreiben wir voriibergehend ¢; fiir ¢(x;). Das normal
geordnete Produkt des Feldoperators an n Punkten ist symmetrisch in seinen Argumenten,

or-on = Y [Lor T1eF

Ic{1,..,n} i€l JeI
=g 101 Pk bnt + 11 D Pni (7.48)

Der Akzent tiber ¢, deutet an, dass der Faktor ¢, im Normalprodukt wegzulassen ist. Zie-
hen wir nun gbf durch das normal-geordnete Produkt :¢s - - - ¢y, ¢, so erhalten wir

OF 1ot = W(m1,22) 13-yt +
. +W($1axn) :¢2"'¢n71: + 1 Ppt 5

beziehungsweise die Vertauschungsrelation
(61, 22 - ZWﬂﬂl,ﬂﬁk D Pt

Diese benutzen wir, um eine niitzliche Rekursionsrelation fiir Normalprodukte zu beweisen,
Grido - dnt =@ 12 Put + 12 Put O + (0], 12 Pt ]
n
= 1o dpt + > W(wr,mp)ida- - G- bt (7.49)

In der Literatur wird fiir die auftretenden Kontraktionen ein eigenes Symbol eingefiihrt,

1

:¢1¢2 s (f)k cee ¢n: = W(Jfl, :L’k) :(131(;52 s gz?k e ¢n: . (7.50)
Es treten auch Kontraktionen von mehr als zwei Feldern auf, zum Beispiel

1 1
(1B By B i G

= W (i, 2 )W (Th, 1) 1P1 - bi - -Qj Pk -+ - Dt

Mit dieser Notation schreibt sich das Produkt von drei und vier Operatoren wie folgt,

P19203 = 1Q1P203 + <bT¢2d>3 + M% + ¢1¢§f>3=

P1P20304 = 1P1020304 + @2@53@ + ¢1¢2é§3¢4 + €;51¢2¢3<;54 + ¢1¢;Z>3¢4
——= 1 ———
+ ¢1¢2¢3¢4 + ¢51¢2¢3¢4 + ¢1¢2¢3¢4 + O1020304 + D1 PaP304: .

Fiir hohere Produkte findet man das entsprechende Resultat: Das Produkt und normalgeord-
nete Produkt von Feldoperatoren unterscheiden durch alle normalgeordnete Kontraktionen

G102 - Op, = 1102 - - - Py, + alle moglichen Kontraktionen: . (7.51)
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Nur fiir gerades n konnen alle Operatoren kontrahiert werden und die Anzahl vollstindiger
Kontraktionen ist (n — 1)!!.

Die gleichen Regeln gelten fiir zeitgeordnete Produkte von Feldoperatoren wenn wir fiir
eine Kontraktion nicht die Wightman-Funktion sondern den Feynman-Propagator einset-
zen. Die Zeitordnung 4ndert ein normalgeordnetes Produkt nicht, da dieses symmetrisch in
den Argumenten ist. Zum Beispiel findet man mit der Abkiirzung z;; = x; — x; fiir das
zeitgeordnete Produkt des Feldoperators an 4 Punkten

T (p10203¢4) = 101020304 + Dr(x12)¢3¢4 + Dr(213)P2¢4 + Dr(214)P203+
+ Dy (223) 0104 + Drp(224) 103 + Dr(234) P12
+ Dy (212) Dy (234) + D (213) Dr(224) + D (214) Dr(223):

7.2.1 Zur Kombinatorik

Fiir die Aufzdhlung der verschiedenen Terme geniigt es, eine Feldtheorie in Null Dimen-
sionen zu betrachten. Dann gibt es nur einen Erzeugungs- und einen Vernichtungsoperator,
¢ = a + a' mit [a, a'] = 1. Mit der Campbell-Baker-Hausdorff-Formel folgt

. . . . 1
exp(ifp) = exp(ifa’) exp(ifa) exp (%f) = :exp (1f¢ + §f2): : (7.52)
Mit der erzeugenden Funktion fiir die Hermite-Polynome
o0
H,
exp(w? 4 2wz) = Z "(;T) w" (7.53)
n!
n=0

kann man beide Seiten in (7.52) in Potenzen von f entwickeln und Koeffizienten verglei-

chen. Man findet L \n i
n_ (L ). 193,
- () ()

Mit der bekannten Taylor-Entwicklung fiir die Hermite-Polynome ergibt sich

(2n1”< +Z< ) 2}_1”> (7.55)

Zum Beispiel findet man

¢2n

3= 193 + 3¢:

t =1t 607 + 3

> = 197 4 10¢4° + 15¢: (7.57)
6 = :¢% 4 15¢* + 45¢% + 15:
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7.3 Feynman Diagramme

Die Vakuumerwartungswerte von normalgeordneten Produkten des freien Feldes verschwin-
den und mit dem Wickschen Theorem kénnen wir die in der Gellmann-Low-Formel auftre-
tenden zeitgeordneten Vakuumerwartungswerte berechnen. Zum Beispiel ist

(0|T'9102¢3¢4|0) = D (12)Dr(234) + Dr(213) Dr(224) + Dp(214) Dp(223). (7.58)

Wir geben eine diagrammatische Interpretation der auftretenden Ausdriicke. Dabei wird je-
der Raumzeitpunkt = mit einem Punkt bezeichnet und jeder Faktor Dy (z—vy) = iAp(x—y)
durch eine x mit y verbindende Linie. Dem Vakuumerwartungswert des zeitgeordneten Pro-
dukts von vier freien Feldoperatoren (7.58) sind folgende drei Feynmandiagrammen zuge-
ordnet:

1 2 1 2 1 2
(O|T (p19203¢4) |0) = + +
3 4 3 4 5 1

Abbildung 7.1: Die zur 4-Punktsfunktion beitragenden Graphen.

Die Summe der den Diagrammen zugeordneten Amplituden ist dann der Vakuumerwar-
tungswert. Nun betrachten wir den Beitrag in der ersten Ordnung Stérungstheorie zur Zwei-
punktsfunktion (Q|T'¢(z)p(y)|2), wobei wir vorerst den Nenner in der Gellmann-Low-
Formel nicht beriicksichtigen,

[tz 0 s)swm (6:)[0) = 3 [ 4t 0To@ol)s! ()0}

Wenden wir das Wick-Theorem auf den Erwartungswert auf der rechten Seite an, so er-
halten wir 5!! = 15 Terme. 12 Terme gehoren zu zusammenhingenden Graphen und sind
von folgendem Typus: Es wird ¢(x) mit einem der ¢(z), ¢(y) mit einem anderen ¢(z) und

€T z

Abbildung 7.2: Wickkontraktionen.

schlussendlich die zwei verbleibenden ¢(z) miteinander kontrahiert. Die anderen drei Ter-
me gehoren zu nicht-zusammenhéngenden Graphen bei denen ¢(x) mit ¢(y) und jeweils
zwei Paare von ¢(z) kontrahiert werden, siehe Fig. 7.3. Wir finden also das Resultat
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Abbildung 7.3: Wickkontraktionen.

/d4z O {$(2)$(y) Ve (6(2)) } 10) = 12)\/d4zDF(x—z)DF( — 2)Dg(0)
+ :Z\DF(Q:— Y) / d*2Dp(0)Dg(0).  (7.59)

Fiir jede Linie ist ein Propagator einzusetzen und man nennt deshalb die Linien eines Dia-
gramms selbst auch kurz Propagatoren. Wir miissen zwischen dufleren und inneren Punkten
unterscheiden. Uber die Koordinaten jedes inneren Punkt wird integriert und er liefert einen
Faktor —iA. Ein innerer Punkt, bei dem sich (in unserem Fall) 4 Linien treffen, heifit Ver-
tex. Die Faktoren 4!/12 = 2 und 4!/3 = 8 heilen Symmetriefaktoren. Fiir Betrage hoherer
Ordnung ist die Berechnung dieser Faktoren etwas aufwendiger.

Alternativ konnen wir die Darstellung (7.39) fiir das Funktional Z[f] in Potenzen des Po-
tentials entwickeln. So sind die Beitriige von der Ordnung A° und \! fiir die ¢*-Theorie

2[f] = (1 - / d'z Jff( )+O<A2>) Zolf]

<1 - 41, / d*z (3D2(0) — 6Dp(0)(Dpf)2(2) + (DFf)4(Z))) Zolfl+ -,

wobei wir die Abkiirzung (Dr f)(z) = [ d*u Dr(z — u) f(u) einfiihrten. Das erzeugende
Funktional Z[f]/Z]0] fiir die zeltgeordneten Vakuumerwartungswerte der wechselwirken-
den Theorie hat dann wegen

r iA 9 9
70 1+ 1 3D%(0) + O(X7)

folgende Entwicklung in Potenzen der Kopplungskonstante

Tl ={ua [ orDerPe) - Dep) ) | Zlf1 4003, (60

Damit lautet die zeitgeordnete Zweipunktfunktion in erster Ordnung Storungstheorie

( ) _ 62 Z[f]
TR TS F @) (1) Z10]
~ Dp(x1 — x2) — %DF( )/dz Dy (z1 — z)Dp(x2 — 2). (7.61)
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1

¢($)¢(Z~/)¢’51—<|1>1¢'F¢1q’52—¢|52<15'?¢2 2

1 1 ’?‘ [ 79
P(@)p(Y)1P1010102020202 = T “‘
3(2)o(y)p1o1010102d20202 Z &y

Abbildung 7.4: Wick-Kontraktionen

e enseteR O L O I

O(2)D(y)p1010101020202¢2 = 7
/—\
N

z2 Y

192

() B(y) d1001 6161 bodadady 2 & 21
7.3.1 Zweite Ordnung Storungstheorie

Fiir die den Beitrag zur zeitgeordnete Zweipunktsfunktion in zweiter Ordnung Stoérungs-

theorie miissen wir
(=iN)?
21(41)2

/ a2y d* 2 (O[T (1) d(2)d(y) 6 (216 (22)[0) (7.62)

berechnen. Nach der Wickschen Regel gibt es 9!! = 945 vollstidndige Kontraktionen des
Produktes von 10 Faktoren. Da aber das Feld an den Raumzeit-Punkten z; viermal auftritt,
gibt es oft mehrere Kontraktionen mit demselben Graphen und derselben Amplitude:

1. Wird ¢(z) mit ¢(y) kontrahiert, dann gibt es die 7!! = 105 Kontraktionen: Die zuge-
horigen 3 Diagramme sind nicht zusammenhéngend und haben Symmetriefaktoren

S=2x2% (2)t =128
S=2.(2)3=16 (7.63)
S =2.(4) = 48.

Die Bestimmung des Symmetriefaktors fiir ein Diagramm werden wir etwas spiter
diskutieren.

2. Man kann auch ¢(x) mit dem Feld an einem inneren Vertex und ¢(y) mit einem Feld
am anderen inneren Vertex kontrahiert werden. Davon gibt es 480 Kontraktionen mit
den folgenden zusammenhingenden Graphen: Die beiden Graphen haben Symme-
triefaktoren

S=(2)?=4 und S=3)=6. (7.64)
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B
l 1 = T
&(2)P(y) b1 P11 Pacbadadry =L P y
— =" Q
d(x)P(y)P101 0101 P22P2p2 = P Yy 29

3. Schlussendlich gibt es noch 360 Kontraktionen, bei denen ¢(z) und ¢(y) mit Feldern
am selben inneren Vertex kontrahiert werden: Die beiden Graphen haben Symmetrie-

faktoren
S=8x(2)'=16 und S=(2!)>=4. (7.65)

Wir haben jeweils iiber den Gleichheitszeichen die Anzahl Kontraktionen notiert, die
zum jeweiligen Graphen fiihren.

Jedem Diagramm konnen wir nach den angegebenen Regeln einen analytischen Ausdruck
zuordnen. Zum Beispiel dem zusammenhéngenden Diagramm

(=iA)?
S

/d4zld422 Dyr(x — z1)Dr(y — zl)D%(zl — 29)Dr(0).

Dabei haben wir den sogenannte Symmetriefaktor S(G) eines Graphen G eingefiihrt. Ist
K (G) die Anzahl vollstindiger Kontraktionen die zum selben Graphen G gehoren, dann ist

=

(@) 1
T = S (7.66)

Der Symmetriefaktor ist leichter zu bestimmen als die Anzahl Kontraktionen. Fiir Diagram-
me der Ordnung n der Storungstheorie lautet die Beziehung
K(G) 1
n!(4)" — S(g

(7.67)

~—

Wie berechnet man diesen Faktor. Bei der Zdhlung der Anzahl Kontraktionen die zum glei-
chen Graphen fiihren, hebt sich der Faktor n! fast immer gegen die Anzahl Permutationen
der inneren Vertizes weg. An einem typischen Vertex z kommen vier Linien von vier ande-
ren Vertizes an. Die Anzahl Moglichkeiten der Kontraktionen in ¢¢¢¢ ist 4! und dies hebt
den Nenner des Vertexbeitrages —i\/4! weg. Weil sich die Fakultiten beinahe wegheben,
assoziiert man einen Faktor —i\ mit jedem Vertex. Diese Weghebung geschieht nur, wenn
der Graph keinerlei Symmetrien aufweist. Fiir Graphen mit Symmetrien wird die Anzahl
Kontraktionen mit einem Faktor, dem sogenannten Symmetriefaktor, tiberzahlt. Der Sym-
metriefaktor zidhlt auf wie viele Arten man die Komponenten eines Graphen vertauschen
kann, ohne den Graphen zu dndern.
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Der Symmetriefaktor eines Graphen ist die Ordnung der Symmetrie (Permutations) Gruppe
des Graphen, wenn alle dufleren Linien und Vertizes festgehalten werden. Er ist gegeben
durch das folgende Produkt [38]

S =R-2D1. (anP2 (30 Ps . (41)P1, (7.68)

wobei R die Anzahl Permutationen von inneren Vertizes z#hlt, die den Graphen nicht dn-
dern. Dabei diirfen die Vertizes nicht mit einem dulleren Vertex verbunden sein. Die Expo-
nenten D; haben folgende Bedeutungen:

e D; zihlt die Anzahl Paare von Progagatoren D32 (z, z), also die Anzahl Paare von
Linien, die an einem inneren Vertex z beginnen und am gleichen Vertex enden.

e Dy zihlt die Anzahl Paare von Propagatoren D%(z, 2') mit z # 2’ plus die Anzahl
Propagatoren Dr(z, z). Also die Anzahl Paare von Linien, die an einem inneren Ver-
tex beginnen und an einem anderen inneren Vertex enden plus die Anzahl Propagato-
ren, die am selben inneren Vertex beginnen und enden. Man beachte, dass D2 (z, 2)
eine 1 zum Exponenten D; und eine 2 zum Exponenten Dy beitrigt.

e Dj3 zihlt die Anzahl Triplette von Propagatoren D3(z, 2’) mit z # 2’. Dies ist gleich
der Anzahl Triplette von Linien zwischen zwei inneren Vertizes.

e D, z#hlt die Anzahl Quartette von Propagatoren D% (z,2') mit z # 2’ oder die Anzahl
Quartette von Linien zwischen zwei inneren Vertizes.

Fiir nicht-zusammenhéngende Graphen erhélt man das Produkt der Symmetriefaktoren sei-
ner Zusammenhantskomponenten, eventuell noch versehen mit einem zusétzlichen Faktor,
falls die Komponenten identisch sind. Beim Beweis der niitzlichen und expliziten Formel
(7.68) fiir die Symmetriefaktoren benutzt man die Zauberformel (7.25) von GELLMANN
und Low, worin man die (exponentierte) Stérungsreihe (7.39) fiir Z[f] einsetzt. Fiir das
darin auftretende erzeugende Funktional Zy[f] der n-Punktfunktionen des freien Feldes
braucht man die explizite Formel (7.37).

Wir haben die Symmetriefaktoren der Beitrige zweiter Ordnung zur Zweipunktsfunktion
mit der Formel (7.68) berechnet und in (7.63,7.64) und (7.65) angegeben. Damit ergeben
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sich schlussendlich folgende Beitrdge bis zur zweiten Ordnung:

<MT¢mmﬂynmp(—i/}ﬁa4¢u»>m>:zx«x—y>
_ iA/dz <DF(9€ — 2)Dr(y — 2)Dr(0) n Dp(z —?J)D%(O)>

2 8
_ )\2/d21dzg{DF(x —y) (Df;g) + D%(O)D%ézl —22) Dé(’j{ Z2>)
Z1 — & 2 3 21 — &
+ Dy(x — 21)Dr(y — 22) <DF( ! 42)DF(O) + D 16 2)>
+ el Dby o) (Dg‘lzéo) D= —4z2)DF(0)> }+ 7.69)

Entsprechend erhalten wir fiir den Nenner in der Gellmann-Low-Formel bis zur zweiten
Ordnung der Storungstheorie

200 = (T e (i [ d1(66:)0

2
= 1—1)\/dz D%(O)

—AQ/dzleQ <Df‘3(0) D (21 — 22) DE(0) n Di(z1 Z2)> I

128 + 16 48

und entsprechend

1 D2(0) D2(z — 22)D3(0)  Di(z1 — 29)
-1 : F 2 F F F .
Z[0] +1)\/dz . + A /dz1d22 < 16 + 18

Multipliziert man dies mit (7.69) und behilt Terme bis zur zweiten Ordnung, dann heben
sich alle Terme in (7.69) weg, die von nicht-zusammenhéngenden Graphen herriihren,

T(z,y) = Dp(x — y) — iX / dz Dp(z — Z)DFz(y — 2)Dr(0)

B )\2/dzld,2’2 <DF(I ) Dely — 22) (DF(Zl —ZQ)D%(U) n D%(Z16— z2)>

L Drle—2)Dr(y - Zl)DI%(Zl - 22)DF(0)> (170
Hier ist eine allgemeinere Eigenschaft des Quotienten in der Gellmann-Low-Formel zum
Vorschein gekommen, nach der sich die nicht-zusammenhéngenden Graphen wegheben,
und diese Eigenschaft werden wir nun beweisen.

A. Wipf, Quantenfeldtheorie



7. Storungstheorie 7.3. Feynman Diagramme 113

7.3.2 Verbundenen Diagramme

Jedes Diagramm zerfillt in Zusammenhangskomponenten. Wir betrachten einen Graphen
mit zwei duBeren Vertizes. Da an den duleren Vertizes je eine Linie und an jedem inne-
ren Vertex eine gerade Anzahl von Linien endet, liegen die duBeren Vertizes in derselben
Zusammenhangskomponenten,

G=Goy+G1+ -+ G (7.71)

Die GG; enthalten keinen duferen Vertex, es sind verbundene Vakuumgraphen. Einem derar-
tigen Diagramm wird die Amplitude
m
A(Gi)
A(G) = A(Gy) ] S (7.72)

=1

mit Symmetriefaktor S zugeordnet. Tritt ein Vakuumgraph n; mal auf, dann ist sein Beitrag
zum Symmetriefaktor gleich n;!. Schreiben wir in (7.72) nur die verschiedenen Graphen
zusammen mit ihren *Vielfachheiten’ an, dann schreibt sich die Amplitude wie folgt,

A(G) = A(Gay) [[ AT, Ai = A(Gy) (7.73)

Im folgenden bezeichne G;,, die Menge der verbundenen Graphen mit zwei duBeren Ver-
tizes. Die Summe aller Amplituden, welche im Zahler der Gellmann-Low-Formel fiir die
zeitgeordnete Zweipunktsfunktion auftritt, lautet

1 ,
Z A(Gyy) X Z (H —~ A?l) . (7.74)
Der zweite Faktor ist die exponentierte Summe aller zusammenhéingender Graphen,

(s4e)g ) -nige)

n1 n2 7 n;
= [ [ exp(4s) = exp (Z Ai)

Die Summe der Beitrdge aller Graphen zur Zweipunktsfunktion ist gleich die Summe aller
verbundenen Zweipunktsfunktionen in G, multipliziert mit dem Exponential der Summe
iiber alle verbundenen Vakuumdiagramme. Graphisch sieht dies folgendermaflen aus:

lim  (0[To()é(y) exp (—i / d4yv(¢><y>)) 0) @.75)

T—o0(1—ie)

Der Nenner in der Gellmann-Low-Formel (7.24) ist die Summe iiber Vakuumgraphen und
damit das Exponential aller zusammenhéngender Vakuumgraphen, Die Exponentialfunk-
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:<x x O ym©y+...)xexp<8+§+ +>

(0T exp (—i [ d*y V(é(y))) |0) =exp < + % + @ +... )

tionen im Zahler und Nenner der Gellmann-Low-Formel heben sich weg und wir finden das
einfache Resultat, dass zur Zweipunktsfunktion nur alle zusammenhéingenden Graphen mit
zwei dufleren Vertizes beitragen, Die Verallgemeinerung von der Zweipunktsfunktion auf
beliebige n-Punktsfunktionen ist naheliegend und nicht viel schwieriger zu beweisen:

QT (1) - o)) = ( (7.76)

Summe der Amplituden von verbundenen
Graphen mit dufleren Vertizes x1,...,%, )

Mit verbunden meint man hier, dass jeder innere Vertex mit irgend einem #dufleren Vertex
verbunden sein muss. AuBere Vertizes konnen dabei auch unverbunden sein. Die folgenden
Diagramme tragen zur 4-Punktsfunktion bei: Nachdem wir die Feynmanregeln im Orts-
raum (inklusive Symmetriefaktoren) geniigend ausfiihrlich besprochen haben, wollen wir
diese auch noch im Impulsraum formulieren. Ausgangspunkt ist die Fourier-Darstellung
des Feynman-Propagators,

dp i
2m)4 p?2 —m? +ie

Dp(x —y) =iAp(z —y) = / ( e~ PEy), (7.77)
der zu jeder Linie in einem Diagramm gehdrt. Wir ordnen also jeder Linie einen 4-er Im-
puls p zu und zeigen die Richtung von p mit einem Pfeil an (das Dy eine gerade Funktion
ist, ist fiir die ¢*-Theorie die Richtung willkiirlich). Treffen sich vier Linien an einem inne-
ren Vertex, dann ergibt die Integration iiber die Position des Vertex Die auftretende Delta-
Distribution bedeutet, dass an jedem inneren Vertex Energie und Impuls erhalten sind. Die
gestattet auch, einige der auftretenden Impulsintegrationen explizit auszufithren. Damit er-
hilt man folgende Feynmanregeln im Impulsraum:

p

1. Fiir jeden Propagator — = oo
X
2. Fiir jeden Vertex -
QT o(x)o(y)I82) . Yz v —
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- Q

(QUT ¢1920304[2) = _F ‘ ‘ + X o d ‘4—

2 p1
>< > [dizerzemimiemsiemipaz = (2m)46(4) (py + p2 + p3 + pa).
p3 p2

p =z )
3. Fiir jeden dufleren Vertex — =e P

4. An jedem inneren Vertex gilt 4-er Impulserhaltung

. . . . d%p
5. Integriere iiber die unbestimmten Impulse [ @y
6. Dividiere durch den Symmetriefaktor.

Schlussendlich bemerken wir noch, dass die Vorschrift

T
lim / dt,
T—oo(1—i€) J_7

auf die wir in (7.16) stieBen, sich im Impulsraum in die Vorschrift fiir die p°-Integration
iibersetzt. In der komplexen p°-Ebene muss man folgenden Integrationsweg wihlen,

/|

Dieser Integrationsweg fiihrt aber genau auf den Feynman-Propagator. Fiir mehr Details
verweise ich (zum Beispiel) auf das Lehrbuch von PESKIN und SCHROEDER [11]. Insbe-
sondere die hier gegebene Ableitung der wichtigen Gellmann-Low-Formel findet man in
diesem Buch.

7.4 Aufgaben

Aufgabe 1: Superficial degree of divergence in ¢" theory

Define the superficial degree of divergences D of a loop diagram to be the difference bet-
ween the powers of the momenta in the numerator and denominator. Thus, e.g. for a loop
diagram of the form | ddppz%m% the superficial degree of divergence is D = d — 2.
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1. Give a formula for D in scalar ¢ theory (i.e. with an interaction term oc A | dze™ ()
in d dimensions depending on the number of vertices of the diagram. (The result of
problem 25 of the previous exercise sheet might be helpful.)

2. What is the meaning of D > 0, D = 0 and D < 0 respectively?

3. Using the fact that the action is dimensionless in natural units, what is the dimension
of the coupling \. How is it related to the superficial degree of divergence?

(Consider only connected loop diagrams for this exercise.)

Aufgabe 2: Relation fiir Schleifendiagramnme
Uberzeugen Sie sich rein graphentheoretisch davon, dass die Zahl von geschlossenen Schlei-
fen (loops) L eines zusammenhidngenden Diagramms gegeben ist durch

L=1-V+1

wobei I die Zahl der inneren Linien und V' die Zahl der Vertizes bezeichnen. (Hinweis: be-
ginnen Sie mit L = 0). (Hierbei soll die Anzahl der Felder an einem Vertex nicht festgelegt
sein.)
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8 Streuprozesse

Die S-Matrix oder Streumatrix beschreibt die Streuamplituden. Sie wurde 1943 von Hei-
senberg eingefiihrt.

Die Betragsquadrate der Elemente der S-Matrix geben fiir einen Anfangs- und einen End-
zustand die entsprechende Wahrscheinlichkeit, dass dieser Anfangszustand bei der Streu-
ung in den Endzustand iibergeht. Die nach Lehmann, Symanzik und Zimmermann benannt
LSZ-Reduktionsformel besagt, dass sich die S-Matrix einer Quantenfeldtheorie aus den
zeitgeordneten n-Punkt-Funktionen berechnen l4sst.

Die Formulierung einer S-Matrix ist nur moglich, wenn vor und nach dem Streuvorgang
die Existenz nicht wechselwirkender asymptotischer Zustdnde beziehungsweise Felder an-
genommen wird.

8.1 Ein losbares Modell

Wir setzen unsere Diskussion der Kopplung eines freien Quantenfeldes an eine duflere Quel-
le g(x) im Abschnitt (4.6) fort. Wir erinnern an die Feldgleichung

(O +m?)p(z) = q(x). (8.1)

Die allgemeine Losung hatten wir als Losung der homogenen Gleichung plus eine spezielle
Losung der inhomogenen Gleichung geschrieben,

¢( ¢eln / dy /dyA xr — ) ( )
= ¢em / dy /dy Aret .T - ) ( ) (8.2)
mit Aot (7) = 0(z%) Ay, (). Diese Losung *beriihrt’ das freie Feld ¢ei, zur Zeit T,

AT, ) = ein(T,2) und (T, ) = ¢ein(T, ). (8.3)

Die erste Eigenschaft ist evident, und die zweite folgt aus (wir halten = fest)

t
d mo=0 [t .
4 / A At — )g(t) 227" / At At — )q(t)),
ar .
T
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ausgewertet zur Zeit T'. Wir wollen annehmen, der Grenzfall 7' — —oo existiere und finden

¢(2) = Pein(r) — / d'y Avet(z — y)q(y). (8.4)

Fiir sehr frithe Zeiten konvergiert (fiir geeignete ¢(y)) diese Losung gegen ¢ei,, und deshalb
nennen wir ¢, das einlaufende Feld. Ahnlich beriihrt die Losung

P() = Paus( /dy /dyA z—y)q(y)

die freie Losung ¢,,s zur Zeit T'. Wir wollen wieder annehmen der Grenzfall T — oo
existiere und erhalten

() = Paus(x) — / d'y Aae(z —y)g(y) mit Ay (x) = —0(=2")Ap(z)  (8.5)

mit auslaufendem freien Feld ¢,,s. Fiir sehr spite Zeiten konvergiert ¢ gegen ¢ays. Mit
Aret — Ay = Ay, folgt

Paus(T) = Pein(T) — / d'y A (z = y)a(y). (8.6)

Die Pauli-Jordan-Funktion vermittelt zwischen der ein- und auslaufenden freien Losung.
Jeder der drei Terme in (8.6) ist eine Losung der Klein-Gordon-Gleichung. Wir fassen die
beiden asymptotischen freien Felder als Operatoren in einem gemeinsamen Hilbertraum
‘H auf. Demzufolge kann H auf zwei Weisen als Fockraum geschrieben werden, wobei
eine unitdre Transformation, der Streuoperator S, zwischen diesen beiden Darstellungen
vermittelt. Wir konstruieren nun S fiir das betrachtete Modell.

Wir zerlegen die asymptotischen Felder in ihre Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren

1 . L
Gein(T) = 7(2703/2 /d,u(p) <agm e Pt 4 aZ‘nT elpx) 8.7)
1 . .
Paus () = (@) /dﬂ(p) (af;“s e Pt + GZuST elpx) (8.8)

und definieren zwei Fock-Vakua,
aS™|0)ein =0 und  a3"|0)ays = 0. (8.9)
Darauf aufbauend konstruieren wir die entsprechenden Mehrteilchenzustinde,
[Pein = a5 T0)ein, [P, D )ein = aS™ a0}, - . ., (8.10)

und analoge Zustinde iiber |0),,s. Wir interpretieren sie als n-Teilchenzustinde vor bzw.
nach dem Streuprozess.

Wir werden nun zeigen, dass es einen unitiren Operator S gibt mit den Eigenschaften

a3™ = S7'at"S, a1 =871 S und  [0)aus = S |0)ein- (8.11)
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Seine Eindeutigkeit folgt aus der Irreduzibilitit der Fock-Darstellung. Der Beweis macht
Gebrauch von der Fourierdarstellung der homogenen Losung

1 —ipx ~ ipx ~*
J @ = ) = G [ ae) (i) ). 612
Ein Vergleich mit (8.6) fiihrt auf
azus = agm —q¢(p) und a;uST = agi“T — ¢ (p). (8.13)
Wir setzen voraus, dass
[P <o 5.1

gilt, damit die Funktion ¢(p) im Hilbertraum der Einteilchen-Zustidnde liegt. Ist diese Be-
dingung nicht erfiillt, dann sind die beiden mit ,,ein* und ,,aus* bezeichneten Darstellun-
gen der kanonischen Vertauschungsrelationen indquivalent zueinander und es existiert keine
unitdre Streumatrix die zwischen den beiden Darstellungen vermittelt.

Wir fithren einen unitdren Operator
S=e¢f mit B+B =0 (8.15)

ein und machen Gebrauch von der Formel

) . > (—1)" )
S7lagns = agn + 3 ( n,) ad™(B) g, (8.16)
n=1 ’

wobei ad(B) folgende lineare Abbildung auf dem Raum der linearen Operatoren ist,
ad(B)A = [B, 4], sodass ad*(B)A = B,[B,A]. (8.17)

Der anti-hermitesche Operator B soll so gewihlt werden, dass die Reihe in (8.16) gleich

—q(p) ist, damit die rechte Seite in dieser Formel gleich a3 in (8.13) ergibt. Wenn wir

[B,ap"] = d(p)1

fordern, dann bricht die Reihe nach dem ersten Glied ab und wir erhalten das gewiinschte
Ergebnis. Offensichtlich miissen wir

B = aun(d) — aly (@), al(@) = / du(p)(p) a1 (8.18)
wihlen, damit gilt
Sila;ins = a’;in + [aiin(QN)a a;in] = agin - q~(p) = azus. (819)

Aus den Kommutationsregeln fiir die Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren folgt

[Gein(@), 0l (@)] = / du(p) li(p)? = |1 (8.20)
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und damit kdnnen wir mit Hilfe der CBH-Formel den (inversen) Streuoperator umschreiben,

§1 — ohin@=aen(@ — polin(@ p—aen(@ L1l

S — paein(@—al, (@ _ ,—al;, (@) gacin(@ ,—3ldl? (8.21)
Deshalb sind die beiden Vakua wie folgt verbunden,
10)aus = 5™ 0)ein = €2 191° c02in @0y (8.22)

Also ist der Grundzustand des auslaufenden Feldes ein kohdrenter Zustand fir das einlau-
fende Feld.

Hier sind einige Bemerkungen angebracht: Einfache Groflen wie zum Beispiel die Teilchen-
zahl tritt in zwei Bedeutungen auf: einmal in Bezug auf das einlaufende Feld und einmal in
Bezug auf das auslaufende Feld. Dies gilt im Prinzip fiir jede Observable wie zum Beispiel
Impuls, Energie oder Ladung. Handelt es sich aber um eine Erhaltungsgrofie, so fallen die
beiden Versionen zusammen.

Ahnlich ist die Situation bei den Zustinden. A priori ist nicht klar, was wir meinen, wenn
wir von einem Teilchenzustand mit Impuls p sprechen, da er in zwei Versionen auftritt, als
einlaufender oder als auslaufender Zustand. Wir sagen, er ist in Bezug auf das einlaufende
oder auslaufende Feld definiert.

Unabhiéngig vom gewdhlten Bild gelingt es aber, die Charakterisierung von Observablen
und Zustdnden allein in Bezug auf das einlaufende Feld vorzunehmen. Nach den Prinzipien
der Quantenmechanik sind nur Erwartungswerte entscheidend, und die Vorschrift fiir ihre
Berechnung muss eindeutig sein. Wie sieht dies in den beiden Bildern nun konkreter aus:

e Im Heisenberg-Bild ist der Zustand vor und nach dem Wechselwirkungsprozess der
gleiche. Er kann durch einen Vektor |®) des Fockraums fiir das einlaufende Feld
charakterisiert werden. Ist O eine Observable in bezug auf das einlaufende Feld, so
gehort dazu die Observable S~'OS nach dem Wechselwirkungsprozess. Anfinglich
war der Erwartungswert (®|O|®) und danach ist er (®|S~10S|®).

e Im Schrodinger-Bild ist eine Observable vor und nach dem Wechselwirkungsprozess
die gleiche. Die konkrete Festlegung geschieht in Bezug auf das einlaufende Feld.
Ist |®) der Zustand vor dem Prozess und in bezug auf das einlaufende Feld definiert,
so ist S® der Zustand danach. Aus dem anfinglichen Erwartungswert (®|O|®) wird
wie im Heisenberg-Bild (®|S~10S|®).

Obwohl beide Bilder zur Beschreibungen eines Quantensystems benutzt werden diirfen, sie
sind ja dquivalent, wird das Schrodinger-Bild bei der Beschreibung von Streuexperimenten
bevorzugt. Haben die beteiligten Teilchen feste Impulse, so charakterisiert man ein solches
Experiment dann durch das folgende Diagramm Hier ist [p1ps . . . p,, )" der einlaufende und
S|p1p2 . .. pn)®" der auslaufende Zustand. Im Experiment wird der auslaufende Zustand
nach moglichen Endzustinden |p)p) ... p),) von m Teilchen analysiert. Die naheliegende

A. Wipf, Quantenfeldtheorie



8. Streuprozesse 8.2. Streuoperator im allgemeinen Fall 121

p1 P
P2 P
S
Pn p/m

Frage ist diejenige nach der Wahrscheinlichkeit fiir eine bestimmten Endzustand von m
Teilchen bei einem gegebenen Anfangszustand von n Teilchen. Im Streuexperiment misst
man jedoch nicht direkt diese Wahrscheinlichkeiten, sondern die Zahl der Ereignisse pro
Zeit und Stromdichte der einfallenden Teilchen (Wirkungsquerschnitte). Die entscheidende
GroBe ist dabei die Ubergangsamplitude

aus< >ein _ aus< >aus

pllv o 7p:n|‘5"p17 ey Pn
= pi, . 0lSIpLs - ) (8.23)

Pl PolPls - P

Wir kehren zu unserem l16sbaren System zuriick und beantworten die Frage, was die Quel-
le ¢(z) an Teilchen abstrahlt. Wir wollen also annehmen, dass anfinglich keine Teilchen
vorhanden waren. Also berechnen wir

i i )" 1 qll2 ein ~\™ ein
S0 = CO e g (ol (@) 0
m — L1612 ~ ~
= (=)™ e 21G(p)) - - a(p},), (8.24)

und diese Amplituden beschreiben die Emission von Teichen. Fiir die Absorption von n
Teilchen mit gegebenen Impulsen finden wir die Amplitude

i 1116112 ~* ~%
WS (0p1, .., p) T = e 2 TG (py) - G (pn).- (8.25)

Schliesslich gibt
|aus<0’0>ein|2 — 6_”6”2 (8.26)

die Wahrscheinlichkeit dafiir an, dass weder Emission noch Absorption beobachtet wird.

8.2 Streuoperator im allgemeinen Fall

In einer nicht-linearen Theorie wechselwirken die mit dem Feld assoziierten Teilchen. Dies
fiihrt zu Emission, Absorption und Streuung von Teilchen und diese Effekte sollen im Fol-
genden untersucht werden. Wir betrachten ein wechselwirkenden Skalarfeld ¢(x) und leiten
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einen allgemeinen Ausdruck fiir den Streuoperator ab. Dabei setzen die Giiltigkeit der ka-
nonischen Vertauschungrelationen voraus:

oc
~ 9(8o9)

Motiviert durch unsere Betrachtungen im letzten Abschnitt machen wir im weiteren Vorge-
hen folgende drei Annahmen:

[o(t, ), 7(t, y] = i6°(xz — y), T . (8.27)

1. Es existieren asymptotische freie Felder ¢eiy und ¢,,s und ihre kanonisch konjugier-
ten Impulsfelder mey;, und m,ys. Die freien Felder erfiillen die Vertauschungsrelation
(8.27).

2. Es exisitert ein gemeinsamer Hilbertraum #, auf dem alle Felder als Operatoren wir-
ken. Die Darstellungen der kanonischen Vertauschungsrelationen fiir die wechselwir-
kenden und asymptotischen Felder sind unitér dquivalent, d.h. zu jeder Zeit ¢ existiert
eine unitidrer Operator U (t) mit

o(t,x) = UL (t)pein(t, )U (1) (8.28)
m(t,z) = U () mein(t, 2)U(1). (8.29)

Es existieren die Grenzwerte
tl}u_nooU(t) =1 und tliglo U(t) =S. (8.30)

Der eingefiihrte Streuoperator S ist unitér. d.h. jeder Operator, der zu einer festen
Zeit mit ¢ein und e, vertauscht, ist ein Vielfaches des Einheitsoperators.

Hier sind einige Bemerkungen angebracht:

1. Die Giiltigkeit der kanonischen Vertauschungsrelationen (8.27) fiir wechselwirkende Fel-
der ist ungekldrt und wurde von fithrenden Quantenfeldtheoretikern wie A. WIGHTMAN
und R. STREATER in Frage gestellt.

2. Fiir Theorien mit Confinement mag die letzte Annahme zu stark sein. So treten weder
Quarks noch Gluonen als asymptotische Zustinde der Quantenchromodynamik auf.

Ausgehend von den Heisenberg-Gleichungen fiir das wechselwirkende Feld
ip=[¢,H|, inr=[r,H] mit H = H[r, ¢ (8.31)
und fiir das einlaufende freie Feld
iein = [Pein, Ho),  iftein = [Tein, Ho] mit Ho = Ho[Tein, Pein] (8.32)

mit den entsprechenden Losungen

o(t, ) = M0 g(tg, a)e )

¢ein(t, w) - eiHO(t_tO)¢ein<t07 il:)e_iHO(t_tO)
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findet man die schon in (7.7) abgeleitete Zusammenhang
o(t, ) = U'(t,t0)bein(t, 2)U (¢, t0) (8.33)
mit dem Zeitentwicklungsoperator im Wechselwirkungsbild,
t
Ult,tg) = etflolt=to) g=iH{t=t0) — T exyp {—i / dt’ Vw(t’)} : (8.34)
to

Das Potential im Wechselwirkungsbild ist
Vi(t) = /de(¢ein(x)) mit V =H — H,. (8.35)

Die Felder ¢ und ¢y stimmen zur Zeit tg iiberein. Damit ¢ in der asymptotischen Ver-
gangenheit gegen ¢.i, konvergiert, muss ¢y gegen —oo streben. In Einklang mit unseren
Annahmen soll der Grenzwert

Ult)= lim U(t,to) (8.36)

to——o0

existieren. In der asymptotischen Zukunft konvergiert das Feld dann gegen das auslaufende
freie Feld,

t—o0

¢(tam) — Qbaus(SU) (8.37)

mit unitdrem Streuoperator

t—o0
tp——o0

S = lim U(t,ty) =Texp {—i/d4x V(ac)} , V(@) = V(dein(z)), (8.38)

wobei im letzten Intergral iiber alle Raumzeitpunkte im Minkowski-Raum zu integrieren
ist. Anstelle von V findet man in der Literatur das Syvol H; oder wegen H; = — L auch

S =T exp {i / d4x£1(¢>ein)} . (8.39)
Ohne Wechselwirkung gibt es natiirlich keine Streuung,

S=1 fir V=0. (8.40)

Eigenschaften der S-Matrix

Wichtige allgemeine Eigenschaften der Streumatrix (des Streuoperators), wie zum Beispiel
die Lorentz-Invarianz, die Unitaritdt und das daraus abgeleitete optische Theorem folgen
aus den allgemeinen Prinzipien einer quantisierten relativistischen Feldtheorie und sollen
hier besprochen werden.
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e Lorentzinvarianz:
Der Term n’ter Ordnung in der Entwicklung

S=1+50 4524 (8.41)

nach Potenzen des Potentials lautet
s — (_nl')/d‘*:cl- : -/d4anV(;v1) V(). (8.42)

Da V(z) ein skalare Feld ist wire (8.42) ohne Zeitordnung offensichtlich eine lorent-
zinvariante GrofBe.

Aber hier kommt uns zugute, dass ¢ei, ein kausales Feld ist, und deshalb V an raum-
artig getrennten Punkten kommutiert,

V(z),V(y)] =0 fir (z—y)?<O0. (8.43)

Andererseits kann eine eigentliche Lorentz-Transformation die Zeitordnung von zeit-
oder lichtartig getrennten Ereignissen nicht umkehren, da eine derartige Transforma-
tion den abgeschlossenen Vorwirts- bzw. Riickwirtslichtkegel in sich abbildet. Also
ist (8.42) auch mit Zeitordnung Lorentzinvariant.

o Unitaritit:
Der Streuoperator ist der asymptotische Limes des unitdren Entwicklungsoperators
im Wechselwirkungsbild und sollte deshalb unitir sein,

S1S =58t =1. (8.44)
Sind |7) und |j) zwei Anfangszustinde mit |i') = S|i) und |j') = S|j), dann gilt

(@)5') = (iISTS15) = Y _(ISTNF1S15) = Y SiSpy = (ili) = bij. (8:45)
f f

Diese Identitdt driickt die Erhaltung der Wahrscheinlichkeit bei einem Streuprozess
aus.

e T-Matrix:
Um triviale Ubergiinge |i) — |i) bei denen nichts geschieht wegzulassen definiert
man die Ubergangsmatrix T durch

S=1+iT. (8.46)
Die Unitaritit der Streumatrix impliziert
1=(1—-iTHA+iT) =1 +1(T - T +T'T,
was den Imaginirteil und das Betragsquadrat von 7" verbindet,
1
i

(T —t ) — 7T, (8.47)
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Fiir die diagonalen Matrixelemente 7;; = (i|7'|¢) dieser Operatorgleichung folgt

2S(Ty) = (i TTT)i) = Y |Tpl. (8.48)
!

Diese Identitiit verbindet die Ubergangswahrscheinlichkeiten eines Anfangszustin-
de |i) in irgend einen Endzustand |f) mit dem Imaginérteil der Amplitude fiir den
Ubergang des Zustandes |i) in sich selbst. Es ist die allgemeine Form des optischen
Theorems. Es ist eine Verallgemeinerung des aus der Potentialstreuung oder Optik
bekannten Sachverhaltes, nachdem der totale Streuquerschnitt proportional zum Ima-
gindrzeit der Streuamplitude in Vorwirtsrichtung ist.

Deshalb bezeichnet man zurecht die Beziehung (8.47) als Operatorversion des op-
tischen Theorems. Da die linke Seite dieser Beziehung linear und die rechte Seite
quadratisch in der Ubergangsmatrix 7" ist, verbindet das optische Theorem verschie-
dene Ordnungen der Storungsreihe.

8.3 Streuamplituden und Wirkungsquerschnitte

Die Streuamplituden sind die Matrixelemente der Ubergangsmatrix 7'. Speziell erhalten wir
die invarianten Amplitude

UpsHT{pi}) = Ty = (2m)*6* (Py — Py) My, (8.49)

wobei P; die Summe der 4-er Impulse aller einlaufenden und Py aller auslaufenden Teilchen
bezeichnet,

Pi=) p und Pr=> py (8.50)
und M ¢; das Matrixelement

My = ({ps} IM|{pi}). (8.51)

Beim Ubergang von den T-Matrix- zu den M-Matrixelementen wurde die Erhaltung von
Energie und Impuls in jedem Streuprozess beriicksichtigt. P; ist der gesamte 4-er Impuls im
Anfangszustand und Py im Endzustand.

In einem Experiment werden aber (differentielle) Wirkungsquerschnitte gemessen. Eine
wirklich befriedigenden Behandlung dieser wichtigen Grosse ist nicht ganz einfach und
wird hier auch nicht angestrebt. Wir geben nur die Vorschriften zur Berechnung von Wir-
kungsquerschnitten. Fiir eine ausfiihrlichere Diskussion verweise ich auf die im Literatur-
verzeichnis angegebenen Lehrbiicher.

Die Einfiihrung des differentiellen Wirkungsquerschnitts setzt einige formale Definitionen
voraus: Ubergangswahrscheinlichkeit, Ubergangsrate, differentielle Ubergangsrate und Strom-
dichte.
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Die Ubergangswahrscheinlichkeit von einem Anfangszustand |i) in eine Endzustand | f) ist
gegeben durch
pri = |Ti|* = 2m)*6* (Py — P;) Vi [My 2. (8.52)

Hier erscheint das (unendliche) Volumen V, der Raumzeit. Dieser Faktor kommt vom qua-
drieren der Delta-Distribution in der Definition (8.49) der M-Matrix. Quantisieren wir ein
Feld im endlichen Volumen V,, zum Beispiel mit periodischen Randbedingungen, dann ist

wé‘P _ / d4.’E eiPm7
Va

wobei P einer der erlaubten 4-er Impulse im betrachteten Quantisierungsvolumen ist und
0 p das Kronecker-Syvol bezeichnet. Strebt V4 gegen den Minkowski-Raum, dann strebt die
rechte Seite gegen (27)%6*(P). In diesem Sinne ist die Ersetzung

(2m)88(P)3(P) = (2m)*Vydpd*(P) = (2n)*V, 64(P)
zu verstehen. Der Volumenfaktor verschwindet, wenn wir die Ubergangsrate berechnen,
Ryi = |pgil /Va = (2m) 6" (Py — P) [ Mgl . (8.53)

In einem Streuexperiment ist der Endzustand kein gebundender Zustand. Man sagt, er liegt
im Kontinuum und meint damit, dass die Eigenwerte Py im kontinuierlichen Spektrum des
4-er Impulsoperators liegen. Deshalb fiihrt man die sogenannte differentielle Ubergangsrate

dR = Ry; ANy = (2m)*6* (P — P,) |IM i[> ANy (8.54)

ein. Hier ist d Ny die Anzahl Endzustéinde in einem Detektorelement und ist gegeben durch
das Produkt der lorentzinvarianten Elemente im Impulsraum der auslaufenden Teilchen,

_rrdupr) gy dpy 1

Die im Detektor gemessene Rate hdngt noch vom Fluss der einlaufenden Teilchen ab. Des-
halb miissen wir noch durch den entsprechenden Flussfaktor dividieren. Fiir den Ubergang
von 2 in N Teilchen ist der Fluss gleich

F = p1pov12, (8.56)

wobei p1, p2 die Stromdichten der einlaufenden Teilchen und w15 ihre relatative Geschwin-
digkeit bezeichnet. Der Faktor kann folgenermassen bestimmt werden: Fiir die Einteilchen-
Wellenfunktion

dp(x) = (0|p(2)|p) = e P*

ist der Wahrscheinlichkeitsstrom

j* = 2Im(¢p0" ¢y, ) = 2p,
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oder in der 3 + 1 Zerlegung
®=p=2E,=2ym und j=2p=2ymv, (8.57)
wobei ~y den relativistischen Faktor bezeichnet. Mit v; = p;/E; finden wir den Flussfaktor
F =2F2Es|v) — vo| = 4|Eap1 — E1pal. (8.58)

Der interessierende differentielle Wirkungsquerschnitt ist nun das Verhiltnis von differenti-
eller Ubergangsrate und Flussfaktor,

do = —. 8.5
o= (8.59)

Sammeln wir unsere Resultate, dann ergibt sich der folgende Audruck fiir diese wichtige
Grosse

: dp; 1 4504 2
o= o —— | @)W (P, - P)IMl2. .
7T 9E, 2F5 019 1;[(2@3 2E; (2m)*0" (P — P)[ My (8.60)

Sind die N auslaufenden Teilchen ununterscheidbar, dann miissen wir auf der rechten Seite
auch noch durch den Faktor N! dividieren.

Wir fassen die Vorschriftenzur Berechnung der Streuamplituden zusammen: Die Formel fiir
die Streumatrixelemente beim Stoss von 2 Teilchen lauten

iM - (2m)t5? (pl +p2 — pr)
_ { die Summe iiber alle verbundenen und amputierten Feynman

Diagramme mit p1, p2 einlaufend und p; auslaufend. (8.61)

Hier meint man mit verbunden, dass ein Diagramm kein Vakuumdiagramm als Subdia-
gramm enthiilt und dass alle dusseren Linien miteinander verbunden sind. Ahnlich wie bei
der Diskussion der Storungsreihe fiir die Vakuumerwartungswerte der Produkte von zeit-
geordneten Operatoren kann der Beitrag der nicht-verbundenen Vakuumdiagramme expo-
nentiert werden und fiihrt zu einer irrelevanten Phase fiir die Streumatrix, die den asym-
ptotischen Impulseigenzustinde der wechselwirkenden durch diejenigen der freien Theorie
ersetzt,

(p1 ... PuliT|P1P2)

T
= 1l ..pl|T —i 62
lim <0<p1 Pl (exp[ ¥ Tdtv<t>D \p1p2>0) s

amputiert

Wie in der Gellman-Low-Formel stehen rechts nur Grossen der freien Theorie. Was es mit
der Amputation auf sich hat soll anhand eines lehrreichen Beispiels erldutert werden.
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T N\ _—

8.3.1 Streuung von 2 — 2

Der elementare Prozess in einer Skalarfeldtheorie mit ¢*-Wechselwirkung ist die Streuung
von zwei Teilchen. Zwei Teilchen mit Impulsen p1, p2 in der asymptotischen Vergangenheit
streuen und erscheinen in der fernen Zukunft als Teilchen mit Impulsen ps, p4. Wir finden
fiir die Wahrscheinlichkeitsamplitude den Ausdruck

i

4]

aus <

p3, Pa|p1, P2)°™ = (p3, pa| T {]l - /d4z H(z) + ... } |p2, P1), (8.63)

wobei das Matrixelement auf der rechten Seite in der freien Theorie (mit Feld ¢y, ) berech-
net wird. Im Folgenden werden wir den Subskript ’ein’ nicht mehr schreiben. Wir berech-
nen nun diesen Prozess in nullter, erster und zweiter Ordnung Stérungstheorie. In nullter
Ordnung Storungstheorie finden wir

(P3, Palp1, p2) = (ps|p1){Palp2) + (Psp2) (palpr). (8.64)
Die Einteilchenzustinde mit festem Impuls,
Ip) = (2m)*af|0) (8.65)
haben die konventionell gewihlten inneren Produkte
(pla) = (2m)°2E,6% (p — q). (8.66)
Mit Hilfe der Identitiiten
2n)* 2, = 00 (p) =i [ do e 5y o(a)
(2m)*%af, = ¢ (p) = —i / dz e~ 5o () (8.67)

folgt auch
Ip) =6 (p)|0) ,  (p] = (0[6D(p). (8.68)

Bei einer etwas sorgfiltigeren Diskussion der Streuquerschnitte fithrt man lokalisierte Wel-
lenpakete ein,

5 = / du(p)f(p)lp) mit (f1f) =1 (8.69)

Mit unserer Wahl fiir die Normierung der Einteilchenzustéinde bedeutet die letzte Bedingung

1f) = / du(p)|f(p)? = 1. (8.70)
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Fiir eine schone Ableitung von Wirkungsquerschnitten mit Hilfe von Wellenpaketen ver-
weise ich auf das Lehrbuch von L.S. BROWN [2].

In erster Ordnung Storungstheorie finden wir den Betrag
/d4z (p3. pal¢" (2)|p1. p2) = /d4z (p3, pale ™" (0)e 7 p1, p2)

_ /d4ze—iz(p1+p2—p3—p4) (ps, pa|6*(0)|p1, po) (8.71)
= 2m)*W(Pr — P) (010 (p3)0™ (1) 6 (0)6 ) (p1) ) (p2)]0) -

Das Matrixelement auf der rechten Seite berechnet man mit den Kontraktionsregeln. Ver-
nachlédssigt man Kontraktionen der ¢(0) untereinander (die nicht zur Streuung beitragen,
siehe spéter), dann findet man

(p3, pa|#*(0)|p1, p2) = 4!.

Damit ergibt sich bis zur ersten Ordnung das Resultat

S (p pa|p1, D) = (3] p1) (pa|p2) + (p3]p2) (pa]pr) — IN2m)26W (P —Py). (8.72)

Nun kehren wir zum differentiellen Wirkungsquerschnitt

_ [ du(ps) du(ps) 1 Lo B | -
AU—A (271')3 (27.‘.)3 2E, 2F5 v19 (27[') 0 (pr sz> ‘Mfl‘ (8.73)

zuriick und schreiben diesen in einer manifest lorentzinvariant Form. Alle Terme bis auf
den Flussfaktor im Nenner sind bereits invariant und es fehlt nur die invariante Form dieses
Faktors. Fiir kollinear einlaufende Teilchen mit Impulsen p;, ps ist

(p1p2)® — mim3 = (E1\Ey — p1 - p2)® — mimj
= (p} +m1)(p; +m3) — 2E1 Eapy - p2 + pip; — mim3
2
= E?p3 + E3pl — 2E1Esp; - p2 = ELES k)
B Es
Also ist der Flussfaktor
E1Eavi9 = \/(p1p2)2 — mimi, (8.74)

und dies ist die lorentzinvariante Form des Flussfaktors. Hier ist der geeignete Ort fiir eine
kurze Erorterung der relativistischen Kinematik von Stossprozessen.

8.3.2 Mandelstam-Variablen

Mit Hilfe der drei Mandelstam-Variablen kann der Flussfaktor und differentielle Wirkungs-
querschnitt weiter vereinfacht werden. Die Mandelstam-Variable

s = (p1 +p2)? =m?+m3+2p1po (8.75)
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ist gleich der quadrierten Schwerpunktsenergie und mit ihrer Hilfe lautet der Flussfaktor

4F1 Esvi9 = 2\/[8 — (m1 — ’I’)’LQ)QHS — (m1 + ’I’)’LQ)Q]. (8.76)

Dieser verschwindet an der kinematischen Schwelle s = (m + mg)Q. Da die totale Energie
und der totale Impuls beim Streuprozess erhalten sind, gilt

s = (p1+p2)* = (p3 +pa). (8.77)

Neben der Variablen fiir die Gesamtenergie benutzt man die zweite Mandelstam- Variable
fiir den 4-er Impulsiibertrag

t=(p3s—p1)® = (ps — p2)°. (8.78)

Mit dem gleichen Recht fithrt man eine Variable fiir den 4-er Impulsiibertrag zwischen dem
anderen Teilchenpaar ein,

u=(ps—p1)* = (ps —p2)*. (8.79)
Eine kurze Rechnung zeigt, dass folgende Relation gilt,
s—i-t—i—u:m%—&—m%—i—m%—l—mi, (8.80)

wobei wir etwas verallgemeinerten, und fiir die auslaufenden Teilchen andere Massen er-
laubten als fiir die einlaufenden Teilchen. Alle Skalarprodukte von Impulsen sind durch s, ¢
und die Teilchenmassen bestimmt:

2 9
2p1-p2 =5 —m]—mj

2p1 - p3 =mi+m3 —t

2p1~p4:s+t—m%—m§

2p2-p3:s+t—m%—mi (8.81)

2py - pa = mi +mj —t

2p3 - pa = s —m3 —mj
Der Wirkungsquerschnitt fiir die 2 — 2 Streuung enthilt eine 6-dimensionale Integration
iiber die auslaufenden Impulse. Wegen der Energie-Impulserhaltung bleiben davon zwei
iibrig und wir bendtigen deshalb nur zwei unabhingige Variablen fiir die Beschreibung
des Streuprozesses. Ublicherweise benutzt man den Raumwinkel, in den eines der beiden
Teilchen gestreut wird. Vernachldssigen wir den Spin (bei polarisierten Teilchenstrahlen),
dann ist eine Drehung um die Strahlachse eine Symmetrieoperation und der differentielle
Wirkungsquerschnitt hangt nur vom Streuwinkel 6 ab.

Anstelle des auf ein Kugeloberflichenelement d€2 bezogenen differentiellen Wirkungsquer-
schnitt (Flacheninhalte sind nicht lorentzinvariant) ist es vorteilhaft, den invarianten Wir-
kungsquerschnitt pro invariantem d¢ zu berechnen. Dazu fiigen wir die Indentitit

1= /dw (t—(p3s —p1)?) (8.82)
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Y41 \9 P2

in die Formel (8.73) ein und integrieren iiber alle Impulse im Endzustand. Den Integranden
der verbleibenden ¢-Integration identifizieren wir als invarianten ’differentiellen Wirkungs-
querschnitt’ do /dt. Wir finden

do_ (2;)6 /A dpa(ps)dpa(pa) 8 (t — (p3 — p1)?)
(2m)*0(p3 + pa — p1 — p2) 2
My 8.83
2/[s — (m1 — m)?][s — (m1 + m2)?] M G
_ <I>(t,s) |Mfz|2

2/[s — (m1 — m2)?][s — (m1 + m2)?]

mit relativistisch invarianter Phasenraum-Volumen ®(t, s). Dieses ist in allen Inertialsystem
gleich und wir berechnen es im Schwerpunktsystem, in dem p; + p2 = 0 gilt. Wegen der
Impulserhaltung ist die Integration iiber dp, in (8.83) denkbar einfach: Im Schwerpunkt-
system muss p4 im Integranden durch —p3 ersetzt werden. Mit

t—(p3 —1?1)2 = t—m;% — m% + 2E3E; — 2r|p1| cosf

Es+ Ey— E1 — Ey = E3(r) + E4(r) — /s

mit 7 = [p3| und B3 4(r) = /72 + m3 ,, ergibt sich fiir das Integral

@2 /dQ/ dr v m5(E3(T)+E4(T)—\/§)

6 (t— m3 —m? + 2E3(r)E1(p1) — 2r|p1| cos f)
1 1

T 167 [ply/s

wobei wir den Betrag des Impulses |p| (von einem der beiden einlaufenden Teilchen) im
Schwerpunktsystem einfiihrten

Ei(p) + Ex(p) = /s . (8.84)

Durch quadrieren, umformen und nochmals quadrieren findet man fiir |p| die Darstellung

S =)

15 > (8.85)
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Bei einer elastistischen Streuung von Teilchen gleicher Masse vereinfacht sich das Resultat

zZu
do 1 1

dat 167 s(s — 4m?)

Fiir den Prozess im Schwerpunktsystem wird die Streuung durch den Streuwinkel 6 be-
schrieben. In diesem System ist

|M2. (8.86)

t=(ps—p1)?=—(p3s—p1)* = —2p} + 2p3p1 = —2p*(1 — cos b))

= %(s —4m?)(1 — cosh) (8.87)

und entsprechend
dQ
dt = (s — 4m?)—. (8.88)
47

Damit ergibt sich fiir den differentiellen Wirkungsquerschnitt bezogen auf Raumwinkelbe-

reiche die einfache Formel )

do 1 |M

B 8.89

dQ}  4s|4m (8.89)
Fiir identische Teilchen
ist der totale Wirkungsquerschnitt gegeben durch

1 do
=—[dQ—. .
=73 / ) (8.90)

In diesem Fall ist die invariante Amplitude invariant under dem Austausch p3 <+ p4 und die
differentiellen Wirkungsquerschnitte fiir Streuwinkel § und = — € sind identisch.

Setzen wir unser obiges Resultat in erster Ordnung Storungstheorie ein, M = A, dann
finden wir den differentiellen Wirkungsquerschnitt
do 1 /22
— 8.91
dQ  4s (471') 891)

und den totalen Wirkungsquerschnitt

A2 1

= —0=C, 8.92
g 327 s (8.92)

8.4 Die LSZ-Reduktionsformel

Die LSZ-Reduktionsformel (nach ihren Entdeckern, den deutschen theoretischen Physi-
kern Harry Lehmann, Kurt Symanzik and Wolthart Zimmermann) ist eine Methode, die
S-Matrix-Elemente der Strevamplitude aus den zeitgeordneten Korrelationsfunktionen ei-
ner Quantenfeldtheorie zu berechnen. Die Formulierung einer S-Matrix ist nur moglich,
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wenn vor und nach dem Streuvorgang die Existenz nicht-wechselwirkender asymptotischer
Zustinde bzw. Felder angenommen wird. Wir wollen deshalb im Folgenden annehmen,
dass in der frithen Vergangenheit oder der spiten Zukunft das wechselwirkende Feld freien
asymptotischen Feldern annihert,

() — ZY2¢en(z), fir 2° — —oco (8.93)
o(x) — Zl/2¢aus(x), fir 20 — o0o. (8.94)

Wir werden zeigen, dass dann die Elemente der Streumatrix mit den Green’schen Funktio-
nen der Wechselwirkenden Theorie in Beziehung stehen. Startpunkt ist die Relation

aus<Q1a cee |P1;P2a .- ~>ein = aus<q17 s |alm(p1)|p2, .- ~>ein
K 3 —ip1x o
= T d’ze 00 aus<q17q2'-- |¢ein(x)|p27-- ->ein (895)
t
Das Raumintegral kann zu beliebigen Zeiten ausgewertet werden und wir betrachten den
Grenzfall ¢ — —oo, wor wir das freie einlaufende Feld ¢e;, durch das wechselwirkende

Feld Z~1/2¢(x) ersetzen konnen,

K . s A
aus<QI7 - ’ply .. ~>ein = ﬁ tlimoo d3x€ e 00 aus<QI7 < ‘(25(.%') ’p27 .. ~>ein . (8.96)
- t

Mithilfe der Relation

<t1320—tiig1w) /dw(t,m) :/_Z dtgt/d?’ zY(t, x) (8.97)

und der asymptotischen Formel fiir ¢ — oo finden wir dann
aus<q1a e |p1a .- >e1n = aus Q17 S aus(p1)|p27 .- ->ein
<~
/d4$ 80 1 80 aus<q1a v W(@‘P% .. ->ein> 5 (898)

wobei sich das letzte Integral {iber die gesamte Raumzeit erstreckt. Der erste Term auf der
rechten Seite trdgt nur bei, wenn mindestens ein Teilchen nicht gestreut wird, da ajms (p1)
nach links als Vernichtungsoperator aays(p1) wirkt,

aus(CIl?---‘ aub(ﬁl ‘p%-- em *Zprk )aus<Q17-~-Qk--~’p27--~>ein- (8.99)

Derartige Beitrige nennt man nicht-zusammenhdngend.

Wir betrachten nun den letzten Term in (8.98) etwas genauer. Da wir die Amplituden nicht
mit Testfunktionen verschmierten, sollten wir den Ausdruck als Integralkern auffassen. Es
ist dann erlaubt, beziiglich der raumlichen Koordinaten partiell zu integrieren und Randter-
me wegzulassen. Aber fiir die Zeitkoordinate ist das natiirlich nicht gestattet (der Streupro-
zess riihrt von unterschiedlichen Termen bei t — +00). Da p? = m? ist, gilt

—02 7T = (P92 TP = (p 4 m?)e TP = (= A+ m?)e P1" (8.100)

A. Wipf, Quantenfeldtheorie



8. Streuprozesse 8.4. Die LSZ-Reduktionsformel 134

und wir konnen den letzten Term in (8.98) wie folgt umformen
4 —ip1x e
d 1'80 € 80 aus<q1a---|¢($)|p2a--~>ein
_ /d%; ((( — At m?)e P 4 e*imag) w1, - - | (@) |pa, - - .>em) (8.101)
_ /d4:c P04 1) s a1 [6(@) P2 - - et

wobei wir im letzten Schritt partiell integriert haben. Wir fassen zusammen und gewinnen
dermassen den ersten Schritt einer Rekursionsrelation:

n
aus<q17 . ’pl, . . ->ein = Zprkfs(Qk - pl) aus<q1a RN |p27 .. ->ein
k=1

ik —ip1x
—|—ﬁ/d4xe p1 (D+m2) aus(q1, - - |0(x)|P2y - - Dein  (8.102)

Dieser Schritt kann nun mehrfach wiederholt werden. Um genauer zu sehen, was dabei
passiert, schreiben wir den ndchsten Schritt noch explizit aus. Dabei betrachten wir nun den
Beitrag von aa,s(g1). Was die nicht zusammenhingenden Terme betrifft, so geschieht hier
nichts Neues und wir schreiben ihren Beitrag nicht mehr explizit auf. Zundchst haben wir
wieder

aus<Q17 q2; ... ’(b(x) ’p27 .- '>ein = aus<QQ7 - ‘aaus(Q1)¢(1‘)‘p27 .- ->ein
ik . iy
= ﬁ y%gnoo dy e ™ 9,0 aus(qa;---10(y)d(x)|p2, - - -)ein (8.103)
Wir wiirden nun gerne wieder das letzte Integral durch ein 4-dimensionales Integral iiber
den Minkowskiraum ersetzen. Dabei bendtigen wir aber eine Trick, damit der Operator
ein(q1) fiir t — —oo direkt auf den einlaufenden Zustand |pa, . .. )ein Wirkt. Dieser beruht
auf dem zeit-geordneten Produkt der Feldoperatoren

é(y)p(x) falls 3° > 20

104
o(x)p(y) falls 20 > y¥. (8.104)

To(y)o(x) = {

Da das Integral in (8.103) fiir asymptotische Zeiten 3 — oo ausgewertet ist, diirfen wir das
Produkt der Felder durch ihr zeitgeordnetes Produkt ersetzen. Nun benutzen wir wieder die
Identitét (8.97) und ersetzen den Integranden zur asymptotischen Zukunft durch denjenigen
in der asymptotischen Vergangenheit plus das Zeitintegral der Zeitableitung,

aus<q1, q2;,- .- |¢($) |p27 .. ->ein
ik . iy
= ﬁ y01—1>H—loo dye wy ayo aus(CI27 cee \T(ﬁ(y)qﬁ(x) ’]72, .- ~>ein (8.105)

+ 17’% / a0y (7% By wslan, - TGO, - Jin
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Im ersten Integral konnen wir das zeitgeordnete Produkt durch ¢(x)¢(y) ersehen, da 3°
in der asymptotischen Vergangenheit vorkommt. Dann extrahiert die links-rechts Ableitung
plus Integral iiber den Raum den Vernichtungsoperator des einlaufenden Feldes. Im zweiten
Integral fiihrt eine rdumliche partielle Integration wieder auf den Klein-Gordon Operator,
so dass

aus<QIa qz, .- |¢($)‘p27 .- ->ein = aus<QQa ce ’¢(x)ain(QI>‘p2; .- ->ein

ik _i

+ — [ d*ye lqu(Dy + m2) aus(q2, - - - |TP(y)d(x)|p2, - - ein (8.106)
VZ

Der erste Term auf der rechten Seite fiihrt wiederum zu einem nicht-zusammenhingenden

Term. Nach Reduktion von zwei Teilchen erhalten wir also die Formel

aus{q15 G2, - - - [P1, D25+ -+ ) = ein(q1, 92, - - - [S|P1, P2, - - - Jein
= nicht zusammenhingende Terme

c N2
+ (ir)” /d4y1d4x1 eaviTinT(g, 4+ m2) (Oay + m2) x

A
X aus(q2, - - - |TO(y1)o(x1)|p2; - - Jein-  (8.107)

Es ist nun offensichtlich, wie dieser Schritt iteriert werden kann, und man erhalt

aus(q1y -5 nlP1y - s Pm) = ein{q1, -+, @alSIP1s - - -, Din)ein
= nicht zusammenhingende Terme

(ir)? a 4 4 RS RS
+ - d*y;...d%x, exp 1quyk—12pkxk X
k=1 k=1

X (Dyl + m2) cee (Dxm + mQ) aus<O|T¢(y1) .. ¢(xm>|0>ein .
(8.108)

Dies ist die LSZ Reduktionsformel von Lehman, Symanzik und Zimmermann. Sie ist eine
Beziehung zwischen on-shell Ubergangsamplituden (die 4-er Impulse liegen auf der Mas-
senschale) und den Vakuumerwartungswerten von zeitgeordneten Produkten der wechsel-
wirkenden Theorie. Die Formel impliziert, dass die Green’schen Funktionen Pole in den
lorentzinvarianten Variablen p? besitzen, wobei p; die zu x; konjugierte Variable ist. Bis auf
Normierung ist das S-Matrixelement gerade das Residuum dieser multiplen Pole.

Eine weitere bemerkenswerte Eigenschaft der LSZ Reduktionsformel beseht in der Symme-
trie zwischen den ein- und auslaufenden Teilchen. Diese Symmetrie ist eine Manifestation
der sogenannten PCT Symmetrie, die fiir allgemeine lokale Lorentz-invarianten Quanten-
feldtheorien gilt.

8.5 Aufgaben

Aufgabe 1: Scattering in an interacting theory
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Consider a theory with three real scalar fields ¢(z), ¢ = 1,2, 3, which has an action given

by
1 1
§= / d'a (2 D 0u0i0" 6 — 5 Y mie} + g¢>1¢2¢3>
i i
1. Which vertex exists in this theory?

2. Which of the following scattering processes are possible at tree-level (i.e., without
loop diagrams)?

e 1,111
e 1,212
© 3,3—22
e 1.1 —23

3. Calculate the probabilities for these processes (at tree level) and express them using
the Mandelstam variables s, ¢ and u.
Aufgabe 2: Zerfall und y — ¢ Streuung (nach Brown)
Betrachte die Feldtheorie fiir zwei Skalarfelder ¢ und x mit Lagrangedichte

1 1 1 1
L == By — ZM2h2 + = Iz hl
5 Molointo) 2M 10} +28uxﬁ X 5

Dieses Modell ist das ’skalare Gegenstiick’ zur Quantenelektrodynamik. Dabei spielt ¢ die
Rolle eines skalaren (und massiven) ,,Photons“ und x die Rolle eines skalaren ,,Elektrons®.
Wir erinnern uns daran, dass die Streuamplitude 7" durch

L= () —i@m)*s (P — P)T

definiert ist. Fiir M > 2m kann ein ¢-Teilchen in zwei x-Teilchen zerfallen.

1
m?x? + §gd>x2

aus < |

1. Berechne die Zerfallsrate in erster Ordnung Storungstheorie!

2. Entwickle die T-Matrixelemente bis zur Ordnung g? und berechne dann die Streu-
amplitude fiir Y — ¢-Streuung in tiefster Ordnung Stoérungstheorie. Diese Streuung
entspricht der Compton-Streuung in der QED.

3. Erkléren Sie, wie die Amplitude zu den folgenden beiden Feynaman-Graphen in Be-
ziehung stehen.

N , S K-
Nk k/ 7/ ~~. ///7
\ / \\\ ///
\ s/ ///"‘\\\
D P D P’
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4. Wir definieren die Mandelstam-Variablen
s=(p+k)? t=0-p?> u=FE-p?’.
Beweisen Sie s + t + u = 2m? + 2M? und driicken sie 7" durch s, t und u aus.

Aufgabe 3: y-x Streuung

1. Berechne nun die Streuamplitude fiir die y — x-Streuung in tiefster (nichttrivialer)
Ordnung. Wie sehen die Feynmangraphen aus? Driicke 7" durch die entsprechenden
Variablen s, ¢t und u aus.

2. Was ist der differentielle Wirkungsquerschnitt do /d2 fiir y — x-Streuung im SPS.
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Losungen

Aufgabe 2: Zerfall und x — ¢ Streuung (nach Brown)

Das Potential ist V = g¢x?/2 und fiihrt in der ersten Ordnung Stérungstheorie auf die
Amplitude

(kiks|T|p) = (2m)*6(Py — P) Myi, My = %(k1k2|¢(0)x2(0)|p>

Die invariante Amplitude ist

g
Myi = 5 (0[6(0)p) - (kik2[x*(0)]0) .
Wir benutzen die Identititen

[B(2), ¢~ ()] = e, [b(x), 0" (p)] = —¥*, 67 (p), 9™ (p)] = (27)°20pd"” (p—q)

und explizite Form der Einteilchenzustinde

Ip) = ¢~ (p)|0) und (kika| = (Ox " (k1)x™ (k2)

und finden die Matrixelemente

(0l6(0)[p) = (0]¢(0)¢™ (p)[0) = 1
(ko[ x2(0)[0) = (O]xF (k)x ™ (K2)x(0)x(0)]0) = 2

Zur Berechnung der Zerfallswahrscheinlichkeit pro Zeit quadrieren wir, ersetzen das Qua-
drat der Delta-Distribution durch die Delta-Distribution multipliziert mit (27)*V und inte-
grieren iiber die Ausgangsimpulse. Multiplizieren wir noch mit 1/2 wegen der Gleichheit
der auslaufenden Teilchen, so ergibt sich die Zerfallsrate

2 dk; dk
r=(ntd / / D(p— ky — k).
5 | Gryoon | G, PRk

Im Schwerpunktsystem des zerfallenden Teilchens ist
P’=M, p=0
und die Delta-Distribution erzwingt
ky=—k und k) =k}

Nun konnen wir leicht das dk;-Integral ausfiihren,

1 g2 dkl
k1
2 du u?

T8 ) mi+u?

kS

(5(M—2 m2—|—u2>.
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Das Argument f(u) der Delta-Distribution hat eine positive Nullstelle bei

1 2u0
_ 2 2 _ A2 e = —
uo =5V M2 —4m? und f'(ug) = 0

und deshalb ist die Zerfallsrate je Zeiteinheit gleich

2
= % 1—4(m/M)2  (Faktor 1/2M fehlt)
s
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9 Fermionen

Nach dem Spin-Statistik-Theorem gehorchen Teilchen mit ganzem Spin der Bose-Einstein
Statistik und Teilchen mit halbganzem Spin der Fermi-Dirac Statistik. Teilchen mit halbgan-
zem Spin, sogenannte Fermionen, erfiillen demnach das Pauli’sche Ausschliefsungsprinzip.
Die zugehorigen Felder sind keine Tensorfelder sondern Spinorfelder — in einem gewis-
sen Sinne sind Tensoren das Quadrat von Spinoren. Im Gegensatz zu den bosonischen
Feldern transformieren die Felder von Fermionen nach Darstellungen der quantenmecha-
nischen Lorentz-Gruppe SL(2, C) und nicht nach Darstellungen der Lorentzgruppe.

9.1 Diracgleichung

Ich gehe davon aus, dass sie die Diracgleichung aus der Vorlesung QM II kennen und erin-
nere hier nur an die wichtigsten Eigenschaften der Spinorfelder und Diracgleichung. Spin—%
Felder werden durch vierkomponentige Spinoren v (x) beschrieben deren Lagrangedichte
und Feldgleichung 4-dimensionale y-Matrizen v* enthalten. Diese gehorchen den algebrai-
schen Beziehungen

(Y W} = 2914, Y = Y0770 9.1)

Die letzte Beziehung bedeutet, dass o hermitesch und y;, 2, 3 antihermitesch sind. We-
gen v3 = 1 hat vy die Eigenwerte +1 und wegen 77 = —1 sind die Eigenwerte von ~;
gleich 4. Die von den v, erzeugte Algebra mit Relationen (9.1) heiBt Clifford-Algebra.
Es existiert nur eine nicht-triviale irreduzible Darstellung dieser Algebra und diese ist 4-
dimensional.

Unter orthochronen eigentlichen Poincare-Transformationen transformiert ein Spinorfeld
¥ (x) wie folgt
V(2" = SyY(z), 2'=AS)r+a. 9.2)

Darin ist die Spintransformation gegeben durch

i 1
&mm(}w?@ mnzwzawmﬂ Wap = —waa € R (9.3)

Die Indizes der Gamma-Matrizen werden mit der Metrik nach oben oder unten gezogen,

Y=y 5 Y=9uwr. 9.4)
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Die Lorentztransformation A berechnet sich aus der Spintransformation gemélB
STIyHS = AH AV, (A*) = exp(w), w=(wH)). (9.5)

Jeder Spintransformation ist eine eindeutige Lorentz-Transformation zugeordnet. Umge-
kehrt gibt es zu jeder Lorentztransformation zwei Spintransformationen mit S~!vS = A~.
Die Spingruppe ist die doppelte Uberlagerung der Lorentzgruppe, #hnlich wie die quan-
tenmechanische Drehgruppe SU (2) die doppelte Uberlagerung der Drehgruppe SO(3) ist.
Spintransformationen sind nicht unitir, erfiillen aber die Bedingung

A08T40 = 51, (9.6)
Deshalb ergibt sich fiir den Dirac-konjugierten Spinor das Transformationsgesetz
V(') = d@)s™h P=yh". 9.7)

Im Gegensatz zu Tensorfeldern, deren Komponenten beim Wechsel des Inertialsystems wie
die Komponenten eines Vektorfeldes transformieren, transformieren die vier Komponen-
ten eines Spinorfeldes mit der Spintransformation S. Aber die folgenden 16 Felder sind
(Pseudo)Tensorfelder:

(x) Skalarfeld 1
J (x) Vektorfeld (Strom) 4
TH () = ¥(x)[y*,7"]¥(z) antisymm. Tensorfeld 6 (9.8)
(x) Pseudovektorfeld (Axialstrom) 4
(x) Pseudoskalarfeld 1

Hier tritt die hermitesche Matrix s auf,

s =712 mit 42 =1, =+, {5,7"}=0. (9.9)

Die letzte Gleichung bedingt die Spurfreiheit der Gamma-Matrizen, tr-y,, = 0.
Die lorentzinvariante Lagrangedichte fiir das freie Spin—% lautet
L= (if —m), d=~"0,, (9.10)
und die zugehorige Euler-Lagrange Gleichung ist die kovariante freie Dirac-Gleichung
(iv"0,, — m)p = 0 <= —i9, ¥y —my! = 0. 9.11)

Die Wirkung ist invariant unter Translationen in Raum und Zeit. Der zugehorige Noether-
strom ist der kanonische Energie-Impuls Tensor des freien Dirac-Feldes,

TH = iy 9%y — gM L . 9.12)

Die erhaltenen Ladungen bilden den 4-er Impuls

PY = / de T = / dz (ivy"0"y — g™ L) . (9.13)
20=0 z0=0
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Der kanonische Energie-Impuls Tensor ist unsymmetrisch und muss als Quelle des Gravi-
tationsfeldes verbessert werden. Die erhaltenen GroBen P* dndern dabei aber nicht und wir
diirfen zu ihrer Berechnung die Formel (9.13) benutzen. Insbesondere lautet die Energie des
Dirac-Feldes

H =P = / dzy'hy, h=—ir"40; +1'm = o'6; + fm. (9.14)

Die Lagrangedichte ist auch invariant unter globalen U (1)-Phasentransformationen

U(x) — eM(a) () — e (), (9.15)
und diese innere Symmetrie fithrt auf den erhaltenen Noetherstrom
J(x) = ()" () (9.16)

mit zugehoriger zeitunabhingiger Noetherladung

Q= /dm iy (9.17)

Das Vektorfeld j* wird mit der elektrischen 4-er Stromdichte identifiziert und ¢ mit der
elektrischen Ladung.

9.2 Losungen der freien Diracgleichung

Zur Losung der linearen partiellen Differentialgleichung (i — m)1) = 0 setzen wir eine
ebene Welle an, _
Y(z) = e P®y  mit konstantem u € C*. (9.18)

Dies ist eine Losung der Diac-Gleichung, falls
(p—mu=0= (p+m)(p—m)u= (p? — m*)u (9.19)

gilt. Die letzte Gleichung hat nur eine Losung fiir p> = m? und dies ist gerade die Be-
dingung dafiir, dass jede Komponente von v die Klein-Gordon-Gleichung mit Masse m
erfiillt. Also liegt der 4-er Impuls auf dem Massenhyperboloid im Vorwirts- beziehungs-
weise Riickwirtslichtkegel,

peVy,=Viuv, mit Vi={peR]p?=m?+p’>0} (9.20)

Liegt p auf dem Hyperboloid V,,; im Riickwirtslichtkegel dann liegt —p auf dem Hyperbo-
loid V' im Vorwirtslichtkegel. Deshalb haben die Losungen die Form

U(z) = Pu, (p-mu=0, peV,,
Y(z) = e TPy, (p+mv=0, peV,l. (9.21)
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Wegen p? = m? hat p die Eigenwerte =m. Die Eigenrdume zu den Eigenwerten +m sind
je 2-dimensional, da trp = p,try* = 0 ist. Wir bezeichnen die entsprechenden Eigenvek-
toren, die sogenannten Polarisationsvektoren, mit

u(o,p) und wv(o,p), o=12. (9.22)

Diese sind wie folgt normiert: im Ruhesystem mit p = (m, 0) lauten Gleichungen (9.21)
fiir die konstanten Spinoren » und v

(Y —=1Du=0 und (' +1)v=0. (9.23)

Da +? hermitesch ist, konnen wir die Eigenvektoren beziiglich dem Standard-Skalarprodukt
auf C* orthogonal withlen. Deshalb gilt im Ruhesystem des Elektrons

UT(O', pu(o’,p) =o' (p, o)v(a’,p) = 2mdye (9.24)
u' (o, p)v(o’,p) = vi(p,o)u(ed’,p) = 0. (9.25)

Der Faktor 2m ist Konvention. Die Eigenvektoren von ~° definieren auch die Projektoren
auf die entsprechenden Eigenriume von 7" zu den Eigenwerten +1,

1+4°
> u(o,p)ul(o,p) = 2m 5
o=1,2
1— 0
Z v(o,p)vl (o, p) = 2m 27 . (9.26)
o=1,2

Diese Relationen gelten im Ruhesystem des Elektrons. Fiir den Ubergang in andere Inerti-
alsysteme schreiben wir sie in kovarianter Form. Dazu benutzen wir, dass wegen (9.23) im
Ruhesystem die Beziehungen in (9.25) wie folgt geschrieben werden kénnen,

ﬂ(ayp)u(ojap) =2mlgor Q_j(ga p)v(ojap) = —2md,o
u(o,p)v(a’,p) =0 , v(o,p)u(c’,p) =0, (9.27)

und diejenigen in (9.26) gemil

Z u(o,p)u(p,o) =p+m Z v(o,p)v(p,o) =p—m. (9.28)

o=1,2 o=1,2

Wir machten von der speziellen Form des 4-er Impulses im Ruhesystem Gebrauch. Beim
Ubergang in ein beliebiges Inertialsystem benutzen wir (9.5) mit dem Resultat

S(p£m)=(p £m)S, P =A(S)p, (9.29)
Die Spinoren im Impulsraum transformieren unter Lorentz-Transformationen geméif

u(o,p') = Su(o,p) und w(o,p’) = Sv(o,p). (9.30)
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Nun sei S so gewihlt, dass A(.S) den Impuls p im Ruhesystem in einen beliebigen anderen
Impuls auf V" abbildet. Dann ist

a(o,p)u(o’,p) = (o, p)S™ Su(o’, p) = 2mbyyr
und analog

Zu( SZ u(o,p)u UpSl( 9)p’+m.

[

Ganz analog verfihrt man mit den entsprechenden Ausdriicken fiir v(o, p). Dies beweist,
dass Orthogonalititsrelationen (9.27) und Vollstdndigkeitsrelationen (9.28) in beliebigen
Inertialsystemen, als fiir beliebige Teilchenimpulse, giiltig sind. In den folgenden Rech-
nungen sind die weiteren Identitéiten

u(o, p)y'u(o’, p) = v(o, p)y*v(o’,p) = 2p"0p0r (9.31)

hilfreich. Auf beiden Seiten stehen Vektoren und es geniigt, diese vektorielle Beziechung im
Ruhesystem des Elektrons nachzupriifen. Im Ruhesystem ist wegen y’u(o, p) = u(o,p)

und @(o, p)7° = (o, p)
(o, p)y*u(o’, p) = (o, p)y" "7 u(o’, p).

Deshalb erhalten wir Null fiir i = 1,2, 3 und mit (9.27) das Resultat 2p°6,, fiir i = 0.
Dies ist aber gerade die Relation (9.31) im Ruhesystem des Elektrons.

Die allgemeine klassische Losung der Dirac-Gleichung lautet somit

60 = o [ @)Y (4o p)as e oo, )) 03

(2m) ~

mit p € V7 und beliebigen Amplituden a,(p) und b, (p). Der konjugierte Spinor hat die
Zerlegung

- 1

0a) = oo [ ) Y (oo p)belp)e ™ + (o pal o)) 939

(2m) ~
Mit Hilfe von (9.31) findet man fiir den 4-er Impuls (9.13) des Feldes

/ ZP (b ()ao () — bo ()} ()) - (9.34)

Insbesondere finden wir fiir die Energie des Dirac-Feldes den Ausdruck
H = /du wpz — by (p )bj,(p)), wp=+Vp2+m2.  (9.35)

Sie ist nicht positiv definit wie fiir skalare oder vektorielle Teilchen.
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9.3 Quantisierung des Diracfeldes

Bei der Quantisierung werden das Dirac-Feld 1 und seine Fourier-Koeffizienten a,, b, zu
Operatoren auf einem Hilbert-Raum. Wiirden wir Vertauschungsrelationen fiir diese Ope-
ratoren fordern dann wire die Energie nach unten unbeschrinkt, im Widerspruch zur For-
derung, dass in einer relativistischen Feldtheorie das Spektrum von P* im abgeschlossenen
Vorwirtslichtkegel liegen mufl. Die Energie wird (bis auf eine Konstante) positiv, wenn wir
kanonische Antivertauschungsrelationen postulieren:

{ao(p), al, (1)} = {bo(p), b}, ()} = 2w, 6P (p — p') 50 (9.36)
{af (p), al, ()} = {7 (p). b7,(¥')} = 0. (9.37)

Hier steht * fiir a oder fiir af. Der Ubergang von Kommutations- zu Antikommutations-

regeln wird auch fiir die Einhaltung des Pauliprinzips fithren. Zum Beispiel verschwindet

a(T,(p)ag(p)T aufgrund der Antikommutationsregeln, so dass man mit a,(p)' nicht zwei

Teilchen mit denselben Quantenzahlen ¢ und p aus einem Fock-Vakuum erzeugen kann.

In der Tat wihlen wir als Hilbert-Raum den Fock-Raum iiber einem invarianten Vakuum-
zustand |0), der von den Vernichtungsoperatoren annihiliert wird,

a5 (9)[0) = by(p)]0) = 0. 9.38)

Man definiert das normalgeordnete Produkt von Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren
so, dass alle Vernichtungsoperatoren rechts und alle Erzeugungsoperatoren links stehen. Ist

die Permutation der Umordnung ungerade, dann wird wegen der Anti-Vertauschungsrelationen

noch mit —1 multipliziert. Mit (0|a, (p)az, (»")]0) = {as(p), al/ (p")} gilt zum Beispiel

tap(p)al,(p): = as(p)al,(p) —(0las(p)al, (0)|0) = —al,(p)ac (p) (9.39)
tbe (D)L, (1'): = by (p)BL, (0 — (0bs (p)B), () [0) = b1, ()b (p) - (9.40)

Der normal-geordnete Hamilton-Operator
tH: = /du(p)wpz (ai(p)ao(p) + bi(p)bg(p)) (9.41)

ist nicht-negativ und annihiliert den Vakuumzustand. Mit den niitzlichen Identitédten
[AB,C] = A{B,C} —{A,C}B und [AB,C|= A[B,C]+[A,C|B (9.42)
folgen die Kommutationsregeln

(P)ao(p). al,(q)] = +2wpd(p — @)d50r al(p)
—2wpd (P — q)d0 a(p) - (9.43)

=
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Benutzen wir diese Regeln im Kommutaor der Impulse mit dem Feld so ergibt sich

P00 = Gy [ @) 3 (u(ospacto)e™ 40,0 (0)e)
= 9,1b(x) (9.44)

und wie erwartet erzeugen die hermiteschen P* Verschiebungen in Raum und Zeit. Die
Vernichtungs- und Erzeugungsoperatoren haben die Zeitentwicklungen

—lwpt

aa(p)
(p) = i[H, bl (p)] = iwybl(p) = bl (t,p) = €' bl (p), (9.45)

as(p) = i[H, ays(p)] = —iwpas(p) = as(t,p) =€
pt

[

in Ubereinstimmung mit der klassischen Losung (9.32) fiir das Dirac-Feld.

9.3.1 Zweipunktsfunktionen

Wir berechnen die relevanten Zweipunktsfunktion des quantisierten Diracfeldes. Das Dirac-
feld hat die Entwicklung (9.32) und sein konjugiertes Feld die Entwicklung (9.33). Dabei
sind die Fourierkoeffizienten Operatoren im Fockraum mit den Antivertauschungsrelatio-
nen (9.36) und (9.37). Die Zweipunkt-Funktion ist der Vakuum-Erwartungswert

<0|w<x>@z<y>|o>=(2}r)3 / du(p)du(q —quyz u(, p)i(g, ") Olas (p)al, (4)]0)

Im letzten Erwartungswert diirfen wir das Produkt von ¢ und a' durch ihren Antikommuta-
tor ersetzen und dies fiihrt auf den Faktor 2w,d(p — q)d,,/. Wir erhalten mit (9.28)

(Ol (@) b(y)]0) = (2;)3 / du(p)e =V (p + m)

1 —ip(x—y
= (0, +m) o [ dup)e e,

Im letzten Ausdruck steht die Zweipunktsfunktion W (zx — y) = 1A (z — y) des Skalarfel-
des, und deshalb ist

iS4 (2 — ) = (0 (2)¥(y)[0) = (i +m) iA;(z —y). (9.46)
Die andere nicht-verschwindende Zweipunkt-Funktionen ist

(010(2)i (y)|0) = (idy — m)ij iA4(z —y). (9.47)

Dagegen verschwinden die Vakuumerwartungswerte von zwei 1 oder zwei 1,

(0lhi ()1 ()|0) = (Oli(x)e;(y)|0) = 0. (9.48)
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Wegen (9.36) ist der Antikommutator zweier Fermionfelder proportional zum Einheitsope-
rator,

[i(@), 65 ()} = (OH{a(), By () }0)
— (i, + m)yiAy (2 —y) + (i, - m)y ALy —2)  (949)
= (id, + m)y 1A (e — y) = 1Sz — y),

wobei die Pauli-Jordansche Kommutatorfunktion A,,,(§) = A4 (§) — A+ (—¢) benutzt wur-
de. Insbesondere ist

{i(x),;(y)} =0 fir (z—y)?<0. (9.50)

Diese ungewohnte Form der Kausalititbedingung ist physikalisch sinnvoll, sind doch die
eichabhingigen () und v (y) selbst keine Observablen. Nur eichinvariante gerade Pro-
dukte des Diracfeldes kommen als Observable in Betracht. Hitten wir ¢ bosonisch quanti-
siert, so wire der Antikommutator (9.49) nicht ein Vielfaches von 1 und wiirde fiir raumartig
getrennte z und y auch nicht verschwinden. Der Kommutator

[Wi(2), i (W)] = i@y +m)ij i (A (z —y) + Ay (y — 2))

wiirde dann fiir raumartig separierte Argumente ebenfalls nicht verschwinden. Die Stabilitéts-
und Kausalitits-Forderungen fiihren relativ zwangsldufig auf fermionische Antikommutati-
onsregeln fiir die Fourier-Koeffizienten des Quantenfeldes ).

Das zeitgeordnete Produkt
Toi(x)1h(y) = 0(z” — y°)i(2);(y) — 0(y° — 2°)b; (y)ei () (9.51)
liefert den Feynman-Propagator fiir das Dirac-Feld,
(0173 ()15(y)|0) = 1Sk (z — y)i; - (9.52)
Die Rechnung fiihrt auf
1Sk (2) = 0(z°)(id. + m) il (2) + 0(=2°)(id. +m)iA(=2)

und auf der rechten Seite diirfen wir wegen §(z%) (A4 (2) — Ay (—z)) = 0 die Stufen-
funktion ,,durch die Ableitung ziehen*. Wir erinnern uns an die Definition des Feynman-
Propagators fiir das skalare Feld,

Ap(z) = 6(=") A (2) + 6(—=") Ay (~2),
und erhalten

d*p p+m
(2m)4 p?2 —m? 410

Sr(z) = (i@, + m) Ap(z) = / e Pz, (9.53)

Die Vakuumerwartungswerte der zeitgeordneten Produkte von ) sind deshalb

(O|Thi(x);(y)|0) = 1Sk (x — y)ij , (9.54)

A. Wipf, Quantenfeldtheorie



9. Fermionen 9.4. Aufgaben 149

wihrend diejenigen von 14 und 1)1/ verschwinden,
(1T (x)1;()]0) = (O|T4i(x) 5 (y)]0) = 0.
Schlussendlich betrachten wir noch die kovariant erhaltene Stromdichte
(@) = @) (o) (9.55)
welche auf die erhaltene Ladung
Q= / de ot (x)(x): (9.56)
20=¢

fiihrt. Die Rechnung ergibt
Q=2 / dpu(p) (al(p)%(p) - bl(p)ba(p)) : (9.57)

wobei das Minus von der Normalordnung von b, (p)b:r7 (p) herriihrt. Offensichtlich erhthen
die ' die Ladung um eine Einheit und die b’ erniedrigen sie um eine Einheit,

[Q.al(p)] = al(p) und [Q,b](p)] =—bl(p). (9.58)

Damit erzeugt a/; (p) ein Teilchen mit Quantenzahlen (p, o) und Ladung +1 (wir identifizie-
ren es mit einem Elektron) und b}, (p) ein Antiteilchen mit Quantenzahlen (p, o) der Ladung
—1 (Positron). Die Ladung @ ist erhalten, [Q, H] = 0, und erzeugt Eichtransformationen

PR (z)e MR = ey (). (9.59)

9.4 Aufgaben

Aufgabe 1: Dirac theory

Consider free massive fermions described by the Dirac equation
(iv"8 —m)(z) = 0

A commonly used convention for the v matrices is

0 __ HAQ 0 i 0 O'i
Y= O _%2 ) Y= _O_'L 0 ’

where o; (i = 1,2,3) denote the usual Pauli matrices. In the following we consider plane
wave solutions of the above Dirac equation.
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1. Show that the following four spinors (o = 1, 2),

0 () = ) p)ere
9 (z) = o (p)etire

with

E+m 0 E+m
MW (p) = ) () —
u(p) =1/ 5 Eﬁm) , uw(p) =1/ 5
) , vP(p)

positive energy

negative energy

_ [E+m
a 2m

9

E+m ,
0

are solutions of the free Dirac equation. We have introduced the abbreviations E? =

72 +m? and p1 = p, £ ipy.

2. Convince yourself that the spinors above obey the following normalization and ortho-

gonality relations:

@ (pul (p) = bap |
7@ (p)o ) (p) = ~dap
@ (p)o'? (p)

Jut” (p)

where @ = uf~? and v = vT40.
Aufgabe 2: The fifth v matrix
Consider the fifth v matrix defined by

P = in0yln2y3

Using the Clifford algebra relation

Ay =2 (e

show that
1. (v°)% =Wy

2. {7°,*} =0 (n=0,1,2,3)

A. Wipf, Quantenfeldtheorie
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Aufgabe 3: Dirac field bilinears
Under Lorentz transformation, the fermion fields ) (x) transform in the following way:
Y(@) = ¢ (2)) = S(2)

where the matrix S was introduced in the lecture. It was shown that v1) transforms as a
scalar under Lorentz transformation.

Now consider the following basis of general Dirac field bilinears:
YLy, with T € {Fy9",9% 919 0"}
where we have introduced o = L[y#, ~"].

How does each of these bilinears behave under Lorentz transformation?

A. Wipf, Quantenfeldtheorie






10 Kovariante Quantisierung des
elektromagnetischen Feldes

Im Kapitel 5 quantisierten wir das elektromagnetische Feld in der Coulomb-Eichung. Die-
se physikalische Eichung fiihrt relativ direkt zu Resultaten, ist aber nicht vertriglich mit
der Lorentz-Invarianz der Elektrodynamik. Nun wollen wir das elektromagnetische Feld
quantisieren ohne die Lorentzinvarianz zu verletzen.

10.1 Kovariante Eichfixierung

Die Lagrangedichte des freien elektromagnetischen Feldes

1 1

L=—gFuwF™ =3 (E® — B?) (10.1)

fiihrt auf folgende, zu den Komponenten des Vektorpotentials konjugierten Impulsfelder

oL
= S0 —Foy = 0,Ag — 9o, . (10.2)

Die rechten Seiten sind unabhingig von Ag und deshalb wird Ay durch die Impulsfelder
nicht festgelegt; des Weiteren ist mg = 0 und ist deshalb kein dynamisches Feld. Die Elek-
trodynamik ist ein sogenanntes singuldres System und diese Eigenschaft hat ihren Ursprung
in der Eichinvarianz. Fiir Betrachtungen bei denen man die relativistische Kovarianz bei-
behalten mochte ist folgende eichvariante Lagrange-Dichte mit Eichfixierungsterm zweck-
mibig,

Lo Fu B — 50,4
:_%@W%wmv_@Aﬁw%+f@A#@Aw (10.3)
Mit Hilfe von oL
oA = —F — Enu 0, A% (10.4)

finden wir die Euler-Lagrange-Gleichungen

OB + £0”(0a A%) = DA” = (1= £)0"(9aA%) = 0. (10.5)
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Nimmt man die 4-er Divergenz der letzten Gleichung dann folgt
E0G =0 fir G=0,A".
Fir £ # 0 ist diese Bedingung dquivalent
G = AG. (10.6)
Wir folgern, dass fiir G|;—o = 0 und G lo = O fiir alle Zeiten die Lorentz Eichbedingung
G =0,A“=0 (10.7)

gilt. Man nennt deshalb den Term proportional zu ¢ in (10.3) einen eichfixierenden Term.
Gilt 0, A“ = 0, dann ist (10.5) dquivalent zu den Maxwell-Gleichungen.

Mit Eichfixierungsterm lauten die konjugierten Impulsfelder

Ty = _FO;L - Uou5(3aAa)
und in der 1 + 3-Zerlegung

mo=—&P—V-A) sowie = A—Vop (10.8)

was fiir £ # 0 nach den ’Geschwindigkeiten’ (¢, A) aufgelost werden kann und entspre-
chend eine Hamiltonsche Formulierung zulisst.

Die Wahl ¢ = 1 nennt man Feynman-Eichung. In dieser Eichung sind die beiden letzten
Terme in der Lagrange-Dichte (10.3) eine totale Divergenz,

1 v v a
§6M (A, (0" AP — " 0, A%)) .

Damit ist die Lagrange-Dichte dquivalent zu
1 gy
Ly = —58,“4”8 A”. (10.9)

Dies entspricht der Lagrange-Dichte von 4 reellen und masselosen Skalarfeldern. Aller-
dings ist noch die Eichbedingung 0, A% = 0 zu beriicksichtigen und in dieser kovariante
Lorentz Eichung vereinfachen sich gemif (10.5) die Maxwell-Gleichungen auf die Wellen-
gleichungen fiir die Komponenten des Potentials,

DA* = 0. (10.10)

Der Feldstirketensor bestimmt das Potential allerdings nur bis auf eine residuale Eichtrans-
formation

Ay — Ay — 9\ mit OXN=0. (10.11)

A. Wipf, Quantenfeldtheorie
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10.2 Quantisierung des Photonfeldes

Ausgangspunkt unserer Uberlegungen ist die Lagrange-Dichte (10.9) welche auf die kova-
rianten Wellengleichungen (10.10) fiihrt, die fiir Felder mit den Anfangsbedingungen

A li=0 =0 und  9p(9,A")|t=0 = 0 (10.12)
dquivalent zu den Maxwell-Gleichungen sind. Der Energie-Impuls-Tensor
TH = —9F AL 0" A% — MV Ly (10.13)

liefert den Feldimpuls
Pt = / dz T = — / dz (99 A, 0" A" + "M Ly) . (10.14)
20=0

Ebene Wellen-Losungen der Wellengleichungen (10.10) haben die Form
Au(x) = (N, k)etFT A=0,1,2,3, (10.15)

mit k2 = 0 und k° > 0, dass heiBt mit k € Vp. Die Polarisationsvektoren ,,(\, k) werden
reell gewdhlt mit Orthogonalitéitsbedingung

e\ RPN E) = e\ k) - e(N k) = ™ (10.16)
Die Vollstéindigkeitsrelation lautet nyye(\, k) ® (N, k) = 1, oder in Komponenten
> mw e\ ke (N, k) = o4, (10.17)
AN

und folgt aus der Zerlegung eines beliebigen Vektors 2 € R* als Linearkombination der
€(0,k),...,e(3,k). Die Polarisationen konnen niher festgelegt werden durch Wahl eines
zeitartigen Vektors n mit n - n = 1. Dann erfiillen

e(0,k) =n
£(3,k) = k_(kn")” (10.18)
n-e(\k)=k-e(\Ek)=0, eN\k)-e(\k)=-1, A=1,2
die Normierung (10.16) und es ist
k
= —. 10.1
e(0,k) +¢(3,k) = (10.19)

Um die Normierung zu beweisen benutzt man k - k& = 0. Ist zum Beispiel n = (1,0, 0,0)
die Zeitrichtung im betrachteten Bezugssystem, dann gilt

e(3,k) =k (10.20)
eNE)=(0,e(M\ k) mit e2(NEk)=1, e\Ek)-k=0 A=1,2.

A. Wipf, Quantenfeldtheorie
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Wir nennen ¢(0, k) skalare, £(1,k),e(2, k) transversale und (3, k) longitudinale Polari-
sation. Die skalare und longitudinale Polarisationen sind unphysikalisch und werden nur
gebraucht um die Kovarianz zu erhalten.

Die allgemeine reelle Losung der Wellengleichung lautet

3
1 —ikx ikx
Ay(z) = “Z/dp(k)eu()\, k) (a,\(k)e ke 1ol (ke ) , (10.21)
(2m)3 =
wobei wie frither mit dem invarianten MaB du(k) = d3k /2|k| auf Vo integriert wird. Fiir
die Lagrange-Dichte in der Feynman-Eichung ist 7, = —A,, oder
: 3
— —ikx
(x) = (277)3/2;) / (k) wren (A, k) (ak(k)e —h.c.) . (10.22)

Wir quantisieren das Feld kanonisch, im ersten Schritt ohne die Eichbedingung 0, A% = 0
zu beriicksichtigen. Diese Methode der kovarianten Quantisierung stammt von GUPTA und
BLEULER. Wir werden notwendigerweise auf einen unphysikalischen Raum mit indefiniter
Metrik gefiihrt. Im zweiten Schritt werden wir dann die Eichbedingung derart implemen-
tieren, dass sie im indefiniten Raum einen Unterraum mit positiver Metrik definiert. Dieser
Hilbertraum wird dann zum Zustandsraum des quantisierten elektromagnetischen Feldes.

Die Vertauschungsregeln zu fester Zeit sind
(A (), 7, (y)] = i6"6(x —y) , (10.23)
erginzt durch die trivialen Kommutationsregeln

[Au(@), Au(y)] = [mu(), 7 (y)] = 0. (10.24)

Setzt man hier obige Entwicklungen ein, so findet man

[ax(k), al, (k)] = —2wkmnd(k — k)
[a¥ (k),a?,(K)] =0, o = {a,dl}. (10.25)

Fiir den Feldimpuls (10.14) findet man nach bosonischer Normalordnung

3

Pt = / du(k) k" (Z al (K)ai(k) — a[T)(k:)ao(k)> , (10.26)

i=1
und wie erwartet erzeugt er die infinitesimalen Translationen des Potentials,

[iP,, A, (z)] = 0,A,(x). (10.27)

Betrachten wir die Kommutationsregeln (10.25) fiir die ag und a:S sowie derer Beitrag zur
Energie, dann offenbart sich ein Vorzeichenproblem. Verglichen mit einem Skalarfeld hat

A. Wipf, Quantenfeldtheorie
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der Kommutator [ag, ag] das falsche Vorzeichen und als Konsequenz ist der Beitrag propor-

tional zu azr] ap in der Energie negativ.

Die Operatoren ay (k) und aT/\(k) seien auf einem Fockraum F mit Vakuum |0) dargestellt,
ax(k)[0) =0, ¥ Aundk € V. (10.28)

Normierbare Einteilchenzustinde
=X [ w1 mal00) (1029
A

haben die Norm

mﬁ=—/w%ﬁMMMﬁM- (10.30)

Offensichtlich gibt es Zustinde | f) mit (f|f) < 0, sogenannte Geister. Das Skalarprodukt
(-|-) ist indefinit was mit der iiblichen Wahrscheinlichkeitsinterpretation von Quantentheo-
rien unvertriglich ist. Diese Grundvoraussetzung zu opfern kann doch nur heiflen, dass wir
unphysikalische Zustinde des Photons eingefiihrt haben. Das soeben eingefiihrte *Photon’
hat vier unabhéngige Polarisationszustdnde. Zwei davon miissen unechte oder unphysikali-
sche Zustédnde sein.

10.3 Raum der physikalischen Zustande

Um einen physikalischen Unterraum F 1,y von F zu finden folgen wir GUPTA und BLEU-
LER und implementieren die bisher nicht beriicksichtigte Eichbedingung 0,, A*. Der nahe-
liegende Versuch physikalische Zustidnde |¢)) durch

O At YY) =0 firalle =z (10.31)

zu charakterisieren, scheitert schon zur Zeit 0, da wir mit 9,4%(0,z) = -7 + V - A

0 = ([[8,4"(0, ), Ay (0, y)llv) = —(W|[7°(), Au (y)][¥)
= —inoy 0(z — y)(¢[¥).
folgern wiirden. Also ist diese Bedingung zu stark. Wenn wir aber nur fordern, dass die
Erwartungswerte von 0, A" in physikalischen Zustinden verschwindet, dann geniigt es die

schwichere Bedingung
DA (2)[p) =0 (10.32)

zu verlangen, wobei AT den positiven Frequenzanteil des Photonfeldes bezeichnet,

3
Ati(z) = (2;)3/22 / dp(k) e, (N, k)ay (k)e He (10.33)
A=0

A. Wipf, Quantenfeldtheorie
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Negativer und positiver Frequenzanteil in der Zerlegung des hermiteschen Feldes
Au(z) = Al (x) + A, () (10.34)

sind zueinander adjungiert, so dass die Eichbedingung im Sinne von Erwartungswerten
immer noch giiltig ist,

(10, A ()[) = (V]9 A™H (@)[¥) + (OuAT (2)¥|¥) = 0.

Die Divergenz von A™ ist

+ _ 1 —ikx

0, A (@) =~ / du(k)k,e (O, k)ax(k)e (10.35)
und mit Hilfe der Relationen (10.18) vereinfacht sich dieser Ausdruck zu
+ _ 1 —ikx

9, AT (z) = —W/du(k)k‘-n(ao(k) — as(k))e (10.36)

Fiir zeitartige n und lichtartige k£ verschwindet & - n nie und die Gupta-Bleuler Bedingung
(10.32) ist dquivalent zu

(ag(k) — ao(k)) [) =0 Vk € V. (10.37)
Wir werden jetzt beweisen, dass auf dem Unterraum
F={lv) € F| (as(k) — ao(k)) [¥) =0 Vk € Vo} (10.38)

das Skalarprodukt positiv-semi-definit ist.
Beweis: Der sogenannte hermitesche Geistzahl-Operator auf F

N = / du(k) (ag(k)ag(k) —ag(k)ao(k)) (10.39)

hat im indefiniten Raum F die Eigenwerte in INg. Wegen der ungewdhnlichen Kommuta-

tionregeln sind die Eigenwerte von agao in —INg. Der Geistzahloperator zihlt die Anregun-

gen mit A = 3 und mit A = 0. Zwei Vektoren |¢1) und |t2) mit verschiedenen Geistzahlen,
N'lg) = miles),  ny #nj
haben verschwindendes inneres Produkt. Wegen
[N, ag(k) — ao(k)] = —(az(k) — ao(k))
bildet der Geistzahl-Operator den Unterraum F auf sich ab: Fiir |¢/) € F ist namlich
(as(k) — ao(k)) N'|) = (N = 1) (as(k) — ao(k)) [¢¥) = 0 fiir[¢) € F.  (10.40)

Es geniigt somit, die Eigenschaft (¢)|¢)) > 0 auf Eigenzustinden von N’ nachzupriifen.
Wegen

n'(Yl) = (PIN'|yp) = /du(<a3¢|03!¢> — (ao¥laoleh)) = 0
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ist (¢|¢p) = 0 fiir n” # 0. Alle Zustidnde mit nicht-verschwindender Geistzahl haben Norm
Null — man nennt sie Geistzustdnde oder Geister. Alle Zustinde mit verschwindender Geist-
zahl sind von der Form

)y =[] al (&)I0), ir=1,2, (10.41)
r=1

und haben eine positive Norm. Zustéinde | ¢) € F mit verschwindender Norm riihren von
der residuellen Eichfreiheit: ist ndmlich

") = ) + | 8), (10.42)
so ist (¢'|¢") = (1p|b) und
(W'|AR(@)[Y') = (| A*(x) ) — O*N(x). (10.43)

Wir unterdriicken den Beweis und bemerken nur, dass die Eichfunktion von den Vektoren
| #) mit Geistzahl n’ > 0 und von ¢ abhéngt,

1 ek .
Ax) = i 23 /du(k)MWWO(k’” ¢) + komplex konjugiert.

Zustinde [1), [¢') in F die sich um ein Geist-Zustand | ¢) unterscheiden sind zu identifi-
zieren,

W) ~ [¥) = [¥) +]¢) < (¥ = |Y —¢) =0, (10.44)
und dies fiihrt auf folgende Charakterisierung der physikalischen Zustinde,

Fohys == F/ ~ . (10.45)

Das Skalarprodukt auf F,y ist unabhingig vom gewihlten Repridsentanten und positiv
definit. Diese Aussage beweist man mit Anwendung der Cauchy-Schwarz-Ungleichung

[(le) < (W) (ole)' 2. (10.46)
Sind |¢;) zwei Zustinde mit Norm Null, dann folgt damit
(1 + d1|v2 + d2) = (Y1|12). (10.47)

Als moglichen Reprisentanten jeder Klasse kann man das eindeutig Element der Klasse mit
Geistzahl 0 wéhlen. Diese Wahl hingt aber von der Wahl von n ab.

Observablen O = Ot : F — F die F invariant lassen heiBen eichinvariant. Wegen

(lotols) "2 o (10.48)
bilden eichinvariante Observablen dquivalente Zustinde in dquivalente Zustinde ab. Bei-
spiele sind die elektromagnetische Feldstirke

;3/2 /dﬂ(k) (kpew (0, ) — 1 > v)

i 2n)

(@) = F () -

x (ag(k) — ap(k))e e — k.k.) . (10.49)
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Hier ist Fg;, der Beitrag der transversalen Polarisationen A = 1, 2. Analog findet man fiir
den Feldimpuls den Ausdruck

P, =P+ /du(k) ky {(ag(k) — a} (k))as(k) + al) (k) (as(k) - ao(k))} . (10.50)

Die Geister tragen nicht zu den Erwartungswerten (v)|F},, (x)|+) und (| P,|t)) bei. Insbe-
sondere ist H = PV positiv auf dem physikalischen Hilbertraum Fohys-

Schlussendlich bestimmen wir noch die relevanten Zweipunktsfunktionen. In der Formel
1 —

- d k d k/ —ikx ik Yy

Gt [ Auk)dn()e e

YTt (N k)" (N, k) (0lax(k)al, (K)]0)
AN

(0]A%(x) A" (2)[0) =

benutzen wir die Kommutationsregel (10.25) und die Vollstidndigkeitsrelation (10.17) und
finden
(0[A*(2)A"(2)|0) = =" 1A (z — y), (10.51)

was sofort auf den kausalen Kommutator
[A¥(z), A"(y)] = =" iA(z — y)1, (10.52)
und folgenden Feynman-Propagator
(0T A" (2) A" (2)|0) = —n 1Ap(x — ) (10.53)

fithrt. Abschlieend sind noch einige Bemerkungen zum Gupta-Bleuler Verfahren ange-
bracht.

Das Verfahren scheint nur wie ein mathematischer Trick, dazu erdacht, um die richtige
Feynman-Funktion auf direktem Weg zu erzeugen. Die Uberzeugung setzt sich aber zuneh-
mend durch, dass hier ein wesentliches Strukturelement der Eichtheorien entdeckt worden
ist. Mit den masselosen Eichbosonen untrennbar verkniipft ist das Auftreten von unphy-
sikalischen Zustdnden. Sie hinterlassen nie Spuren im Experiment, sind dennoch fiir eine
vollstindige Fassung der Theorie unverzichtbar.

Bei konkreten Rechnungen in der QED braucht man die Wick-Identitdt fiir das Photonfeld
in der Gupta-Bleuler-Darstellung. Die Ableitung ist dhnlich wie fiir das skalare Feld und
wir geben deshalb nur das Resultat an,

Texp{(A,j)} = texp{(A,j)}: exp{5(j,Arj)}, (10.54)

wobei wir folgende Abkiirzungen
() = [ de 4Gz, (a)

G 8wd) = [ d'edty (@) mAe(e ~ 1)1 (), (10:55)

einfithrten.
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11 Quantenelektrodynamik

Wir haben einige Aspekte von wechselwirkenden relativistischen Quantenfeldtheorien an-

hand des einfachen Skalarfeldes besprochen. Nachdem wir freie Spin—% und Spin-1 Felder

untersuchten, kénnen wir uns nun der quantisierten Elektrodynamik, kurz Quantenelektro-
dynamik oder QED, zuwenden. Es folgt eine Diskussion von ausgewihlten Streuprozessen
in dieser hochst erfolgreichen Theorie.

Die QED ist eine Eichfeldtheorie die geladene Teilchen mit Spin 1/2 (z.B. Elektron, My-
on oder Quark) in Wechselwirkung mit dem Photonfeld modelliert. Die Wechselwirkung
zwischen den Feldern riihrt von die minimale Ersetzung

Oy — Dyu(A) =0, +ieA, (11.1)
in der Lagrange-Dichte fiir das Dirac-Feld. Die kovariante Ableitung und der Diracoperator
Dy =~"Dy(A) (11.2)

transformieren beide kovariant unter Eichtransformationen
Dy = e Pye ™ wobei Al = A, — A\ (11.3)

ist. Falls also ¢ die Dirac-Gleichung im Potential A 16st, dann 16st das transformierte Spi-
norfeld ¢/’ = e'** die Dirac-Gleichung im eichtransformierten Potential A’. Offensichtlich
ist die lokale Feldtransformation

(A, ) — (A, ) = (Ay — Op), €M) (11.4)

eine lokale Symmetrietransformation der Dirac-Theorie. Der zugehorige erhaltener Noether-
strom ist die elektrische Stromdichte der Elektronen und Positronen

jH(x) = ep(e)y"y(x) , Ouj" =0. (11.5)
Der Kommutator zweier kovarianter Ableitungen ist proportional zum Feldstirketensor,
[Dy, D] = ieFy, . (11.6)

Die eichinvariante Lagrange-Dichte hat die Form

1 — .
LqED = —ZF“”FW%-?/)(IlP—m)@ZJ:Eo%-ﬁI, (1L.7)
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mit der Dichte L fiir freie Felder,

1 RY?
Lo(w) = = F"(2) Fyu () + () (i) — m) () (11.8)
und dem Wechselwirkungsterm, der den kovariant erhaltenen 4-er Stromdichte des gelade-

nen Dirac Feldes enthilt,

Li(x) = —eAy(2)j"(x),  jH(2) = Pla)y"P(z). (11.9)

Das Hamiltonsche Wirkungsprinzip fiir die lorentzinvariante Wirkung Sqep = | LqED
fiihrt auf die Diracgleichung

(i) —m)yp =0 (11.10)

und die inhomogene Maxwellgleichung
OuFM =¥ mit ¥ =iey"y. (11.11)

Wie im letzten Kapitel bereits diskutiert, ist die Elektrodynamik aufgrund der lokalen Ei-
chinvarianz ein singuldres System — der zu A, konjugierte Impuls verschwindet. Fiir dieses
System mit Zwangsbedingungen werden wir eine Eichbedingung auferlegen miissen. Eine
beliebte Eichung ist die kovariante Lorenzeichung. Hier ist die relativistische Kovarianz in
jedem Schritt gewihrleistet. Wir arbeiten aber zunichst in der Coulomb-Eichung. Diese ist
nicht manifest kovariant, fiihrt aber relativ schnell zu interessanten Resultaten.

11.1 QED in der Coulomb-Eichung

Durch Wahl einer geeigneten Eichfunktion A kann man immer die transversale Eichung
erreichen,

V-A =V-A—A)N=0. (11.12)

Im Gegensatz zur Elektrodynamik ohne Materiefelder kann man aber nicht simultan Ag = 0
fordern. Das skalare Potential Ay wird zu einer abhingigen Variablen, die iiber die Feldglei-
chungen eliminiert werden kann. Das Gauss-Gesetz

0A

V-E=p mit p=edl, E:—VAO—E (11.13)
impliziert ndmlich in der transversalen Eichung
AAy = —p. (11.14)

Die eindeutige Losung dieser Poissongleichung kennen wir aus der Elektrostatik

1 ¢,
Ao(t,m)zh/ |Z:(_yy)|dy, (11.15)

A. Wipf, Quantenfeldtheorie



11. Quantenelektrodynamik 11.1. QED in der Coulomb-Eichung 163

also wird Ag ein Funktional von p = etf¢). Wir zerlegen das elektrische Feld in einen
transversalen und longitudinalen Anteil

A
E:—%—VA(]EEJ_—I—EH. (11.16)

Allgemein nennt man ein Gradientenfeld longitudinal und ein quellenfreies nennt man
transversal. Transversale und longitudinale Felder sind senkrecht in Ly(IR?) x R?,

/d.’B VL~ VH :/dm VL-VQD:—/C]Q}(V- VL)QOZO,
und entsprechend kann die Lagrangedichte fiir das Photonenfeld durch

L, =~ (E} + E} - B?) (11.17)

N[

ersetzt werden. Da der Diracterm keine Zeitableitungen des Potentials enthilt, sind die zu
den Potentialen A und A konjugierten Impulsfelder 7° = 0 und # = — E. Das zu 1) kon-
jugierte Impulsfeld ist genauso wie in der freien Diractheorie proportional zum adjungierten
Feld, 7y, = i1pt. Deshalb ergibt sich die Hamiltondichte

H=mA +mpp—L=—E-A+ipT) — L =M+ He + Hint (11.18)

Fiihrt man die aus der Diractheorie bekannten Matrizen 5 = 7° und o/ = 7%+ ein und
setzt a’0; = a - V, dann schreiben sich die drei Beitrdge zur Hamiltondichte wie folgt,

1 1
sziEf+§BQ

He = YT (—ie- V + fm) (11.19)
, 1

Hint = j" Ay — iEﬁ
Es sind die Dichten fiir die Energie des Photonfelds in der Coulombeichung, die Energie des
Diracfelds und die Energie der Wechselwirkung. Die zur Wechselwirkung gehorige Energie

kann mit Hilfe von V - E = p noch umgeformt werden. Wir beachten

/dmpAO = /(V . EH)AO = /E VA = /E2 = 2H oul,

und deshalb ist

e [ p(t,z)p(t,y)

— dady . (11.20)
8 lz — yl

Hing = Hcoul - /.7 - A mit Hcoul =
Das longitudinale Feld E) oder letztlich das Potential A bestimmt die instantane Coulomb-
Wechselwirkung zwischen zwei Ladungen. Da A in Hjy, transversal ist, ist in der Form
(11.20) das longitudinale Feld vollstindig eliminiert zugunsten der instantanen Coulomb-
Wechselwirkung.

A. Wipf, Quantenfeldtheorie
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Quantisiert wird durch Ubergang zu Feldoperatoren und durch Weglassen der Nullpunkts-
energien. Letzteres kann mit Hilfe des Normalproduktes von H erreicht werden,

H:/:%7+H6+Hint: dz . (11.21)

Die auftretenden Divergenzen bei der Berechnung von beobachtbaren Grof3en kdnnen durch
eine Redefinition der Masse, Ladung und Felder absorbiert werden.

11.2 Streuung am auBeren Potential

Wir betrachten zunichst die Streuung eines Elektrons an einem duBleren elektrostatischen
Potential (A%, A = 0), welches durch das Elektron nicht beeinflusst wird. Das Elektron
wird als Probeteilchen im gegebenen klassischen Feld betrachtet. Seine Riickwirkung auf
das Potential wird vernachléssigt.

Nach den Uberlegungen im letzten Abschnitt ist die Hamiltondichte gegeben durch
Hin = /pAext dz , (11.22)

wobei p = e :wlindjein: die gestreuten Teilchen beschreibt. Wir benutzten, dass im Wech-
selwirkungsbild das freie einlaufende Feld in Hiy¢ auftritt. Die S-Matrixelemente fiir den
Ubergang vom Anfangszustand i) in den Endzustand | f) # |i) ist dann gegeben durch

S5 = (f[Texp { e [ d's sul (o (o) ext<x>} i
= —ie fl/d”‘w ) (@) ein (2): Ay (2)]3) + O(e? (11.23)

Dabei sind die Anfangs- und Endzustand Einelektronenzustinde mit festen Impulsen und
Helizitéten,

[i) = al(p)[0) und |f) = al,(p)[0). (11.24)

Das in erster Ordnung Storungstheorie auftretende Matrixelement lautet damit

S§Y = —ie [ dta(0lan () 0l () han(2): 0} ()]0} A% ().

Zur Berechnung der auftretenden Vakuumamplitude setzen wir die Modenentwicklung fiir
das einlaufende Feld ein. Wir unterdriicken dabei den Index ,.ein* an den Operatoren. Es
lohnt sich hier, das Diracfeld in seinen positiven und negativen Energieanteil zu zerlegen,

=y +y7 mit T (z) = @ )3/2/d (p) > ulo,p)ag(p)e "

g

Y (x) = (27r1)3/2 /d (p)Zv(a,p)b;(p) e (11.25)

[
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Der Teil )™ enthélt nur Vernichtungsoperatoren und )~ nur Erzeugungsoperatoren. Daraus
folgt unmittelbar

(Olag: (') : 9" (2)¢h(2): al (p)|0) = (Olag: (p') 290 ()9 (2): 0l ()]0)
+ (0lag: (p) 29~ T ()~ (2): al(p)]0).  (11.26)

Der erste Term auf der rechten Seite ist

(271T)3 /dﬂ(q')du(Q) >l (o d)ulp, )"0 (0lag (p')aly (d)a,p(q)al (p)0)
o'p

Wegen a,(¢)|0) = 0 diirfen wir die beiden letzten Operatoren im Vakuum-Erwartungswert
durch ihren Antikommutator ersetzen. Dasselbe gilt dann auch fiir die beiden ersten Oper-
toren und wir erhalten

(Olag: (p)a!, (¢ )ap(q)al (p)]0) = 2Ep2E, 6P (p — q)5®) (' — @')00p001,
Die Integrationen und Summationen konnen leicht ausgefiihrt werden und der erste Term
auf der rechten Seite von (11.26) lautet

1

(2ﬂ)3ei(p/_p)qu(U',p’)u(a, D). (11.27)

Der zweite Term auf der rechten Seit in (11.26) verschwindet,

Gt [ Aanta) X o6l )0 Ol () (0 0)2 0 )] 0) = 0
e

da wegen der Normalordnung b,y(q") direkt auf das Vakuum wirkt. Damit finden wir das
Matrixelement

ie
(2m)?
In erster Ordnung Storungstheorie werden die S-Matrixelemente durch die Fouriertransfor-

mierte des duleren Potentials bestimmt. Wihlen wir die Streuung am Kern mit Coulomb-
potential

Sﬁ) =— /d4:r PP A0 ()t (o, p (o, p). (11.28)

1 Ze
AP =——— 11.29
ext(x) 47 |$| ’ ( )
dann erhilt man
o 7 i(p—p')=
/ A4z A%, ()P = _Z%5(p _ ) / S
2 |z
Z
— —26(E' — E) — =,
lp —p'|
und entsprechend das S-Matrixelement
ie Ze
Sy =—06(E — B)———ul(c’,p)u(o,p). (11.30)
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Die §-Distribution besagt, dass das gestreute Elektron die gleiche Energie wie das einlaufen-
de Elektron haben muss, da das statische Potential weder Energie aufnehmen noch abgeben
kann.

Die Ubergangsrate ist gegeben durch | Sy;|?, dividiert durch die Dauer der Wechselwirkung.
Diese kann man iiber folgende Betrachtung einfiihren,

1 T/2 . , / T
§(E' — E) = — lim AE-ENtqy E2E 2 (11.31)
27T T—o0 —/T/2 27T
Also nehmen wir beim quadrieren der Amplitude folgende Ersetzung vor,
' 2 T '
|0(E" — E)|* — 2—(5(E —F) (11.32)
T
und finden die Ubergangsrate
S 2 422 2 T~ o 2

T (27m)3 p—p'|*

Den Wirkungsquerschnitt fiir die Streuung erhilt man durch Multiplikation mit dem Pha-
senraumelement dy(p’) der Endzustinde und Division durch den einfallenden Fluss (27)~3|p|/E.
Dann erhalten wir fiir die Ubergangswahrscheinlichkeit in die Endzustinde in das Impuls-
intervall dp’ um p’ den Ausdruck

_ |Sfi|2 (27T)3E

do du(p’
T P
T~ o 2 B
_ 47202l ﬁ;p_@ﬁ'{{;m’ mcm(p’)é(E’ —B). (11.34)

Den differentiellen Wirkungsquerschnitt beziiglich des Raumwinkels €2 des gestreuten Elek-
trons erhélt man nach Integration iiber |p’|. Mit

1
du(p) = 5 |p| dEAQ (11.35)
fiihrt die Integration iiber |p’| auf
d T~ o 2
dQ p—p'|*  le=p

Wir wollen annehmen, dass das einlaufende Elektron unpolarisiert ist und das wir die Po-
larisation der gestreuten Teilchen nicht beobachten. Dann miissen wir iiber die Polarisa-
tionrichtungen der einlaufenden Elektronen mitteln und iiber die Polarisationsrichtungen
im Endzustand summieren.
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Wir sehen uns die Mittelung bzw. Summation tiber die Spinfreiheitsgrade an. Mit Hilfe von
(9.28) ergibt sich

1 1 _ _
5 Z |UT(O',,p,)U(O', p)’2 = 5 Z u(a’,p')you(o, p)U(O', p)/you(o-lvp,)
0,0

o,0’

= % > ale’, o)y (p + m)y ulo’,p')

= 1t (ulo’, 1)l p A (p + M)

= %tr (p + m)’yo(p + m)4°. (11.37)

Hier treten erstmalig Spuren von Produkten von Gamma-Matrizen auf. Bei der Berechnung
von Wirkungsquerschnitten und Zerfallsraten in der QED st6ft man immer auf derartige
Spuren. Inzwischen gibt es Computerprogramme, die uns die Arbeit abnehmen. Trotzdem
sollte man die Spuren der einfachen Produkte von Gamma-Matrizen kennen. Hier einige
ausgewdihlte Resultate:

tr (,Yu,)/u) — 4glﬂ/ , (11.38)
tr (y#1...~#n) =0 fiir ungerade n, (11.39)
tr (77" y%) = 4(g" g% + 979" — ¢ g"7). (11.40)

Die erste Beziehung folgt aus der definierenden Relation der Cliffordalgebra. Zum Beweis
der zweiten Identitit benutzen wir die mit allen v* antikommutierende hermitesche Matrix
75 = i1 v243. Wegen der Zyklizitit der Spur und mit ’yg = 1 folgt

tr (Y- ytr) = tr (97" 5750 - 557 s) = (1) e ().

Also verschwindet die Spur fiir ungerade n. Zum Beweis der letzten Identitidt formen wir
tr y*~4”~*y® um, indem wir 4* zyklisch nach rechts vertauschen und dann mit Hilfe der
Antivertauschungsrelationen durch die anderen y-Matrizen ,,durchziehen®,

tray /gy = ey Pt = 29T gy — iy tyta

= 2¢7Mry"y* — 2g%wy"y” + wyVytn ey

= 2970y = 29y + 29"y — ety
Diese Identitit 16sen wir nach trv*4”~y*~? und berechnen die Spuren der Produkte von
zwei y-Matrizen mit Hilfe von (11.38). Es ergibt sich die Formel (11.40). Nun berechnen

wir die Spur in (11.37). Es ist
tr (p/’VOPVO) = PLPutr AHAOVAY = SEE" — dpp/ (11.41)

und damit folgt, wenn wir noch die Energieerhaltung ausnutzen, zum Beispiel in pp’ =
E? — p - p’, die Relation

1
5 >l (o), p)ulo,p)? = 4E* = 2pp’ +2m* =2(E* +p-p' +m?).  (11.42)

o0’
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Wir fithren den Streuwinkel ein,

cosy = , 0<9< . (11.43)

Damit vereinfacht sich die Spinsumme zu

1 9
3 Z lul (o’ pu(o, p))? = 2 (2m2 + p?(1 + cos¥)) = 4<m2 + p? cos? 5) (11.44)

Mit Hilfe von |p|/E =  und E = ym kann der Klammerausdruck vereinfacht werden,
9 v
m? + p? cos® 5= E2(1 — 3?sin? 5) .

Beachten wir noch, dass
%)
(p—p)? =2p? —2p' - p=2p*(1 — cos®) = 4p*sin® o (11.45)

dann vereinfacht sich die Formel fiir den Wirkungsquerschnitt fiir unpolarisierte Streuung,

(Za)F? (1 e ﬂ)

do 1
a0 |unp01 = p[fsint9/2 9 ( mlssmg> (11.46)

4

Die ist die Mottsche Streuformel. Im nichtrelativistischen Grenzfall sind die Impulse klein
gegeniiber der Ruhemasse des Elektrons und die Mottsche Streuformel geht in die Ruther-
fordsche Formel iiber.

do Ze2\? 1 1 p?
a0 = Eyxin = 5 — : 11.47
6y v ( iz > B2 Tosmlgz D= g (PI<m) (11.47)

Im extrem relativistischen Grenzfall ergibt sich dagegen

do <Z€2>2 cos? /2

) - . 11.48
@l = T ) stz (#1>m) (11.48)

11.3 Paarvernichtung

Die Paarvernichtung (Annihilation) von Materie mit Antimaterie fithrt auf eindriickliche
Weise die Aquivalenz von Masse und Energie vor. Die Elektron-Positron Paarvernichtung
wurde bereits 1928 von P. Dirac im Rahmen seiner Lochertheorie berechnet. Hier geben wir
eine systematische feldtheoretische Ableitung des zugehoringen Wirkungsquerschnitts'

"Wir folgen N. Straumann [14].
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Die Impulse und Polarisationen der am Pro-
zess beteiligten Teilchen sind in der nebenste-
henden Abbildung angedeutet. Die Anfangs-
und Endzustinde sind

(k1)al, (k2)[0)  (11.49)

In filhrende Ordnung der Storungstheorie
trigt nur der zweite Term in der Wechsel-

wirkung Hiy in (8.41) bei und wir erhalten
S = (e [ dtndta0l ) @lee) (] A Al(]0) . (1150
>

mit j* = :4y%): . Das Photonenmatrixelement ist nach Einsetzen von

A(z) = (27T1)3/2/du(k)( A(R)e(N, k)e~ikT 4 (k)e(A,k)ei’m) (11.51)

schnell berechnet. Dazu bestimmen wir in

(Y| A" (1) A7 (2)]0) = / dp(q)du(q){0] ... 10)e (X, )€ (X, ¢')elam a2
(0f...10) = <0\ax2(k2)axl(/ﬁ)aA(Q)aX( ")|0) (11.52)
das Matrixelement des Produkts der a und a',

(0] 10) = 2wy, 5k — q)(0]ax, (k2)al, (4')]0)6x, »
+ (Olax, (k2)al (g)a, (k1)al, (¢')]0)
= 2wy, 2w, {0 (k1 — @)3 (k2 — @' )M\ AGgx + (1 ¢ 2)}
Die Integration iiber die Impulse ergibt fiir den photonischen Faktor

1
2m)3

(yy| A% (1) AT (22)|0) = {6i()\1, kp)e*1 T ed (Ng, kg )elF2®2 4 (1 2)}. (11.53)

Setzt man e := (0, €) fiir beide Photonen, dann findet man

—ie)? - -
Si7 = ((2713)3 /m?»g ey dtza (0] (21)y" Y (21): 9 (22)7 W (@a): e e )

x {eu(M, k1)e™ e, (Mo, ko)e®272 + (145 2)} . (11.54)

Nun bestimmen wir das verbleibende Matrixelement des Produkts von fermionischen Ope-
ratoren. Wie bei der Streuung im dufleren Potential zerlegen wir das Elektron-Positron Feld
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in seine positiven und negativen Frequenzanteile,

¥(z) = 3/2 /d“Z< o,p)ay(p)e P +v(0,p)bi,(p)eim>

() + 4 (x) (11.55)
U) = 2733/2 Jar S (vtepoke™ + (ol )
=97 (x) + ¢ (2) (11.56)

Wir erinnern daran wie sie Teilchenbild wirken:

)T vernichtet Elektronen 1)~ erzeugt Positronen,

)t vernichtet Positronen 1~ erzeugt Elektronen.

Nach der Normalordnung stehen die positiven Frequenzanteile mit den Vernichtungsopera-
toren rechts,

oy = (Y)ap (O3 VF + ULV +Uivs + 9o vs):
= (")as (VE0F +Vavf — V505 +9av5) -
Fiir einen beliebigen Zustand |P) gilt
(O] 079z | @) = (O[T 44T |@), (11.57)

und damit die rechte Seite nicht verschwindet, muss ® ein Zustand mit einem Elektron und
einem Positron sein. Deshalb tragen im Matrixelement in (11.54) nur zwei Terme bei,

(O (@) (w1): 21 (wa)y"db(@2):[ee™)
= (1)as(7)1s (01 (21)1f (x1)1h5 (22)9 (w2)le”eT) (11.58)
— (1")as(7)7s (0100 (21)vg (21)05 (22) 0 (z2)|e”eT)
Wir betrachten zuerst das erste Matrixelement auf der rechten Seite. Wir bringen 1} (1)
rechts von @by (x2). Dabei treten weder Vorzeichenwechsel noch zusitzliche Terme auf, da

die Komponenten von ¢/ nur mit denjenigen von 1)~ nicht antikommutieren. Der erste
Term in (11.58) wird somit

(7)ap (1" )60 (x1)5 (w2) g (z1)v5 (x2)]e”e™)
= (1")as(7" )45 (01§ (21)05 (22)[0)(01¢g (21)¥5 (22)le"e™). (11.59)

Im zweiten Term in (11.58) vertauschen wir

pe v, (o,f) < (7,0), 1 < 2.
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Der Photonenfaktor in (11.54) bleibt dabei invariant aber in (11.54) miissen wir nun iiber das
Gebiet 23 > 2! integrieren. Nach den Vertauschungen bringen wir den zweiten Operator an
die letzte Stelle. Dabei dndert das Vorzeichen nicht, und der zweite Term in (11.58) lautet

(Y)ap ()76 (0107 (x2) 05 (x1)9 (x1)¥5 (x2)|e”eT)
= (7")ap(7" )76 (0197 (22)15 (£1)|0) (03 (z1)¥5 (z2)|e”e™). (11.60)
Das letzten Matrixelemente in (11.59) und (11.60) sind gleich und mit Hilfe von (11.55)

und (11.56) problemlos zu berechnen. Das Elektron habe Quantenzahlen (o1, p;) und das
Positron die Quantenzahlen (o2, p2). Dann gilt

O[F (z1)¥y (z2)|ee™)

= (2717)3 / du(p)dp(p’)oa (o, p)us(o’, p')e Prr==2(0| . |0)

mit fermionischen Matrixelement
(0] ... 0) = (0lbs (p)a (p')al, (p1)b], (p2)10)
= 20‘};01 2(");02 53 (pl - p/)53 (p2 - p)50’701 50,02 .
Einsetzen und iiber die Impulse integrieren fiihrt dann auf
1
(2m)3

In den Vakuumerwartungwerten in den rechten Seiten von (11.59) und (11.60) konnen wir
die Indizes (%) wieder weglassen,

Ot (z1)f (w2)|eet) = Vo (02, p2)us(o1, p1)e P2or—iP1T2 (11.61)

(Ol (21)5 (22)]0) = {Olp(x1) ey (22)]0)
(0197 (21) g (21)]0) = (0leby (x2)1h5(21)[0) - (11.62)

Nun konnen wir (11.62,11.61) in (11.59,11.60) einsetzen. Dies fiihrt zu folgender Darstel-
lung des S-Matrixelements,

@) (—ie)2
S0 = (2m)6

/ d*zid*za{e (A1, k1) ™ e, (Ao, ko)™ + (143 2)}  (11.63)
X T2, p2)e P24ty [ (O]a(21) s (22)[0)0 2 — 23)
= {018y (@2) (@) |0)0(@5 — 29) | e P24 s (o1, p1).

Zwischen den eckigen Klammern steht der Feynman-Propagator iSr(x1 — x2) 3+, so dass

—ie)? ) .
SJ(S) = ((27r))6 /d4331d4.7}2 {6H()‘1> k‘l)elklxley()\g, k‘g)el’”“ + (1 — 2)}

X 0(o2, p2)Y*iSF(z1 — x2)y u(o1, p1) eTiP2TITiPIT2 (1] 64)
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Setzen wir die Fourierdarstellung des Feynman-Propagators ein, dann kdnnen die Integra-
tionen iiber 1 und x, ausgefiihrt werden,

/d4331d4l‘2 eiwl(kl—P2)+iw2(k2—p1)SF($l — 29)

1 . L B p+m
_ A4z, dt d4 iy (k1—p2—p)+iza(ke—p1+p)__ ¥ * 7"
e | Atve P
1 4 854 4 ptm
= 2 —py — - _r- -
@) / d'p (2m)°0" (k= p2 = )0 (k2 =1+ 2) 5 5

pl_k2+m
(p1 — k2)2 —m2 +ie

= (2n)* 6% (k1 + ko — p1 — p2)

Wie erwartet erhalten wir eine Delta-Distribution, welche die Erhaltung von Energie und
Impuls bei der elastischen Streuung ausdriickt. Eingesetzt in (11.64) ergibt sich

Spi = —i(2m)*6* (k1 + k2 — p1 — p2) Ty (11.65)
mit dem T-Matrixelement

e P, — ko +m
Tfi = W”(U%p2){/é(k17)\l) (pl _1k2)2 —m? +ie

pl_k1+m
(pl —k1)2—m2+i€

/é(k;Qv )‘2)

(k2. N2) ¢k ) bulorp)  (1166)

Dieses Resultat stellen wir graphisch dar. Der erste Term in (11.66) entspricht dem linken
Diagramm und der zweite Term dem rechten Diagramm.
kQ, Ao k'h A1

ko, Ao k1, A

b1 D2

b1 P2

Aus diesem S-Matrixelement berechnet man nun mithilfe der Spurformeln den Wirkungs-
querschnitt fiir die Vernichtung eines unpolarisierten einfallenden Positrons mit Energie E;
und Impuls p; an einem unpolarisierten Elektron [14],

do a’ w? Wwooow 2
aQ) e —+— -4 )" -2) . 11.67
<dQ>Lab. 8m? ‘p+|(m + E+) (w + w! (E 6) > ( )

Ausgehend von den bei der Berechnung des T-Matrixelementes fiir die Paarvernichtung
gemachten Manipulationen kann man nun die nach Richard Feynman benannten Regeln
fiir die Berechnung von T'-Matrixelementen aufstellen. Diese werden wir im folgenden Ab-
schnitt diskutieren.
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11.4 Feynman-Regeln der QED

Die storungstheoretische Behandlung der Wechselwirkung geschieht in drei Schritten.

1. Eine Entwicklung nach Potenzen der Wechselwirkung

iTL

Sn = — /d4x1 . ~/d4$nT (E[(l‘l) cee ﬁl(aﬁn)) . (11-68)

n!

2. Fine Entwicklung des Integranden nach Normalprodukten der Felder, wobei jedem
auftretenden Normalprodukt ein Graph zugeordnet wird, so dass die Summe iiber die
auftretenden Graphen G gefiihrt wird,

T (Li(x1) - Li(zn) = 3 Na(a, ..., zn). (11.69)
G

Die Raumpunkte z; sind die Vertices von G.

3. Eine Zerlegung des Graphen GG in zusammenhingende Teilgraphen. Einer solchen

Zerlegung entspricht immer einer Zerlegung der Vertices x1, ..., x, in nicht-leere
Teilmengen. Ist G = G U G2 und enthilt (G; die Vertices x1,...,xs und Gy die
Vertices g1, ..., Tn, SO gilt

Na(z1,. .. xn) = Ngy (21, ., 25) NGy (Ts1, - -+, Tn) - (11.70)

Den Beitrag eines zusammenhingenden Graphen berechnet man nach den fiir die
betrachtete Feldtheorie spezifischen Feynman-Regeln.

Fiir die QED enthilt £; das freie Photonfeld — in der kovarianten Formulierung das Feld
in der Gupta-Bleuler-Darstellung — und das freie Dirac Feld mit Masse m. Wir wihlen als
Beispiel den folgenden Graphen mit zwei Elektronen im Anfangs- und zwei Elektronen im
Endzustand:

S NN NNV @

Diesem zusammenhédngenden Graphen entspricht in zweiter Ordnung das Normalprodukt

T(L1(z)La(y)) = T (5"(2)i" (1)) T (Au(x) Ay (v)) (11.71)
Hier wendet man die Wick-Regel an und schreibt
T (Au(2)Au(y)) = :Au(x)Au(y): — inuwAr(z — y). (11.72)
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Weiterhin folgt

T

+ =1Z(x)7“¢(x)w(y)v”¢(y)= (11.73)

wobei bei den Kontraktionen die Resultate (9.46) und (9.47) gebraucht werden. Es gibt kei-
ne Kontraktionen von Feldern am selben Raumzeitpunkt, da diese in £1(z) schon normal-
geordnet sind. Beachtet man noch die diversen Vorzeichenwechsel beim ’vertauschen’ zwei-
er fermionischen Felder, so ergibt sich

T (*(x)5"(y)) ()b (x)(y)y" ¢ (y):
(2)y"1Sr(z — y, m)y P (y):

(¥)7"iSk(y — z, m)yH ¢ (x):

—tr {¥"iSp(z — y,m)y"iSp(y — x,m)}, (11.74)

—
+ )
+ )

Das Feld 1 (z) vernichtet ein e~ bei = und 1(z) erzeugt ein e~ am selben Ort.

Weder der Anfangs- noch der Endzustand enthélt ein Photon und der erste Term auf der
rechten Seite in (11.72) trdgt nicht bei. Entsprechend lautet das Normalprodukt in zweiter
Ordnung

Ne(z,y) = —ie®Ap(z — y) ()7 (@) (y) a1 (y): - (11.75)

Der Graph enthilt eine innere Photonlinie und nur dullere Elektronlinien.

Allgemeiner benutzt man bei der graphischen Beschreibung die folgenden Regeln fiir die
Ubersetzung in konkrete mathematische Ausdriicke:

innere Fermionlinie:  iSy(y — ) rTe—>—=eY
innere Photonlinie:  —in, Ap(y — =) T 6D Y
aufere Fermionline:  (y) ———Y
dukere Fermionline: 1) (z) rTe—>———
dukere Photonlinie: A, (x) T ONANNN

Fermionlinien sind gerichtet und der Pfeil gibt den Fluss der elektrischen Ladung durch
das Diagramm an. Photonen sind ihre eigenen Antiteilchen und besitzen keine Ladung.
Deshalb sind Photonlinien ungerichtet. Am jedem Vertex ist zusitzlich ein Faktor —ey*
und fiir jede geschlossene Fermionschleife ein weiterer Faktor —1 anzubringen. Ein Graph
heiBit erlaubt, wenn er nach den Regeln, die fiir eine Theorie spezifisch sind, konstruiert
wurde. In der QED gibt es nur einen Vertex an dem drei Linien angreifen, eine Photonlinie
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und zwei Fermionlinien, wobei die Richtung der Fermionlinien fiir die Ladungserhaltung
am Vertex sorgt.

11.4.1 Feynmangraphen im Impulsraum

Der Feynmangraph zweiter Ordnung, den wir oben diskutiert haben, beschreibt drei physi-
kalisch verschiedene Prozesse:

e +e —e +e” Mgllerstreuung
e  4+e" —s e +e”  Bhabhastreuung
et +et — et +et Positron-Positron-Streuung

Die beteiligten Teilchen haben Impulse p; bis ps und zweiwertige Spinquantenzahlen o
bis 04. Fiir den Anfangszustand schreiben wir kurz |12) und fiir den Endzustand S|12).
Die Auswertung des Endzustandes nach Zustinden [34) fiihrt auf die friiher eingefiihrte
Ubergangsamplitude (34|5|12), die eine Entwicklung in Graphen gestattet,

(34]8]12) = > Sc(12,34). (11.76)
G

Mpgllerstreuung: Wir betrachten die Mgllerstreuung mit zugehorigen Feynmangraphen

1 ® 3

und bestimmen die Wahrscheinlichkeitsamplitude fiir den Ubergang vom Anfangszustand

112) = al (p1)al, (p2)|0) (11.77)

in den Endzustand
134) = al., (p3)al, (p4)]0). (11.78)
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Wir lesen den Graphen von links nach rechts, wobei rechtsgerichtete Fermionlinien Elektro-
nen und linksgerichtete Linien Positronen beschreiben. Dem Graph entspricht der Beitrag

e2 R
Sa(12,34) = 515 s (P; - P). (11.79)

mit Amplitude

R = a(3)y"u(2) a(4) (1) — a(3)7u(1) a(4)y,u(2)
+ a(4)"u(

=
|
w
2
=
)
N~—
|
I
—~
Nt
2
=
=
)
S~—
S
—
w
)
=
I
—~
=

(11.80)
und den Bezeichnungen
k=p1—ps=p3—p2 und u(r)=u(p o). (11.81)

Wir leiten nun dieses Resultat ab. Zuerst erhilt man

2). (11.82)

Offensichtlich ist
OW@Ir) = sz [ dite) 3 ulo2) Olas (), (o) 0

und im letzten Erwartungswerte diirfen wir das Produkt von Vernichtungs- und Erzeugungs-
operator durch ihren Antikommutator ersetzen. Man erhilt

1

(Of¢p()|r) = CSEE e Prtu(r),  (r[y(x)]0) = CSEE ePrtu(r) (11.83)
Wir setzen gemil (11.75) die Fourier-Darstellung des Propagators,
1 e—ik(:c—y)
Ap(r —y) = Atk —5— 11.84

in den zu berechnenden Ausdruck ein,

ie? - -
o [ dtedtyet - )30 e ) By 1) (L8

und integrieren iiber x und y, wobei wir diese Integrationen mit der k-Integration vertau-
schen. Wir betrachten den Beitrag des ersten Terms in (11.82),

el (Ps=P2)7H(Pa=P1)Y (3) gy (2) w(4)y,u(1).
(11.86)

ie2 e—ik(az—y)
———— [ dlzdlydk ———
2(271')10/ TV TR 0
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Die Integration iiber x und y liefert einen Faktor
(2m)* 6™ (k — ps + p2)(2m)* 6 (k + ps — p1),

was die Impulserhaltung an den Vertizes ausdriickt und den Wert von k festlegt. Die Inte-
gration iiber k kann damit ausgefiihrt werden und fiihrt auf den Faktor §(*) (Pf—P;), der die
Energie-Impuls-Erhaltung im elastischen Streuprozess ausdriickt. Dies fiihrt dann auf den
ersten Term in der Amplitude R in (11.80). Analog behandelt man die anderen drei Termen
und findet das Resultat (11.79).

Die allgemeinen Regeln fiir die Graphen in der Impulsdarstellung lauten:

innere Fermionlinie: i(p +m)(p? — m? +i0)"! o——>—

innere Photonlinie:  —in,, (k* +i0)~! CNNNNS
aukere Elektronlinie (einlaufend):  wu(o,p) e )
aufere Elektronlinie (auslaufend): u(p,0) e——>——
aufere Positronlinie (einlaufend): (o, p) e )
dufere Positronlinie (auslaufend): v(p,0) e—e——

dufere Photonlinie (einlaufend): et

(
dufere Photonlinie (auslaufend):  e#(

Die Helizitédt oder Polarisation des Photons kann zwei Werte annehmen, genauso wie die
Polarisation o des Fermions.

Fiir jeden Vertex des Graphen erhilt man
—ey"dWa(py £ por + k), (11.87)

mit Impulsen p1, p2 und k der angreifenden Linien. An jedem Vertex sind 4-er Impuls und
Ladung erhalten. Uber den Impulse ¢ jeder inneren Linien ist zu integrieren, und zwar mit
dem MaB d*q. Fiir jede geschlossene Fermionschleife des Graphen bekommt die Amplitu-
de einen Faktor —1. Bei Mehrphotonenzustinden im Ein- oder Ausgangskanal muss durch
Symmetrisierung dafiir gesorgt werden, dass die Bose-Statistik erfiillt ist. Entsprechend
miissen Mehrfermionenzusténde der Fermi-Statistik geniigen.

SchlieBlich ist die Amplitude mit dem Faktor

zu multiplizieren, wobei

a = Zahl der duleren Linien
b = Zahl der inneren Linien
b = Zahl der Vertices (Ordnung des Graphen).
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In der QED ist 3n = a + 2b und entsprechend vereinfacht sich der Faktor zu

in

11.5 Compton-Streuung und Eichinvarianz

Die Compton-Streuung ist die elastische Streuung eines Elektrons mit einem Photon,
y+e —v+e . (11.89)

Sie ist eng mit der Paarvernichtung: eine duflere Photonlinie und ein dufleres Elektron ver-
tauschen ihre Rollen. Damit haben die beiden auftretenden Feynman-Diagramme folgende
Gestalt:

ka2, Ao D2 ka2, A2

p1 — ko

P1 k1, M P1 k1, M
Das rechte Diagramm unterscheidet sich dabei vom linken lediglich durch die Vertauschung
der duferen Photonenlinien. Die Feynman-Regeln fiihren fiir diesen Prozess auf das folgen-
de T-Matrixelement in tiefster nichtverschwindender Ordnung der Storungstheorie

2 —

(& _ p kz +m
— k1, A L
(27T)3U(0'27p2)¢( 1, 1) (pl — k2)2 _m2 +18

2
es Ptk +m

— ka, A

+ (2W)3u(02,p2)¢( 2, A2) (b1 + k)2 —m2 +ie

Tj; =

#(k2, A2)u(o1,p1)

¢(k1, \)u(o1,p1) (11.90)

Die Herleitung dieser Amplitude ist eine lehrreiche Ubungsaufgabe. Wir wollen stattdes-
sen die Eichinvarianz der Compton-Streuamplitude beweisen. Bei einer Umeichung A4, —
A, + OuA des Photonenfeldes dndert der Polarisationsvektor ¢, (k) einer ebenen Welle
6ue_ik”” gemil

eu(k) = eu(k) + aky, . (11.91)
In der Coulomb-Eichung ist k#¢,, = —k - € = 0 und diese Eigenschaft bleibt wegen k=0
bei einer Umeichung erhalten.

Wir werden nun beweisen, dass das T-Matrixelement (11.90) eichinvariant ist. Wir benutzen
in

e2

Tyi= 2(%)3”(@@2){%?1”@”

p1k1

7)1 - %2 +m
p1ka

#1— ¢ ¢2}U(01,P1)
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die Identitdt p¢ = —¢p + 2(p, €) und die Diracgleichung pu = mu, um die Zahler umzu-
formen,

62 (p>€)+k¢ 2(pa5)_%¢
Tfizm a( z,pz){¢2 - pllkl YL _g == p21k‘2 2 Q}U(Ul,pl)- (11.92)

Bei einer Eichtransformation (11.91) treten folgende Zusatzterme zwischen den geschweif-
ten Klammern auf,

2p1 €1 %1‘7/11 2p1 - €9 k2¢2 )
ks (pl‘kl p1-k >+2a¢2—a}é1 <p1.k2 _pl-k2>_2a¢1+2a Ky — K1) -
(11.93)

Mit der Energie-Impulserhaltung ko — k1 = p1 — po ist der letzte Term gleich 2a2 (pl —
P,)- Zwischen u(p2) und u(p:) gibt er aufgrund der Diracgleichung pu(p) = mu(p) und
der adjungierten Diracgleichung t(p)p = u(p)m keinen Beitrag. Die Terme kubisch in
den y-Matrizen konnen mit Energie-Impulserhaltung und Diracgleichung weiter vereinfacht
werden,

u(p2)fokrtu(pr) = a(p2)(p, — P, + K1)krg ulpr) = w(p2)(p, — m)ki ¢ u(pr)
2u(p2) (p1 - k1d, —e1 - piky) u(pr).

Analog finden wir

u(p2) ki Kagou(pr) = a(p2)(py, — P, + K2)kadyu(pr) = u(p2)(p, — m)ki¢yu(pr)
2a(p2) (p1 - 2y — p1 - katy) u(pr).

Nun setzen wir die beiden letzten Resultate in den in a linearen Term in (11.93) ein,

p1-€1 P1- €2
2 + — .
(Pl k1 pr- k2> (k2= k)

Dieser Ausdruck verschwindet zwischen den Diracspinoren #(p2) und u(p;) und dies be-
weist die Eichinvarianz der Amplitude T';.

Berechnet man nun das S-Matrixelement fiir Comptonstreuung und daraus den Wirkungs-
querschnitt, dann erhilt man die Formel von Klein-Nishina fiir Compton-Streuung:

do o [\ (W w ;2
a0 Lb=4—mQ = ;+J+4(s-s) -2 . (11.94)
aD.

Darin ist w’ iiber den Streuwinkel mit w vekniipft,

p w
= . 11.
YT 2(1 = cos V) (11.95)

Fir w/m < 1 reduziert sich dieser Wirkungsquerschnitt auf denjenigen fiir klassische
Thomson-Streuung,

do > a? 9
= e -e)". (11.96)
<ko’ Thomson m2 ( )
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11.6 Moller-Streuung und Photonpropagator

Wir betrachten hier die elastische Streuung von zwei Elektronen und wir miissen uns nun
etwas ndher mit dem Photon-Propagator beschéftigen. Der einlaufende und auslaufende
Zustand sind

|ein> = |p1017p202> - ajrl (Pl)aiz(p2)|0)
L (wh)al, (95)]0) (11.97)

|aus) = [pho7, phos) = ag, /
1 2
Wir schreiben im Folgenden die Spinquantenzahlen meistens nicht mehr. Zur Ordnung e?
trigt die Kopplung des Elektron-Positron-Feld an das transversale Photonfeld und die in-

stantane Coulombwechselwirkung in (11.20) bei,

Spi = (—i)%€? /0 . d*az1d s (p1ph| (5 - A)(21) (5 - A)(2)|p1p2)
x1>962

o €2
+ (—1)28—7T /d4x1d4x2 §(zd —29)

— Strans + Scoul (1198)

(o — | (Pip5]p(21)p(22) Ip1p2)

Wir betrachten die beiden Anteile nun getrennt.

Transversaler Anteil: Die Manipulationen sind dhnlich wie bei der Comptonstreuung,
nur dass das Photon nun als innere Linie auftaucht,

Sirans — (—j)2e? /O . d*zydiay (Piph] s (z1)y (1) 2 (22)7 Y (22): [p1p2)
Ty >To
« (0 A% (1) A7 (22)[0)

Das fermionische Matrixelement ist

(Db - - [p1p2) = Vs (PhpaId (21w (1) (21)5 (22)
+ Py (x1)0y (21)07 (x2) ) (w2)p1p2) -

Die Rechnung ist dhnlich wie fiir die Paarvernichtung und fiihrt auf

62

(2m)°

Strans — 7(702 /d4$1d4$2 [,L—L(pll),yiu(pl)eip/lm16—ip1r1
X W(ph) Y u(pe)ePa2e 272 — (17 ¢ 2’)} (11.99)

x (014 (21) A7 (22)[0)0(x — 29) + (0] 47 (3) A’ (21)[0)6 (a5 — 29 |
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Der Ausdruck in der letzten eckigen Klammer ist gleich dem Feynman-Propagator fiir das
transversale Photonfeld,

(DB —) = O Ai(2) 4;(w)]0)

1 (ay) Oij — Kikj /| K2
= (2F)4/d4ke_‘k(x_y)w. (11.100)

Setzen wir die Fourierdarstellung von D}% in (11.99) ein und integrieren iiber x, dann finden
wir das T-Matrixelement

e2

) Sii — Gidi ‘
trans __ OV v 1] (o AT (1! /
T = o (E ) ) = S A u() — (1 6 2)) (LoD
Im diesen nicht kovarianten Resultat ist im ersten Term ist ¢ = p; — p2 = pa — ph und im
zweiten ¢ = ply — p1 = p2 — pj.

Coulombanteil: Setzen wir p(z) = :4(2)7%)(x): in den Ausdruck fiir S in (11.98)
ein, dann findet man

1,2 5(x0 _ xO)
geoul _ 1€ /d4 d4 1~ T2
@S ) © T Tz —

iz1 (p} —p1)+iz2 (py—p2)

(@) ulp)a(h) u(p)e
(1 2’))
Die Integration iiber x; und x3 := xo — x1 von

el(Piz1—pro1+pyra—pawe) _ i(Ph—p2)T3 ,—i(p1+p2—p)—ph)T1

fiihrt einerseits auf die Energie-Impulserhaltung und mit Hilfe von

- 1 1
/ das e~ (P2—P2)28 = — (11.102)
dmlxs|  [py — P2

auf das folgende T-Matrixelement

62
coul _ G |:u(p/1)’you(p1)|ql|2u(p/2)’you(p2) -

(1" 2)

T (11.103)

wobei ¢ = p2 — p)und ¢’ = p; — p; ist. Dieser Coulombterm ist ebenfalls nicht kovariant,
die Summe 7% 4 7o wird aber explizit kovariant sein.

Kovarianter Photonpropagator Hier werden wir zeigen, das die Betrdge der transver-
salen Photonen und des instantanen Coulombterms zu einem lorentzkovarianten Ausdruck
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addieren. Dazu formen wir den Coulomb-Term um, so dass der gleiche Nenner auftritt wie
in 7% Wir fiihren dies fiir den ersten Term in (11.103) explizit durch:

u(p))Y u(pr)u(ph)y ulp2) — w(p)) ulpr)u(ph)y ulp2) ¢ — 4°

q? ¢ +ie q>
_ap)y ulp)a(ph)y ulp2) | gg w(ph)y ulp1)a(ph)y ulps) 11104
= - QL k0 S (11.104)
q° +1e q q° +1e
Wegen ¢ = ps — py, = p) — py fiihrt die Diracgleichung auf
u(p)gu(p1) = 0 = u(ph)du(ps2) -
Die fiihrt auf
¢"a(p})y u(pr) = u(py)y - qulp:)
¢ u(py)y u(p2) = u(py)y - g u(ps)
Damit lautet der letzte Term in (11.104)
a3 w(p)y ulp) w(ph)y ulp2) _ a(pl)y - quips) a(ph)y - qu(ps)
q? @2+ ie q? +ie
und entsprechend schreibt sich der Coulomb-Anteil gemif
peoul _ e? _ a(pll)ryou(pl) ﬂ(pé)’you(pg)
(27)6 ¢ +ie
N A N A
q° + 1€

Addiert man nun 7°°" zu 7275 dann heben sich die Terme mit ~ - g in (11.105) gegen
die Terme mit ¢;q; in (11.101) weg und wir erhalten

e () ulpr) w(ph)vuu(p2)
(2m)° (P} = p1)* +ie
a(phy) v ulpr) w(py) vuu(p2)
(py —p1)* +ie
Dies ist ein manifest kovarianter Ausdruck. Weder der transversale noch der Coulombanteil
ins kovariant, nur ihre Summe ist es. Dies ist ein allgemeines Resultat, das nicht nur fiir die
Mgllerstreuung gilt.

T — Tcoul + Ttrans _

(11.106)

Das Resultat (11.106) stellen wir durch die folgenden beiden Diagramme dar:
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Die Wellenlinie in den Diagrammen bedeutet dabei den sogenannten kovarianten Photon-
propagator, der im Impulsraum wie folgt aussieht:

Guv

Photonpropagator e

11.7 Wirkungsquerschnitte

Leider reicht die Zeit nicht mehr fiir Details, deshalb werde ich hier nur kurz die Resultate
fiir Comptonstreuung und Paarvernichtung mit Ihnen diskutieren. Der Wirkungsquerschnitt
fiir Comptonstreuung wurde erstmalig von KLEIN und NISHINA abgeleitet. Fiir Photon-
energien klein mit der Ruhenergie des Elektrons geht die Formel von Klein-Nishina in den
klassischen Wirkungsquerschnitt fiir Thomsonstreuung iiber.

Fiir mehr Details verweise ich auf die Literatur, zum Beispiel das schone Buch ,,Relati-
vistische Quantentheorie* von Norbert Straumann mit vielen expliziten Rechnungen in der
Coulomb-Eichung [14]. In vielen anderen Darstellungen werden kovariante Eichungen ge-
wihlt.

11.8 Aufgaben

Aufgabe 1: Skalare Elektrodynamik

Betrachten Sie die folgende Lagrangedichte mit einem komplexen Skalarfeld ¢ und dem
Photonfeld A,,:

1
L= (0, +icA,)p(0" —icA")p! —m2ple — 2w 1,

wobei der Feldstirketensor definiert ist als F},, = d,A, — 0, A,.

1. Uberlegen Sie sich, welche Vertizes sich aus diesem Lagrangian ableiten lassen. Wel-
chen Faktoren entspricht jeweils ein interner Vertex im Diagramm?

2. Gibt es in der klassischen Theorie (also ohne Schleifendiagramme) in dieser Theorie
Photon-Photon-Streuung? Wie @ndert sich das in der Quantentheorie (also mit Einbe-
zug der Schleifendiagramme)?
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12 Abkurzungen

12.1 Spezielle Funktionen und Distributionen

Name Definition Seite
normierte ebene Welle up () 33
freie Wightman-Funktion ~ W(z,y) = W(z —y) = (0|¢(x)p(y)|0) 46,59
frei Pauli-Jordan Funktion  iA,,(z —y) = (0][¢(x), ¢(y)|0) 35,36,48
freier Feynman-Propagator  iAp(z — y,m?) = (0|T¢(x)¢(y)|0) 51
voller Feynman-Propagator iAp(z —y) = (QT¢(x)p(y)|2) 94
12.2 Entwicklung von Feldoperatoren
Name Symbol Seite
Erzeugungs/Vernichtungsoperator Photon, endliches V' a:f\ (k),ax(k) 71
Erzeugungs/Vernichtungsoperator Photon ai\ (k),ax(k) 156
Polarizationsvektor en(A k) 155
Erzeugungs/Vernichtungsoperator Skalarteilchen a,t, ap 40
normierte Losung der KK-Gleichung up () 45
Erzeugungs/Vernichtungsoperator Elektron ab (p),as(p) 146
konstante Spinoren fiir Elektron u(o,p),u(o,p) 144
Erzeugungs/Vernichtungsoperator Positron bl (p),bs(p 146
konstante Spinoren fiir Positron v(o,p),v(o,p) 144
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