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Kapitel 1
Einfihrung

In seinen Arbeiten legte P. DIRAC das Fundament zur Quantenelektrodynamik, kurz QED
genannt [I]. Er untersuchte die Wechselwirkung des Strahlungsfeldes A,(z) mit Atomen.
Indem er das Strahlungsfeld nicht mehr klassisch, sondern als operatorwertiges Feld (die
Koeffizienten in der Fourierentwicklung von A, (z) werden zu Operatoren) auffasste, ge-
lang ihm eine Uberwindung der semiklassischen Beschreibung der quantenhaften Emission
und Absorption von Photonen bei Strahlungsiibergdngen. Damit verband er die Quan-
tenmechanik von HEISENBERG und SCHRODINGER mit der Quantentheorie der Strahlung
im Sinne von PLANCK oder EINSTEIN. Die Materie wurde dabei noch durch die nichtre-
lativistische Quantenmechanik beschrieben.

Benotigt wurde eine relativistische Verallgemeinerung der Quantenmechanik. Der ent-
scheidende Schritt kam wiederum von DIRAC, als er eine relativistische Wellengleichung
fiir Teilchen mit Spin 1/2 aufstellte. Diese erklérte die Feinstruktur des Wasserstoffatoms,
hatte aber prinzipielle Schwierigkeiten bei der Anwendung auf das Wasserstoffatom. Die-
se konnten erst behoben werden, als die Wellenfunktion als Quantenfeld reinterpretiert
wurde. Eine erste systematische Feldquantisierung stammt von HEISENBERG und PAULI
und weitere Arbeiten bauten darauf auf.

In den Jahren nach dem zweiten Weltkrieg sah man eine rasante Entwicklung der
Quantenelektrodynamik. Diese war eng verbunden mit Forschern wie SCHWINGER, FEYN-
MAN, DYSON und TOMONAGA [2]. Die Anstrengungen miindeten in ein tieferes Verstand-
nis der Divergenzen in der QED. Man gelangte zu einer Storungstheorie, die in jeder
Ordnung wohldefiniert ist.

Die QED ist das einfachste, erfolgreichste und in vielen Details untersuchte Modell
einer renormierbaren Quantenfeldtheorie. Die beispiellose Genauigkeit der Berechnungen
der QED basiert auf dem Gebrauch der Storungstheorie; dabei dient die dimensionslose
Sommerfeldsche Feinstrukturkonstante a = e*/hic ~ 1/137 als Entwicklungsparameter.
Am weitesten wurde die Berechnung des magnetischen Moments des Elektrons voran-
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getrieben, fiir das die Glieder der Ordnungen a,a? o® und a* bestimmt wurden. Die

Rechnungen stimmen bis zur zehnten Stelle nach dem Komma mit den experimentellen
Werten {iberein. Im Rahmen der QED wurden viele fundamentale Begriffe und Gesetz-
missigkeiten der Quantenfeldtheorien entdeckt und formuliert.

1.1 Einheiten

In der Hochenergiephysik werden iiblicherweise die natirlichen Einheiten mit
h=c=1 (1.1)

benutzt. Durch die Festlegung ¢ = 1 werden Geschwindigkeiten in Vielfachen der Lichtge-
schwindigkeit gemessen. Dann haben Linge und Zeit gleich Einheiten, [L] = [T]. Es folgt
aus der relativistischen Energie-Impuls Beziehung

E?* = m?c* + p*c? (1.2)
dass auch Energie, Masse und Impuls gleiche Einheiten haben,
[E] = [m] = [p]. (1.3)

In den iiblichen Einheiten hat das Plancksche Wirkungsquantum h die Einheit [m][L]*[T] .
In natiirlichen Einheiten mit 7 = ¢ = 1 sind die Dimensionen von Masse, Linge und Zeit
dann wie folgt verkniipft,

[m] = [L] = [T]~". (1.4)
Wenn ich die Rolle von ¢ oder A hervorheben méchte, werde ich diese Konstanten explizit
schreiben. In Anwendungen wird auch das SI-System zum Zuge kommen.
1.2 Lorentztransformationen

In einer relativistischen Theorie treten Zeit und Ort gleichberechtigt auf und werden
zusammengefasst zu Koordinaten von Ereignissen im Minkowski-Raum,

1

z° v

x=(2!) = mit 2%=ct, z=|2%]. (1.5)
z 3
T

A. Wipf, Quantenelektrodynamik
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Beim Wechsel von einem Inertialsystem I mit Koordinaten x* in ein Inertialsystem I’ mit
Koordinaten ' gilt

2" =AM x¥ 4+ o mit ATgA=g¢ und a€ R (1.6)

wobei der metrische Tensor

1 0 0 0
0 -1 0 0

9=w)=10y o _1 o (1.7)
0 0 0 -1

auftritt. Im Gegensatz zu den Koordinaten x eines Ereignisses ist die Differenz £ = x —y
der Koordinaten zweier Ereignisse ein Vektor und transformiert homogen

¢ = AP oder € = A€ (1.8)

Analog bilden Energie und Impuls einen 4-er Vektor
E
p= (") ( » ) (1.9)

Vierervektoren mit oberen Indizes heiffen kontravariant, Vektoren mit unteren Indizes
kovariant. Indizes werden mit dem metrischen Tensor heruntergezogen. Zum Beispiel ist

E
Pu = Gup” = (_p) : (1.10)

Dabei wird nach der Einsteinschen Summenkonvention iiber doppelt auftretende Indizes
summiert. Entsprechend zieht man Indizes mit dem inversen metrischen Tensor

gil = <g,ul/) = dlag(L _17 _17 _1)7 g“agal/ = 5Hu7 (111)
nach oben,

& =g""¢. (1.12)

Im Minkowski-Raum sind fiir kartesischen Koordinaten die Matrizen g und g~! identisch.
Fiir krummlinige Koordinaten oder in der Gravitationstheorie ist dies nicht mehr der Fall.
Ein kovarianter Vektor §, transformiert unter Lorentztransformationen geméaf

v m v (6% v (0%
é;l, = 9w€" = Gl = g9 ﬁéﬁ = Aﬂﬁéﬁ' (1.13)

A. Wipf, Quantenelektrodynamik
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und die Bedingung (CH) an die Lorentztransformation lautet
B_s58
N AT =0, (1.14)

Ein Tensor T}!'#™ mit m kovarianten und n kontravarianten Indizes transformiert beim
Wechsel des Inertialsystems wie durch die Stellung seiner Indizes angezeigt,
I m A B Bn Qm
Typkm = N A N AT (1.15)

Durch Verjiingen von Indexpaaren gewinnt man Tensoren geringerer Stufe, zum Beispiel
T = TF. Insbesondere ist das Produkt zweier 4-er Vektoren

5“% = guuguny = (évﬁ) (1'16)

lorentzinvariant, (£',7) = (£,n). Ist ein Tensor symmetrisch oder antisymmetrisch bei
Vertauschung eines Indexpaares der gleichen Sorte, dann erbt der transformierte Tensor
diese Eigenschaft, zum Beispiel fiir einen symmetrischen Tensor T}, ist auch

r ap B _ ap B _ BA « !
T, = A“ AN T, 5 = A“ AT, =A) A“ Tsa=1T,,

symmetrisch.

Feldtheorien wie die Elektrodynamik nennt man relativistisch kovariant, wenn Lo6-
sungen der Feldgleichungen in einem Inertialsystem auch Losungen in jedem anderen
Inertialsystem sind. In Einklang mit dem Aquivalenzprinzip soll also kein Inertialsystem
durch die Losungen ausgezeichnet werden. Diese Forderung ist am einfachsten zu erfiillen,
wenn die auftretenden Felder Tensorfelder sind. Ein Tensorfeld T}t #m(z) transformiert
bei einer Anderung des Inertialsystems geméf

Tyt (@) = A - A AP A TR (). (1.17)
Teilchen mit Spin 0 werden durch Skalarfelder beschrieben. Der Wert eines Skalarfeldes
dndert nicht bei einem Systemwechsel,

¢'(2') = ¢(x). (1.18)

Das skalare und Vektorpotential der Elektrodynamik sind Komponenten eines 4-er Vek-
torfeldes,

Al(z) = (j((?)), (1.19)

A. Wipf, Quantenelektrodynamik
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welches unter Lorentztransformationen wie folgt dndert,
A"y = A* A” (). (1.20)

Durch Symmetrisieren oder Antisymmetrisieren in gleichartigen Indizes und durch Ver-
jingen von Indexpaaren gewinnt man aus Tensorfelder neue Tensorfelder. Aber auch das
Ableiten nach den Raumzeitkoordinaten bildet Tensoren in Tensoren ab. Ist zum Beispiel
A, ein kovarianten Vektorfeld, dann ist

OA,(x)

B =0,A,(x)=A,,(z) (1.21)

ein kovariantes Tensorfeld der Stufe 2. Beim Beweis benutzt man 2'* = Aaux“, woraus
at = 2'*A} folgt. Bezeichnen wir die Ableitung nach 2’ mit 0., dann gilt

P Ozt

o = ax/a

8, = A0, (1.22)
Der 4-er Gradient 0, ist ein kovarianter Vektor(operator). Nun folgt sofort die Behauptung
Al (@) = 0, AL (2') = ASOs (A S Au(x)) = ASA Ay (). (1.23)

Wichtige Tensorfelder sind der antisymmetrische Feldstdirketensor
F.(z)=0,A,(x) —0,A,(x) (1.24)

und der symmetrische Energie-Impulstensor 7}, (). Um Elektronen zu beschreiben braucht
es Spinorfelder. Diese werden spiter eingefiihrt.

1.3 Literaturempfehlungen:

Folgende Biicher kann ich als Begleitung zur Vorlesung empfehlen:

C. Ttzykson und J.B. Zuber, Quantum Field Theory, McGraw-Hill, 1980.

F. Mandl und G. Shaw, Quantum Field Theory, Wiley & Sons, 1996

O. Nachtmann, Elementarteilchenphysik; Phdnomene und Konzepte, Vieweg, 1992.

N. Straumann, Relativistische Quantentheorie, Einfihrung in die QFT, Springer, 2005.
L.H. Ryder, Quantum Field Theory, Cambridge UP, 1996.

S. Schweber, QED and the Men who made it, Princeton University Press, 1994.

A. Wipf, Quantenelektrodynamik



Kapitel 2

Klassische Felder

Die fundamentalen nicht-gravitativen Wechselwirkungen der Natur werden erfolgreich
durch relativistische Feldtheorien beschrieben. Dabei sind die kovarianten Feldgleichungen
die Euler-Lagrange Gleichungen zu einer lorentzinvarianten Wirkung. Auch die Einstein-
sche Gravitationstheorie ist eine Lagrangesche Feldtheorie, deren allgemein kovariante
Feldgleichungen die Euler-Lagrange Gleichung der unter Koordinatentransformationen
invarianten Hilbert- Finstein Wirkung ist.

Eine Feldtheorie hat unendlich viele Freiheitgrade. Ein einfacher heuristischer Uber-
gang von der klassischen Punktmechanik fiir ein System mit N Freiheitsgraden, beschrie-
ben durch Koordinaten ¢’, ..., ¢" zu einer Feldtheorie mit unendlich vielen Freiheitsgra-
den geht iiber die Ersetzungen

q'(t) — ®,(t,x) Z — Z/d?’x (dz = d°x). (2.1)

Die endliche Indexmenge {i} wird ersetzt durch die kontinuierliche ,Indexmenge* {z,a},
wobei z der Aufpunkt des Feldes ist und a die Komponenten des Feldes kennzeichnet. Die
Lagrange- und Hamiltonfunktion sind Funktionen auf dem Orts-Geschwindigkeitsraum
mit Koordinaten (¢‘,¢") beziehungsweise dem Phasenraum mit Koordinaten (¢’, p;), zum
Beispiel
L= %Z(q”)2 —Vig',....,¢") bzw H = %Zp?+V(q1,...,qN). (2.2)
In einer Feldtheorie werden die Summe iiber ¢ wird zu einem Integral iiber den Raum und
einer Summe {iber a und entsprechend werden Funktionen wie L und H zu Funktionalen
der Felder ®, & beziehungsweise II, ®. In einer relativistisch kovarianten Theorie treten
mit der zeitlichen stets rdumliche Ableitungen der Felder auf. Weitherhin werden die
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Ableitungen nach den ¢’ und p; zu funktionalen Ableitungen nach ®(z) und II(z).
Fiir ein Funktional F[®] benutzt man folgende konstruktive Definition der Funktio-
nalableitung: Ist ®(z) das betrachtete Feld und a(z) eine Abweichung von ®, dann ist

d oF
—F[®+t &’z ——a(z). 2.3
GFtall, = [ d's @) (2.3
Diese fiir ,beliebige Verriickungen « giiltige Formel bestimmt die variationelle Ableitung
unter dem zweiten Integral. Oft muss man partiell Integrieren um diese zu berechnen.
Dann engt man den Raum der Funktionen und/oder Verriickungen so ein, dass Randterme
veschwinden. Eine niitzliche Regel der Funktionalableitung ist

=8z —y). (2.4)

Ist das Funktional F[®] das Integral iiber eine lokale Dichte, dann gilt

oF
= d(z))d’ = f'(®()). 2.5
[ r@@)dis = o = (a) (2.5
Ein oft auftretendes Funktional ist ' = [(V®)2d®z. Dessen Funktionalableitung ist wegen
d
aF[(I)thoz]tO—Q Vo(z)Va(z)d’s = -2 [ Ad(z

gegeben durch
J S —  oAD(s
e /V@(x)V(I)(m)d v = —200(x). (2.6)

Nach diesen Vorbetrachtungen wenden wir uns Lagrangeschen Feldtheorien zu.

2.1 Lagrangesche Feldtheorien

Ohne Reibung kénnen die Bewegungsgleichungen der klassischen Mechanik aus dem Ha-
miltonschen Prinzip gewonnen werden. Gleiches gilt fiir alle grundlegenden Feldgleichun-
gen. Das Feld ® werde durch Funktionen ®,(z) beschrieben, wobei z = (2#) die Koordina-
ten von Ereignissen im Minkowski-Raum sind. Der Bereich des Index a héngt von der Art
des Feldes ab. Fiir ein skalares Feld hat a einen Wert und fiir ein Vektor- oder Spinorfeld
hat es 4 Werte. Die Lagrangefunktion L ist das Raumintegral einer Langrangedichte L,

A. Wipf, Quantenelektrodynamik
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die nur vom Feld und seinen ersten Ableitungen abhéingen soll,

L[®] = /,C((IJG,&L(IJG) dr = //:(cb,acb) dx. (2.7)
Dichten mit héheren Ableitungen des Feldes fiihren auf Feldgleichungen mit dritten oder
noch hoheren Zeitableitungen. Derartige Theorien konnen auftreten, Skyrme-Modelle sind

Beispiele dieses Typs. Sie spielen in dieser Vorlesung aber keine Rolle.
Wie {iblich definiert man die Wirkung als Zeitintegral der Lagrangefunktion,

t1
S[®] = / L[®]dt = / L(®,00)d*z, (2.8)
to Q
wobei 2 ein zylindrisches Gebiet im Minkowski-Raum ist. Jetzt wird das Feld variiert,
O, (1) — P! (2) = Po(x) + 0D, (2). (2.9)

Die zugehorige Variation der Wirkung ist

oL oL
— L 50, + = 5(,P,) | d*
6S /Q(&I)a(s a—l—a(aﬂq)a)é(@ﬂ a))da:

oL oL oL
= o P 50, ) — 0, () 6d, bt
/Q{aebf ot (a@@a)é ) 8“<8<8u<1>a>)5 } @

Die Feldgleichungen folgen aus dem Hamiltonschen Variationsprinzip

55 =0 (2.10)

unter der Nebenbedingung, dass die Variationen d®, auf der Oberfliche 02 des Gebiets
Q) verschwinden. Dann veschwindet ndmlich der zweite Summand im obigen Integral, da
er sich nach dem Gaufschen Satz in ein Integral iiber den Rand 02 umwandeln ldsst. Da
die Variationen 0®, innerhalb von €2 beliebig sein sollen, folgen aus dem Hamiltonschen
Prinzip die Fuler-Lagrange-Gleichungen

) or oL
— =0. 2.11
B (a(aﬂoba)) 55, ~ ! (211)

Dies sind partielle Differentialgleichungen fiir die Feldkomponenten ®,. Im Gegensatz zur
klassischen Mechanik treten in einer relativistisch kovarianten Feldgleichung mit der zeit-
lichen Ableitung immer auch die rdumlichen Ableitungen auf. Ist die Lagrangedichte £ ein

skalares Feld, dann ist diese Feldgleichung automatisch kovariant, da fiir ein skalares £ der
Wert der Wirkung nicht vom Inertialsystem abhéngt und deshalb die Extremalbedingung

A. Wipf, Quantenelektrodynamik



KAPITEL 2. KLASSISCHE FELDER 2.1. Lagrangesche Feldtheorien 9

(ZT0) in jedem Inertialsystem gilt.
Nun definiert man genauso wie in der klassischen Mechanik die kanonisch konjugierten
Impulsfelder als Ableitung der Lagrangedichte nach den Geschwindigkeitsfeldern,

D, 00
Ie() = 2E(2:00) (2.12)
00, (z)
und die Hamiltonfunktion als Legendre-Transformierte der Lagrangefunktion
HI[II, ®) = /Hd%;, H =19, — L. (2.13)

Darin ist die ,Geschwindigkeit* eine Funktion von Feld und Impuls, ® = Ci)(H, ®). Diese
gewinnt man durch Auflésen von (2I2) nach ®. Fiir nichtsingulire Systeme mit

0°L
det (m) 40 (2.14)

ist diese Auflésung lokal moglich und folgende Vorgehensweise fithrt zum Ziel.
Fiir ein nichtsinguldres System ist die Poisson-Klammer zwischen dem Feld ®, und
seinem kanonisch konjugierten Impuls

{(I)a(m)7Hb(y)} = 5g53<$ - y)7 (215)

wobei Feld und Impulsfeld in der Klammer zu gleichen Zeiten zu nehmen sind. Fiir zwei
Funktionale F'[IT, ] und G[II, ®] auf dem Phasenraum hat die Poisson-Klammer die Form

. [ OF 4G 3G OF
el = Z/ e (M>a<m> ST(z)  5%,(2) 5Ha<w>) ' (2.16)

Sie ist antisymmetrisch, bilinear, erfiillt die Produktregel und die Jakobi-Identitit.
Die zeitliche Anderung eines Funktionals ist dann

F={F H}, (2.17)

und insbesonders die Hamiltonschen Bewegunggleichungen lauten

ba(z) = {Dale) H} = ﬁfw) (2.18)
(z) = {Ha<m),H}:—5£§$). (2.19)

A. Wipf, Quantenelektrodynamik
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Spéter betrachten wir zwei wichtige Spezialfille: das skalare Feld und das Vektorfeld. Das
erste beschreibt Spin-0 Teilchen und das zweite Spin-1 Teilchen, zum Beispiel Photonen.

2.1.1 Erhaltungsgrofien

Invertierbare Transformationen der Koordinaten und Felder, die Losungen der Feldglei-
chungen in Losungen {iberfiihren, nennt man Symmetrien. Fiir Lagrangesche Theorien
andert die Wirkung S nicht bei Symmetrietransformationen. Da die Menge der Symme-
trien iiber eine Invarianzeigenschaft definiert ist, bildet sie eine Gruppe, die sogenannte
Symmetriegruppe. Nach einem zentralen Theorem von EMMY NOETHER gehort zu jedem
Parameter der Symmetriegruppe eine erhaltene Ladung. Wir untersuchen nun Symmetri-
en und erhaltene Ladungen von inneren und Raumzeit-Symmetrien.

Innere Symmetrien: Hier ist die Wirkung invariant unter globalen Transformationen
der Felder bei denen die Koordinaten nicht &ndern. Wir betrachten hier nur lineare Trans-
formationen der Form

d'(z) =Ud(x) oder @ (v)=Uyp®y(x), U =e"*. (2.20)

Die Menge der Matrizen U bildet eine Gruppe, da die Zusammensetzung von Symmetrien
wieder eine Symmetrie ist. Die Symmetriegruppe héinge von n kontinuierlichen Parametern
ab. Nach Noetherschen Theorem existieren dann n erhaltene Ladungen.

Fiir Symmetrietransformationen in der Nihe der Eins ist & = & + §x P, mit einer
infinitesimalen Anderung §x® = iX® des Feldes. Die Invarianz der Lagrangedichte im-
pliziert

5C 5C 5C
0=0xL = 5557 On (6x@) + 550xP = 9, (5(6’7@)5@) , (2.21)

wobei wir im letzten Schritt die Bewegungsgleichungen (2.TT]) benutzten. Wir erhalten die

kovariant erhaltenen Noether-Strome

oL
'u = - “ =
K= gt k=0 (2.22)

Jeder kovariant erhaltene Strom fiihrt auf eine zeitlich konstante Ladung,

Qx =0 with Qx = /d?’x Jy = /d3x [I(z) dxP(x) (2.23)

t t

Umgekehrt erzeugt eine erhaltene Noether-Ladung diejenige Symmetrie, aus der sie her-

A. Wipf, Quantenelektrodynamik
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vorging,
(0(0).Qx} = [ Ey{8), Tw)6xB(w) = 5x2(a), 224

Translationen: In einer relativistischen Feldtheorie ist S invariant unter Translationen
der Koordinaten x — 2’ =  + a und der Felder

P'(2') = P(z) = 6,0 = a0, D. (2.25)

Eine Lagrangedichte ist ein skalares Feld und transformiert entsprechend unter infinitesi-
malen Translationen,

5.L = a’d,L. (2.26)

Daraus folgt nach partieller Integration die Invarianz der Wirkung, §S = [ dLd*z = 0.
Da die Dichte in eine Divergenz transformiert, wird die on-shell Indentitéit [ZZI]) wie folgt
modifiziert,

5C
3(0,0)

0oL =a"0,L =0, ( a”@V(I)) , oder 0,J¢=0, (2.27)

mit kovariant erhaltenden Noetherstromen

Jél = CLVT'LLV, ij = %81/@ — T]HJ/E. (228)

T, ist der Energie-Impuls Tensors des Feldes: T9 die Energiedichte, 7 die Impulsdichte
in Richtung der 7’ten Koordinatenachse und Tij der Spannungstensor. Die erhaltenen
Noetherladungen sind Energie und Impuls des Feldes,

PH = /TO“ — P* =0. (2.29)
t
Die Komponente P ist die Feldenergie und P! die i'te Komponente des Feldimpulses,

P'=H = /(H@ — E) d*r und P'= /H 0'dd*z. (2.30)
t

t

Die erhaltenen Ladungen erzeugen die Symmetrien aus denen sie abgeleitet wurden,

{0,P,} =0, (2.31)

A. Wipf, Quantenelektrodynamik
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Lorentztransformationen: Die Diskussion der Noetherstréme und Ladungen die zu
den Lorentztransformationen von Koordinaten und Feldern gehoren ist etwas aufwendiger.
Ich m&chte nur das Resultat erklidren. Da die Lagrangedichte ein skalares Feld ist, dndert
sie unter infinitesimalen Lorentztranformationen geméf

. 1
0,L =5 (W, M)L, wobei My, = = (2,0, — 1,0,) (2.32)

die orbitalen Drehimpuse verallgemeinern. Die 6 Parameter w,, = —w,,, charakterisieren
die infinitesimalen Lorentztransformationen. Die Anderung 6,L ist wieder eine totale
Divergenz und man kann wie bei der Behandlung der Translationen verfahren. Man findet
6 kovariant erhaltene Noetherstréme

1 oL
nef — Z [ puB e _ rppeg.B ; afp | = — pyHPe 2.
M 2( x x +25(8M<I>)S ) M (2.33)

die nun 6 zeitlich erhaltene Noetherladungen bedingen,
JoP = / MOP Py = — Jbe, (2.34)
t

Die J% sind verallgemeinerte Drehimpulse des Feldes. Die J; = eijkﬂk sind die gewohn-
lichen Drehimpulse.

2.1.2 Das Skalarfeld
Es sei ¢(x) ein reelles Skalarfeld. Als lorentzinvariante Lagrangedichte wihlt man
1
L(¢,09) = 50,60"¢ — V(9) (2.35)
mit Potential V. Die kovariante Euler-Lagrange-Gleichung hat die Form
O¢ +V'(¢) = 0. (2.36)

Fiir das quadratisches Potential V = 1m?¢? ergibt sich die lineare Klein-Gordon-Gleichung
zur Masse m,

O¢ + m*¢p = 0. (2.37)

A. Wipf, Quantenelektrodynamik



KAPITEL 2. KLASSISCHE FELDER 2.1. Lagrangesche Feldtheorien 13

In den natiirlichen Einheiten ist die Masse eines Teilchens gleich seiner inversen Compton-
Wellenlénge. Das zu ¢ kanonisch konjugierte Impulsfeld und die Hamiltondichte lauten

r=¢ und H=n¢p—L= %7‘(2 + %(V¢)2 + V(). (2.38)

Zur Austellung der Hamiltonschen Bewegungsgleichungen bendtigen wir die variationelle
Ableitung der Hamiltonfunktion H = [ Hd?z nach dem Feld. Diese ist

so dass die Bewegungsgleichungen (2-T8)) und (ZI9) fiir das reelle Skalarfeld folgende Form

annehmen,

p=m und 7=~A¢—V' (). (2.40)

Zusammen ergeben sie die Klein-Gordon Feldgleichung (Z30)) fiir das skalare Feld.
Fiir ein komplezes Skalarfeld ist

L($,0¢) = 0,0"0"¢ = V(¢", ) (2.41)
mit reellem Potential V. Fiir V = m¢*¢ vereinfacht sich die Feldgleichung

o

oo =
* 90

0 (2.42)

wieder auf die Klein-Gordon-Gleichung (Z31). Der zu ¢ kanonisch konjugierte Impuls ist
7 = ¢* und die Hamiltondichte hat die Form

H=n¢+n"¢0" —L=mn4+ V¢V + V(o). (2.43)

Die kanonischen Bewegungsgleichungen lauten

gz'S: 7 und 7= A¢" — g—‘; (2.44)

und implizieren wiederum die Feldgleichung (242]).
Die Lagrangedichte (ZZ1]) ist invariant unter Phasentransformationen

d(x) — ep(x) bzw. .0(z) = iag(x) (2.45)

mit konstanter Phase a. Die unimodularen Zahlen e bilden beziiglich der Multiplika-
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tion die eindimensionale Symmetriegruppe U(1). Diese innere Symmetrie fithrt auf den
kovariant erhaltenen Noetherstrom

JE= (6700~ 06°0). (2.46)

Die zugehorige Noetherladung ist gerade die elektrische Ladung des Feldes,
1 S
0= /Jod?’x - - /d% (¢*¢> _ ¢*¢) . (2.47)
i

Ein reelles Feld trigt keine Ladung.
Der kanonische Energie-Impultensor [Z28) fiir ein komplexes Skalarfeld hat die Form

T;w = u¢* 1/¢ + 8y¢* ;L¢ - nul/£7 (248)

und fiihrt auf die die gleiche erhaltene Feldenergie wie (ZZ3),
H= / (m*7 + V¢*Vo + V(8)) dx. (2.49)
Der erhaltene Feldimpuls lautet
P, = / (10; + 0i* ™) dPw. (2.50)

Im néchsten Schritt wenden wir uns dem elektromagnetischen Feld zu.

2.1.3 Das elektromagnetische Feld

Das elektromagnetische Feld (E, B) erfiillt die aus der Elektrodynamik bekannten Max-
wellgleichungen, die wir in eine manifest kovariante Form bringen wollen. Dabei tritt
das 4-er Potential und die 4-er Stromdichte als Vektorfelder und der Feldstérketensor als
antisymmetrischer Tensor zweiter Stufe auf.
Die homogenen Mazwellgleichungen fiir das elektromagnetische Feld,
0B

V/\E+E:0 und V-BZO, (2.51)

werden bekanntlich durch Einfithrung von Potentialen geldst,

Ez—V(b—aa—;l und B =V A A. (2.52)

Das skalare Potential ¢ und 3-er Vektorpotential A sind Komponenten eines Vektorfeldes,

A. Wipf, Quantenelektrodynamik
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des sogenannten 4-er Potentials,

(A") = (fl) (2.53)

Definiert man den antisymmetrischen Feldstirketensor F), geméif
FOi = Ez = 8014@ - 82140 und Ej = _‘EijkBk = @AJ - 8]‘142‘, (254)

wobei F; und B; die Komponenten der elektrischen und magnetischen Felder E und B
sind, dann nehmen die Relationen (Z52) folgende einfache Form an,

F, = 0,A, — 0,A,. (2.55)

Die explizite Form des Feldstarketensors ist

0 B FE, Es 0 —E, —F, —FEs
—E, 0 —B; B, E, 0 —By DB
F,) = (M) = 2.56
(Fiw) ~E, By 0 -B (F*) Ey By 0 -B (2:56)
~F; -By, B, 0 Ey —-By, B, 0

In Heaviside-Einheiten mit ¢ = ¢y = pg = 1 haben die inhomogenen Maxwellgleichungen

V-E=p und V/\B—aa—lf:j, (2.57)

folgende elegante Form,

D F™ =¥, (j¥) = (p) . (2.58)

Die Gleichungen sind manifest kovariant wenn elektrische Ladungdichte und Stromdichte
die Komponenten eines 4-er Vektorfeldes j# sind. Dass p und j zu einem Objekt zusam-
mengefasst werden sollten ist naheliegend, da die Stromdichte einer gleichméssig bewegten
Ladung verschwindet, wenn man sich mit der Ladung bewegt.

Bei einer Fichtransformation der Potentiale

Ay — Al = A, — 9\ (2.59)

dndert die Feldtdarke F),, nicht und man kann diese Eichfreiheit ausnutzen, um die kova-
riante Lorentzeichung zu wahlen,

8, AM(z) = 0. (2.60)

A. Wipf, Quantenelektrodynamik
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Der letzte Term in
0, F" =0, (O"A” — 9V AM) = OAY — 0”0, A"

verschwindet in der Lorentzeichung und die inhomogenen Maxwellgleichungen werden zur
Wellengleichung fiir das 4-er Potential,

OA* = j. (2.61)

Die Feldgleichung (258)) soll nun als Euler-Lagrange Gleichung einer invarianten Wirkung
fiir das dynamische Feld A, geschrieben werden. Die Lagrangedichte sollte erste Ableitun-
gen enthalten, da die Feldgleichung von zweiter Ordnung ist. Weiter sollte sie quadratisch
in A, sein, da die Feldgleichungen linear in A, sind. Verlangt man noch Eichinvarianz in
Abwesenheit von Stréomen, dann wird man auf

1
L= Ful"™ —j"A, = (E* — B*) — pp + jA (2.62)

DO | =

gefiithrt. Der Beweis ist einfach und folgt unmittelbar aus

oL oL 1
IY o ound 25— (W Ry = v,
o, ~ 0w Gy T sl )

Die Stromdichte dndert nicht bei einer Umeichung des Potentials, j* = j#, und deshalb
ist die Anderung der Wirkung bei einer Eichtransformation (ZZ5d) gleich
S[A;L.j'] = S[A,, j"] + /j“@u)\d‘la: = S[A,, "] — /)@J“d‘laz. (2.63)
Die Wirkung ist eichinvariant, wenn die 4-er Stromdichte die Kontinuitditsgleichung
o' =p+V-3=0 (2.64)

erfiillt. Diese Kontinuititsgleichung fiir die elektrische Stromdichte garantiert dann die
zeitliche Konstanz der elektrischen Ladung Q = [ j%d°x.

Im Folgenden sollen nun Impuls und Energie des elektromagnetischen Feldes berechnet
werden. Dabei ist bei der Bildung der Impulse

= aa—i, () = (7;0) . (2.65)

A. Wipf, Quantenelektrodynamik
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0

zu beachten, dass 7 verschwindet,

' =Fy=0 und 7w=E. (2.66)

Die erste Bedingung ist eine primére Zwangsbedingung und zeigt an, dass die Elektrodyna-
mik ein singulires System ist. Jede Eichtheorie ist ein singulires System. Die Zeitableitung
der primédren Zwangsbedingung muss verschwinden, und diese sekundére Zusatzbedingung
ist gerade das Gauss-Gesetz,

VE =p. (2.67)

Dies ist keine Bewegungsgleichung. Es ist ein Zwangsbedingung an die Anfangsdaten. Die
Dynamik wir durch die Hamiltonfunktion mit Hamiltondichte

H =m'A,—L==(E*+B*)+E-Vé+pp—j-A.

DO | =

erzeugt. Hier haben wir die Bezichung A; = E; + 9;¢ in (252) benutzt. In der Hamilton-
funktion heben sich nach einer partiellen Integration wegen der Gauss-Zwangsbedingung
die Terme proportional zu ¢ weg und deshalb ist

H:/Hd%, H:%(EQJFB?)—j-A (2.68)

Wir berechnen noch den kanonischen Energie-Impuls Tensor fiir das elektromagnetische
Feld in Abwesenheit von Materie. Die allgemeine Formel (22§)) ergibt

oL a a
T = Sy e = Ik = —~Ff0Aa+ 0 Fup. (269)

Die zugehorigen erhaltenen Ladungen sind die bekannte Feldenergie
H= % / (E*+ B?) d’x (2.70)
und der Feldimpuls
P = / (E A B)d’x. (2.71)
Bei der Berechung von Energie und Impuls wurde jeweils partiell integriert und A, =

V¢ — E beziehungsweise B =V A A und VE = 0 benutzt.
Der kanonische Energie-Impuls Tensor 7),,, fiir das elektromagnetische Feld in (268 ist

A. Wipf, Quantenelektrodynamik



KAPITEL 2. KLASSISCHE FELDER 2.1. Lagrangesche Feldtheorien 18

weder eichinvariant noch symmetrisch. Man kann nun einen kovariant erhaltenen Noether-
strom immer durch Addition eines Termes so abdndern,

JE = JF = 0,A" mit A, =—A (2.72)

v

dass die erhaltenen Ladungen sich nicht &ndern,
J/OZJO—aiAOijQ/:Q.

Insbesondere kann man den kanonischen Energie-Impuls Tensor des elektromagnetischen
Feldes derart abandern, dass er eichinvariant und symmetrisch wird. Der verbesserte Ten-
sor hat die bekannte Form

1
T = FHeFR vV 4 Zfr;“”lﬂ’aﬁFaﬁ, 9, T = 0. (2.73)

Er enthilt neben der bekannten Feldenergiedichte 7% und dem Poynting Vektor T% den
Mazwellsche Spannungstensor T,

I(E.E+B-B E N B)t
qw _ (2B E+B-B) (E 1 B) (2.74)
EAB (E-E+ B-B)é; — EE; — BB,

1
2

Dieser trégt zur Impulsbilanz fiir das elektromagnetischen Feld bei [4].

A. Wipf, Quantenelektrodynamik



Kapitel 3
Kanonische Quantisierung

In diesem Kaptitel Quantisieren wir das freie Skalarfeld und das freie Strahlungsfeld. Freie
bosonische Felder sind ist dquivalent zu einer unendlichen Zahl von harmonischen Oszil-
latoren. Diese werden dann in bekannter Weise quantisiert. Als Anwendungen werden die
Hohlraumstrahlung und der Casimir-Effekt besprochen. Untersuchungen der Hohlraum-
strahlung markierten die Geburt der Quantentheorie. Der Casimir-Effekt spielt in vielen
Bereichen der neueren Forschung eine nicht unwesentliche Rolle.

3.1 Skalarfeld

Als Vorbereitung zur Quantisierung des Strahlungsfeldes betrachten wir ein reelles Ska-
larfeld in einer kubischen Kavitit mit Seitenlinge L und Volumen V = L3. Das Feld sei
periodisch mit Periode L in alle drei Raumrichtungen. Die Fouriermoden

. 2
up(r) = —=e** mit ke K = {%n’n € Z3} (3.1)
bilden eine Orthonormalbasis im Raum Ly(V') der quadratintegrablen Funktionen in der

Kavitét,

1 A -
(ug, ugr) = /d?’x ug(x)ug(x) = V/ dBxem ke KT — 5 (3.2)
v

und entsprechend kénnen die Felder nach dieser Basis entwickelt werden,

dt,x) = > u(x)o(t k)

k

ntz) = Y up(z)w(t k), (3.3)
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wobei iiber alle Wellenzahlvektoren k£ in K summiert wird. Die Wahl von uj, anstelle von
ug in der Fourierentwicklung fiir das Impulsfeld vereinfacht die folgenden Formeln etwas.
Die Fourierkoeffizienten berechnen sich mit Hilfe der inversen Fouriertransformation,

ot k) = (o(t), ux(z)) und  7(t, k) = (7(t), up(x)). (3-4)

Da die Betrachtungen im Hamiltonschen Formalismus zu festen Zeiten sind, brauchen wir
das Zeitargument der Felder und Koeffizienten nicht explizit anzugeben. Die Felder sind
reell und deshalb erfiillen die Fourierkoeffizienten die Realitdtsbedingungen

o(k) = ¢*(—k) und (k) =" (—k). (3.5)

Als nachstes berechnen wir die Poisson-Klammern zwischen diesen Koeffizienten. Dazu
setzen wir in der fundamentalen Poissonklammer

{o(z),7(y)} = 0*(z — y) (3.6)

die Entwicklungen (B3]) ein und benutzen Zerlegung der Eins,
* _ = ik(z—y) _ 3 o
Ek ug(z)ug(y) = v Ek € v =d(z —y). (3.7)

Es ergeben sich die fundamentalen Poisson-Klammern fiir die Fourier-Koeffizienten,

{o(k), m(k")} = Ok - (3.8)

Wie beim harmonischen Oszillator fithren wir nun komplexe Linearkombinationen der
Entwicklungskoeffizienten ein,

Diese haben wohlbekannte Poisson-Klammern,
{a(k),a(k)} = {a”(k),a"(k")} =0, {a(k),a"(k')} = —idpx- (3.11)

Losen wir die Gleichungen (B9) und (BI0) nach dem Koeffizienten ¢(k) und w(k) auf
und setzen das Resultat in (B3)) ein, dann finden wir folgende Entwicklungen fiir das Feld

A. Wipf, Quantenelektrodynamik
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und sein Impulsfeld zu fester Zeit,

-2 ¢217<a<k>uk<w>+a*<k>uz<w>>, 12)

=X ;2”7’“ u(@) — ' (k)up(@)) (3.13)

Diese Entwicklungen sind unabhéngig von der spezifischen Dynamik fiir das skalare Feld,
also unabhéingig vom Wechselwirkungspotential V' in ([Z33)). Auch der Parameter m in wy,
ist unbestimmt; verschiedene m liefern verschiedene a und a*.

Fiir das freie Feld mit quadratischem Potential

V(g) = %m%?, (3.14)

kann man die Energie H = [ d®x 'H mit Hamiltondichte ([Z38) explizit berechnen. Fiir eine
wechselwirkende Theorie ist dies natiirlich nicht mehr mdéglich. Wegen der Orthogonalitit
[B2) der stehenden Wellen im Hohlraum findet man fiir die Feldenergie des freien Feldes
den einfachen Ausdruck

H =23 (k) + wlo(k) Zwka ) (3.15)

k

wobei nun m in der Energie w; die Masse des freien Feldes ist.

3.1.1 Quantisierung

Wir iibernehmen die heuristische Quantisierungsvorschrift aus der Quantenmechanik,
nach der Funktionen auf dem Phasenraum zu linearen Operatoren auf einem Hilbertraum
werden und Poisson-Klammern durch Kommutatoren zu ersetzen sin

{A,B}Y=C — [A, B] = ihC. (3.16)

Komplex konjugieren geht iiber in adjungieren von Operatoren. Meistens geht aus dem
Zusammenhang hervor, ob wir von Funktionen oder Operatoren sprechen. Deshalb werden
wir keine ,Hiitchen“ {iber den Symbolen fiir Operatoren schreiben.

InsInsbesondererden die Fourierkoeffizienten der Felder zu Operatoren mit Kommuta-

'Nach dem Groenevold-Van Hove Theorem ist dies allerdings nur fiir eine kleine Untermenge von
Funktionen gleichzeitig md&glich.
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tionsregeln
[gf)(k), W(k,)] = iak,k’ﬂ und [a(k), aT(k)] = 5k,k’]l- (317)

Hier ist 1 der Einheitsoperator auf dem Hilbertraum der Quantenfeldtheorie. Alle nicht
angegebenen Kommutatoren, zum Beispiel [¢(k), #(k')] oder [a(k), a(k’)], verschwinden.
Die reellwertigen klassischen Felder ¢, m werden zu operatorwertigen Quantenfeldern mit
den Entwicklungen

-% ﬂ% (alk)us(z) + ' (k)i (2)) (3.18)
Z \_/;%k uk(z) — a¥(k)u(z)) . (3.19)

Sie erfiillen die (gleichzeitigen) Kommutationsregeln

[b(2), ¢(y)] = [n(z),7(y)] =0, [b(z),7(y)] =id"(z — y)1. (3.20)

Der erhaltene Impuls des Quantenfeldes hat die einfache Form

P= —/d%; m(z)Ve(z) =Y kal(k)a(k) (3.21)
k

und erzeugt die infinitesimalen Raumtranslationen der Felder,

ilp(z), P] =V¢(z) und ilr(zx), P] =Vnr(zx). (3.22)

Es sei |p) Eigenzustand des Impulsoperators, P|p) = p|p). Aufgrund der Kommutati-
onsregeln

[P,a' (k)] = ka'(k) und [P,a(k)] = —ka(k) (3.23)
fiihrt a'(k) dem System den Impuls k zu und a(k) entzieht dem System diesen Impuls,
a'(k)|p) =p +k) und a(k)|p) =|p - k). (3.24)

Die Zeitentwicklung eines Operators A folgt aus der Heisenberg-Gleichung

6A

i = [A.H]. (3.25)

A. Wipf, Quantenelektrodynamik
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Bei der (formalen) Berechung des Kommutators von Quantenfeld und Hamiltonoperator

H= /d%H, H==<(7"+(V9¢)®) + V(o). (3.26)

1
2

benutzen wir die Derivationsregel und die fundamentalen Kommutatoren in (B20)

o) H) = (o2, [ @yniew)] =5 [ Eylo@).

1

- ; / dy([o(e), 7(9)]r(y) + 7(y)[o(=), 7(y)])

— i [ @y - y)rly) = in(a)

Bei der Berechnung des Kommutators von konjugierten Impulsfeld mit Hamiltonoperator
miissen wir unter dem Integral auch noch partiell integrieren,

(o) H) = [rt.o). [ dyriey)] = [ [x(e). 3V V() + V(o)
= [ #y(Vol)Vlr(a). ow)] - V' (6(w)iz - v)
= iAg(z) — iV (o()).

Damit lauten die Heisenberg-Gleichungen (BZ0) fiir das Quantenfeld und sein Impulsfeld

p=m und 7=Ad-V'(9). (3.27)
Einsetzen der ersten Gleichung in die zweite ergibt die kovariante Feldgleichung
O¢ + V'(¢) = 0. (3.28)

Dies ist gerade die klassische Feldgleichung (Z36). Das Quantenfeld erfiillt (formal) die
klassische Bewegungsgleichung. Bei unseren Manipulationen kiimmerten wir uns aller-
dings nicht darum, ob die betrachteten Grofen iiberhaupt definiert sind.

Die Kommutationsregel (B20) zeigt bereits an, dass ¢ und 7 keine beschrinkten Ope-
ratoren sein kénnen. In der Tat sind Quantenfelder operatorwertige Distributionen. Selbst
nach Ausschmieren mit Testfunktionen,

o(z) — of) = / & f (2)(x)

erhilt man im Allgemeinen immer noch unbeschrinkte Operatoren. Operatorwertige Dis-
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tributionen sollte man aber besser nicht multiplizieren. Deshalb sind viele der obigen
Ausdriicke divergent. Die auftretenen Divergenzen sind ein drgerliches Problem in vielen
Quantenfeldtheorien.

Das freie Feld: Wir betrachten nun das freie Feld, fiir das die angesprochenen Diver-
genzen harmlos sind. Setzen wir die Entwicklungen (BI8BT9) in den Ausdruck fiir die
Energie ein, so ergibt sich

H= % > wi(al(k)a(k) + a(k)a’ (k) = wi(al (k)a(k) + 3). (3.29)

Im letzte Schritt sind die Kommutationregeln fiir die a(k) und a'(k) verwendet worden.
Der Term %hwk ist die bekannte Nullpunktsenergie des harmonischen Oszillators. Die Sum-
me aller Nullpunktsenergien ist divergent. Da im homogenen Raum die Energie sowieso nur
bis auf eine additive Konstante bestimmt ist konnen wir diese divergente Nullpunktsener-
gie ignorieren. Fiir nichthomogene Systeme koénnen Anderungen der Nullpunktsenergie
aber durchaus beobachtbar werden. Der Casimir-Effekt ist ein derartiger beobachtbarer
Effekt der als Anderung der Vakuumenergie interpretiert werden kann. Wiirden wir beim
korrespondenzmissigen Ubergang vom klassischen Ausdruck H = [ &*xH mit H in [Z38)
fiir die Energie zum Hamilton-Operator eine andere Operatorordnung wéhlen, dann wiir-
den wir im Allgemeinen eine andere Nullpunktsenergie finden. Das Ergebnis fiir H hingt
also von der Reihenfolge von Umformung und Quantisierung ab. Da H nicht eindeutig
bestimmt ist und im Minkowski-Raum die Addition einer Konstanten zu H die Dynamik
des Systems nicht dndert, kann der Hamiltonoperator redefiniert werden,

H—:H: =Y wpal(k)a(k). (3.30)

Dies entspricht der Einfithrung eines Normalprodukts in die Definition des Hamiltonope-
rators. Dies wird weiter unten genauer erklart.

Fiir das freie Feld kann die Heisenberg-Gleichung (B23)) fiir das Quantenfeld gelost
werden. Mit Hilfe der Kommutatoren

[H,a(k)] = ) wpldd(K)a(k),a(k)] = —wya(k)
[H,a'(k)] = Zwk/[aT(k')a(k’),aT(k)]:wkaT(k) (3.31)

fiihren die Heisenberggleichungen ia(k) = wya(k) und ia' (k) = —wia(k) auf harmonische
Zeitabhingigkeiten der Vernichtungs- und Erzeugungsoperatoren,

a(t, k) = e “*a(k) und daf(t, k) = e“al (k). (3.32)

A. Wipf, Quantenelektrodynamik
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Eingesetzt in die Entwicklung (B26) finden wir fiir den Feldoperator des freien Feldes zu
beliebigen Zeiten die Darstellung

o(x) = Z\/ﬂ( a(k)e “Fug(z) + al (k)e™up(z))

1

(k)e ™ +al(k)e™™), (k)= (2’“) (3.33)

k

Wegen k*k, = wi — k* = m? erfiillt es die Klein-Gordon Gleichung,
(D + m2) ¢ =0. (3.34)

Im néchsten Abschnitt folgen wir FOCK und konstruiren einen Hilbertraum auf dem das
Quantenfeld wirkt.

3.1.2 Fockraum

Die folgende Diskussion macht Gebrauch von der Tatsache, dass das freie Feld dquivalent
zu einem System von unendlich vielen ungekoppelten harmonischen Oszillatoren ist. Fiir
jeden Wellenzahlvektor k € K existiert ein Oszillator mit Kreisfrequenz wy. Fiir jedes
Paar von Operatoren a und a' kénnen wir die Resultate bei der Behandlung des harmo-
nischen Oszillators in der Vorlesung Quantenmechanik I benutzen. Wie dort fiihren wir
den hermiteschen und nicht-negativen Anzahloperator

N =dala=N">0 (3.35)
ein. Die Operatoren a und a' erniedrigen und erhéhen die Eigenwerte von N um Eins,
[N,a] = —a und [N,d'] =ad. (3.36)

Ist |n) ein auf Eins normierter Eigenzustand von N zum Eigenwert n > 0, so gelten
en=0<=aln)=0
e a'|n) verschwindet nicht und ist wieder Eigenzustand von N zum Eigenwert n -+ 1.

e Fiir n > 0 ist a|n) wieder ein Eigenzustand von N zum Eigenwert n — 1.

Es folgt, dass das Spektrum von N aus den natiirlichen Zahlen inklusive 0 besteht. In
einer irreduziblen Darstellung der Operatoren a und a' ist jeder Eigenwert einfach. Es
gelten die Beziehungen (siehe QM 1)

N|n) = n|n), aln) =+nln—1), d'|jn) =vn+1n+1). (3.37)
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Insbesondere annihiliert a den Zustand |0). Durch Iteration erhilt man die Beziehung

) = —=(a")"l0) (3.38)

Fiir den spéteren Gebrauch notieren wir die wichtigen Matrixelemente
(n — 1la|n) = /n, (n+1la‘|n) = vn + 1. (3.39)

Wir kehren zum freien Quantenfeld zuriick. Der Zustand mit allen Oszillatoren im Grund-
zustand identifizieren wir mit dem Vakuum und bezeichnen dieses wieder mit |0). Es wird
von allen Absteigeoperatoren annihiliert,

a(k)|0) =0, VkeK. (3.40)
Der normierte Fock-Zustand

1

a

|nk17nk27 s 7nks> = H T<ki)nki |0> (341)
=1

ist gleichzeitiger Eigenvektor der vertriglichen Besetzungszahloperatoren Ny, = a'(k)a(k),

N

nkl,...,nks) = Nk, nkl,...,nks). (342)

7

Wir interpretieren (B41]) als Fockzustand, bei den ng, Teilchen der Sorte ky, ng, Teilchen
der Sorte ks, etc. vorhanden sind. N zdhlt dann die Anzahl Teilchen der Sorte k. Aus
B3D) folgt, dass a'(k) ein Teilchen der Sorte k erzeugt und a(k) ein derartiges Teilchen
vernichtet. Deshalb heiflen sie auch Erzeugungs- und Vernichtungsoperator. Wir werden
sehen, dass k der Impuls der Teilchensort k ist.

Die Eigenzustinde (BZI]) der Anzahloperatoren Ny fiir alle moglichen endlichen Se-
quenzen ki, ko, ..., ks bilden eine orthonormierte Basis im Hilbert-Raum des quantisier-
ten Skalarfeldes. Wir notieren noch, dass die Zustinde (BIl) bei Permutationen der
ki, ko, ..., ks symmetrisch sind, d.h. die Teilchen geniigen der Bose-FEinstein-Statistik.

Energie und Impuls: Der normalgeordnete Hamiltonoperator : H: in (B30) ist nicht-
negativ und sein eindeutiger Grundzustand |0) wird von allen a(k) annihiliert, siehe Glei-
chung ([BA0). Der Grundzustand enthélt also keine Teilchen, Ng|0) = 0 fiir alle k, und
hat weder Energie noch Impuls,

tH:(0) = ) wiVg0) =0, Pl0) =) kNg[0) =0. (3.43)

A. Wipf, Quantenelektrodynamik



KAPITEL 3. KANONISCHE QUANTISIERUNG 3.2. Hohlraumstrahlung 27

Die angeregten Zustinde des freien Theorie konstruiert man nun genauso wie fiir den
harmonischen Oszillator. Wir wirken mit den Erzeugungsoperatoren a'(k) mehrfach auf
den Vakuumzustand. Wegen der Vertauschungsrelationen (31) erhoht a(k) die Energie
um wy, und erniedrigt a(k) die Energie um wy. Der Operator a'(k) erzeugt ein Feldquant
der Energie wy und dem Impuls k. Die Quanten zu verschiedenen k sind die vom Feld
beschriebenen Teilchen. Die Einteilchenzustinde |1;) haben Energie wy und Impuls &, die
Zweiteilchenzustinde |1, 1) haben Energie wy +wy und Impuls k + k’. Allgemeiner gilt

tHing, Mgy, - oy Ng,) = (anlw;ﬂ) [Tkey s Tokys -« 5 TR, )

P|nk1,nk2,...,nks> = (anlkl> |nk1,nk2,...,nks). (344)

Im Fockraum aufgespannt von den Fockzustianden (BAIl) existieren Zusténde mit einer
beliebigen Anzahl Teilchen mit gleichem Impuls. Zum Beispiel enthélt |5) fiinf Teilchen
mit Impuls k.

3.2 Hohlraumstrahlung

Ende des 19. Jahrhunderts traten bei der Untersuchung der Spektralverteilung der elek-
tromagnetischen Strahlung im thermodynamischen Gleichgewicht mit Materie die ersten
Widerspriiche zwischen klassischer Physik und Erfahrung auf. Die Lésung des Problems
gelang MAX PLANCK 1900 und gilt als Geburtsstunde der Quantentheorie. Wir wollen
uns nun dieses Problem und seine Losung etwas néher ansehen.

Die Wénde eines Hohlraums seien auf die (absolute) Temperatur T gebracht. Die Ato-
me in den Wénden wechselwirken mit den elektromagnetischen Wellen im Hohlraum: sie
absorbieren und emittieren Wellen. Dabei stellt sich bald ein von T abhéngiges Gleich-
gewicht ein. Die Strahlung im Hohlraum enthilt elektromagnetische Schwingungen mit
verschiedenen Frequenzen und Wellenzahlvektoren. Um die spektrale Energieverteilung
dieser Strahlung zu untersuchen, zerlegen wir das Strahlungsfeld in Normalmoden.

Wir 16sen die homogenen Maxwellgleichungen (251]) durch Einfiihrung von Potentia-
len. Im materiefreien Hohlraum diirfen wir ¢ = 0 setzen. Weiter wihlen wir die Coulom-
beichung

V-A=0. (3.45)

Diese ist nicht kovariant und zeichnet das Ruhesystem des Hohlraums aus. Die verblei-
benden Maxwellgleichungen (321) im Hohlraum,

VAB-—E=0 und V-E=0 (3.46)
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sind dann gleichbedeutend mit der freien Wellengleichung
0O0A=0. (3.47)

Der Hohlraum sei ein Kubus mit Seitenldnge L. Die elektromagnetischen Felder bilden
darin stehende Wellen, fiir die Ei,,; und Byom an der Wand verschwinden. Statt mit
diesen anndhernd realistischen Randbedingungen zu arbeitenﬁ, wahlen wir periodische
Randbedingungen fiir das Vektorpotential. Fiir . — oo werden Observablen der Hohl-
raumstrahlung durch diese Idealisierung nicht gedndert. Nun entwickeln wir das Potential
A in eine Fourierreihe,

Alt,z) =Y A(tk)ug(z),  A(t,—k)=A"(t,k), 0<z; <L, (3.48)

keK

wobei wegen der Periodizitit des Potentials die Wellenzahlvektoren k aus der Menge K
in (BI) sein miissen. Aus der Coulomb-Eichbedingung

ks

e o o o o o I T
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ki

Abbildung 3.1: Hohlraumstrahlung und mégliche Wellenzahlvektoren

V-A(t,z) =) k- At k) ug(z) =0
folgt, dass der Koeffizient A (¢, k) senkrecht auf der Ausbreitungsrichtung der Welle steht,
k-A(t k)=0. (3.49)

Die Polarisation der Wellen ist senkrecht zu ihrer Ausbreitungsrichtung und man sagt,
das Strahlungsfeld sei tmnsversalﬁ. Zu jedem Wellenzahlvektor k gehoren also zwei linear

2Fiir kleine Wellenléngen ist jede realistische Hohlraumwand durchlissig.
3Der Spezialfall k = 0 verlangt eine separate Behandlung. Aber eine genauere Analyse fiihrt fiir grofte
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unabhéngige Polarisationsvektoren senkrecht zu k. In der Ebene senkrecht zur Ausbrei-
tungsrichtung wihlen wir zwei linear unabhéngige reelle Vektoren €(k, \), die mit dem
Einheitsvektor k eine kartesische Basis bilden,

ek, 1) x ek, 2) =k, ek N\ ek \N)=06y, AMN=12 3.50
(k,1) x €(k,2) =k, €(k,\)- €k, . :

Der Tensor Y, €(k, \)€e'(k, \) hiingt nur von k ab und projiziert auf die Ebene senkrecht
zur Ausbreitungsrichtung, also ist

2
> e(k, Ne(k,N) =1-kk'. (3.51)
A=1

Die Amplitude A(t, k) ist eine Linearkombination der Polarisationsvektoren

At k) = A\t k)e(k,N). (3.52)
A

Hier lohnt es sich wieder fiir die Moden mit Wellenzahlvektor k und Polarisation A\ ein
Symbol einzufiihren,

up(z) = €(k, Nug(z). (3.53)

Diese Moden bilden eine Orthonormalbasis fiir die transversalen Felder in V/,

1 ) /
(Ukn, Upr ) = % /d3x e E =R el (K N)e(k', N) = ppOrn- (3.54)

Mit Hilfe von (Z22) finden wir fiir das elektromagnetische Feld die Modenentwicklung

E=-Y At k)w(z) und B=1i) A\(tk)kAw,(z). (3.55)
kA kA

Um die Lagrangefunktion des Feldes zu berechnen benutzt man die Orthogonalitéit der
stehenden Wellen, siehe Gleichung (B54), und findet

1 A 2 2 2
L=32 (1At B)P = RN R)P), wr =270 = el (3.56)

Offensichtlich ist die Hohlraumstrahlung zu zwei reellen masselosen Skalarfeldern dquiva-
lent und wir konnen &hnlich wie bei der Quantisierung des Skalarfeldes fortfahren. Der zu

Volumen ebenfalls auf die unten bestimmten Dichten.
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A, (k) konjugierte Impuls lautet

oL

_ — A (_) — AT
- 5 = Ay(—k) = Al (k) (3.57)

(k)

und entsprechend ist die Energie der Hohlraumstrahlung

H=23 (Im(k)P +wilAs(k)) . (3.58)
kA

Die Quantisierung geschieht, indem man die Fouriermoden und deren Impulse in den
fundamentalen Poissonklammern

{AN(k), T\ (K')} = OanOpr (3.59)

durch Operatoren im Hilbertraum des Strahlungsfeldes ersetzt. Die fundamentalen Kom-
mutationsregeln lauten

[Ax(K), T (k)] = 03 Ok - (3.60)

Nun fiihren wir wieder Vernichtungs- und FErzeugungsoperatoren ein,

ar(k) = ﬁ(AA<k)+£wA(—k))
(k) = \/%<AA(—k)—im(k)). (3.61)

Diese gehorchen den Vertauschungsrelationen

[ax(k), a;(k)] = Ox\ Ok k' (3.62)

Fiir den Hamilton-Operator des Strahlungsfeldes wihlen wir den Ausdruck (BXAS), worin
wir die (my, A)) Operatoren durch Auf- und Absteigeoperatoren ersetzen,

Die Nullpunktsenergie aller Oszillatoren ist divergent, und wir fithren den normalgeord-
neten Hamiltonoperator ein,

:H: = Zwk al (k)ax(k). (3.64)
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Die Heisenberggleichung fiir den Vernichtungsoperator ay (k) lautet iay (k) = wray (k) und
fiihrt auf eine harmonische Zeitabhingigkeit mit Kreisfrequenz wy,

ax(t, k) = e “*ay(0, k). (3.65)

Entsprechend hat das Quantenfeld die Zeitenntwicklung

Alt,z) — \/2% (mf, B ue (@) + o (1, k)ug o ()

Rore

Wegen k*k, = 0 erfiillt es die Wellengleichung

)

( Ye(k, N)e ik 1 (k)e(k,)\)ei’”&). (3.66)

aw

DA = 0. (3.67)

Aus (B56) und (BE7) entnehmen wir, dass das Strahlungsfeld in der Kavitit V' einem
System von unendlich vielen ungekoppelten harmonischen Oszillatoren dquivalent ist, und
zwar zwei Oszillatoren je Wellenzahlvektor. Das elektrische und magnetische Feld haben
die Entwicklungen

E = z’; \/% (aA(k)uM(x) - af\(k)uz’x(x)) und B =k A E. (3.68)

Photonen: Der Zustand in welchem alle Oszillatoren im Grundzustand sind identifi-
zieren wir mit dem Vekuum und bezeichnen dieses wieder mit |0). Es wird von allen
Absteigeoperatoren annihiliert,

ax(k)|0) =0, Vke K und A=1,2. (3.69)

Der normierte Fock-Zustand

1 T 1
|nk1,)\1’ L T VTRINE nk37>\s> - H (ai\,(kl)) fi |O> (370)

im1 Ve -
enthdlt ng,,, Quanten mit Impuls k; und linearer Polarisation A;,
Nki>\i|nk17>\1"">nks,)\s> = nki)\i|nkly)\1"'"nk37>\s>’ Nix = a;(k)CL)\(k) (371)

Wir interpretieren ihn als Zustand mit ng, », Photonen der Sorte (k;, \;). Der Operator
al , erzeugt ein Photon der Sorte (k, ) und ay» vernichtet es.
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Die Eigenzustinde (BZ0) der Anzahloperatoren Ny, ), fiir alle moglichen endlichen
Sequenzen ki, A1, ko, Aa, ..., ks, As bilden eine orthonormierte Basis im Hilbert-Raum der
quantisierten Hohlraumstrahlung. Diese Fockzustdnde dndern nicht bei einer Permuta-
tionen der Quantenzahlen ki, A1, ng, x5 k2, A2, Ny Ao - - - 3 Ks, As, Tk, 1, i0 Einklang mit der
Bose-Einstein Statistik. Die Energie und der Impuls der Fockzustinde ([BZ0) sind

:H:|nk17>\17 Mgy gy - - - 7nk57>\s> = (Z nkiyAiwki> ‘nkl,)\mnkm)\m cee 7nk37>\s> (372)

P‘nkh)\l7 My Nos - - - 7nk57>\s> = (Z nki)\iki) ‘nkl,)\mnkm)\w R 7nk87>\s>' (373)

Photonenzustinde mit gleichem k kénnen verschiedene Polarisationen A haben. Klassisch
verstehen wir darunter die Schwingungsrichtung des elektrischen Feldes in der Ebene
senkrecht zu k. Nun kann man zeigen, dass die Komponente des Drehimpulses eines
Photonzustandes zu den Basisvektoren €(k, ) in Richtung k gleich 41 ist. Man sagt, die
Helizitdt des Photons sei +1.

Um dies einzusehen benutzt man die Modenentwicklung des quantisierten Strahlungs-
feldes im korrespondenzmaéssigen Ausdruck fiir den Drehimpuls-Operator

J:%/d?’xx/\(E/\B) :/d?’mAicE(m)-E(m). (3.74)

Eine Rechnung liefert fiir die Projektion des Drehimpulses auf die Ausbreitungsrichtung
J k|k,+) = th|k,+). (3.75)

Spektrale Dichte der Oszillatoren: Wir wollen die Anzahl Freiheitsgrade mit Kreis-
frequenzen kleiner als w, gegeben durch

Nw) =t{k: |k| <w}, (3.76)

berechnen. Dabei ist zu beriicksichtigen, dass fiir jeden Wellenzahlvektor zwei Oszillatoren
existieren. Das Gitter im k-Raum hat die Dichte (L/27)3, siche Abbildung Bl und wir
finden in guter Ndherung fiir geniigen grofte Hohlrdume

oder auch

Nw) & —=Vu’ (3.77)
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Die Anzahl Oszillatoren pro Kreisfrequenzintervall um die Frequenz w ist demnach

n(w) = W) _ Vet (3.78)

dw 2

Energiedichte: Im thermischen Gleichgewicht ist die mittlere Energie je Oszillator we-
gen der Isotropie unabhingig von der Polarisation und der Richtung von k. also eine
Funktion E(T,w) die nur von der Temperatur und der Frequenz abhéngt. Damit finden
wir fiir die Fnergiedichte pro Frequenzintervall, auch spektrale Energiedichte genannt,

1 w?

p(T,w) = =n(w)E(T,w) = = E(T,w). (3.79)

74 2
Zur Berechnung der mittleren Energie je Oszillator nehmen wir an, dass zur Beschreibung
des thermischen Gleichgewichts der Strahlung das Boltzmann-Gibbssche Postulat giiltig
sei: im thermischen Gleichgewicht bei der Temperatur 7" ist die Wahrscheinlichkeit eines
Zustandes mit Energie F proportional zu

1
PE mit = —. 3.80
e mit = (3.80)
Die Eigenwerte des normalgeordneten Hamiltonoperators fiir den harmonischen Oszillator
sind E,, = nw, n=0,1,2,... und deshalb ist die mittlere Energie eines Oszillators
E(T,w) = Z E.p, = Z(nw)pn (3.81)
n=0 n=0
mit Wahrscheinlichkeiten
e—BBn  o—fnw 0 1
n = e Z = 7'8mw _ . 382
bn="7 Z mZ::O ‘ [T (3.82)

Eingesetzt in (B79) findet man die spektrale Energiedichte

w? hw

(3.83)
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worin die Naturkonstanten & und ¢ wieder geschrieben wurden. Mit p(T, w)dw = p(v, T)dv
lautet diese im Frequenzruam

5 812 hv
p(Ta V) = 3 ehv/kT _ 1’ (384)

in volliger Ubereinstimmung mit der Planckschen Strahlungsformel.
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Kapitel 4
Kausalitat

Bei der kanonischen Quantisierung einer klassischen Feldtheorie werden den Umgebungen
aller Raumzeitpunkte Observablen zugeordnet, zum Beispiel die Feldoperatoren E, B,
die Energiedichte 1(E? + B?) oder ihre Mittelwerte in den betrachteten Umgebungen.
Derartige Operatoren heifsen lokale Observablen. Nicht alle dieser Observablen vertauschen
und deshalb existieren Unbestimmbheitsrelationen. Diese setzen untere Schranken an die
Genauigkeit, mit der nicht-vertriagliche lokale Observablen im gleichen Zustand gemessen
werden konnen.

In einer Lorentz-invarianten Theorie sollten sich zwei Messungen an raumartig getrenn-
ten Raumzeit—PunktenEI gegenseitig nicht beeinflussen. Deshalb sollte eine lokale Obser-
vable bei z mit einer Observablen bei y vertauschen wenn x und y raumartig getrennt
sind. Wir fordern diese Kausalitdtsbedingung fiir alle relativistischen Quantenfeldtheorien
und nicht nur fiir die quantisierte Elektrodynamik. Mehrere wichtige Eigenschaften von
quantisierten Feldtheorien folgen aus dieser natiirlichen Forderung. Die erstaunlichste ist
vielleicht das Theorem iiber die Beziehung zwischen Spin und Statistik, die im Rahmen ei-
ner nicht-relativistischen Theorie unbewiesen bleibt. In einer lokalen relativistischen QFT
ist die Beziehung ein Theorem. Eine anderer wichtige Konsequenz der Kausalitdtsbedin-
gung sind Aussagen iiber Antiteilchen. Zum Beispiel sind Masse und Lebensdauer eines
Teilchens und seines Antiteilchens gleich.

4.1 Kommutatoren des freien Skalarfeldes

In diese Abschnitt berechnen wir die Kommutatoren von Skalarfeldern und die daraus
resultierenden Unschérferelationen. Bei der Berechnung der Vertauschungsrelationen zwi-
schen dem Quantenfeld (B33) an verschiedenen Raumzeit-Punkten benutzen wir den
Kommutator (BI7) zwischen Vernichtungs- und Erzeugungsoperator. Der Kommutator

!Besser wiire es, von Messungen in einer offenen Umgebung zu sprechen.
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héngt nur von x — y ab,
1 1 o (29— 0 g
x), == — (e ik (2my) _ c.c) =10, (r — 4.1
oo = X g () @)

wobeil wir die Pauli-Jordan Kommutator-Funktion

Apla) = -2 37— e

7 Sy ? sin wyt. (4.2)

einfiihrten. Sie ist eine Losung der Klein-Gordon Gleichung,
(O +m*)An(z) =0, (4.3)
und #dndert das Vorzeichen bei Zeitumkehr,
Ap(—t,z)=—-A,(t,z) und A, (0,z)=0. (4.4)

Das Verschwinden von A,,(0, z) ist in Einklang mit der bekannten Tatsache, dass Felder
zu gleichen Zeiten vertauschen. Weiter gilt

A (0, z) = —% Zei’“’ =-5(z —y). (4.5)

Daraus folgt die bekannte Vertauschungsrelation zwischen dem Feld und seinem konju-
gierten Impulsfeld zu gleichen Zeiten.

An dieser Stelle ist es angebracht vom Hohlraum mit endlichen Volumen L3 zum
Euklidschen Raum iiberzugehen. Erst im Grenzfall L — oo ist kein Inertialsystem mehr
ausgezeichnet und wir erwarten eine relativistisch kovariante Quantenfeldtheorie. Fiir L —
oo geht die Riemann-Summe iiber alle £ € K in das Riemann-Integral iiber,

2
S Efk) — | Pkf(k) und O — ok — k), €= % (4.6)
k R
Wir reskalieren die Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren geméfs
a(k) — 6—3a(k) und a'(k) — 3 ¢ (k), (4.7)

so dass die reskalierten Operatoren folgende Kommutationsregeln erfiillen,

[a(k),a' (k') = 2wi6®(k — k). (4.8)
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Die Fourierreihe ([B33) fiir das Quantenfeld in der kubischen Kavitdt mit periodischen
Randbedingungen wird zu einem Fourierintegral,

_ 1 —ikx T ikx
Hier haben wir das lorentzinvariante Mass eingefiihrt,
d3k
du(k) = —. 4.10
nk) =5 (4.10)

Es hat den Trager auf der positiven Massenschale. Diese Eigenschaft und die Lorentzin-
varianz folgen aus der Identitat

3
/d4k:5 (k2 — m?2) 6(K°) £ (k) = /;i—kf(ko — e, k), (4.11)
Wi
bei deren Beweis man k? = (k° — wy)(k® + wy) benutzt. In der Literatur werden die

Vernichtungs- und Erzeugungsoperatoren nicht einheitlich definiert. Man findet auch die
Normierung fiir die der Faktor 2wy, in (E8) nicht auftritt. Aber dann ist das Integrations-
mass im k-Raum nicht mehr lorentzinvariant.
Im Grenzfall L — oo lautet die Formel fiir die Pauli-Jordan Funktion
: ' A 1
Ap(z) = _(2;)3 /d#(k) (e7*" — ehr) = ~ 43 du(k) sin (wpt — kx) (4.12)
1 0 m
= ——e(a")d(a? 0(22) e(a)y (mV/a?)
2 c(@)0) + = 0(a) €@’} S mv/z?

Die Pauli-Jordan Funktion ist ungerade, A,,(—z) = —A,,(z) und nur ungleich Null fiir

z? = a'z, >0, (4.13)

also innerhalb des Lichtkegels oder auf dem Lichtkegel. Auferhalb verschwindet A,,(z).
Damit kommutiert der Feldoperator an zwei raumartig getrennten Punkten des Minkowki-
Raumes und zwei raumartig getrennte Messungen beeinflussen sich nicht. Die Funktion
ist lorentzinvariant und deshalb konstant auf den Hyperboloiden

2? = t* — r? = const. (4.14)
Fiir kleine Argumente z gilt Jy(z) ~ 2/2 + O(2?), so dass

An(z) = ——e(2")5(22) + %e(xQ)e(xO) +0 (m*a?). (4.15)

2T
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Fiir beliebige Werte mvx? > 0 ist sie in der folgenden Figur geplotted.

Mit wachsendem lorentzinvarianten ’Abstand’ 22 vom Lichtkegel wird der Kommutator
[p(x), p(0] stetig kleiner. Auf Hyperboloiden (EI) mit z? > A2, wobei A, = 1/m die
Comptonwellenldnge zu m ist, sind die Werte der Pauli-Jordan Funktion sehr klein. Des-
halb ist der Kommutator [¢(t, 0), ¢(0)] fiir Zeiten viel grofer als die Comptonzeit vernach-
lassigbar. Im System beschrieben durch ein Quantenfeld mit Masse m beeinflussen sich
zwei Messungen am selben Ort kaum, wenn sie durch mehrere Comptonzeiten getrennt
sind. Insbesondere fiir ein masseloses Feld hat die Kommutatorfunktion ihren Trager auf
dem Lichtkegel.

Ag(x) = —2—e(x0)5(x2) =———(0(t—7)—=06(t+7r)). (4.16)

In einem System beschrieben durch ein masseloses Skalarfeld konnen sich nur lichtartig
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getrennte Messungen gegenseitig beeinflussen. Fiir Theorien mit Wechselwirkung ist der
Kommutator des Feldoperators an verschiedenen Raumzeit Punkten nicht mehr propor-
tional zum Einheitsoperator. Diese Eigenschaft ist eine Spezialitit von freien Feldtheorien
mit linearen Feldgleichungen. Dagegen sollte die wichtige Kausalitdtsbedingung nach der
Felder an raumartig getrennten Punkten kommutieren auch fiir wechselwirkende Felder
gelten.

Mit Hilfe der Kommutatorfunktion A,, kann man das Anfangswert-Problem fiir die
Klein-Gordon Gleichung lésen: Fiir gegebene Anfangsbedingungen ¢(0,z) und ¢(0, z)
lautet die eindeutige Losung der Klein-Gordon Gleichung

ot.o) =~ [y (9dnlt.a—9)o0.y) + Aultez - wi.y). (@17

Zum Beweis benutzt man die Eigenschaften (4] und () der Pauli-Jordan Funktion.

4.1.1 Quantenelektrodynamik

Alle Kommutatoren zwischen lokalen Observablen in der Elektrodynamik (ohne Mate-
rie) folgen aus dem Kommutationsregeln fiir das elektromagnetische Potential. Die Ver-

tauschungsrelationen zwischen den Komponenten des Vektorpotentials an verschiedenen
Raumzeitpunkten folgen aus (B66) und (B52)

[Ai(z), A;(y)] = % > 2—; (e " e (k, Ne;(k, \) — k.k.) (4.18)

Nach [BX1) projiziert Y., e(k, \)e'(k,\) auf die Ebene senkecht zum Wellenzahlvektor,
so dass

i etk (z—y) NN 0 0
[A;(z), Aj(y)] = v ; o <5Z-j - kikj> sinwg(z” —y°). (4.19)
Als Kommutator zweier hermitescher Feldoperatoren ist die rechte Seite ein antihermite-
scher Operator, in unserem Fall eine imagindre Funktion multipliziert mit dem Einheits-
operator. In Einklang mit der Homogenitdt von Raum und Zeit hingt der Kommutator
nur von der Differenz z — y ab und wir diirfen ohne Informationsverlust y = 0 setzen.
Mit E = —0, A finden wir fiir den Kommutator zwischen dem Potential und elektri-
schen Feld zu gleichen Zeiten

[Ai(z), E;(0)] = — 5540, 2), A;(5°, 9)]] oy = —% > ek <5ij - k‘z’%) :
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Wegen der Vollstindigkeit des Funktionensystems exp(ik - ) folgt dann

[Ai(z), Bj(y)] = —i (@j — afj) 3z —y). (4.20)

Im letzten Kapitel zeigten wir, dass E das zu A konjugierte Impulsfeld ist. Wir hétten also
die Kommutationsregeln [A*(z), E;(y)] = i050;;0°(x — y) erwartet. Diese sind aber weder
mit dem Gaufsschen Gesetz V - E = 0 noch mit der Coulomb-Eichbedingung V- A = 0
vertréglich. Dagegen verschwinden die Divergenzen der rechten Seite von (ZZ0) beziiglich
der Koordinaten z und y. Damit sind die Kommutationsregeln ({L20) mit der Zwangs-
und Eichbedingung vertraglich.

Wir berechnen nun die Kommutatoren der elektrischen Feldkomponenten zu verschie-
denen Zeiten,

[Ei(x), E;(y)] = 83:?7@0%(@’ A ()] = =05 [Ai(2), A; (y)], (4.21)

wobei wir im letzten Schritt benutzten, dass der letzte Kommutator nur von der Zeitdif-
ferenz abhéngt. Die Ableitungen nach z* bezeichnen wir mit d,. Mit der Pauli-Jordan
Funktion fiir das masselose Feld,

1 1 .
—— Y —e*®ginwyt = OD(x) =0, (4.22)
\% . Wi

Ao(t, :1:) =
und der Identitét
l%il%jﬁg (e“""m sin wkt) = 0,0; (eik"” sin wkt) .
findet man fiir den Kommutatoren (EZI]) der elektrischen Feldkomponeten das Resultat

[Ei(x), B;(0)] = —i (8,05 — 3:0;) Ao() (4.23)

Mit B = V A A gewinnen wir ebenfalls durch Ableiten der Kommutatoren (EEI9) die
Vertauschsrelationen fiir die restlichen Komponenten des elektromagnetischen Feldes,

[Bi(z), Bj(0)] = —i(d;;5 = 9,0;) Ao(x)

Da A, die Wellengleichung erfiillt, gehorchen die Komponenten des elektrischen und ma-
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gnetischen Feldes denselben Vertauschungsregeln

[Ei(z), E;(y)] = [Bi(x), Bj(y)]- (4.25)

Fir L — 0 muk Ay mit dem Limes von ([I3) fiir verschwindende Masse, also mit der
Funktion in (I6), iibereinstimmen. Dies wollen wir nachpriifen. Im Minkowski-Raum
wird die Riemann-Summe in ({L22)) zu einem Integral. Zur Berechnung des Integrals fithren
wir im k-Raum Kugelkoordinaten (|k|, 6, ¢) ein,

1 Bk .

Ao(t, :I}) — —(27T)3 w—kez

1 o] 1 )
= _4—7r2/0 d|k| |k\sinwkt/_le”k”cosed(cosﬁ)
- /Ood\k|sin(|k\t) sin(|k|r) = —— /OO dy (¥ — i)
0 87T2T

T 9.2
272y —00

T sin wyt

Das letzte Integral fiihrt auf die Summe von zwei 0-Distributionen in (FLI6)

Ao() = Aot 1) = ——— (5(t — 1) — 6(¢ + 7)) . (4.26)

A7r

Hier sieht man nochmals, dass Ag-Funktion eine Lésung der Wellengleichung ist,

o 0% 102
DAQ(t,T) = (@ — A) A()(t, T) = (ﬁ — ;ﬁ T) Ao(t,r) =0. (427)

Sie hat ihren Tréger auf dem Vorwirts- und Riickwértslichtkegel. Deshalb vertauschen die
Komponenten des elektromagnetischen Feldes an zwei Raumzeitpunkten x und y, wenn
diese nicht durch einen Lichtstrahl verbunden werden kénnen, d.h. wenn ihr Differenzvek-
tor  — y nicht lichtartig ist,

(z—y)* # 0= [Fu(2), Fas(y)] = 0. (4.28)

Dies ist das Kausalitétsprinzip fiir das freie elektromagnetische Feld. Die Tatsache, dass
alle Kommutatoren fiir Punktepaare verschwinden, die nicht durch Lichtstrahlen verbun-
den werden kénnen ist eine Konsequenz aus der verschwindenden Ruhemasse des Photons
oder der Tatsache, dass die Losungen der Maxwell-Gleichungen mit Lichtgeschwindigkeit
propagieren. Fiir Theorien die massive Teilchen beschreiben, zum Beispiel massive ska-
lare Teilchen oder massive Z°-Bosonen der elektroschwachen Wechselwirkung, sind die
Komutatoren auch fiir zeitartig getrennte Punktepaare ungleich Null.

Von besonderem Interesse sind die Kommutatoren fiir Observablen im Heisenbergbild
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und zur gleichen Zeit. Diese werden zur Praparation (Festlegung) eines Zustandes in der
quantisierten Elektrodynamik bendtigt. Ag(¢,r) ist eine in der Zeit ungerade Funktion,
so dass gilt

: .0
2lgré Ag(t,r) =0, lg% @Ao(t, r) = 0. (4.29)
Daraus folgt sofort
[Ei(t7 .’B), Ej(ta y)] = [Bi(t’ :B), Bj(ta y)] =0. (430)

Im Kommutator von elektrischem und magnetischem Feld erscheint nur die erste Zeita-
bleitung und

Ei(t,z),Bj(t,y)] #0 nurfir i#j, z=y. (4.31)

Zu einer festen Zeit konnen wir entweder das elektrische Feld E (¢, x) oder das magne-
tische Feld B(t,z) im ganzen Raum scharf vorgeben, nicht aber beide. Es sind zwei
komplementére Feldvariablen, dhnlich dem Ort und Impuls eines Teilchens.

4.1.2 Unbestimmtheitsrelationen

Die Unbestimmtheitsrelationen folgen aus der allgemeinen Beziehung zwischen dem Pro-
dukt von Unscharfen zweier Observablen und ihrem Kommutator: Fiir zwei Observablen
A1, Ay und irgendeinen Zustand gilt

AAAA; > %}([Al,Agm. (4.32)

Wir betrachten den {iber ein kleines Raumzeitvolumen O gemittelten Feldoperator
1 4
E(O)=— | d'z E(x). (4.33)
101 Jo

Es liege nun Oy in der Zukunft von O,. Dann gilt mit (23)) und (E20])

dz dy 9* d(ct—r)
011 Jo, |02] 0210y 7

AE,(O)AE,(Oy) > 8%) /O | (4.34)

Ahnlich wie fiir Impuls und Ort finden wir eine zustandsunabhiingige untere Schranke fiir
das Produkt der beiden Unschérfen.
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4.2 Greenfunktionen

Die Amplitude fiir die Propagation eines Teilchens von y nach x ist durch die nach AR-
THUR WIGHTMAN benannte Zweipunkt-Funktion

W(z,y) = (0[o(2)o(y)[0) = W(z —y) (4.35)

gegeben. Im letzten Schritt nahmen wir an, dass der Grundzustand translationsinvariant
ist, so dass die Wightman-Funktion nur von x — y abhéngt. Oft bezeichnet man W (x)
auch mit iA, (z). Neben der Zweipunkt-Funktion benétigen wir spiter noch weitere Er-
wartungswerte von Produkten des Quantenfelds. Fiir das freie Feld konnen diese aus W (x)
berechnet werden.

Das Feld ¢ ist eine Summe von Vernichtungs- und Erzeugungsoperatoren, aber nur
Terme der Form a(k)a’(k’) in ¢(x)¢(y) tragen zur Zweipunkt-Funktion bei. Es folgt die
Darstellung

W(x—y) = # / dp(k) e (4.36)

Bei der Diskussion des invarianten Masses haben wir folgende Identitdt bewiesen,

L /dkoa(k2 —m?)0(k"). (4.37)

W
Damit lisst sich die Zweipunkt-Funktion umschreiben,

W(x) = (2—;)3 / A ()5 (k2 — m?) e, (4.38)
Hierbei wird iiber alle 4 Komponenten des relativistischen Impulses integriert. Die letzte
Darstellung macht deutlich, dass W (z) eine lorentzinvariante Distribution ist, da k2, d*k
und kx lorentzinvariant sind und die Bedingung ko, > 0O eine lorentzinvariante Forderung
ist (solange wir die Zeitumkehr ausschliefen). Eine etwas lingere Rechnung fithrt auf den
expliziten Ausdruck

W(z) = Re(xo)é(ﬁ)
Sz (e(gﬁ)Nl(“) “;(x EAQ) +%9(—x2)Kla(“)) o (4.39)

mit a = m+/t?2 — r2? fiir zeitartiges x und a = m+/r? — t2 fiir raumartiges x.
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Zeit

exponentiell Raum
gedampft

Lings der Zeitachse und in der Raumebene findet man die Formeln

—iml|t|
m . mlt|>1 e
Wit,e=0 = —— (N t t)J t — C———
( ) L ) 87T‘t| ( 1(m| )+Z€( ) 1(m| |)) C(m‘t|)3/2
m mr>1 e
W(t = 0, :1:) = 47T2TK1(mT) — Cw. (440)

Im rdumlich Unendlichen verschwindet die Zweipunktsfunktion fiir Absténde grofer als die
Compton-Wellenldnge exponentiell schnell. Fiir Zeiten grof verglichen mit der Compton-
Zeit finden wir eine harmonische Schwingung mit der Compton-Frequenz. Auferhalb der
Lichtkegels verschwindet die Amplitude nicht, ist aber exponentiell klein.

4.2.1 Klein-Gordon Propagator

Wir betrachten den Kommutator [¢(x), ¢(y)] noch aus einem etwas anderem Blickwinkel.
Sein Vakuum-Erwartungswert kann als 4—dimensionales Integral geschrieben werden

Ol[6le).6000) = s [ auth) (¢ =) |,

1 1 ; 1 .
— /d?’k‘ - e—zkm - ezka}
(271')3 ka ka

Fiir 2° > 0 kénnen wir den Kommutator wie folgt schreiben,

(0[[6(x), $(0)]]0) = — / (;iﬁl; /dk ik

omi k2 —m?’

(4.41)

kO=wy,
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wobei die k°-Integration in der komplexen Ebene entlang des eingezeichneten Weges zu
berechnen ist.

) /" i

—Wg +wk

In der Tat, fiir z° > 0 konnen wir den Weg in der unteren komplexen k°-Ebene schliessen,
so dass die einfachen Pole des Integranden bei +wy im negativen Sinn umschlossen werden.
Nach dem Residuensatz finden wir

1 —ikOz0 1 ) )
L [ S L () (1.42)

211 k2 —m?2 2w,

Ist dagegen 2° < 0, dann kénnen wir den Weg in der oberen komplexen k°-Ebene schliefen
und erhalten Null. Also ergibt sich

d4k 4 —ikx 0 -
[ G ™ = 0 O110(0). 60)10) = i), (1.43)
Um A, besser zu verstehen, wenden wir den Klein-Gordon-Operator darauf an,
2 d4k —ikx 4
(O4 m*)Aves(z) = — o) e "= —=§(x). (4.44)

Man erhélt natiirlich dasselbe Resultat, wenn man mit O+m? auf die mittlere Darstellung
in (E43)) operiert und dabei

0'(a%) = 6(2"), [o(t,2),n(t,y)] =id(z —y) und (O+m?)d(z)=0

benutzt. Die reelle Distribution A (x) ist die retardierte Green-Funktion des Klein-
Gordon Operators, da sie fiir negative Zeiten verschwindet.

Das k%-Integral in (E22)) kann ldngs von vier natiirlichen Wegen ausgewertet werden.
Spéter werden wir sehen, dass die folgende Polvorschrift sehr niitzlich ist:

—Wy, /‘\ kO
N— +Wg

Es ist die Feynmansche Vorschrift. Fiir posititive 2 kénnen wir den Weg in der unteren
k°-Halbebene schliessen und fiir negative £° in der oberen Halbebene. In beiden Féllen
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trigt je ein Pol zum k%-Integral in (EE22) bei und wir finden

1 —ikO20 —iwg |20
a0 __c _ (4.45)

211 k% — m?2 2w,

Damit finden wir die Green Funktion

4 . .
d k ? —’ik‘($—y) — { W(x - y) fur l‘o > yo (446)

iAp(z—y) = / (2m)* k2 —m? ¢ Wiy —z) fiir 2% <y’

Schon in der Quantenmechanik benutzt man bei der Diskussion der Zeitentwicklungs-
operators oft die Zeitordnung von Operatoren. Der Zeitordnungsoperator 7" ordnet ein
Produkt von Feldoperatoren derart um, dass im geordneten Produkt die Zeiten von links
nach rechts zunehmen. Der Operator zu spétesten Zeit steht dann ganz links. Zum Beispiel

_ [o(@)oly) fiir 20 >y°
T ¢(z)p(y) = {¢<y)¢<x> fir 40 > 20, (4.47)

Damit schreibt sich der Feynman-Propagator fiir das Skalarfeld wie folgt,
iAp(z —y) = (0T o(x)p(y)]0). (4.48)
Ausgedriickt durch die Wightman Zweipunktfunktion,
iAp(z) = 0(2")W (2) + 0(—2" )W (—z). (4.49)

Dieser Propagator wird in der Storungstheorie eine zentrale Rolle einnehmen. Jeder in-
neren Linie, die die Propagation eines virtuellen Teilchens beschreibt, wird ein Feynman-
Propagator zugeordnet. Neben den retardierten und Feynman-Propagatoren gibt es noch
den avancierten und Anti-Feynman-Propagator. Wir fassen zusammen: Bezeichnet 1A | (x) =
W (z) den positiven Frequenzanteil des Propagators, und entsprechend A_(z) = A, ()
den negativen Frequenzanteil, dann unterscheiden wir 4 Lésungen von

(O +m?)G(z) = —6W (z). (4.50)
Den retartierten und avancierten Propagator
Aret(z) = 0(2) A (z) und Ay (z) = —0(=2°) A, (2). (4.51)
Den Feynman-Propagator

Ap(z) = 0(2°) Ay (z) + 0(—2")A_ (). (4.52)
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Den anti-Feynman Propagator
Ap(z) = Ap(z). (4.53)

Die Triagergebiete der retardierten und avancierten Propagatoren sind der abgeschlossene
Vorwirts- und Riickwértslichtkegel.

4.2.2 Zusammenfassung

Es gibt verschiedene Lésungen der homogenen Klein-Gordon Gleichung (O + m?)G = 0.
Die Wightman- oder Zweipunktsfunktion W (x) = (0|¢(x)$(0)|0) hat die Darstellung

W(z) = A, (z) = (er)g / dp(k)e= — (2—;)3 / dRS(K2 — m2)O(O)e—  (4.54)

Die Pauli-Jordan Kommutatorfunktion A,,(x) = i[¢(x), #(0)] ist

A (x) = (2;)3 /du(k) (e k" — e'*™) (4.55)

Greenfunktionen (Elementarlésungen) 16sen die inhomogene Gleichung (O + m?)G =
5@ (z). Es traten folgende Distributionen auf:

Aver(2) = 0(2°) A (z) = 0(2°)(0|[p(z), $(0)]|0) = / d*k e

22 k2 — m?

iAp(z) = (0|Té(2)6(0)[0) = / %k%mzem
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Kapitel 5

Diracfeld

Fermionen erfiillen das Pauli-Prinzip und geniigen der Fermi-Statistik. Sie werden durch
Spinorfelder beschrieben. Im Gegensatz zu Skalar- und Vektorfelder transformieren Spi-
norfelder nicht nach Darstellungen der Lorentzgruppe sondern nach Darstellungen der
quantenmechanischen Lorentz-Gruppe SL(2, C). Bosonen haben ganzzahlige und Fermio-
nen halbganze Spins.

5.1 Diracgleichung

Ich gehe davon aus, dass sie die Diracgleichung aus der Vorlesung QM II kennen und
erinnere hier nur an die wichtigsten Eigenschaften der Spinorfelder und Diracgleichung.
Spin—% Felder werden durch vierkomponentige Spinoren 1 (x) beschrieben deren Lagran-
gedichte und Feldgleichung 4-dimensionale v-Matrizen v* enthalten. Diese gehorchen den
algebraischen Beziehungen

(Vs 1} =20 la, v = Y074%. (5.1)

Die letzte Beziehung bedeutet, dass v hermitesch und 7y, 79, 73 antihermitesch sind. We-
gen 72 = 1 hat v, die Eigenwerte =1 und wegen 7? = —1 sind die Eigenwerte von ;
gleich +i. Die von den 7, erzeugte Algebra mit Relationen (B]) heift Clifford-Algebra.
Es existiert nur eine nicht-triviale irreduzible Darstellung dieser Algebra und diese ist
4-dimensional.

Unter orthochronen eigentlichen Poincare-Transformationen transformiert ein Spinor-
feld ¢ (z) wie folgt

Y(af) = SY(x), 2 =AS)z+a (5-2)
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Darin ist die Spintransformation gegeben durch

' 1
S =exp (% wagEo‘B) mit X% = I[fya,fyﬁ], Wap = —Wsa € R. (5.3)
i

Die Indizes der Gamma-Matrizen werden mit der Metrik nach oben oder unten gezogen,
Y=9"% s Y= gw (5.4)

Die Lorentztransformation A berechnet sich aus der Spintransformation geméf
SIS =Myt (M) =expw), w= (W) (5.5)

Jeder Spintransformation ist eine eindeutige Lorentz-Transformation zugeordnet. Umge-
kehrt gibt es zu jeder Lorentztransformation zwei Spintransformationen mit S=1vS = A~.
Die Spingruppe ist die doppelte Uberlagerung der Lorentzgruppe, dhnlich wie die quan-
tenmechanische Drehgruppe SU(2) die doppelte Uberlagerung der Drehgruppe SO(3) ist.
Spintransformationen sind nicht unitér, erfiillen aber die Bedingung

79810 = 571, (5.6)
Deshalb ergibt sich fiir den Dirac-konjugierten Spinor das Transformationsgesetz
V(@) =P(@)ST, =l (5.7)

Im Gegensatz zu Tensorfeldern, deren Komponenten beim Wechsel des Inertialsystems
wie die Komponenten eines Vektorfeldes transformieren, transformieren die vier Kompo-
nenten eines Spinorfeldes mit der Spintransformation S. Aber die folgenden 16 Felder sind
(Pseudo)Tensorfelder:

S(x) = P(x)Y(z) Skalarfeld 1
3*(x) = ()" (x) Vektorfeld (Strom) 4
T (z) = () [y, v ¢ () antisymm. Tensorfeld 6 (5.8)
At (z) = P(x)y57y*0(z) Pseudovektorfeld (Axialstrom) 4
P(z) = ¥(x)ys10(x) Pseudoskalarfeld 1
Hier tritt die hermitesche Matrix ~; auf,
¥ =i’y mit 3 =1, =9 {37} =0. (5.9)
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Die letzte Gleichung bedingt die Spurfreiheit der Gamma-Matrizen, tr, = 0.
Die lorentzinvariante Lagrangedichte fiir das freie Spin—% lautet

L=y (i§—m)y,  J=~"0,, (5.10)
und die zugehorige Euler-Lagrange Gleichung ist die kovariante freie Dirac-Gleichung
("0, — m)p = 0 <= —id, Ty —my! = 0. (5.11)

Die Wirkung ist invariant unter Translationen in Raum und Zeit. Der zugehdérige Noether-
strom ist der kanonische Energie-Impuls Tensor des freien Dirac-Feldes,

™" =iy 0" — g™ L. (5.12)

Die erhaltenen Ladungen bilden den 4-er Impuls
PY = / PrT" = / &Pz (ipy°0"y — g™ L) . (5.13)
z9=0 z9=0

Der kanonische Energie-Impuls Tensor ist unsymmetrisch und muss als Quelle des Gra-
vitationsfeldes verbessert werden. Die erhaltenen Grofen P* dndern dabei aber nicht
und wir diirfen zu ihrer Berechnung die Formel (213]) benutzen. Insbesondere lautet die
Energie des Dirac-Feldes

H=P"= /dgxwfh@/), h = —i7°~'0; + +'m = a'0; + pm. (5.14)
Die Lagrangedichte ist auch invariant unter globalen U(1)-Phasentransformationen

Y(@) — (), Pla) — e (), (5.15)

und diese innere Symmetrie fiihrt auf den erhaltenen Noetherstrom

JH(x) = Y(x)y"(x) (5.16)
mit zugehdriger zeitunabhéngiger Noetherladung
Q= /di"’:m/ﬂz/;. (5.17)

Das Vektorfeld j# wird mit der elektrischen 4-er Stromdichte identifiziert und ) mit der
elektrischen Ladung.
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5.2 Losungen der freien Diracgleichung

Zur Losung der linearen partiellen Differentialgleichung (i@ — m)i = 0 setzen wir eine
ebene Welle an,

Y(z) = e”P*y  mit konstantem wu € C*. (5.18)
Dies ist eine Losung der Diac-Gleichung, falls
(p—m)u=0= (p+m)(p—mu=(p* —m*)u (5.19)

gilt. Die letzte Gleichung hat nur eine Losung fiir p> = m? und dies ist gerade die Be-
dingung dafiir, dass jede Komponente von ¢ die Klein-Gordon-Gleichung mit Masse m
erfiillt. Also liegt der 4-er Impuls auf dem Massenhyperboloid im Vorwiérts- beziehungs-
weise Riickwirtslichtkegel,

peEV,=VIuV, mit Vi={pecRp?=m?+p’ >0} (5.20)

Liegt p auf dem Hyperboloid V= im Riickwértslichtkegel dann liegt —p auf dem Hyper-
boloid VI im Vorwirtslichtkegel. Deshalb haben die Losungen die Form

Y(x) = e P, (p—m)u=0, pe€ v
P(z) =, (p+mpu =0, peV,. (5.21)

Wegen p* = m? hat p die Eigenwerte +m. Die Eigenrdume zu den Eigenwerten +m
sind je 2-dimensional, da trp = p,try* = 0 ist. Wir bezeichnen die entsprechenden
Eigenvektoren, die sogenannten Polarisationsvektoren, mit

u(p,o) und w(p,0), o=1,2. (5.22)

Diese sind wie folgt normiert: im Ruhesystem mit p = (m, 0) lauten Gleichungen (ZII)
fiir die konstanten Spinoren u und v

(Y =1u=0 und (" +1)v=0. (5.23)

Da ~° hermitesch ist, kénnen wir die Eigenvektoren beziiglich dem Standard-Skalarprodukt
auf C* orthogonal wihlen. Deshalb gilt im Ruhesystem des Elektrons

ul(p,o)ulp,o’) = v (p,a)v(p,0’) = 2md,,
ul(p, o)v(p,o’) = vl (p,o)u(p,d’) = 0. (5.24)
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Der Faktor 2m ist Konvention. Die Eigenvektoren von +° definieren auch die Projektoren
auf die entsprechenden Eigenrdume von 7° zu den Eigenwerten +1,

1 0
> ulpo)ut(p0) = 2m—]
o=1,2
1 — 0
Zv(p,a)vT(p,a) = 2m 27. (5.25)
o=1,2

Diese Relationen gelten im Ruhesystem des Elektrons. Fiir den Ubergang in andere Iner-
tialsysteme schreiben wir sie in kovarianter Form. Dazu benutzen wir, dass wegen (23))
im Ruhesystem die Beziehungen in (524) wie folgt geschrieben werden kénnen,

, 0(p,o)v(p, ') = —2md,y
u(p,o)v(p,o’) = 0 =v(p,o)u(p,d’) (5.26)

und diejenigen in (E2Z0]) geméf

Z u(p,o)u(p,o) =p+m Z v(p,0)v(p, o) =p—m. (5.27)

o=1,2 o=1,2

Wir machten von der speziellen Form des 4-er Impulses im Ruhesystem Gebrauch. Beim
Ubergang in ein beliebiges Inertialsystem benutzen wir (E3) mit dem Resultat

S@pEm) =@ £ms, o = AS)p, (5.28)
Die Spinoren im Impulsraum transformieren unter Lorentz-Transformationen geméfs
U‘<pl7 U) = SU(p, U) und U(p/v U) = S’U(p, U)' (529)

Nun sei S so gewéhlt, dass A(S) den Impuls p im Ruhesystem in einen beliebigen anderen
Impuls auf V,I" abbildet. Dann ist

fb(p/, O)U(p,a OJ) = ﬂ(p, U)S_lsu(p, OJ) = 2m50-0./
und analog
Z (', 0)u SZ u(p, o 0)S7! P+ m.

Ganz analog verfahrt man mit den entsprechenden Ausdriicken fiir v(p, o). Dies beweist,
dass Orthogonalitétsrelationen (B26) und Vollsténdigkeitsrelationen (B21) in beliebigen
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Inertialsystemen, als fiir beliebige Teilchenimpulse, giiltig sind. In den folgenden Rech-
nungen sind die weiteren Identitéiten

u(p, o)y u(p, o) = v(p, o)y*v(p, o) = 2p" 00 (5.30)

hilfreich. Auf beiden Seiten stehen Vektoren und es geniigt, diese vektorielle Beziehung im
Ruhesystem des Elektrons nachzupriifen. Im Ruhesystem ist wegen ’u(p, o) = u(p, o)

und u(p, 0)y" = u(p, o)
u(p, o)y u(p, o’) = ulp, 0)y"v"+ u(p, o).

Deshalb erhalten wir Null fiir g = 1,2,3 und mit (E26) das Resultat 2p%d,, fiir g = 0.
Dies ist aber gerade die Relation (B30) im Ruhesystem des Elektrons.
Die allgemeine klassische Losung der Dirac-Gleichung lautet somit

U(w) = W /du(p) > (ulp, 0)aq (p)e™™" + v(p, 0)bf (p)e™) (5.31)

[

mit p € V' und beliebigen Amplituden a,(p) und b,(p). Der konjugierte Spinor hat die
Zerlegung

U(w) = W / du(p) Y (0(p, a)bs(p)e™™™" + u(p, 0)al (p)e™) (5.32)

[

Mit Hilfe von (230) findet man fiir den 4-er Impuls (B213]) des Feldes
PY = /du(p) > 0¥ (ah(p)as(p) — b (D)L () - (5.33)
Insbesondere finden wir fiir die Energie des Dirac-Feldes den Ausdruck

H = / du(p)ey 3 (0l (D)oo () = b DBLD) , wp = VP FmE (5.34)

Sie ist nicht positiv definit wie fiir skalare oder vektorielle Teilchen.

5.3 Quantisierung des Diracfeldes

Bei der Quantisierung werden das Dirac-Feld ¢ und seine Fourier-Koeffizienten a,, b,
zu Operatoren auf einem Hilbert-Raum. Wiirden wir Vertauschungsrelationen fiir diese
Operatoren fordern dann wire die Energie nach unten unbeschrinkt, im Widerspruch zur
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Forderung, dass in einer relativistischen Feldtheorie das Spektrum von P* im abgeschlos-
senen Vorwértslichtkegel liegen muf. Die Energie wird (bis auf eine Konstante) positiv,
wenn wir kanonische Antivertauschungsrelationen postulieren:

{as(p),al, ()} = {bs(p), 0L (1)} = 20,0® (p — p') brer (5.35)
{af(p),al(p)} = {bF(p).bE(W)} =0. (5.36)

Hier steht a# fiir a oder fiir af. Der Ubergang von Kommutations- zu Antikommutations-
regeln wird auch fiir die Einhaltung des Pauliprinzips fiihren. Zum Beispiel verschwindet
al (p)al (p) aufgrund der Antikommutationsregeln, so dass man mit a! (p) nicht zwei Teil-
chen mit denselben Quantenzahlen ¢ und p aus einem Fock-Vakuum erzeugen kann.

In der Tat wihlen wir als Hilbert-Raum den Fock-Raum iiber einem invarianten Va-
kuumzustand |0), der von den Vernichtungsoperatoren annihiliert wird,

as(p)[0) = bs(p)|0) = 0. (5.37)

Man definiert nun das normalgeordnete Produkt von Erzeugungs- und Vernichtungs-
operatoren so, dass alle Vernichtungsoperatoren rechts und alle Erzeugungsoperatoren
links stehen. Ist die Permutation der Umordnung ungerade, dann wird wegen der Anti-
Vertauschungsrelationen noch mit —1 multipliziert. Mit (0]a,(p)a’, (p)|0) = {a,(p)al, (')}
gilt zum Beispiel

T

;—\

=
S

S—

taq(p)a :
L bo(p)D, (p) -

() : = bo(p)bl.(p') — (0]bs(p)bl, (p)]0) = —b

Q —-
—~
’@\
~—
S
q

—~
3
N~—
—
ot
w
oo
N—r

Der normal-geordnete Hamilton-Operator
= [ du(p), Y (abp)aae) + B0}t () (5.39)

ist nicht-negativ und annihiliert den Vakuumzustand. Mit den niitzlichen Identititen
[AB,C| = A{B,C} —{A,C}B und [AB,C]=A[B,C]+[A,C]B (5.40)
folgen die Kommutationsregeln

(P)as(p),al(@)] = 2wpd(p — )00 al,(p)

[af (p)as
[0l (p)as(p), a0 (q)] = —2wpd(p — @)060r as(p). (5.41)
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Benutzen wir diese Regeln im Kommutaor der Impulse mit dem Feld so ergibt sich

P = G [ dnto)p* 3 (~utp.o)as(p)e ™ + vlp. o)y )e)

(e

= B,u(x) (5.42)

und wie erwartet erzeugen die hermiteschen P* Verschiebungen in Raum und Zeit. Die
Vernichtungs- und Erzeugungsoperatoren haben die Zeitentwicklungen

—iWwp

as(p) = i[H, a0(p)] = —iwyae(p) = as(t,p) = e “"a,(p)
bi(p) = [H,bL(p)] = iw,bl(p) = bL(t,p) = €™ bl(p), (5.43)

in Ubereinstimmung mit der klassischen Losung (B31) fiir das Dirac-Feld.

5.3.1 Zweipunktsfunktionen

Wir berechnen die relevanten Zweipunktsfunktion des quantisierten Diracfeldes. Das Di-
racfeld hat die Entwicklung (E3T) und sein konjugiertes Feld die Entwicklung (E32).
Dabei sind die Fourierkoeffizienten Operatoren im Fockraum mit den Antivertauschungs-
relationen (B.30)) und (B30). Die Zweipunkt-Funktion ist der Vakuum-Erwartungswert

1
(2m)?

(0[(z)e(y)|0) = / du(p)dp(q)e™ ey u(p, o)ulg, o')(0las(p)al(4)[0)-

o,0’

Im letzten Erwartungswert diirfen wir das Produkt von a und a' durch ihren Antikom-
mutator ersetzen und dies fithrt auf den Faktor 2w,0(p — q)d,,. Wir erhalten mit (B21)

O (@) D@)]0) = — / dyu(p)e D (p + m)

(27)?
/du(p)e_i”(w_y).

, 1

Im letzten Ausdruck steht die Zweipunktsfunktion W (z—y) = iA (z—y) des Skalarfeldes,
und deshalb ist

iS.(z —y) = (0[b(2)P(y)]0) = (i@, +m) idi(z —y). (5.44)

Die andere nicht-verschwindende Zweipunkt-Funktionen ist

(019 (2)¢i(y)[0) = (i@, — m)ij iA(z —y). (5.45)
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Dagegen verschwinden die Vakuumerwartungswerte von zwei ¢ oder zwei 9,

(Ofehi ()15 (y)[0) = (Ol (x)e; (y)|0) = 0. (5.46)

Wegen (B33) ist der Antikommutator zweier Fermionfelder proportional zum Einheits-
operator,

{ii(x), ()} = (OHws(x),4;(y)}0)
(id, +m)iid(x —y) + (id, —m); il (y—x)  (5.47)
= (i, +m)i;il(z —y) = iS(x —y),

wobei die Pauli-Jordansche Kommutatorfunktion A(¢§) = A, (§)—A(—¢) benutzt wurde.
Insbesondere ist

[, B()} =0 fir (a—y)” <0. (5.48)

Diese ungewohnte Form der Kausalitatbedingung ist physikalisch sinnvoll, sind doch die
eichabhiingigen v () und v (y) selbst keine Observablen. Nur eichinvariante gerade Pro-
dukte des Diracfeldes kommen als Observable in Betracht. Hiatten wir ¢ bosonisch quan-
tisiert, so wére der Antikommutator (47) nicht ein Vielfaches von 1 und wiirde fiir
raumartig getrennte x und y auch nicht verschwinden. Der Kommutator

[Wi(2), ¥5(w)] = (i@, + m)ij i (Ai(z —y) + Ay — 7))

wiirde dann fiir raumartig separierte Argumente ebenfalls nicht verschwinden. Die Stabilitats-
und Kausalitdts-Forderungen fiihren relativ zwangslaufig auf fermionische Antikommuta-
tionsregeln fiir die Fourier-Koeffizienten des Quantenfeldes ).

Das zeitgeordnete Produkt

Toi(x);(y) = (= — y*)i(2)y(y) — 0(y° — )y (y)vhi(=) (5.49)
liefert den Feynman-Propagator fiir das Dirac-Feld,
(01T 9i()1(y)]0) = iSk(x — y)sj- (5.50)
Die Rechnung fithrt auf
iSe(2) = 0(0)(idl, + m) i (2) +0(—2°) (i, +m) id (—2)

und auf der rechten Seite diirfen wir wegen 6(2°) (A, (z) — Ay (—=2)) = 0 die Stufen-
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funktion ,durch die Ableitung ziehen“. Wir erinnern uns an die Definition des Feynman-
Propagators fiir das skalare Feld,

Ar(z) = 6(=) A4 (2) + 6(~2") A (~2),

und erhalten

d*p p+m

—ipz, 5.51
2m) P2 —m2 +40° (5:51)

S5() = (10, +m) Ar(2) = |
Die Vakuumerwartungswerte der zeitgeordneten Produkte von 1) sind deshalb
(01 T%i() 5 (y)|0) = iSk(z — y)ij, (5.52)
wihrend diejenigen von 1) und 1) verschwinden,
(O1Ti(x); (y)]0) = (01T ()5 (y)]0) = 0.
Schlussendlich betrachten wir noch die kovariant erhaltene Stromdichte
(@) = @)y () - (5.53)

welche auf die erhaltene Ladung

Q= /d3a: Y (z)p(x) (5.54)

fiihrt. Die Rechnung ergibt
Q= Z/dﬂ(p) (al(p)as(p) — b (p)bs (p)) , (5.55)

wobei das Minus von der Normalordnung von b, (p)b} (p) herriihrt. Offensichtlich erhéhen
die a' die Ladung um eine Einheit und die b erniedrigen sie um eine Einheit,

[Q,al(p)] =al(p) und [Q,bl(p)] = —bl(p). (5.56)

Damit erzeugt a! (p) ein Teilchen mit Quantenzahlen (p, o) und Ladung +1 (Elektron) und
bl (p) ein Antiteilchen mit Quantenzahlen (p, o) der Ladung —1 (Positron). Die Ladung
@ ist erhalten, [@Q, H] = 0, und erzeugt Eichtransformationen

e (x)e TR = e (). (5.57)
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Kapitel 6
Streumatrix

Die nicht-quadratischen Terme in der Lagrangedichte bedingen eine Wechselwirkung der
mit dem Feld assoziierten Teilchen. Dies fiihrt zu Emission, Absorption und Streuung
von Teilchen und diese Effekte sollen im Folgenden untersucht werden. Zur Vorbereitung
berechnen wir die Teilchenproduktion induziert von einer zeitabhingigen dufseren Quelle.

6.1 Teilchenproduktion durch eine klassische Quelle

Wir koppeln das reelle Klein-Gordon Feld an eine duftere klassische Quelle. Die vorgege-
bene Quelle g(z) in der Feldgleichung

(O +m?)g(x) = q(=), (6.1)

wirke nur wihrend einer endlichen Zeitspanne. Befindet sich das Quantensystem zu frithen
Zeiten im Vakuumzustand, dann wird es (im Schrodingerbild) im Allgemeinen nach dem
Ein- und wieder Ausschalten der Quelle nicht mehr in diesem Zustand sein. Die folgenden
Rechnungen sind im Heisenberg-Bild.

Bevor die Quelle wirken konnte lautet die Losung der Feldgleichung

1

Tp/dﬂ(l’) (a(p)e™™ +al(p)e™) . (6.2)

gbein(l‘) == (27T)

Bei Anwesenheit der Quelle kann die Losung zu beliebigen Zeiten mit Hilfe der retardierten
Green-Funktion konstruiert werden,

o(1) = dunl) - / 0y A — 1)a(y)

1

(2ﬂ)3 /d4y/du(p)9(:c0—y0) (e*ip(m*y)_ eip(mfy)) q(y). (6.3)

= (bein(x) +

o8



KAPITEL 6. STREUMATRIX 6.1. Teilchenproduktion durch eine klassische Quelle 59

Nun warten wir, bis die Quelle wieder aus ist. Dann ist 2° > 9° im ganzen Integrationsge-
biet und die Stufenfunktion kann durch 1 ersetzt werden. Die Losung enthélt die Fourier-
Transformierte der duferen Quelle fiir Impulse auf dem Vorwirts-Massenhyperboloid,

?

f(p) = )2 /d4y eipyq(y)}pO:Ep(p). (6.4)

Wir fassen die Anteile mit positiven und negativen Frequenzen in der Losung (63) zu-
sammen und finden

$x) = w /du(p) {(alp) + f(p)) ™™ + (a(p) + [*(P)) €™} | o_p - (6:5)

Also erhélt man den Hamilton-Operator im Heisenberg-Bild nach Ausschalten der Quelle
aus demjenigen des freien Feldes durch die Ersetzung a(p) — a(p) + f(p),

H = / du(p) E, (a'(p) + £(p)) (alp) + f(p)) (6.6)

Die Energie des Quantenfeldes im Grundzustand des freien Feldes |0) ist dann

0HI0) = [ dupEN PP =5 [ dp 7P (6.7

Nur Fourierkoeffizienten von ¢(z) mit Impuls p auf der Massenschale V., also in Resonanz
mit den Moden des Quantenfeldes, tragen zum Integral (G7) bei. Wir interpretieren das
Resultat als Teilchenproduktion durch die zeitabhéngige dufere Quelle ¢(x). Diese fiihrt
dem System Energie zu und regt Teilchenzustéinde an. Die Wahrscheinlichkeit dafiir, Zu-
stinde im (invarianten) Element du(p) zu produzieren ist gleich | f(p)|>. Die Gesamtzahl
der produzierter Teilchen ist

N = / du(p)|f ()] (6.8)

Der entsprechende Prozess der Photonenerzeugung durch ein beschleunigtes Elektron,
modelliert durch einen zeitabhéngigen duferen Strom j#(x), heifst in der Quantenelektro-
dynamik Bremsstrahlung.

Die allgemeine Losung (E3) der inhomogenen Feldgleichung (E1]) ist die Summe aus
einer Losung der homogenen Gleichung und einer speziellen Losung der inhomogenen
Gleichung. Wir bezeichnen die homogene Lisung mit ¢e,. Fiir ein in Raum und Zeit
lokalisierte Quelle ¢(y) konvergiert die Losung ¢ gegen das einlaufende freie Feld ¢ein-
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Ahnlich beriihrt die Losung

Qb(ﬂf) = QbauS('r) - /d4y Aav('r - y)q(y) mit Aav<x> = _9(_:’;0)A($) (69)

die freie Losung ¢, zu sehr spiten Zeiten. Wir nennen ¢, das auslaufende freie Feld. Fiir
sehr spéte Zeiten konvergiert ¢ gegen das auslaufende freie Feld ¢aus. Mit Arey — Doy = A
folgt unmittelbar

baus(2) = () — / d'y Az — y)q(y). (6.10)

Die Pauli-Jordan Funktion vermittelt zwischen der ein- und auslaufenden freien Lésung.
Jeder der drei Terme in (EI0) ist eine Losung der Klein-Gordon Gleichung. Wir fassen die
beiden asymptotischen freien Felder als Operatoren in einem gemeinsamen Hilbertraum
‘H auf. Demzufolge kann H auf zwei Weisen als Fock-Raum geschrieben werden, wobei
eine unitdre Transformation, der Streuoperator S, zwischen diesen beiden Darstellungen
vermittelt. Wir konstruieren nun S fiir das betrachtete Modell.

Wir zerlegen die asymptotischen Felder in ihre Erzeugungs- und Vernichtungsopera-
toren oder in die positiven und negativen Frequenzanteile,

1 —ipx ipT

banle) = s [ w) (an(p) e ol () ) (6.11)
1 —ipx aus ipx

bun@) = T [ D) (ann(p) 7+ () ) (612)

und definieren das ein- und aus-Vakuum,

Aein(P)[0)ein =0 und  @aus(p)|0)ans = 0. (6.13)

Darauf aufbauend konstruieren wir die entsprechenden Mehrteilchenzustéande,

P)ein = 0l (P)[0)eins [P P )ein = alin(P) by (P))|0)eins - - - (6.14)
und analoge Zusténde iiber dem Vakuum des auslaufenden freien Feldes |0),,s. Wir inter-
pretieren sie als n-Teilchenzustinde vor bzw. nach dem Streuprozess. Wir werden zeigen,

dass es einen eindeutigen unitdren Operator S gibt, der das einlaufende und auslaufende
freie Feld verbindet,

¢aus = S_1¢eins und |O>au5 = S_1|0>ein' (615)
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Die erste Eigenschaft ist duqivalent zu

aus(P) = S aen(p)S,  a™T(p) = S57al (p)S. (6.16)

Die Eindeutigkeit folgt aus der Irreduzibilitit der Fock-Darstellung.
Bei einer Konstruktion der Streumatrix S benutzt man die Fourierdarstellung der
homogenen Ldsung,

[ e =) = s [aue) @ @)+ r @) ©17)

Ein Vergleich mit (E&I0) fiithrt auf die Bogoliubov- Transformation

(aus(P) = aein(p) + f(p) und  a™*T(p) = ali,(p) + f*(p). (6.18)

Wir setzen hier voraus, dass

N = [utp)lf(p) < o0 (6.19)

gilt, damit die Funktion f(p) im Hilbertraum der Einteilchen-Zustinde liegt. Ist diese
Bedingung nicht erfiillt, dann sind die beiden mit ,ein“ und ,aus“ bezeichneten Darstel-
lungen der kanonischen Vertauschungsrelationen indquivalent zueinander und es existiert
keine unitire Streumatrix die zwischen den beiden Darstellungen vermittelt.

Wir fiihren einen unitdren Operator

S=¢f mit B+B' =0 (6.20)

ein und machen Gebrauch von der Formel

57 000 (p)S = aan(p) + 3 0 (B) (). (6:21)

n=1

wobei ad(B) folgende lineare Abbildung auf dem Raum der linearen Operatoren ist,
ad(B)A = [B, 4], sodass ad?*(B)A = [B,[B, A]l. (6.22)

Der anti-hermitesche Operator B soll so gewéhlt werden, dass die Reihe in (GZI) gleich
f(p) ist, damit die rechte Seite in dieser Formel gleich a,,s(p) in (EI8) ergibt. Wenn wir

[B, aein(p)] = —f(p)1
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fordern, dann bricht die Reihe nach dem ersten Glied ab und wir erhalten das gewiinschte
Ergebnis. Offensichtlich miissen wir

B = ali,(f) —aan(f) = =B', aly,(f) = /du(p)f(p) ali,(p) (6.23)
wahlen, damit gilt

Silaein<p)5 = dein(P) — [alin(f)7 Aein(P)] = ein(P) + f(P) = dans(P)- (6.24)

Aus den Kommutationsregeln fiir die Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren folgt

[ein(f), alin (f)] = /dM(P)|f(P)|2 = || f]1? (6.25)

und deshalb konnen wir mit Hilfe der Baker-Campbell-Hausdorff-Formel den (inversen)
Streuoperator umschreiben,

S — N =aen(f) — pali () g=acin(f) o3I/
G-l —  gaen(N=ali, () — p=alin () paein(F) 517112 (6.26)

Deshalb sind die beiden Vakua wie folgt verbunden,
|O>aus = S_1|0>ein = 6_%””26_@&“”)|0>ein- (6.27)

Also ist der Grundzustand des auslaufenden Feldes ein kohdrenter Zustand fiir das ein-
laufende Feld.

Hier sind einige Bemerkungen angebracht: Einfache Gréfsenn wie zum Beispiel die
Teilchenzahl tritt in zwei: Bedeutungen auf: einmal in Bezug auf das einlaufende Feld und
einmal in Bezug auf das auslaufende Feld. Dies gilt im Prinzip fiir jede Observable wie zum
Beispiel Impuls, Energie oder Ladung. Handelt es sich aber um eine Erhaltungsgrésse, so
fallen die beiden Versionen zusammen.

Ahnlich ist die Situation bei den Zustdnden. A priori ist nicht klar, was wir meinen,
wenn wir von einem Teilchenzustand mit Impuls p sprechen, da er in zwei Versionen
auftritt, als einlaufender oder als auslaufender Zustand. Wir sagen, er ist in Bezug auf
das einlaufende oder auslaufende Feld definiert.

Unabhingig vom gewédhlten Bild gelingt es aber, die Charakterisierung von Obser-
vablen und Zustdnden allein in Bezug auf das einlaufende Feld vorzunehmen. Nach den
Prinzipien der Quantenmechanik sind nur Erwartungswerte entscheidend, und die Vor-
schrift fiir ihre Berechnung muss eindeutig sein. Wie sieht dies in den beiden Bildern nun
konkreter aus:

A. Wipf, Quantenelektrodynamik



KAPITEL 6. STREUMATRIX 6.1. Teilchenproduktion durch eine klassische Quelle 63

e Im Heisenbergbild ist der Zustand vor und nach dem Wechselwirkungsprozess der
gleiche. Er kann durch einen Vektor |®) des Fock-Raumes fiir das einlaufende Feld
charakterisiert werden. Ist O eine Observable in Bezug auf das einlaufende Feld, so
gehort dazu die Observable S71OS nach dem Wechselwirkungsprozess. Anfinglich
war der Erwartungswert (®|O|®) und danach ist er (®|S710S|®).

e Im Schrodingerbild ist eine Observable vor und nach dem Wechselwirkungsprozess
die gleiche. Die konkrete Festlegung geschieht in bezug auf das einlaufende Feld. Ist
|®) der Zustand vor dem Prozess und in bezug auf das einlaufende Feld definiert, so
ist S® der Zustand danach. Aus dem anfinglichen Erwartungswert (®|O|®) wird
wie im Heisenbergbild (®]S~10S|®).

Obwohl beide Bilder zur Beschreibungen eines Quantensystems benutzt werden diirfen, sie
sind ja dquivalent, wird das Schrédingerbild bei der Beschreibung von Streuexperimenten
bevorzugt. Haben die beteiligten Teilchen feste Impulse, so charakterisiert man ein solches
Experiment dann durch das folgende Diagramm

D1 > P
P2 > b
S
Pn > p;n

Hier ist |pips ... pn)"" der einlaufende und S|pips . ..p,)°" der auslaufende Zustand.
Im Experiment wird der auslaufende Zustand nach mdoglichen Endzusténden |pips...p.,)
von m Teilchen analysiert. Die naheliegende Frage ist diejenige nach der Wahrscheinlich-
keit fiir eine bestimmten Endzustand von m Teilchen bei einem gegebenen Anfangszustand
von n Teilchen. Im Streuexperiment misst man jedoch nicht direkt diese Wahrscheinlich-
keiten, sondern die Zahl der Ereignisse pro Zeit und Stromdichte der einfallenden Teilchen
(Wirkungsquerschnitte). Die entscheidende Groke ist dabei die Ubergangsamplitude

aus < >ein aus < >aus

plla cee ap/m|5|p1a «eeyPn
Py 0 |SIpL, - PR (6.28)

plla"'aplm|p17---apn

ein <

Wir kehren zu unserem l6sbaren System zuriick und beantworten die Frage, was die Quelle
q(z) an Teilchen abstrahlt. Wir wollen also annehmen, dass anfénglich keine Teilchen
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vorhanden waren. Also berechnen wir

ein ein (_1)m -1 2 ein ein
oSl = e g (@ ()

= ()" e M f(p)) - F(0L), (6.29)

m

|O>ein

und diese Amplituden beschreiben die Emission von Teichen. Fiir die Absorption von n
Teilchen mit gegebenen Impulsen finden wir die Amplitude

S (0lpy, . pa) ™™ = eIV 2 (py) - (). (6.30)
Schliesslich gibt
[2=(0]0)°™[* = e~ II® (6.31)

die Wahrscheinlichkeit dafiir an, dass weder Emission noch Absorption beobachtet wird.

6.2 Streuoperator im allgemeinen Fall

Wir betrachten ein wechselwirkenden Skalarfeld ¢(z) und leiten einen allgemeinen Aus-

druck fiir den Streuoperator ab. Wir setzen die Giiltigkeit der kanonischen Vertauschungs-

relationen voraus:

_oc
9(99)

Motiviert durch unsere Betrachtungen im letzten Abschnitt machen wir im weiteren Vor-

[o(t. ), 7(t,yl = id*(xz —y), 7 . (6.32)

gehen folgende drei Annahmen:

1. Es existieren asymptotische freie Felder ¢, und ¢,,s und ihre kanonisch konjugier-
ten Impulsfelder 7y, und 7,,s. Die freien Felder erfiillen die Vertauschungsrelation

632).

2. Es exisitert ein gemeinsamer Hilbertraum H, auf dem alle Felder als Operatoren
wirken. Die Darstellungen der kanonischen Vertauschungsrelationen fiir die wech-
selwirkenden und asymptotischen Felder sind unitér dquivalent, d.h. zu jeder Zeit ¢
existiert eine unitdrer Operator U(f) mit

o(t,x) = U Ht)Pein(t, z)U(t) (6.33)
= U ') mem(t, 2)U(2). (6.34)
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Es existieren die Grenzwerte

lim U(t)=1 und lim U(t) = S. (6.35)

t——o00 t—o0

Der eingefiihrte Streuoperator S ist unitar. d.h. jeder Operator, der zu einer festen
Zeit mit ¢, und 7., vertauscht, ist ein Vielfaches des Einheitsoperators.

Hier sind einige Bemerkungen angebracht:

1. Die Giiltigkeit der kanonischen Vertauschungsrelationen (632) fiir wechselwirkende Fel-

der ist ungeklart und wurde von fiihrenden Quantenfeldtheoretikern wie A. WIGHTMAN

und R. STREATER in Frage gestellt.

2. Fiir Theorien mit Confinment mag die letzte Annahme zu stark sein. So treten weder

Quarks noch Gluonen als asymptotische Zustinde der Quantenchromodynamik auf.
Ausgehend von den Heisenberg-Gleichungen fiir das wechselwirkende Feld

ip= ¢, H|, ir=[r,H] mit H=Hr, ¢ (6.36)
und fir das einlaufende freie Feld
Z'Qz‘Sein = [¢eina HO]) Z'7:rein = [ﬂ-eina HO] mit HO - HO [ﬂ-eina ¢ein] (637)

mit den entsprechenden Losungen

gb(t,x) — eiHAtgb(to,:B)e_iHAt

¢ein(t,$) - eiHOAtQSein(thm)e_iHOAta

wobei At = t—t, die Zeitdifferenz bezeichnet, findet man die folgende Beziehung zwischen
dem wechselwirkenden und freien einlaufenden Feld,

o(t, ) = U (At)pein(t, £)U(AL) mit U(AL) = etloRteiHAL
Der Zeitentwicklungsoperator U erfiillt folgende Schrédingergleichung

iU(t) = ot (H — Hy) e 1t = oty e=Hot (1) = V(1)U (t), (6.38)
wobei das Potential im Wechselwirkungsbild auftritt,

Vi(t) = /d3xV(¢ein(:c)) mit YV =H — Hp. (6.39)

Hier erscheint das freie Feld ¢, das zur frithen Zeit tq mit ¢ iibereinstimmt, als Argu-
ment. Die formale Losung der Schrodingergleichung (638) fiir den Evolutionsoperator im
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Wechselwirkungsbild lautet

Ult,to) = T exp {—i / Lt V,(t’)} . (6.40)

to

Damit ¢ in der asymptotischen Vergangenheit gegen ¢.;, konvergiert, muss ¢, gegen —oo
streben. In Einklang mit unseren Annahmen soll der Grenzwert

Ut) = lim U(t,ty) (6.41)

toﬂfoo

existieren. In der asymptotischen Zukunft konvergiert das Feld dann gegen
At ) == faus(x) = Sein() (6.42)

mit unitarem Streuoperator

t—oo
tg——o0

S = lim U(t,ty) =Texp {—i/d4x V(:U)} , V(@) =V (¢ein(2)), (6.43)

wobei im letzten Intergral {iber alle Raumzeitpunkte im Minkowski-Raum zu integrieren
ist. Anstelle von V findet man in der Literatur das Symbol H; oder wegen H; = —L;
auch

S =Texp {z / d4;1:/31(¢ein)} : (6.44)
Ohne Wechselwirkung gibt es natiirlich keine Streuung,

S=1 fir V=0. (6.45)

6.2.1 Eigenschaften der S-Matrix

Wichtige allgemeine Eigenschaften der Streumatrix (des Streuoperators), wie zum Beispiel
die Lorentz-Invarianz, die Unitaritdt und das daraus abgeleitete optische Theorem folgen
aus den allgemeinen Prinzipien einer relativistischen Quantenfeldtheorie und sollen hier
besprochen werden.

e Lorentzinvarianz:
Der Term n’ter Ordnung in der Entwicklung

S=1+85W45@ 4 . (6.46)
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nach Potenzen des Potentials lautet

S — %/d%l.../d4anV(x1)---V(xn). (6.47)

Da V(z) ein skalare Feld ist wére (£471) ohne Zeitordnung offensichtlich eine lorentz-
invariante Grofse. Aber hier kommt uns zugute, dass ¢, ein kausales Feld ist, und
deshalb )V an raumartig getrennten Punkten kommutiert,

V(z),V(y)] =0 fiir (z—y)*<O0. (6.48)

Andererseits kann eine eigentliche Lorentztransformation die Zeitordnung von zeit-
oder lichtartig getrennten Ereignissen nicht umkehren, da eine derartige Transfor-
mation den abgeschlossenen Vorwérts- bzw. Riickwirtslichtkegel in sich abbildet.
Also ist (647) auch mit Zeitordnung lorentz-invariant.

e Unitaritét:
Der Streuoperator ist der asymptotische Limes des unitiren Entwicklungsoperators
im Wechselwirkungsbild und sollte deshalb unitér sein,

STS = 88T =1. (6.49)
Sind |é) und |j) zwei Anfangszusténde mit |i') = S|i) und |j') = S|j), dann gilt

@15y = @ISTSI5) = > (ST IFISIH) Zsfzsfj— ilj) =64.  (6.50)
f

Diese Identitét driickt die Erhaltung der Wahrscheinlichkeit bei einem Streuprozess
aus.

e T-Matrix:
Um triviale Ubergiinge |i) — |i), bei denen nicht geschieht, unberiicksichtig zu lassen
definiert man die Ubergangsmatriz T durch

S=1+T. (6.51)
Die Unitaritdt der Streumatrix impliziert

1=(1—iTN1+iT)=1+i(T—-T"+T'T,
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oder auch

1

]

(T—-T" =1'T. (6.52)
Fiir die diagonalen Matrixelemente der beiden Seiten dieser Operatorgleichung folgt

= ((i[Tli) = GIT"0)) = 23(Ty) = GIT'TNi) = D GIT ) (FITLa),
f

oder auch

23(Tis) = Y | Tyl (6.53)
!

Diese Identitit verbindet die Wahrscheinlichkeit fiir den Ubergang von |i) in irgend
einen anderen Zustand |f) mit dem Imaginirteil der Amplitude fiir den Ubergang
des Zustandes [i) in sich selbst. Es ist die Verallgemeinerung des aus der Potenti-
alstreuung oder Optik bekannten optischen Theorems, nachdem der totale Streu-
querschnitt proportional zum Imaginérteil der Streuamplitude in Vorwértsrichtung
ist. Deshalb bezeichnet man zurecht die Bezieung (E52) als Operatorversion des
optischen Theorems. Da die linke Seite dieser Beziehung linear und die rechte Seite
quadratisch in der Ubergangsmatrix 7" ist, verbindet das optische Theorem verschie-
dene Ordnungen der Storungsreihe miteinander.

6.3 Streuamplituden und Wirkungsquerschnitte

Die Streuamplituden sind die Matrixelemente der Ubergangsmatrix T". Speziell erhalten
wir die invariante Amplituden

({ps} 1T {pi}) = Ty = (2m)"0" (Py — P,) My (6.54)

wobei P; die Summe der 4-er Impulse aller einlaufenden und P aller auslaufenden Teilchen
bezeichnet,

Pi=> p und Pr=) py, (6.55)

und My, das Matrixelement

My = {ps} (M| {p:}). (6.56)

A. Wipf, Quantenelektrodynamik



KAPITEL 6. STREUMATRIX 6.3. Streuamplituden und Wirkungsquerschnitte 69

Beim Ubergang von den T-Matrix- zu den M-Matrixelementen wurde die Erhaltung von
Energie und Impuls in jedem Streuprozess beriicksichtigt. P; ist der gesamte 4-er Impuls
im Anfangszustand und P; im Endzustand.

In einem Experiment werden aber (differentielle) Wirkungsquerschnitte gemessen. Ei-
ne wirklich befriedigenden Behandlung dieser wichtigen Grosse ist nicht ganz einfach und
wird hier auch nicht angestrebt. Wir geben nur die Vorschriften zur Berechnung von
Wirkungsquerschnitten. Fiir eine ausfiihrlichere Diskussion verweise ich auf die im Lite-
raturverzeichnis angegebenen Lehrbiicher.

Die Einfiihrung des differentiellen Wirkungsquerschnitts setzt einige formale Definitio-
nen voraus: Ubergangswahrscheinlichkeit, Ubergangsrate, differentielle Ubergangsrate und
Stromdichte.

Die Ubergangswahrscheinlichkeit von einem Anfangszustand |i) in eine Endzustand |f)
ist gegeben durch

psi = |Tril* = (2m)*6* (Pr — Py) Vi [ M. (6.57)

Hier erscheint das (unendliche) Volumen V; der Raumzeit. Dieser Faktor kommt vom
quadrieren der Delta-Distribution in der Definition (654 der M-Matrix. Quantisieren
wir ein Feld im endlichen Volumen V}, zum Beispiel mit periodischen Randbedingungen,
dann ist

‘/451) — / d4.§lf eiP:v’
Va

wobei P einer der erlaubten 4-er Impulse im betrachteten Quantisierungsvolumen ist und
0p das Kronecker-Symbol bezeichnet. Strebt V; gegen den Minkowski-Raum, dann strebt
die rechte Seite gegen (27)*6*(P). In diesem Sinne ist die Ersetzung

(2m)%5(P)S(P) = (27)*V4pd*(P) = (27)*V, 6*(P)
zu verstehen. Der Volumenfaktor verschwindet, wenn wir die Ubergangsrate berechnen,
Ry = |Ty* Vi = (2m)*6* (P — P) Mgl (6.58)

In einem Streuexperiment ist der Endzustand kein gebundender Zustand. Man sagt, er
liegt im Kontinuum und meint damit, dass die Eigenwerte P; im kontinuierlichen Spek-
trum des 4-er Impulsoperators liegen. Deshalb fiihrt man die sogenannte differentielle
Ubergangsrate

dR = Ry dN; = (2m)*6*(Py — B;) | M i *d Ny (6.59)
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ein. Hier ist dNy die Anzahl Endzusténde in einem Detektorelement und ist gegeben durch
das Produkt der Lorentz-invarianten Elemente im Impulsraum der auslaufenden Teilchen,

dp
dNy = [[dutps) =[] 2Ef . (6.60)
f f Ps

Die im Detektor gemessene Rate hingt noch vom Fluss der einlaufenden Teilchen ab. Des-
halb miissen wir noch durch den entsprechenden Flussfaktor dividieren. Fiir den Ubergang
von 2 in N Teilchen ist der Fluss gleich

F = p1povra, (6.61)

wobei py, po die Stromdichten der einlaufenden Teilchen und vy5 ihre relatative Geschwin-
digkeit bezeichnet. Der Faktor kann folgenermassen bestimmt werden: Fiir die Einteilchen-
Wellenfunktion

p(2) = (0lg(x)|p) = e
ist der Wahrscheinlichkeitsstrom j# = 2Tm(¢,0"¢}) = 2p#, oder in der 3 + 1 Zerlegung
i’ =p=2E, =2ym, (6.62)
wobei y den relativistischen Faktor bezeichnet. Mit v; = p;/F; finden wir den Flussfaktor
F =2F2E,|v; — vo| = 4|Espy — E1po|. (6.63)

Der interessierende differentielle Wirkungsquerschnitt ist nun das Verhéltnis von differen-
tieller Ubergangsrate und Flussfaktor,

= —. .64
do = (6.64)

Sammeln wir unsere Resultate, dann ergibt sich der folgende Audruck fiir diese wichtige
Grosse

1 dpy 4
do=— bt o150 By — PMf |
7T 3B 2B, v < ; zEpf> (2m)'0 (P — P)| Myl (6.65)

Sind die N auslaufenden Teilchen ununterscheidbar, dann miissen wir auf der rechten
Seite auch noch durch den Faktor N! dividieren.
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Kapitel 7
Quantenelektrodynamik

Nachdem wir freie Spin—% und Spin-1 Felder untersucht haben, konnen wir uns nun der
quantisierten Elektrodynamik, kurz Quantenelektrodynamik oder QED, zuwenden. Unser
Ziel ist ein Verstindnis von ausgewihlten Streuprozessen in dieser héchst erfolgreichen
Theorie. In der betrachteten storungstheoretischen Entwicklung geht man von den un-
gestorten freien Zustédnden aus. Da aber die elektromagnetische Wechselwirkung immer

wirkt und sich nicht ausschalten 14aft, sind diese Zustdnde unphysikalisch.

7.1 Lagrangedichte

Wir beginnen mit der Lagrangedichte und den Feldgleichungen der Elektrodynamik fiir
wechselwirkende Photonen, Elektronen und Positronen. Die Wechselwirkung zwischen den
Teilchen ergibt sich durch Ersetzen der gewohnlichen durch die kovariante Ableitung

0, — D, =, +ieA,, (7.1)

so dass in Anwesenheit von elektromagnetischen Feldern die Dirac-Gleichung folgender-
mafen aussieht:

(ip—m)yv=0 , Ip=+"D,. (7.2)

Die kovariante Ableitung und der Diracoperator ) transformieren kovariant unter Eichtrans-
formationen

Dy =P e, wobei Al = Ay — O\ (7.3)

ist. Falls also ¢ die Dirac-Gleichung im Potential A 16st, so 16st ¢’ = e**) die Dirac-
Gleichung im eichtransformierten Potential A’. Offensichtlich ist die lokale Feldtransfor-
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mation
(Aa ’17/)) - (Ala W) = (A - d)‘a eieA,le)) (74)

die Eichsymmetrie der Dirac-Gleichung. Der zugehdorige erhaltener Noetherstrom ist die
elektrische Stromdichte der Elektronen und Positronen

j*(x) = ep(z)y*y(x) , 9uj* =0. (7.5)

Der Kommutator zweier kovarianter Ableitungen ist proportional zum Feldstérketensor,
[D,,D,] = ieF,,. (7.6)

Die eichinvariante Lagrangedichte der wechselwirkenden Felder gewinnt man aus derjeni-

gen fiir die freien Felder

Lo(r) = ~ 1P () P (1) + ()i — m)u () (7.7

ebenfalls durch die minimale Kopplung 9, — D,,, und hat deshalb hat die Form

Lqep = —iF‘“’FW + @E(Mﬁ —m)yp = Lo+ Ly, Li(z)=—Au(2)j" (). (7.8)

Sie hat also die im Abschnitt tiber klassische Felder diskutierte Form (262). Das
Hamiltonsche Wirkungsprinzip fiir die lorentzinvariante Wirkung Sqrp = fﬁQED fihrt
auf die Diracgleichung

(i) —m) =0 (7.9)
und die inhomogene Maxwellgleichung
O, F™ =3 mit j¥ = ey”ip. (7.10)

Wie im Abschnitt bereits diskutiert, ist die Elektrodynamik aufgrund der Eichin-
varianz ein singuldres System — der zu Ay konjugierte Impuls verschwindet. Fiir dieses
System mit Zwangsbedingungen werden wir eine Eichbedingung auferlegen miissen. Eine
beliebte Eichung ist die kovariante Lorenzeichung. Hier ist die relativistische Kovarianz in
jedem Schritt gewihrleistet. Wir arbeiten aber zunéchst in der Coulomb-Eichung. Diese
ist nicht manifest kovariant, fithrt aber relativ schnell zu interessanten Resultaten.

A. Wipf, Quantenelektrodynamik



KAPITEL 7. QED 7.2. QED in der Coulombeichung 73

7.2 QED in der Coulombeichung

Durch Wahl einer geeigneten Eichfunktion A in (Z4]) kann man immer die transversale
Eichung erreichen,

V-A=V-A-AN=0. (7.11)

Im Gegensatz zum freien Fall kann man aber nicht simultan Ay = 0 fordern. Aber A,

wird zu einer abhéngigen Variablen, die {iber die Feldgleichungen eliminiert werden kann.
Das Gauk-Gesetz

V-E=p mit p=-ely, E:-VAO—%—’;1 (7.12)

impliziert in der transversalen Eichung

Die Losung dieser Poissongleichung kennen wir aus der Elektrostatik

Ao(t,x) = i/Mdi“y (7.14)

dr | | —y| 7

also wird Ay ein Funktional von p = ey). Wir zerlegen das elektrische Feld in einen
transversalen und longitudinalen Anteil

A
E:—aa—t—VAOEEtTJrEl. (7.15)

Allgemein nennt man ein Gradientenfeld longitudinal und ein quellenfreies nennt man
transversal. Transversale und longitudinale Felder sind senkrecht in Ly(R*) x R?,

/d?’x Vi - Vl:/dgzp Vtr-Vg0:—/d3x(V- Vi,)p=0
und entsprechend kann die Lagrangedichte fiir das Photonenfeld durch

L,= - (EX + E} — B?) (7.16)

N | —

ersetzt werden. Da der Diracterm keine Zeitableitungen des Potentials enthélt, sind die
zu den Potentialen Ay und A konjugierten Impulsfelder 7% = 0 und 7 = E;. Das zu
1 konjugierte Impulsfeld ist genauso wie in der freien Diractheorie proportional zum
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adjungierten Feld, m, = ¢!, Deshalb ergibt sich die Hamiltondichte
H=mA + 7 —L=—E-A+ip') — L =H, +He+ Him (7.17)

Fiihrt man die aus der Diractheorie bekannten Matrizen 8 = 7° und o = ~%y* ein und
setzt '0; = a - V, dann schreiben sich die drei Beitrige zur Hamiltondichte wie folgt,

1 1
Hy = ) t2r+§BQ
H, = UV (—ia-V + fm) (7.18)

) 1
Hine = J“Au_gEf-

Es sind die Dichten fiir das Photonfeld in der Coulombeichung, fiir das Diracfeld und der

Wechselwirkungsterm. Die zum Wechselwirkungsterm gehorige Energie kann mit Hilfe
von V - E; = p noch umgeformt werden. Wir beachten

/dgx,oAO = /(V - E)A° = —/El VA = /Ef = 2H o,

und deshalb ist

Hipy = Heous — / j-A mit Hey = < / md?’xdgy. (7.19)
81 |z — y|
Das longitudinale Feld E; oder letztlich das Potential Ay bestimmt die instantane Coulomb-
Wechselwirkung zwischen zwei Ladungen. Da A in H;,; transversal ist, ist in der Form
([CZT19) das longitudinale Feld vollsténdig eliminiert zugunsten der instantanen Coulomb-
Wechselwirkung.
Quantisiert wird durch Ubergang zu Feldoperatoren und durch Weglassen der Null-
punktsenergien. Letzteres kann mit Hilfe des Normalproduktes von H erreicht werden,

H= /:H,Y + He + Hing: d°. (7.20)

Die auftretenden Divergenzen bei der Berechnung von beobachtbaren Grofen kénnen
durch eine Redefinition der Masse, Ladung und Felder absorbiert werden.

7.3 Streuung am aufleren Potential

Wir betrachten zunéchst die Streuung eines Elektrons an einem &ufseren elektrostatischen
Potential (A%, A = 0), welches durch das Elektron nicht beeinflusst wird. Das Elektron
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wird als Probeteilchen im gegebenen klassischen Feld betrachtet. Seine Riickwirkung auf
das Potential wird vernachléssigt.
Nach den Uberlegungen von Abschnitt ist die Hamiltondichte gegeben durch

Hipt = / pAL  dr, (7.21)

wobei p=e :@/}anem: die gestreuten Teilchen beschreibt. Wir benutzten, dass im Wechsel-
wirkungsbild das freie einlaufende Feld in H;,; auftritt. Im Gegensatz zu (LI9) tritt hier
kein Faktor 1/2 auf, weil es sich um Streuung an einem duferen Feld handelt und nur der
Term j, AL, einen verdnderlichen Beitrag zur Energiedichte liefert. Die S-Matrixelemente
fiir den Ubergang vom Anfangszustand |i) in den Endzustand |f) # |i) ist dann gegeben
durch

S

<f\TeXp{—ie/d4x Pl (2)ein () AL ( }} )
= —ie(g] [ e sl @ @2 @) + O (7.22)

Dabei sind die Anfangs- und Endzustand Einelektronenzustédnde mit festen Impulsen und
Helizitaten,

[i) = al(p)0) und |f) = al(p)[0). (7.23)

Das in erster Ordnung Stérungstheorie auftretende Matrixelement lautet damit

1) = —ie [ dta(0lan ()l () o)i0} (0)]0) A% o)

Zur Berechnung der auftretenden Vakuumamplitude setzen wir die Modenentwicklung fiir
das einlaufende Feld ein. Wir unterdriicken dabei den Index ,ein* an den Operatoren. Es
lohnt sich hier, das Diracfeld in seinen positiven und negativen Energieanteil zu zerlegen,

(2#1)3/2/d (p)Zu(p, o), (p)e P
Vi) = (27T1)3/2/d (P)Zv(p, a)b;(p) e (7.24)

lea

v=9T+¢7 mit  PT(z) =

Der Teil ¢t enthélt nur Vernichtungsoperatoren und ¢~ nur Erzeugungsoperatoren. Wir
erinnern uns an die Antikommutationsregeln (35536 fiir die Koeffizienten des einlau-
fenden Feldes und daran, dass das Vakuum von den a und b annihiliert wird. Daraus folgt
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unmittelbar

(Olag: (p):0! ()9 (2):al (p)]0) = (Olae: ()™ (2) ¥ ():
+ {0las ()~ (

8
S~—
<
5
SN~—
g 8

Der erste Term auf der rechten Seite ist

ﬁ / dp(q')du(q) Y ul(d, pyulg, p)e' =" (0lag (p')al, (¢")a,(q)al (p)|0)

Wegen a,(q)|0) = 0 diirfen wir die beiden letzten Operatoren im Vakuum-Erwartungswert
durch ihren Antikommutator ersetzen. Dasselbe gilt dann auch fiir die beiden ersten Oper-
toren und wir erhalten

(Olag:(")aly (d')a,(q)al (0)|0) = 2E,2E,6) (p — )6 (9" — ¢')36,001,

Die Integrationen und Summationen konnen leicht ausgefiihrt werden und der erste Term
auf der rechten Seite von ([ZZ0) lautet

1
(2m)?

P o u(p, o) (7.26)

Der zweite Term auf der rechten Seit in ([LZ0) verschwindet,

/ dp(q')du(q) > v (g p)v(gq, p)e ™" (0lag: (p):by (¢)b] (q):al (p)]0) = 0,

o'p

1
(2m)?

da wegen der Normalordnung b, (¢’) direkt auf das Vakuum wirkt. Damit finden wir das
Matrixelement

SJ(”? - _(227(:)3 /d4xei(p/p)xA(e]xt(x)uT@laal)u(pa ). (7.27)
In erster Ordnung Storungstheorie werden die S-Matrixelemente durch die Fouriertrans-
formierte des duferen Potentials bestimmt. Wahlen wir die Streuung am Kern mit Cou-
lombpotential

1 Ze
47 |z|’

Alp(w) = (7.28)
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dann erhalt man

- Z i(p—p)e P
/ 2 A, (2) 77 = - ZC5(B — B) / = —2r(F - By,
2 || lp — p'|
und entsprechend das S-Matrixelement
S =~ S(B = B)—ZC it o' Yu(p, o). (7.29)
(2m)? lp — p'|? ’ ’

Die o-Distribution besagt, dafs das gestreute Elektron die gleiche Energie wie das ein-
laufende Elektron haben mufs, da das statische Potential weder Energie aufnehmen noch
abgeben kann.

Die Ubergangsrate ist gegeben durch |S}i|%, dividiert durch die Dauer der Wechselwir-
kung. Diese kann man iiber folgende Betrachtung einfiihren,

/ 1 . 72 i(E—E't E—E' T
)(E'—FE)=— lim e dt '— —. (7.30)
27T T—oo —/T/2 27T
Also nehmen wir beim quadrieren der Amplitude folgende Ersetzung vor,
T
6(E' — BE)|* — 2—5(E’ —E) (7.31)
s
und finden die Ubergangsrate
; 2 422 2 0T (0 A 2

T (2m)3 lp—p'|!

Den Wirkungsquerschnitt fiir die Streuung erhilt man durch Multiplikation mit dem
Phasenraumelement du(p’) der Endzustinde und Division durch den einfallenden Flufs
(2m)~3|p|/E. Dann erhalten wir fiir die Ubergangswahrscheinlichkeit in die Endzustinde
in das Impulsintervall dp’ um p’ den Ausdruck

|Spil? (2m)°E (¥, 0" )ulp,o)® E

.I.

Uu

do = 2L 220 2 q(p! 47202 Zdu(p)§(E' — E).  (7.33
T |p| we') p—p'[* bl Kool - (739)

Den differentiellen Wirkungsquerschnitt beziiglich des Raumwinkels 2 des gestreuten
Elektrons erhélt man nach Integration iiber |p’|. Mit

1
du(p) = 5 |pldEdQ (7.34)
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ergibt die Integration iiber |p’| als

d_O' — 2Z20[2E |uT<p/7 O'/)U<p7 O-)‘z

ds p—p'|*  le=p

(7.35)

Wir wollen annehmen, dafs das einlaufende Elektron unpolarisiert ist und daf wir die Po-
larisation der gestreuten Teilchen nicht beobachten. Dann miissen wir iiber die Polarisa-
tionrichtungen der einlaufenden Elektronen mitteln und iiber die Polarisationsrichtungen
im Endzustand summieren.

Wir sehen uns die Mittelung bzw. Summation iiber die Spinfreiheitsgrade an. Mit Hilfe

von (2Z1) ergibt sich
1 1
5 Z] |uT (pla U,)U(p, U) |2 = 5 Z/ 'a(pla a’)vou(p, U)ﬂ(p, U)/you(pla 0-,)
1
= 52 ulr )N P+ m) ulp o)
1
= Str (u(p, o)a(p', o) (p+m0’)

2
- %tr (¢ +m)V°(p +m)y’. (7.36)

Hier treten erstmalig Spuren von Produkten von Gamma-Matrizen auf. Bei der Berech-
nung von Wirkungsquerschnitten und Zerfallsraten in der QED stoft man immer auf
derartige Spuren. Inzwischen gibt es Computerprogramme, die uns die Arbeit abnehmen.
Trotzdem sollte man die Spuren der einfachen Produkte von Gamma-Matrizen kennen.
Hier einige ausgewihlte Resultate:

tr(y"9") = 4g" (7.37)
tr (y#1---4#") = 0 fiir ungerade n (7.38)
tr(v"9"*97) = 4(g" g™ + ¢"g" — 9" g"") (7.39)

Die erste Beziehung folgt aus der definierenden Relation der Cliffordalgebra. Zum Beweis
der zweiten Identitit benutzen wir die mit allen 4* antikommutierende hermitesche Matrix
75 = i7°y1y2y3. Wegen der Zyklizitit der Spur und mit 72 = 1 folgt

tr (Y9 - tm) =t (s sy s ys) = (1)t (yF ).

Also verschwindet die Spur fiir ungerade n. Zum Beweis der letzten Identitit formen wir
tr v*4Y~y*y% um, indem wir v# zyklisch nach rechts vertauschen und dann mit Hilfe der
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Antivertauschungsrelationen durch die anderen y-Matrizen ,,durchziehen®,

ety Y’ = eyt iyt = 207y — tr gyt
= 297ty = 29ty ey
= 2gMtry"y® = 297t y"y” 4 297t — tr gty

Diese Identitiit 16sen wir nach tr y*~4”~*y®% und berechnen die Spuren der Produkte von
zwei y-Matrizen mit Hilfe von (Z31). Es ergibt sich die Formel (Z39). Nun berechnen wir

die Spur in ([Z36). Es ist
tr ('7°p7°) = P putr v"v°y"2°" = 8EE' — 4dpy/ (7.40)

und damit folgt, wenn wir noch die Energieerhaltung ausnutzen,

1
3 Z lu' (p', o ulp, o)|* = 4E? — 2pp’ +2m? = 2(E* +p - p' +m?). (7.41)

Wir fiihren den Streuwinkel ein,

cost = 0<Y <. (7.42)

Damit vereinfacht sich die Spinsumme zu
EZ (', o' )ulp,o)|* = 2 (2m® + p*(1 + cosd)) = 4 ( m* + p* cos® v (7.43)
2 p ) p7 - p - p 2 :
Mit Hilfe von |p|/E = 8 und E = ym kann der Klammerausdruck vereinfacht werden,
9 Y
m? 4+ p?cos® = = E? [ 1 — p%sin® =
2 2
Beachten wir noch, dafs
N2 2 / 2 2. 2V
(p—p) =2p°—2p" - p=2p°(1 — cos¥) = 4p”sin > (7.44)
dann vereinfacht sich die Formel fiir den Wirkungsquerschnitt fiir unpolarisierte Streuung,
Z%a? E3 0 E? E3
a (1 — [3? sin® —) (T statt 7) (7.45)

do ‘ B
dQumpol 9| pldsint 49 /2 2
Die ist die Mottsche Streuformel. Im nichtrelativistischen Grenzfall sind die Impulse klein
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gegeniiber der Ruhemasse des Elektrons und die Mottsche Streuformel geht in die Ru-
therfordsche Formel iiber.

do Ze?\? 1 1 p?
- — Fyin = —, ) 7.46
dQ ‘unp‘)l ( 4m ) EZ 16sin*9/2’ K 2m (Il <m) (7.46)
Im extrem relativistischen Grenzfall ergibt sich dagegen
do Ze*\?  cos2 )2
— = . 7.47
dQ}‘mPOl ( 4 ) 4p? sin? /2’ (Ip[>m) ( )

7.4 Paarvernichtung

Die Paarvernichtung (Annihilation) von Materie mit Antimaterie fithrt auf eindriickliche
Weise die Aquivalenz von Masse und Energie vor. Die Elektron-Positron Paarvernichtung
wurde bereits 1928 von P. Dirac im Rahmen seiner Lochertheorie berechnet. Hier geben
wir eine systematische feldtheoretische Ableitung des zugehoringen Wirkungsquersehnitt

Die Impulse und Polarisationen
der am Prozess beteiligten Teil-
chen sind in der nebenstehen-
den Abbildung angedeutet. Die
Anfangs- und Endzustinde sind

leme*) = al (p)b], (p2)|0)
vy) = all(kzl)ah(ka)lm

In fiihrende Ordnung der Sto-
rungstheorie tragt nur der zweite

Term in der Wechselwirkung H;,; in (E40]) bei und
S = (e [ dndif )i el ) bl A, (@)

mit j* = 1py'):. Das Photonenmatrixelement ist nach Einsetzen von

Alz) = (2;)3/2/(1”(@ <ax(k)e(k,)\)6_ik$+a;(k)e(k,)\)eik$> (7.49)

'"Wir folgen N. Straumann, [3].
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schnell berechnet. Dazu bestimmen wir in

AP @) = s [ d(@dn(@)0]...[00¢ (g, )0 (g X)o7

(O1...10) = (Oar,(ka)ar, (ki)al(g)al (a)]0)

das Matrixelement des Produkts der @ und af,

(O...10) = 2wy, d(k1 — q)(0lax, (k2)(q)al,(q')]0)dx, x
+(0lax, (k2)al (q)ax, (k1)al, (¢')|0)
= 2wy, 2wi, {0(k1 — @)0(k2 — @) A 2O + (1 2)}

Die Integration iiber die Impulse ergibt fiir den photonischen Faktor

(yy| Al (21) A7 (24)]0) = {ei(kl, A)eFed (B, Ng)e™272 4 (1 2)} (7.50)

1
(27)?
Setzt man e := (0, €) fiir beide Photonen, dann findet man

(—ie)”

(2

54 [ e s 0k i)y o) e)

X{eu(kh A)e e, (ky, Ag)e™™ 4 (1 2)} (7.51)

Nun bestimmen wir das verbleibende Matrixelement des Produkts von fermionischen Ope-
ratoren. Wie bei der Streuung im duferen Potential zerlegen wir das Elektron-Positron
Feld in seine positiven und negativen Frequenzanteile,

V(o) = o e > (o e & u(p, )b (p)e) = vt (z) + v (2)
)= (e Jn 2 (o e+ 1, 0)al (p)e™) = 5 () + 7 (2) (752

Im Teilchenbild wirken sie wie folgt:

1" vernichtet Elektronen,
1~ erzeugt Positronen,
Yt vernichtet Positronen
Y~ erzeugt Elektronen.
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Nach der Normalordnung stehen die positiven Frequenzanteile mit den Vernichtungsope-
ratoren rechts,

WY = ()ap (Vats + Vatf +¥dvs ;)
= ("es (Vatf +Vatf —vava +dats)
Fiir einen beliebigen Zustand |®) gilt
(0:gy# 92| @) = (O A 9T | @), (7.53)

und damit die rechte Seite nicht verschwindet, muss ® ein Elektron-Positron Zustand sein.
Deshalb tragen im Matrixelement in (C5]]) nur zwei Terme bei,

(Ot (1) (1) 223 (w27 1) (w2):]ee™)
= (7")ap(1")2s {010 (21)05 (21)03 (2205 (2)]e”e ™) (7.54)
_(’V“)aﬁ(’yy)wé<0|1/;;r<351)1/1§(371)¢5 (z2) 1y (w2)le"e")

Wir betrachten zuerst das erste Matrixelement auf der rechten Seite. Wir bringen ¢} ()
rechts von 1/_1; (x2). Dabei treten weder Vorzeichenwechsel noch zusitzliche Terme auf, da
die Komponenten von 9 nur mit denjenigen von 1~ nicht antikommutieren. Der erste
Term in ([Z54) wird somit

(7")as(7)15 {0185 (21) »y( 2)va (21)¢y (z2)le"e™)
= (7")ap(1")25(01005 (21) 5 (22)[0) (05 (21)005 (w2)le€™). (7.55)

Im zweiten Term in (Z24) vertauschen wir

M=V, (Oé,ﬁ)H(’)/,é), Xy <> Ta.

Der Photonenfaktor in (IZ21) bleibt dabei invariant aber in (Z51]) miissen wir nun iber das
Gebiet 29 > 29 integrieren. Nach den Vertauschungen bringen wir den zweiten Operator
an die letzte Stelle. Dabei dndert das Vorzeichen nicht, und der zweite Term in (Z54)
lautet

(V)ap(7)26 {015 (@2) g (21)1g (21) 85 (22)]e”e )
= (1")as(7)16 (019 (22) 15 (21)|0) {0103 (21)1h5 (w2)le ™€), (7.56)

Das letzten Matrixelemente in (Z53) und (Z56) sind gleich und mit Hilfe von ([Z52))
problemlos zu berechnen. Das Elektron habe Quantenzahlen (p;, o1) und das Positron die
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Quantenzahlen (py, 09). Dann gilt

O ()0t ()| e?) = — / dp(p)dp(p')va(p, o)us(p', o )e P =P=2(0] .. |0)
Jao (p

(2m)?
(Of...10) = (0]bs(p)ar (p)al, (p1)bL, (p2)|0)

= 2wp12wp253<p1 - p/>53(p2 - p>50’,01 50,02

und deshalb gilt

(01 (z1)¥5 (z2)|e"e") = (2ﬂ)3@a(p2,ag)u(;(pl,al)e_im“_i”l“. (7.57)

In den Vakuumerwartungwerten in den rechten Seiten von ([Z23) und ([Z56) kénnen wir
die Indizes (£) wieder weglassen,

(Of (1) (22)[0) = (0lthp(x1)¥y(22)]0)
(095 (@1)ths (21)|0) = (0lhy (w2)1)5(21)]0) (7.58)

Nun kénnen wir ([CO8CHT) in (CHAIC0H) einsetzen. Dies fiihrt zu folgender Darstellung
von ([Z2T])

(_i6)2 k1 ikoxo
S}? = @)y d*zd zo{e,(ki, A )e™ e, (ko Ao )e™™ + (1 2)}

XD (P2, 02)e™ [ (0[a(0) (22)|0)0(! — 25) (7.59)
— (004, (2) (1) 0)6(a$ — 29) | ™12 us(pr, ).

Zwischen den eckigen Klammern steht der Feynman-Propagator iSg(x; — x3)g,, so dass

—ie)? , A
S}? = <<27T)>6 / d*zrd*za{e, (ki A )e™ e, (Ko, Ao)e™ ™ + (1 5 2)}

X0(pa, 02)Y"iSE (21 — T2)y u(py, oy )e PRI (7.60)

Setzen wir die Fourierdarstellung des Feynman-Propagators ein, dann kénnen die Inte-
grationen iiber z; und x5 ausgefiihrt werden,

/d4]}1d41’2€ix1(k1p2)+ix2(k2pl)SF(I1 _ I2)

ptm
p? —m? + e

= (21)4 /d4:p1d4gg2d4p i1 (k1 —pa—p)+izz(ka—p1+p)
s
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1 p+m
= d*p (2m)864 (kg — po — p)0* (ko —
Gyt | PR s = e =)o = )
%1‘]/j +m
= (2m)4 0 (ky + ko — p1 — 2
(2m)%0% (k1 + k2 — ;1 p2)(k1—p2)2—m2+ie
Eingesetzt in (ZE0) ergibt sich
Sfi = —’i<27T)454<]€1 —+ kg — P1 — p2) sz (761)
mit dem T-Matrixelement
e? P —ky+m
Ty — 5(pa, { ko A ! (k. A
! (27T)61)(p2 02) yf( 1 1)(p1—k:2)2—m2+26¢( 2 2)
pl_k1+m

+¢ (K2, A2)

o et Al)}u(pl,al) (7.62)
Dieses Resultat stellen wir graphisch dar. Der erste Term in (ZG2) entspricht dem linken
Diagramm und der zweite Term dem rechten Diagramm.

k27)\2 kh)\l k27)\2 klu)\l

yai y2) P1 y2)

Anhand der bei der Berechnung der Paarvernichtung gemachten Manipulationen kann
man folgende partielle Regeln fiir die Berechnung von T-Matrixelementen aufstellen.
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1. Aussere Linien: Faktor
/ einlaufendes Elektron u(p)
/ einlaufendes Positron v(p)
/ auslaufendes Elektron u(p)
/ auslaufendes Positron v(p)
/ einlaufendes Photon Ep(k, A)
/ auslaufendes Photon €k, )

2. Vertizes: An jedem Vertex ist ein Faktor ey* anzubringen und an jedem Vertex gilt
der Energie-Impulssatz, d.h. die Summe aller an einem Vertex einlaufenden 4-er
Impulse ist Null.

3. Innere Elektronenlinie: Fiir eine innere Elektronenlinie setze man den Faktor

prm

_ 7.63
p? —m? +ie (7.63)

4. Faktoren: Hinzu kommen noch Faktoren (2m)#, (—1)#, (i)#, die wir spiiter angeben
werden.

Die verschiedenen Faktoren sind von rechts nach links zu notieren, in dem man der Pfeil-
richtung folgt. Die Pfeilrichtung gibt den Fluss der negativen elektrischen Ladung an.

7.5 Compton-Streuung und Eichinvarianz
Die Compton-Streuung

y+e —y+e (7.64)

ist mit der Paarvernichtung verwandt: eine dufere Photonlinie und ein duferes Elektron
vertauschen ihre Rollen. Damit haben die beiden auftretenden Feynman-Diagramme fol-
gende Gestalt:
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k’Q, )\2 P2

p1 — ko

D1 ]{31, )\1

Die Feynman-Regeln fiihren fiir diesen Prozess auf das folgende T-Matrixelement in tiefs-
ter nichtverschwindender Ordnung der Storungstheorie

= ¢ . p1 - %2 +m
Ty = ilen o) {0 D (b, )
P,k +m

+¢(k2, A2) ¢(l€1,>\1)}u(p1,01) (7.65)

(p1 + k1)2 — m? + z€

Die Herleitung dieser Amplitude ist eine lehrreiche Ubungsaufgabe. Wir wollen stattdessen
die Eichinvarianz der Compton-Streuamplitude beweisen. Bei einer Umeichung A, —
A, + 0,A des Photonenfeldes &ndert der Polarisationsvektor €,(k) einer ebenen Welle

€ ek gemifk

eu(k) — e,(k) + ak,,. (7.66)

In der Coulomb-Eichung ist k"¢, = —k - € = 0 und diese Eigenschaft bleibt wegen k* = 0
bei einer Umeichung erhalten.

Wir werden nun beweisen, dass das T-Matrixelement (60) eichinvariant ist. Wir
benutzen in

62

T = 5y 2"’2>{¢2w

piks

P - Fy +m
1k

7{1 _¢1 ¢2}U<p1701)

die Identitét p¢ = —¢p + 2(p, €) und die Diracgleichung pu = mu, um die Zihler umzu-
formen,

(p1,€2) — k2¢2
ik

2(p1, 1) + ki gy
pllﬁ

_¢12

}u(pl,ol). (7.67)
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Bei einer Eichtransformation ([Z60) treten folgende Zusatzterme zwischen den geschweif-
ten Klammern auf,

ak, (2p1 Ly Wll) +2a¢, — ak, (2p1 e s )—2a¢1 202 (fy — ). (7.68)

p1 - k1 p1-k p1 - ko p1 - ko

Mit der Energie-Impulserhaltung ks — ki = p; — po ist der letzte Term gleich 2a? (P, —P,)-
Zwischen u(pz) und u(p;) gibt er aufgrund der Diracgleichung pu(p) = mu(p) und der
adjungierten Diracgleichung u(p)p = u(p)m keinen Beitrag. Die Terme kubisch in den
~v-Matrizen konnen mit Energie-Impulserhaltung und Diracgleichung weiter vereinfacht
werden,

u(p2)kakrdulpr) = ulp2)(p, — P, + Kk fyulpi) = alp2)(p, — m)ky ¢ u(pr)
= 2u(p2) (pl ki, — e ~p1%1) u(p1).

Analog finden wir

u(p2)krkaf ulpr) = ulp2)(p, — p, + K)kafu(pr) = a(p2)(p, — m)kid,u(pr)
= 2u(p2) (Pl : 62%2 — D1 k2¢2) u(p1).

Nun setzen wir die beiden letzten Resultate in den in a linearen Term in (Z68) ein,

R [

pi-ki o p1-ko

Dieser Ausdruck verschwindet zwischen den Diracspinoren @(ps) und u(p;) und dies be-
weist die Eichinvarianz der Amplitude T,.

7.6 Mogller-Streuung und Photonpropagator

Wir betrachten hier die elastische Streuung von zwei Elektronen. Der einlaufende und
auslaufende Zustand sind

lein) = |p1o1,p202) =

laus) = [piof, phoy) =

(P)]0) (7.69)

Wir schreiben im Folgenden die Spinquantenzahlen meistens nicht mehr. Zur Ordnung
e? trigt die Kopplung des Elektron-Positron-Feld an das transversale Photonfeld und die
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instantane Coulombwechselwirkung in (ZI9) bei,

Sﬁ:=<4fé/; 0y (95 (1) A1) (22) - A(w) prps)

2
2€ 4 . 4 0 0 1
(=)= | d*z1d*xo0(x; — _—
( 'l) 2 / 14 X9 (.Tl xz) 47T‘$1—$2‘

— Strans + Scoul (7 70)

<p/1p/2 lp(w1)p(x2) |p1p2)

Wir betrachten die beiden Anteile nun getrennt.

Transversaler Anteil
s = (i [ dnd Qb)) s ) ) )
x (0| A*(21) A7 (22)]0).
Das fermionische Matrixelement ist

(sl - - - Ipap2) = ”ygﬁfyié(p'lp'2|1/_1;r(x1)1/};(az1) a,( )5 (22)
b (w1 (1)1 (22)15 (22)[p1p2)

Die Rechnung ist dhnlich wie fiir die Paarvernichtung und fiihrt auf

Strans — _(_i)Z

/ dnd’e, [ﬂ(p’l)viU(pl)ei”'lwle‘ipl”Cl
Xa(ph )y u(po)e e e — (1 2| (1.7)
x| (O1A! (1) A7 (2)]0)0(a% — 28) + (0] 47 (22) A (1)]0)0(2§ — 22)]

Der Ausdruck in der letzten eckigen Klammer ist gleich dem Feynman-Propagator fiir das
transversale Photonfeld,

i (DHe =), = OTA@AN0) = s [ ke e

Setzen wir die Fourierdarstellung von D3 in (IZ71]) ein und integrieren iiber x, dann finden
wir das T-Matrixelement

1o — - o) 2 a0 - 2)) (o)
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Im diesen nicht kovarianten Resultat ist im ersten Term ist ¢ = p; — ps = ps — p, und im

zweiten ¢ = pl, — p1 = pa — -

Coulombanteil Setzen wir p(z) = :)(x)7y%(x): in den Ausdruck fiir S in (Z70)

ein, dann findet man

o(xf —xp) 1

SN = e’ / d*zyd*z g Py o a(py)y u(pr)a(ph)y u(ps)

i —3 i) —3 / !
w P11 p—IP1T1 iP5 T2 ,—ip2T2 (1 JEN)) )

Die Integration iiber z; und x3 := x5 — xy von

elPiz1—p1@14pyra—pax2) _ i(Ph—p2)Ts o —i(p1+p2—p)—p5)T1

fiihrt einerseits auf die Energie-Impulserhaltung und mit Hilfe von

o 1 1
3 —i(p)—p2)-x3 — 7.74
/ "ae drlas|  |ph— pol (7.74)

auf das T-Matrixelement

€2 1 (1 2)

o [T ) ) - U

Tcoul — (775)

wobei ¢ = p, — p und ¢’ = p] — p; ist. Dieser Coulombterm ist ebenfalls nicht kovariant,
die Summe T2 T wird aber explizit kovariant sein.

Kovarianter Photonpropagator Hier werden wir zeigen, das die Betréige der trans-
versalen Photonen und des instantanen Coulombterms zu einem lorentzkovarianten Aus-
druck addieren. Dazu formen wir den Coulomb-Term um, so dass der gleiche Nenner
auftritt wie in 7#", Wir fiihren dies fiir den ersten Term in ([Z75) explizit durch:

u(ph)y u(pr)a(ph)y ulp2)  w(ph)y ulp)a(ph)y ulp2) 4§ — a°

q? B q> + i€ q?
_ _ap) ulpulpy) ulpe) | g6 @ph)y up)u(py)y ulpe) (7.76)
q® + i€ q? q® + i€ '

Wegen ¢ = py — ply = p} — p; fiihrt die Diracgleichung auf

u(py)gu(pr) = 0 = u(ph)gu(ps).
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Die fithrt auf

“u(pr) = u(p))y - qulpr)

u(ps) = u(ph)y - qup2)

u(ph)y

q
¢"u(py)y”

Damit lautet der letzte Term in ([Z7Z0)

@ w(p) ulpy) w(ph)y ulp2) — a(ph)y - quips) a(ph)y - qu(ps)

2 q> + i€ q> + ie

L=

und entsprechend schreibt sich der Coulomb-Anteil geméfs

e [_ﬁ(p) u(pr) 6(py)7"u(pa)
(@m)el q* + e
L)y - quip) Bph)y - qulps) g, o) (7.77)
q% + i€

Addiert man nun 7" zu 7% dann heben sich die Terme mit ~ - ¢ in (ZZ7) gegen die
Terme mit ¢;¢; in (LZ3)) weg und wir erhalten

T — Tcoul + Ttrans € ﬂ(pll)/yuq;b(pl) agpé)’yﬂu(pZ)
(P} — p1)? +ie

u(py) " u(pr) w(ph)y,u(p2)
o e ] . (7.78)

Dies ist ein manifest kovarianter Ausdruck. Weder der transversale noch der Coulomban-
teil ins kovariant, nur ihre Summe ist es. Dies ist ein allgemeines Resultat, das nicht nur
fiir die Mgllerstreuung gilt.

Das Resultat ([ZZ8) stellen wir durch die folgenden beiden Diagramme dar:

Die Wellenlinie in den Diagrammen bedeutet dabei den sogenannten kovarianten Photon-
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propagator, der im Impuls durch

_ 9w
k2+ie

Photonpropagator

gegeben ist.

7.7 Wirkungsquerschnitte

Leider reicht die Zeit nicht mehr fiir Details, deshalb werde ich hier nur kurz die Resulta-
te fiir Comptonstreuung und Paarvernichtung mit Thnen diskutieren. Der Wirkungsquer-
schnitt fiir Comptonstreuung wurde erstmalig von KLEIN und NISHINA abgeleitet. Fiir
Photonenergien klein mit der Ruhenergie des Elektrons geht die Formel von Klein-Nishina
in den klassischen Wirkungsquerschnitt fiir Thomsonstreuung iiber.

...... Sollte noch geschrieben werden. ... ..

Fiir mehr Details verweise ich auf das schone Buch ,Relativistische Quantentheorie®
von Norbert Straumann, [5]. Aus dieser Quelle sind auch die Rechnungen ab Abschnitt
'y
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