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Kapitel 1EinführungIn seinen Arbeiten legte P. Dira das Fundament zur Quantenelektrodynamik, kurz QEDgenannt [1℄. Er untersuhte die Wehselwirkung des Strahlungsfeldes Aµ(x) mit Atomen.Indem er das Strahlungsfeld niht mehr klassish, sondern als operatorwertiges Feld (dieKoe�zienten in der Fourierentwiklung von Aµ(x) werden zu Operatoren) au�asste, ge-lang ihm eine Überwindung der semiklassishen Beshreibung der quantenhaften Emissionund Absorption von Photonen bei Strahlungsübergängen. Damit verband er die Quan-tenmehanik von Heisenberg und Shrödingermit der Quantentheorie der Strahlungim Sinne von Plank oder Einstein. Die Materie wurde dabei noh durh die nihtre-lativistishe Quantenmehanik beshrieben.Benötigt wurde eine relativistishe Verallgemeinerung der Quantenmehanik. Der ent-sheidende Shritt kam wiederum von Dira, als er eine relativistishe Wellengleihungfür Teilhen mit Spin 1/2 aufstellte. Diese erklärte die Feinstruktur des Wassersto�atoms,hatte aber prinzipielle Shwierigkeiten bei der Anwendung auf das Wassersto�atom. Die-se konnten erst behoben werden, als die Wellenfunktion als Quantenfeld reinterpretiertwurde. Eine erste systematishe Feldquantisierung stammt von Heisenberg und Pauliund weitere Arbeiten bauten darauf auf.In den Jahren nah dem zweiten Weltkrieg sah man eine rasante Entwiklung derQuantenelektrodynamik. Diese war eng verbunden mit Forshern wie Shwinger, Feyn-man, Dyson und Tomonaga [2℄. Die Anstrengungen mündeten in ein tieferes Verständ-nis der Divergenzen in der QED. Man gelangte zu einer Störungstheorie, die in jederOrdnung wohlde�niert ist.Die QED ist das einfahste, erfolgreihste und in vielen Details untersuhte Modelleiner renormierbaren Quantenfeldtheorie. Die beispiellose Genauigkeit der Berehnungender QED basiert auf dem Gebrauh der Störungstheorie; dabei dient die dimensionsloseSommerfeldshe Feinstrukturkonstante α = e2/~c ∼ 1/137 als Entwiklungsparameter.Am weitesten wurde die Berehnung des magnetishen Moments des Elektrons voran-1



KAPITEL 1. EINFÜHRUNG 1.1. Einheiten 2getrieben, für das die Glieder der Ordnungen α, α2, α3 und α4 bestimmt wurden. DieRehnungen stimmen bis zur zehnten Stelle nah dem Komma mit den experimentellenWerten überein. Im Rahmen der QED wurden viele fundamentale Begri�e und Gesetz-mässigkeiten der Quantenfeldtheorien entdekt und formuliert.1.1 EinheitenIn der Hohenergiephysik werden übliherweise die natürlihen Einheiten mit
~ = c = 1 (1.1)benutzt. Durh die Festlegung c = 1 werden Geshwindigkeiten in Vielfahen der Lihtge-shwindigkeit gemessen. Dann haben Länge und Zeit gleih Einheiten, [L] = [T ]. Es folgtaus der relativistishen Energie-Impuls Beziehung

E2 = m2c4 + p2c2 (1.2)dass auh Energie, Masse und Impuls gleihe Einheiten haben,
[E] = [m] = [p]. (1.3)In den üblihen Einheiten hat das PlanksheWirkungsquantum ~ die Einheit [m][L]2[T ]−1.In natürlihen Einheiten mit ~ = c = 1 sind die Dimensionen von Masse, Länge und Zeitdann wie folgt verknüpft,

[m] = [L]−1 = [T ]−1. (1.4)Wenn ih die Rolle von c oder ~ hervorheben möhte, werde ih diese Konstanten explizitshreiben. In Anwendungen wird auh das SI-System zum Zuge kommen.1.2 LorentztransformationenIn einer relativistishen Theorie treten Zeit und Ort gleihberehtigt auf und werdenzusammengefasst zu Koordinaten von Ereignissen im Minkowski-Raum,
x = (xµ) =

(

x0x ) mit x0 = ct, x =





x1

x2

x3



 . (1.5)
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KAPITEL 1. EINFÜHRUNG 1.2. Lorentztransformationen 3Beim Wehsel von einem Inertialsystem I mit Koordinaten xµ in ein Inertialsystem I ′ mitKoordinaten x′µ gilt
x′µ = Λµ

νx
ν + aµ mit ΛTgΛ = g und a ∈ R4, (1.6)wobei der metrishe Tensor

g = (gµν) =









1 0 0 0

0 −1 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 −1









(1.7)auftritt. Im Gegensatz zu den Koordinaten x eines Ereignisses ist die Di�erenz ξ = x− yder Koordinaten zweier Ereignisse ein Vektor und transformiert homogen
ξ′µ = Λµ

νξ
ν oder ξ′ = Λξ. (1.8)Analog bilden Energie und Impuls einen 4-er Vektor

p = (pµ) =

(

Ep ) . (1.9)Vierervektoren mit oberen Indizes heiÿen kontravariant, Vektoren mit unteren Indizeskovariant. Indizes werden mit dem metrishen Tensor heruntergezogen. Zum Beispiel ist
pµ = gµνp

ν =

(

E

−p ) . (1.10)Dabei wird nah der Einsteinshen Summenkonvention über doppelt auftretende Indizessummiert. Entsprehend zieht man Indizes mit dem inversen metrishen Tensor
g−1 = (gµν) = diag(1,−1,−1,−1), gµαgαν = δµν , (1.11)nah oben,

ξµ = gµνξν . (1.12)Im Minkowski-Raum sind für kartesishen Koordinaten die Matrizen g und g−1 identish.Für krummlinige Koordinaten oder in der Gravitationstheorie ist dies niht mehr der Fall.Ein kovarianter Vektor ξµ transformiert unter Lorentztransformationen gemäÿ
ξ′µ = gµνξ

′ν (1.8)
= gµνΛ

ν
αξ

α = gµνΛ
ν
αg

αβξβ = Λ β
µ ξβ. (1.13)������������A. Wipf, Quantenelektrodynamik



KAPITEL 1. EINFÜHRUNG 1.2. Lorentztransformationen 4und die Bedingung (1.6) an die Lorentztransformation lautet
Λµ

αΛ
β
µ = δ β

α . (1.14)Ein Tensor T µ1...µm
ν1...νn

mit m kovarianten und n kontravarianten Indizes transformiert beimWehsel des Inertialsystems wie durh die Stellung seiner Indizes angezeigt,
T ′µ1...µm

ν1...νn
= Λµ1

α1
· · ·Λµm

αm
Λ β1

ν1
· · ·Λ βn

µn
T α1...αm

β1...βn
. (1.15)Durh Verjüngen von Indexpaaren gewinnt man Tensoren geringerer Stufe, zum Beispiel

T αµαν = T µν . Insbesondere ist das Produkt zweier 4-er Vektoren
ξµηµ = gµνξ

µην ≡ (ξ, η) (1.16)lorentzinvariant, (ξ′, η′) = (ξ, η). Ist ein Tensor symmetrish oder antisymmetrish beiVertaushung eines Indexpaares der gleihen Sorte, dann erbt der transformierte Tensordiese Eigenshaft, zum Beispiel für einen symmetrishen Tensor Tµν ist auh
T ′
µν = Λ α

µ Λ β
ν Tαβ = Λ α

µ Λ β
ν Tβα = Λ β

ν Λ α
µ Tβα = T ′

νµsymmetrish.Feldtheorien wie die Elektrodynamik nennt man relativistish kovariant, wenn Lö-sungen der Feldgleihungen in einem Inertialsystem auh Lösungen in jedem anderenInertialsystem sind. In Einklang mit dem Äquivalenzprinzip soll also kein Inertialsystemdurh die Lösungen ausgezeihnet werden. Diese Forderung ist am einfahsten zu erfüllen,wenn die auftretenden Felder Tensorfelder sind. Ein Tensorfeld T µ1...µm
ν1...νn

(x) transformiertbei einer Änderung des Inertialsystems gemäÿ
T ′µ1...µm

ν1...νn
(x′) = Λµ1

α1
· · ·Λµm

αm
Λ β1

ν1
· · ·Λ βn

µn
T α1...αm

β1...βn
(x). (1.17)Teilhen mit Spin 0 werden durh Skalarfelder beshrieben. Der Wert eines Skalarfeldesändert niht bei einem Systemwehsel,

φ′(x′) = φ(x). (1.18)Das skalare und Vektorpotential der Elektrodynamik sind Komponenten eines 4-er Vek-torfeldes,
Aµ(x) =

(

φ(x)A(x)

)

, (1.19)������������A. Wipf, Quantenelektrodynamik



KAPITEL 1. EINFÜHRUNG 1.3. Literaturempfehlungen: 5welhes unter Lorentztransformationen wie folgt ändert,
A′µ(x′) = Λµ

νA
ν(x). (1.20)Durh Symmetrisieren oder Antisymmetrisieren in gleihartigen Indizes und durh Ver-jüngen von Indexpaaren gewinnt man aus Tensorfelder neue Tensorfelder. Aber auh dasAbleiten nah den Raumzeitkoordinaten bildet Tensoren in Tensoren ab. Ist zum Beispiel

Aµ ein kovarianten Vektorfeld, dann ist
∂Aµ(x)

∂xν
≡ ∂νAµ(x) ≡ Aµ,ν(x) (1.21)ein kovariantes Tensorfeld der Stufe 2. Beim Beweis benutzt man x′α = Λα

µx
µ, woraus

xµ = x′αΛ µ
α folgt. Bezeihnen wir die Ableitung nah x′α mit ∂′α, dann gilt

∂′α =
∂xµ

∂x′α
∂µ = Λ µ

α ∂µ. (1.22)Der 4-er Gradient ∂µ ist ein kovarianter Vektor(operator). Nun folgt sofort die Behauptung
A′
µ,ν(x

′) = ∂′νA
′
µ(x

′) = Λ β
ν ∂β

(

Λ α
µ Aα(x)

)

= Λ α
µ Λ β

ν Aα,β(x). (1.23)Wihtige Tensorfelder sind der antisymmetrishe Feldstärketensor
Fµν(x) = ∂µAν(x) − ∂νAµ(x) (1.24)und der symmetrishe Energie-Impulstensor Tµν(x). Um Elektronen zu beshreiben brauhtes Spinorfelder. Diese werden später eingeführt.1.3 Literaturempfehlungen:Folgende Büher kann ih als Begleitung zur Vorlesung empfehlen:C. Itzykson und J.B. Zuber, Quantum Field Theory, MGraw-Hill, 1980.F. Mandl und G. Shaw, Quantum Field Theory, Wiley & Sons, 1996O. Nahtmann, Elementarteilhenphysik; Phänomene und Konzepte, Vieweg, 1992.N. Straumann, Relativistishe Quantentheorie, Einführung in die QFT, Springer, 2005.L.H. Ryder, Quantum Field Theory, Cambridge UP, 1996.S. Shweber, QED and the Men who made it, Prineton University Press, 1994.
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Kapitel 2Klassishe FelderDie fundamentalen niht-gravitativen Wehselwirkungen der Natur werden erfolgreihdurh relativistishe Feldtheorien beshrieben. Dabei sind die kovarianten Feldgleihungendie Euler-Lagrange Gleihungen zu einer lorentzinvarianten Wirkung. Auh die Einstein-she Gravitationstheorie ist eine Lagrangeshe Feldtheorie, deren allgemein kovarianteFeldgleihungen die Euler-Lagrange Gleihung der unter Koordinatentransformationeninvarianten Hilbert-Einstein Wirkung ist.Eine Feldtheorie hat unendlih viele Freiheitgrade. Ein einfaher heuristisher Über-gang von der klassishen Punktmehanik für ein System mit N Freiheitsgraden, beshrie-ben durh Koordinaten qi, . . . , qN zu einer Feldtheorie mit unendlih vielen Freiheitsgra-den geht über die Ersetzungen
qi(t) −→ Φa(t, x ) ,

∑

i

−→
∑

a

∫

d3x
(

d3x ≡ d3x
)

. (2.1)Die endlihe Indexmenge {i} wird ersetzt durh die kontinuierlihe �Indexmenge� {x , a},wobei x der Aufpunkt des Feldes ist und a die Komponenten des Feldes kennzeihnet. DieLagrange- und Hamiltonfunktion sind Funktionen auf dem Orts-Geshwindigkeitsraummit Koordinaten (qi, q̇i) beziehungsweise dem Phasenraum mit Koordinaten (qi, pi), zumBeispiel
L =

1

2

∑

i

(q̇i)2 − V (q1, . . . , qN) bzw H =
1

2

∑

i

p2
i + V (q1, . . . , qN). (2.2)In einer Feldtheorie werden die Summe über i wird zu einem Integral über den Raum undeiner Summe über a und entsprehend werden Funktionen wie L und H zu Funktionalender Felder Φ, Φ̇ beziehungsweise Π,Φ. In einer relativistish kovarianten Theorie tretenmit der zeitlihen stets räumlihe Ableitungen der Felder auf. Weitherhin werden die6



KAPITEL 2. KLASSISCHE FELDER 2.1. Lagrangeshe Feldtheorien 7Ableitungen nah den qi und pi zu funktionalen Ableitungen nah Φ(x ) und Π(x ).Für ein Funktional F [Φ] benutzt man folgende konstruktive De�nition der Funktio-nalableitung: Ist Φ(x ) das betrahtete Feld und α(x ) eine Abweihung von Φ, dann ist
d

dt
F [Φ + tα]

∣

∣

t=0
=

∫

d3x
δF

δΦ(x )
α(x ). (2.3)Diese für �beliebige� Verrükungen α gültige Formel bestimmt die variationelle Ableitungunter dem zweiten Integral. Oft muss man partiell Integrieren um diese zu berehnen.Dann engt man den Raum der Funktionen und/oder Verrükungen so ein, dass Randtermeveshwinden. Eine nützlihe Regel der Funktionalableitung ist

δΦ(x )

δΦ(y)
= δ3(x − y). (2.4)Ist das Funktional F [Φ] das Integral über eine lokale Dihte, dann gilt

F [Φ] =

∫

f (Φ(x )) d3x =⇒ δF

δΦ(x )
= f ′

(

Φ(x )
)

. (2.5)Ein oft auftretendes Funktional ist F =
∫

(∇Φ)2d3x. Dessen Funktionalableitung ist wegen
d

dt
F [Φ + tα]

∣

∣

t=0
= 2

∫

∇Φ(x )∇α(x )d3x = −2

∫

△Φ(x )α(x )d3xgegeben durh
δ

δΦ(x )

∫

∇Φ(x )∇Φ(x )d3x = −2△Φ(x). (2.6)Nah diesen Vorbetrahtungen wenden wir uns Lagrangeshen Feldtheorien zu.2.1 Lagrangeshe FeldtheorienOhne Reibung können die Bewegungsgleihungen der klassishen Mehanik aus dem Ha-miltonshen Prinzip gewonnen werden. Gleihes gilt für alle grundlegenden Feldgleihun-gen. Das Feld Φ werde durh Funktionen Φa(x) beshrieben, wobei x = (xµ) die Koordina-ten von Ereignissen im Minkowski-Raum sind. Der Bereih des Index a hängt von der Artdes Feldes ab. Für ein skalares Feld hat a einen Wert und für ein Vektor- oder Spinorfeldhat es 4 Werte. Die Lagrangefunktion L ist das Raumintegral einer Langrangedihte L,
������������A. Wipf, Quantenelektrodynamik



KAPITEL 2. KLASSISCHE FELDER 2.1. Lagrangeshe Feldtheorien 8die nur vom Feld und seinen ersten Ableitungen abhängen soll,
L[Φ] =

∫

L (Φa, ∂µΦa) d
3x ≡

∫

L (Φ, ∂Φ) d3x. (2.7)Dihten mit höheren Ableitungen des Feldes führen auf Feldgleihungen mit dritten odernoh höheren Zeitableitungen. Derartige Theorien können auftreten, Skyrme-Modelle sindBeispiele dieses Typs. Sie spielen in dieser Vorlesung aber keine Rolle.Wie üblih de�niert man die Wirkung als Zeitintegral der Lagrangefunktion,
S[Φ] =

∫ t1

t0

L[Φ]dt =

∫

Ω

L(Φ, ∂Φ)d4x, (2.8)wobei Ω ein zylindrishes Gebiet im Minkowski-Raum ist. Jetzt wird das Feld variiert,
Φa(x) −→ Φ′

a(x) = Φa(x) + δΦa(x). (2.9)Die zugehörige Variation der Wirkung ist
δS =

∫

Ω

(

∂L
∂Φa

δΦa +
∂L

∂(∂µΦa)
δ(∂µΦa)

)

d4x

=

∫

Ω

{

∂L
∂Φa

δΦa + ∂µ

(

∂L
∂(∂µΦa)

δΦa

)

− ∂µ

(

∂L
∂(∂µΦa)

)

δΦa

}

d4xDie Feldgleihungen folgen aus dem Hamiltonshen Variationsprinzip
δS = 0 (2.10)unter der Nebenbedingung, dass die Variationen δΦa auf der Ober�ähe ∂Ω des Gebiets

Ω vershwinden. Dann veshwindet nämlih der zweite Summand im obigen Integral, daer sih nah dem Gauÿshen Satz in ein Integral über den Rand ∂Ω umwandeln lässt. Dadie Variationen δΦa innerhalb von Ω beliebig sein sollen, folgen aus dem HamiltonshenPrinzip die Euler-Lagrange-Gleihungen
∂

∂xµ

(

∂L
∂(∂µΦa)

)

− ∂L
∂Φa

= 0. (2.11)Dies sind partielle Di�erentialgleihungen für die Feldkomponenten Φa. Im Gegensatz zurklassishen Mehanik treten in einer relativistish kovarianten Feldgleihung mit der zeit-lihen Ableitung immer auh die räumlihen Ableitungen auf. Ist die Lagrangedihte L einskalares Feld, dann ist diese Feldgleihung automatish kovariant, da für ein skalares L derWert der Wirkung niht vom Inertialsystem abhängt und deshalb die Extremalbedingung������������A. Wipf, Quantenelektrodynamik



KAPITEL 2. KLASSISCHE FELDER 2.1. Lagrangeshe Feldtheorien 9(2.10) in jedem Inertialsystem gilt.Nun de�niert man genauso wie in der klassishen Mehanik die kanonish konjugiertenImpulsfelder als Ableitung der Lagrangedihte nah den Geshwindigkeitsfeldern,
Πa(x) =

∂L(Φ, ∂Φ)

∂Φ̇a(x)
, (2.12)und die Hamiltonfunktion als Legendre-Transformierte der Lagrangefunktion

H [Π,Φ] =

∫

Hd3x, H = ΠaΦ̇a − L. (2.13)Darin ist die �Geshwindigkeit� eine Funktion von Feld und Impuls, Φ̇ = Φ̇(Π,Φ). Diesegewinnt man durh Au�ösen von (2.12) nah Φ̇. Für nihtsinguläre Systeme mit
det

(

∂2L
∂Φa(x)∂φb(y)

)

6= 0 (2.14)ist diese Au�ösung lokal möglih und folgende Vorgehensweise führt zum Ziel.Für ein nihtsinguläres System ist die Poisson-Klammer zwishen dem Feld Φa undseinem kanonish konjugierten Impuls
{Φa(x ),Πb(y)} = δab δ

3(x − y), (2.15)wobei Feld und Impulsfeld in der Klammer zu gleihen Zeiten zu nehmen sind. Für zweiFunktionale F [Π,Φ] und G[Π,Φ] auf dem Phasenraum hat die Poisson-Klammer die Form
{F,G} =

∑

a

∫

d3x

(

δF

δΦa(x )

δG

δΠa(x )
− δG

δΦa(x )

δF

δΠa(x )

)

. (2.16)Sie ist antisymmetrish, bilinear, erfüllt die Produktregel und die Jakobi-Identität.Die zeitlihe Änderung eines Funktionals ist dann
Ḟ = {F,H}, (2.17)und insbesonders die Hamiltonshen Bewegunggleihungen lauten

Φ̇a(x ) = {Φa(x ), H} =
δH

δΠa(x )
(2.18)

Π̇a(x ) = {Πa(x ), H} = − δH

δΦa(x )
. (2.19)
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KAPITEL 2. KLASSISCHE FELDER 2.1. Lagrangeshe Feldtheorien 10Später betrahten wir zwei wihtige Spezialfälle: das skalare Feld und das Vektorfeld. Daserste beshreibt Spin-0 Teilhen und das zweite Spin-1 Teilhen, zum Beispiel Photonen.2.1.1 ErhaltungsgröÿenInvertierbare Transformationen der Koordinaten und Felder, die Lösungen der Feldglei-hungen in Lösungen überführen, nennt man Symmetrien. Für Lagrangeshe Theorienändert die Wirkung S niht bei Symmetrietransformationen. Da die Menge der Symme-trien über eine Invarianzeigenshaft de�niert ist, bildet sie eine Gruppe, die sogenannteSymmetriegruppe. Nah einem zentralen Theorem von Emmy Noether gehört zu jedemParameter der Symmetriegruppe eine erhaltene Ladung. Wir untersuhen nun Symmetri-en und erhaltene Ladungen von inneren und Raumzeit-Symmetrien.Innere Symmetrien: Hier ist die Wirkung invariant unter globalen Transformationender Felder bei denen die Koordinaten niht ändern. Wir betrahten hier nur lineare Trans-formationen der Form
Φ′(x) = UΦ(x) oder Φ′

a(x) = UabΦb(x), U = eiX . (2.20)Die Menge der Matrizen U bildet eine Gruppe, da die Zusammensetzung von Symmetrienwieder eine Symmetrie ist. Die Symmetriegruppe hänge von n kontinuierlihen Parameternab. Nah Noethershen Theorem existieren dann n erhaltene Ladungen.Für Symmetrietransformationen in der Nähe der Eins ist Φ′ = Φ + δXΦ, mit einerin�nitesimalen Änderung δXΦ = iXΦ des Feldes. Die Invarianz der Lagrangedihte im-pliziert
0 = δXL =

δL
δ(∂µΦ)

∂µ (δXΦ) +
δL
δΦ

δXΦ = ∂µ

(

δL
δ(∂µΦ)

δXΦ

)

, (2.21)wobei wir im letzten Shritt die Bewegungsgleihungen (2.11) benutzten. Wir erhalten diekovariant erhaltenen Noether-Ströme
JµX =

δL
δ(∂µΦ)

δXΦ, ∂µJ
µ
X = 0. (2.22)Jeder kovariant erhaltene Strom führt auf eine zeitlih konstante Ladung,

Q̇X = 0 with QX =

∫

t

d3x J0
X =

∫

t

d3x Π(x) δXΦ(x) (2.23)Umgekehrt erzeugt eine erhaltene Noether-Ladung diejenige Symmetrie, aus der sie her-������������A. Wipf, Quantenelektrodynamik



KAPITEL 2. KLASSISCHE FELDER 2.1. Lagrangeshe Feldtheorien 11vorging,
{Φ(x), QX} =

∫

d3y{Φ(x),Π(y)δXΦ(y)} = δXΦ(x), (2.24)Translationen: In einer relativistishen Feldtheorie ist S invariant unter Translationender Koordinaten x → x′ = x+ a und der Felder
Φ′(x′) = Φ(x) =⇒ δaΦ = aµ∂µΦ. (2.25)Eine Lagrangedihte ist ein skalares Feld und transformiert entsprehend unter in�nitesi-malen Translationen,

δaL = aν∂νL. (2.26)Daraus folgt nah partieller Integration die Invarianz der Wirkung, δS =
∫

δLd4x = 0.Da die Dihte in eine Divergenz transformiert, wird die on-shell Indentität (2.21) wie folgtmodi�ziert,
δaL = aν∂νL = ∂µ

(

δL
δ(∂µΦ)

aν∂νΦ

)

, oder ∂µJ
µ
a = 0, (2.27)mit kovariant erhaltenden Noetherströmen

Jµa = aνT µν , Tµν =
δL

δ(∂µΦ)
∂νΦ − ηµνL. (2.28)

Tµν ist der Energie-Impuls Tensors des Feldes: T 0
0 die Energiedihte, T 0

i die Impulsdihtein Rihtung der i'ten Koordinatenahse und T ij der Spannungstensor. Die erhaltenenNoetherladungen sind Energie und Impuls des Feldes,
P µ =

∫

t

T 0µ =⇒ Ṗ µ = 0. (2.29)Die Komponente P 0 ist die Feldenergie und P i die i'te Komponente des Feldimpulses,
P 0 ≡ H =

∫

t

(

ΠΦ̇ − L
)

d3x und P i =

∫

t

Π ∂iΦd3x. (2.30)Die erhaltenen Ladungen erzeugen die Symmetrien aus denen sie abgeleitet wurden,
{Φ, Pµ} = ∂µΦ. (2.31)������������A. Wipf, Quantenelektrodynamik



KAPITEL 2. KLASSISCHE FELDER 2.1. Lagrangeshe Feldtheorien 12Lorentztransformationen: Die Diskussion der Noetherströme und Ladungen die zuden Lorentztransformationen von Koordinaten und Feldern gehören ist etwas aufwendiger.Ih möhte nur das Resultat erklären. Da die Lagrangedihte ein skalares Feld ist, ändertsie unter in�nitesimalen Lorentztranformationen gemäÿ
δωL = i

2
(ω,M)L, wobei Mµν =

1

i
(xµ∂ν − xν∂µ) (2.32)die orbitalen Drehimpuse verallgemeinern. Die 6 Parameter ωµν = −ωνµ harakterisierendie in�nitesimalen Lorentztransformationen. Die Änderung δωL ist wieder eine totaleDivergenz und man kann wie bei der Behandlung der Translationen verfahren. Man �ndet

6 kovariant erhaltene Noetherströme
Mµαβ =

1

2

(

T µβxα − T µαxβ + i
δL

δ(∂µΦ)
SαβΦ

)

= −Mµβα (2.33)die nun 6 zeitlih erhaltene Noetherladungen bedingen,
Jαβ =

∫

t

M0αβd3x = −Jβα. (2.34)Die Jαβ sind verallgemeinerte Drehimpulse des Feldes. Die Ji = ǫijkJ
jk sind die gewöhn-lihen Drehimpulse.2.1.2 Das SkalarfeldEs sei φ(x) ein reelles Skalarfeld. Als lorentzinvariante Lagrangedihte wählt man

L(φ, ∂φ) =
1

2
∂µφ∂

µφ− V (φ) (2.35)mit Potential V . Die kovariante Euler-Lagrange-Gleihung hat die Form
2φ + V ′(φ) = 0. (2.36)Für das quadratishes Potential V = 1

2
m2φ2 ergibt sih die lineareKlein-Gordon-Gleihungzur Masse m,

2φ+m2φ = 0. (2.37)
������������A. Wipf, Quantenelektrodynamik



KAPITEL 2. KLASSISCHE FELDER 2.1. Lagrangeshe Feldtheorien 13In den natürlihen Einheiten ist die Masse eines Teilhens gleih seiner inversen Compton-Wellenlänge. Das zu φ kanonish konjugierte Impulsfeld und die Hamiltondihte lauten
π = φ̇ und H = πφ̇−L =

1

2
π2 +

1

2
(∇φ)2 + V (φ). (2.38)Zur Austellung der Hamiltonshen Bewegungsgleihungen benötigen wir die variationelleAbleitung der Hamiltonfunktion H =

∫

Hd3x nah dem Feld. Diese ist
δH

δφ(x )
=

δ

δφ(x )

∫ (

1

2
π2 +

1

2
∇φ∇φ+ V (φ)

)

d3x = −△φ(x ) + V ′(φ(x )), (2.39)so dass die Bewegungsgleihungen (2.18) und (2.19) für das reelle Skalarfeld folgende Formannehmen,
φ̇ = π und π̇ = △φ− V ′(φ). (2.40)Zusammen ergeben sie die Klein-Gordon Feldgleihung (2.36) für das skalare Feld.Für ein komplexes Skalarfeld ist
L(φ, ∂φ) = ∂µφ

∗∂µφ− V (φ∗, φ) (2.41)mit reellem Potential V . Für V = mφ∗φ vereinfaht sih die Feldgleihung
2Φ +

∂V

∂Φ∗
= 0 (2.42)wieder auf die Klein-Gordon-Gleihung (2.37). Der zu φ kanonish konjugierte Impuls ist

π = φ̇∗ und die Hamiltondihte hat die Form
H = πφ̇+ π∗φ̇∗ − L = π∗π + ∇φ∗∇φ+ V (φ). (2.43)Die kanonishen Bewegungsgleihungen lauten

φ̇ = π∗ und π̇ = △φ∗ − ∂V

∂φ
(2.44)und implizieren wiederum die Feldgleihung (2.42).Die Lagrangedihte (2.41) ist invariant unter Phasentransformationen

φ(x) −→ eiαφ(x) bzw. δαφ(x) = iαφ(x) (2.45)mit konstanter Phase α. Die unimodularen Zahlen eiα bilden bezüglih der Multiplika-������������A. Wipf, Quantenelektrodynamik



KAPITEL 2. KLASSISCHE FELDER 2.1. Lagrangeshe Feldtheorien 14tion die eindimensionale Symmetriegruppe U(1). Diese innere Symmetrie führt auf denkovariant erhaltenen Noetherstrom
Jµ =

1

i
(φ∗∂µφ− ∂µφ∗φ) . (2.46)Die zugehörige Noetherladung ist gerade die elektrishe Ladung des Feldes,

Q =

∫

J0d3x =
1

i

∫

d3x
(

φ∗φ̇− φ̇∗φ
)

. (2.47)Ein reelles Feld trägt keine Ladung.Der kanonishe Energie-Impultensor (2.28) für ein komplexes Skalarfeld hat die Form
Tµν = ∂µφ

∗∂νφ+ ∂νφ
∗∂µφ− ηµνL, (2.48)und führt auf die die gleihe erhaltene Feldenergie wie (2.43),

H =

∫

(π∗π + ∇φ∗∇φ+ V (φ)) d3x. (2.49)Der erhaltene Feldimpuls lautet
Pi =

∫

(π∂iφ+ ∂iφ
∗π∗) d3x. (2.50)Im nähsten Shritt wenden wir uns dem elektromagnetishen Feld zu.2.1.3 Das elektromagnetishe FeldDas elektromagnetishe Feld (E ,B) erfüllt die aus der Elektrodynamik bekannten Max-wellgleihungen, die wir in eine manifest kovariante Form bringen wollen. Dabei trittdas 4-er Potential und die 4-er Stromdihte als Vektorfelder und der Feldstärketensor alsantisymmetrisher Tensor zweiter Stufe auf.Die homogenen Maxwellgleihungen für das elektromagnetishe Feld,

∇∧E +
∂B
∂t

= 0 und ∇ ·B = 0, (2.51)werden bekanntlih durh Einführung von Potentialen gelöst,E = −∇φ− ∂A
∂t

und B = ∇∧A. (2.52)Das skalare Potential φ und 3-er VektorpotentialA sind Komponenten eines Vektorfeldes,������������A. Wipf, Quantenelektrodynamik



KAPITEL 2. KLASSISCHE FELDER 2.1. Lagrangeshe Feldtheorien 15des sogenannten 4-er Potentials,
(Aµ) =

(

φA) . (2.53)De�niert man den antisymmetrishen Feldstärketensor Fµν gemäÿ
F0i = Ei = ∂0Ai − ∂iA0 und Fij = −ǫijkBk = ∂iAj − ∂jAi, (2.54)wobei Ei und Bi die Komponenten der elektrishen und magnetishen Felder E und Bsind, dann nehmen die Relationen (2.52) folgende einfahe Form an,

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ. (2.55)Die explizite Form des Feldstärketensors ist
(Fµν) =









0 E1 E2 E3

−E1 0 −B3 B2

−E2 B3 0 −B1

−E3 −B2 B1 0









, (F µν) =









0 −E1 −E2 −E3

E1 0 −B3 B2

E2 B3 0 −B1

E3 −B2 B1 0









(2.56)In Heaviside-Einheiten mit c = ǫ0 = µ0 = 1 haben die inhomogenen Maxwellgleihungen
∇ · E = ρ und ∇ ∧B − ∂E

∂t
= j , (2.57)folgende elegante Form,

∂µF
µν = jν , (jν) =

(

ρj ) . (2.58)Die Gleihungen sind manifest kovariant wenn elektrishe Ladungdihte und Stromdihtedie Komponenten eines 4-er Vektorfeldes jµ sind. Dass ρ und j zu einem Objekt zusam-mengefasst werden sollten ist naheliegend, da die Stromdihte einer gleihmässig bewegtenLadung vershwindet, wenn man sih mit der Ladung bewegt.Bei einer Eihtransformation der Potentiale
Aµ −→ A′

µ = Aµ − ∂µλ (2.59)ändert die Feldtärke Fµν niht und man kann diese Eihfreiheit ausnutzen, um die kova-riante Lorentzeihung zu wählen,
∂µA

µ(x) = 0. (2.60)������������A. Wipf, Quantenelektrodynamik



KAPITEL 2. KLASSISCHE FELDER 2.1. Lagrangeshe Feldtheorien 16Der letzte Term in
∂µF

µν = ∂µ (∂µAν − ∂νAµ) = 2Aν − ∂ν∂µA
µvershwindet in der Lorentzeihung und die inhomogenen Maxwellgleihungen werden zurWellengleihung für das 4-er Potential,

2Aµ = jµ. (2.61)Die Feldgleihung (2.58) soll nun als Euler-Lagrange Gleihung einer invarianten Wirkungfür das dynamishe Feld Aµ geshrieben werden. Die Lagrangedihte sollte erste Ableitun-gen enthalten, da die Feldgleihung von zweiter Ordnung ist. Weiter sollte sie quadratishin Aµ sein, da die Feldgleihungen linear in Aµ sind. Verlangt man noh Eihinvarianz inAbwesenheit von Strömen, dann wird man auf
L = −1

4
FµνF

µν − jµAµ =
1

2

(E 2 −B2
)

− ρφ+ jA (2.62)geführt. Der Beweis ist einfah und folgt unmittelbar aus
∂L
∂Aµ

= −jµ und ∂L
∂(∂µAν)

= −1

2
(F µν − F νµ) = −F µν .Die Stromdihte ändert niht bei einer Umeihung des Potentials, j′µ = jµ, und deshalbist die Änderung der Wirkung bei einer Eihtransformation (2.59) gleih

S[A′
µ.j

′
µ] = S[Aµ, j

µ] +

∫

jµ∂µλd
4x = S[Aµ, j

µ] −
∫

λ∂µj
µd4x. (2.63)Die Wirkung ist eihinvariant, wenn die 4-er Stromdihte die Kontinuitätsgleihung

∂µj
µ = ρ̇+ ∇ · j = 0 (2.64)erfüllt. Diese Kontinuitätsgleihung für die elektrishe Stromdihte garantiert dann diezeitlihe Konstanz der elektrishen Ladung Q =

∫

j0d3x.Im Folgenden sollen nun Impuls und Energie des elektromagnetishen Feldes berehnetwerden. Dabei ist bei der Bildung der Impulse
πµ =

∂L
∂Ȧµ

, (πµ) =

(

π0

π

)

. (2.65)
������������A. Wipf, Quantenelektrodynamik



KAPITEL 2. KLASSISCHE FELDER 2.1. Lagrangeshe Feldtheorien 17zu beahten, dass π0 vershwindet,
π0 = F00 = 0 und π = E . (2.66)Die erste Bedingung ist eine primäre Zwangsbedingung und zeigt an, dass die Elektrodyna-mik ein singuläres System ist. Jede Eihtheorie ist ein singuläres System. Die Zeitableitungder primären Zwangsbedingung muss vershwinden, und diese sekundäre Zusatzbedingungist gerade das Gauss-Gesetz,

∇E = ρ. (2.67)Dies ist keine Bewegungsgleihung. Es ist ein Zwangsbedingung an die Anfangsdaten. DieDynamik wir durh die Hamiltonfunktion mit Hamiltondihte
H′ = πµȦµ − L =

1

2

(E 2 +B2
)

+ E · ∇φ+ ρφ− j ·A.erzeugt. Hier haben wir die Beziehung Ȧi = Ei + ∂iφ in (2.52) benutzt. In der Hamilton-funktion heben sih nah einer partiellen Integration wegen der Gauss-Zwangsbedingungdie Terme proportional zu φ weg und deshalb ist
H =

∫

H d3x, H =
1

2

(E 2 +B2
)

− j ·A (2.68)Wir berehnen noh den kanonishen Energie-Impuls Tensor für das elektromagnetisheFeld in Abwesenheit von Materie. Die allgemeine Formel (2.28) ergibt
Tµν =

δL
δ(∂µAα)

∂νAα − gµνL = −F α
µ ∂νAα + 1

4
gµνF

αβFαβ . (2.69)Die zugehörigen erhaltenen Ladungen sind die bekannte Feldenergie
H =

1

2

∫

(E 2 +B2
)

d3x (2.70)und der Feldimpuls P =

∫

(E ∧B) d3x. (2.71)Bei der Berehung von Energie und Impuls wurde jeweils partiell integriert und A,t =
∇φ− E beziehungsweise B = ∇∧A und ∇E = 0 benutzt.Der kanonishe Energie-Impuls Tensor Tµν für das elektromagnetishe Feld in (2.68) ist������������A. Wipf, Quantenelektrodynamik



KAPITEL 2. KLASSISCHE FELDER 2.1. Lagrangeshe Feldtheorien 18weder eihinvariant noh symmetrish. Man kann nun einen kovariant erhaltenen Noether-strom immer durh Addition eines Termes so abändern,
J ′µ = Jµ − ∂νA

µν mit Aµν = −Aνµ, (2.72)dass die erhaltenen Ladungen sih niht ändern,
J ′0 = J0 − ∂iA

0i =⇒ Q′ = Q.Insbesondere kann man den kanonishen Energie-Impuls Tensor des elektromagnetishenFeldes derart abändern, dass er eihinvariant und symmetrish wird. Der verbesserte Ten-sor hat die bekannte Form
T µν = F µαF ν

α +
1

4
ηµνF αβFαβ , ∂µT

µν = 0. (2.73)Er enthält neben der bekannten Feldenergiedihte T 00 und dem Poynting Vektor T 0i denMaxwellshe Spannungstensor T ij,
T µν =

(

1
2

(E · E +B ·B) (E ∧B)tE ∧B 1
2

(E · E +B ·B)δij −EiEj −BiBj

) (2.74)Dieser trägt zur Impulsbilanz für das elektromagnetishen Feld bei [4℄.

������������A. Wipf, Quantenelektrodynamik



Kapitel 3Kanonishe QuantisierungIn diesem Kaptitel Quantisieren wir das freie Skalarfeld und das freie Strahlungsfeld. Freiebosonishe Felder sind ist äquivalent zu einer unendlihen Zahl von harmonishen Oszil-latoren. Diese werden dann in bekannter Weise quantisiert. Als Anwendungen werden dieHohlraumstrahlung und der Casimir-E�ekt besprohen. Untersuhungen der Hohlraum-strahlung markierten die Geburt der Quantentheorie. Der Casimir-E�ekt spielt in vielenBereihen der neueren Forshung eine niht unwesentlihe Rolle.3.1 SkalarfeldAls Vorbereitung zur Quantisierung des Strahlungsfeldes betrahten wir ein reelles Ska-larfeld in einer kubishen Kavität mit Seitenlänge L und Volumen V = L3. Das Feld seiperiodish mit Periode L in alle drei Raumrihtungen. Die Fouriermoden
uk(x) =

1√
V
eik ·x mit k ∈ K =

{

2π

L
n∣∣n ∈ Z3

} (3.1)bilden eine Orthonormalbasis im Raum L2(V ) der quadratintegrablen Funktionen in derKavität,
(uk , uk ′) =

∫

d3xu∗k(x )uk(x ) =
1

V

∫

V

d3x e−ik ·x eik ′·x = δk ,k ′ (3.2)und entsprehend können die Felder nah dieser Basis entwikelt werden,
φ(t, x ) =

∑k uk(x )φ(t, k)

π(t, x ) =
∑k u∗k(x )π(t, k), (3.3)19



KAPITEL 3. KANONISCHE QUANTISIERUNG 3.1. Skalarfeld 20wobei über alle Wellenzahlvektoren k in K summiert wird. Die Wahl von u∗k anstelle von
uk in der Fourierentwiklung für das Impulsfeld vereinfaht die folgenden Formeln etwas.Die Fourierkoe�zienten berehnen sih mit Hilfe der inversen Fouriertransformation,

φ(t, k) = (φ(t), uk(x )) und π(t, k) = (π(t), uk(x )). (3.4)Da die Betrahtungen im Hamiltonshen Formalismus zu festen Zeiten sind, brauhen wirdas Zeitargument der Felder und Koe�zienten niht explizit anzugeben. Die Felder sindreell und deshalb erfüllen die Fourierkoe�zienten die Realitätsbedingungen
φ(k) = φ∗(−k) und π(k) = π∗(−k). (3.5)Als nähstes berehnen wir die Poisson-Klammern zwishen diesen Koe�zienten. Dazusetzen wir in der fundamentalen Poissonklammer

{φ(x ), π(y)} = δ3(x − y) (3.6)die Entwiklungen (3.3) ein und benutzen Zerlegung der Eins,
∑k uk(x )u∗k(y) =

1

V

∑k eik(x−y) = δ3(x − y). (3.7)Es ergeben sih die fundamentalen Poisson-Klammern für die Fourier-Koe�zienten,
{φ(k), π(k ′)} = δk ,k ′. (3.8)Wie beim harmonishen Oszillator führen wir nun komplexe Linearkombinationen derEntwiklungskoe�zienten ein,

a(k) =

√

ωk
2

(

φ(k) +
i

ωk
π(−k)

) (3.9)
a∗(k) =

√

ωk
2

(

φ(−k) − i

ωk
π(k)

)

. (3.10)Diese haben wohlbekannte Poisson-Klammern,
{a(k), a(k ′)} = {a∗(k), a∗(k ′)} = 0, {a(k), a∗(k ′)} = −iδk ,k ′ . (3.11)Lösen wir die Gleihungen (3.9) und (3.10) nah dem Koe�zienten φ(k) und π(k) aufund setzen das Resultat in (3.3) ein, dann �nden wir folgende Entwiklungen für das Feld������������A. Wipf, Quantenelektrodynamik



KAPITEL 3. KANONISCHE QUANTISIERUNG 3.1. Skalarfeld 21und sein Impulsfeld zu fester Zeit,
φ(x ) =

∑k 1√
2ωk

(a(k)uk(x ) + a∗(k)u∗k(x )) , (3.12)
π(x ) =

∑k −iωk√
2ωk

(a(k)uk(x ) − a∗(k)u∗k(x )) . (3.13)Diese Entwiklungen sind unabhängig von der spezi�shen Dynamik für das skalare Feld,also unabhängig vom Wehselwirkungspotential V in (2.35). Auh der Parameter m in ωkist unbestimmt; vershiedene m liefern vershiedene a und a∗.Für das freie Feld mit quadratishem Potential
V (φ) =

1

2
m2φ2, (3.14)kann man die EnergieH =

∫

d3xHmit Hamiltondihte (2.38) explizit berehnen. Für einewehselwirkende Theorie ist dies natürlih niht mehr möglih. Wegen der Orthogonalität(3.2) der stehenden Wellen im Hohlraum �ndet man für die Feldenergie des freien Feldesden einfahen Ausdruk
H =

1

2

∑k (

|π(k)|2 + ω2
k|φ(k)|2

)

=
∑k ωk a

∗(k)a(k), (3.15)wobei nun m in der Energie ωk die Masse des freien Feldes ist.3.1.1 QuantisierungWir übernehmen die heuristishe Quantisierungsvorshrift aus der Quantenmehanik,nah der Funktionen auf dem Phasenraum zu linearen Operatoren auf einem Hilbertraumwerden und Poisson-Klammern durh Kommutatoren zu ersetzen sind1
{A,B} = C −→ [Â, B̂] = i~Ĉ. (3.16)Komplex konjugieren geht über in adjungieren von Operatoren. Meistens geht aus demZusammenhang hervor, ob wir von Funktionen oder Operatoren sprehen. Deshalb werdenwir keine �Hüthen� über den Symbolen für Operatoren shreiben.InsInsbesondererden die Fourierkoe�zienten der Felder zu Operatoren mit Kommuta-1Nah dem Groenevold-Van Hove Theorem ist dies allerdings nur für eine kleine Untermenge vonFunktionen gleihzeitig möglih.

������������A. Wipf, Quantenelektrodynamik



KAPITEL 3. KANONISCHE QUANTISIERUNG 3.1. Skalarfeld 22tionsregeln
[φ(k), π(k ′)] = iδk ,k ′1 und [a(k), a†(k)] = δk ,k ′1. (3.17)Hier ist 1 der Einheitsoperator auf dem Hilbertraum der Quantenfeldtheorie. Alle nihtangegebenen Kommutatoren, zum Beispiel [φ(k), φ(k ′)] oder [a(k), a(k ′)], vershwinden.Die reellwertigen klassishen Felder φ, π werden zu operatorwertigen Quantenfeldern mitden Entwiklungen

φ(x ) =
∑k 1√

2ωk

(

a(k)uk(x ) + a†(k)u∗k(x )
) (3.18)

π(x ) =
∑k −iωk√

2ωk

(

a(k)uk(x ) − a†(k)u∗k(x )
)

. (3.19)Sie erfüllen die (gleihzeitigen) Kommutationsregeln
[φ(x ), φ(y)] = [π(x ), π(y)] = 0, [φ(x ), π(y)] = iδ3(x − y)1. (3.20)Der erhaltene Impuls des Quantenfeldes hat die einfahe FormP = −

∫

d3xπ(x )∇φ(x ) =
∑k k a†(k)a(k) (3.21)und erzeugt die in�nitesimalen Raumtranslationen der Felder,

i[φ(x ),P ] = ∇φ(x ) und i[π(x ),P ] = ∇π(x ). (3.22)Es sei |p〉 Eigenzustand des Impulsoperators, P |p〉 = p|p〉. Aufgrund der Kommutati-onsregeln
[P , a†(k)] = ka†(k) und [P , a(k)] = −ka(k) (3.23)führt a†(k) dem System den Impuls k zu und a(k) entzieht dem System diesen Impuls,
a†(k)|p〉 = |p + k〉 und a(k)|p〉 = |p − k〉. (3.24)Die Zeitentwiklung eines Operators A folgt aus der Heisenberg-Gleihung

i
∂A

∂t
= [A,H ]. (3.25)

������������A. Wipf, Quantenelektrodynamik



KAPITEL 3. KANONISCHE QUANTISIERUNG 3.1. Skalarfeld 23Bei der (formalen) Berehung des Kommutators von Quantenfeld und Hamiltonoperator
H =

∫

d3xH, H =
1

2

(

π2 + (∇φ)2
)

+ V (φ). (3.26)benutzen wir die Derivationsregel und die fundamentalen Kommutatoren in (3.20)
[φ(x), H ] =

[

φ(t, x ),

∫

d3yH(t, y)
]

=
1

2

∫

d3y [φ(x ), π2(y ]

=
1

2

∫

d3y
(

[φ(x ), π(y)]π(y) + π(y)[φ(x ), π(y)]
)

= i

∫

d3y δ3(x − y)π(y) = iπ(x ).Bei der Berehnung des Kommutators von konjugierten Impulsfeld mit Hamiltonoperatormüssen wir unter dem Integral auh noh partiell integrieren,
[π(x), H ] =

[

π(t, x ),

∫

d3yH(t, y)
]

=

∫

d3y
[

π(x ),
1

2
∇φ(y)∇φ(y) + V (φ(y))

]

=

∫

d3y
(

∇φ(y)∇y [π(x ), φ(y)] − iV ′(φ(y))δ(x − y)
)

= i△φ(x ) − iV ′
(

φ(x )
)

.Damit lauten die Heisenberg-Gleihungen (3.25) für das Quantenfeld und sein Impulsfeld
φ̇ = π und π̇ = △Φ − V ′(φ). (3.27)Einsetzen der ersten Gleihung in die zweite ergibt die kovariante Feldgleihung

2φ + V ′(φ) = 0. (3.28)Dies ist gerade die klassishe Feldgleihung (2.36). Das Quantenfeld erfüllt (formal) dieklassishe Bewegungsgleihung. Bei unseren Manipulationen kümmerten wir uns aller-dings niht darum, ob die betrahteten Gröÿen überhaupt de�niert sind.Die Kommutationsregel (3.20) zeigt bereits an, dass φ und π keine beshränkten Ope-ratoren sein können. In der Tat sind Quantenfelder operatorwertige Distributionen. Selbstnah Ausshmieren mit Testfunktionen,
φ(x) −→ φ(f) =

∫

d3xf(x )φ(x )erhält man im Allgemeinen immer noh unbeshränkte Operatoren. Operatorwertige Dis-������������A. Wipf, Quantenelektrodynamik



KAPITEL 3. KANONISCHE QUANTISIERUNG 3.1. Skalarfeld 24tributionen sollte man aber besser niht multiplizieren. Deshalb sind viele der obigenAusdrüke divergent. Die auftretenen Divergenzen sind ein ärgerlihes Problem in vielenQuantenfeldtheorien.Das freie Feld: Wir betrahten nun das freie Feld, für das die angesprohenen Diver-genzen harmlos sind. Setzen wir die Entwiklungen (3.18,3.19) in den Ausdruk für dieEnergie ein, so ergibt sih
H =

1

2

∑k ωk
(

a†(k)a(k) + a(k)a†(k)
)

=
∑k ωk

(

a†(k)a(k) + 1
2

)

. (3.29)Im letzte Shritt sind die Kommutationregeln für die a(k) und a†(k) verwendet worden.Der Term 1
2
~ωk ist die bekannte Nullpunktsenergie des harmonishen Oszillators. Die Sum-me aller Nullpunktsenergien ist divergent. Da im homogenen Raum die Energie sowieso nurbis auf eine additive Konstante bestimmt ist können wir diese divergente Nullpunktsener-gie ignorieren. Für nihthomogene Systeme können Änderungen der Nullpunktsenergieaber durhaus beobahtbar werden. Der Casimir-E�ekt ist ein derartiger beobahtbarerE�ekt der als Änderung der Vakuumenergie interpretiert werden kann. Würden wir beimkorrespondenzmässigen Übergang vom klassishen Ausdruk H =

∫

d3xH mitH in (2.38)für die Energie zum Hamilton-Operator eine andere Operatorordnung wählen, dann wür-den wir im Allgemeinen eine andere Nullpunktsenergie �nden. Das Ergebnis für H hängtalso von der Reihenfolge von Umformung und Quantisierung ab. Da H niht eindeutigbestimmt ist und im Minkowski-Raum die Addition einer Konstanten zu H die Dynamikdes Systems niht ändert, kann der Hamiltonoperator rede�niert werden,
H −→ :H: =

∑k ωk a
†(k)a(k). (3.30)Dies entspriht der Einführung eines Normalprodukts in die De�nition des Hamiltonope-rators. Dies wird weiter unten genauer erklärt.Für das freie Feld kann die Heisenberg-Gleihung (3.25) für das Quantenfeld gelöstwerden. Mit Hilfe der Kommutatoren

[H, a(k)] =
∑

ωk′[a
†(k ′)a(k ′), a(k)] = −ωka(k)

[H, a†(k)] =
∑

ωk′[a
†(k ′)a(k ′), a†(k)] = ωka

†(k) (3.31)führen die Heisenberggleihungen iȧ(k) = ωka(k) und iȧ†(k) = −ωka(k) auf harmonisheZeitabhängigkeiten der Vernihtungs- und Erzeugungsoperatoren,
a(t, k) = e−iωkta(k) und a†(t, k) = eiωkta†(k). (3.32)������������A. Wipf, Quantenelektrodynamik



KAPITEL 3. KANONISCHE QUANTISIERUNG 3.1. Skalarfeld 25Eingesetzt in die Entwiklung (3.26) �nden wir für den Feldoperator des freien Feldes zubeliebigen Zeiten die Darstellung
φ(x) =

∑k 1√
2ωk

(

a(k)e−iωktuk(x ) + a†(k)eiωktu∗k(x )
)

=
1√
V

∑k 1√
2ωk

(

a(k)e−ikx + a†(k)eikx
)

, (kµ) =

(

ωkk ) . (3.33)Wegen kµkµ = ω2
k − k 2 = m2 erfüllt es die Klein-Gordon Gleihung,

(

2 +m2
)

φ = 0. (3.34)Im nähsten Abshnitt folgen wir Fok und konstruiren einen Hilbertraum auf dem dasQuantenfeld wirkt.3.1.2 FokraumDie folgende Diskussion maht Gebrauh von der Tatsahe, dass das freie Feld äquivalentzu einem System von unendlih vielen ungekoppelten harmonishen Oszillatoren ist. Fürjeden Wellenzahlvektor k ∈ K existiert ein Oszillator mit Kreisfrequenz ωk. Für jedesPaar von Operatoren a und a† können wir die Resultate bei der Behandlung des harmo-nishen Oszillators in der Vorlesung Quantenmehanik I benutzen. Wie dort führen wirden hermiteshen und niht-negativen Anzahloperator
N = a†a = N † ≥ 0 (3.35)ein. Die Operatoren a und a† erniedrigen und erhöhen die Eigenwerte von N um Eins,

[N, a] = −a und [N, a†] = a†. (3.36)Ist |n〉 ein auf Eins normierter Eigenzustand von N zum Eigenwert n ≥ 0, so gelten
• n = 0 ⇐⇒ a|n〉 = 0

• a†|n〉 vershwindet niht und ist wieder Eigenzustand von N zum Eigenwert n+ 1.
• Für n > 0 ist a|n〉 wieder ein Eigenzustand von N zum Eigenwert n− 1.Es folgt, dass das Spektrum von N aus den natürlihen Zahlen inklusive 0 besteht. Ineiner irreduziblen Darstellung der Operatoren a und a† ist jeder Eigenwert einfah. Esgelten die Beziehungen (siehe QM I)

N |n〉 = n|n〉, a|n〉 =
√
n|n− 1〉, a†|n〉 =

√
n + 1|n+ 1〉. (3.37)������������A. Wipf, Quantenelektrodynamik



KAPITEL 3. KANONISCHE QUANTISIERUNG 3.1. Skalarfeld 26Insbesondere annihiliert a den Zustand |0〉. Durh Iteration erhält man die Beziehung
|n〉 =

1√
n!

(a†)n|0〉. (3.38)Für den späteren Gebrauh notieren wir die wihtigen Matrixelemente
〈n− 1|a|n〉 =

√
n, 〈n+ 1|a†|n〉 =

√
n + 1. (3.39)Wir kehren zum freien Quantenfeld zurük. Der Zustand mit allen Oszillatoren im Grund-zustand identi�zieren wir mit dem Vakuum und bezeihnen dieses wieder mit |0〉. Es wirdvon allen Absteigeoperatoren annihiliert,

a(k)|0〉 = 0, ∀k ∈ K. (3.40)Der normierte Fok-Zustand
|nk1

, nk2
, . . . , nks

〉 =
s
∏

i=1

1
√

nki
!
a†(ki)nki |0〉 (3.41)ist gleihzeitiger Eigenvektor der verträglihen Besetzungszahloperatoren Nk = a†(k)a(k),

Nki
|nk1

, . . . , nks
〉 = nki

|nk1
, . . . , nks

〉. (3.42)Wir interpretieren (3.41) als Fokzustand, bei den nk1
Teilhen der Sorte k1, nk2

Teilhender Sorte k2, et. vorhanden sind. Nk zählt dann die Anzahl Teilhen der Sorte k . Aus(3.37) folgt, dass a†(k) ein Teilhen der Sorte k erzeugt und a(k) ein derartiges Teilhenvernihtet. Deshalb heiÿen sie auh Erzeugungs- und Vernihtungsoperator. Wir werdensehen, dass k der Impuls der Teilhensort k ist.Die Eigenzustände (3.41) der Anzahloperatoren Nk für alle möglihen endlihen Se-quenzen k1, k2, . . . , ks bilden eine orthonormierte Basis im Hilbert-Raum des quantisier-ten Skalarfeldes. Wir notieren noh, dass die Zustände (3.41) bei Permutationen derk1, k2, . . . , ks symmetrish sind, d.h. die Teilhen genügen der Bose-Einstein-Statistik.Energie und Impuls: Der normalgeordnete Hamiltonoperator :H: in (3.30) ist niht-negativ und sein eindeutiger Grundzustand |0〉 wird von allen a(k) annihiliert, siehe Glei-hung (3.40). Der Grundzustand enthält also keine Teilhen, Nk |0〉 = 0 für alle k , undhat weder Energie noh Impuls,:H: |0〉 =
∑

ωkNk |0〉 = 0, P |0〉 =
∑ kNk |0〉 = 0. (3.43)������������A. Wipf, Quantenelektrodynamik



KAPITEL 3. KANONISCHE QUANTISIERUNG 3.2. Hohlraumstrahlung 27Die angeregten Zustände des freien Theorie konstruiert man nun genauso wie für denharmonishen Oszillator. Wir wirken mit den Erzeugungsoperatoren a†(k) mehrfah aufden Vakuumzustand. Wegen der Vertaushungsrelationen (3.31) erhöht a†(k) die Energieum ωk und erniedrigt a(k) die Energie um ωk. Der Operator a†(k) erzeugt ein Feldquantder Energie ωk und dem Impuls k . Die Quanten zu vershiedenen k sind die vom Feldbeshriebenen Teilhen. Die Einteilhenzustände |1k〉 haben Energie ωk und Impuls k , dieZweiteilhenzustände |1k , 1k ′〉 haben Energie ωk+ωk′ und Impuls k +k ′. Allgemeiner gilt:H:|nk1
, nk2

, . . . , nks
〉 =

(

∑

nki
ωki

)

|nk1
, nk2

, . . . , nks
〉P |nk1

, nk2
, . . . , nks

〉 =
(

∑

nki
ki) |nk1

, nk2
, . . . , nks

〉. (3.44)Im Fokraum aufgespannt von den Fokzuständen (3.41) existieren Zustände mit einerbeliebigen Anzahl Teilhen mit gleihem Impuls. Zum Beispiel enthält |5k〉 fünf Teilhenmit Impuls k .3.2 HohlraumstrahlungEnde des 19. Jahrhunderts traten bei der Untersuhung der Spektralverteilung der elek-tromagnetishen Strahlung im thermodynamishen Gleihgewiht mit Materie die erstenWidersprühe zwishen klassisher Physik und Erfahrung auf. Die Lösung des Problemsgelang Max Plank 1900 und gilt als Geburtsstunde der Quantentheorie. Wir wollenuns nun dieses Problem und seine Lösung etwas näher ansehen.Die Wände eines Hohlraums seien auf die (absolute) Temperatur T gebraht. Die Ato-me in den Wänden wehselwirken mit den elektromagnetishen Wellen im Hohlraum: sieabsorbieren und emittieren Wellen. Dabei stellt sih bald ein von T abhängiges Gleih-gewiht ein. Die Strahlung im Hohlraum enthält elektromagnetishe Shwingungen mitvershiedenen Frequenzen und Wellenzahlvektoren. Um die spektrale Energieverteilungdieser Strahlung zu untersuhen, zerlegen wir das Strahlungsfeld in Normalmoden.Wir lösen die homogenen Maxwellgleihungen (2.51) durh Einführung von Potentia-len. Im materiefreien Hohlraum dürfen wir φ = 0 setzen. Weiter wählen wir die Coulom-beihung
∇ ·A = 0. (3.45)Diese ist niht kovariant und zeihnet das Ruhesystem des Hohlraums aus. Die verblei-benden Maxwellgleihungen (2.57) im Hohlraum,

∇∧B − Ė = 0 und ∇ ·E = 0 (3.46)������������A. Wipf, Quantenelektrodynamik



KAPITEL 3. KANONISCHE QUANTISIERUNG 3.2. Hohlraumstrahlung 28sind dann gleihbedeutend mit der freien Wellengleihung
2A = 0. (3.47)Der Hohlraum sei ein Kubus mit Seitenlänge L. Die elektromagnetishen Felder bildendarin stehende Wellen, für die Etang und Bnorm an der Wand vershwinden. Statt mitdiesen annähernd realistishen Randbedingungen zu arbeiten2, wählen wir periodisheRandbedingungen für das Vektorpotential. Für L → ∞ werden Observablen der Hohl-raumstrahlung durh diese Idealisierung niht geändert. Nun entwikeln wir das PotentialA in eine Fourierreihe,A(t, x ) =

∑k∈KA(t, k) uk(x ), A(t,−k) = A∗(t, k), 0 ≤ xi ≤ L, (3.48)wobei wegen der Periodizität des Potentials die Wellenzahlvektoren k aus der Menge Kin (3.1) sein müssen. Aus der Coulomb-Eihbedingung
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Abbildung 3.1: Hohlraumstrahlung und möglihe Wellenzahlvektoren
∇ ·A(t, x ) =

∑ k ·A(t, k) uk(x ) = 0folgt, dass der Koe�zient A(t, k) senkreht auf der Ausbreitungsrihtung der Welle steht,k ·A(t, k) = 0. (3.49)Die Polarisation der Wellen ist senkreht zu ihrer Ausbreitungsrihtung und man sagt,das Strahlungsfeld sei transversal3. Zu jedem Wellenzahlvektor k gehören also zwei linear2Für kleine Wellenlängen ist jede realistishe Hohlraumwand durhlässig.3Der Spezialfall k = 0 verlangt eine separate Behandlung. Aber eine genauere Analyse führt für groÿe������������A. Wipf, Quantenelektrodynamik



KAPITEL 3. KANONISCHE QUANTISIERUNG 3.2. Hohlraumstrahlung 29unabhängige Polarisationsvektoren senkreht zu k . In der Ebene senkreht zur Ausbrei-tungsrihtung wählen wir zwei linear unabhängige reelle Vektoren ǫ(k , λ), die mit demEinheitsvektor k̂ eine kartesishe Basis bilden,
ǫ(k , 1) × ǫ(k , 2) = k̂ , ǫ(k , λ) · ǫ(k , λ′) = δλλ′ , λ, λ′ = 1, 2. (3.50)Der Tensor∑λ ǫ(k , λ)ǫ†(k , λ) hängt nur von k ab und projiziert auf die Ebene senkrehtzur Ausbreitungsrihtung, also ist

2
∑

λ=1

ǫ(k , λ)ǫ†(k , λ) = 1− k̂ k̂ †. (3.51)Die Amplitude A(t, k) ist eine Linearkombination der PolarisationsvektorenA(t, k) =
∑

λ

Aλ(t, k)ǫ(k , λ). (3.52)Hier lohnt es sih wieder für die Moden mit Wellenzahlvektor k und Polarisation λ einSymbol einzuführen, uk ,λ(x ) = ǫ(k , λ)uk(x ). (3.53)Diese Moden bilden eine Orthonormalbasis für die transversalen Felder in V ,
(uk ,λ, uk ′,λ′) =

1

V

∫

d3x eix ·(k ′−k)
ǫ
†(k , λ)ǫ(k ′, λ′) = δk ,k ′δλ,λ′. (3.54)Mit Hilfe von (2.52) �nden wir für das elektromagnetishe Feld die ModenentwiklungE = −

∑k ,λ Ȧλ(t, k)uk ,λ(x ) und B = i
∑k ,λ Aλ(t, k) k ∧ uk ,λ(x ). (3.55)Um die Lagrangefunktion des Feldes zu berehnen benutzt man die Orthogonalität derstehenden Wellen, siehe Gleihung (3.54), und �ndet

L =
1

2

∑k ,λ (|Ȧλ(t, k)|2 − ω2
k|Aλ(t, k)|2

)

, ωk = 2πν = c|k |. (3.56)O�ensihtlih ist die Hohlraumstrahlung zu zwei reellen masselosen Skalarfeldern äquiva-lent und wir können ähnlih wie bei der Quantisierung des Skalarfeldes fortfahren. Der zuVolumen ebenfalls auf die unten bestimmten Dihten.������������A. Wipf, Quantenelektrodynamik



KAPITEL 3. KANONISCHE QUANTISIERUNG 3.2. Hohlraumstrahlung 30
Aλ(k) konjugierte Impuls lautet

πλ(k) =
∂L

∂Ȧλ(k)
= Ȧλ(−k) = Ȧ†

λ(k) (3.57)und entsprehend ist die Energie der Hohlraumstrahlung
H =

1

2

∑k ,λ (|πλ(k)|2 + ω2
k|Aλ(k)|2

)

. (3.58)Die Quantisierung geshieht, indem man die Fouriermoden und deren Impulse in denfundamentalen Poissonklammern
{Aλ(k), πλ′(k ′)} = δλ,λ′δk ,k ′ (3.59)durh Operatoren im Hilbertraum des Strahlungsfeldes ersetzt. Die fundamentalen Kom-mutationsregeln lauten
[Aλ(k), πλ′(k ′)] = iδλ,λ′δk ,k ′. (3.60)Nun führen wir wieder Vernihtungs- und Erzeugungsoperatoren ein,

aλ(k) =

√

ωk
2

(

Aλ(k) +
i

ωk
πλ(−k)

)

a∗λ(k) =

√

ωk
2

(

Aλ(−k) − i

ωk
πλ(k)

)

. (3.61)Diese gehorhen den Vertaushungsrelationen
[aλ(k), a†λ(k)] = δλ,λ′δk ,k ′. (3.62)Für den Hamilton-Operator des Strahlungsfeldes wählen wir den Ausdruk (3.58), worinwir die (πλ, Aλ) Operatoren durh Auf- und Absteigeoperatoren ersetzen,

H =
1

2

∑k ,λ ωk (a†λ(k)aλ(k) + aλ(k)a†λ(k)
)

=
∑k ,λ ~ωk

(

a†λ(k)aλ(k) +
1

2

) (3.63)Die Nullpunktsenergie aller Oszillatoren ist divergent, und wir führen den normalgeord-neten Hamiltonoperator ein, :H: =
∑k ,λ ωk a†λ(k)aλ(k). (3.64)������������A. Wipf, Quantenelektrodynamik



KAPITEL 3. KANONISCHE QUANTISIERUNG 3.2. Hohlraumstrahlung 31Die Heisenberggleihung für den Vernihtungsoperator aλ(k) lautet iȧλ(k) = ωkaλ(k) undführt auf eine harmonishe Zeitabhängigkeit mit Kreisfrequenz ωk,
aλ(t, k) = e−iωktaλ(0, k). (3.65)Entsprehend hat das Quantenfeld die Zeitenntwiklung

A(t, x ) =
∑k ,λ 1√

2ωk

(

aλ(t, k)uk ,λ(x ) + a†λ(t, k)u∗k ,λ(x )
)

=
1√
V

∑k ,λ 1√
2ωk

(

aλ(k)ǫ(k , λ)e−ikx + a†λ(k)ǫ(k , λ)eikx
)

. (3.66)Wegen kµkµ = 0 erfüllt es die Wellengleihung
2A = 0. (3.67)Aus (3.56) und (3.57) entnehmen wir, dass das Strahlungsfeld in der Kavität V einemSystem von unendlih vielen ungekoppelten harmonishen Oszillatoren äquivalent ist, undzwar zwei Oszillatoren je Wellenzahlvektor. Das elektrishe und magnetishe Feld habendie EntwiklungenE = i

∑k ,λ √ωk
2

(

aλ(k)uk ,λ(x ) − a†λ(k)u∗k ,λ(x )
) und B = k̂ ∧ E . (3.68)Photonen: Der Zustand in welhem alle Oszillatoren im Grundzustand sind identi�-zieren wir mit dem Vakuum und bezeihnen dieses wieder mit |0〉. Es wird von allenAbsteigeoperatoren annihiliert,

aλ(k)|0〉 = 0, ∀k ∈ K und λ = 1, 2. (3.69)Der normierte Fok-Zustand
|nk1,λ1

, nk2,λ2
, . . . , nks,λs

〉 =

s
∏

i=1

1
√

nkiλi
!

(

a†λi
(ki))nkiλi |0〉 (3.70)enthält nkiλi

Quanten mit Impuls ki und linearer Polarisation λi,
Nkiλi

|nk1,λ1
, . . . , nks,λs

〉 = nkiλi
|nk1,λ1

, . . . , nks,λs
〉, Nkλ = a†λ(k)aλ(k). (3.71)Wir interpretieren ihn als Zustand mit nki,λi

Photonen der Sorte (ki, λi). Der Operator
a†k ,λ erzeugt ein Photon der Sorte (k , λ) und ak ,λ vernihtet es.������������A. Wipf, Quantenelektrodynamik



KAPITEL 3. KANONISCHE QUANTISIERUNG 3.2. Hohlraumstrahlung 32Die Eigenzustände (3.70) der Anzahloperatoren Nki,λi
für alle möglihen endlihenSequenzen k1, λ1, k2, λ2, . . . , ks, λs bilden eine orthonormierte Basis im Hilbert-Raum derquantisierten Hohlraumstrahlung. Diese Fokzustände ändern niht bei einer Permuta-tionen der Quantenzahlen k1, λ1, nk1,λ1

; k2, λ2, nk2,λ2
; . . . ; ks, λs, nks,λs

, in Einklang mit derBose-Einstein Statistik. Die Energie und der Impuls der Fokzustände (3.70) sind:H:|nk1,λ1
, nk2,λ2

, . . . , nks,λs
〉 =

(

∑

nki,λi
ωki

)

|nk1,λ1
, nk2,λ2

, . . . , nks,λs
〉 (3.72)P |nk1,λ1

, nk2,λ2
, . . . , nks,λs

〉 =
(

∑

nki,λi
ki) |nk1,λ1

, nk2,λ2
, . . . , nks,λs

〉. (3.73)Photonenzustände mit gleihem k können vershiedene Polarisationen λ haben. Klassishverstehen wir darunter die Shwingungsrihtung des elektrishen Feldes in der Ebenesenkreht zu k . Nun kann man zeigen, dass die Komponente des Drehimpulses einesPhotonzustandes zu den Basisvektoren ǫ(k ,±) in Rihtung k gleih ±1 ist. Man sagt, dieHelizität des Photons sei ±1.Um dies einzusehen benutzt man die Modenentwiklung des quantisierten Strahlungs-feldes im korrespondenzmässigen Ausdruk für den Drehimpuls-OperatorJ =
1

c

∫

d3x x ∧ (E ∧B) =

∫

d3x x ∧ k̂ E (x ) · E (x ). (3.74)Eine Rehnung liefert für die Projektion des Drehimpulses auf die AusbreitungsrihtungJ · k̂ |k ,±〉 = ±~ |k ,±〉. (3.75)Spektrale Dihte der Oszillatoren: Wir wollen die Anzahl Freiheitsgrade mit Kreis-frequenzen kleiner als ω, gegeben durh
N(ω) = ♯ {k : |k | < ω} , (3.76)berehnen. Dabei ist zu berüksihtigen, dass für jeden Wellenzahlvektor zwei Oszillatorenexistieren. Das Gitter im k -Raum hat die Dihte (L/2π)3, siehe Abbildung 3.1, und wir�nden in guter Näherung für genügen groÿe Hohlräume
N(ω) ∼= 2 · 4π

3
ω3

(

L

2π

)3

,oder auh
N(ω) ∼= 1

3π2
V ω3. (3.77)������������A. Wipf, Quantenelektrodynamik



KAPITEL 3. KANONISCHE QUANTISIERUNG 3.2. Hohlraumstrahlung 33Die Anzahl Oszillatoren pro Kreisfrequenzintervall um die Frequenz ω ist demnah
n(ω) ≡ dN(ω)

dω
=
V ω2

π2
. (3.78)Energiedihte: Im thermishen Gleihgewiht ist die mittlere Energie je Oszillator we-gen der Isotropie unabhängig von der Polarisation und der Rihtung von k , also eineFunktion E(T, ω) die nur von der Temperatur und der Frequenz abhängt. Damit �ndenwir für die Energiedihte pro Frequenzintervall, auh spektrale Energiedihte genannt,

ρ(T, ω) =
1

V
n(ω)E(T, ω) =

ω2

π2
E(T, ω). (3.79)Zur Berehnung der mittleren Energie je Oszillator nehmen wir an, dass zur Beshreibungdes thermishen Gleihgewihts der Strahlung das Boltzmann-Gibbsshe Postulat gültigsei: im thermishen Gleihgewiht bei der Temperatur T ist die Wahrsheinlihkeit einesZustandes mit Energie E proportional zu

e−βE mit β =
1

kT
. (3.80)Die Eigenwerte des normalgeordneten Hamiltonoperators für den harmonishen Oszillatorsind En = nω, n = 0, 1, 2, . . . und deshalb ist die mittlere Energie eines Oszillators

E(T, ω) =
∞
∑

n=0

Enpn =
∞
∑

n=0

(nω)pn (3.81)mit Wahrsheinlihkeiten
pn =

e−βEn

Z
=
e−βnω

Z
, Z =

∞
∑

m=0

e−βmω =
1

1 − e−βω
. (3.82)Daraus berehnet sih nun die mittlere Energie gemäÿ

E(T, ω) = − d

dβ
logZ =

ωe−βω

1 − e−βω
=

ω

eβω − 1
.Eingesetzt in (3.79) �ndet man die spektrale Energiedihte

ρ(T, ω) =
ω2

π2c3
~ω

e~ω/kT − 1
, (3.83)
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KAPITEL 3. KANONISCHE QUANTISIERUNG 3.2. Hohlraumstrahlung 34worin die Naturkonstanten ~ und c wieder geshrieben wurden. Mit ρ(T, ω)dω = ρ̃(ν, T )dνlautet diese im Frequenzruam
ρ̃(T, ν) =

8πν2

c3
hν

ehν/kT − 1
, (3.84)in völliger Übereinstimmung mit der Plankshen Strahlungsformel.
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Kapitel 4KausalitätBei der kanonishen Quantisierung einer klassishen Feldtheorie werden den Umgebungenaller Raumzeitpunkte Observablen zugeordnet, zum Beispiel die Feldoperatoren E , B ,die Energiedihte 1
2
(E 2 + B2) oder ihre Mittelwerte in den betrahteten Umgebungen.Derartige Operatoren heiÿen lokale Observablen. Niht alle dieser Observablen vertaushenund deshalb existieren Unbestimmheitsrelationen. Diese setzen untere Shranken an dieGenauigkeit, mit der niht-verträglihe lokale Observablen im gleihen Zustand gemessenwerden können.In einer Lorentz-invarianten Theorie sollten sih zwei Messungen an raumartig getrenn-ten Raumzeit-Punkten1 gegenseitig niht beein�ussen. Deshalb sollte eine lokale Obser-vable bei x mit einer Observablen bei y vertaushen wenn x und y raumartig getrenntsind. Wir fordern diese Kausalitätsbedingung für alle relativistishen Quantenfeldtheorienund niht nur für die quantisierte Elektrodynamik. Mehrere wihtige Eigenshaften vonquantisierten Feldtheorien folgen aus dieser natürlihen Forderung. Die erstaunlihste istvielleiht das Theorem über die Beziehung zwishen Spin und Statistik, die im Rahmen ei-ner niht-relativistishen Theorie unbewiesen bleibt. In einer lokalen relativistishen QFTist die Beziehung ein Theorem. Eine anderer wihtige Konsequenz der Kausalitätsbedin-gung sind Aussagen über Antiteilhen. Zum Beispiel sind Masse und Lebensdauer einesTeilhens und seines Antiteilhens gleih.4.1 Kommutatoren des freien SkalarfeldesIn diese Abshnitt berehnen wir die Kommutatoren von Skalarfeldern und die darausresultierenden Unshärferelationen. Bei der Berehnung der Vertaushungsrelationen zwi-shen dem Quantenfeld (3.33) an vershiedenen Raumzeit-Punkten benutzen wir denKommutator (3.17) zwishen Vernihtungs- und Erzeugungsoperator. Der Kommutator1Besser wäre es, von Messungen in einer o�enen Umgebung zu sprehen.35



KAPITEL 4. KAUSALITÄT 4.1. Kommutatoren des freien Skalarfeldes 36hängt nur von x− y ab,
[φ(x), φ(y)] =

1

V

∑k 1

2ωk

(

e−iωk(x0−y0)+ik ·(x−y) − c.c
)

= i∆m(x− y) (4.1)wobei wir die Pauli-Jordan Kommutator-Funktion
∆m(x) = − 1

V

∑k 1

ωk
eik ·x sinωkt. (4.2)einführten. Sie ist eine Lösung der Klein-Gordon Gleihung,

(2 +m2)∆m(x) = 0, (4.3)und ändert das Vorzeihen bei Zeitumkehr,
∆m(−t, x ) = −∆m(t, x ) und ∆m(0, x ) = 0. (4.4)Das Vershwinden von ∆m(0, x ) ist in Einklang mit der bekannten Tatsahe, dass Felderzu gleihen Zeiten vertaushen. Weiter gilt

∆̇m(0, x ) = − 1

V

∑k eik ·x = −δ3(x − y). (4.5)Daraus folgt die bekannte Vertaushungsrelation zwishen dem Feld und seinem konju-gierten Impulsfeld zu gleihen Zeiten.An dieser Stelle ist es angebraht vom Hohlraum mit endlihen Volumen L3 zumEuklidshen Raum überzugehen. Erst im Grenzfall L → ∞ ist kein Inertialsystem mehrausgezeihnet und wir erwarten eine relativistish kovariante Quantenfeldtheorie. Für L→
∞ geht die Riemann-Summe über alle k ∈ K in das Riemann-Integral über,

∑k ǫ3f(k) −→
∫

R
3

d3kf(k) und δkk ′ −→ ǫ3δ(k − k ′), ǫ =
2π

L
. (4.6)Wir reskalieren die Erzeugungs- und Vernihtungsoperatoren gemäÿ

a(k) −→
√

2ωk
ǫ3

a(k) und a†(k) −→
√

2ωk
ǫ3

a†(k), (4.7)so dass die reskalierten Operatoren folgende Kommutationsregeln erfüllen,
[a(k), a†(k ′)] = 2ωkδ

3(k − k ′). (4.8)������������A. Wipf, Quantenelektrodynamik



KAPITEL 4. KAUSALITÄT 4.1. Kommutatoren des freien Skalarfeldes 37Die Fourierreihe (3.33) für das Quantenfeld in der kubishen Kavität mit periodishenRandbedingungen wird zu einem Fourierintegral,
φ(x) =

1

(2π)3/2

∫

dµ(k)
(

a(k)e−ikx + a†(k)eikx
)

. (4.9)Hier haben wir das lorentzinvariante Mass eingeführt,
dµ(k) =

d3k

2ωk
. (4.10)Es hat den Träger auf der positiven Massenshale. Diese Eigenshaft und die Lorentzin-varianz folgen aus der Identität

∫

d4k δ
(

k2 −m2
)

θ(k0)f(k) =

∫

d3k

2ωk
f(k0 = ωk, k), (4.11)bei deren Beweis man k2 = (k0 − ωk)(k

0 + ωk) benutzt. In der Literatur werden dieVernihtungs- und Erzeugungsoperatoren niht einheitlih de�niert. Man �ndet auh dieNormierung für die der Faktor 2ωk in (4.8) niht auftritt. Aber dann ist das Integrations-mass im k -Raum niht mehr lorentzinvariant.Im Grenzfall L→ ∞ lautet die Formel für die Pauli-Jordan Funktion
∆m(x) = − i

(2π)3

∫

dµ(k)
(

e−ikx − eikx
)

= − 1

4π3

∫

dµ(k) sin (ωkt− kx ) (4.12)
= − 1

2π
ǫ(x0)δ(x2) +

m

4π
√
x2
θ(x2) ǫ(x0)J1

(

m
√
x2
)

.Die Pauli-Jordan Funktion ist ungerade, ∆m(−x) = −∆m(x) und nur ungleih Null für
x2 = xµxµ ≥ 0, (4.13)also innerhalb des Lihtkegels oder auf dem Lihtkegel. Auÿerhalb vershwindet ∆m(x).Damit kommutiert der Feldoperator an zwei raumartig getrennten Punkten des Minkowki-Raumes und zwei raumartig getrennte Messungen beein�ussen sih niht. Die Funktionist lorentzinvariant und deshalb konstant auf den Hyperboloiden

x2 = t2 − r2 = onst. (4.14)Für kleine Argumente z gilt J1(z) ∼ z/2 +O(z3), so dass
∆m(x) = − 1

2π
ǫ(x0)δ(x2) +

m2

8π
θ(x2)ǫ(x0) +O

(

m4x2
)

. (4.15)������������A. Wipf, Quantenelektrodynamik



KAPITEL 4. KAUSALITÄT 4.1. Kommutatoren des freien Skalarfeldes 38Für beliebige Werte m√
x2 > 0 ist sie in der folgenden Figur geplotted.

10

−∆m

m
√
x2

m2

8π

x0

x
Mit wahsendem lorentzinvarianten 'Abstand' x2 vom Lihtkegel wird der Kommutator
[φ(x), φ(0] stetig kleiner. Auf Hyperboloiden (4.14) mit x2 ≫ λ2

c , wobei λc = 1/m dieComptonwellenlänge zu m ist, sind die Werte der Pauli-Jordan Funktion sehr klein. Des-halb ist der Kommutator [φ(t,0 ), φ(0)] für Zeiten viel gröÿer als die Comptonzeit vernah-lässigbar. Im System beshrieben durh ein Quantenfeld mit Masse m beein�ussen sihzwei Messungen am selben Ort kaum, wenn sie durh mehrere Comptonzeiten getrenntsind. Insbesondere für ein masseloses Feld hat die Kommutatorfunktion ihren Träger aufdem Lihtkegel.
∆0(x) = − 1

2π
ǫ(x0)δ(x2) = − 1

4πr
(δ(t− r) − δ(t+ r)) . (4.16)In einem System beshrieben durh ein masseloses Skalarfeld können sih nur lihtartig������������A. Wipf, Quantenelektrodynamik



KAPITEL 4. KAUSALITÄT 4.1. Kommutatoren des freien Skalarfeldes 39getrennte Messungen gegenseitig beein�ussen. Für Theorien mit Wehselwirkung ist derKommutator des Feldoperators an vershiedenen Raumzeit Punkten niht mehr propor-tional zum Einheitsoperator. Diese Eigenshaft ist eine Spezialität von freien Feldtheorienmit linearen Feldgleihungen. Dagegen sollte die wihtige Kausalitätsbedingung nah derFelder an raumartig getrennten Punkten kommutieren auh für wehselwirkende Feldergelten.Mit Hilfe der Kommutatorfunktion ∆m kann man das Anfangswert-Problem für dieKlein-Gordon Gleihung lösen: Für gegebene Anfangsbedingungen φ(0, x ) und φ̇(0, x )lautet die eindeutige Lösung der Klein-Gordon Gleihung
φ(t, x ) = −

∫

dy (∂t∆m(t, x − y)φ(0, y) + ∆m(t, x − y)φ̇(0, y)
)

. (4.17)Zum Beweis benutzt man die Eigenshaften (4.4) und (4.5) der Pauli-Jordan Funktion.4.1.1 QuantenelektrodynamikAlle Kommutatoren zwishen lokalen Observablen in der Elektrodynamik (ohne Mate-rie) folgen aus dem Kommutationsregeln für das elektromagnetishe Potential. Die Ver-taushungsrelationen zwishen den Komponenten des Vektorpotentials an vershiedenenRaumzeitpunkten folgen aus (3.66) und (3.62)
[Ai(x), Aj(y)] =

1

V

∑k ,λ 1

2ωk

(

e−ik(x−y)ǫi(k , λ)ǫj(k , λ) − k.k.
) (4.18)Nah (3.51) projiziert ∑λ e(k , λ)e†(k , λ) auf die Ebene senkeht zum Wellenzahlvektor,so dass

[Ai(x), Aj(y)] = − i

V

∑k eik ·(x−y)

ωk

(

δij − k̂ik̂j

)

sinωk(x
0 − y0). (4.19)Als Kommutator zweier hermitesher Feldoperatoren ist die rehte Seite ein antihermite-sher Operator, in unserem Fall eine imaginäre Funktion multipliziert mit dem Einheits-operator. In Einklang mit der Homogenität von Raum und Zeit hängt der Kommutatornur von der Di�erenz x− y ab und wir dürfen ohne Informationsverlust y = 0 setzen.Mit E = −∂tA �nden wir für den Kommutator zwishen dem Potential und elektri-shen Feld zu gleihen Zeiten

[Ai(x ), Ej(0 )] = − ∂

∂y0
[Ai(0, x ), Aj(y

0, y)]
∣

∣

y0=0
= − i

V

∑k eik ·x (δij − k̂ik̂j

)

.������������A. Wipf, Quantenelektrodynamik



KAPITEL 4. KAUSALITÄT 4.1. Kommutatoren des freien Skalarfeldes 40Wegen der Vollständigkeit des Funktionensystems exp(ik · x ) folgt dann
[Ai(x ), Ej(y)] = −i

(

δij −
∂i∂j
△

)

δ(x − y). (4.20)Im letzten Kapitel zeigten wir, dass E das zuA konjugierte Impulsfeld ist. Wir hätten alsodie Kommutationsregeln [Ai(x ), Ej(y)] = iδijδijδ
3(x − y) erwartet. Diese sind aber wedermit dem Gauÿshen Gesetz ∇ · E = 0 noh mit der Coulomb-Eihbedingung ∇ ·A = 0verträglih. Dagegen vershwinden die Divergenzen der rehten Seite von (4.20) bezüglihder Koordinaten x und y . Damit sind die Kommutationsregeln (4.20) mit der Zwangs-und Eihbedingung verträglih.Wir berehnen nun die Kommutatoren der elektrishen Feldkomponenten zu vershie-denen Zeiten,

[Ei(x), Ej(y)] =
∂2

∂x0∂y0
[Ai(x), Aj(y)] = −∂2

0 [Ai(x), Aj(y)], (4.21)wobei wir im letzten Shritt benutzten, dass der letzte Kommutator nur von der Zeitdif-ferenz abhängt. Die Ableitungen nah xµ bezeihnen wir mit ∂µ. Mit der Pauli-JordanFunktion für das masselose Feld,
∆0(t, x ) = − 1

V

∑k 1

ωk
eik ·x sinωkt =⇒ 2D(x) = 0, (4.22)und der Identität

k̂ik̂j∂
2
0

(

eik ·x sinωkt
)

= ∂i∂j
(

eik ·x sinωkt
)

.�ndet man für den Kommutatoren (4.21) der elektrishen Feldkomponeten das Resultat
[Ei(x), Ej(0)] = −i

(

δij∂
2
0 − ∂i∂j

)

∆0(x) (4.23)Mit B = ∇ ∧ A gewinnen wir ebenfalls durh Ableiten der Kommutatoren (4.19) dieVertaushsrelationen für die restlihen Komponenten des elektromagnetishen Feldes,
[Bi(x), Bj(0)] = −i (δij△− ∂i∂j)∆0(x)

[Ei(x), Bj(0)] = −iǫijk∂0∂k ∆0(x). (4.24)Da ∆0 die Wellengleihung erfüllt, gehorhen die Komponenten des elektrishen und ma-
������������A. Wipf, Quantenelektrodynamik



KAPITEL 4. KAUSALITÄT 4.1. Kommutatoren des freien Skalarfeldes 41gnetishen Feldes denselben Vertaushungsregeln
[Ei(x), Ej(y)] = [Bi(x), Bj(y)]. (4.25)Für L → 0 muÿ ∆0 mit dem Limes von (4.13) für vershwindende Masse, also mit derFunktion in (4.16), übereinstimmen. Dies wollen wir nahprüfen. Im Minkowski-Raumwird die Riemann-Summe in (4.22) zu einem Integral. Zur Berehnung des Integrals führenwir im k -Raum Kugelkoordinaten (|k |, θ, ϕ) ein,

∆0(t, x ) = − 1

(2π)3

∫

d3k

ωk
eik ·x sinωkt

= − 1

4π2

∫ ∞

0

d|k | |k | sinωkt ∫ 1

−1

ei|k |r cos θd(cos θ)

= − 1

2π2r

∫ ∞

0

d|k | sin(|k |t) sin(|k |r) = − 1

8π2r

∫ ∞

−∞

dy
(

eiy(t−r) − ei(t+r)
)

.Das letzte Integral führt auf die Summe von zwei δ-Distributionen in (4.16)
∆0(x) = ∆0(t, r) = − 1

4πr
(δ(t− r) − δ(t+ r)) . (4.26)Hier sieht man nohmals, dass ∆0-Funktion eine Lösung der Wellengleihung ist,

2∆0(t, r) =

(

∂2

∂t2
−△

)

∆0(t, r) =

(

∂2

∂t2
− 1

r

∂2

∂r2
r

)

∆0(t, r) = 0. (4.27)Sie hat ihren Träger auf dem Vorwärts- und Rükwärtslihtkegel. Deshalb vertaushen dieKomponenten des elektromagnetishen Feldes an zwei Raumzeitpunkten x und y, wenndiese niht durh einen Lihtstrahl verbunden werden können, d.h. wenn ihr Di�erenzvek-tor x− y niht lihtartig ist,
(x− y)2 6= 0 =⇒ [Fµν(x), Fαβ(y)] = 0. (4.28)Dies ist das Kausalitätsprinzip für das freie elektromagnetishe Feld. Die Tatsahe, dassalle Kommutatoren für Punktepaare vershwinden, die niht durh Lihtstrahlen verbun-den werden können ist eine Konsequenz aus der vershwindenden Ruhemasse des Photonsoder der Tatsahe, dass die Lösungen der Maxwell-Gleihungen mit Lihtgeshwindigkeitpropagieren. Für Theorien die massive Teilhen beshreiben, zum Beispiel massive ska-lare Teilhen oder massive Z0-Bosonen der elektroshwahen Wehselwirkung, sind dieKomutatoren auh für zeitartig getrennte Punktepaare ungleih Null.Von besonderem Interesse sind die Kommutatoren für Observablen im Heisenbergbild������������A. Wipf, Quantenelektrodynamik



KAPITEL 4. KAUSALITÄT 4.1. Kommutatoren des freien Skalarfeldes 42und zur gleihen Zeit. Diese werden zur Präparation (Festlegung) eines Zustandes in derquantisierten Elektrodynamik benötigt. ∆0(t, r) ist eine in der Zeit ungerade Funktion,so dass gilt
lim
t→0

∆0(t, r) = 0, lim
t→0

∂2

∂t2
∆0(t, r) = 0. (4.29)Daraus folgt sofort

[Ei(t, x ), Ej(t, y)] = [Bi(t, x ), Bj(t, y)] = 0. (4.30)Im Kommutator von elektrishem und magnetishem Feld ersheint nur die erste Zeita-bleitung und
[Ei(t, x ), Bj(t, y)] 6= 0 nur für i 6= j, x = y . (4.31)Zu einer festen Zeit können wir entweder das elektrishe Feld E (t, x ) oder das magne-tishe Feld B(t, x ) im ganzen Raum sharf vorgeben, niht aber beide. Es sind zweikomplementäre Feldvariablen, ähnlih dem Ort und Impuls eines Teilhens.4.1.2 UnbestimmtheitsrelationenDie Unbestimmtheitsrelationen folgen aus der allgemeinen Beziehung zwishen dem Pro-dukt von Unshärfen zweier Observablen und ihrem Kommutator: Für zwei Observablen

A1,A2 und irgendeinen Zustand gilt
∆A1∆A2 ≥

1

2

∣

∣〈[A1,A2]〉
∣

∣. (4.32)Wir betrahten den über ein kleines Raumzeitvolumen O gemittelten FeldoperatorE (O) =
1

|O|

∫

O

d4xE (x). (4.33)Es liege nun O1 in der Zukunft von O2. Dann gilt mit (4.23) und (4.26)
∆Ex(O1)∆Ey(O2) ≥

~

8π

∣

∣

∣

∫

O1

d4x

|O1|

∫

O2

d4y

|O2|
∂2

∂x1∂y2

δ(ct− r)

r

∣

∣

∣
. (4.34)Ähnlih wie für Impuls und Ort �nden wir eine zustandsunabhängige untere Shranke fürdas Produkt der beiden Unshärfen.
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KAPITEL 4. KAUSALITÄT 4.2. Greenfunktionen 434.2 GreenfunktionenDie Amplitude für die Propagation eines Teilhens von y nah x ist durh die nah Ar-thur Wightman benannte Zweipunkt-Funktion
W(x, y) = 〈0|φ(x)φ(y)|0〉 = W (x− y) (4.35)gegeben. Im letzten Shritt nahmen wir an, dass der Grundzustand translationsinvariantist, so dass die Wightman-Funktion nur von x − y abhängt. Oft bezeihnet man W (x)auh mit i∆+(x). Neben der Zweipunkt-Funktion benötigen wir später noh weitere Er-wartungswerte von Produkten des Quantenfelds. Für das freie Feld können diese ausW (x)berehnet werden.Das Feld φ ist eine Summe von Vernihtungs- und Erzeugungsoperatoren, aber nurTerme der Form a(k)a†(k ′) in φ(x)φ(y) tragen zur Zweipunkt-Funktion bei. Es folgt dieDarstellung

W (x− y) =
1

(2π)3

∫

dµ(k) e−ik(x−y)
∣

∣

k0=ωk
. (4.36)Bei der Diskussion des invarianten Masses haben wir folgende Identität bewiesen,

1

2ωk
=

∫

dk0δ(k2 −m2)θ(k0). (4.37)Damit lässt sih die Zweipunkt-Funktion umshreiben,
W (x) =

1

(2π)3

∫

d4k θ(k0)δ(k2 −m2) e−ikx. (4.38)Hierbei wird über alle 4 Komponenten des relativistishen Impulses integriert. Die letzteDarstellung maht deutlih, dass W (x) eine lorentzinvariante Distribution ist, da k2, d4kund kx lorentzinvariant sind und die Bedingung k0 ≥ 0 eine lorentzinvariante Forderungist (solange wir die Zeitumkehr ausshlieÿen). Eine etwas längere Rehnung führt auf denexpliziten Ausdruk
W (x) =

1

4πi
ǫ(x0)δ(x2)

+
m2

8π

(

θ(x2)
N1(a) + iǫ(x0)J1(a)

a
+

2

π
θ(−x2)

K1(a)

a

)

, (4.39)mit a = m
√
t2 − r2 für zeitartiges x und a = m

√
r2 − t2 für raumartiges x.������������A. Wipf, Quantenelektrodynamik



KAPITEL 4. KAUSALITÄT 4.2. Greenfunktionen 44
Raum

Zeit
exponentiellgedämpft Welle

Welle

Längs der Zeitahse und in der Raumebene �ndet man die Formeln
W (t, x = 0) =

m

8π|t| (N1(m|t) + iǫ(t)J1(m|t|)) m|t|≫1−→  e−im|t|

(m|t|)3/2

W (t = 0, x ) =
m

4π2r
K1(mr)

mr≫1−→  e−mr

(mr)3/2
. (4.40)Im räumlih Unendlihen vershwindet die Zweipunktsfunktion für Abstände gröÿer als dieCompton-Wellenlänge exponentiell shnell. Für Zeiten groÿ verglihen mit der Compton-Zeit �nden wir eine harmonishe Shwingung mit der Compton-Frequenz. Auÿerhalb derLihtkegels vershwindet die Amplitude niht, ist aber exponentiell klein.4.2.1 Klein-Gordon PropagatorWir betrahten den Kommutator [φ(x), φ(y)] noh aus einem etwas anderem Blikwinkel.Sein Vakuum-Erwartungswert kann als 4−dimensionales Integral geshrieben werden

〈0|[φ(x), φ(0)]|0〉 =
1

(2π)3

∫

dµ(k)
(

e−ikx − eikx
) ∣

∣

k0=ωk

=
1

(2π)3

∫

d3k

(

1

2ωk
e−ikx − 1

2ωk
eikx
)

∣

∣

∣

k0=ωk

(4.41)Für x0 > 0 können wir den Kommutator wie folgt shreiben,
〈0|[φ(x), φ(0)]|0〉 = −

∫

d3k

(2π)3

∫

dk0

2πi

e−ikx

k2 −m2
,

������������A. Wipf, Quantenelektrodynamik



KAPITEL 4. KAUSALITÄT 4.2. Greenfunktionen 45wobei die k0-Integration in der komplexen Ebene entlang des eingezeihneten Weges zuberehnen ist.
k0

b b

−ωk +ωkIn der Tat, für x0 > 0 können wir den Weg in der unteren komplexen k0-Ebene shliessen,so dass die einfahen Pole des Integranden bei±ωk im negativen Sinn umshlossen werden.Nah dem Residuensatz �nden wir
1

2πi

∫

dk0 e
−ik0x0

k2 −m2
= − 1

2ωk

(

e−iωkx
0 − eiωkx

0

) (4.42)Ist dagegen x0 < 0, dann können wir den Weg in der oberen komplexen k0-Ebene shlieÿenund erhalten Null. Also ergibt sih
∫

d4k

(2π)4

i

k2 −m2
e−ikx = θ(x0) 〈0|[φ(x), φ(0)]|0〉 ≡ i∆ret(x). (4.43)Um ∆ret besser zu verstehen, wenden wir den Klein-Gordon-Operator darauf an,

(2 +m2)∆ret(x) = −
∫

d4k

(2π)4
e−ikx = −δ4(x). (4.44)Man erhält natürlih dasselbe Resultat, wenn man mit 2+m2 auf die mittlere Darstellungin (4.43) operiert und dabei

θ′(x0) = δ(x0), [φ(t, x ), π(t, y)] = iδ(x − y) und (2 +m2)φ(x) = 0benutzt. Die reelle Distribution ∆ret(x) ist die retardierte Green-Funktion des Klein-Gordon Operators, da sie für negative Zeiten vershwindet.Das k0-Integral in (4.42) kann längs von vier natürlihen Wegen ausgewertet werden.Später werden wir sehen, dass die folgende Polvorshrift sehr nützlih ist:
k0

b b

−ωk
+ωkEs ist die Feynmanshe Vorshrift. Für posititive x0 können wir den Weg in der unteren

k0-Halbebene shliessen und für negative k0 in der oberen Halbebene. In beiden Fällen������������A. Wipf, Quantenelektrodynamik



KAPITEL 4. KAUSALITÄT 4.2. Greenfunktionen 46trägt je ein Pol zum k0-Integral in (4.42) bei und wir �nden
1

2πi

∫

dk0 e
−ik0x0

k2 −m2
= −e

−iωk |x
0|

2ωk
. (4.45)Damit �nden wir die Green Funktion

i∆F (x− y) =

∫

d4k

(2π)4

i

k2 −m2
e−ik(x−y) =

{

W (x− y) für x0 > y0

W (y − x) für x0 < y0. (4.46)Shon in der Quantenmehanik benutzt man bei der Diskussion der Zeitentwiklungs-operators oft die Zeitordnung von Operatoren. Der Zeitordnungsoperator T ordnet einProdukt von Feldoperatoren derart um, dass im geordneten Produkt die Zeiten von linksnah rehts zunehmen. Der Operator zu spätesten Zeit steht dann ganz links. Zum Beispiel
T φ(x)φ(y) =

{

φ(x)φ(y) für x0 > y0

φ(y)φ(x) für y0 > x0. (4.47)Damit shreibt sih der Feynman-Propagator für das Skalarfeld wie folgt,
i∆F (x− y) = 〈0|Tφ(x)φ(y)|0〉. (4.48)Ausgedrükt durh die Wightman Zweipunktfunktion,

i∆F (x) = θ(x0)W (x) + θ(−x0)W (−x). (4.49)Dieser Propagator wird in der Störungstheorie eine zentrale Rolle einnehmen. Jeder in-neren Linie, die die Propagation eines virtuellen Teilhens beshreibt, wird ein Feynman-Propagator zugeordnet. Neben den retardierten und Feynman-Propagatoren gibt es nohden avanierten und Anti-Feynman-Propagator.Wir fassen zusammen: Bezeihnet i∆+(x) =

W (x) den positiven Frequenzanteil des Propagators, und entsprehend ∆−(x) = ∆̄+(x)den negativen Frequenzanteil, dann untersheiden wir 4 Lösungen von
(2 +m2)G(x) = −δ(4)(x). (4.50)Den retartierten und avanierten Propagator

∆ret(x) = θ(x0)∆m(x) und ∆av(x) = −θ(−x0)∆m(x). (4.51)Den Feynman-Propagator
∆F (x) = θ(x0)∆+(x) + θ(−x0)∆−(x). (4.52)������������A. Wipf, Quantenelektrodynamik



KAPITEL 4. KAUSALITÄT 4.2. Greenfunktionen 47Den anti-Feynman Propagator
∆F̄(x) = ∆̄F (x). (4.53)Die Trägergebiete der retardierten und avanierten Propagatoren sind der abgeshlosseneVorwärts- und Rükwärtslihtkegel.4.2.2 ZusammenfassungEs gibt vershiedene Lösungen der homogenen Klein-Gordon Gleihung (2 +m2)G = 0.Die Wightman- oder Zweipunktsfunktion W (x) = 〈0|φ(x)φ(0)|0〉 hat die Darstellung

W (x) = i∆+(x) =
1

(2π)3

∫

dµ(k)e−ikx =
1

(2π)3

∫

d4kδ(k2 −m2)θ(k0)e−ikx (4.54)Die Pauli-Jordan Kommutatorfunktion ∆m(x) = i[φ(x), φ(0)] ist
∆m(x) =

i

(2π)3

∫

dµ(k)
(

e−ikx − eikx
) (4.55)Greenfunktionen (Elementarlösungen) lösen die inhomogene Gleihung (2 + m2)G =

δ(4)(x). Es traten folgende Distributionen auf:
∆ret(x) = θ(x0)∆m(x) = θ(x0)〈0|[φ(x), φ(0)]|0〉 =

∫

d4k

(2π)2

e−ikx

k2 −m2

i∆F(x) = 〈0|Tφ(x)φ(0)|0〉 =

∫

d4k

(2π)4

i

k2 −m2
e−ikx

������������A. Wipf, Quantenelektrodynamik



Kapitel 5DirafeldFermionen erfüllen das Pauli-Prinzip und genügen der Fermi-Statistik. Sie werden durhSpinorfelder beshrieben. Im Gegensatz zu Skalar- und Vektorfelder transformieren Spi-norfelder niht nah Darstellungen der Lorentzgruppe sondern nah Darstellungen derquantenmehanishen Lorentz-Gruppe SL(2, C ). Bosonen haben ganzzahlige und Fermio-nen halbganze Spins.5.1 DiragleihungIh gehe davon aus, dass sie die Diragleihung aus der Vorlesung QM II kennen underinnere hier nur an die wihtigsten Eigenshaften der Spinorfelder und Diragleihung.Spin-1
2
Felder werden durh vierkomponentige Spinoren ψ(x) beshrieben deren Lagran-gedihte und Feldgleihung 4-dimensionale γ-Matrizen γµ enthalten. Diese gehorhen denalgebraishen Beziehungen

{γµ, γν} = 2gµν14, γ†µ = γ0γµγ0. (5.1)Die letzte Beziehung bedeutet, dass γ0 hermitesh und γ1, γ2, γ3 antihermitesh sind. We-gen γ2
0 = 1 hat γ0 die Eigenwerte ±1 und wegen γ2

i = −1 sind die Eigenwerte von γigleih ±i. Die von den γµ erzeugte Algebra mit Relationen (5.1) heiÿt Cli�ord-Algebra.Es existiert nur eine niht-triviale irreduzible Darstellung dieser Algebra und diese ist
4-dimensional.Unter orthohronen eigentlihen Poinare-Transformationen transformiert ein Spinor-feld ψ(x) wie folgt

ψ′(x′) = Sψ(x), x′ = Λ(S)x+ a (5.2)48



KAPITEL 5. DIRACFELD 5.1. Diragleihung 49Darin ist die Spintransformation gegeben durh
S = exp

(

i

2
ωαβΣ

αβ

) mit Σαβ =
1

4i
[γα, γβ], ωαβ = −ωβα ∈ R . (5.3)Die Indizes der Gamma-Matrizen werden mit der Metrik nah oben oder unten gezogen,

γµ = gµνγν , γµ = gµνγ
ν . (5.4)Die Lorentztransformation Λ berehnet sih aus der Spintransformation gemäÿ

S−1γµS = Λµ
νγ

ν , (Λµ
ν) = exp(ω), ω = (ωµν). (5.5)Jeder Spintransformation ist eine eindeutige Lorentz-Transformation zugeordnet. Umge-kehrt gibt es zu jeder Lorentztransformation zwei Spintransformationen mit S−1γS = Λγ.Die Spingruppe ist die doppelte Überlagerung der Lorentzgruppe, ähnlih wie die quan-tenmehanishe Drehgruppe SU(2) die doppelte Überlagerung der Drehgruppe SO(3) ist.Spintransformationen sind niht unitär, erfüllen aber die Bedingung

γ0S†γ0 = S−1. (5.6)Deshalb ergibt sih für den Dira-konjugierten Spinor das Transformationsgesetz
ψ̄′(x′) = ψ̄(x)S−1, ψ̄ = ψ†γ0. (5.7)Im Gegensatz zu Tensorfeldern, deren Komponenten beim Wehsel des Inertialsystemswie die Komponenten eines Vektorfeldes transformieren, transformieren die vier Kompo-nenten eines Spinorfeldes mit der Spintransformation S. Aber die folgenden 16 Felder sind(Pseudo)Tensorfelder:

S(x) = ψ̄(x)ψ(x) Skalarfeld 1

jµ(x) = ψ̄(x)γµψ(x) Vektorfeld (Strom) 4

T µν(x) = ψ̄(x)[γµ, γν ]ψ(x) antisymm. Tensorfeld 6 (5.8)
Aµ(x) = ψ̄(x)γ5γ

µψ(x) Pseudovektorfeld (Axialstrom) 4

P (x) = ψ̄(x)γ5ψ(x) Pseudoskalarfeld 1Hier tritt die hermiteshe Matrix γ5 auf,
γ5 = iγ0γ1γ2γ3 mit γ2

5 = 1, γ5 = γ†5, {γ5, γ
µ} = 0. (5.9)������������A. Wipf, Quantenelektrodynamik



KAPITEL 5. DIRACFELD 5.1. Diragleihung 50Die letzte Gleihung bedingt die Spurfreiheit der Gamma-Matrizen, tr γµ = 0.Die lorentzinvariante Lagrangedihte für das freie Spin-1
2
lautet

L = ψ̄
(

i/∂ −m
)

ψ, /∂ = γµ∂µ, (5.10)und die zugehörige Euler-Lagrange Gleihung ist die kovariante freie Dira-Gleihung
(iγµ∂µ −m)ψ = 0 ⇐⇒ −i∂µψ†γ†µ −mψ† = 0. (5.11)Die Wirkung ist invariant unter Translationen in Raum und Zeit. Der zugehörige Noether-strom ist der kanonishe Energie-Impuls Tensor des freien Dira-Feldes,

T µν = iψ̄γµ∂νψ − gµνL. (5.12)Die erhaltenen Ladungen bilden den 4-er Impuls
P ν =

∫

x0=0

d3xT 0ν =

∫

x0=0

d3x
(

iψ̄γ0∂νψ − g0νL
)

. (5.13)Der kanonishe Energie-Impuls Tensor ist unsymmetrish und muss als Quelle des Gra-vitationsfeldes verbessert werden. Die erhaltenen Gröÿen P µ ändern dabei aber nihtund wir dürfen zu ihrer Berehnung die Formel (5.13) benutzen. Insbesondere lautet dieEnergie des Dira-Feldes
H = P 0 =

∫

d3xψ†hψ, h = −iγ0γi∂i + γ0m ≡ αi∂i + βm. (5.14)Die Lagrangedihte ist auh invariant unter globalen U(1)-Phasentransformationen
ψ(x) −→ eiλψ(x) , ψ̄(x) −→ e−iλψ̄(x), (5.15)und diese innere Symmetrie führt auf den erhaltenen Noetherstrom

jµ(x) = ψ̄(x)γµψ(x) (5.16)mit zugehöriger zeitunabhängiger Noetherladung
Q =

∫

d3xψ†ψ. (5.17)Das Vektorfeld jµ wird mit der elektrishen 4-er Stromdihte identi�ziert und Q mit derelektrishen Ladung.������������A. Wipf, Quantenelektrodynamik



KAPITEL 5. DIRACFELD 5.2. Lösungen der freien Diragleihung 515.2 Lösungen der freien DiragleihungZur Lösung der linearen partiellen Di�erentialgleihung (i/∂ − m)ψ = 0 setzen wir eineebene Welle an,
ψ(x) = e−ipxu mit konstantem u ∈ C 4. (5.18)Dies ist eine Lösung der Dia-Gleihung, falls

(/p−m)u = 0 =⇒ (/p+m)(/p−m)u = (p2 −m2)u (5.19)gilt. Die letzte Gleihung hat nur eine Lösung für p2 = m2 und dies ist gerade die Be-dingung dafür, dass jede Komponente von ψ die Klein-Gordon-Gleihung mit Masse merfüllt. Also liegt der 4-er Impuls auf dem Massenhyperboloid im Vorwärts- beziehungs-weise Rükwärtslihtkegel,
p ∈ Vm = V +

m ∪ V −
m mit V ±

m = {p ∈ R 4|p2 = m2,± p0 > 0} (5.20)Liegt p auf dem Hyperboloid V −
m im Rükwärtslihtkegel dann liegt −p auf dem Hyper-boloid V +

m im Vorwärtslihtkegel. Deshalb haben die Lösungen die Form
ψ(x) = e−ipxu, (/p−m)u = 0, p ∈ V +

m ,

ψ(x) = e+ipxv, (/p+m)v = 0, p ∈ V +
m . (5.21)Wegen p2 = m2 hat /p die Eigenwerte ±m. Die Eigenräume zu den Eigenwerten ±msind je 2-dimensional, da tr /p = pµtr γµ = 0 ist. Wir bezeihnen die entsprehendenEigenvektoren, die sogenannten Polarisationsvektoren, mit

u(p, σ) und v(p, σ), σ = 1, 2. (5.22)Diese sind wie folgt normiert: im Ruhesystem mit p = (m,0 ) lauten Gleihungen (5.21)für die konstanten Spinoren u und v
(γ0 − 1)u = 0 und (γ0 + 1)v = 0. (5.23)Da γ0 hermitesh ist, können wir die Eigenvektoren bezüglih dem Standard-Skalarproduktauf C 4 orthogonal wählen. Deshalb gilt im Ruhesystem des Elektrons

u†(p, σ)u(p, σ′) = v†(p, σ)v(p, σ′) = 2mδσσ′

u†(p, σ)v(p, σ′) = v†(p, σ)u(p, σ′) = 0. (5.24)������������A. Wipf, Quantenelektrodynamik



KAPITEL 5. DIRACFELD 5.2. Lösungen der freien Diragleihung 52Der Faktor 2m ist Konvention. Die Eigenvektoren von γ0 de�nieren auh die Projektorenauf die entsprehenden Eigenräume von γ0 zu den Eigenwerten ±1,
∑

σ=1,2

u(p, σ)u†(p, σ) = 2m
1 + γ0

2

∑

σ=1,2

v(p, σ)v†(p, σ) = 2m
1 − γ0

2
. (5.25)Diese Relationen gelten im Ruhesystem des Elektrons. Für den Übergang in andere Iner-tialsysteme shreiben wir sie in kovarianter Form. Dazu benutzen wir, dass wegen (5.23)im Ruhesystem die Beziehungen in (5.24) wie folgt geshrieben werden können,

ū(p, σ)u(p, σ′) = 2mδσσ′ , v̄(p, σ)v(p, σ′) = −2mδσσ′

ū(p, σ)v(p, σ′) = 0 = v̄(p, σ)u(p, σ′) (5.26)und diejenigen in (5.25) gemäÿ
∑

σ=1,2

u(p, σ)ū(p, σ) = /p+m ,
∑

σ=1,2

v(p, σ)v̄(p, σ) = /p−m. (5.27)Wir mahten von der speziellen Form des 4-er Impulses im Ruhesystem Gebrauh. BeimÜbergang in ein beliebiges Inertialsystem benutzen wir (5.5) mit dem Resultat
S(/p±m) = (/p

′ ±m)S, p′ = Λ(S)p, (5.28)Die Spinoren im Impulsraum transformieren unter Lorentz-Transformationen gemäÿ
u(p′, σ) = Su(p, σ) und v(p′, σ) = Sv(p, σ). (5.29)Nun sei S so gewählt, dass Λ(S) den Impuls p im Ruhesystem in einen beliebigen anderenImpuls auf V +

m abbildet. Dann ist
ū(p′, σ)u(p′, σ′) = ū(p, σ)S−1Su(p, σ′) = 2mδσσ′und analog

∑

σ

u(p′, σ)ū(p′, σ) = S
∑

σ

u(p, σ)ū(p, σ)S−1 (5.28)
= /p

′ +m.Ganz analog verfährt man mit den entsprehenden Ausdrüken für v(p, σ). Dies beweist,dass Orthogonalitätsrelationen (5.26) und Vollständigkeitsrelationen (5.27) in beliebigen������������A. Wipf, Quantenelektrodynamik



KAPITEL 5. DIRACFELD 5.3. Quantisierung des Dirafeldes 53Inertialsystemen, als für beliebige Teilhenimpulse, gültig sind. In den folgenden Reh-nungen sind die weiteren Identitäten
ū(p, σ)γµu(p, σ′) = v̄(p, σ)γµv(p, σ′) = 2pµδσσ′ (5.30)hilfreih. Auf beiden Seiten stehen Vektoren und es genügt, diese vektorielle Beziehung imRuhesystem des Elektrons nahzuprüfen. Im Ruhesystem ist wegen γ0u(p, σ) = u(p, σ)und ū(p, σ)γ0 = ū(p, σ)

ū(p, σ)γµu(p, σ′) = ū(p, σ)γ0γµγ0u(p, σ′).Deshalb erhalten wir Null für µ = 1, 2, 3 und mit (5.26) das Resultat 2p0δσσ′ für µ = 0.Dies ist aber gerade die Relation (5.30) im Ruhesystem des Elektrons.Die allgemeine klassishe Lösung der Dira-Gleihung lautet somit
ψ(x) =

1

(2π)3/2

∫

dµ(p)
∑

σ

(

u(p, σ)aσ(p)e
−ipx + v(p, σ)b†σ(p)e

ipx
) (5.31)mit p ∈ V +

m und beliebigen Amplituden aσ(p) und bσ(p). Der konjugierte Spinor hat dieZerlegung
ψ̄(x) =

1

(2π)3/2

∫

dµ(p)
∑

σ

(

v̄(p, σ)bσ(p)e
−ipx + ū(p, σ)a†σ(p)e

ipx
) (5.32)Mit Hilfe von (5.30) �ndet man für den 4-er Impuls (5.13) des Feldes

P ν =

∫

dµ(p)
∑

σ

pν
(

a†σ(p)aσ(p) − bσ(p)b
†
σ(p)

)

. (5.33)Insbesondere �nden wir für die Energie des Dira-Feldes den Ausdruk
H =

∫

dµ(p)ωp
∑

σ

(

a†σ(p)aσ(p) − bσ(p)b
†
σ(p)

)

, ωp = +
√p2 +m2. (5.34)Sie ist niht positiv de�nit wie für skalare oder vektorielle Teilhen.5.3 Quantisierung des DirafeldesBei der Quantisierung werden das Dira-Feld ψ und seine Fourier-Koe�zienten aσ, bσzu Operatoren auf einem Hilbert-Raum. Würden wir Vertaushungsrelationen für dieseOperatoren fordern dann wäre die Energie nah unten unbeshränkt, im Widerspruh zur������������A. Wipf, Quantenelektrodynamik



KAPITEL 5. DIRACFELD 5.3. Quantisierung des Dirafeldes 54Forderung, dass in einer relativistishen Feldtheorie das Spektrum von P µ im abgeshlos-senen Vorwärtslihtkegel liegen muÿ. Die Energie wird (bis auf eine Konstante) positiv,wenn wir kanonishe Antivertaushungsrelationen postulieren:
{aσ(p), a†σ′(p′)} = {bσ(p), b†σ′(p′)} = 2ωpδ

(3) (p − p ′) δσσ′ (5.35)
{a#

σ (p), a#
σ′(p

′)} = {b#σ (p), b#σ′(p
′)} = 0. (5.36)Hier steht a# für a oder für a†. Der Übergang von Kommutations- zu Antikommutations-regeln wird auh für die Einhaltung des Pauliprinzips führen. Zum Beispiel vershwindet

a†σ(p)a
†
σ(p) aufgrund der Antikommutationsregeln, so dass man mit a†σ(p) niht zwei Teil-hen mit denselben Quantenzahlen σ und p aus einem Fok-Vakuum erzeugen kann.In der Tat wählen wir als Hilbert-Raum den Fok-Raum über einem invarianten Va-kuumzustand |0〉, der von den Vernihtungsoperatoren annihiliert wird,

aσ(p)|0〉 = bσ(p)|0〉 = 0. (5.37)Man de�niert nun das normalgeordnete Produkt von Erzeugungs- und Vernihtungs-operatoren so, dass alle Vernihtungsoperatoren rehts und alle Erzeugungsoperatorenlinks stehen. Ist die Permutation der Umordnung ungerade, dann wird wegen der Anti-Vertaushungsrelationen noh mit−1 multipliziert.Mit 〈0|aσ(p)a†σ′(p′)|0〉 = {aσ(p)a†σ′(p′)}gilt zum Beispiel
: aσ(p)a

†
σ′(p

′) : = aσ(p)a
†
σ′(p

′) −〈0|aσ(p)a†σ′(p′)|0〉 = −a†σ′(p′)aσ(p)
: bσ(p)b

†
σ′(p

′) : = bσ(p)b
†
σ′(p

′) − 〈0|bσ(p)b†σ′(p′)|0〉 = −b†σ′(p′)bσ(p). (5.38)Der normal-geordnete Hamilton-Operator:H: =

∫

dµ(p)ωp
∑

σ

(

a†σ(p)aσ(p) + b†σ(p)bσ(p)
) (5.39)ist niht-negativ und annihiliert den Vakuumzustand. Mit den nützlihen Identitäten

[AB,C] = A{B,C} − {A,C}B und [AB,C] = A[B,C] + [A,C]B (5.40)folgen die Kommutationsregeln
[a†σ(p)aσ(p), a

†
σ′(q)] = 2ωpδ(p − q)δσσ′ a

†
σ(p)

[a†σ(p)aσ(p), aσ′(q)] = −2ωpδ(p − q)δσσ′ aσ(p). (5.41)
������������A. Wipf, Quantenelektrodynamik



KAPITEL 5. DIRACFELD 5.3. Quantisierung des Dirafeldes 55Benutzen wir diese Regeln im Kommutaor der Impulse mit dem Feld so ergibt sih
i[P µ, ψ(x)] =

i

(2π)3/2

∫

dµ(p) pµ
∑

σ

(

−u(p, σ)aσ(p)e
−ipx + v(p, σ)b†σ(p)e

ipx
)

= ∂µψ(x) (5.42)und wie erwartet erzeugen die hermiteshen P µ Vershiebungen in Raum und Zeit. DieVernihtungs- und Erzeugungsoperatoren haben die Zeitentwiklungen
ȧσ(p) = i[H, aσ(p)] = −iωpaσ(p) ⇒ aσ(t, p) = e−iωptaσ(p)

ḃ†σ(p) = i[H, b†σ(p)] = iωpb
†
σ(p) ⇒ b†σ(t, p) = eiωpt b†σ(p), (5.43)in Übereinstimmung mit der klassishen Lösung (5.31) für das Dira-Feld.5.3.1 ZweipunktsfunktionenWir berehnen die relevanten Zweipunktsfunktion des quantisierten Dirafeldes. Das Di-rafeld hat die Entwiklung (5.31) und sein konjugiertes Feld die Entwiklung (5.32).Dabei sind die Fourierkoe�zienten Operatoren im Fokraum mit den Antivertaushungs-relationen (5.35) und (5.36). Die Zweipunkt-Funktion ist der Vakuum-Erwartungswert

〈0|ψ(x)ψ̄(y)|0〉 =
1

(2π)3

∫

dµ(p)dµ(q)e−ipxeiqy
∑

σ,σ′

u(p, σ)ū(q, σ′)〈0|aσ(p)a†σ′(q)|0〉.Im letzten Erwartungswert dürfen wir das Produkt von a und a† durh ihren Antikom-mutator ersetzen und dies führt auf den Faktor 2ωpδ(p − q)δσσ′ . Wir erhalten mit (5.27)
〈0|ψ(x)ψ̄(y)|0〉 =

1

(2π)3

∫

dµ(p)e−ip(x−y)(/p+m)

= (i/∂x +m)
1

(2π)3

∫

dµ(p)e−ip(x−y).Im letzten Ausdruk steht die ZweipunktsfunktionW (x−y) = i∆+(x−y) des Skalarfeldes,und deshalb ist
iS+(x− y) ≡ 〈0|ψ(x)ψ̄(y)|0〉 = (i/∂x +m) i∆+(x− y). (5.44)Die andere niht-vershwindende Zweipunkt-Funktionen ist

〈0|ψ̄j(x)ψi(y)|0〉 = (i/∂x −m)ij i∆+(x− y). (5.45)������������A. Wipf, Quantenelektrodynamik



KAPITEL 5. DIRACFELD 5.3. Quantisierung des Dirafeldes 56Dagegen vershwinden die Vakuumerwartungswerte von zwei ψ oder zwei ψ̄,
〈0|ψi(x)ψj(y)|0〉 = 〈0|ψ̄i(x)ψ̄j(y)|0〉 = 0. (5.46)Wegen (5.35) ist der Antikommutator zweier Fermionfelder proportional zum Einheits-operator,

{ψi(x), ψ̄j(y)} = 〈0|{ψi(x), ψ̄j(y)}|0〉
= (i/∂x +m)ij i∆+(x− y) + (i/∂y −m)ij i∆+(y − x) (5.47)
= (i/∂x +m)ij i∆(x− y) = iS(x− y),wobei die Pauli-Jordanshe Kommutatorfunktion ∆(ξ) = ∆+(ξ)−∆+(−ξ) benutzt wurde.Insbesondere ist

{ψi(x), ψ̄j(y)} = 0 für (x− y)2 < 0. (5.48)Diese ungewohnte Form der Kausalitätbedingung ist physikalish sinnvoll, sind doh dieeihabhängigen ψ(x) und ψ̄(y) selbst keine Observablen. Nur eihinvariante gerade Pro-dukte des Dirafeldes kommen als Observable in Betraht. Hätten wir ψ bosonish quan-tisiert, so wäre der Antikommutator (5.47) niht ein Vielfahes von 1 und würde fürraumartig getrennte x und y auh niht vershwinden. Der Kommutator
[ψi(x), ψ̄j(y)] = (i/∂x +m)ij i (∆+(x− y) + ∆+(y − x))würde dann für raumartig separierte Argumente ebenfalls niht vershwinden. Die Stabilitäts-und Kausalitäts-Forderungen führen relativ zwangsläu�g auf fermionishe Antikommuta-tionsregeln für die Fourier-Koe�zienten des Quantenfeldes ψ.Das zeitgeordnete Produkt

Tψi(x)ψ̄j(y) = θ(x0 − y0)ψi(x)ψ̄j(y) − θ(y0 − x0)ψ̄j(y)ψi(x) (5.49)liefert den Feynman-Propagator für das Dira-Feld,
〈0|T ψ̄i(x)ψj(y)|0〉 = iSF(x− y)ij. (5.50)Die Rehnung führt auf

iSF(z) = θ(z0)(i/∂z +m) i∆+(z) + θ(−z0)(i/∂z +m) i∆+(−z)und auf der rehten Seite dürfen wir wegen δ(z0) (∆+(z) − ∆+(−z)) = 0 die Stufen-������������A. Wipf, Quantenelektrodynamik



KAPITEL 5. DIRACFELD 5.3. Quantisierung des Dirafeldes 57funktion �durh die Ableitung ziehen�. Wir erinnern uns an die De�nition des Feynman-Propagators für das skalare Feld,
∆F (z) = θ(z0)∆+(z) + θ(−z0)∆+(−z),und erhalten

SF(z) = (i/∂z +m) ∆F (z) =

∫

d4p

(2π)4

/p+m

p2 −m2 + i0
e−ipz. (5.51)Die Vakuumerwartungswerte der zeitgeordneten Produkte von ψ̄ψ sind deshalb

〈0|T ψ̄i(x)ψj(y)|0〉 = iSF(x− y)ij, (5.52)während diejenigen von ψψ und ψ̄ψ̄ vershwinden,
〈0|Tψi(x)ψj(y)|0〉 = 〈0|T ψ̄i(x)ψ̄j(y)|0〉 = 0.Shlussendlih betrahten wir noh die kovariant erhaltene Stromdihte

jµ(x) =: ψ̄(x)γµψ(x) : , (5.53)welhe auf die erhaltene Ladung
Q =

∫

x0=t

d3x :ψ†(x)ψ(x) : (5.54)führt. Die Rehnung ergibt
Q =

∑

σ

∫

dµ(p)
(

a†σ(p)aσ(p) − b†σ(p)bσ(p)
)

, (5.55)wobei das Minus von der Normalordnung von bσ(p)b†σ(p) herrührt. O�ensihtlih erhöhendie a† die Ladung um eine Einheit und die b† erniedrigen sie um eine Einheit,
[Q, a†σ(p)] = a†σ(p) und [Q, b†σ(p)] = −b†σ(p). (5.56)Damit erzeugt a†σ(p) ein Teilhen mit Quantenzahlen (p, σ) und Ladung +1 (Elektron) und

b†σ(p) ein Antiteilhen mit Quantenzahlen (p, σ) der Ladung −1 (Positron). Die Ladung
Q ist erhalten, [Q,H ] = 0, und erzeugt Eihtransformationen

eiλQψ(x)e−iλQ = e−iλψ(x). (5.57)������������A. Wipf, Quantenelektrodynamik



Kapitel 6StreumatrixDie niht-quadratishen Terme in der Lagrangedihte bedingen eine Wehselwirkung dermit dem Feld assoziierten Teilhen. Dies führt zu Emission, Absorption und Streuungvon Teilhen und diese E�ekte sollen im Folgenden untersuht werden. Zur Vorbereitungberehnen wir die Teilhenproduktion induziert von einer zeitabhängigen äuÿeren Quelle.6.1 Teilhenproduktion durh eine klassishe QuelleWir koppeln das reelle Klein-Gordon Feld an eine äuÿere klassishe Quelle. Die vorgege-bene Quelle q(x) in der Feldgleihung
(2 +m2)φ(x) = q(x), (6.1)wirke nur während einer endlihen Zeitspanne. Be�ndet sih das Quantensystem zu frühenZeiten im Vakuumzustand, dann wird es (im Shrödingerbild) im Allgemeinen nah demEin- und wieder Ausshalten der Quelle niht mehr in diesem Zustand sein. Die folgendenRehnungen sind im Heisenberg-Bild.Bevor die Quelle wirken konnte lautet die Lösung der Feldgleihung

φein(x) =
1

(2π)3/2

∫

dµ(p)
(

a(p)e−ipx + a†(p)eipx
)

. (6.2)Bei Anwesenheit der Quelle kann die Lösung zu beliebigen Zeiten mit Hilfe der retardiertenGreen-Funktion konstruiert werden,
φ(x) = φein(x) −

∫

d4y∆ret(x− y)q(y)

= φein(x) +
i

(2π)3

∫

d4y

∫

dµ(p)θ(x0−y0)
(

e−ip(x−y)− eip(x−y)
)

q(y). (6.3)58



KAPITEL 6. STREUMATRIX 6.1. Teilhenproduktion durh eine klassishe Quelle 59Nun warten wir, bis die Quelle wieder aus ist. Dann ist x0 > y0 im ganzen Integrationsge-biet und die Stufenfunktion kann durh 1 ersetzt werden. Die Lösung enthält die Fourier-Transformierte der äuÿeren Quelle für Impulse auf dem Vorwärts-Massenhyperboloid,
f(p) =

i

(2π)3/2

∫

d4y eipyq(y)
∣

∣

p0=Ep(p)
. (6.4)Wir fassen die Anteile mit positiven und negativen Frequenzen in der Lösung (6.3) zu-sammen und �nden

φ(x) =
1

(2π)3/2

∫

dµ(p)
{

(a(p) + f(p)) e−ipx +
(

a†(p) + f ∗(p)
)

eipx
} ∣

∣

p0=Ep
. (6.5)Also erhält man den Hamilton-Operator im Heisenberg-Bild nah Ausshalten der Quelleaus demjenigen des freien Feldes durh die Ersetzung a(p) → a(p) + f(p),

H =

∫

dµ(p)Ep
(

a†(p) + f ∗(p)
)

(a(p) + f(p)) . (6.6)Die Energie des Quantenfeldes im Grundzustand des freien Feldes |0〉 ist dann
〈0|H|0〉 =

∫

dµ(p)Ep|f(p)|2 =
1

2

∫

dp |f(p)|2. (6.7)Nur Fourierkoe�zienten von q(x) mit Impuls p auf der Massenshale V +
m , also in Resonanzmit den Moden des Quantenfeldes, tragen zum Integral (6.7) bei. Wir interpretieren dasResultat als Teilhenproduktion durh die zeitabhängige äuÿere Quelle q(x). Diese führtdem System Energie zu und regt Teilhenzustände an. Die Wahrsheinlihkeit dafür, Zu-stände im (invarianten) Element dµ(p) zu produzieren ist gleih |f(p)|2. Die Gesamtzahlder produzierter Teilhen ist

N =

∫

dµ(p)
∣

∣f(p)
∣

∣

2
. (6.8)Der entsprehende Prozess der Photonenerzeugung durh ein beshleunigtes Elektron,modelliert durh einen zeitabhängigen äuÿeren Strom jµ(x), heiÿt in der Quantenelektro-dynamik Bremsstrahlung.Die allgemeine Lösung (6.3) der inhomogenen Feldgleihung (6.1) ist die Summe auseiner Lösung der homogenen Gleihung und einer speziellen Lösung der inhomogenenGleihung. Wir bezeihnen die homogene Lösung mit φein. Für ein in Raum und Zeitlokalisierte Quelle q(y) konvergiert die Lösung φ gegen das einlaufende freie Feld φein.������������A. Wipf, Quantenelektrodynamik



KAPITEL 6. STREUMATRIX 6.1. Teilhenproduktion durh eine klassishe Quelle 60Ähnlih berührt die Lösung
φ(x) = φaus(x) −

∫

d4y∆av(x− y)q(y) mit ∆av(x) = −θ(−x0)∆(x) (6.9)die freie Lösung φaus zu sehr späten Zeiten. Wir nennen φaus das auslaufende freie Feld. Fürsehr späte Zeiten konvergiert φ gegen das auslaufende freie Feld φaus. Mit ∆ret −∆av = ∆folgt unmittelbar
φaus(x) = φein(x) −

∫

d4y∆(x− y)q(y). (6.10)Die Pauli-Jordan Funktion vermittelt zwishen der ein- und auslaufenden freien Lösung.Jeder der drei Terme in (6.10) ist eine Lösung der Klein-Gordon Gleihung. Wir fassen diebeiden asymptotishen freien Felder als Operatoren in einem gemeinsamen Hilbertraum
H auf. Demzufolge kann H auf zwei Weisen als Fok-Raum geshrieben werden, wobeieine unitäre Transformation, der Streuoperator S, zwishen diesen beiden Darstellungenvermittelt. Wir konstruieren nun S für das betrahtete Modell.Wir zerlegen die asymptotishen Felder in ihre Erzeugungs- und Vernihtungsopera-toren oder in die positiven und negativen Frequenzanteile,

φein(x) =
1

(2π)3/2

∫

dµ(p)
(

aein(p) e−ipx + a†ein(p) eipx
) (6.11)

φaus(x) =
1

(2π)3/2

∫

dµ(p)
(

aaus(p) e−ipx + aaus †(p) eipx
) (6.12)und de�nieren das ein- und aus-Vakuum,

aein(p)|0〉ein = 0 und aaus(p)|0〉aus = 0. (6.13)Darauf aufbauend konstruieren wir die entsprehenden Mehrteilhenzustände,
|p〉ein = a†ein(p)|0〉ein, |p,p ′〉ein = a†ein(p)a†ein(p ′)|0〉ein, . . . , (6.14)und analoge Zustände über dem Vakuum des auslaufenden freien Feldes |0〉aus. Wir inter-pretieren sie als n-Teilhenzustände vor bzw. nah dem Streuprozess. Wir werden zeigen,dass es einen eindeutigen unitären Operator S gibt, der das einlaufende und auslaufendefreie Feld verbindet,

φaus = S−1φeinS und |0〉aus = S−1|0〉ein. (6.15)
������������A. Wipf, Quantenelektrodynamik



KAPITEL 6. STREUMATRIX 6.1. Teilhenproduktion durh eine klassishe Quelle 61Die erste Eigenshaft ist äuqivalent zu
aaus(p) = S−1aein(p)S, aaus †(p) = S−1a†ein(p)S. (6.16)Die Eindeutigkeit folgt aus der Irreduzibilität der Fok-Darstellung.Bei einer Konstruktion der Streumatrix S benutzt man die Fourierdarstellung derhomogenen Lösung,

∫

d4y∆(x− y)q(y) = − 1

(2π)3/2

∫

dµ(p)
(

e−ipxf(p) + eipxf ∗(p)
)

. (6.17)Ein Vergleih mit (6.10) führt auf die Bogoliubov-Transformation
aaus(p) = aein(p) + f(p) und aaus †(p) = a†ein(p) + f ∗(p). (6.18)Wir setzen hier voraus, dass

N =

∫

dµ(p)|f(p)|2 <∞ (6.19)gilt, damit die Funktion f(p) im Hilbertraum der Einteilhen-Zustände liegt. Ist dieseBedingung niht erfüllt, dann sind die beiden mit �ein� und �aus� bezeihneten Darstel-lungen der kanonishen Vertaushungsrelationen inäquivalent zueinander und es existiertkeine unitäre Streumatrix die zwishen den beiden Darstellungen vermittelt.Wir führen einen unitären Operator
S = eB mit B +B† = 0 (6.20)ein und mahen Gebrauh von der Formel

S−1aein(p)S = aein(p) +
∞
∑

n=1

(−1)n

n!
adn(B) aein(p), (6.21)wobei ad(B) folgende lineare Abbildung auf dem Raum der linearen Operatoren ist,ad(B)A ≡ [B,A], so dass ad2(B)A = [B, [B,A]]. (6.22)Der anti-hermiteshe Operator B soll so gewählt werden, dass die Reihe in (6.21) gleih

f(p) ist, damit die rehte Seite in dieser Formel gleih aaus(p) in (6.18) ergibt. Wenn wir
[B, aein(p)] = −f(p)1������������A. Wipf, Quantenelektrodynamik



KAPITEL 6. STREUMATRIX 6.1. Teilhenproduktion durh eine klassishe Quelle 62fordern, dann briht die Reihe nah dem ersten Glied ab und wir erhalten das gewünshteErgebnis. O�ensihtlih müssen wir
B = a†ein(f) − aein(f) = −B†, a†ein(f) =

∫

dµ(p)f(p) a†ein(p) (6.23)wählen, damit gilt
S−1aein(p)S = aein(p) − [a†ein(f), aein(p)] = aein(p) + f(p) = aaus(p). (6.24)Aus den Kommutationsregeln für die Erzeugungs- und Vernihtungsoperatoren folgt

[aein(f), a†ein(f)] =

∫

dµ(p)|f(p)|2 ≡ ‖f‖2 (6.25)und deshalb können wir mit Hilfe der Baker-Campbell-Hausdor�-Formel den (inversen)Streuoperator umshreiben,
S = ea

†
ein

(f)−aein(f) = ea
†
ein

(f)e−aein(f)e−
1

2
‖f‖2

S−1 = eaein(f)−a†
ein

(f) = e−a
†
ein

(f)eaein(f)e−
1

2
‖f‖2 (6.26)Deshalb sind die beiden Vakua wie folgt verbunden,

|0〉aus = S−1|0〉ein = e−
1

2
‖f‖2

e−a
ein †(f)|0〉ein. (6.27)Also ist der Grundzustand des auslaufenden Feldes ein kohärenter Zustand für das ein-laufende Feld.Hier sind einige Bemerkungen angebraht: Einfahe Gröÿenn wie zum Beispiel dieTeilhenzahl tritt in zwei Bedeutungen auf: einmal in Bezug auf das einlaufende Feld undeinmal in Bezug auf das auslaufende Feld. Dies gilt im Prinzip für jede Observable wie zumBeispiel Impuls, Energie oder Ladung. Handelt es sih aber um eine Erhaltungsgrösse, sofallen die beiden Versionen zusammen.Ähnlih ist die Situation bei den Zuständen. A priori ist niht klar, was wir meinen,wenn wir von einem Teilhenzustand mit Impuls p sprehen, da er in zwei Versionenauftritt, als einlaufender oder als auslaufender Zustand. Wir sagen, er ist in Bezug aufdas einlaufende oder auslaufende Feld de�niert.Unabhängig vom gewählten Bild gelingt es aber, die Charakterisierung von Obser-vablen und Zuständen allein in Bezug auf das einlaufende Feld vorzunehmen. Nah denPrinzipien der Quantenmehanik sind nur Erwartungswerte entsheidend, und die Vor-shrift für ihre Berehnung muss eindeutig sein. Wie sieht dies in den beiden Bildern nunkonkreter aus:������������A. Wipf, Quantenelektrodynamik



KAPITEL 6. STREUMATRIX 6.1. Teilhenproduktion durh eine klassishe Quelle 63
• Im Heisenbergbild ist der Zustand vor und nah dem Wehselwirkungsprozess dergleihe. Er kann durh einen Vektor |Φ〉 des Fok-Raumes für das einlaufende Feldharakterisiert werden. Ist O eine Observable in Bezug auf das einlaufende Feld, sogehört dazu die Observable S−1OS nah dem Wehselwirkungsprozess. Anfänglihwar der Erwartungswert 〈Φ|O|Φ〉 und danah ist er 〈Φ|S−1OS|Φ〉.
• Im Shrödingerbild ist eine Observable vor und nah dem Wehselwirkungsprozessdie gleihe. Die konkrete Festlegung geshieht in bezug auf das einlaufende Feld. Ist
|Φ〉 der Zustand vor dem Prozess und in bezug auf das einlaufende Feld de�niert, soist SΦ der Zustand danah. Aus dem anfänglihen Erwartungswert 〈Φ|O|Φ〉 wirdwie im Heisenbergbild 〈Φ|S−1OS|Φ〉.Obwohl beide Bilder zur Beshreibungen eines Quantensystems benutzt werden dürfen, siesind ja äquivalent, wird das Shrödingerbild bei der Beshreibung von Streuexperimentenbevorzugt. Haben die beteiligten Teilhen feste Impulse, so harakterisiert man ein solhesExperiment dann durh das folgende Diagramm

S... ...p1

p2

pn

p′1

p′2

p′mHier ist |p1p2 . . . pn〉ein der einlaufende und S|p1p2 . . . pn〉ein der auslaufende Zustand.Im Experiment wird der auslaufende Zustand nah möglihen Endzuständen |p′1p′2 . . . p′m〉von m Teilhen analysiert. Die naheliegende Frage ist diejenige nah der Wahrsheinlih-keit für eine bestimmten Endzustand vonm Teilhen bei einem gegebenen Anfangszustandvon n Teilhen. Im Streuexperiment misst man jedoh niht direkt diese Wahrsheinlih-keiten, sondern die Zahl der Ereignisse pro Zeit und Stromdihte der einfallenden Teilhen(Wirkungsquershnitte). Die entsheidende Gröÿe ist dabei die Übergangsamplitude
aus〈p′1, . . . , p′m|p1, . . . , pn〉ein = aus〈p′1, . . . , p′m|S|p1, . . . , pn〉aus

= ein〈p′1, . . . , p′m|S|p1, . . . , pn〉ein (6.28)Wir kehren zu unserem lösbaren System zurük und beantworten die Frage, was die Quelle
q(x) an Teilhen abstrahlt. Wir wollen also annehmen, dass anfänglih keine Teilhen
������������A. Wipf, Quantenelektrodynamik



KAPITEL 6. STREUMATRIX 6.2. Streuoperator im allgemeinen Fall 64vorhanden waren. Also berehnen wir
ein〈p′1, . . . , p′m|S|0〉ein =

(−1)m

m!
e−

1

2
‖f‖2 ein〈p′1, . . . , p′m|

(

aein†(f)
)m |0〉ein

= (−)m e−
1

2
‖f‖2

f(p ′
1) · · · f(p ′

m), (6.29)und diese Amplituden beshreiben die Emission von Teihen. Für die Absorption von nTeilhen mit gegebenen Impulsen �nden wir die Amplitude
aus〈0|p1, . . . , pn〉ein = e−

1

2
‖f‖2

f ∗(p1) · · ·f ∗(pn). (6.30)Shliesslih gibt
|aus〈0|0〉ein|2 = e−‖f‖2 (6.31)die Wahrsheinlihkeit dafür an, dass weder Emission noh Absorption beobahtet wird.6.2 Streuoperator im allgemeinen FallWir betrahten ein wehselwirkenden Skalarfeld φ(x) und leiten einen allgemeinen Aus-druk für den Streuoperator ab. Wir setzen die Gültigkeit der kanonishen Vertaushungs-relationen voraus:

[φ(t, x ), π(t, y ] = iδ3(x − y), π =
∂L

∂(∂0φ)
. (6.32)Motiviert durh unsere Betrahtungen im letzten Abshnitt mahen wir im weiteren Vor-gehen folgende drei Annahmen:1. Es existieren asymptotishe freie Felder φein und φaus und ihre kanonish konjugier-ten Impulsfelder πein und πaus. Die freien Felder erfüllen die Vertaushungsrelation(6.32).2. Es exisitert ein gemeinsamer Hilbertraum H, auf dem alle Felder als Operatorenwirken. Die Darstellungen der kanonishen Vertaushungsrelationen für die weh-selwirkenden und asymptotishen Felder sind unitär äquivalent, d.h. zu jeder Zeit texistiert eine unitärer Operator U(t) mit

φ(t, x ) = U−1(t)φein(t, x )U(t) (6.33)
π(t, x ) = U−1(t)πein(t, x )U(t). (6.34)������������A. Wipf, Quantenelektrodynamik



KAPITEL 6. STREUMATRIX 6.2. Streuoperator im allgemeinen Fall 65Es existieren die Grenzwerte
lim
t→−∞

U(t) = 1 und lim
t→∞

U(t) = S. (6.35)Der eingeführte Streuoperator S ist unitär. d.h. jeder Operator, der zu einer festenZeit mit φein und πein vertausht, ist ein Vielfahes des Einheitsoperators.Hier sind einige Bemerkungen angebraht:1. Die Gültigkeit der kanonishen Vertaushungsrelationen (6.32) für wehselwirkende Fel-der ist ungeklärt und wurde von führenden Quantenfeldtheoretikern wie A. Wightmanund R. Streater in Frage gestellt.2. Für Theorien mit Con�nment mag die letzte Annahme zu stark sein. So treten wederQuarks noh Gluonen als asymptotishe Zustände der Quantenhromodynamik auf.Ausgehend von den Heisenberg-Gleihungen für das wehselwirkende Feld
iφ̇ = [φ,H ], iπ̇ = [π,H ] mit H = H [π, φ] (6.36)und für das einlaufende freie Feld

iφ̇ein = [φein, H0], iπ̇ein = [πein, H0] mit H0 = H0[πein, φein] (6.37)mit den entsprehenden Lösungen
φ(t, x ) = eiH∆tφ(t0, x )e−iH∆t

φein(t, x ) = eiH0∆tφein(t0, x )e−iH0∆t,wobei ∆t = t−t0 die Zeitdi�erenz bezeihnet, �ndet man die folgende Beziehung zwishendem wehselwirkenden und freien einlaufenden Feld,
φ(t, x ) = U †(∆t)φein(t, x )U(∆t) mit U(∆t) = eiH0∆te−iH∆t.Der Zeitentwiklungsoperator U erfüllt folgende Shrödingergleihung
iU̇(t) = eiH0t (H −H0) e

−iHt = eiH0tV e−iH0tU(t) ≡ VI(t)U(t), (6.38)wobei das Potential im Wehselwirkungsbild auftritt,
VI(t) =

∫

d3xV
(

φein(x)
) mit V = H−H0. (6.39)Hier ersheint das freie Feld φein, das zur frühen Zeit t0 mit φ übereinstimmt, als Argu-ment. Die formale Lösung der Shrödingergleihung (6.38) für den Evolutionsoperator im������������A. Wipf, Quantenelektrodynamik



KAPITEL 6. STREUMATRIX 6.2. Streuoperator im allgemeinen Fall 66Wehselwirkungsbild lautet
U(t, t0) = T exp

{

−i
∫ t

t0

dt′ VI(t
′)

}

. (6.40)Damit φ in der asymptotishen Vergangenheit gegen φein konvergiert, muss t0 gegen −∞streben. In Einklang mit unseren Annahmen soll der Grenzwert
U(t) = lim

t0→−∞
U(t, t0) (6.41)existieren. In der asymptotishen Zukunft konvergiert das Feld dann gegen

φ(t, x )
t→∞−→ φaus(x) = Sφein(x) (6.42)mit unitärem Streuoperator

S = lim
t→∞

t0→−∞

U(t, t0) = T exp

{

−i
∫

d4xV(x)

}

, V(x) = V
(

φein(x)
)

, (6.43)wobei im letzten Intergral über alle Raumzeitpunkte im Minkowski-Raum zu integrierenist. Anstelle von V �ndet man in der Literatur das Symbol HI oder wegen HI = −LIauh
S = T exp

{

i

∫

d4xLI(φein)

}

. (6.44)Ohne Wehselwirkung gibt es natürlih keine Streuung,
S = 1 für V = 0. (6.45)6.2.1 Eigenshaften der S-MatrixWihtige allgemeine Eigenshaften der Streumatrix (des Streuoperators), wie zum Beispieldie Lorentz-Invarianz, die Unitarität und das daraus abgeleitete optishe Theorem folgenaus den allgemeinen Prinzipien einer relativistishen Quantenfeldtheorie und sollen hierbesprohen werden.

• Lorentzinvarianz:Der Term n'ter Ordnung in der Entwiklung
S = 1 + S(1) + S(2) + . . . (6.46)������������A. Wipf, Quantenelektrodynamik



KAPITEL 6. STREUMATRIX 6.2. Streuoperator im allgemeinen Fall 67nah Potenzen des Potentials lautet
S(n) =

(−i)n
n!

∫

d4x1 . . .

∫

d4xn T V(x1) · · · V(xn). (6.47)Da V(x) ein skalare Feld ist wäre (6.47) ohne Zeitordnung o�ensihtlih eine lorentz-invariante Gröÿe. Aber hier kommt uns zugute, dass φein ein kausales Feld ist, unddeshalb V an raumartig getrennten Punkten kommutiert,
[V(x),V(y)] = 0 für (x− y)2 < 0. (6.48)Andererseits kann eine eigentlihe Lorentztransformation die Zeitordnung von zeit-oder lihtartig getrennten Ereignissen niht umkehren, da eine derartige Transfor-mation den abgeshlossenen Vorwärts- bzw. Rükwärtslihtkegel in sih abbildet.Also ist (6.47) auh mit Zeitordnung lorentz-invariant.

• Unitarität:Der Streuoperator ist der asymptotishe Limes des unitären Entwiklungsoperatorsim Wehselwirkungsbild und sollte deshalb unitär sein,
S†S = SS† = 1. (6.49)Sind |i〉 und |j〉 zwei Anfangszustände mit |i′〉 = S|i〉 und |j′〉 = S|j〉, dann gilt

〈i′|j′〉 = 〈i|S†S|j〉 =
∑

f

〈i|S†|f〉〈f |S|j〉 =
∑

f

S̄fiSfj = 〈i|j〉 = δij . (6.50)Diese Identität drükt die Erhaltung der Wahrsheinlihkeit bei einem Streuprozessaus.
• T-Matrix:Um triviale Übergänge |i〉 → |i〉, bei denen niht geshieht, unberüksihtig zu lassende�niert man die Übergangsmatrix T durh

S = 1 + iT. (6.51)Die Unitarität der Streumatrix impliziert1 = (1− iT †)(1+ iT ) = 1 + i(T − T †) + T †T,

������������A. Wipf, Quantenelektrodynamik



KAPITEL 6. STREUMATRIX 6.3. Streuamplituden und Wirkungsquershnitte 68oder auh
1

i

(

T − T †
)

= T †T. (6.52)Für die diagonalen Matrixelemente der beiden Seiten dieser Operatorgleihung folgt
1

i

(

〈i|T |i〉 − 〈i|T †|i〉
)

= 2ℑ(Tii) = 〈i|T †T |i〉 =
∑

f

〈i|T †|f〉〈f |T |i〉,oder auh
2ℑ(Tii) =

∑

f

|Tfi|2. (6.53)Diese Identität verbindet die Wahrsheinlihkeit für den Übergang von |i〉 in irgendeinen anderen Zustand |f〉 mit dem Imaginärteil der Amplitude für den Übergangdes Zustandes |i〉 in sih selbst. Es ist die Verallgemeinerung des aus der Potenti-alstreuung oder Optik bekannten optishen Theorems, nahdem der totale Streu-quershnitt proportional zum Imaginärteil der Streuamplitude in Vorwärtsrihtungist. Deshalb bezeihnet man zureht die Bezieung (6.52) als Operatorversion desoptishen Theorems. Da die linke Seite dieser Beziehung linear und die rehte Seitequadratish in der Übergangsmatrix T ist, verbindet das optishe Theorem vershie-dene Ordnungen der Störungsreihe miteinander.6.3 Streuamplituden und WirkungsquershnitteDie Streuamplituden sind die Matrixelemente der Übergangsmatrix T . Speziell erhaltenwir die invariante Amplituden
〈

{pf} |T | {pi}〉 ≡ Tfi ≡ (2π)4δ4 (Pf − Pi)Mfi (6.54)wobei Pi die Summe der 4-er Impulse aller einlaufenden und Pf aller auslaufenden Teilhenbezeihnet,
Pi =

∑

pi und Pf =
∑

pf , (6.55)und Mfi das Matrixelement
Mfi =

〈

{pf} |M| {pi}〉. (6.56)������������A. Wipf, Quantenelektrodynamik



KAPITEL 6. STREUMATRIX 6.3. Streuamplituden und Wirkungsquershnitte 69Beim Übergang von den T -Matrix- zu den M-Matrixelementen wurde die Erhaltung vonEnergie und Impuls in jedem Streuprozess berüksihtigt. Pi ist der gesamte 4-er Impulsim Anfangszustand und Pf im Endzustand.In einem Experiment werden aber (di�erentielle) Wirkungsquershnitte gemessen. Ei-ne wirklih befriedigenden Behandlung dieser wihtigen Grösse ist niht ganz einfah undwird hier auh niht angestrebt. Wir geben nur die Vorshriften zur Berehnung vonWirkungsquershnitten. Für eine ausführlihere Diskussion verweise ih auf die im Lite-raturverzeihnis angegebenen Lehrbüher.Die Einführung des di�erentiellen Wirkungsquershnitts setzt einige formale De�nitio-nen voraus: Übergangswahrsheinlihkeit, Übergangsrate, di�erentielle Übergangsrate undStromdihte.Die Übergangswahrsheinlihkeit von einem Anfangszustand |i〉 in eine Endzustand |f〉ist gegeben durh
pfi = |Tfi|2 = (2π)4δ4 (Pf − Pi)V4 |Mfi|2. (6.57)Hier ersheint das (unendlihe) Volumen V4 der Raumzeit. Dieser Faktor kommt vomquadrieren der Delta-Distribution in der De�nition (6.54) der M-Matrix. Quantisierenwir ein Feld im endlihen Volumen V4, zum Beispiel mit periodishen Randbedingungen,dann ist

V4δP =

∫

V4

d4x eiPx,wobei P einer der erlaubten 4-er Impulse im betrahteten Quantisierungsvolumen ist und
δP das Kroneker-Symbol bezeihnet. Strebt V4 gegen den Minkowski-Raum, dann strebtdie rehte Seite gegen (2π)4δ4(P ). In diesem Sinne ist die Ersetzung

(2π)8δ(P )δ(P ) = (2π)4V4δP δ
4(P ) = (2π)4V4 δ

4(P )zu verstehen. Der Volumenfaktor vershwindet, wenn wir die Übergangsrate berehnen,
Rfi = |Tfi|2/V4 = (2π)4δ4(Pf − Pi) |Mfi|2. (6.58)In einem Streuexperiment ist der Endzustand kein gebundender Zustand. Man sagt, erliegt im Kontinuum und meint damit, dass die Eigenwerte Pf im kontinuierlihen Spek-trum des 4-er Impulsoperators liegen. Deshalb führt man die sogenannte di�erentielleÜbergangsrate
dR = Rfi dNf = (2π)4δ4(Pf − Pi) |Mfi|2dNf (6.59)������������A. Wipf, Quantenelektrodynamik



KAPITEL 6. STREUMATRIX 6.3. Streuamplituden und Wirkungsquershnitte 70ein. Hier ist dNf die Anzahl Endzustände in einem Detektorelement und ist gegeben durhdas Produkt der Lorentz-invarianten Elemente im Impulsraum der auslaufenden Teilhen,
dNf ≡

∏

f

dµ(pf) =
∏

f

dpf
2E pf

. (6.60)Die im Detektor gemessene Rate hängt noh vom Fluss der einlaufenden Teilhen ab. Des-halb müssen wir noh durh den entsprehenden Flussfaktor dividieren. Für den Übergangvon 2 in N Teilhen ist der Fluss gleih
F ≡ ρ1ρ2v12, (6.61)wobei ρ1, ρ2 die Stromdihten der einlaufenden Teilhen und v12 ihre relatative Geshwin-digkeit bezeihnet. Der Faktor kann folgenermassen bestimmt werden: Für die Einteilhen-Wellenfunktion

φp(x) ≡ 〈0|φ(x)|p〉 = e−ipxist der Wahrsheinlihkeitsstrom jµ = 2 Im(φp∂µφ∗p) = 2pµ, oder in der 3 + 1 Zerlegung
j0 = ρ = 2Ep = 2γm, (6.62)wobei γ den relativistishen Faktor bezeihnet. Mit vi = pi/Ei �nden wir den Flussfaktor

F = 2E12E2|v1 − v2| = 4|E2p1 −E1p2|. (6.63)Der interessierende di�erentielle Wirkungsquershnitt ist nun das Verhältnis von di�eren-tieller Übergangsrate und Flussfaktor,
dσ ≡ dR

F
. (6.64)Sammeln wir unsere Resultate, dann ergibt sih der folgende Audruk für diese wihtigeGrösse

dσ =
1

2E1 2E2 v12

(

∏

f

dpf
2E pf

)

(2π)4δ(4)(Pf − Pi)|Mfi|2. (6.65)Sind die N auslaufenden Teilhen ununtersheidbar, dann müssen wir auf der rehtenSeite auh noh durh den Faktor N ! dividieren.
������������A. Wipf, Quantenelektrodynamik



Kapitel 7QuantenelektrodynamikNahdem wir freie Spin-1
2
und Spin-1 Felder untersuht haben, können wir uns nun derquantisierten Elektrodynamik, kurz Quantenelektrodynamik oder QED, zuwenden. UnserZiel ist ein Verständnis von ausgewählten Streuprozessen in dieser höhst erfolgreihenTheorie. In der betrahteten störungstheoretishen Entwiklung geht man von den un-gestörten freien Zuständen aus. Da aber die elektromagnetishe Wehselwirkung immerwirkt und sih niht ausshalten läÿt, sind diese Zustände unphysikalish.7.1 LagrangedihteWir beginnen mit der Lagrangedihte und den Feldgleihungen der Elektrodynamik fürwehselwirkende Photonen, Elektronen und Positronen. Die Wehselwirkung zwishen denTeilhen ergibt sih durh Ersetzen der gewöhnlihen durh die kovariante Ableitung

∂µ −→ Dµ = ∂µ + ieAµ, (7.1)so dass in Anwesenheit von elektromagnetishen Feldern die Dira-Gleihung folgender-maÿen aussieht:
(

i /D −m
)

ψ = 0 , /D = γµDµ. (7.2)Die kovariante Ableitung und der Diraoperator /D transformieren kovariant unter Eihtrans-formationen
/DA′ = eieλ /DAe

−ieλ, wobei A′
µ = Aµ − ∂µλ (7.3)ist. Falls also ψ die Dira-Gleihung im Potential A löst, so löst ψ′ = eieλψ die Dira-Gleihung im eihtransformierten Potential A′. O�ensihtlih ist die lokale Feldtransfor-71



KAPITEL 7. QED 7.1. Lagrangedihte 72mation
(A,ψ) −→ (A′, ψ′) = (A− dλ, eieλψ) (7.4)die Eihsymmetrie der Dira-Gleihung. Der zugehörige erhaltener Noetherstrom ist dieelektrishe Stromdihte der Elektronen und Positronen
jµ(x) = eψ̄(x)γµψ(x) , ∂µj

µ = 0. (7.5)Der Kommutator zweier kovarianter Ableitungen ist proportional zum Feldstärketensor,
[Dµ, Dν ] = ieFµν . (7.6)Die eihinvariante Lagrangedihte der wehselwirkenden Felder gewinnt man aus derjeni-gen für die freien Felder

L0(x) = −1

4
F µν(x)Fµν(x) + ψ̄(x)(i/∂ −m)ψ(x) (7.7)ebenfalls durh die minimale Kopplung ∂µ → Dµ, und hat deshalb hat die Form

LQED = −1

4
F µνFµν + ψ̄(i /D −m)ψ = L0 + LI, LI(x) = −Aµ(x)jµ(x). (7.8)Sie hat also die im Abshnitt 2.1.3 über klassishe Felder diskutierte Form (2.62). DasHamiltonshe Wirkungsprinzip für die lorentzinvariante Wirkung SQED =

∫

LQED führtauf die Diragleihung
(i /D −m)ψ = 0 (7.9)und die inhomogene Maxwellgleihung

∂µF
µν = jν mit jν = eψ̄γνψ. (7.10)Wie im Abshnitt 2.1.3 bereits diskutiert, ist die Elektrodynamik aufgrund der Eihin-varianz ein singuläres System � der zu A0 konjugierte Impuls vershwindet. Für diesesSystem mit Zwangsbedingungen werden wir eine Eihbedingung auferlegen müssen. Einebeliebte Eihung ist die kovariante Lorenzeihung. Hier ist die relativistishe Kovarianz injedem Shritt gewährleistet. Wir arbeiten aber zunähst in der Coulomb-Eihung. Dieseist niht manifest kovariant, führt aber relativ shnell zu interessanten Resultaten.

������������A. Wipf, Quantenelektrodynamik



KAPITEL 7. QED 7.2. QED in der Coulombeihung 737.2 QED in der CoulombeihungDurh Wahl einer geeigneten Eihfunktion λ in (7.4) kann man immer die transversaleEihung erreihen,
∇ ·A′ = ∇ ·A−△λ !

= 0. (7.11)Im Gegensatz zum freien Fall kann man aber niht simultan A0 = 0 fordern. Aber A0wird zu einer abhängigen Variablen, die über die Feldgleihungen eliminiert werden kann.Das Gauÿ-Gesetz
∇ · E = ρ mit ρ = eψ†ψ, E = −∇A0 −

∂A
∂t

(7.12)impliziert in der transversalen Eihung
△A0 = −ρ (7.13)Die Lösung dieser Poissongleihung kennen wir aus der Elektrostatik

A0(t, x ) =
1

4π

∫

ρ(t, y)

|x − y |d3y, (7.14)also wird A0 ein Funktional von ρ = eψ†ψ. Wir zerlegen das elektrishe Feld in einentransversalen und longitudinalen AnteilE = −∂A
∂t

−∇A0 ≡ Etr + El. (7.15)Allgemein nennt man ein Gradientenfeld longitudinal und ein quellenfreies nennt mantransversal. Transversale und longitudinale Felder sind senkreht in L2(R 3) × R 3,
∫

d3xVtr ·Vl =

∫

d3xVtr · ∇ϕ = −
∫

d3x (∇ ·Vtr)ϕ = 0und entsprehend kann die Lagrangedihte für das Photonenfeld durh
Lγ =

1

2

(E 2
tr + E 2

l −B2
) (7.16)ersetzt werden. Da der Diraterm keine Zeitableitungen des Potentials enthält, sind diezu den Potentialen A0 und A konjugierten Impulsfelder π0 = 0 und πi = Ei. Das zu

ψ konjugierte Impulsfeld ist genauso wie in der freien Diratheorie proportional zum������������A. Wipf, Quantenelektrodynamik



KAPITEL 7. QED 7.3. Streuung am äuÿeren Potential 74adjungierten Feld, πψ = iψ†. Deshalb ergibt sih die Hamiltondihte
H = πiȦ

i + πψψ̇ − L = −E ·Ȧ+ iψ†ψ̇ − L = Hγ + He + Hint (7.17)Führt man die aus der Diratheorie bekannten Matrizen β = γ0 und αi = γ0γi ein undsetzt αi∂i = α · ∇, dann shreiben sih die drei Beiträge zur Hamiltondihte wie folgt,
Hγ =

1

2
E 2
tr +

1

2
B2

He = ψ† (−iα · ∇ + βm)ψ (7.18)
Hint = jµAµ −

1

2
E 2
l .Es sind die Dihten für das Photonfeld in der Coulombeihung, für das Dirafeld und derWehselwirkungsterm. Die zum Wehselwirkungsterm gehörige Energie kann mit Hilfevon ∇ · El = ρ noh umgeformt werden. Wir beahten

∫

d3xρA0 =

∫

(∇ · El)A
0 = −

∫ El · ∇A0 =

∫ E 2
l ≡ 2Hcoul,und deshalb ist

Hint = Hcoul −
∫ j ·A mit Hcoul =

e2

8π

∫

ρ(t, x )ρ(t, y)

|x − y | d3xd3y. (7.19)Das longitudinale FeldEl oder letztlih das PotentialA0 bestimmt die instantane Coulomb-Wehselwirkung zwishen zwei Ladungen. Da A in Hint transversal ist, ist in der Form(7.19) das longitudinale Feld vollständig eliminiert zugunsten der instantanen Coulomb-Wehselwirkung.Quantisiert wird durh Übergang zu Feldoperatoren und durh Weglassen der Null-punktsenergien. Letzteres kann mit Hilfe des Normalproduktes von H erreiht werden,
H =

∫ :Hγ + He + Hint: d3x. (7.20)Die auftretenden Divergenzen bei der Berehnung von beobahtbaren Gröÿen könnendurh eine Rede�nition der Masse, Ladung und Felder absorbiert werden.7.3 Streuung am äuÿeren PotentialWir betrahten zunähst die Streuung eines Elektrons an einem äuÿeren elektrostatishenPotential (A0,A = 0), welhes durh das Elektron niht beein�usst wird. Das Elektron������������A. Wipf, Quantenelektrodynamik



KAPITEL 7. QED 7.3. Streuung am äuÿeren Potential 75wird als Probeteilhen im gegebenen klassishen Feld betrahtet. Seine Rükwirkung aufdas Potential wird vernahlässigt.Nah den Überlegungen von Abshnitt 7.2 ist die Hamiltondihte gegeben durh
Hint =

∫

ρA0
ext d

3x, (7.21)wobei ρ = e :ψ†
einψein: die gestreuten Teilhen beshreibt. Wir benutzten, dass im Wehsel-wirkungsbild das freie einlaufende Feld in Hint auftritt. Im Gegensatz zu (7.19) tritt hierkein Faktor 1/2 auf, weil es sih um Streuung an einem äuÿeren Feld handelt und nur derTerm jµA

µ
ext einen veränderlihen Beitrag zur Energiedihte liefert. Die S-Matrixelementefür den Übergang vom Anfangszustand |i〉 in den Endzustand |f〉 6= |i〉 ist dann gegebendurh

Sfi =
〈

f
∣

∣T exp

{

−ie
∫

d4x :ψ†
ein(x)ψein(x):A0

ext(x)

}

∣

∣i
〉

= −ie
〈

f
∣

∣

∫

d4x :ψ†
ein(x)ψein(x):A0

ext(x)
∣

∣i
〉

+O(e2) (7.22)Dabei sind die Anfangs- und Endzustand Einelektronenzustände mit festen Impulsen undHelizitäten,
|i〉 = a†σ(p)|0〉 und |f〉 = a†σ′(p

′)|0〉. (7.23)Das in erster Ordnung Störungstheorie auftretende Matrixelement lautet damit
S

(1)
fi = −ie

∫

d4x〈0|aσ′(p′):ψ†
ein(x)ψein(x):a†σ(p)|0〉A0

ext(x).Zur Berehnung der auftretenden Vakuumamplitude setzen wir die Modenentwiklung fürdas einlaufende Feld ein. Wir unterdrüken dabei den Index �ein� an den Operatoren. Eslohnt sih hier, das Dirafeld in seinen positiven und negativen Energieanteil zu zerlegen,
ψ = ψ+ + ψ− mit ψ+(x) =

1

(2π)3/2

∫

dµ(p)
∑

σ

u(p, σ)aσ(p)e
−ipx

ψ−(x) =
1

(2π)3/2

∫

dµ(p)
∑

σ

v(p, σ)b †σ(p) e
ipx. (7.24)Der Teil ψ+ enthält nur Vernihtungsoperatoren und ψ− nur Erzeugungsoperatoren. Wirerinnern uns an die Antikommutationsregeln (5.35,5.36) für die Koe�zienten des einlau-fenden Feldes und daran, dass das Vakuum von den a und b annihiliert wird. Daraus folgt������������A. Wipf, Quantenelektrodynamik



KAPITEL 7. QED 7.3. Streuung am äuÿeren Potential 76unmittelbar
〈0|aσ′(p′):ψ†(x)ψ(x):a†σ(p)|0〉 = 〈0|aσ′(p′):ψ+†(x)ψ+(x):a†σ(p)|0〉

+ 〈0|aσ′(p′):ψ−†(x)ψ−(x):a†σ(p)|0〉. (7.25)Der erste Term auf der rehten Seite ist
1

(2π)3

∫

dµ(q ′)dµ(q)
∑

ρ′,ρ

u†(q′, ρ′)u(q, ρ)ei(q
′−q)x〈0|aσ′(p′)a†ρ′(q′)aρ(q)a†σ(p)|0〉Wegen aρ(q)|0〉 = 0 dürfen wir die beiden letzten Operatoren im Vakuum-Erwartungswertdurh ihren Antikommutator ersetzen. Dasselbe gilt dann auh für die beiden ersten Oper-toren und wir erhalten

〈0|aσ′(p′)a†ρ′(q′)aρ(q)a†σ(p)|0〉 = 2Ep2Ep′δ
(3)(p − q)δ(3)(p ′ − q ′)δσρδσ′ρ′Die Integrationen und Summationen können leiht ausgeführt werden und der erste Termauf der rehten Seite von (7.25) lautet

1

(2π)3
ei(p

′−p)xu†(p′, σ′)u(p, σ) (7.26)Der zweite Term auf der rehten Seit in (7.25) vershwindet,
1

(2π)3

∫

dµ(q ′)dµ(q)
∑

ρ′,ρ

v†(q′, ρ′)v(q, ρ)ei(q−q
′)x〈0|aσ′(p′):bρ′(q′)b †ρ (q):a†σ(p)|0〉 = 0,da wegen der Normalordnung bρ′(q′) direkt auf das Vakuum wirkt. Damit �nden wir dasMatrixelement

S
(1)
fi = − ie

(2π)3

∫

d4xei(p
′−p)xA0

ext(x)u
†(p′, σ′)u(p, σ). (7.27)In erster Ordnung Störungstheorie werden die S-Matrixelemente durh die Fouriertrans-formierte des äuÿeren Potentials bestimmt. Wählen wir die Streuung am Kern mit Cou-lombpotential

A0
ext(x) = − 1

4π

Ze

|x | , (7.28)
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KAPITEL 7. QED 7.3. Streuung am äuÿeren Potential 77dann erhält man
∫

d4xA0
ext(x)e

i(p′−p)x = −Ze
2
δ(E − E ′)

∫

ei(p−p′)x
|x | = −2πδ(E ′ − E)

Ze

|p − p ′|2 ,und entsprehend das S-Matrixelement
Sfi =

ie

(2π)2
δ(E ′ − E)

Ze

|p − p ′|2 u
†(p′, σ′)u(p, σ). (7.29)Die δ-Distribution besagt, daÿ das gestreute Elektron die gleihe Energie wie das ein-laufende Elektron haben muÿ, da das statishe Potential weder Energie aufnehmen nohabgeben kann.Die Übergangsrate ist gegeben durh |Sfi|2, dividiert durh die Dauer der Wehselwir-kung. Diese kann man über folgende Betrahtung einführen,

δ(E ′ −E) =
1

2π
lim
T→∞

∫ T/2

−/T/2

ei(E−E′)tdt
E→E′

−→ T

2π
. (7.30)Also nehmen wir beim quadrieren der Amplitude folgende Ersetzung vor,

|δ(E ′ −E)|2 −→ T

2π
δ(E ′ − E) (7.31)und �nden die Übergangsrate

|Sfi|2
T

=
4Z2α2

(2π)3

|u†(p′, σ′)u(p, σ)|2
|p − p ′|4 δ(E ′ − E) (7.32)Den Wirkungsquershnitt für die Streuung erhält man durh Multiplikation mit demPhasenraumelement dµ(p ′) der Endzustände und Division durh den einfallenden Fluÿ

(2π)−3|p|/E. Dann erhalten wir für die Übergangswahrsheinlihkeit in die Endzuständein das Impulsintervall dp ′ um p ′ den Ausdruk
dσ =

|Sfi|2
T

(2π)3E

|p| dµ(p ′) = 4Z2α2 |u†(p′, σ′)u(p, σ)|2
|p − p ′|4

E

|p|dµ(p ′)δ(E ′ −E). (7.33)Den di�erentiellen Wirkungsquershnitt bezüglih des Raumwinkels Ω des gestreutenElektrons erhält man nah Integration über |p ′|. Mit
dµ(p) =

1

2
|p|dEdΩ (7.34)

������������A. Wipf, Quantenelektrodynamik



KAPITEL 7. QED 7.3. Streuung am äuÿeren Potential 78ergibt die Integration über |p ′| als
dσ

dΩ
= 2Z2α2E

|u†(p′, σ′)u(p, σ)|2
|p − p ′|4

∣

∣

∣

E′=E
(7.35)Wir wollen annehmen, daÿ das einlaufende Elektron unpolarisiert ist und daÿ wir die Po-larisation der gestreuten Teilhen niht beobahten. Dann müssen wir über die Polarisa-tionrihtungen der einlaufenden Elektronen mitteln und über die Polarisationsrihtungenim Endzustand summieren.Wir sehen uns die Mittelung bzw. Summation über die Spinfreiheitsgrade an. Mit Hilfevon (5.27) ergibt sih

1

2

∑

σ,σ′

|u†(p′, σ′)u(p, σ)|2 =
1

2

∑

σ,σ′

ū(p′, σ′)γ0u(p, σ)ū(p, σ)γ0u(p′, σ′)

=
1

2

∑

σ′

ū(p′, σ′)γ0(/p+m)γ0u(p′, σ′)

=
1

2
tr (u(p′, σ′)ū(p′, σ′)γ0(/p+m)γ0

)

=
1

2
tr (/p′ +m)γ0(/p+m)γ0. (7.36)Hier treten erstmalig Spuren von Produkten von Gamma-Matrizen auf. Bei der Bereh-nung von Wirkungsquershnitten und Zerfallsraten in der QED stöÿt man immer aufderartige Spuren. Inzwishen gibt es Computerprogramme, die uns die Arbeit abnehmen.Trotzdem sollte man die Spuren der einfahen Produkte von Gamma-Matrizen kennen.Hier einige ausgewählte Resultate:tr (γµγν) = 4gµν (7.37)tr (γµ1 · · ·γµn) = 0 für ungerade n (7.38)tr (γµγνγαγβ) = 4(gµνgαβ + gµβgνα − gµαgνβ) (7.39)Die erste Beziehung folgt aus der de�nierenden Relation der Cli�ordalgebra. Zum Beweisder zweiten Identität benutzen wir die mit allen γµ antikommutierende hermiteshe Matrix

γ5 = iγ0γ1γ2γ3. Wegen der Zyklizität der Spur und mit γ2
5 = 1 folgttr (γµ1 · · · γµn) = tr (γ5γ

µ1γ5γ5γ
µ2 · · · γ5γ5γ

µnγ5) = (−1)ntr (γµ1 · · · γµn).Also vershwindet die Spur für ungerade n. Zum Beweis der letzten Identität formen wirtr γµγνγαγβ um, indem wir γµ zyklish nah rehts vertaushen und dann mit Hilfe der������������A. Wipf, Quantenelektrodynamik



KAPITEL 7. QED 7.3. Streuung am äuÿeren Potential 79Antivertaushungsrelationen durh die anderen γ-Matrizen �durhziehen�,tr γµγνγαγβ = tr γνγαγβγµ = 2gβµtr γνγα − tr γνγαγµγβ
= 2gβµtr γνγα − 2gαµtr γνγβ + tr γνγµγαγβ
= 2gβµtr γνγα − 2gαµtr γνγβ + 2gνµtr γαγβ − tr γµγνγαγβ.Diese Identität lösen wir nah tr γµγνγαγβ und berehnen die Spuren der Produkte vonzwei γ-Matrizen mit Hilfe von (7.37). Es ergibt sih die Formel (7.39). Nun berehnen wirdie Spur in (7.36). Es isttr (/p′γ0

/pγ
0) = p′µpνtr γµγ0γνγ0 = 8EE ′ − 4pp′ (7.40)und damit folgt, wenn wir noh die Energieerhaltung ausnutzen,

1

2

∑

σ,σ′

|u†(p′, σ′)u(p, σ)|2 = 4E2 − 2pp′ + 2m2 = 2(E2 + p · p ′ +m2). (7.41)Wir führen den Streuwinkel ein,
cosϑ =

p ′ · p
|p ′| |p| , 0 ≤ ϑ ≤ π. (7.42)Damit vereinfaht sih die Spinsumme zu

1

2

∑

σ,σ′

|u†(p′, σ′)u(p, σ)|2 = 2
(

2m2 + p2(1 + cosϑ)
)

= 4

(

m2 + p2 cos2 ϑ

2

) (7.43)Mit Hilfe von |p|/E = β und E = γm kann der Klammerausdruk vereinfaht werden,
m2 + p2 cos2 ϑ

2
= E2

(

1 − β2 sin2 ϑ

2

)Beahten wir noh, daÿ
(p − p ′)2 = 2p2 − 2p ′ · p = 2p2(1 − cosϑ) = 4p2 sin2 ϑ

2
, (7.44)dann vereinfaht sih die Formel für den Wirkungsquershnitt für unpolarisierte Streuung,

dσ

dΩ

∣

∣

unpol
=
Z2α2

2

E3

|p|4 sin4 ϑ/2

(

1 − β2 sin2 ϑ

2

) (

E2

4
statt E3

2

) (7.45)Die ist die Mottshe Streuformel. Im nihtrelativistishen Grenzfall sind die Impulse klein������������A. Wipf, Quantenelektrodynamik



KAPITEL 7. QED 7.4. Paarvernihtung 80gegenüber der Ruhemasse des Elektrons und die Mottshe Streuformel geht in die Ru-therfordshe Formel über.
dσ

dΩ

∣

∣

unpol
=

(

Ze2

4π

)2
1

E2
kin

1

16 sin4 ϑ/2
, Ekin =

p2

2m
, (|p| ≪ m). (7.46)Im extrem relativistishen Grenzfall ergibt sih dagegen

dσ

dΩ

∣

∣

unpol
=

(

Ze2

4π

)2
cos2 ϑ/2

4p2 sin4 ϑ/2
, (|p| ≫ m). (7.47)7.4 PaarvernihtungDie Paarvernihtung (Annihilation) von Materie mit Antimaterie führt auf eindrükliheWeise die Äquivalenz von Masse und Energie vor. Die Elektron-Positron Paarvernihtungwurde bereits 1928 von P. Dira im Rahmen seiner Löhertheorie berehnet. Hier gebenwir eine systematishe feldtheoretishe Ableitung des zugehöringenWirkungsquershnitts1

γ γ

e− e+

p− p+

k1, λ1 k2, λ2

b

Die Impulse und Polarisationender am Prozess beteiligten Teil-hen sind in der nebenstehen-den Abbildung angedeutet. DieAnfangs- und Endzustände sind
|e−e+〉 = a†σ1

(p1)b
†
σ2

(p2)|0〉
|γγ〉 = a†λ1

(k1)a
†
λ2

(k2)|0〉In führende Ordnung der Stö-rungstheorie trägt nur der zweiteTerm in der Wehselwirkung Hint in (6.46) bei und
S

(2)
fi = (−ie)2

∫

x0

1
>x0

2

d4x1d
4x2〈ji(x1)j

j(x2)|e−e+〉 〈γγ|Ai(x1)A
j(x2)|0〉. (7.48)mit ji = :ψ̄γiψ:. Das Photonenmatrixelement ist nah Einsetzen vonA(x) =

1

(2π)3/2

∫

dµ(k)
(

aλ(k)ǫ(k , λ)e−ikx + a†λ(k)ǫ(k , λ)eikx
) (7.49)1Wir folgen N. Straumann, [5℄.
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KAPITEL 7. QED 7.4. Paarvernihtung 81shnell berehnet. Dazu bestimmen wir in
〈γγ|Ai(x1)A

j(x2)|0〉 =
1

(2π)3

∫

dµ(q)dµ(q ′)〈0| . . . |0〉ǫi(q , λ)ǫj(q ′, λ′)eiqx1+iq′x2

〈0| . . . |0〉 = 〈0|aλ2
(k2)aλ1

(k1)a
†
λ(q)a†λ′(q ′)|0〉das Matrixelement des Produkts der a und a†,

〈0| . . . |0〉 = 2ωk1δ(k1 − q)〈0|aλ2
(k2)(q)a†λ′(q ′)|0〉δλ1,λ

+〈0|aλ2
(k2)a

†
λ(q)aλ1

(k1)a
†
λ′(q ′)|0〉

= 2ωk12ωk2
{

δ(k1 − q)δ(k2 − q ′)λλ1,λδλ2,λ′ + (1 ↔ 2)
}Die Integration über die Impulse ergibt für den photonishen Faktor

〈γγ|Ai(x1)A
j(x2)|0〉 =

1

(2π)3

{

ei(k1, λ1)e
ik1x1ej(k2, λ2)e

ik2x2 + (1 ↔ 2)
}

. (7.50)Setzt man eµ := (0, ǫ) für beide Photonen, dann �ndet man
S

(2)
fi =

(−ie)2

(2π)3

∫

x0

1
>x0

2

d4x1d
4x2〈0|:ψ̄(x1)γ

µψ(x1)::ψ̄(x2)γ
νψ(x2):|e−e+〉

×
{

eµ(k1, λ1)e
ik1x1eν(k2, λ2)e

ik2x2 + (1 ↔ 2)
} (7.51)Nun bestimmen wir das verbleibende Matrixelement des Produkts von fermionishen Ope-ratoren. Wie bei der Streuung im äuÿeren Potential zerlegen wir das Elektron-PositronFeld in seine positiven und negativen Frequenzanteile,

ψ(x) =
1

(2π)3/2

∫

dµ
∑

σ

(

u(p, σ)aσ(p)e
−ipx + v(p, σ)b†σ(p)e

ipx
)

= ψ+(x) + ψ−(x)

ψ̄(x) =
1

(2π)3/2

∫

dµ
∑

σ

(

v̄(p, σ)bσ(p)e
−ipx + ū(p, σ)a†σ(p)e

ipx
)

= ψ̄+(x) + ψ̄−(x) (7.52)Im Teilhenbild wirken sie wie folgt:
ψ+ vernihtet Elektronen,
ψ− erzeugt Positronen,
ψ̄+ vernihtet Positronen
ψ̄− erzeugt Elektronen.
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KAPITEL 7. QED 7.4. Paarvernihtung 82Nah der Normalordnung stehen die positiven Frequenzanteile mit den Vernihtungsope-ratoren rehts, :ψ̄γµψ: = (γµ)αβ
(

ψ̄+
αψ

+
β + ψ̄−

αψ
+
β + ψ̄+

αψ
−
β + ψ̄−

αψ
−
β

)

= (γµ)αβ
(

ψ̄+
αψ

+
β + ψ̄−

αψ
+
β − ψ−

β ψ̄
+
α + ψ̄−

αψ
−
β

)Für einen beliebigen Zustand |Φ〉 gilt
〈0|:ψ̄γµψ:|Φ〉 = 〈0|ψ̄+γµψ+|Φ〉, (7.53)und damit die rehte Seite niht vershwindet, muss Φ ein Elektron-Positron Zustand sein.Deshalb tragen im Matrixelement in (7.51) nur zwei Terme bei,

〈0|:ψ̄(x1)γ
µψ(x1)::ψ̄(x2)γ

νψ(x2):|e−e+〉
= (γµ)αβ(γ

ν)γδ〈0|ψ̄+
α (x1)ψ

+
β (x1)ψ̄

−
γ (x2)ψ

+
δ (x2)|e−e+〉 (7.54)

−(γµ)αβ(γ
ν)γδ〈0|ψ̄+

α (x1)ψ
+
β (x1)ψ

−
δ (x2)ψ̄

+
γ (x2)|e−e+〉Wir betrahten zuerst das erste Matrixelement auf der rehten Seite. Wir bringen ψ̄+

α (x1)rehts von ψ̄−
γ (x2). Dabei treten weder Vorzeihenwehsel noh zusätzlihe Terme auf, dadie Komponenten von ψ̄+ nur mit denjenigen von ψ− niht antikommutieren. Der ersteTerm in (7.54) wird somit

(γµ)αβ(γ
ν)γδ〈0|ψ+

β (x1)ψ̄
−
γ (x2)ψ̄

+
α (x1)ψ

+
δ (x2)|e−e+〉

= (γµ)αβ(γ
ν)γδ〈0|ψ+

β (x1)ψ̄
−
γ (x2)|0〉〈0|ψ̄+

α (x1)ψ
+
δ (x2)|e−e+〉. (7.55)Im zweiten Term in (7.54) vertaushen wir

µ↔ ν, (α, β) ↔ (γ, δ), x1 ↔ x2.Der Photonenfaktor in (7.51) bleibt dabei invariant aber in (7.51) müssen wir nun über dasGebiet x0
2 > x0

1 integrieren. Nah den Vertaushungen bringen wir den zweiten Operatoran die letzte Stelle. Dabei ändert das Vorzeihen niht, und der zweite Term in (7.54)lautet
(γµ)αβ(γ

ν)γδ〈0|ψ̄+
γ (x2)ψ

−
β (x1)ψ̄

+
α (x1)ψ

+
δ (x2)|e−e+〉

= (γµ)αβ(γ
ν)γδ〈0|ψ̄+

γ (x2)ψ
−
β (x1)|0〉〈0|ψ̄+

α (x1)ψ
+
δ (x2)|e−e+〉. (7.56)Das letzten Matrixelemente in (7.55) und (7.56) sind gleih und mit Hilfe von (7.52)problemlos zu berehnen. Das Elektron habe Quantenzahlen (p1, σ1) und das Positron die������������A. Wipf, Quantenelektrodynamik



KAPITEL 7. QED 7.4. Paarvernihtung 83Quantenzahlen (p2, σ2). Dann gilt
〈0|ψ̄+

α (x1)ψ
+
δ (x2)|e−e+〉 =

1

(2π)3

∫

dµ(p)dµ(p ′)v̄α(p, σ)uδ(p
′, σ′)e−ipx1−ip′x2〈0| . . . |0〉

〈0| . . . |0〉 = 〈0|bσ(p)aσ′(p′)a†σ1
(p1)b

†
σ2

(p2)|0〉
= 2ωp12ωp2δ

3(p1 − p ′)δ3(p2 − p)δσ′,σ1
δσ,σ2und deshalb gilt

〈0|ψ̄+
α (x1)ψ

+
δ (x2)|e−e+〉 =

1

(2π)3
v̄α(p2, σ2)uδ(p1, σ1)e

−ip2x1−ip1x2. (7.57)In den Vakuumerwartungwerten in den rehten Seiten von (7.55) und (7.56) können wirdie Indizes (±) wieder weglassen,
〈0|ψ+

β (x1)ψ̄
−
γ (x2)|0〉 = 〈0|ψβ(x1)ψ̄γ(x2)|0〉

〈0|ψ̄+
γ (x1)ψ

−
β (x1)|0〉 = 〈0|ψ̄γ(x2)ψβ(x1)|0〉 (7.58)Nun können wir (7.58,7.57) in (7.55,7.56) einsetzen. Dies führt zu folgender Darstellungvon (7.51)

S
(2)
fi =

(−ie)2

(2π)6

∫

d4x1d
4x2

{

eµ(k1, λ1)e
ik1x1eν(k2, λ2)e

ik2x2 + (1 ↔ 2)
}

×v̄α(p2, σ2)e
−ip2x1γµαβ

[

〈0|ψβ(x1)ψ̄γ(x2)|0〉θ(x0
1 − x0

2) (7.59)
−〈0|ψ̄γ(x2)ψβ(x1)|0〉θ(x0

2 − x0
1)
]

e−ip1x2γνγδuδ(p1, σ1).Zwishen den ekigen Klammern steht der Feynman-Propagator iSF (x1 − x2)βγ , so dass
S

(2)
fi =

(−ie)2

(2π)6

∫

d4x1d
4x2

{

eµ(k1, λ1)e
ik1x1eν(k2, λ2)e

ik2x2 + (1 ↔ 2)
}

×v̄(p2, σ2)γ
µiSF (x1 − x2)γ

νu(p1, σ1)e
−ip2x1−ip1x2 (7.60)Setzen wir die Fourierdarstellung des Feynman-Propagators ein, dann können die Inte-grationen über x1 und x2 ausgeführt werden,

∫

d4x1d
4x2e

ix1(k1−p2)+ix2(k2−p1)SF (x1 − x2)

=
1

(2π)4

∫

d4x1d
4x2d

4p eix1(k1−p2−p)+ix2(k2−p1+p) /p+m

p2 −m2 + iǫ������������A. Wipf, Quantenelektrodynamik



KAPITEL 7. QED 7.4. Paarvernihtung 84
=

1

(2π)4

∫

d4p (2π)8δ4(k1 − p2 − p)δ4(k2 − p1 + p)
/p+m

p2 −m2 + iǫ

= (2π)4δ4(k1 + k2 − p1 − p2)
/k1 − /p2

+m

(k1 − p2)2 −m2 + iǫEingesetzt in (7.60) ergibt sih
Sfi = −i(2π)4δ4(k1 + k2 − p1 − p2)Tfi (7.61)mit dem T -Matrixelement

Tfi =
e2

(2π)6
v̄(p2, σ2)

{

/ǫ(k1, λ1)
/p1

− /k2 +m

(p1 − k2)2 −m2 + iǫ
/ǫ(k2, λ2)

+/ǫ(k2, λ2)
/p1

− /k1 +m

(p1 − k1)2 −m2 + iǫ
/ǫ(k1, λ1)

}

u(p1, σ1) (7.62)Dieses Resultat stellen wir graphish dar. Der erste Term in (7.62) entspriht dem linkenDiagramm und der zweite Term dem rehten Diagramm.
p1 p2 p1 p2

p1 − k2 p1 − k1

k2, λ2 k1, λ1 k2, λ2 k1, λ1

Anhand der bei der Berehnung der Paarvernihtung gemahten Manipulationen kannman folgende partielle Regeln für die Berehnung von T -Matrixelementen aufstellen.
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KAPITEL 7. QED 7.5. Compton-Streuung und Eihinvarianz 851. Äussere Linien: Faktor
b einlaufendes Elektron u(p)

b einlaufendes Positron v̄(p)

b

auslaufendes Elektron ū(p)

b

auslaufendes Positron v(p)

b

einlaufendes Photon ǫµ(k, λ)

b auslaufendes Photon ǫµ(k, λ)2. Vertizes: An jedem Vertex ist ein Faktor eγµ anzubringen und an jedem Vertex giltder Energie-Impulssatz, d.h. die Summe aller an einem Vertex einlaufenden 4-erImpulse ist Null.3. Innere Elektronenlinie: Für eine innere Elektronenlinie setze man den Faktor
/p+m

p2 −m2 + iǫ
. (7.63)4. Faktoren: Hinzu kommen noh Faktoren (2π)#, (−1)#, (i)#, die wir später angebenwerden.Die vershiedenen Faktoren sind von rehts nah links zu notieren, in dem man der Pfeil-rihtung folgt. Die Pfeilrihtung gibt den Fluss der negativen elektrishen Ladung an.7.5 Compton-Streuung und EihinvarianzDie Compton-Streuung

γ + e− −→ γ + e− (7.64)ist mit der Paarvernihtung verwandt: eine äuÿere Photonlinie und ein äuÿeres Elektronvertaushen ihre Rollen. Damit haben die beiden auftretenden Feynman-Diagramme fol-gende Gestalt:
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KAPITEL 7. QED 7.5. Compton-Streuung und Eihinvarianz 86
p1

p2

p1

p2

p1 − k2 p1 + k1

k2, λ2

k1, λ1

k2, λ2

k1, λ1Die Feynman-Regeln führen für diesen Prozess auf das folgende T -Matrixelement in tiefs-ter nihtvershwindender Ordnung der Störungstheorie
Tfi =

e2

(2π)3
ū(p2, σ2)

{

/ǫ(k1, λ1)
/p1

− /k2 +m

(p1 − k2)2 −m2 + iǫ
/ǫ(k2, λ2)

+/ǫ(k2, λ2)
/p1

+ /k1 +m

(p1 + k1)2 −m2 + iǫ
/ǫ(k1, λ1)

}

u(p1, σ1) (7.65)Die Herleitung dieser Amplitude ist eine lehrreihe Übungsaufgabe. Wir wollen stattdessendie Eihinvarianz der Compton-Streuamplitude beweisen. Bei einer Umeihung Aµ →
Aµ + ∂µλ des Photonenfeldes ändert der Polarisationsvektor ǫµ(k) einer ebenen Welle
ǫµe

−ikx gemäÿ
ǫµ(k) → ǫµ(k) + akµ. (7.66)In der Coulomb-Eihung ist kµǫµ = −k · ǫ = 0 und diese Eigenshaft bleibt wegen k2 = 0bei einer Umeihung erhalten.Wir werden nun beweisen, dass das T -Matrixelement (7.65) eihinvariant ist. Wirbenutzen in

Tfi =
e2

2(2π)3
ū(p2, σ2)

{

/ǫ2
/p1

+ /k1 +m

p1k1
/ǫ1 − /ǫ1

/p1
− /k2 +m

p1k2
/ǫ2

}

u(p1, σ1)die Identität /p/ǫ = −/ǫ/p + 2(p, ǫ) und die Diragleihung /pu = mu, um die Zähler umzu-formen,
Tfi =

e2

(2π)3
ū(p2, σ2)

{

/ǫ2
2(p1, ǫ1) + /k1/ǫ1

p1k1
− /ǫ1

2(p1, ǫ2) − /k2/ǫ2
p1k2

}

u(p1, σ1). (7.67)
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KAPITEL 7. QED 7.6. Møller-Streuung und Photonpropagator 87Bei einer Eihtransformation (7.66) treten folgende Zusatzterme zwishen den geshweif-ten Klammern auf,
a/k2

(

2p1 · ǫ1
p1 · k1

+
/k1/ǫ1
p1 · k1

)

+2a/ǫ2 − a/k1

(

2p1 · ǫ2
p1 · k2

−
/k2/ǫ2
p1 · k2

)

−2a/ǫ1 + 2a2(/k2 − /k1). (7.68)Mit der Energie-Impulserhaltung k2 − k1 = p1 − p2 ist der letzte Term gleih 2a2(/p1
− /p2

).Zwishen ū(p2) und u(p1) gibt er aufgrund der Diragleihung /pu(p) = mu(p) und deradjungierten Diragleihung ū(p)/p = ū(p)m keinen Beitrag. Die Terme kubish in den
γ-Matrizen können mit Energie-Impulserhaltung und Diragleihung weiter vereinfahtwerden,

ū(p2)/k2/k1/ǫ1u(p1) = ū(p2)(/p1
− /p2

+ /k1)/k1/ǫ1u(p1) = ū(p2)(/p1
−m)/k1/ǫ1u(p1)

= 2ū(p2)
(

p1 · k1/ǫ1 − ǫ1 · p1/k1

)

u(p1).Analog �nden wir
ū(p2)/k1/k2/ǫ2u(p1) = ū(p2)(/p2

− /p1
+ /k2)/k2/ǫ2u(p1) = ū(p2)(/p1

−m)/k1/ǫ2u(p1)

= 2ū(p2)
(

p1 · ǫ2/k2 − p1 · k2/ǫ2
)

u(p1).Nun setzen wir die beiden letzten Resultate in den in a linearen Term in (7.68) ein,
2

(

p1 · ǫ1
p1 · k1

+
p1 · ǫ2
p1 · k2

)

(/k2 − /k1).Dieser Ausdruk vershwindet zwishen den Diraspinoren ū(p2) und u(p1) und dies be-weist die Eihinvarianz der Amplitude Tfi.7.6 Møller-Streuung und PhotonpropagatorWir betrahten hier die elastishe Streuung von zwei Elektronen. Der einlaufende undauslaufende Zustand sind
|ein〉 = |p1σ1, p2σ2〉 = a†σ1

(p1)a
†
σ2

(p2)|0〉
|aus〉 = |p′1σ′

1, p
′
2σ

′
2〉 = a†σ′

1

(p′1)a
†
σ′
2

(p′2)|0〉 (7.69)Wir shreiben im Folgenden die Spinquantenzahlen meistens niht mehr. Zur Ordnung
e2 trägt die Kopplung des Elektron-Positron-Feld an das transversale Photonfeld und die
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KAPITEL 7. QED 7.6. Møller-Streuung und Photonpropagator 88instantane Coulombwehselwirkung in (7.19) bei,
Sfi = (−i)2e2

∫

x0

1
>x0

2

d4x1d
4x2 〈p′1p′2|j (x1)Ȧ(x1)j (x2) ·A(x2)|p1p2〉

+(−i)2 e
2

2

∫

d4x1d
4x2δ(x

0
1 − x0

2)
1

4π|x1 − x2|
〈p′1p′2|ρ(x1)ρ(x2)|p1p2〉

= Strans + Scoul (7.70)Wir betrahten die beiden Anteile nun getrennt.Transversaler Anteil
Strans = (−i)2e2

∫

x0

1
>x0

2

d4x1d
4x2 〈p′1p′2|:ψ̄(x1)γ

iψ(x1)::ψ̄(x2)γ
jψ(x2):|p1p2〉

×〈0|Ai(x1)A
j(x2)|0〉.Das fermionishe Matrixelement ist

〈p′1p′2| . . . |p1p2〉 = γiαβγ
j
γδ〈p′1p′2|ψ̄+

α (x1)ψ
+
β (x1)ψ̄

−
γ (x1)ψ

−
δ (x2)

+ψ̄−
α (x1ψ

+
δ (x1)ψ̄

−
γ (x2)ψ

+
δ (x2)|p1p2〉Die Rehnung ist ähnlih wie für die Paarvernihtung und führt auf

Strans = −(−i)2 e2

(2π)6

∫

d4x1d
4x2

[

ū(p′1)γ
iu(p1)e

ip′
1
x1e−ip1x1

×ū(p′2)γju(p2)e
ip′

2
x2e−ip2x2 − (1′ ↔ 2′)

] (7.71)
×
[

〈0|Ai(x1)A
j(x2)|0〉θ(x0

1 − x0
2) + 〈0|Aj(x2)A

i(x1)|0〉θ(x0
2 − x0

1)
]Der Ausdruk in der letzten ekigen Klammer ist gleih dem Feynman-Propagator für dastransversale Photonfeld,

i
(

D⊥
F (x− y)

)

ij
= 〈0|TAi(x)Aj(y)|0〉 =

1

(2π)4

∫

d4ke−ik(x−y)
δij − kikj/|k |2

k2 + iǫ
. (7.72)Setzen wir die Fourierdarstellung von D⊥

F in (7.71) ein und integrieren über x, dann �ndenwir das T -Matrixelement
T trans = − e2

(2π)6

[

ū(p′1)γ
iu(p1)

δij − q̂iq̂j
q2 + iǫ

ū(p′2)γ
ju(p2) − (1′ ↔ 2′)

) (7.73)������������A. Wipf, Quantenelektrodynamik



KAPITEL 7. QED 7.6. Møller-Streuung und Photonpropagator 89Im diesen niht kovarianten Resultat ist im ersten Term ist q = p1 − p2 = p2 − p′2 und imzweiten q = p′2 − p1 = p2 − p′1.Coulombanteil Setzen wir ρ(x) = :ψ̄(x)γ0ψ(x): in den Ausdruk für Scoul in (7.70)ein, dann �ndet man
Scoul = ie2

∫

d4x1d
4x2

δ(x0
1 − x0

2)

4π|x1 − x1|
1

(2π)6

[

ū(p′1)γ
0u(p1)ū(p

′
2)γ

0u(p2)

×eip′1x1e−ip1x1eip
′
2
x2e−ip2x2 − (1′ ↔ 2′)

]Die Integration über x1 und x3 := x2 − x1 von
ei(p

′
1
x1−p1x1+p′2x2−p2x2) = ei(p

′
2
−p2)x3e−i(p1+p2−p′1−p

′
2
)x1führt einerseits auf die Energie-Impulserhaltung und mit Hilfe von

∫

d3x3e
−i(p′

2
−p2)·x3

1

4π|x3|
=

1

|p ′
2 − p2|

(7.74)auf das T -Matrixelement
T coul = − e2

(2π)6

[

ū(p′1)γ
0u(p1)

1

|q |2 ū(p′2)γ0u(p2) −
(1′ ↔ 2′)

|q ′|2
]

. (7.75)wobei q = p2−p ′
2 und q ′ = p ′

1 −p1 ist. Dieser Coulombterm ist ebenfalls niht kovariant,die Summe T trans + T coul wird aber explizit kovariant sein.Kovarianter Photonpropagator Hier werden wir zeigen, das die Beträge der trans-versalen Photonen und des instantanen Coulombterms zu einem lorentzkovarianten Aus-druk addieren. Dazu formen wir den Coulomb-Term um, so dass der gleihe Nennerauftritt wie in T trans. Wir führen dies für den ersten Term in (7.75) explizit durh:
ū(p′1)γ

0u(p1)ū(p
′
2)γ

0u(p2)q2
=
ū(p′1)γ

0u(p1)ū(p
′
2)γ

0u(p2)

q2 + iǫ

q2
0 − q2q2

= − ū(p
′
1)γ

0u(p1)ū(p
′
2)γ

0u(p2)

q2 + iǫ
+
q2
0q2

ū(p′1)γ
0u(p1)ū(p

′
2)γ

0u(p2)

q2 + iǫ
(7.76)Wegen q = p2 − p′2 = p′1 − p1 führt die Diragleihung auf

ū(p′1)/qu(p1) = 0 = ū(p′2)/qu(p2).������������A. Wipf, Quantenelektrodynamik



KAPITEL 7. QED 7.6. Møller-Streuung und Photonpropagator 90Die führt auf
q0ū(p′1)γ

0u(p1) = ū(p′1)γ · q u(p1)

q0ū(p′2)γ
0u(p2) = ū(p′2)γ · q u(p2)Damit lautet der letzte Term in (7.76)

q2
0q2

ū(p′1)γ
0u(p1) ū(p

′
2)γ

0u(p2)

q2 + iǫ
=
ū(p′1)γ · q̂u(p1) ū(p

′
2)γ · q̂u(p2)

q2 + iǫund entsprehend shreibt sih der Coulomb-Anteil gemäÿ
T coul = − e2

(2π)6

[

− ū(p′1)γ
0u(p1) ū(p

′
2)γ

0u(p2)

q2 + iǫ

+
ū(p′1)γ · q̂u(p1) ū(p

′
2)γ · q̂u(p2)

q2 + iǫ
− (1′ ↔ 2′)

]

. (7.77)Addiert man nun T coul zu T trans, dann heben sih die Terme mit γ · q̂ in (7.77) gegen dieTerme mit q̂iq̂j in (7.73) weg und wir erhalten
T = T coul + T trans =

e2

(2π)6

[

ū(p′1)γ
µu(p1) ū(p

′
2)γµu(p2)

(p′1 − p1)2 + iǫ

− ū(p
′
2)γ

µu(p1) ū(p
′
1)γµu(p2)

(p′2 − p1)2 + iǫ

]

. (7.78)Dies ist ein manifest kovarianter Ausdruk. Weder der transversale noh der Coulomban-teil ins kovariant, nur ihre Summe ist es. Dies ist ein allgemeines Resultat, das niht nurfür die Møllerstreuung gilt.Das Resultat (7.78) stellen wir durh die folgenden beiden Diagramme dar:
p1

p′1 p′2

p2

p1 − p′1

p1

p′1p′2

p2

p1 + p2

Die Wellenlinie in den Diagrammen bedeutet dabei den sogenannten kovarianten Photon-������������A. Wipf, Quantenelektrodynamik



KAPITEL 7. QED 7.7. Wirkungsquershnitte 91propagator, der im Impuls durhPhotonpropagator − gµν

k2+iǫgegeben ist.7.7 WirkungsquershnitteLeider reiht die Zeit niht mehr für Details, deshalb werde ih hier nur kurz die Resulta-te für Comptonstreuung und Paarvernihtung mit Ihnen diskutieren. Der Wirkungsquer-shnitt für Comptonstreuung wurde erstmalig von Klein und Nishina abgeleitet. FürPhotonenergien klein mit der Ruhenergie des Elektrons geht die Formel von Klein-Nishinain den klassishen Wirkungsquershnitt für Thomsonstreuung über.. . . . . . Sollte noh geshrieben werden. . . . . .Für mehr Details verweise ih auf das shöne Buh �Relativistishe Quantentheorie�von Norbert Straumann, [5℄. Aus dieser Quelle sind auh die Rehnungen ab Abshnitt7.4.
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