
Kapitel 9

Hamilton's
he Me
hanik

In der Lagrange-Me
hanik wird der Zustand eines Systems dur
h f verallgemeinerte Koor�

dinaten q = (q

1

; : : : ; q

f

) und f verallgemeinerte Ges
hwindigkeiten _q = ( _q

1

; : : : ; _q

f

) bes
hrie�

ben. Hier ist f = 3N � s die Dimension des Kon�gurationsraumes für N Teil
hen unter

s (holonomen) Zwangsbedingungen; 3N ist die Zahl der kartesis
hen Koordinaten. Dur
h

den Übergang von den kartesis
hen zu den verallgemeinerten Koordinaten haben wir die

holonomen Zwangsbedingungen eliminiert.

In der Hamilton's
hen Me
hanik werden die verallgemeinerten Ges
hwindigkeiten dur
h

die verallgemeinerten Impulse ersetzt

(t; q; _q) �! (t; q; p); p = (p

1

; : : : ; p

f

): (9.1)

Die (q; p) sind die Koordinaten des Phasenraumes �. Der Übergang (9.1) wird dur
h ei�

ne Legendre-Transformation geleistet. Die Formulierung der Me
hanik im Phasenraum

wurde von Sir William Rowan Hamilton in den Dreiÿiger Jahren des 19. Jahrhunderts

entwi
kelt. Sie bes
hränkt si
h auf die reibungsfreie Bewegung, also auf Systeme, die dur
h

eine Lagrangefunktion bes
hrieben werden

1

. Insofern behandelt sie keine neue Physik, die

wir ni
ht au
h s
hon mit Hilfe des Lagrange-Formalismus bes
hreiben könnten. Dass wir

uns no
h heute mit der Hamilton's
hen Me
hanik befassen hat folgende Gründe:

� Sie gibt eine Formulierung der Grundgesetze der Me
hanik, die ihre mathematis
hen

Eigens
haften, insbesondere ihre symplektis
he Struktur, besonders deutli
h ma
ht. Sie

ermögli
ht eine qualitative, geometris
he Bes
hreibung der Bewegung im Phasenraum

und ist für die Chaostheorie bedeutsam.

� Sie bildet den gängigsten Ausgangspunkt

2

für die Erweiterungen der klassis
hen Me�

1

Für dissipative Systeme gibt es natürli
h au
h eine Lagranges
he Bes
hreibung. Die Bewegungsglei�


hungen

d

dt

�L

� _q

j

�

�L

�q

j

= Q

(R)

j

enthalten aber neben der Lagrange-Funktion no
h Reibungskräfte Q

(R)

j

.

2

Man kann au
h den Lagrange-Formalismus als Ausgangspunkt wählen.
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hanik zur statistis
hen Me
hanik oder/und zur Quantenme
hanik und ist daher für

ein Verständnis dieser Theorien von grundsätzli
her Bedeutung.

� Die im Rahmen dieser Theorie gültigen Bewegungsglei
hungen für die verallgemeiner�

ten Koordinaten und Impulse sind explizite Di�erentialglei
hungen von erster Ordnung

in der Zeit und daher für numeris
he Re
hnungen besser geeignet als die impliziten

Lagrange-Glei
hungen zweiter Ordnung.

� In der Hamilton's
hen Me
hanik lassen si
h die Bedingungen für die Integrierbarkeit

eines me
hanis
hen Systems und für die Mögli
hkeit 
haotis
hen Verhaltens am besten

diskutieren.

9.1 Hamiltons
he Bewegungsglei
hungen

Wir bes
hränken uns auf Systeme, die dur
h eine Lagrange-Funktion L(t; q; _q) bes
hrie�

ben werden können. Die Koordinaten q

1

; : : : ; q

f

sind dabei f unabhängige verallgemeinerte

Koordinaten für f Freiheitsgrade. In den Glei
hungen (7.27) und (7.72) haben wir bereits

die kanonis
hen Impulse

p

j

=

�L

� _q

j

(9.2)

eingeführt. Die Hamilton's
he Theorie benutzt nun ni
ht mehr die Variablen q und _q, die in

der Lagrange's
hen Formulierung wesentli
h waren, sondern die unabhängigen Variablen

q und p. Man löst dazu die Glei
hungen (9.2) na
h den Ges
hwindigkeiten _q auf,

_q

j

= _q

j

(t; q; p); (9.3)

was na
h dem Theorem über implizite Funktionen (lokal) mögli
h ist, wenn

det

�

�

2

L

� _q

i

� _q

j

�

6= 0

ist. Wenn man nun in allen Funktionen die verallgemeinerten Ges
hwindigkeiten dur
h die�

se Ausdrü
ke ersetzt, erhält man Funktionen der Koordinaten und der Impulse. Die zen�

trale Rolle spielt dabei ni
ht mehr die Lagrange-Funktion L(t; q; _q) sondern die Hamil-

ton-Funktion

H(t; q; p) =

X

j

p

j

_q

j

(t; q; p)� L

�

t; q; _q(t; q; p)

�

= p _q � L: (9.4)

Diese Funktion haben wir s
hon in (7.35), dort allerdings als Funktion der Orte und Ge�

s
hwindigkeiten, eingeführt. Wir haben gezeigt, dass für kinetis
he Energien, die homogen

quadratis
h in den _q

j

sind, H die Gesamtenergie des me
hanis
hen Systems ist. Aus der Ho�

mogenität der Zeit folgte die Zeitunabhängigkeit der Funktion H . DieseHamilton-Funktion

hat als natürli
he Argumente die Zeit, die f Koordinaten und die f Impulse.

Mit Hilfe der Lagrange-Glei
hungen zweiter Art lassen si
h nun dieHamilton's
hen Bewe�

gungsglei
hungen für die Funktionen q(t) und p(t) ableiten. Dazu di�erenzieren wir zunä
hst
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die Hamiltonfunktion (9.4) partiell na
h den Koordinaten, wobei wir die Impulse festhalten

(und ni
ht die Ges
hwindigkeiten). Wir �nden

�H

�q

i

=

X

j

p

j

� _q

j

�q

i

�

�L

�q

i

�

X

j

�L

� _q

j

� _q

j

�q

i

(9:2)

= �

�L

�q

i

= �

d

dt

�L

� _q

i

= �

dp

i

dt

: (9.5)

Im zweitletzten S
hritt benutzten wir die Lagrange-Glei
hungen zweiter Art. Des weiteren

folgt

�H

�p

i

= _q

i

+

X

j

p

j

� _q

j

�p

i

�

X

j

�L

� _q

j

� _q

j

�p

i

(9:2)

=

dq

i

dt

:

Zusammenfassend erhalten wir die folgenden Hamilton's
hen Bewegungsglei
hungen

_q

i

=

�H

�p

i

und _p

i

= �

�H

�q

i

: (9.6)

Analog zeigt man unter Zuhilfenahme der De�nition der kanonis
hen Impulse, daÿ

�H

�t

= �

�L

�t

: (9.7)

Diese Glei
hung zeigt, daÿ für autonome Systeme die Hamilton-Funktion ni
ht explizit

von der Zeit abhängt. In diesem Fall ist H = H(q; p). Wir haben bereits früher gesehen,

daÿ H mit der Energie des me
hanis
hen Systems identi�ziert werden kann. Die Hamil-

ton-Funktion ist deshalb die Energie, ausgedrü
kt in verallgemeinerten Koordinaten und

Impulsen.

Die Hamilton's
hen Bewegungsglei
hungen (9.6) sind ein Satz von 2f gewöhnli
hen Di�e�

rentialglei
hungen erster Ordnung in der Zeit für die 2f Variablen q und p. Sie sind äquivalent

zu den f Lagrange-Glei
hungen zweiter Art, die Di�erentialglei
hungen zweiter Ordnung

in der Zeit für die f Koordinaten q

j

sind. Die Lösungen der Hamilton's
hen Bewegungs�

glei
hungen sind eindeutig bestimmt, wenn wir zu einer festen Zeit die Orte und die Impulse

des Systems angeben können.

Die q

i

und p

i

sind (lokale) Koordinaten des 2f -dimensionalen Phasenraumes �, der oft au
h

Zustandsraum genannt wird. Die Lage des Ausgangspunktes in � zur Zeit t

0

bestimmt,

zusammen mit der Hamilton-Funktion, die Entwi
klung des Systems vollständig. Im Ge�

gensatz hierzu brau
ht man zur Charakterisierung des Systems im f -dimensionalen Kon�gu�

rationsraum des Lagrange-Formalismus sowohl den verallgemeinerten Ort q als au
h die

verallgemeinerte Ges
hwindigkeit _q. Die Variablen q

i

und p

i

heiÿen zueinander konjugierte

Variable oder kanonis
h konjugierte Variable.

In (9.5) haben wir au
h gezeigt, daÿ �H=�q

i

= ��L=�q

i

gilt. Ist etwa q

f

eine zyklis
he Ko�

ordinate, so hängt die Hamilton-Funktion ni
ht von dieser Koordinate ab. Der konjugierte

Impuls ist dann eine Konstante der Bewegung (ein Integral der Bewegung), p

f

=
onst= �

f

,

und H hat die Form

H = H(t; q

1

; : : : ; q

f�1

; p

1

; : : : ; p

f�1

; �

f

): (9.8)

Man hat es also mit einem Problem mit f�1 Koordinaten zu tun, das man weiter behandeln

kann, ohne die Koordinate q

f

zu berü
ksi
htigen. Bei den Lagranges
hen Glei
hungen
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ist diese einfa
he Art der Reduzierung des Problems ni
ht mögli
h. Sind alle Koordinaten

zyklis
h, d.h. ist H eine Funktion nur der Impulse und der Zeit,

H = H(t; p

1

; : : : ; p

f

); (9.9)

so lassen si
h die kanonis
hen Glei
hungen sofort vollständig integrieren und ihre Lösungen

können unmittelbar angegeben werden. Bei zyklis
hen Koordinaten folgt nämli
h

_p

i

= �

�H

�q

i

= 0 und _q

i

=

�H

�p

i

= !

i

(t)

wobei die !

i

(t) wegen p

i

=
onst bekannte, nur von t abhängige Funktionen sind:

p

i

= �

i

(= 
onst) und q

i

=

Z

!

i

(t)dt+ �

i

; i = 1; : : : ; f: (9.10)

Die (�

i

; �

i

) sind die notwendigen 2f Integrationskonstanten. Sie werden dur
h die Anfangs�

bedingung festgelegt.

9.1.1 Beispiele

Hier bestimmen wir dieHamilton-Funktionen und kanonis
hen Bewegungsglei
hungen (9.6)

für einige einfa
he me
hanis
he Systeme.

Eindimensionaler harmonis
her Oszillator: Die Lagrange-Funktion ist

L =

m

2

�

_x

2

� !

2

x

2

�

;

so daÿ der kanonis
he Impuls und die Hamilton-Funktion folgende einfa
he Form haben

p =

�L

� _x

= m _x; H = p _x� L =

m

2

�

_x

2

+ !

2

x

2

�

=

1

2m

�

p

2

+ (m!)

2

x

2

�

: (9.11)

Wie erwartet ist H die Energie des Oszillators. Die kanonis
hen Bewegungsglei
hungen lau�

ten

_x =

�H

�p

=

p

m

und _p = �

�H

�x

= �m!

2

x; (9.12)

oder zusammen

�x+ !

2

x = 0: (9.13)

Ein geladenes Teil
hen im elektromagnetis
hen Feld: Aus der Lagrange-Funktion

L =

m

2

_

r

2

� q'(t; r) + qA(t; r) �

_

r; (9.14)

mit einem skalaren Potential ' und einem Vektorpotential A liest man den zu r kanonis
h

konjugierten Impuls ab,

p =

�L

�

_

r

= m

_

r+ qA(t; r): (9.15)
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Wir lösen na
h der Ges
hwindigkeit auf,m

_

r = p�qA, und bestimmen dieHamilton-Funktion:

H = p �

_

r� L =

1

m

p � (p� qA)�

1

2m

�

p� qA

�

2

+ q'�

q

m

A � (p� qA)

=

1

2m

�

p� qA

�

2

+ q': (9.16)

Damit erhalten wir die kanonis
hen Bewegungsglei
hungen

_x

i

=

�H

�p

i

=

1

m

�

p

i

� qA

i

�

_p

i

= �

�H

�x

i

= �q

�'

�x

i

+

q

m

�

p� qA

�

�

�A

�x

i

: (9.17)

Daraus folgen die Lorentz's
hen Bewegungsglei
hungen für ein geladenes Tei
hen im elek�

tromagnetis
hen Feld (Übung).

Allgemeines Potentialproblem: Für eine Lagrange-Funktion der allgemeinen Form

(wir benutzen wieder die Einstein's
he Summenkonvention)

L =

1

2

g

ij

(q) _q

i

_q

j

� V (t; q) (9.18)

sind die kanonis
hen Impulse

p

i

= g

ij

(q) _q

j

und damit ist _q

i

= g

ij

(q)p

j

; (9.19)

wobei (g

ij

)(q) die zu (g

ij

)(q) inverse Matrix ist,

g

ik

(q)g

kj

(q) = Æ

j

i

:

Damit lautet die Hamilton-Funktion

H = p

i

_q

i

�

1

2

g

ij

(q) _q

i

_q

j

+ V (t; q) =

1

2

g

ij

(q) p

i

p

j

+ V (t; q): (9.20)

Die Hamilton-Glei
hungen sind

_q

i

= g

ij

(q) p

j

und _p

i

= �

1

2

�g

jk

(q)

�q

i

p

j

p

k

�

�V (t; q)

�q

i

: (9.21)

Für kartesis
he Koordinaten sind die Koe�zienten g

ij

der Metrik ortsunabhängig, und wir

�nden wieder die bekannten Newton's
hen Bewegungsglei
hungen.

9.1.2 Die Legendre-Transformation

Der Übergang

q; _q; L �! q; p;H

entspri
ht einer mathematis
hen Operation, die man Legendre-Transformation nennt. Da

diese Transformation in mehreren Gebieten der Physik (Me
hanik, Thermodynamik, Quan�

tenfeldtheorie) wi
htig ist, wollen wir sie hier etwas näher untersu
hen.
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Wir betra
hten zuerst den Fall einer Variablen, denn dieser läÿt si
h graphis
h lei
ht dar�

stellen.

De�nition Es sei L 2 C

2

eine reelle Funktion auf einem o�enen Intervall I mit L

00

> 0.

Die Legendre-Transformierte LL : J ! R von L mit J := L

0

(I) � R, ist gegeben dur
h

(LL)(p) = max

v2I

�

vp� L(v)

	

: (9.22)

Der zu maximierende Ausdru
k in den ges
hweiften Klammern ist extremal für diejenigen

v, wel
he die Glei
hung

L

0

(v) = p =) v = v(p); (9.23)

erfüllen. Na
h De�nition des Intervalls J existiert für jedes p 2 J mindestens eine Lösung

v(p) von (9.23). Wegen L

00

> 0 ist diese Lösung eindeutig. Die Legendre-Transformation ist

damit wohlde�niert. Da die zweite Ableitung des Ausdru
ks glei
h �L

00

(v) < 0 ist, handelt

es si
h um beim Extremum um ein Maximum.

Zum Beispiel, für I = R und L(v) = e

v

ist J = (0;1) und

(LL)(p) = max

v

(pv � e

v

)

v=log p

= p(log p� 1):

Wie wir in Abbildung (9.1) sehen, hat die Legendre-Transformierte von L eine ans
hauli
he

Bedeutung: Sie ist der minimale Ordinaten-Abstand zwis
hen dem Graphen von L und dem

Graphen der Geraden pv dur
h den Ursprung. Das Maximum wird für den Wert v = v(p)

e

graph(L)

Steigung p

L

v p

e

1

LL

Abbildung 9.1: Legendretransformierte der Exponentialfunktion

angenommen, der dur
h p = L

0

(v) gegeben ist.

Wegen

(LL)(p) = p � v(p)� L

�

v(p)

�

(9.24)

ist die Ableitung der Legendre-Transformierten von L glei
h

�

LL

�

0

(p) = v(p) + pv

0

(p)� L

0

�

v(p)

�

v

0

(p)

(9:23)

= v(p): (9.25)
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Aus L

00

> 0 folgt die Monotonie von L

0

und mit (9.23) wä
hst v monoton mit p. Also wä
hst

(LL)

0

(p) = v(p)monoton mit p und damit ist (LL)

00

> 0, d.h. die Legendre-Transformation

bildet konvexe Funktionen in konvexe Funktionen ab. Da LL auÿerdem auf einem o�enen

Intervall, nämli
h J := L

0

(I) � R, de�niert ist, können wir auf LL wieder die Legend-

re-Transformation anwenden.

Satz Die Legendre-Transformierte ist involutiv: ist LL Legendre-Transformierte von

L : I ! R, so ist au
h L Legendre-Transformierte von LL, d.h. L Æ L = 1l.

Beweis: Da na
h (9.25) (LL)

0

(p) = v(p) ist, ist (LL)

0

(J) = I . Die Legendre-Transformierte

von LL ist gemäÿ De�nition

(L

2

L)(u) = max

p

�

up� (LL)(p)

	

= max

p

�

up� pv(p) + L

�

v(p)

�	

mit v(p)

(9:23)

= (L

0

)

�1

(p):

Das maximierende p erfüllt die Glei
hung

0 = u� v(p)� pv

0

(p) + L

0

�

v(p)

�

| {z }

p

v

0

(p) = u� v(p):

Damit wird das Maximum bei u = v(p), also p = L

0

(u) angenommen, so daÿ

max

p2J

�

up� (LL)(p)

	

= uL

0

(u)� L

0

(u)u+ L(u) = L(u)

gilt, was zu beweisen war.

Beispiele für derartige Legendre-Transformationen bezügli
h einer Variablen sind aus der

Thermodynamik wohlbekannt: Aus der inneren Energie U(S; V ) mit den natürli
hen Varia�

blen Entropie S und Volumen V ergibt si
h dur
h Legendre-Transformation bezügli
h der

ersten Variablen die freie Energie F (T; V ) = U � TS mit den natürli
hen Variablen T und

V . In der Thermodynamik sind die Potentiale ni
ht immer strikt konvex oder/und zweimal

stetig di�erenzierbar. Aber au
h für sol
he Potentiale kann die Legendre-Transformation

gemäÿ (9.22) de�niert werden. Man zeigt zum Beispiel, daÿ L

2

L die konvexe Einhüllende

der Funktion L ist.

Im Fall mehrerer Variablen beginnen wir mit einer auf ganz R

f

de�nierten Funktion L 2

C

2

(R

f

;R), wobei die symmetris
he Hesse-Matrix

�

�

2

L

�v

i

�v

j

�

=

0

B

�

�

2

L

�v

1

�v

1

: : :

�

2

L

�v

1

�v

f

.

.

.

.

.

.

�

2

L

�v

f

�v

1

: : :

�

2

L

�v

f

�v

f

1

C

A

positiv ist. Dann können wir p

i

= �L=�v

i

(lokal) na
h den v

i

au�ösen.

De�nition: Sei J := (rL)(R

f

) � R

f

. Die Legendre-Transformation LL : J ! R ist

dur
h

(LL)(p) = max

v2R

f

�

p

i

v

i

� L(v)

	

; p 2 J (9.26)

gegeben.

Beispiel: für eine symmetris
he positive Matrix A sei L die dur
h

L(v) =

1

2

v

i

A

ij

v

j
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de�nierte quadratis
he Form. Dann ist

(LL)(p) = max

v

�

p

i

v

i

�

1

2

v

i

A

ij

v

j

	

p=Av

=

1

2

p

i

(A

�1

)

ij

p

j

:

Eine quadratis
he Form geht unter der Legendre-Transformation wieder in eine quadrati�

s
he Form über. Eine Anwendung �ndet diese Formel in der Umre
hnung der kinetis
hen

Energie von Ges
hwindigkeits- auf Impulskoordinaten.

Nun wenden wir die Legendre-Transformation an, um die Lagrange-Funktion in die

Hamilton-Funktion umzuwandeln und umgekehrt. Es sei also L 2 C

1

(R; R

f

q

� R

f

_q

) und

�

�

2

L

� _q

i

� _q

j

�

> 0: (9.27)

Dann ist die die Hamilton-Funktion

H(q; p) = max

_q

�

p

i

_q

i

� L(t; q; _q)

	

= p

i

_q

i

(t; q; p)� L

�

t; q; _q(t; q; p)

�

; (9.28)

wobei die maximierende Ges
hwindigkeiten _q

i

(t; q; p) dur
h Au�ösung der Glei
hungen für

die kanonis
hen Impulse,

p

i

= p

i

(t; q; _q) =

�L

� _q

i

; (9.29)

zu bere
hnen sind. Die Hamilton-Funktion H ist ebenfalls C

1

. Daÿ H die glei
he Di�eren�

zierbarkeitsstufe wie L hat, folgt aus der Tatsa
he, daÿ die Abbildung

� : R

2f

�! R

2f

; (q; v) �! (q; p)

wegen (9.27) lokal invertierbar, und damit ein lokaler Di�eomorphismus ist.

Na
h unseren allgemeinen Betra
htungen können wir aus der Hamilton-Funktion die La-

grange-Funktion zurü
kgewinnen,

L(t; q; _q) = max

p

�

p

i

_q

i

�H(t; q; p)

	

= p

i

(t; q; _q) _q

i

�H

�

t; q; p(t; q; _q)

�

; (9.30)

wobei die maximierenden kanonis
hen Impulse p

i

(t; q; _q) dur
h Au�ösung der Glei
hungen

_q

i

= _q

i

(t; q; p) =

�H

�p

i

(9.31)

zu bere
hnen sind. Abs
hlieÿend bemerken wir, daÿ der kanonis
he Impuls p

i

im Allgemeinen

von dem kinetis
hen (me
hanis
hen) Impuls m _q

i

zu unters
heiden ist.

Ableitung der Hamilton-Glei
hungen aus dem Extremalprinzip: Au
h die Ha-

milton-Glei
hungen sind die Euler-Glei
hungen eines (ausgearteten) Variationsproblems.

Die Wirkung ist

S =

Z

t

2

t

1

L(t; q; p; _q; _p)dt; L(t; q; p; _q; _p) = p

i

_q

i

�H(t; q; p): (9.32)
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Dabei wird bezügli
h aller Bahnen im Phasenraum extremiert, wobei diese einen festen

Anfangs- und Endpunkt haben,

Æq(t

j

) = Æp(t

j

) = 0; j = 1; 2: (9.33)

Die Euler-Glei
hungen lauten

d

dt

�L

� _p

i

=

�L

�p

i

;

d

dt

L

� _q

i

=

�L

�q

i

Wegen �L=�q = ��H=�q sind dies gerade die Hamilton's
hen Bewegungsglei
hungen,

_q

i

=

�H

�p

i

; _p

i

= �

�H

�q

i

; (9.34)

was zu zeigen war. Das Variationsproblem ist singulär, da die Determinante der Matrix der

zweiten Ableitungen vers
hwindet,

det

�

�

2

L=� _q� _q �

2

L=� _q� _p

�

2

L=� _p� _q �

2

L=� _p� _p

�

= 0:

9.1.3 Phasenraum, Trajektorien und Flüsse

Die 2f -dimensionalen Tupel

x =

�

q

p

�

=

0

B

B

B

B

B

B

B

�

q

1

.

.

.

q

f

p

1

.

.

.

p

f

1

C

C

C

C

C

C

C

A

(9.35)

sind Koordinaten im Phasenraum �. Dieser Raum ist im allgemeinen eine Mannigfaltigkeit.

Die kanonis
hen Bewegungsglei
hungen in � sind von erster Ordnung in der Zeit,

_x(t) = X

H

(t; x): (9.36)

Die Trajektorien x = x(t; t

0

; x

0

)mit den Anfangsbedingungen x(t

0

) = x

0

sind Integralkurven

des Vektorfeldes X

H

. Eine Trajektorie bes
hreibt die zeitli
he Entwi
klung eines festen

Anfangszustandes x

0

2 �. Dagegen ist die Abbildung, wel
he für eine feste Zeit jedem

Anfangspunkt x

0

2 � den Punkt x(t) 2 � zuordnet, eine Abbildung des Phasenraumes auf

si
h, und heiÿt der Fluÿ in �. Bis auf wenige Ausnahmen

3

geht dur
h jeden Punkt von �

genau eine Trajektorie. Die Bewegung in � entspri
ht also einer Strömung.

Hamilton's
he Systeme sind besonders einfa
h. In diesem Fall ist der Fluÿ von einer spezi�

ellen Form,

_x �

�

_q

_p

�

=

�

�H

�p

�

�H

�q

�

=

�

0 1l

f

�1l

f

0

��

�H

�q

�H

�p

�

; (9.37)

3

bei denen die Lips
hitzbedingung ni
ht erfüllt ist.
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x0

0

HX   (x)

x

x

x
X   (x)H

Abbildung 9.2: Die Lösungen sind Integralkurven zum Hamilton's
hen Vektorfeld X

H

.

x(t)

x(t  ) = x00

Trajektorie Fluss

x(t) = X   (x(t))H

Abbildung 9.3: Trajektorie und Fluÿ im Phasenraum

also in Kurzs
hreibweise

_x(t) = X

H

(t; x); wobei X

H

= Jr

x

H; (9.38)

mit einer s
hiefsymmetris
hen 2f � 2f -Matrix

J =

�

0 1l

f

�1l

f

0

�

; (9.39)

die au
h symplektis
he Metrik genannt wird. Die transponierte Matrix ist J

T

= �J und es

gelten die Relationen

J

T

J = JJ

T

= 1l

2f

; so daÿ J

T

= �J = J

�1

und J

2

= �1l

2f

: (9.40)

Die symplektis
he Matrix hat die Determinante det J = 1.

Die Tangentialvektoren an einer Trajektorie sind glei
h demHamilton's
hen VektorfeldX

H

längs der Trajektorie und X

H

(x) ist glei
h der symplektis
hen Metrik J , angewandt auf den
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Gradienten von H . Für ein autonomes System ist H konstant und jede Trajektorie liegt in

einer dur
h den Anfangspunkt x

0

festgelegten Niveau�ä
he von H in �, einer Energie�ä
he

des untersu
hten Systems.

9.2 Zeitli
he Änderung von Observablen

Wie wollen die zeitli
he Änderung einer Observablen

F = F (t; q

i

; p

i

) = F (t; q; p) (9.41)

des betra
hteten Systems, wie z.B. der Energie, des Impulses oder Drehimpulses, bere
hnen.

Dazu bilden wir

dF

dt

=

f

X

i=1

�

�F

�q

i

_q

i

+

�F

�p

i

_p

i

�

+

�F

�t

(9.42)

und benutzen die kanonis
hen Glei
hungen:

dF

dt

=

f

X

i=1

�

�F

�q

i

�H

�p

i

�

�F

�p

i

�H

�q

i

�

+

�F

�t

: (9.43)

Diese Glei
hung läÿt si
h mit Hilfe der Poisson Klammer, de�niert dur
h

fF;Gg =

f

X

i=1

�

�F

�q

i

�G

�p

i

�

�F

�p

i

�G

�q

i

�

(9.44)

s
hreiben als

dF

dt

= fF;Hg+

�F

�t

: (9.45)

Vers
hwindet die Poisson-Klammer fF;Hg einer ni
ht explizit zeitabhängigen Funktion F

mit der Hamilton-Funktion, so ist F ein Integral der Bewegung,

fF;Hg = 0() F Integral der Bewegung

�

�F

�t

= 0

�

: (9.46)

Wir diskutieren diese Bewegungsglei
hungen für die wi
htigsten Observablen.

Energieerhaltung: Wegen fH;Hg = 0 ist für F = H

dH

dt

=

�H

�t

: (9.47)

Falls die Hamilton-Funktion ni
ht explizit von der Zeit abhängt, ist sie eine Konstante der

Bewegung. Dieses bekannte Resultat führt auf die Erhaltung der Energie für abges
hlossene

Systeme.

Kanonis
he Glei
hungen: Wegen

�q

i

�q

j

= Æ

i

j

und

�q

i

�p

j

= 0
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ist die Zeitableitung der Observablen q

i

glei
h

_q

i

= fq

i

; Hg =

�H

�p

i

: (9.48)

Ebenso ist die Zeitableitung der Impulse

_p

i

= fp

i

; Hg = �

�H

�q

i

: (9.49)

Ni
ht unerwartet sind dies die bekannten kanonis
hen Bewegungsglei
hungen für die Koor�

dinaten im Phasenraum.

Mit Hilfe der symplektis
hen Metrik in (9.39) kann die Poisson-Klammer von zwei Funk�

tionen au
h folgendermaÿen ges
hrieben werden,

fF;Gg =

f

X

i=1

�

�F

�q

i

�G

�p

i

�

�F

�p

i

�G

�q

i

�

=

2f

X

�;�=1

�F

�x

�

J

��

�G

�x

�

� r

x

F � J r

x

G: (9.50)

9.2.1 Poisson-Klammern

Die in (9.44) oder (9.50) eingeführten Poisson-Klammern sind über das Problem der zeit�

li
hen Änderung einer Observablen hinaus von Bedeutung, da sie erlauben, die klassis
he

Me
hanik in einer Form darzustellen, wel
he den Zusammenhang zur Quantenme
hanik be�

sonders klar aufzeigt. Wir geben daher im Folgenden eine Reihe wi
htiger Eigens
haften

der Poisson-Klammern an, wel
he die Bere
hnung von Klammerausdrü
ken erlei
htern. Es

seien F;G;H 2 C

1

(�) und a die konstante Funktion. Dann gelten folgende Regeln:

� Antisymmetrie: Es gilt o�ensi
htli
h

fF;Gg = �fG;Fg; (9.51)

� (Bi)Linearität: Au
h die Bilinearität

fF;G+Hg = fF;Gg+ fF;Hg und fF; aGg = afF;Gg (9.52)

folgt unmittelbar aus der De�nition (9.50).

� Produktregel: Die Produkt- oder Derivationsregel

fF;G �Hg = G � fF;Hg+ fF;Gg �H (9.53)

ist ebenfalls lei
ht zu beweisen. Sie folgt aus der Produktregel für die Di�erenziation,

fF;G �Hg =

X

i

�

�F

�q

i

h

�G

�p

i

H +G

�H

�p

i

i

�

h

q

i

$ p

i

i�

= G � fF;Hg+ fF;Gg �H:

� Ja
obi-Identität: Die Identität

fF; fG;Hgg+ fG; fH;Fgg+ fH; fF;Ggg = 0 (9.54)

läÿt si
h dur
h Na
hre
hnen bestätigen.
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Zum Beispiel ist

fF; fG;Hgg = �

�

FJ

��

�

�

�

�




GJ


Æ

�

Æ

H

�

= �

�

FJ

��

�

�

�




GJ


Æ

�

Æ

H + �

�

FJ

��

�




GJ


Æ

�

�

�

Æ

H;

wozu wir die entspre
henden Terme in der zyklis
hen Summe (9.54) addieren müssen,

(9:54) = �

�

FJ

��

�

�

�




GJ


Æ

�

Æ

H + �

�

FJ

��

�




GJ


Æ

�

�

�

Æ

H

+ �

�

GJ

��

�

�

�




HJ


Æ

�

Æ

F + �

�

GJ

��

�




HJ


Æ

�

�

�

Æ

F (9.55)

+ �

�

HJ

��

�

�

�




FJ


Æ

�

Æ

G+ �

�

HJ

��

�




FJ


Æ

�

�

�

Æ

G;

Wir betra
hten diejenigen Terme, wel
he zweite Ableitungen der Funktion F enthalten, also

den vierten und fünften Term auf der re
hten Seite,

(9:54) = �

�

GJ

��

�




HJ


Æ

�

�

�

Æ

F + �

�

HJ

��

�

�

�




FJ


Æ

�

Æ

G+ : : : :

Wählen wir für die Summationsindizes im letzten Term anstelle von (�; �; 
; Æ) die Bu
hsta�

ben (
; Æ; �; �) und benutzen, daÿ J s
hiefsymmetris
h ist, so heben si
h diese beiden Terme

gegenseitig weg. Genauso heben si
h die verbleibenden vier Terme in (9.55) weg, und dies

beweist dann die Ja
obi-Identität.

Wi
htige Beispiele sind:

Koordinatenfunktionen: Die Poisson-Klammern der Koordinatenfunktionen,

fp

i

; p

j

g = 0; fq

i

; q

j

g = 0; fq

i

; p

j

g = Æ

i

j

; (9.56)

werden oft als fundamentale Poisson-Klammern bezei
hnet. Sie können mit Hilfe der sym�

plektis
hen Metrik J in (9.39) au
h in die elegante Form

fx

�

; x

�

g = J

��

; x = (q; p); (9.57)

gebra
ht werden.

Drehimpulse:Wir bere
hnen die Poisson-Klammern zwis
hen den Komponenten des Dre�

himpulses,

L = r ^ p oder L

i

= �

ijk

x

j

p

k

: (9.58)

Benutzen wir die Linearität und Produktregel (9.53) so ergibt si
h

fL

i

; L

j

g = �

ipq

�

jrs

fx

p

p

q

; x

r

p

s

g = �

ipq

�

jrs

�

x

r

fx

p

; p

s

g

| {z }

Æ

ps

p

q

+ x

p

fp

q

; x

r

g

| {z }

�Æ

qr

p

s

�

= �

ipq

�

jrp

x

r

p

q

� �

ipq

�

jqs

x

p

p

s

= x

i

p

j

� x

j

p

i

;

beziehungsweise

fL

1

; L

2

g = L

3

; fL

2

; L

3

g = L

1

; fL

3

; L

1

g = L

2

oder fL

i

; L

j

g = �

ijk

L

k

: (9.59)

Das quantenme
hanis
he Analogon dieser Klammern ist der Ausgangspunkt für die Quanti�

sierung des Drehimpulses.

Als Anwendung der Ja
obi's
hen Identität folgt der Satz von Poisson:

Satz 6 (Poisson) Sind F und G Integrale der Bewegung, dann ist es au
h fF;Gg.
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Zum Beispiel: sind L

1

und L

2

Integrale der Bewegung, so ist au
h L

3

ein Integral der

Bewegung. Der Beweis des Satzes ist denkbar einfa
h: Wegen der Ja
obi-Identität

ffF;Gg; Hg+ ffH;Fg

| {z }

=0

; Gg+ ffG;Hg

| {z }

=0

; Fg

(9:54)

= 0 �! ffF;Gg; Hg = 0

muÿ der erste Term auf der linken Seite vers
hwinden, was bedeutet, daÿ fF;Gg ein Integral

der Bewegung ist.

Wegen der Derivationsregel gilt aber au
h der

Satz 7 Sind F und G Integrale der Bewegung, dann sind au
h aF , F+G und F �G Integrale

der Bewegung.

Beweis: Vers
hwinden die Klammern von F und G mit der Hamilton-Funktion, so ver�

s
hwindet wegen (9.52) au
h die Klammer jeder Linearkombination von F und G mit H .

Mit der Derivationsregel gilt weiterhin

fF �G;Hg

(9:53)

= F � fG;Hg

| {z }

=0

+ fF;Hg

| {z }

=0

�G = 0:

Die Menge aller C

1

-Integrale der Bewegung bilden einen Vektorraum, der bezügli
h der

punktweisen Multiplikation der Funktionen abges
hlossen ist, d.h. eine Algebra A

H

. Diese

Algebra ist abges
hlossen bezügli
h f:; :g (hier ist C

1

nötig) und damit eine Lie-Algebra.

Sie ist ni
httrivial, da für autonome Systeme o�ensi
htli
h H 2 A

H

ist. Es kann allerdings

sein, daÿ A

H

nur Funktionen von H enthält. Dies ist zum Beispiel dann der Fall, wenn

jede Energie�ä
he (de�niert dur
h H = E =
onst.) eine transitive Bahn enthält. Eine Bahn

heiÿt transitiv, wenn ihr Abs
hluss die ganze Energie�ä
he ist.

Für ein abges
hlossenes System (ohne äuÿere Kräfte und ohne äuÿere Zwangsbedingungen)

mit Hamilton-Funktion

H =

N

X

i=1

1

2m

i

p

2

i

+

X

i<j

V

ij

�

jr

i

� r

j

j

�

(9.60)

sind der Gesamtimpuls P =

P

p

i

, der zur S
hwerpunktskoordinate MR =

P

m

i

r

i

konju�

giert ist,

fR

a

; R

b

g = fP

a

; P

b

g = 0; fR

a

; P

b

g = Æ

ab

; (9.61)

sowie der Drehimpuls im S
hwerpunktsystem, L

0

=

P

L

i

�R^P, Integrale der Bewegung,

fP

a

; Hg = 0 ; fL

0

a

; Hg = 0 a = 1; 2; 3; (9.62)

Diese haben folgende Klammern untereinander,

fH;Hg = fH;P

a

g = fH;L

0

a

g = 0

fP

a

; P

b

g = fL

0

a

; P

b

g = 0 ; fL

0

a

; L

0

b

g = �

ab


L

0




; (9.63)
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und erzeugen eine Lie-Algebra A

H

. Aber A

H

ist ni
ht Abels
h, d.h. ni
ht alle Klammern

zweier Elemente aus A

H

vers
hwinden. Zum Beispiel ist fL

0

1

; L

0

2

g = L

0

3

. Aber die Funktionen

H; P

a

; L

0

3

und L

0 2

= L

02

1

+ L

02

2

+ L

02

3

(9.64)

haben alle vers
hwindende Klammern untereinander. In der analytis
hen Me
hanik zeigt

man, daÿ ein System mit f unabhängigen Integralen der Bewegung mit vers
hwindenden

Poisson-Klammern

4

integrabel ist. Für Details verweise i
h auf das ausführli
he Lehrbu
h

von Marsden und Ratiu [11℄ über analytis
he Me
hanik.

9.3 Kanonis
he Transformationen

Eine Motivation für die Untersu
hung von kanonis
hen Transformationen ist die Su
he na
h

neuen Koordinaten im Phasenraum

Q

i

= Q

i

(t; q; p) und P

i

= P

i

(t; q; p); (9.65)

so daÿ mögli
hst viele von ihnen zyklis
h werden.

Allerdings muÿ die Form der Hamilton-Glei
hungen beim Koordinaten-We
hsel erhalten

bleiben, denn zyklis
he Koordinaten sind ja gerade im Hamilton-Formalismus so auÿeror�

dentli
h nützli
h. Wir brau
hen also neben den neuen Koordinaten (Q;P ) au
h no
h eine

Funktion H

0

, wel
he die Rolle der Hamilton-Funktion übernimmt. Wir de�nieren also

De�nition: Die Transformation

Q

i

= Q

i

(t; q; p) ; P

i

= P

i

(t; q; p) (9.66)

heiÿt kanonis
h, falls eine Funktion H

0

= H

0

(t; Q; P ) existiert, so daÿ

_

Q

i

=

�H

0

�P

i

und

_

P

i

= �

�H

0

�Q

i

(9.67)

gilt. Die kanonis
hen Glei
hungen sind forminvariant bei kanonis
hen Transformationen.

9.3.1 Einges
hränkte kanonis
he Transformationen

Für die folgende Diskussion ist es wieder angebra
ht die Orts- und Impulskoordinaten zu�

sammenzufassen, insbesondere da kanonis
he TransformationenOrte und Impulse ineinander

transformieren können. Es sei also

x = (q; p) und y = (Q;P ); (9.68)

zwei Koordinatensysteme in �. Eine zeitunabhängige umkehrbare Transformation x �! y =

y(x) ist einges
hränkt kanonis
h, wenn die kanonis
hen Glei
hungen

_x

�

=

2f

X

�=1

J

��

�H

�x

�

J

2

=�1l

()

�H

�x

�

= �

2f

X

�=1

J

��

_x

�

; (9.69)

4

und weiteren te
hnis
hen Annahmen über �
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die entspre
henden Glei
hungen in den neuen Koordinaten implizieren,

_y

�

=

2f

X

�=1

J

��

�H

0

�y

�

mit H

0

(y) = H

�

x(y)

�

: (9.70)

Die Transformation ist nur einges
hränkt kanonis
h, weil sie zeitunabhängig ist. Für sol
he

Transformationen ist die neueHamilton-FunktionH

0

(y) glei
h der altenHamilton-Funktion,

umgere
hnet in die neuen Koordinaten, H

0

(y) = H

�

x(y)

�

. Weiter unten in diesem Kapitel

werden wir allgemeinere zeitabhängige Transformationen untersu
hen, für wel
he dies ni
ht

mehr der Fall zu sein brau
ht.

Um festzustellen, für wel
he y = y(x) die Hamilton's
hen Bewegungsglei
hungen erfüllt

sind, müssen wir sie auf x�Koordinaten umre
hnen:

X

�

�y

�

�x

�

_x

�

= _y

�

(9:70)

=

X

�;�

J

��

�H

�x

�

�x

�

�y

�

(9:69)

= �

X

�;�;�

J

��

�x

�

�y

�

J

��

_x

�

: (9.71)

Hier begegnen wir der Ja
obi-Matrix der als umkehrbar vorausgesetzten Transformation

x! y(x) und ihrer Inversen,

�y

�

�x

�

= M

��

und

�x

�

�y

�

=

�

M

�1

�

��

: (9.72)

Man zeigt lei
ht, daÿ das Produkt dieser Matrizen glei
h der Einheitsmatrix ist,

X

�

M

��

�

M

�1

�

��

=

X

�

�y

�

�x

�

�x

�

�y

�

=

�y

�

�y

�

= Æ

��

:

Mit diesen De�nitionen der Ja
obi-Matrix und ihrer Inversen lauten die Bedingungen (9.71)

X

�

M

��

_x

�

= �

X

�

�

JM

�1T

J

�

��

_x

�

:

Da diese Glei
hungen für beliebige Ges
hwindigkeiten _x im Phasenraum gelten müssen,

s
hlieÿen wir mit J

2

= �1l

JM =M

�1T

J:

Wir multiplizieren diese Matrixglei
hung mit M

T

und �nden

M

T

JM = J: (9.73)

Matrizen, wel
he diese Bedingung erfüllen, heiÿen symplektis
he Matrizen. Aus (9.73) folgt

detM

T

det J detM = det J oder detM = �1: (9.74)

Die Menge der symplektis
hen 2f � 2f -Matrizen bilden die symplektis
he Gruppe Sp(2f).

Das bedeutet:

1. Sind M

1

und M

2

symplektis
h, so ist es au
h M

1

M

2

.

2. Das Produkt ist assoziativ, M

1

(M

2

M

3

) = (M

1

M

2

)M

3

.
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3. Die Einheitsmatrix ist symplektis
h.

4. Ist M symplektis
h, so ist es au
h M

�1

.

Die erste Eigens
haft ist evident,

(M

1

M

2

)

T

J(M

1

M

2

) =M

T

2

M

T

1

JM

1

| {z }

J

M

2

= M

T

2

JM

2

= J;

genauso wie die dritte. Das Matrixprodukt ist assoziativ und es verbleibt der Beweis der

letzten Eigens
haft:

J = (MM

�1

)

| {z }

1l

T

J (MM

�1

)

| {z }

1l

= M

�1T

M

T

JM

| {z }

J

M

�1

= M

�1T

JM

�1

=)M

�1

2 Sp(2f):

Aus den genannten Eigens
haften folgt nun, daÿ mit M au
h M

T

symplektis
h ist, da

M

�1T

JM

�1

= J

Inverse

=) MJ

�1

M

T

= J

�1

oder MJM

T

= J

folgt.

Wir fassen zusammen: Eine zeitunabhängige Koordinatentransformation

(x

1

; : : : ; x

2f

) �! (y

1

; : : : ; y

2f

) bzw.

(q

1

; : : : ; q

f

; p

1

; : : : ; p

f

) �! (Q

1

; : : : ; Q

f

; P

1

; : : : ; P

f

)

ist einges
hränkt kanonis
h, falls ihre Ja
obi-Matrix (9.72) symplektis
h ist.

Wi
htige Beispiele sind Transformationen

q �! Q = Q(q) (9.75)

der verallgemeinerten Koordinaten untereinander. Bei entspre
hender Transformation der

Impulse,

p �! P = P (q; p) (9.76)

sind (9.75) und (9.76) einges
hränkte kanonis
he Transformationen. Dies folgt aus der In�

varianz der Lagrange-Glei
hungen unter beliebigen Transformationen der Art (9.75), und

somit na
h der Legendre-Transformation au
h der kanonis
hen Glei
hungen. Die Transfor�

mation der Impulse ist dabei dur
h

P

i

=

�

�

_

Q

i

L(Q;

_

Q) =

f

X

j=1

�L

� _q

j

|{z}

p

j

� _q

i

�

_

Q

i

|{z}

�q

j

=�Q

i

+

X

j

�L

�q

j

�q

j

�

_

Q

j

|{z}

=0

=

X

j

p

j

�q

j

�Q

i

; (9.77)

gegeben, denn (q; _q) und (Q;

_

Q) sind unabhängige Variablen und somit �q

j

=�

_

Q

i

= 0.

Die Klasse der kanonis
hen Transformationen ist wesentli
h gröÿer als (9.75), insbesonde�

re können au
h Lagekoordinaten und Impulse vermis
ht werden. Dies ist ein Vorzug der

Hamilton's
hen Formulierung der Me
hanik. Zum Beispiel ist die Transformation

�

q

p

�

�!

�

Q

P

�

=

�

0 1l

�1l 0

��

q

p

�

; bzw. y = Jx; (9.78)
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wel
he die q und p vertaus
ht, kanonis
h, da

M

��

=

�y

�

�x

�

= J

��

=)M

T

JM = J

T

JJ = J

ist. Das Beispiel verdeutli
ht, daÿ Koordinaten und Impulse 'austaus
hbar' und damit glei
h�

bere
htigt sind. Beide Freiheitsgrade werden zu abstrakten Koordinaten, in denen si
h die

Hamilton-Funktion auf dem 2f -dimensionalen Phasenraum darstellen läÿt.

Es stellt si
h nun die natürli
he Frage, ob wir das glei
he Ergebnis erhalten, wenn wir

die Poisson-Klammern mit den ursprüngli
hen Variablen (q; p) bere
hnen oder den neuen

Variablen (Q;P ), die dur
h eine einges
hränkte kanonis
he Transformation aus den alten

Variablen hervorgingen. Es gilt der

Satz 8 Die Poisson-Klammer ist unabhängig vom Satz der kanonis
hen Variablen, der für

die De�nition verwendet wird.

Der Beweis ist denkbar einfa
h. Wegen

fy

�

; y

�

g =

�y

�

�x




J


Æ

�y

�

�x

Æ

= M

�


J


Æ

M

T

Æ�

=

�

MJM

T

�

��

= J

��

gilt nämli
h

x �! y = y(x) ist kanonis
h() fy

�

; y

�

g = fx

�

; x

�

g = J

��

; (9.79)

wie behauptet. Nun nehmen wir an, daÿ

fF (q; p); G(q; p)g

q;p

�

�F (x)

�x

�

J

��

�G(x)

�x

�

= H(q; p) (9.80)

für beliebige C

1

-Funktionen F und G auf � gelte. Dabei wird die Klammer mit den alten

Koordinaten und der symplektis
hen Metrik J bere
hnet. Wir müssen die entspre
hende

Beziehung für die transformierten Funktionen zeigen, daÿ heiÿt wir müssen zeigen, daÿ

fF

0

(Q;P ); G

0

(Q;P )g

Q;P

�

�F

0

(y)

�y

�

J

��

�G

0

(y)

�y

�

= H

0

(Q;P ); (9.81)

gilt, wobei F

0

; G

0

und H

0

die auf die neuen Variablen transformierten Funktionen F;G und

H sind. Zum Beispiel ist

F

0

(Q;P ) = F

�

q(Q;P ); p(Q;P )

�

bzw. F

0

(y) = F

�

x(y)

�

: (9.82)

Die Klammer in (9.81) wird mit den neuen Koordinaten und der symplektis
hen Metrik J

bere
hnet.

Der Beweis ist ni
ht sehr s
hwierig. Wir führen wieder die Koordinaten x = (q; p) und

y = (Q;P ) in � ein und �nden

fF

0

; G

0

g

Q;P

=

�F

0

�y

�

J

��

�G

0

�y

�

=

�F

�x




�x




�y

�

J

��

�x

Æ

�y

�

�G

�x

Æ

=

�F

�x




�

M

�1

JM

�1T

�


Æ

�G

�x

Æ

=

�F

�x




J


Æ

�G

�x

Æ

= fF;Gg

q;p

= H(q; p) = H

0

(Q;P );
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was zu zeigen war. Betra
hten wir zum Beispiel den anharmonis
hen Oszillator mit Hamil-

ton-Funktion

H =

1

2m

p

2

+

1

2

m!

2

q

2

+

�

4

q

4

und kanonis
hen Bewegungsglei
hungen

_q = fq;Hg =

1

m

p =

�H

�p

_p = fp;Hg = �m!

2

q � �q

3

= �

�H

�q

: (9.83)

Wir führen neue kanonis
he Koordinaten gemäÿ (9.78) ein, d.h.

Q = p und P = �q: (9.84)

Die transformierte Hamilton-Funktion hat die Form

H

0

=

1

2m

Q

2

+

1

2

m!

2

P

2

+

�

4

P

4

;

und die kanonis
hen Glei
hungen lauten

_

Q = fQ;H

0

g = m!

2

P + �P

3

=

�H

0

�P

_

P = fP;H

0

g = �

1

m

Q = �

�H

0

�Q

: (9.85)

Für die einfa
he lineare kanonis
he Transformation (9.84) sieht man sofort, daÿ die Bewe�

gungsglei
hungen (9.83) und (9.85) für den anharmonis
hen Oszillator äquivalent sind.

9.4 Erzeugende Funktionen

Es gibt Re
henvors
hriften, wel
he erlauben, aus sogenannten erzeugenden Funktionen ka�

nonis
he Transformationen abzuleiten. Der Vorteil liegt darin, daÿ diese Erzeugenden frei

wählbar sind, und es somit mögli
h ist, einfa
h auszuprobieren, ob eine gewisse Erzeugende,

bzw. die aus ihr abgeleitete kanonis
he Transformation die Bewegungsglei
hungen verein�

fa
ht.

Aus dem Prinzip der kleinsten Wirkung im Phasenraum (9.32) folgt, daÿ die kanonis
hen

Bewegungsglei
hungen bei einer Transformation

(q; p) �! (Q;P ) (9.86)

und

H(t; q; p) �! H

0

(t; Q; P ) (9.87)

erhalten bleiben, falls die beiden Funktionale

Z

dt

h

f

X

i=1

p

i

_q

i

�H(t; q; p)

i

und

Z

dt

h

f

X

i=1

P

i

_

Q

i

�H

0

(t; Q; P )

i

(9.88)
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die glei
hen Extremalpunkte haben. Da beim Variieren der Funktionale nur Wege in � mit

festen Anfangs- und Endorten zugelassen werden, sind die beiden Funktionale in (9.88) bis

auf eine Konstante glei
h, wenn die Integranden bis auf eine totale Zeitableitung überein�

stimmen, d.h. falls

X

i

p

i

_q

i

�H(t; q; p) =

X

i

P

i

_

Q

i

�H

0

(t; Q; P ) +

d

dt

F (t; q; p;Q; P )

oder au
h

X

i

p

i

dq

i

�H(t; q; p)dt =

X

i

P

i

dQ

i

�H

0

(t; Q; P )dt+ dF (t; q; p;Q; P ); (9.89)

gilt. Hierbei ist die Ei
hfunktion F eine beliebige Funktion, die aber wegen (9.86) nur von

zwei der vier Variablensätze q; p;Q; P abhängt.

Na
h diesen Bemerkungen de�nieren wir nun eine Transformation als kanonis
h, wenn für

eine beliebige Hamilton-Funktion H(t; q; p) eine Hamilton-Funktion H

0

(t; Q; P ) existiert

mit der Eigens
haft

f

X

i=1

�

p

i

dq

i

� P

i

dQ

i

�

+

�

H

0

(t; Q; P )�H(t; q; p)

�

dt = dF (t; q; p;Q; P ): (9.90)

Die in (9.90) eingeführte Funktion F ist eine beliebige (stetig di�erenzierbare) Funktion von

4f + 1 Variablen, von denen aber nur 2f + 1 linear unabhängig sind, da die Anzahl Frei�

heitsgrade des Systems f beträgt und wir für jeden Freiheitsgrad 2 unabhängige Variablen

benötigen; die Zeit ist ein zusätzli
her Parameter. Es gibt also - bis auf Linearkombinationen

- nur 6 unters
hiedli
he erzeugende Funktionen mit jeweils 2f+1 unabhängigen Argumenten:

F

1

(t; q;Q); F

2

(t; q; P ); F

3

(t; p;Q); F

4

(t; p; P ); F

5

(t; q; p); F

6

(t; Q; P ): (9.91)

9.4.1 Die Erzeugende F

5

(t; q; p)

Die erzeugende Funktion F

5

hängt nur von den konjugierten Variablen (q; p) ab, so daÿ wir

(9.90) wie folgt s
hreiben können

X

i

�

p

i

dq

i

� P

i

dQ

i

�

+

�

H

0

(t; Q; P )�H(t; q; p)

�

dt

=

X

i

�

�F

5

�q

i

dq

i

+

�F

5

�p

i

dp

i

�

+

�F

5

�t

dt: (9.92)

Das totale Di�erential der Koordinate Q

i

können wir ums
hreiben unter Verwendung ihrer

Abhängigkeit von den Variablen (t; q; p),

dQ

i

=

X

j

�

�Q

i

�q

j

dq

j

+

�Q

i

�p

j

dp

j

�

+

�Q

i

�t

dt

und erhalten dann

X

i

(

�

p

i

�

X

j

P

j

�Q

j

�q

i

�

�F

5

�q

i

�

dq

i

�

�

X

j

P

j

�Q

j

�p

i

+

�F

5

�p

i

�

dp

i

)

+

�

H

0

�H�

X

j

P

j

�Q

j

�t

�

�F

5

�t

�

dt = 0:
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Na
h Voraussetzung sind die q; p und damit au
h die dq; dp linear unabhängig und die

Koe�zienten von dq

i

und dp

i

müssen identis
h vers
hwinden. Wir erhalten na
h Koe�zien�

tenverglei
h

�F

5

�q

i

= p

i

�

f

X

j=1

P

j

�Q

j

�q

i

(9.93)

�F

5

�p

i

= �

f

X

j=1

P

j

�Q

j

�p

i

(9.94)

H

0

= H +

f

X

j=1

P

j

�Q

j

�t

+

�F

5

�t

(9.95)

Die Glei
hungen (9.93) und (9.94) stellen ein System von 2f gekoppelten Glei
hungen

dar, wel
hes na
h den neuen Koordinaten aufzulösen ist. Die gesu
hte Hamilton-Funktion

H

0

(t; Q; P ) folgt dann aus (9.95) dur
h Einsetzen der Lösungen Q(t; q; p) und P (t; q; p), wo�

bei die partielle Zeitableitung von F

5

no
h beliebig gewählt werden kann. Die Funktion F

5

erzeugt somit unendli
h viele kanonis
he Transformationen. Die Au�ösung des gekoppelten

Glei
hungssystems (9.93,9.94) kann jedo
h sehr aufwendig sein, da alle Glei
hungen die ge�

su
hten Variablen Q

i

und P

i

in ni
httrivialer Weise enthalten können. Dieser Sa
hverhalt

tri�t au
h auf die Erzeugende F

6

(t; Q; P ) zu, da sie ebenfalls eine Funktion von konjugierten

Variablen ist.

9.4.2 Die Erzeugende F

1

(t; q; Q)

Wir untersu
hen daher im Folgenden die Funktionen F

1

; : : : ; F

4

und beginnen mit F

1

(t; q;Q).

Für eine erzeugende Funktion von q und Q lautet (9.90)

f

X

i=1

�

p

i

dq

i

� P

i

dQ

i

�

+ (H

0

�H)dt = dF

1

(t; q;Q)

=

f

X

i=1

�

�F

1

�q

i

dq

i

+

�F

1

�Q

i

dQ

i

�

+

�F

1

�t

dt: (9.96)

Wegen der Unabhängigkeit der dq; dQ und dt erhalten wir dur
h Koe�zientenverglei
h

p

i

=

�F

1

(t; q;Q)

�q

i

(9.97)

P

i

= �

�F

1

(t; q;Q)

�Q

i

(9.98)

H

0

= H +

�F

1

(t; q;Q)

�t

: (9.99)

Als Beispiel bere
hnen wir die von der erzeugenden Funktion F

1

(q;Q) = �Q=q auf einem

2-dimensionalen Phasenraum induzierte kanonis
he Transformation. Na
h (9.97) ist

p =

�F

1

�q

=

Q

q

2

und damit Q = q

2

p;
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und na
h (9.98) ist

P = �

�F

1

�Q

=

1

q

:

Die Ja
obi-Matrix dieser Transformation,

M =

�

�Q=�q �Q=�p

�P=�q �P=�p

�

=

�

2qp q

2

�1=q

2

0

�

;

ist eine symplektis
he Matrix, M

T

JM = J , wie es für eine kanonis
he Transformation sein

muÿ.

Umgekehrt kann man aus einer bekannten Transformation, zum Beispiel aus

Q = log p und P = �qp (9.100)

mit symplektis
her Ja
obi-Matrix die Erzeugende F

1

bere
hnen. Mit p = exp(Q) führt die

allgemeine Beziehung (9.97) auf folgende Formel für F

1

:

F

1

(t; q;Q) =

Z

p(q;Q)dq + g(t; Q) = e

Q

q + g(t; Q):

Mit (9.98) erhalten wir weiterhin

P = �

�F

1

�Q

= �qe

Q

�

�g(t; Q)

�Q

(9:100)

= �qp

p=exp(Q)

= �e

Q

q

woraus unmittelbar folgt �g(t; Q)=�Q = 0: Damit ist die Erzeugende

F

1

= q exp(Q) (9.101)

bis auf eine unbedeutende Konstante bestimmt.

Die allgemeine Vorgehensweise zur Bere
hnung der kanonis
hen Transformationen ist wie

folgt: Bei gegebenen F

1

(t; q;Q) bere
hnet man zunä
hst die f Bewegungsglei
hungen für die

p

i

dur
h Di�erenziation der Erzeugenden na
h den q

i

, Gl. (9.97), und löst die Glei
hungen

na
h den Q

i

(t; q; p) auf. Dana
h bere
hnet man die Ableitungen von F

1

formal na
h den Q

i

und setzt die bere
hneten Q

i

(t; q; p) in den gewonnenen Ausdru
k für die P

i

ein, woraus si
h

die neuen Impulse P

i

(t; q; p) ergeben.

9.4.3 Die Erzeugende F

2

(t; q; P )

Wir beginnen zunä
hst mit einer Funktion F

0

2

(t; q; P ), die von den glei
hen Variablen ab�

hängt wie die später zu de�nierende Funktion F

2

. Eine Transformation (q; p) ! (Q;P ) ist

dann kanonis
h, wenn

f

X

i=1

�

p

i

dq

i

� P

i

dQ

i

�

+ (H

0

�H)dt = dF

0

2

(t; q; P )

=

f

X

i=1

�

�F

0

2

�q

i

dq

i

+

�F

0

2

�P

i

dP

i

�

+

�F

0

2

�t

dt (9.102)

237



gilt. Wegen der Abhängigkeit Q

i

(t; q; P ) der neuen Koordinaten von den q

i

und P

i

folgt

dQ

i

=

X

j

�

�Q

i

�q

j

dq

j

+

�Q

i

�P

j

dP

j

�

+

�Q

i

�t

dt:

Dies setzen wir in (9.102) ein und verglei
hen die Koe�zienten, da die Di�erentiale dq

i

; dP

i

und dt unabhängig sind. Der Verglei
h liefert

p

i

=

X

j

P

j

�Q

j

�q

i

+

�F

0

2

�q

i

=

�

�q

i

�

F

0

2

+

X

j

P

j

Q

j

�

0 =

X

j

P

j

�Q

j

�P

i

+

�F

0

2

�P

i

=

�

�P

i

�

F

0

2

+

X

j

P

j

Q

j

�

�Q

i

H

0

= H +

X

j

P

j

�Q

j

�t

+

�F

0

2

�t

= H +

�

�t

�

F

0

2

+

X

j

P

j

Q

j

�

;

wobei wir mehrfa
h die Unabhängigkeit der Variablen (q; P; t) benutzten. Dies Glei
hungen

führen uns ganz natürli
h auf die De�nition

F

2

(t; q; P ) = F

0

2

(t; q; P ) +

X

P

j

Q

j

: (9.103)

Damit lassen si
h die Glei
hungen in kompakter Form s
hreiben,

p

i

=

�F

2

(t; q; P )

�q

i

(9.104)

Q

i

=

�F

2

(t; q; P )

�P

i

(9.105)

H

0

= H +

�F

2

(t; q; P )

�t

; (9.106)

Als Beispiel wollen wir wieder die Erzeugende F

2

für die Transformation (9.100) bere
hnen.

Mit p = �P=q erhalten wir dur
h Integration von (9.104)

F

2

(q; P ) =

Z

p(P; q)dq + g(P ) = �P log q + g(P )

mit einer beliebigen, stetig di�erenzierbaren Funktion g(P ). Wir nutzen nun (9.105) um

g(P ) zu bestimmen:

Q = log p =

�F

2

�P

= � log q +

�g(P )

�P

:

Wir lösen na
h �g=�P auf und integrieren über P ,

g(P ) =

Z

log(qp)dP =

Z

log(�P )dP = P log(�P )� P:

Damit erhalten wir die Erzeugende

F

2

(q; P ) = �P log q + P log(�P )� P = P

�

log(�P=q)� 1

�

: (9.107)
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9.4.4 Zusammenhang zwis
hen den Erzeugenden

Wir wollen eine Beziehung zwis
hen denjenigen Erzeugenden F

1

(t; q;Q) und F

2

(t; q; P ) her�

stellen, die zur selben kanonis
hen Transformation Anlass geben. Zum Beispiel, was ist der

Zusammenhang zwis
hen den Erzeugenden

F

1

(q;Q)) = q exp(Q) und F

2

(q; P ) = P

�

log(�P=q)� 1

�

(9.108)

in (9.101) und (9.107), die zur glei
hen kanonis
hen Transformation (9.100) gehören? Aus

den De�nitionsglei
hungen (9.96) und (9.102) folgt sofort

d(F

1

� F

0

2

) = 0 oder F

1

= F

0

2

+ 
onst; (9.109)

wobei die Konstante als 0 angenommen werden kann. Mit (9.103) erhalten wir unter Benut�

zung von (9.98) die Beziehung

F

2

(t; q; P ) = F

0

2

(t; q; P ) +

f

X

i=1

P

i

Q

i

(9:98)

= F

1

(t; q;Q)�

f

X

i=1

�F

1

�Q

i

Q

i

(9.110)

Dabei sind die Beziehungen (9.98), also

P

i

= �

�F

1

�Q

i

(9.111)

na
h den Q

i

aufzulösen und re
hts in (9.110) einzusetzen. Damit ist die erzeugende Funktion

F

2

(t; q; P ) die Legendre-Transformierte von F

1

(t; q;Q).

9.4.5 Die Erzeugenden im Überbli
k

Analog �ndet man, daÿ au
h die Erzeugenden F

3

und F

4

si
h als Legendre-Transformierte

und Legendre-Doppeltransformierte von F

1

ergeben:

F

3

(t; p;Q) = F

1

(t; q;Q)�

f

X

i=1

�F

1

�q

i

q

i

; p

i

=

�F

1

�q

i

F

4

(t; p; P ) = F

1

(t; q;Q)�

f

X

i=1

�

�F

1

�q

i

q

i

+

�F

1

�Q

i

Q

i

�

; p

i

=

�F

1

�q

i

; P

i

= �

�F

1

�Q

i

: (9.112)

Dabei sind bei der Transformation F

1

! F

3

die Glei
hungen p

i

= �F

1

=�q

i

na
h den q

i

aufzulösen und bei der Transformation F

1

! F

4

die Glei
hungen p

i

= �F

1

=�q

i

und P

i

=

��F

1

=�Q

i

na
h den q

i

und Q

i

aufzulösen.

Die aus den Forderung (9.90) dur
h Koe�zientenverglei
h folgenden Verknüpfungen sind in

der folgenden Tabelle zusammengefasst:

Übersi
ht

Erzeugende Ableitungen Einfa
her Fall

F

1

(t; q;Q) p = +�F

1

=�q P = ��F

1

=�Q F

1

= qQ; Q = +p; P = �q

F

2

(t; q; P ) p = +�F

2

=�q Q = +�F

2

=�P F

2

= qP; Q = +q; P = +p

F

3

(t; p;Q) q = ��F

3

=�p P = ��F

3

=�Q F

3

= pQ; Q = �q; P = �p

F

4

(t; p; P ) q = ��F

4

=�p Q = +�F

4

=�P F

4

= pP; Q = +p; P = �q
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Die neue Hamilton-Funktion bere
hnet si
h gemäÿ

H

0

(t; Q; P ) = H(t; q; p) +

�F

i

�t

(9.113)

aus der alten. Für zeitunabhängige, d.h. einges
hränkte kanonis
he Transformationen ist die

Hamilton-Funktion selbst eine sogenannte kanonis
he Invariante, d.h. H

0

= H . Als kanoni�

s
he Invarianten bezei
hnen wir Gröÿen, wel
he si
h bei kanonis
hen Transformationen ni
ht

ändern. Zum Beispiel ist die Formulierung der Dynamik mit Hilfe der Poisson-Klammern

bei zeitunabhängigen Transformationen kanonis
h invariant. In der Tat gilt sogar der

Satz 9 Eine (zeitabhängige) Transformation

Q

i

= Q

i

(t; q; p) und P

i

= P

i

(t; q; p) (9.114)

ist genau dann kanonis
h, wenn die fundamentalen Poisson-Klammern in den neuen Va�

riablen erfüllt sind, d.h.

fQ

i

; Q

j

g = 0 = fP

i

; P

j

g; fQ

i

; P

j

g = Æ

i

j

: (9.115)

Dieser Satz ist oft hilfrei
h wenn man prüfen will, ob eine Transformation kanonis
h ist.

Polarkoordinaten: Zum Beispiel, die kanonis
he Transformation

(x; y

|{z}

q

; p

x

; p

y

| {z }

p

) �! ( r; '

|{z}

Q

; p

r

; p

'

)

| {z }

P

(9.116)

von kartesis
hen zu Polarkoordinaten wird von der Funktion F

3

(r; '; p

x

; p

y

) = �r(p

x


os'+

p

y

sin') erzeugt. Man �ndet folgende bekannte Beziehung zwis
hen kartesis
hen und Polar�

koordinaten,

x = �

�F

3

�p

x

= r 
os' und y = �

�F

3

�p

y

= r sin' (9.117)

und zwis
hen den entspre
henden konjugierten Impulsen,

p

r

= �

�F

3

�r

= p

x


os'+ p

y

sin' und p

'

= �

�F

3

�'

= �p

x

r sin'+ p

y

r 
os': (9.118)

Diese Glei
hungen kann man na
h den alten Impulsen au�ösen und erhält

p

x

= p

r


os'�

1

r

p

'

sin' und p

y

= p

r

sin'+

1

r

p

'


os': (9.119)

Wir haben also auf ungewöhnli
he Art Polarkoordinaten eingeführt.

9.5 Theorem von Liouville

Das Theorem von Liouville bietet eine eleganten Einstieg in die statistis
he Me
hanik.

Um den Zustand eines me
hanis
hen Systems als Punkt im Phasenraum � festlegen zu
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können, muÿ man die Anfangsbedingung (q

1

; : : : ; q

f

; p

1

; : : : ; p

f

) zur Lösung der kanonis
hen

Glei
hungen exakt kennen, was für makroskopis
he Systeme von etwa N � 10

23

Teil
hen

praktis
h unmögli
h ist. Hinzu kommt, daÿ es für sol
h komplizierte Systeme illusoris
h wäre,

die Lösungen der Bewegungsglei
hungen explizit zu bere
hnen

5

. Als eine weniger genaue,

aber für viele wi
htige Fragen dur
haus genügende Zustandsbes
hreibung, bietet si
h dann

die Angabe der Wahrs
heinli
hkeit �(t; q; p) = �(t; x) an, mit der das System si
h zur Zeit

t am Punkt x = (q; p) 2 � be�ndet. Etwas genauer: Ist � � � ein Gebiet im Phasenraum,

dann ist

w(�) =

Z

�

d

f

q d

f

p �(t; q; p) =

Z

�

d

2f

x �(t; x); d

2f

x = d

f

q d

f

p =

f

Y

i=1

dq

i

dp

i

; (9.120)

die Wahrs
heinli
hkeit dafür, das System zur Zeit t im Gebiet � zu �nden. Insbesondere

werden wir die Normierungsbedingung

w(�) =

Z

�

d

2f

x �(t; x) = 1 (9.121)

verlangen müssen. Kennt man �, so kann man den Erwartungswert einer Observablen F :

�! R als Mittelwert bere
hnen,

hF i =

Z

d

2f

x �(t; x)F (t; x): (9.122)

Wenn die mittlere quadratis
he Abwei
hung (�F )

2

= hF

2

i � hF i

2

genügend klein ist, so

kann man den Mittelwert (9.122) mit dem makroskopis
hen Messwert identi�zieren.

In der statistis
hen Physik entspri
ht der Wahrs
heinli
hkeitdi
hte � ein Ensemble: Man

ersetzt das tatsä
hli
he System, dessen Anfangsbedingungen man nur ungenau (unvollstän�

dig) kennt, oder dessen genaue Anfangsbedingungen irrelevant sind, dur
h einen groÿen

Satz glei
hartiger Systeme (dur
h ein Ensemble) mit vers
hiedenen, jeweils genau spezi��

zierten Anfangsbedingungen, in Einklang mit den makroskopis
hen Kenntnissen über das

tatsä
hli
he System. Jedes Mitglied des Ensemble wird dur
h einen Punkt im Phasenraum �

repräsentiert, das Ensemble also dur
h eine Ansammlung von Punkten in �, deren Verteilung

dur
h die Punkts
hwarmdi
hte (Wahrs
heinli
hkeitsdi
hte) � gegeben ist.

Nun ändern si
h alle Systeme (repräsentiert dur
h Punkte im Phasenraum) gemäÿ den

Bewegungsglei
hungen, die Punkte im Phasenraum bewegen si
h. Dadur
h verändert si
h

die anfängli
he

6

Punkts
hwarmdi
hte �

�

0; x(0)

�

zu �

�

t; x(t)

�

. Es stellt si
h die Frage, wel
her

Bewegungsglei
hung die Punkts
hwarmdi
hte � genügt. Hierzu betra
hten wir ein Gebiet �

im Phasenraum und die Wahrs
heinli
hkeit dafür, daÿ zur Zeit 0 ein System des Ensemble

in � liegt,

w(�) =

Z

�

d

2f

x �(0; x): (9.123)

Die Trajektorien jedes einzelnen Systems genügen den kanonis
hen Glei
hungen mit den

Anfangsbedingungen

x(0) = x

0

: (9.124)

5

Die besten numeris
hen Codes bewältigen einige Millionen Teil
hen.

6

Als Anfangszeit wählen wir t

0

= 0.
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Dur
h die zeitli
he Entwi
klung errei
hen die Punkte in � neue Stellen x(t). Insgesamt

gesehen wird dadur
h � zur Zeit 0 in eine neue Untermenge �

t

zur Zeit t überführt. Die

Wahrs
heinli
hkeit, daÿ im Ensemble zur Zeit t der Punkts
hwarm in �

t

liegt, ist

w(�

t

) =

Z

�

t

d

2f

x �(t; x): (9.125)

Der Liouville's
he Satz besagt nun, daÿ die beiden Wahrs
heinli
hkeiten (9.123) und

(9.125) glei
h sind, da keine S
hwarmpunkte im Phasenraum � erzeugt oder verni
htet wer�

den,

Z

�

d

2f

x

0

�(0; x

0

) =

Z

�

t

d

2f

x �(t; x): (9.126)

Wir wollen aus dieser Bedingung eine Di�erentialglei
hung für die S
hwarmdi
hte ableiten.

Als Vorbereitung betra
hten wir den Fluÿ des Hamilton's
hen Vektorfeldes X

H

= Jr

x

H ,

� 3 x

0

�! x = x(t; x

0

) 2 �; x(0; x

0

) = x

0

; _x(t; x

0

) = X

H

�

x(t; x

0

)

�

; (9.127)

und zeigen, daÿ für jede feste Zeit die Abbildung x(t; :) : � ! � kanonis
h ist. Wir müssen

also zeigen, daÿ die Ja
obi-Matrix

M

��

=

�

�x

�

(t; x

0

)

�x

0�

�

(9.128)

für alle Zeiten symplektis
h ist. Für t = 0 ist x = x

0

und entspre
hend ist x(0; :) die identis
he

Abbildung, wel
he natürli
h symplektis
h ist. Die zeitli
he Variation der Matrixelemente

M

��

ist

d

dt

�x

�

�x

0�

=

�

�x

0�

_x

�

=

�

�x

0�

J

��

�H

�x

�

= J

��

�

2

H

�x

�

�x

�

�x

�

�x

0�

und lautet in Matrixform

d

dt

M = JH

00

M mit H

00

=

�

�

2

H

�x

�

�x

�

�

= (H

00

)

T

: (9.129)

Es folgt, daÿ M

T

JM zeitunabhängig ist,

d

dt

�

M

T

JM

�

(9:129)

= (M

T

H

00

J

T

)JM +M

T

J(JH

00

M) =M

T

H

00

M �M

T

H

00

M = 0;

wobei wir die Symmetrie von H

00

und die Eigens
haften J

2

= �1l sowie J

T

J = 1l der

symplektis
hen Metrik ausnutzten. Damit gilt

(M

T

JM)(t) = (M

T

JM)(0) = J; (9.130)

d.h. die Ja
obi-Matrix des Flusses ist eine symplektis
he Matrix, was zu zeigen war. Der

Fluÿ zu X

H

ist damit eine kanonis
he Abbildung. Insbesondere ist die Determinante der

Ja
obi-Matrix des Hamilton's
hen Flusses glei
h Eins, detM = 1. Es folgt unmittelbar,

daÿ

Z

�

t

d

2f

x �(t; x) =

Z

�

d

2f

x

0

�

�

t; x(t; x

0

)

�

det

�

�x

�

(t; x)

�x

0�

�

=

Z

�

d

2f

x

0

�

�

t; x(t; x

0

)

�

(9.131)
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gilt, und insbesondere au
h

V (�

t

) =

Z

�

t

d

2f

x =

Z

�

d

2f

x

0

= V (�): (9.132)

Das Volumen eines beliebigen Gebietes im Phasenraum bleibt erhalten, wenn si
h die Punkte

seiner Begrenzung entspre
hend den Hamilton-Glei
hungen bewegen. Der Fluÿ im Phasen�

raum entspri
ht demna
h dem einer inkompressiblen Flüssigkeit. Der Grund für die Inkom�

pressibilität des Flusses ist die Quellenfreiheit des Hamilton's
hen Vektorfeldes,

divX

H

=

�

�x

�

J

��

�H

�x

�

= 0: (9.133)

Der Hamilton's
he Fluÿ hat also weder Quellen no
h Senken.

q q

pp

t∆

∆

Abbildung 9.4: Links: Entwi
klung eines Gebietes in �. Das Volumen von � ist glei
h demjenigen

von �

t

. Re
hts: Der Fluÿ ist inkompressibel.

Zur Illustration betra
hten wir wieder einmal den harmonis
hen Oszillator mit Masse m und

Kreisfrequenz !. Die Trajektorien im Phasenraum wurden im Abs
hnitt (3.3.2) bere
hnet,

�

q(t)

p(t)

�

=

�


os!t �m! sin!t

sin!t=m! 
os!t

��

q

0

p

0

�

=M(t)

�

q

0

p

0

�

:

Es sind Ellipsen und diese sind in der Abbildung (3.10) dargestellt. O�ensi
htli
h ist M eine

symplektis
he Matrix. In der folgenden Abbildung sieht man das Bild des Re
hte
ks auf

der re
hten Seite na
h einem A
htel und einem Viertel der Periode des Oszillators. Einzelne

Punkte bewegen si
h auf Ellipsen. Dies ist für einige Punkte in der Figur angedeutet. Der

zur Zeit t = 0 beinahe quadratis
he Berei
h wird bei der Bewegung aller seiner Punkte wie

angedeutet verzerrt.

Mit diesen Vorbereitungen sind wir nun in der Lage die Glei
hung für die zeitli
he Änderung

der Wahrs
heinli
hkeitsdi
hte � abzuleiten. Benutzen wir nämli
h (9.131) in (9.126) dann

folgt

Z

�

d

2f

x

0

�(0; x

0

) =

Z

�

d

2f

x

0

�

�

t; x(t; x

0

)

�

(9.134)

für alle Zeiten. Wir leiten na
h der Zeit ab und �nden, da die linke Seite zeitunabhängig ist,

0 =

d

dt

Z

�

d

2f

x

0

�

�

t; x(t; x

0

)

�

=

Z

�

d

2f

x

0

d

dt

�

�

t; x(t; x

0

)

�

=

Z

�

d

2f

x

0

�

��

�t

+ f�;Hg

�

:
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∆

∆

p

∆T/4
T/8

q

Abbildung 9.5: Der Hamilton's
he Fluÿ des harmonis
hen Oszillators im Phasenraum .

Diese Glei
hung muÿ für beliebige Untermengen � des Phasenraumes gelten, und es folgt

die Liouville-Glei
hung

d�

dt

= f�;Hg+

��

�t

= 0: (9.135)

Sie gibt an, wie si
h die Wahrs
heinli
hkeitsdi
hte an einem festen Punkt im Phasenraum

ändert: die Änderung ist proportional zur Poisson-Klammer der Di
hte mit der Hamil-

ton-Funktion.

Zur Erläuterung dieser wi
htigen Glei
hung s
hreiben wir sie um. Mit

�

�x

�

�

� _x

�

�

=

��

�x

�

J

��

�H

�x

�

+ � J

��

�

2

H

�x

�

�x

�

| {z }

=0

=

��

�x

�

J

��

�H

�x

�

= f�;Hg

kann die Liouville-Glei
hung (9.135) au
h als Kontinuitätsglei
hung im Phasenraum ver�

standen werden,

��

�t

+ div

�

� _x

�

= 0 mit _x =

�

_q

i

_p

i

�

(9.136)

als Ges
hwindigkeit im Phasenraum. Das Liouville-Theorem läÿt si
h dann - analog zur

Ladungserhaltung in der Elektrodynamik - als Erhaltung der Zahl der das Ensemble reprä�

sentierenden Punkte im Phasenraum interpretieren: Na
h (9.136) kann si
h diese Zahl in

einem Berei
h � im Phasenraum nur dadur
h ändern, daÿ Punkte des S
hwarms hinein-

bzw. herauswandern.

Für die Glei
hgewi
htsthermodynamik sind stationäre Verteilungen von Interesse,

��

�t

= 0: (9.137)

Für derartige Verteilungen gilt

f�;Hg = 0; (9.138)

und eine wi
htige Lösung dieser Glei
hung lautet

� = Æ(H �E); (9.139)
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was als mikrokanonis
hes Ensemble bezei
hnet wird. Beim diese Ensemble ist die Gesamt�

energie des Systems genau bekannt. Da hier � nur von der Hamilton-Funktion abhängt,

ist na
h der Produktregel für die Poisson-Klammern die Glei
hung (9.138) o�ensi
htli
h

erfüllt.

Falls das System mit einem 'Wärmereservoir' Energie austaus
ht und nur seine mittlere

Energie hHi bekannt ist, wird � zu

� � exp

�

�H=kT

�

; (9.140)

was als kanonis
hes Ensemble bezei
hnet wird. Hier kann T mit der makroskopis
hen Tem�

peratur des Systems identi�ziert werden, während k die Boltzmann-Konstante bezei
hnet.

Daneben treten in der statistis
hen Physik no
h weitere Ensemble auf, die jeweils dadur
h


harakterisiert werden, ob eine thermodynamis
he Observable exakt oder im Mittel erhal�

ten ist. Zu den vers
hiedenen Ensembles gehören thermodynamis
he Potentiale, die dur
h

Legendre-Transformationen auseinander hervorgehen.

9.6 Elementare Hamilton-Ja
obi Theorie

Die Koordinaten x(t) =

�

q(t); p(t)

�

im Phasenraum 
harakterisieren den Zustand des Sy�

stems zu einem Zeitpunkt t = t

0

vollständig. Ist x(t

0

) bekannt, so kann die Bewegungsglei�


hung mit diesem Anfangspunkt eindeutig gelöst werden. Im folgenden wählen wir t

0

= 0.

Wie wir im letzten Abs
hnitt gesehen haben, läÿt si
h der Zusammenhang von x(t) und x(0)

als eine spezielle, explizit zeitabhängige kanonis
he Transformation au�assen,

q(t) �! Q

�

t; q(t); p(t)

�

= Q

p(t) �! P

�

t; q(t); p(t)

�

= P: (9.141)

mit der Umkehrung

Q �! q(t; Q; P ) = q(t)

P �! p(t; Q; P ) = p(t): (9.142)

Wenn Q und P konstant sind, dann darf die transformierte Hamilton-Funktion H

0

(t; Q; P )

weder von Q no
h von P abhängen. Mit Hilfe einer Erzeugenden, die explizit von der Zeit

abhängt, können wir sogar H

0

= 0 errei
hen. Unter einer kanonis
hen Transformation mit

Erzeugenden F transformiert die Hamilton-Funktion gemäÿ

H �! H

0

= H +

�F

�t

: (9.143)

Die eigentli
he Aufgabe besteht jetzt also darin, eine geeignete Erzeugende der gesu
hten

kanonis
hen Transformation zu �nden, also derjenigen Transformation, wel
he das zeitli
h

veränderli
he x(t) auf seinen Anfangswert x(0) zurü
kführt.
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9.6.1 Die Prinzipalfunktion F

2

(t; q; P )

Wir wählen eine Erzeugende vom Typ F

2

, d.h. ein F

2

(t; q; P ). Dann ist

p

i

=

�F

2

(t; q; P )

�q

i

und Q

i

=

�F

2

(t; q; P )

�P

i

: (9.144)

Dies setzen wir in den Ausdru
k für die transformierte Hamilton-Funktion H

0

(t; Q; P ) ein,

die ja identis
h vers
hwinden soll:

H

0

(t; Q; P ) = H(t; q; p) +

�F

2

(t; q; P )

�t

= H

�

t; q;

�F

2

�q

�

+

�F

2

�t

!

= 0: (9.145)

Wir erhalten also eine ni
htlineare partielle Di�erentialglei
hung für F

2

, die sogenannte

Hamilton-Ja
obi-Glei
hung

H

�

t; q

1

; : : : ; q

f

;

�F

2

�q

1

; : : : ;

�F

2

�q

f

�

+

�F

2

�t

= 0: (9.146)

Die Lösungen sind Funktionen der f + 1 Variablen (t; q

1

; : : : ; q

f

) und hängen von f + 1

frei wählbaren Integrationskonstanten �

1

; : : : ; �

f+1

ab. Da in (9.144) nur Ableitungen von

F

2

vorkommen, ist eine dieser Konstanten rein additiv, F

2

= F

2

(t; q; �

1

; : : : ; �

f

) + �

f+1

.

Die additive Konstante �

f+1

ist ni
ht interessant und kann Null gesetzt werden. Es bleiben

f Integrationskonstanten übrig. Wir wählen eine sol
he Darstellung der Lösung, daÿ die

Konstanten gerade die (konstanten) kanonis
hen Impulse P

i

sind. Die so gewonnene Funktion

F

2

nennt man Prinzipalfunktion oder au
h Hamilton's
he Wirkungsfunktion. Man benutzt

für sie traditionell den Bu
hstaben S, d.h.

F

2

= S(t; q

1

; : : : ; q

f

; �

1

; : : : ; �

f

): (9.147)

Nun wollen wir einen Lösungsweg der Hamilton-Ja
obi-Glei
hung betra
hten. Wir gehen

von der Glei
hung (9.145) aus

H

�

t; q;

�S

�q

�

+

�S

�t

= 0; S = S(t; q; P ); (9.148)

d.h. S soll gerade so bestimmt werden, daÿ H

0

(t; Q; P ) = 0 gilt und die neuen Orte und

Impulse damit zeitunabhängig werden,

_

Q

i

= 0; i = 1; : : : ; f (9.149)

_

P

i

= 0; i = 1; : : : ; f: (9.150)

Übli
herweise bezei
hnet man die Konstanten �

i

� P

i

(t) = P

i

(0). Wenn man dieHamilton-

Ja
obi-Glei
hung gelöst hat, dann löst man die Beziehungen

Q

i

=

�S(t; q; P )

�P

i

= 
onst (9.151)

na
h den q

i

(t) auf, d.h. man erhält q

i

(t) als Funktion der Anfangswerte Q

i

und P

i

. Die p

i

(t)

ergeben si
h aus

p

i

=

�S(t; q; P )

�q

i

; (9.152)
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wobei die q

i

(t) entspre
hend dem vorherigen S
hritt dur
h Q und P und t ausgedrü
kt

werden.

Die Erzeugende S(t; q; P ) als Lösung der zeitabhängigen Hamilton-Ja
obi-Glei
hung läÿt

si
h physikalis
h interpretieren. Hierzu betra
hten wir deren totale Zeitableitung, die mit

der Lagrange-Funktion identi�ziert werden kann:

dS(t; q; P )

dt

=

f

X

i=1

�

�S

�q

i

_q

i

+

�S

�P

i

_

P

i

�

+

�S

�t

(9:152;9:150;9:148)

=

f

X

i=1

p

i

_q

i

�H = L: (9.153)

Die Integration von (9.153) zeigt, daÿ die Erzeugende S(t; q; P ) bis auf eine Integrations�

konstante die Wirkung entlang einer Bahnkurve darstellt. Deshalb wird sie häu�g au
h als

Hamiltons
he Wirkungsfunktion bezei
hnet.

Es stellt si
h die Frage: Wie kann man die Hamilton-Ja
obi-Glei
hung lösen? Zunä
hst

betra
hten wir ein abges
hlossenes System mit H = H(q; p). Wir fordern

H(q; p) = �

�S

�t

: (9.154)

Diese Glei
hung wird gelöst dur
h den Ansatz

S(t; q; P ) = W (q; P )�H

0

(P )t: (9.155)

Hier ist H

0

die Separationskonstante, die den konstanten Wert der Hamilton-Funktion

H(q; p) hat. Bei einem konservativen System ist sie glei
h der Energie. Die FunktionW (q; p)

heiÿt 
harakteristis
he Funktion. Sie gehor
ht der zeitunabhängigen Hamilton-Ja
obi-Glei
hung

H

�

q;

�W

�q

�

= H

0

(P ): (9.156)

Die Transformationsglei
hungen (9.151) und (9.152) lauten

Q

i

=

�W (q; P )

�P

i

�

�H

0

(P )

�P

i

t; i = 1; : : : ; f (9.157)

p

i

=

�W (q; P )

�q

i

: i = 1; : : : ; f: (9.158)

Es gibt keinen lei
ht übers
haubaren Satz von Bedingungen dafür, daÿ si
h diese Glei
hung

(9.156) lei
ht

7

lösen läÿt.

Au
h die 
harakteristis
he Funktion W (q; P ) hat eine physikalis
he Bedeutung, die derjeni�

gen der Wirkungsfunktion S(t; q; P ) sehr ähnli
h ist. Für die totale Zeitableitung erhalten

wir

dW (q; P )

dt

=

f

X

i=1

�

�W

�q

i

_q

i

+

�W

�P

i

_

P

i

�

(9:150;(9:158))

=

f

X

i=1

p

i

_q

i

; (9.159)

so daÿ die Zeitintegration ergibt

W (q; P ) =

Z

f

X

i=1

p

i

_q

i

dt =

f

X

i=1

Z

p

i

dq

i

: (9.160)

7

Was immer das heiÿt.
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9.6.2 Beispiele

Ni
htwe
hselwirkende 1-dimensionale Systeme: Das Verfahren von Hamilton und

Ja
obi zur Lösung me
hanis
her Probleme s
heint auf den ersten Bli
k nur von geringer

praktis
her Bedeutung zu sein. Anstatt der 2f gewöhnli
hen Hamilton-Glei
hungen muÿ

man die partielle Hamilton-Ja
obi-Glei
hung lösen und ni
htlineare partielle Di�erential�

glei
hungen sind im Allgemeinen s
hwerer zu lösen als gewöhnli
he Di�erentialglei
hungen.

Unter gewissen Bedingungen ist es jedo
h mögli
h, die einzelnen Variablen in derHamilton-

Ja
obi-Glei
hung zu separieren, so daÿ die Lösung stets auf Quadraturen zurü
kgeführt

werden kann. Praktis
h ist das Hamilton-Ja
obi-Verfahren nur dann von Nutzen, wenn

si
h eine sol
he Separation errei
hen läÿt.

Eine Separation der Variablen ist zum Beispiel mögli
h, wenn die Hamilton-Funktion eine

Summe von Hamiltonfunktionen H

i

(q

i

; p

i

) ist, die jeweils nur von einer Koordinate und

dem zugehörigen konjugierten Impuls abhängen,

H(q; p) =

X

i

H

i

(q

i

; p

i

): (9.161)

Dur
h den Separationsansatz,

W (q; P ) =

X

i

W

i

(q

i

; P ) (9.162)

erhält man dann ungekoppelte Glei
hungen für jedes q

i

. Wi
htig dabei ist, daÿ die einzelnen

W

i

von allen P

j

abhängen können, also ni
ht nur von P

i

abhängen. Setzen wir unseren

Separationsansatz in (9.156) ein und benutzen (9.159), so erhalten wir

X

i

H

i

�

q

i

;

�W

i

�q

i

�

= H

0

(P ): (9.163)

Wir greifen einen beliebigen Term in der Summe heraus, z.B. denjenigen mit i = j,

H

j

�

q

j

;

�W

j

�q

j

�

= H

0

(P )�

f

X

i=1

i6=j

H

i

�

q

i

;

�W

i

�q

i

�

:

Die beiden Seiten hängen von vers
hiedenen Variablen ab und müssen daher konstant sein.

Wir nennen diese Konstanten jeweils h

j

(P ). Ohne Bes
hränkung der Allgemeinheit können

wir die einzelnen Separationskonstanten h

j

(P ) mit den neuen Impulsen identi�zieren,

h

i

(P ) = P

i

; i = 1; : : : ; f: (9.164)

wobei deren Summe gemäÿ (9.163) die Energie des Systems ergibt,

H

0

(P ) =

f

X

i=1

P

i

: (9.165)

Damit ergeben si
h die entkoppelten Di�erentialglei
hungen

H

i

�

q

i

;

�W

i

(q

i

; P )

�q

i

�

= P

i

mit

f

X

i=1

P

i

= H

0

(P ): (9.166)

Diese f Di�erentialglei
hungen hängen jeweils nur von einer Ortskoordinate ab, wohl aber

von allen Konstanten P

i

.
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Beispiel: Eindimensionale Potentialprobleme. Wir untersu
hen dieHamilton-Ja
obi-Glei
hung

für das eindimensionale Potentialproblem mit Hamilton-Funktion

H =

p

2

2m

+ V (q): (9.167)

Da dieHamilton-Funktion ni
ht explizit von der Zeit abhängt läÿt si
h die Zeitabhängigkeit

abspalten. Die entspre
hende zeitunabhängige Hamilton-Ja
obi-Di�erentialglei
hung für

die Prinzipalfunktion lautet

1

2m

�

�W

�q

�

2

+ V (q) = H

0

(P ); (9.168)

wobei die Separationskonstante H

0

(P ) als Energie des Systems mit dem neuen Impuls als

Erhaltungsgröÿe identi�ziert wurde. Wir setzen H

0

(P ) = P . Für eindimensionale Systeme

ist die Hamilton-Ja
obi-Glei
hung eine gewöhnli
he Di�erentialglei
hung und läÿt si
h

lösen,

�W

�q

=

p

2m[P � V (q)℄ =)W (q) =

Z

p

2m[P � V (q)℄dq

S =

Z

p

2m[P � V (q)℄dq � Pt: (9.169)

Die Ableitung dieser Erzeugenden Funktion na
h dem neuen Impuls liefert die neue Koordi�

nate

Q =

�S

�P

=

Z

mdq

q

2m

�

P � V (q)

�

� t (9.170)

und ableiten na
h der alten Koordinate den alten Impuls,

p =

�S

�q

=

p

2m[P � V (q)℄: (9.171)

Hierbei sind Q und P Integrationskonstanten. Au�ösen der Glei
hungen (9.170) und (9.171)

na
h den alten Koordinaten und Impulsen ergibt dann die Lösung der Bewegungsglei
hun�

gen.

Für den harmonis
hen Oszillator mit

V =

1

2

m!

2

q

2

ist diese Au�ösung sogar analytis
h mögli
h. Das Integral (9.170) �ndet si
h in jeder besseren

Formelsammlung

8

Q =

1

!

ar
sin

�

q

r

m!

2

2P

�

� t: (9.172)

Wir können jetzt lei
ht na
h der alten Koordinate q au�ösen,

q =

r

2P

m!

2

sin(!t+ !Q): (9.173)

8

z.B. in Bronstein.
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Für p in (9.171) erhalten wir dann

p =

q

2mP � 2mP sin

2

(!t+ !Q) =

p

2mP 
os(!t+ !Q): (9.174)

Die Funktionen q(t) und p(t) in (9.173) und (9.174) bes
hreiben Bahnen des harmonis
hen

Oszillators im Phasenraum. Dabei sind die Integrationskonstanten Q und P proportional

zur Phase und Amplitude der S
hwingungen des Oszillators.

9.6.3 Wirkungs- und Winkelvariablen

Bisher wurde die 
harakteristis
he FunktionW (q; P ) nur als Bestandteil derHamilton's
hen

Wirkungsfunktion S(t; q; P ) betra
htet. Wir können aber W (q; P ) als Erzeugende einer ei�

genen, zeitunabhängigen kanonis
hen Transformation au�assen. Es folgt mit (9.143) und

(9.156), daÿ die neue Hamilton-Funktion folgende Form hat

H

0

(Q;P ) = H

�

q;

�W (q; P )

�q

i

�

+

�W (q; P )

�t

| {z }

=0

= H

0

(P

1

; : : : ; P

f

); (9.175)

so daÿ die verallgemeinerten Koordinaten Q

i

zyklis
h sind. Die neuen kanonis
hen Glei
hun�

gen

_

Q

i

=

�H

0

(P )

�P

i

und

_

P

i

= �

�H

0

(P )

�Q

i

= 0 (9.176)

lassen si
h unmittelbar integrieren

Q

i

(t) =

�H

0

�P

i

t+Q

i

; P

i

(t) = P

i

; i = 1; : : : ; f: (9.177)

Die zu den zyklis
hen Koordinaten Q

i

kanonis
h konjugierten Impulse sind Erhaltungsgrö�

ÿen. Damit haben wir eine kanonis
he Transformation auf Wirkungs- und Winkelvariablen

gefunden. Diese werden häu�g über die Diskussion (zeitli
h oder räumli
h) periodis
her

Bewegungen eingeführt. Derartige Bewegungen lassen si
h als Bewegungen auf Kreisen oder

höherdimensionalen Tori darstellen. Die Winkelvariablen, für die man in der Regel den Bu
h�

staben � benutzt, entspre
hen Polarwinkeln. Die Wirkungsvariablen, die man übli
herweise

mit J bezei
hnet, entspre
hen den von den Bahnen im Phasenraum einges
hlossenen Flä�


hen. Wesentli
h ist, daÿ die transformierte Hamilton-Funktion H

0

(�; J) ni
ht mehr von

den Winkelvariablen abhängt, H

0

= H

0

(J). Daher sind in (9.175) die neuen Koordinaten Q

i

Winkelvariablen und die neuen Impulse P

i

Wirkungsvariablen. Die Bewegungsglei
hungen

für die Wirkungsvariablen lauten

_

J

i

= �

�H

0

��

i

= 0 =) J

i

= J

i

(0) = 
onst. (9.178)

Für die �

i

erhalten wir zunä
hst

_

�

i

=

�H

0

�J

i

� !

i

: (9.179)

Da die J

i

aber zeitli
h konstant sind, sind au
h die !

i

zeitli
h konstant. Damit wird

�

i

(t) = !

i

(J) t+ �

i

(0): (9.180)
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Die Bewegung ist also dur
h 2f Konstanten, die J

i

und die �

i

(0), 
harakterisiert. Ein me�


hanis
hes System für das si
h eine Transformation auf Wirkung- und Winkelvariable �nden

läÿt, heisst integrabel . Anstelle von integrabel verwendet man au
h die Bezei
hnung lösbar.

Integrabel sind zum Beispiel

� alle Systeme mit nur einem Freiheitsgrad und hinrei
hend oft di�erenzierbarerHamil-

ton-Funktion,

� alle System mit linearen Bewegungsglei
hungen,

� alle ni
htlinearen Systeme, die si
h auf entkoppelte Systeme mit einem Freiheitsgrad

transformieren lassen,

� die Systeme, die in vielen Lehrbü
hern als Übungsaufgaben gegeben werden, und für

die explizite Lösungen gefunden werden sollen.

Im nä
hsten Semester wird eine Vorlesung Me
hanik II gelesen, in der allgemeinere dyna�

mis
he Systeme behandelt werden. Trotz der S
hönheit und Eleganz der Hamilton's
hen

Me
hanik sollte man ni
ht vergessen, daÿ diese nur für reibungsfreie Systeme gilt. In der

Menge der makroskopis
hen Systeme, deren Bewegung si
h dur
h die Wirkung von Kräften

bes
hreiben läÿt, stellen die Hamilton's
hen Systeme eine kleine Teilmenge dar. Die moder�

ne Theorie der dynamis
hen Systeme ist viel umfassender als die Hamilton's
he Theorie.

Anderseits ist Reibung ein Begri�, der in wirkli
h fundamentalen Theorien der Physik keinen

Platz hat. Alle fundamentalen We
hselwirkungen der Physik, also Elektrodynamik, s
hwa�


he und starke We
hselwirkung und die Gravitation, sind reibungsfrei und passen wunderbar

in das Gebäude der Hamilton's
hen Me
hanik.

In dieser Vorlesung wurde die relativistis
he Me
hanik ni
ht behandelt. Dies wurde nur teil�

weise aus Zeitgründen unterlassen. An unserer Fakultät werden regelmäÿig Wahlvorlesungen

über spezielle Relativitätstheorie gelesen, in denen die relativistis
he Me
hanik einen breiten

Raum einnimmt.

251


