Kapitel g

Hamilton’sche Mechanik

In der LAGRANGE-Mechanik wird der Zustand eines Systems durch f verallgemeinerte Koor-
dinaten ¢ = (¢',...,¢/) und f verallgemeinerte Geschwindigkeiten ¢ = (¢', ..., ¢7) beschrie-
ben. Hier ist f = 3N — s die Dimension des Konfigurationsraumes fiir N Teilchen unter
s (holonomen) Zwangsbedingungen; 3N ist die Zahl der kartesischen Koordinaten. Durch
den Ubergang von den kartesischen zu den verallgemeinerten Koordinaten haben wir die
holonomen Zwangsbedingungen eliminiert.

In der HAMILTON’schen Mechanik werden die verallgemeinerten Geschwindigkeiten durch
die verallgemeinerten Impulse ersetzt

(ta(Ja(j) —>(t7Qap)7 p:(plaapf) (91)

Die (g,p) sind die Koordinaten des Phasenraumes T. Der Ubergang (9.1) wird durch ei-
ne LEGENDRE-Transformation geleistet. Die Formulierung der Mechanik im Phasenraum
wurde von Sir WILLIAM ROWAN HAMILTON in den Dreiffiger Jahren des 1g9. Jahrhunderts
entwickelt. Sie beschrinkt sich auf die reibungsfreie Bewegung, also auf Systeme, die durch
eine Lagrangefunktion beschrieben werden*. Insofern behandelt sie keine neue Physik, die
wir nicht auch schon mit Hilfe des LAGRANGE-Formalismus beschreiben kénnten. Dass wir
uns noch heute mit der HAMILTON’schen Mechanik befassen hat folgende Griinde:

e Sie gibt eine Formulierung der Grundgesetze der Mechanik, die ihre mathematischen
Eigenschaften, insbesondere ihre symplektische Struktur, besonders deutlich macht. Sie
ermoglicht eine qualitative, geometrische Beschreibung der Bewegung im Phasenraum
und ist fiir die Chaostheorie bedeutsam.

e Sie bildet den gingigsten Ausgangspunkt? fiir die Erweiterungen der klassischen Me-

*Fiir dissipative Systeme gibt es natiirlich auch eine LacraNnGEsche Beschreibung. Die Bewegungsglei-

chungen
d OL oL - Q(R)
dtog  oqi I
enthalten aber neben der LacraNGE-Funktion noch Reibungskréfte Q§R).
2Man kann auch den LacraNGE-Formalismus als Ausgangspunkt wihlen.
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chanik zur statistischen Mechanik oder/und zur Quantenmechanik und ist daher fiir
ein Verstidndnis dieser Theorien von grundsétzlicher Bedeutung.

e Die im Rahmen dieser Theorie giiltigen Bewegungsgleichungen fiir die verallgemeiner-
ten Koordinaten und Impulse sind explizite Differentialgleichungen von erster Ordnung
in der Zeit und daher fiir numerische Rechnungen besser geeignet als die impliziten
LAGRANGE-Gleichungen zweiter Ordnung.

e In der HAMILTON’schen Mechanik lassen sich die Bedingungen fiir die Integrierbarkeit
eines mechanischen Systems und fiir die Moglichkeit chaotischen Verhaltens am besten
diskutieren.

9.1 Hamiltonsche Bewegungsgleichungen

Wir beschrinken uns auf Systeme, die durch eine LAGRANGE-Funktion L(t,q,q) beschrie-
ben werden konnen. Die Koordinaten ¢, ..., ¢’ sind dabei f unabhingige verallgemeinerte
Koordinaten fiir f Freiheitsgrade. In den Gleichungen (7.27) und (7.72) haben wir bereits
die kanonischen Impulse

oL
Pi = 55 (9-2)

eingefithrt. Die HAMILTON’sche Theorie benutzt nun nicht mehr die Variablen ¢ und ¢, die in
der LAGRANGE’schen Formulierung wesentlich waren, sondern die unabhéngigen Variablen
g und p. Man 16st dazu die Gleichungen (9.2) nach den Geschwindigkeiten ¢ auf,

i = (t,q.p), (9-3)

was nach dem Theorem {iber implizite Funktionen (lokal) moglich ist, wenn

det (%) £0

ist. Wenn man nun in allen Funktionen die verallgemeinerten Geschwindigkeiten durch die-
se Ausdriicke ersetzt, erhédlt man Funktionen der Koordinaten und der Impulse. Die zen-
trale Rolle spielt dabei nicht mehr die LAGRANGE-Funktion L(t,q,¢) sondern die HAMIL-
TON-Funktion

H(t,q,p) = ijq'j (t,q.p) — L(t,q,d(t,q.p)) = pq — L. (9-4)

Diese Funktion haben wir schon in (7.35), dort allerdings als Funktion der Orte und Ge-
schwindigkeiten, eingefiihrt. Wir haben gezeigt, dass fiir kinetische Energien, die homogen
quadratisch in den ¢/ sind, H die Gesamtenergie des mechanischen Systems ist. Aus der Ho-
mogenitit der Zeit folgte die Zeitunabhangigkeit der Funktion H. Diese HAMILTON-Funktion
hat als natiirliche Argumente die Zeit, die f Koordinaten und die f Impulse.

Mit Hilfe der LAGRANGE-Gleichungen zweiter Art lassen sich nun die HAMILTON’schen Bewe-
gungsgleichungen fiir die Funktionen ¢(¢) und p(t) ableiten. Dazu differenzieren wir zunéchst
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die HamiuroNfunktion (g9.4) partiell nach den Koordinaten, wobei wir die Impulse festhalten
(und nicht die Geschwindigkeiten). Wir finden

8qJ OL OL 8¢’ (9.2) OL d oL dpl
~Xrias Tap 2 apag | op  @oq (9:5)
0¢7 0q dq dtog —  dt’
Im zweitletzten Schritt benutzten wir die LAGRANGE-Gleichungen zweiter Art. Des weiteren
folgt,

6(13 OL g7 (o. ).2) dq
ZP: Z
O¢? Op; dt
Zusammenfassend erhalten wir die folgenden HAMILTON’schen Bewegungsgleichungen

. 0OH
und p; = — oq (9.6)

~ Opi
Analog zeigt man unter Zuhilfenahme der Definition der kanonischen Impulse, dafs

oH _ 0L (9.7)
at ot 9-7

Diese Gleichung zeigt, dafs fiir autonome Systeme die HAMILTON-Funktion nicht explizit
von der Zeit abhingt. In diesem Fall ist H = H(q,p). Wir haben bereits friither gesehen,
daf H mit der Energie des mechanischen Systems identifiziert werden kann. Die HAMIL-
TON-Funktion ist deshalb die Energie, ausgedriickt in verallgemeinerten Koordinaten und
Impulsen.

Die HaMmIiLTON’schen Bewegungsgleichungen (9.6) sind ein Satz von 2f gewohnlichen Diffe-
rentialgleichungen erster Ordnung in der Zeit fiir die 2 f Variablen ¢ und p. Sie sind &quivalent
zu den f LAGRANGE-Gleichungen zweiter Art, die Differentialgleichungen zweiter Ordnung
in der Zeit fiir die f Koordinaten ¢’ sind. Die Losungen der HAMILTON’schen Bewegungs-
gleichungen sind eindeutig bestimmt, wenn wir zu einer festen Zeit die Orte und die Impulse
des Systems angeben kénnen.

Die ¢* und p; sind (lokale) Koordinaten des 2 f-dimensionalen Phasenraumes T, der oft auch
Zustandsraum genannt wird. Die Lage des Ausgangspunktes in I' zur Zeit #y bestimmt,
zusammen mit der HAMILTON-Funktion, die Entwicklung des Systems vollstindig. Im Ge-
gensatz hierzu braucht man zur Charakterisierung des Systems im f-dimensionalen Konfigu-
rationsraum des LAGRANGE-Formalismus sowohl den verallgemeinerten Ort ¢ als auch die
verallgemeinerte Geschwindigkeit ¢. Die Variablen ¢* und p; heiffen zueinander konjugierte
Variable oder kanonisch konjugierte Variable.

In (9.5) haben wir auch gezeigt, dak H/dq" = —OL/dq" gilt. Ist etwa ¢/ eine zyklische Ko-
ordinate, so hingt die HAMILTON-Funktion nicht von dieser Koordinate ab. Der konjugierte
Impuls ist dann eine Konstante der Bewegung (ein Integral der Bewegung), p; =const= a,
und H hat die Form

H:H(taqla---7qf_17p17---7pf—17af)' (98)

Man hat es also mit einem Problem mit f—1 Koordinaten zu tun, das man weiter behandeln
kann, ohne die Koordinate ¢/ zu beriicksichtigen. Bei den LAGRANGEschen Gleichungen
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ist diese einfache Art der Reduzierung des Problems nicht moglich. Sind alle Koordinaten
zyklisch, d.h. ist H eine Funktion nur der Impulse und der Zeit,

H:H(tapla"'apf)a (99)

so lassen sich die kanonischen Gleichungen sofort vollstindig integrieren und ihre Losungen
kénnen unmittelbar angegeben werden. Bei zyklischen Koordinaten folgt ndmlich

, H
=0 und q’:a

g opi W)

pi =
wobei die w'(t) wegen p; =const bekannte, nur von ¢ abhiingige Funktionen sind:
p; = aj(=const) und ¢' = /wi(t)dt +481, i=1,...,f (9.10)

Die (a;, %) sind die notwendigen 2f Integrationskonstanten. Sie werden durch die Anfangs-
bedingung festgelegt.

9.1.1 Beispiele

Hier bestimmen wir die HAMILTON-Funktionen und kanonischen Bewegungsgleichungen (9.6)
fiir einige einfache mechanische Systeme.

Eindimensionaler harmonischer Oszillator: Die LAGRANGE-Funktion ist
m,.
L= 5(3:2 — w2w2),

so dafs der kanonische Impuls und die HAMILTON-Funktion folgende einfache Form haben
_ 9oL _
=55 =

Wie erwartet ist H die Energie des Oszillators. Die kanonischen Bewegungsgleichungen lau-
ten

mi, H=pi—- L= % (i + w?2?) = 21 (p* + (mw)?z?). (9.11)

P g
m

t=——=— und p=-———=—mwz, (9.12)

oder zusammen

i+ w’r = 0. (9-13)

Ein geladenes Teilchen im elektromagnetischen Feld: Aus der LAGRANGE-Funktion

m. .
L= EtQ - qcp(tat) + qm(tat) "t (914)

mit einem skalaren Potential ¢ und einem Vektorpotential 2 liest man den zu v kanonisch
konjugierten Impuls ab,

OL .
p=gr = mi + qU(t, v). (9-15)
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Wir 16sen nach der Geschwindigkeit auf, mt = p—¢2(, und bestimmen die HAMILTON-Funktion:
. 1 1 2 q
H = pi-L=—p-(p—qA) —5—(p—aA) +gp— A (p—qA)
m 2m m

1
= 5 (b — q)” + qo. (9-16)

Damit erhalten wir die kanonischen Bewegungsgleichungen

o 9H 1,

ho= g = (pi — q4i)

. _6H _ Op q, _ oA

bi = g =iyt m(p qA) . (9-17)

Daraus folgen die LORENTZ’schen Bewegungsgleichungen fiir ein geladenes Teichen im elek-
tromagnetischen Feld (Ubung).

Allgemeines Potentialproblem: Fiir eine LAGRANGE-Funktion der allgemeinen Form
(wir benutzen wieder die EINSTEIN’sche Summenkonvention)

1 i i
L= 9i;(Q)d'¢ —V(t,q) (9-18)
sind die kanonischen Impulse
pi = gij(¢)¢’ und damit ist ¢’ = g% (q)p;, (9-19)

wobei (g%)(q) die zu (gi;)(q) inverse Matrix ist,

9i1(0)9" (q) = 67

Damit lautet die HAMILTON-Funktion

H = pig' — 59ij(f1)q ¢ +Vit,q) = 59 q) pip; + V(t,q). (9-20)

Die HAMILTON-Gleichungen sind

G . 1 9g7%(q) IV (t,q)
¢"=g"(@p; und pi=-—5 og PP g (9-21)

Fiir kartesische Koordinaten sind die Koeffizienten g;; der Metrik ortsunabhéngig, und wir
finden wieder die bekannten NEWTON’schen Bewegungsgleichungen.

9.1.2 Die Legendre-Transformation

Der Ubergang
q, q.a L — q,D, H

entspricht einer mathematischen Operation, die man LEGENDRE- Transformation nennt. Da
diese Transformation in mehreren Gebieten der Physik (Mechanik, Thermodynamik, Quan-
tenfeldtheorie) wichtig ist, wollen wir sie hier etwas ndher untersuchen.
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Wir betrachten zuerst den Fall einer Variablen, denn dieser 14ft sich graphisch leicht dar-
stellen.

Definition Es sei L € C? eine reelle Funktion auf einem offenen Intervall T mit L" > 0.

Die LEGENDRE-Transformierte LL : J — R von L mit J := L'(I) C R, ist gegeben durch

(LL)(p) = max {op — L(v)}. (9:22)

Der zu maximierende Ausdruck in den geschweiften Klammern ist extremal fiir diejenigen
v, welche die Gleichung

L'(v) =p=v=u(p), (9-23)

erfiillen. Nach Definition des Intervalls J existiert fiir jedes p € J mindestens eine Ldsung
v(p) von (9.23). Wegen L" > 0 ist diese Losung eindeutig. Die LEGENDRE-Transformation ist
damit wohldefiniert. Da die zweite Ableitung des Ausdrucks gleich —L"(v) < 0 ist, handelt
es sich um beim Extremum um ein Maximum.

Zum Beispiel, fiir I = R und L(v) = e? ist J = (0,00) und

(LL)(p) = max(pv — e*) "=57 p(logp — 1).

v

Wie wir in Abbildung (9.1) sehen, hat die LEGENDRE-Transformierte von L eine anschauliche
Bedeutung: Sie ist der minimale Ordinaten-Abstand zwischen dem Graphen von L und dem
Graphen der Geraden pv durch den Ursprung. Das Maximum wird fiir den Wert v = v(p)

graph(L)

Steigung p

Abbildung g.1: Legendretransformierte der Exponentialfunktion

angenommen, der durch p = L'(v) gegeben ist.
Wegen

(LL)(p) = p-v(p)— L(v(p)) (9-24)

ist die Ableitung der LEGENDRE-Transformierten von L gleich
4 ’ ’ ’ (9.23)
(£L) (p) = v(p) +pv'(p) — L' (v(p)v'(p) =" v(p). (9-25)
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Aus L" > 0 folgt die Monotonie von L' und mit (9.23) wichst v monoton mit p. Also wéchst
(LL)'(p) = v(p) monoton mit p und damit ist (LL)" > 0, d.h. die LEGENDRE-Transformation
bildet konvexe Funktionen in konvexe Funktionen ab. Da L£LL aufferdem auf einem offenen
Intervall, namlich J := L'(I) C R, definiert ist, konnen wir auf £L wieder die LEGEND-
RE-Transformation anwenden.

Satz Die LEGENDRE-Transformierte ist involutiv: ist LL LEGENDRE-Transformierte von
L:1— R, soist auch L LEGENDRE-Transformierte von LL, d.h. Lo L = 11.

Beweis: Da nach (9.25) (LL)'(p) = v(p) ist, ist (LL)'(J) = I. Die LEGENDRE-Transformierte
von LL ist geméf Definition

(9.23)

(L2L)(u) = max {up—(LL)(p)} = max {up—pv(p) + L(v(p))} mit w(p) (L") (p).

Das maximierende p erfiillt die Gleichung

0=u—uv(p) —pv'(p) + L' (v(p)) v'(p) = u —v(p).
———

Damit wird das Maximum bei u = v(p), also p = L'(u) angenommen, so daf

ma {up = (CL)(p)} = L' (w) = L'(u)u + L(w) = L(u)
p
gilt, was zu beweisen war.

Beispiele fiir derartige LEGENDRE-Transformationen beziiglich einer Variablen sind aus der
Thermodynamik wohlbekannt: Aus der inneren Energie U(S, V) mit den natiirlichen Varia-
blen Entropie S und Volumen V ergibt sich durch LEGENDRE-Transformation beziiglich der
ersten Variablen die freie Energie F(T,V) = U — T'S mit den natiirlichen Variablen T' und
V. In der Thermodynamik sind die Potentiale nicht immer strikt konvex oder/und zweimal
stetig differenzierbar. Aber auch fiir solche Potentiale kann die LEGENDRE-Transformation
gemift (9.22) definiert werden. Man zeigt zum Beispiel, daf £2L die konvexe Einhiillende
der Funktion L ist.

Im Fall mehrerer Variablen beginnen wir mit einer auf ganz R/ definierten Funktion L €
02(]Rf, R), wobei die symmetrische HESSE-Matrix

o°L oL
aQL ovlov! Tt dwlowS
((%iavj) N ; ;
o~ L o~ L
ovlfovt " ovlovs

positiv ist. Dann kénnen wir p; = dL/dv’ (lokal) nach den v’ auflssen.

Definition: Sei J := (VL)(R) ¢ R/. Die LEGENDRE-Transformation LL : J — R ist
durch

(LL)(p) = max {pivi — L(v)}, pe.J (9.26)

UG]R

gegeben.

Beispiel: fiir eine symmetrische positive Matrix A sei L die durch

1 . .
L(v) = i’l)lAij’U]
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definierte quadratische Form. Dann ist

i 1 i . =Av 1 _
(LL)(p) = max {piv* — v Aol } = §Pz’(A Yijpj-

Eine quadratische Form geht unter der LEGENDRE-Transformation wieder in eine quadrati-
sche Form {iiber. Eine Anwendung findet diese Formel in der Umrechnung der kinetischen
Energie von Geschwindigkeits- auf Impulskoordinaten.

Nun wenden wir die LEGENDRE-Transformation an, um die LAGRANGE-Funktion in die
HamizToN-Funktion umzuwandeln und umgekehrt. Es sei also L € C* (R, R}; X ]Rg) und

9%L
(—quaqf) > 0. (9.27)
Dann ist die die HAMILTON-Funktion

H(Qap) = mgx {pqu - L(ta q, Q)} = pqu (ta qap) - L(ta a, Q(ta qap))a (928)

wobei die maximierende Geschwindigkeiten ¢'(¢,q,p) durch Auflésung der Gleichungen fiir
die kanonischen Impulse,

. OL
pi = pi(t,q,q) = £ (9-29)

zu berechnen sind. Die HAMILTON-Funktion H ist ebenfalls C*°. Daft H die gleiche Differen-
zierbarkeitsstufe wie L hat, folgt aus der Tatsache, dafs die Abbildung

P ]RQf — ]RQfa (Q7U) — (Q7p)
wegen (9.27) lokal invertierbar, und damit ein lokaler Diffeomorphismus ist.

Nach unseren allgemeinen Betrachtungen kénnen wir aus der HAMILTON-Funktion die LA-
GRANGE-Funktion zuriickgewinnen,

L(t,q,4) = max {pid' — H(t,q,p)} = pi(t,q,4) d" — H(t,q,p(t,q,9)), (9-30)

wobei die maximierenden kanonischen Impulse p;(t, ¢, ¢) durch Auflésung der Gleichungen

) , oOH
"' =q"'(t,q,p) = a1
i =4q'(t,q,p) o, (9-31)

zu berechnen sind. Abschliefend bemerken wir, dafs der kanonische Impuls p; im Allgemeinen
von dem kinetischen (mechanischen) Impuls mq® zu unterscheiden ist.

Ableitung der Hamilton-Gleichungen aus dem Extremalprinzip: Auch die HA-
MILTON-Gleichungen sind die EULER-Gleichungen eines (ausgearteten) Variationsproblems.
Die Wirkung ist

23

S = L(t,q,p,q,p)dt, L(t,q,p,4,p) = pid" — H(t,q,p). (9-32)
t1
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Dabei wird beziiglich aller Bahnen im Phasenraum extremiert, wobei diese einen festen
Anfangs- und Endpunkt haben,

oq(t;) = op(t;) =0,  j=12. (9-33)
Die EULER-Gleichungen lauten
d oL oL d L 0L

dtopt ~ opi ' dtdq  dg’
Wegen 0L/0q = —0H /dq sind dies gerade die HAMILTON’schen Bewegungsgleichungen,
,  OH . OH

)

was zu zeigen war. Das Variationsproblem ist singuldr, da die Determinante der Matrix der
zweiten Ableitungen verschwindet,

ot ((0°L/0300  92L/0q0p
82L/9pdq 9°L)dpdp

9.1.3 Phasenraum, Trajektorien und Fliisse

Die 2 f-dimensionalen Tupel

q
7
q q
T = = .
< p> n (9-35)
Py

sind Koordinaten im Phasenraum I'. Dieser Raum ist im allgemeinen eine Mannigfaltigkeit.
Die kanonischen Bewegungsgleichungen in I" sind von erster Ordnung in der Zeit,

i(t) = Xu(t,z). (9-36)

Die Trajektorien x = x(t,to, o) mit den Anfangsbedingungen z(tg) = z sind Integralkurven
des Vektorfeldes Xp. Eine Trajektorie beschreibt die zeitliche Entwicklung eines festen
Anfangszustandes o € T'. Dagegen ist die Abbildung, welche fiir eine feste Zeit jedem
Anfangspunkt 2o € T den Punkt z(t) € T zuordnet, eine Abbildung des Phasenraumes auf
sich, und heifit der Fluff in T. Bis auf wenige Ausnahmen3 geht durch jeden Punkt von T’
genau eine Trajektorie. Die Bewegung in I' entspricht also einer Strémung.

HAMILTON’sche Systeme sind besonders einfach. In diesem Fall ist der Flufs von einer spezi-

ellen Form,
. oH oOH
=()-(%)- (5 0 (§)
T=1(.]= = , 9.37
(3)= ()= (5, ¥) (i 07

3bei denen die Lipschitzbedingung nicht erfiillt ist.
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Abbildung g.2: Die Losungen sind Integralkurven zum HAMILTON schen Vektorfeld X .

X(t) = Xy (x(V)

Trajektorie Fluss

X(to) = X%g

Abbildung g.3: Trajektorie und Flufs im Phasenraum

also in Kurzschreibweise
#(t) = Xu(t,x), wobei Xpg=JV,H, (9-38)

mit einer schiefsymmetrischen 2f x 2 f-Matrix

_( 0 1
J = <_]1f 0 > : (9-39)
die auch symplektische Metrik genannt wird. Die transponierte Matrix ist J7 = —.J und es
gelten die Relationen
JVT=JJ" =1y, sodaR J'=-J=J"' und J?=—1y. (9.40)

Die symplektische Matrix hat die Determinante det J = 1.

Die Tangentialvektoren an einer Trajektorie sind gleich dem HAMILTON’schen Vektorfeld Xz
langs der Trajektorie und Xy (x) ist gleich der symplektischen Metrik J, angewandt auf den
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Gradienten von H. Fiir ein autonomes System ist H konstant und jede Trajektorie liegt in
einer durch den Anfangspunkt zq festgelegten Niveaufliche von H in T, einer Energiefliche
des untersuchten Systems.

9.2 Zeitliche Anderung von Observablen

Wie wollen die zeitliche Anderung einer Observablen

des betrachteten Systems, wie z.B. der Energie, des Impulses oder Drehimpulses, berechnen.
Dazu bilden wir

dF < 0F , OF \ OF
P Z (a_q’q + 8_plpl) + N (9-42)

und benutzen die kanonischen Gleichungen:

f
dF OF OH OF OH OF
%—Z(a—qiapi ‘a—piaqi%ﬁ (9-43)

i=1

Diese Gleichung lafst sich mit Hilfe der Po1ssoN Klammer, definiert durch

f
OF 0G  0F 0G
{F’G}_;(a_qia_m_a_ma_qi) (9-44)

schreiben als
dF OF

= :{F,H}+§- (9-45)

Verschwindet die PoissoN-Klammer {F, H} einer nicht explizit zeitabhingigen Funktion F'
mit der HAMILTON-Funktion, so ist F' ein Integral der Bewegung,
oF

{F,H} = 0 <= F Integral der Bewegung (E =0). (9.46)

Wir diskutieren diese Bewegungsgleichungen fiir die wichtigsten Observablen.
Energieerhaltung: Wegen {H,H} =0 ist fir F = H
ai _ o o)
it~ ot 9-47

Falls die HAMILTON-Funktion nicht explizit von der Zeit abhingt, ist sie eine Konstante der
Bewegung. Dieses bekannte Resultat fiihrt auf die Erhaltung der Energie fiir abgeschlossene
Systeme.

Kanonische Gleichungen: Wegen

g’ i
o 5j und ;
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ist die Zeitableitung der Observablen ¢ gleich

; ; OH
i'={q¢",H} = . 48
¢ =A{q", H} o (9-48)
Ebenso ist die Zeitableitung der Impulse
. OH
pi={pi, H} = “a (9-49)

Nicht unerwartet sind dies die bekannten kanonischen Bewegungsgleichungen fiir die Koor-
dinaten im Phasenraum.

Mit Hilfe der symplektischen Metrik in (9.39) kann die PoissoN-Klammer von zwei Funk-
tionen auch folgendermafen geschrieben werden,

OF 0G  OF 0G oG
{na) = Z (6(1 Opi  Opi qu) Z Oaca "‘Ba = Vel IV, G (9-50)

9.2.1 Poisson-Klammern

Die in (9.44) oder (9.50) eingefiihrten Po1ssoN-Klammern sind iiber das Problem der zeit-
lichen Anderung einer Observablen hinaus von Bedeutung, da sie erlauben, die klassische
Mechanik in einer Form darzustellen, welche den Zusammenhang zur Quantenmechanik be-
sonders klar aufzeigt. Wir geben daher im Folgenden eine Reihe wichtiger Eigenschaften
der PoissoN-Klammern an, welche die Berechnung von Klammerausdriicken erleichtern. Es
seien F,G, H € C*°(I') und a die konstante Funktion. Dann gelten folgende Regeln:

Antisymmetrie: Es gilt offensichtlich
{Fa G} = _{Ga F}a (951)

(Bi)Linearitdt: Auch die Bilinearitét

{F,G+H} = {F,G}+{F,H} und {F,aG}=a{F,G} (9.52)

folgt unmittelbar aus der Definition (9.50).

Produktregel: Die Produkt- oder Derivationsregel

ist ebenfalls leicht zu beweisen. Sie folgt aus der Produktregel fiir die Differenziation,

{F,G-H}:Z(g—;[g—gmrag—g] - [qi (—)pi]) —G-{F,H)+{F,G)-H.

Jacobi-Identitiat: Die Identitat

{FAG HY} +{G {H,F}} +{H,{F,G}} =0 (9-54)

148t sich durch Nachrechnen bestéitigen.
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Zum Beispiel ist
{F,{G,H}} = 0,F Jo303 (&YGJwagH) = 00 FJ03030,GJ505 H + 00 F'Jo30,G 150805 H,
wozu wir die entsprechenden Terme in der zyklischen Summe (9.54) addieren miissen,

(9.54) = 8aFJa38387GJV585H + 8aFJa387GJ758385H
+ OQGJMBL;BVHJ,MBJF + %GJMB,YHJ,Y(;%BJF (9.55)
+ BQHJagagayFijagG + aaHJagayFJfﬂ;agagG,

Wir betrachten diejenigen Terme, welche zweite Ableitungen der Funktion F' enthalten, also
den vierten und fiinften Term auf der rechten Seite,

(9.54) = 8QGJ,1567HJ758565F + 8QHJQ56587FJ7565G +....

Waihlen wir fiir die Summationsindizes im letzten Term anstelle von (o, 3,7, d) die Buchsta-
ben (v, d, 3, «) und benutzen, daf J schiefsymmetrisch ist, so heben sich diese beiden Terme
gegenseitig weg. Genauso heben sich die verbleibenden vier Terme in (9.55) weg, und dies
beweist dann die JACOBI-Identitét.

Wichtige Beispiele sind:
Koordinatenfunktionen: Die PoissoN-Klammern der Koordinatenfunktionen,
{pi,pi} =0, {d",@}=0, {d',p;}=46", (9.56)

werden oft als fundamentale Poisson-Klammern bezeichnet. Sie konnen mit Hilfe der sym-
plektischen Metrik .J in (9.39) auch in die elegante Form

{xaaxﬁ} = Jozﬁa T = (qap)a (957)
gebracht werden.

Drehimpulse: Wir berechnen die PoissoN-Klammern zwischen den Komponenten des Dre-
himpulses,

L=tA p oder L; = €ijkTjPk- (958)

Benutzen wir die Linearitit und Produktregel (9.53) so ergibt sich

{Lia Lj} = Eipqejrs{xppqa xrps} = €ipg€jrs (xr {xpaps}pq + zp {pqa xr}ps)
S—— S——
Ops —0gr

= €ipg€irpTrPq — €ipq€jiqsTpPs = TiPj — TjPi,
beziehungsweise
{Ll,L2} = Lg, {LQ,L?,} = Ll, {L3, Ll} = Lg oder {LZ, LJ} = CijkLk- (959)

Das quantenmechanische Analogon dieser Klammern ist der Ausgangspunkt fiir die Quanti-
sierung des Drehimpulses.

Als Anwendung der JACOBT’schen Identitét folgt der Satz von POISSON:

Satz 6 (Poisson) Sind F und G Integrale der Bewegung, dann ist es auch {F,G}.
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Zum Beispiel: sind L; und L Integrale der Bewegung, so ist auch L3 ein Integral der
Bewegung. Der Beweis des Satzes ist denkbar einfach: Wegen der JACOBI-Identitét

{FG), HY + {{H,F},¢}+ {{G, H},F} "2 0 — ({F,G},H} =0

=0 =0

muf der erste Term auf der linken Seite verschwinden, was bedeutet, dal {F, G} ein Integral
der Bewegung ist.

Wegen der Derivationsregel gilt aber auch der

Satz 7 Sind F und G Integrale der Bewegung, dann sind auch aF, F+G und F-G Integrale

der Bewegung.

Beweis: Verschwinden die Klammern von F' und G mit der HAMILTON-Funktion, so ver-
schwindet wegen (9.52) auch die Klammer jeder Linearkombination von F' und G mit H.
Mit der Derivationsregel gilt weiterhin

(F-G,HY "2 P (G, HY + {(F,H} -G =0.
=0 =0

Die Menge aller C'°°-Integrale der Bewegung bilden einen Vektorraum, der beziiglich der
punktweisen Multiplikation der Funktionen abgeschlossen ist, d.h. eine Algebra Ag. Diese
Algebra ist abgeschlossen beziiglich {.,.} (hier ist C* nétig) und damit eine LIE-Algebra.
Sie ist nichttrivial, da fiir autonome Systeme offensichtlich H € A ist. Es kann allerdings
sein, dafk Ag nur Funktionen von H enthilt. Dies ist zum Beispiel dann der Fall, wenn
jede Energiefliche (definiert durch H = E =const.) eine transitive Bahn enthilt. Eine Bahn
heifst transitiv, wenn ihr Abschluss die ganze Energieflache ist.

Fiir ein abgeschlossenes System (ohne dufsere Kréfte und ohne dufere Zwangsbedingungen)
mit HAMILTON-Funktion

N
ZQL + 3 Vi (i — ) (9:60)
= i<j

sind der Gesamtimpuls B = > p;, der zur Schwerpunktskoordinate MR = > m;t; konju-
giert ist,

{Ra, Ry} ={Pa, P} =0, {Ra, Py} = ban, (9:61)
sowie der Drehimpuls im Schwerpunktsystem, £ = >~ £; — R AR, Integrale der Bewegung,

{P,,H}=0 , {L ,H}=0 a=1,2,3, (9.62)
Diese haben folgende Klammern untereinander,

{H,H}={H,P,} ={H,L,} =0
{Pa, P} ={L;, P} =0, {L},L}} = €apc Ly, (9-63)
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und erzeugen eine LiE-Algebra Ap. Aber A ist nicht ABELSCH, d.h. nicht alle Klammern
zweier Elemente aus Ap verschwinden. Zum Beispiel ist {L}, Ly} = L§. Aber die Funktionen

H, P, L, und £%=LP2+ LY+ L} (9-64)

haben alle verschwindende Klammern untereinander. In der analytischen Mechanik zeigt
man, dafs ein System mit f unabhéingigen Integralen der Bewegung mit verschwindenden
Poisson-Klammern? integrabel ist. Fiir Details verweise ich auf das ausfiihrliche Lehrbuch
von MARSDEN und RATIU [11] {iber analytische Mechanik.

9.3 Kanonische Transformationen

Eine Motivation fiir die Untersuchung von kanonischen Transformationen ist die Suche nach
neuen Koordinaten im Phasenraum

Qi = Qz(ta qap) und P; = Pi(t7Q7p)7 (965)
so dafs moglichst viele von ihnen zyklisch werden.

Allerdings muft die Form der HAMILTON-Gleichungen beim Koordinaten-Wechsel erhalten
bleiben, denn zyklische Koordinaten sind ja gerade im HAMILTON-Formalismus so aufseror-
dentlich niitzlich. Wir brauchen also neben den neuen Koordinaten (@), P) auch noch eine
Funktion H', welche die Rolle der HAMILTON-Funktion {ibernimmt. Wir definieren also

Definition: Die Transformation

Q' =Q'(t,q,p) , Pi=Pi(t,q,p) (9-66)
heifit kanonisch, falls eine Funktion H' = H'(t,Q, P) existiert, so dafl
.. OH' . OH'
i 9 pi=_20 .
Q=7 2 und 90 (9-67)

gilt. Die kanonischen Gleichungen sind forminvariant bei kanonischen Transformationen.

9.3.1 Eingeschrinkte kanonische Transformationen

Fiir die folgende Diskussion ist es wieder angebracht die Orts- und Impulskoordinaten zu-
sammenzufassen, insbesondere da kanonische Transformationen Orte und Impulse ineinander
transformieren kénnen. Es sei also

r=(g,p) und y=(Q,P), (9-68)

zwei Koordinatensysteme in I'. Eine zeitunabhdngige umkehrbare Transformation x — y =
y(z) ist eingeschrénkt kanonisch, wenn die kanonischen Gleichungen

2f 2f

. OH °:—_q OH .

Ty = Z JQBOT J{ﬁ 9 = — Z Jagwg, (9.69)
=1 8 Yoo 54

4und weiteren technischen Annahmen iiber T'
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die entsprechenden Gleichungen in den neuen Koordinaten implizieren,
2f
. oH' .
o= Tos gy ™t H'(y) = H(x(y))- (9-70)

Die Transformation ist nur eingeschrinkt kanonisch, weil sie zeitunabhéngig ist. Fiir solche
Transformationen ist die neue HaAMILTON-Funktion H'(y) gleich der alten HAMILTON-Funktion,
umgerechnet in die neuen Koordinaten, H'(y) = H (z(y)). Weiter unten in diesem Kapitel
werden wir allgemeinere zeitabhingige Transformationen untersuchen, fiir welche dies nicht
mehr der Fall zu sein braucht.

Um festzustellen, fiir welche y = y(z) die HAMILTON’schen Bewegungsgleichungen erfiillt
sind, miissen wir sie auf x—Koordinaten umrechnen:

OYa . . (9.70) OH 0z, (9.69) 0z, .
P T E Jog——Z "= — E Jog=—JspT,. .
E Oxg T =Y o 58% 0yz = A 0yg P (9-71)

Hier begegnen wir der JACOBI-Matriz der als umkehrbar vorausgesetzten Transformation
x — y(x) und ihrer Inversen,

aya _ 0y _ -1
% = Maﬁ und % = (M )aﬁ (972)

Man zeigt leicht, dafs das Produkt dieser Matrizen gleich der Einheitsmatrix ist,

1y =N W 02s _ Oya _
2 Mar (M) 05 =2 5 s = gy = 0o

Mit diesen Definitionen der JAcoBI-Matrix und ihrer Inversen lauten die Bedingungen (9.71)
23: Magis = — zﬁ: (7a=177) s
Da diese Gleichungen fiir beliebige Geschwindigkeiten # im Phasenraum gelten miissen,
schliefen wir mit J? = —11
JM =M~"TJ.
Wir multiplizieren diese Matrixgleichung mit A7 und finden
MTJM = J. (9.73)
Matrizen, welche diese Bedingung erfiillen, heiffen symplektische Matrizen. Aus (9.73) folgt
det MT det Jdet M = det J oder det M = +1. (9.74)

Die Menge der symplektischen 2f x 2f-Matrizen bilden die symplektische Gruppe Sp(2f).
Das bedeutet:

1. Sind M; und M, symplektisch, so ist es auch M7 M.
2. Das Produkt ist assoziativ, My (MsMs) = (M Ms)Ms;.
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3. Die Einheitsmatrix ist symplektisch.

4. Ist M symplektisch, so ist es auch M L.

Die erste Eigenschaft ist evident,

(M, Mo)TJ(My Ms) = M MTIM, My = M M, = J,
——-—
J

genauso wie die dritte. Das Matrixprodukt ist assoziativ und es verbleibt der Beweis der
letzten Eigenschaft:

J=MM Y TMM~Y)y =M T MTIM M~ = M~ T I~ = M~ € Sp(2f).

—_—— N——— S——
il il ’

Aus den genannten Eigenschaften folgt nun, daf mit M auch M7 symplektisch ist, da

Inverse

M~ M =g 7= MJT'MT =77 oder MJMT =7
folgt.
Wir fassen zusammen: Eine zeitunabhdngige Koordinatentransformation

(1,...,2ar) —> (Y1,---,Y27) bzw.
(qla"'aqfapla"'apf) — (Qla"'anapla'-'apf)

ist eingeschrankt kanonisch, falls ihre JACOBI-Matrixz (9.72) symplektisch ist.

Wichtige Beispiele sind Transformationen

q— Q=0Q(q) (9-75)

der verallgemeinerten Koordinaten untereinander. Bei entsprechender Transformation der
Impulse,

p— P=P(q,p) (9-76)

sind (9.75) und (9.76) eingeschriinkte kanonische Transformationen. Dies folgt aus der In-
varianz der LAGRANGE-Gleichungen unter beliebigen Transformationen der Art (9.75), und
somit nach der LEGENDRE-Transformation auch der kanonischen Gleichungen. Die Transfor-
mation der Impulse ist dabei durch

8 oL 04’ oL 8q7 ¢’
p = .
5 Z % 5 Ql Z 3% 3 Q] Zp] 90" (9-77)
p] dqi /C’)Qz :0

gegeben, denn (g, ¢) und (Q, Q) sind unabhiingige Variablen und somit dg / 2Q! = 0.

Die Klasse der kanonischen Transformationen ist wesentlich grofer als (9.75), insbesonde-
re konnen auch Lagekoordinaten und Impulse vermischt werden. Dies ist ein Vorzug der
HawminToN’schen Formulierung der Mechanik. Zum Beispiel ist die Transformation

(= @-(3DE) s om
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welche die ¢ und p vertauscht, kanonisch, da

Mag= o g s MTIM = JTIT =
8:173

ist. Das Beispiel verdeutlicht, daf Koordinaten und Impulse "austauschbar’ und damit gleich-
berechtigt sind. Beide Freiheitsgrade werden zu abstrakten Koordinaten, in denen sich die
HawminToN-Funktion auf dem 2 f-dimensionalen Phasenraum darstellen 1afst.

Es stellt sich nun die natiirliche Frage, ob wir das gleiche Ergebnis erhalten, wenn wir
die PoissoN-Klammern mit den urspriinglichen Variablen (¢, p) berechnen oder den neuen
Variablen (@, P), die durch eine eingeschrinkte kanonische Transformation aus den alten
Variablen hervorgingen. Es gilt der

Satz 8 Die P0OISSON-Klammer ist unabhangig vom Satz der kanonischen Variablen, der fir

die Definition verwendet wird.

Der Beweis ist denkbar einfach. Wegen

OYa , Oy
Wosus} = 5= To g = ManTysMiy = (MIMT) 5 = Jas

gilt ndmlich
xr — y = y(x) ist kanonisch <= {ya,ys} = {%a, 238} = Jas, (9.79)
wie behauptet. Nun nehmen wir an, daft

OF(z)
Oz,

0G ()
Y 8:173

{F(Q7p)7G(qap)}q,p Joz

= H(q,p) (9-80)
fiir beliebige C'>°-Funktionen F' und G auf I' gelte. Dabei wird die Klammer mit den alten
Koordinaten und der symplektischen Metrik J berechnet. Wir miissen die entsprechende
Beziehung fiir die transformierten Funktionen zeigen, daf heifst wir miissen zeigen, daf

, , _ OF'(y) 0G'(y)
{F (Q,P),G (Qap)}Q,P = e Jaﬁ 3y3

=H'(Q,P), (9-81)

gilt, wobei F', G’ und H' die auf die neuen Variablen transformierten Funktionen F,G und
H sind. Zum Beispiel ist

F'(Q,P)=F(a(Q,P),p(Q,P)) bzw. F'(y)=F(a(y)). (9-82)

Die Klammer in (9.81) wird mit den neuen Koordinaten und der symplektischen Metrik .J
berechnet.

Der Beweis ist nicht sehr schwierig. Wir fithren wieder die Koordinaten z = (¢,p) und
y = (Q,P) in T ein und finden

OF' oG’ OF Ox Oxs 0G OF oG
FI ! — — Jyp— = Ittt 4 s = M—l M—lT o
{F.Glor Oya P dys 0z OYya s Oys Oxs Oz, ( 4 )W Oxs
OF oG '
= O—MJW@—%—{F:G}qm_H(qap)—H(Q:P):
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was zu zeigen war. Betrachten wir zum Beispiel den anharmonischen Oszillator mit HAMIL-

TON-Funktion
1 1 A
H= — 4 2muld® + 2a
am P T MW g

und kanonischen Bewegungsgleichungen

1 OH
q {¢. H} —p o
. OH
p = {p,H}=—mw2q—/\q3=—6—q- (9-83)

Wir fiihren neue kanonische Koordinaten gemif (9.78) ein, d.h.

Q=p und P=—q. (9-84)
Die transformierte HAMILTON-Funktion hat die Form

1 1 A
Y B 2p2 | A pd
H_QmQ + gmw P + P,

und die kanonischen Gleichungen lauten

. OH'
_ o2 3 _
Q = {QH}=mw’P+A\P° = 5P
: W1 _om
P o= (PHY=-1Q  =-75 (983)

Fiir die einfache lineare kanonische Transformation (9.84) sieht man sofort, daf die Bewe-
gungsgleichungen (9.83) und (9.85) fiir den anharmonischen Oszillator dquivalent sind.

9.4 Erzeugende Funktionen

Es gibt Rechenvorschriften, welche erlauben, aus sogenannten erzeugenden Funktionen ka-
nonische Transformationen abzuleiten. Der Vorteil liegt darin, daf diese Erzeugenden frei
wahlbar sind, und es somit moglich ist, einfach auszuprobieren, ob eine gewisse Erzeugende,
bzw. die aus ihr abgeleitete kanonische Transformation die Bewegungsgleichungen verein-
facht.

Aus dem Prinzip der kleinsten Wirkung im Phasenraum (9.32) folgt, daf die kanonischen
Bewegungsgleichungen bei einer Transformation

(¢,p) — (@, P) (9-86)

und

H(t,q,p) — H'(t,Q, P) (9-87)

erhalten bleiben, falls die beiden Funktionale

/dt[ipi(ji - H(t,q,p)] und /dt[i PQ'— H'(t,Q, P) (9-88)
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die gleichen Extremalpunkte haben. Da beim Variieren der Funktionale nur Wege in I' mit
festen Anfangs- und Endorten zugelassen werden, sind die beiden Funktionale in (9.88) bis
auf eine Konstante gleich, wenn die Integranden bis auf eine totale Zeitableitung iiberein-
stimmen, d.h. falls

> pid' = H(t,q,p) = ZPQ‘ tQP)+jF(tqp,QP)

oder auch
> pidg' — H(t,q,p)dt = ZPdQ’ '(t,Q, P)dt + dF (t,q,p,Q, P), (9-89)

gilt. Hierbei ist die Eichfunktion F eine beliebige Funktion, die aber wegen (9.86) nur von
zwei der vier Variablensétze ¢, p, @, P abhingt.

Nach diesen Bemerkungen definieren wir nun eine Transformation als kanonisch, wenn fiir
eine beliebige HAMILTON-Funktion H (t, ¢, p) eine HAMILTON-Funktion H'(t, Q, P) existiert
mit der Eigenschaft
f . .

> (pidd’ = PdQ") + [H'(t,Q,P) = H(t, g, p))dt = dF (1,49, Q. P)-  (9:90)

i=1
Die in (9.90) eingefiihrte Funktion F ist eine beliebige (stetig differenzierbare) Funktion von
4f + 1 Variablen, von denen aber nur 2f + 1 linear unabhéngig sind, da die Anzahl Frei-
heitsgrade des Systems f betrigt und wir fiir jeden Freiheitsgrad 2 unabhingige Variablen
bendtigen; die Zeit ist ein zuséitzlicher Parameter. Es gibt also - bis auf Linearkombinationen
- nur 6 unterschiedliche erzeugende Funktionen mit jeweils 2 f +1 unabhéngigen Argumenten:

Fl(taan)a F2(t,q,P), FS(tapaQ)a F4(t,p,P), F5(t7Q7p)7 Fﬁ(taQap)' (991)

9.4.1 Die Erzeugende F5(t,q,p)

Die erzeugende Funktion Fj hingt nur von den konjugierten Variablen (g, p) ab, so daf wir
(9.90) wie folgt schreiben kénnen

> (pidd' = PdQ") + [H'(t,Q, P) - H(t,q,p)]dt

i

- Z(‘Z? q aa—ijdpi)+%dt. (9:92)

Das totale Differential der Koordinate Q? kénnen wir umschreiben unter Verwendung ihrer
Abhéngigkeit von den Variablen (¢,q, p),

. o0 i o0
dQl—Z(agfd”’aQ]dpj) éQtdt

J
und erhalten dann

S {(-Tn GG - (S r5e

K3
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Nach Voraussetzung sind die ¢,p und damit auch die dg,dp linear unabhingig und die
Koeffizienten von dq* und dp; miissen identisch verschwinden. Wir erhalten nach Koeffizien-
tenvergleich

f .
OF; 0Q’
5 P o Q

e = (9-93)
9q = "%
f .
OF; 9Q)
o ; P; B (9-94)
f .
0@’ OFy
I —_ [ — —_—
H = H+ ]2 P; 5 + 5 (9.95)

Die Gleichungen (9.93) und (9.94) stellen ein System von 2f gekoppelten Gleichungen
dar, welches nach den neuen Koordinaten aufzulésen ist. Die gesuchte HAMILTON-Funktion
H'(t,Q, P) folgt dann aus (9.95) durch Einsetzen der Losungen Q(t,q,p) und P(t,q,p), wo-
bei die partielle Zeitableitung von Fj5 noch beliebig gewdhlt werden kann. Die Funktion Fj
erzeugt somit unendlich viele kanonische Transformationen. Die Auflosung des gekoppelten
Gleichungssystems (9.93,9.94) kann jedoch sehr aufwendig sein, da alle Gleichungen die ge-
suchten Variablen Q' und P; in nichttrivialer Weise enthalten kénnen. Dieser Sachverhalt
trifft auch auf die Erzeugende Fg(t, ), P) zu, da sie ebenfalls eine Funktion von konjugierten
Variablen ist.

9.4.2 Die Erzeugende Fi(t,q,Q)

Wir untersuchen daher im Folgenden die Funktionen F7, ..., Fy und beginnen mit F (¢, q, Q).
Fiir eine erzeugende Funktion von ¢ und @ lautet (9.90)

(pidd’ = PidQ’) + (H' = H)dt = dFi(t,0,Q)

i=1

f
B OF,  ; OF ., OF
= Z(aqi dq’ + @QidQ ) + =t (9:96)

Wegen der Unabhingigkeit der dg, d@ und dt erhalten wir durch Koeffizientenvergleich
6-Fl (ta q, Q)

pi = T (9-97)
o aF‘l (ta q, Q)

Pio= ——5 (9-08)

H = H+ w. (9-99)

Als Beispiel berechnen wir die von der erzeugenden Funktion Fi(¢,Q) = —@Q/q auf einem
2-dimensionalen Phasenraum induzierte kanonische Transformation. Nach (9.97) ist
OF
== Q und damit  Q = ¢°p,
9 ¢
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und nach (9.98) ist
ory 1
0Q ¢
Die JacoBI-Matrix dieser Transformation,

M:<3Q/5q 3@/8p>:< 2qp q2>
OP/0q OP/dp -1/¢> 0 )’

P =

ist eine symplektische Matrix, MTJM = J, wie es fiir eine kanonische Transformation sein
muf.

Umgekehrt kann man aus einer bekannten Transformation, zum Beispiel aus

Q=logp und P = —qp (9.100)

mit symplektischer JACOBI-Matrix die Erzeugende F; berechnen. Mit p = exp(Q) fiihrt die
allgemeine Beziehung (9.97) auf folgende Formel fiir F}:

PML%Q%j/M%QMq+Mt@%uﬂq+muQ)

Mit (9.98) erhalten wir weiterhin

oF dg(t,Q) (9.100) p=exp(Q)
P - —_—— = — Q — ? = — = — Q
a0 qe 90 qap €°q
woraus unmittelbar folgt dg(¢,Q)/0Q = 0. Damit ist die Erzeugende
Fy = gexp(Q) (9.101)

bis auf eine unbedeutende Konstante bestimmt.

Die allgemeine Vorgehensweise zur Berechnung der kanonischen Transformationen ist wie
folgt: Bei gegebenen F (¢, q, Q) berechnet man zunichst die f Bewegungsgleichungen fiir die
p; durch Differenziation der Erzeugenden nach den ¢', Gl. (9.97), und 16st die Gleichungen
nach den Q'(t,q,p) auf. Danach berechnet man die Ableitungen von F formal nach den Q?
und setzt die berechneten Q(t, ¢, p) in den gewonnenen Ausdruck fiir die P; ein, woraus sich
die neuen Impulse P;(¢,q,p) ergeben.

9.4.3 Die Erzeugende Fy(t,q, P)

Wir beginnen zunéchst mit einer Funktion Fj(¢,q, P), die von den gleichen Variablen ab-
hingt wie die spater zu definierende Funktion F5. Eine Transformation (¢q,p) — (Q, P) ist
dann kanonisch, wenn

Zf: (pidqi - Piin) +(H' - H)dt

i=1

dFy(t,q, P)

_ Lom  om N\  OF
= lzzl (aqi dq* + 6Pidp ) + 5 dt (9.102)
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gilt. Wegen der Abhiingigkeit Q’(¢,q, P) der neuen Koordinaten von den ¢* und P; folgt

i Q! 0Q’ 3@’
dQ_Z(aJd]+anp) a0
]

Dies setzen wir in (9.102) ein und vergleichen die Koeffizienten, da die Differentiale dq’, dP;
und dt unabhéngig sind. Der Vergleich liefert

8Qi 8 )
- -
0 = ZPJ aF? a(;)? (F2+ZPQJ)—Qi

H = H+ZP]—+ai H+—(F’+ZPQ1)

wobei wir mehrfach die Unabhéngigkeit der Variablen (g, P,t) benutzten. Dies Gleichungen
fithren uns ganz natiirlich auf die Definition

Fy(t,q, P) = F3(t,q, P) + Y P;Q’. (9-103)

Damit lassen sich die Gleichungen in kompakter Form schreiben,

o aFQ (t7 q, P)

pi = o7 (9-104)
i aFQ (t7 q, P)

H = H+ %, (9.106)

Als Beispiel wollen wir wieder die Erzeugende F5 fiir die Transformation (9.100) berechnen.
Mit p = —P/q erhalten wir durch Integration von (9.104)

Fy(q,P) = / p(P,q)dg + g(P) = —Plogq + g(P)

mit einer beliebigen, stetig differenzierbaren Funktion g(P). Wir nutzen nun (9.105) um
g(P) zu bestimmen:

. _0F, 9g(P)
Q =logp= P = _Iqu+8—P'

Wir 16sen nach dg/0P auf und integrieren tiber P,

g(P) = /log(qp)dP = /log(—P)dP = Plog(—P) — P.
Damit erhalten wir die Erzeugende

Fy(q,P) = —Plogq + Plog(—P) — P = P[log(—P/q) —1]. (9.107)
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9.4.4 Zusammenhang zwischen den Erzeugenden

Wir wollen eine Beziehung zwischen denjenigen Erzeugenden Fi(t,q, Q) und Fy(t,q, P) her-
stellen, die zur selben kanonischen Transformation Anlass geben. Zum Beispiel, was ist der
Zusammenhang zwischen den Erzeugenden

Fi(q,Q)) = qexp(Q) und Fy(q,P) = P[log(—P/q) — 1] (9-108)

n (9.101) und (9.107), die zur gleichen kanonischen Transformation (9.100) gehoren? Aus
den Definitionsgleichungen (9.96) und (g.102) folgt sofort

d(Fy — F3) =0 oder F; = Fj; + const, (9.109)

wobei die Konstante als 0 angenommen werden kann. Mit (9.103) erhalten wir unter Benut-
zung von (9.98) die Beziehung

) oF
FZ(taq’P) F2 t q7 ZPQz Fl t q7 Z anz (9'110)

Dabei sind die Beziehungen (9.98), also

0F,
oQ?
nach den Q! aufzuldsen und rechts in (9.110) einzusetzen. Damit ist die erzeugende Funktion
F5(t,q, P) die LEGENDRE-Transformierte von Fi(t,q, Q).

P =

(9.111)

9.4.5 Die Erzeugenden im Uberblick

Analog findet man, daf auch die Erzeugenden F3 und Fj sich als LEGENDRE-Transformierte
und LEGENDRE—DOppeltransformierte von Fj ergeben:

OF OF
F3(t7p7Q) = Fl(t7Q7Q) a 11 la pi = aqzl
oFy ; OF ; OF OF
Fi(t,p,P) = Fi(t,q,Q) - Z (a 0455 @), =G =55 (9112)

i=1
Dabei sind bei der Transformation F; — F3 die Gleichungen p; = 9F;/0q" nach den ¢'

aufzuldsen und bei der Transformation F; — Fj die Gleichungen p; = 0F;/0¢' und P; =
—0F;/0Q" nach den ¢’ und Q' aufzuldsen.

Die aus den Forderung (9.90) durch Koeffizientenvergleich folgenden Verkniipfungen sind in
der folgenden Tabelle zusammengefasst:

Ubersicht
Erzeugende Ableitungen Einfacher Fall
Fi(t,q,Q) |p=+4+0F/0q | P=—-0F/0Q | F1 =qQ, Q=+p, P=—q
F5(t,q,P) | p=+40F3/0q | Q = +0F:/0P | F, =qP, Q=+q, P=+p
Fy(t,p,Q) | g=—0F3/0p | P=-0F/0Q | F3=pQ, Q=—¢q, P=—p
Fy(t,p,P) | q=—0F4/0p | Q =+40F,/0P | Fy =pP, Q=+p, P=—
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Die neue HAMILTON-Funktion berechnet sich geméafs

OF;
H'(t,.Q.P) = H(ta.p) + 5, (9113)

aus der alten. Fiir zeitunabhéngige, d.h. eingeschrinkte kanonische Transformationen ist die
HamiLToN-Funktion selbst eine sogenannte kanonische Invariante, d.h. H' = H. Als kanoni-
sche Invarianten bezeichnen wir Grofsen, welche sich bei kanonischen Transformationen nicht
dndern. Zum Beispiel ist die Formulierung der Dynamik mit Hilfe der PorssoN-Klammern
bei zeitunabhéingigen Transformationen kanonisch invariant. In der Tat gilt sogar der

Satz g Eine (zeitabhdngige) Transformation

ist genau dann kanonisch, wenn die fundamentalen POISSON-Klammern in den neuen Va-
riablen erfillt sind, d.h.

{QQ'y=0={P, P}, {Q.P}=0} (9.115)

Dieser Satz ist oft hilfreich wenn man priifen will, ob eine Transformation kanonisch ist.

Polarkoordinaten: Zum Beispiel, die kanonische Transformation

(a:,y,pz,py) — (7'7<Paprapnp) (9-116)
~ —— —~ ——
q p Q P
von kartesischen zu Polarkoordinaten wird von der Funktion F;(r, ¢, ps, py) = —r(ps cos o+

py sin ) erzeugt. Man findet folgende bekannte Beziehung zwischen kartesischen und Polar-
koordinaten,

8F3 a1'713

r=— =rcos und y =——= =rsin a1
op, @ , @ (9.117)
und zwischen den entsprechenden konjugierten Impulsen,
OF; . OF; .
pr = o =pycosp+pysing und p, = —% = —pyrsing + pyrcosp. (9.118)

Diese Gleichungen kann man nach den alten Impulsen auflésen und erhélt

1 . . 1
Pa = Prcosp — —p,sing und p, =prsing + P COSP. (9.119)

Wir haben also auf ungewthnliche Art Polarkoordinaten eingefiihrt.

9.5 Theorem von Liouville

Das Theorem von LIOUVILLE bietet eine eleganten Einstieg in die statistische Mechanik.
Um den Zustand eines mechanischen Systems als Punkt im Phasenraum I' festlegen zu
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koénnen, muf man die Anfangsbedingung (¢*,...,¢%,p1,... ,py) zur Losung der kanonischen
Gleichungen exakt kennen, was fiir makroskopische Systeme von etwa N ~ 102? Teilchen
praktisch unmoglich ist. Hinzu kommt, dafs es fiir solch komplizierte Systeme illusorisch wére,
die Losungen der Bewegungsgleichungen explizit zu berechnen. Als eine weniger genaue,
aber fiir viele wichtige Fragen durchaus geniigende Zustandsbeschreibung, bietet sich dann
die Angabe der Wahrscheinlichkeit p(t,q,p) = p(t,z) an, mit der das System sich zur Zeit
t am Punkt = = (¢,p) € T befindet. Etwas genauer: Ist A C I' ein Gebiet im Phasenraum,
dann ist

f
w(A) = /A dlqd’p p(t,q,p) = /A d*z p(t,z), e = dfqdp = quldpi, (9.120)

i=1

die Wahrscheinlichkeit dafiir, das System zur Zeit ¢t im Gebiet A zu finden. Insbesondere
werden wir die Normierungsbedingung

w(l) = /Fd2fx p(t,z) =1 (9.121)

verlangen miissen. Kennt man p, so kann man den Erwartungswert einer Observablen F :
I' » R als Mittelwert berechnen,

(F) = /dea: p(t,z)F(t,x). (9.122)

Wenn die mittlere quadratische Abweichung (AF)? = (F?) — (F)? geniigend klein ist, so
kann man den Mittelwert (9.122) mit dem makroskopischen Messwert identifizieren.

In der statistischen Physik entspricht der Wahrscheinlichkeitdichte p ein Ensemble: Man
ersetzt das tatséchliche System, dessen Anfangsbedingungen man nur ungenau (unvollstin-
dig) kennt, oder dessen genaue Anfangsbedingungen irrelevant sind, durch einen grofen
Satz gleichartiger Systeme (durch ein Ensemble) mit verschiedenen, jeweils genau spezifi-
zierten Anfangsbedingungen, in Einklang mit den makroskopischen Kenntnissen iiber das
tatsdchliche System. Jedes Mitglied des Ensemble wird durch einen Punkt im Phasenraum "
reprisentiert, das Ensemble also durch eine Ansammlung von Punkten in I, deren Verteilung
durch die Punktschwarmdichte (Wahrscheinlichkeitsdichte) p gegeben ist.

Nun #ndern sich alle Systeme (reprisentiert durch Punkte im Phasenraum) gemifs den
Bewegungsgleichungen, die Punkte im Phasenraum bewegen sich. Dadurch verindert sich
die anféingliche® Punktschwarmdichte p(0,2(0)) zu p(t, z(t)). Es stellt sich die Frage, welcher
Bewegungsgleichung die Punktschwarmdichte p geniigt. Hierzu betrachten wir ein Gebiet A
im Phasenraum und die Wahrscheinlichkeit dafiir, daf zur Zeit 0 ein System des Ensemble
in A liegt,

w(a) = [ @ p0.0) (9.123)

Die Trajektorien jedes einzelnen Systems geniigen den kanonischen Gleichungen mit den
Anfangsbedingungen

2(0) = 7. (9.124)

5Die besten numerischen Codes bewiltigen einige Millionen Teilchen.
6Als Anfangszeit wihlen wir g = 0.
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Durch die zeitliche Entwicklung erreichen die Punkte in A neue Stellen z(t). Insgesamt
gesehen wird dadurch A zur Zeit O in eine neue Untermenge A; zur Zeit ¢ iiberfiihrt. Die
Wabhrscheinlichkeit, daf im Ensemble zur Zeit ¢ der Punktschwarm in A; liegt, ist

w0 = [ @z ) (9.125)

Der LIOUVILLE’sche Satz besagt nun, daf die beiden Wahrscheinlichkeiten (9.123) und
(9.125) gleich sind, da keine Schwarmpunkte im Phasenraum I" erzeugt oder vernichtet wer-
den,

/Ad2fx0 p(0,z0) :/ d*’z p(t, ). (9.126)

A¢

Wir wollen aus dieser Bedingung eine Differentialgleichung fiir die Schwarmdichte ableiten.
Als Vorbereitung betrachten wir den Flufs des HAMILTON’schen Vektorfeldes Xy = JV, H,
P>z — z=ux(t,zo) €T, (0, 20) = zo, Z(t,z0) =Xnm (:U(t,:vo)), (9.127)

und zeigen, daf fiir jede feste Zeit die Abbildung z(¢,.) : I' — I kanonisch ist. Wir miissen
also zeigen, daf die JACOBI-Matrix

7&%@’ mo)) (9.128)

Mg = (

af 61'05
fiir alle Zeiten symplektisch ist. Fiir ¢ = 0ist z = xo und entsprechend ist (0, .) die identische
Abbildung, welche natiirlich symplektisch ist. Die zeitliche Variation der Matrixelemente

MaB ist

d Oz, 8i_6J6_H_J 0*’H Oz,
dt Oxop B O0zop “ O0zop o, 7 O0z,0z, 0xop

und lautet in Matrixform

0’H

d
SM=JH'M mit H'= (7) = (H")T. .
dt mi al_aaxﬁ ( ) (9 129)
Es folgt, dak M7 JM zeitunabhingig ist,
%(MTJM) OL AT Ty IM ¢ MTJ(JH"M) = MTH"M — MTH"M =0,
wobei wir die Symmetrie von H" und die Eigenschaften J> = —1 sowie J7.J = 1 der

symplektischen Metrik ausnutzten. Damit gilt
(MTIM)(t) = (MTTM)(0) = J, (9-130)

d.h. die JAcoBI-Matrix des Flusses ist eine symplektische Matrix, was zu zeigen war. Der
Fluf zu Xp ist damit eine kanonische Abbildung. Insbesondere ist die Determinante der
JacoBI-Matrix des HAMILTON’schen Flusses gleich Eins, det M = 1. Es folgt unmittelbar,
dafs

[ = [P35

8:1703

_ /d2fx0p(t,x(t,x0)) (9-131)
A
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gilt, und insbesondere auch
V(A:) =/ d?/. =/ d*zg = V(A). (9.132)
A, A

Das Volumen eines beliebigen Gebietes im Phasenraum bleibt erhalten, wenn sich die Punkte
seiner Begrenzung entsprechend den HAMILTON-Gleichungen bewegen. Der Flufs im Phasen-
raum entspricht demnach dem einer inkompressiblen Flissigkeit. Der Grund fiir die Inkom-
pressibilitdt des Flusses ist die Quellenfreiheit des HAMILTON’schen Vektorfeldes,

0 OH

divXy = — Jag— = 0. .
ivXpy 8%,1 5 g 0 (9-133)

Der HAMILTON sche Flufs hat also weder Quellen noch Senken.

A A
p p
A — -
! — ——
— ——
A — -
— ——
q q

Abbildung 9.4: Links: Entwicklung eines Gebietes in I'. Das Volumen von A ist gleich demjenigen
von A;. Rechts: Der Fluf$ ist inkompressibel.

Zur Illustration betrachten wir wieder einmal den harmonischen Oszillator mit Masse m und
Kreisfrequenz w. Die Trajektorien im Phasenraum wurden im Abschnitt (3.3.2) berechnet,

q(t)\ _ coswt —mw sin wt @0\ _ Qo

(p(t)) - <sinwt/mw coswt > (pg) = M) <p0> ‘
Es sind Ellipsen und diese sind in der Abbildung (3.10) dargestellt. Offensichtlich ist M eine
symplektische Matrix. In der folgenden Abbildung sieht man das Bild des Rechtecks auf
der rechten Seite nach einem Achtel und einem Viertel der Periode des Oszillators. Einzelne
Punkte bewegen sich auf Ellipsen. Dies ist fiir einige Punkte in der Figur angedeutet. Der
zur Zeit t = 0 beinahe quadratische Bereich wird bei der Bewegung aller seiner Punkte wie
angedeutet verzerrt.

Mit diesen Vorbereitungen sind wir nun in der Lage die Gleichung fiir die zeitliche Anderung
der Wahrscheinlichkeitsdichte p abzuleiten. Benutzen wir ndmlich (9.131) in (9.126) dann
folgt
[ 50 0(0,20) = [ Pz p(t,0(t,0) (9.134)
A A

fiir alle Zeiten. Wir leiten nach der Zeit ab und finden, da die linke Seite zeitunabhéngig ist,

_ 1 2f, - o, 4 _/ 25, (0P
0= dt/Ad zop(t, z(t, z0)) —/Ad zo —p(t,2(t, 70)) = R (815 +{p,H})_
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A1y
Avyg

Abbildung g9.5: Der HAMILTON ’sche Fluf§ des harmonischen Oszillators im Phasenraum .

Diese Gleichung muf$ fiir beliebige Untermengen A des Phasenraumes gelten, und es folgt
die LIOUVILLE-Gleichung
dp op
o = W H o (9-135)
Sie gibt an, wie sich die Wahrscheinlichkeitsdichte an einem festen Punkt im Phasenraum
andert: die Anderung ist proportional zur Po1ssoN-Klammer der Dichte mit der HAMIL-
TON-Funktion.

Zur Erlduterung dieser wichtigen Gleichung schreiben wir sie um. Mit

a . dp ~ OH 82H dp . OH

or, Phe) = g —as g+ Py 5 = 5, Jes g,
———

=0

={p,H}

kann die L1I0UVILLE-Gleichung (9.135) auch als Kontinuititsgleichung im Phasenraum ver-
standen werden,

% +div(pd) =0 mit i = <Z> (9.136)
als Geschwindigkeit im Phasenraum. Das L1OUVILLE-Theorem l4ft sich dann - analog zur
Ladungserhaltung in der Elektrodynamik - als Erhaltung der Zahl der das Ensemble repré-
sentierenden Punkte im Phasenraum interpretieren: Nach (9.136) kann sich diese Zahl in
einem Bereich A im Phasenraum nur dadurch dndern, dafs Punkte des Schwarms hinein-
bzw. herauswandern.

Fiir die Gleichgewichtsthermodynamik sind stationire Verteilungen von Interesse,

% =0. (9-137)
Fiir derartige Verteilungen gilt
{p,H} =0, (9.138)
und eine wichtige Losung dieser Gleichung lautet
p=06H-E), (9-139)
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was als mikrokanonisches Ensemble bezeichnet wird. Beim diese Ensemble ist die Gesamt-
energie des Systems genau bekannt. Da hier p nur von der HAMILTON-Funktion abhingt,
ist nach der Produktregel fiir die PoissoN-Klammern die Gleichung (g9.138) offensichtlich
erfiillt.

Falls das System mit einem 'Wiarmereservoir’ Energie austauscht und nur seine mittlere
Energie (H) bekannt ist, wird p zu

pwexp(—H/kT), (9.140)

was als kanonisches Ensemble bezeichnet wird. Hier kann 7' mit der makroskopischen Tem-
peratur des Systems identifiziert werden, wahrend k die BorLTzZMANN-Konstante bezeichnet.

Daneben treten in der statistischen Physik noch weitere Ensemble auf, die jeweils dadurch
charakterisiert werden, ob eine thermodynamische Observable exakt oder im Mittel erhal-
ten ist. Zu den verschiedenen Ensembles gehoren thermodynamische Potentiale, die durch
LEGENDRE-Transformationen auseinander hervorgehen.

9.6 Elementare Hamilton-Jacobi Theorie

Die Koordinaten z(t) = (g(t),p(t)) im Phasenraum charakterisieren den Zustand des Sy-
stems zu einem Zeitpunkt ¢ = ¢, vollstidndig. Ist x(¢y) bekannt, so kann die Bewegungsglei-
chung mit diesem Anfangspunkt eindeutig gelost werden. Im folgenden wéhlen wir ¢ = 0.

Wie wir im letzten Abschnitt gesehen haben, 1a%t sich der Zusammenhang von z(¢) und z(0)
als eine spezielle, explizit zeitabhdngige kanonische Transformation auffassen,

a(t) — Q(t,q(t),p(t)) = Q
p(t) — P(t,q(t),p(t)) = P. (9.141)

mit der Umkehrung

Q —q(t,Q,P)=q(t)
P —p(t,Q,P) = p(t). (9-142)

Wenn @ und P konstant sind, dann darf die transformierte HAMILTON-Funktion H'(t,Q, P)
weder von ) noch von P abhingen. Mit Hilfe einer Erzeugenden, die explizit von der Zeit
abhéngt, konnen wir sogar H' = 0 erreichen. Unter einer kanonischen Transformation mit
Erzeugenden F transformiert die HAMILTON-Funktion gemifs

OF
H—>HI:H+E' (9.143)
Die eigentliche Aufgabe besteht jetzt also darin, eine geeignete Erzeugende der gesuchten
kanonischen Transformation zu finden, also derjenigen Transformation, welche das zeitlich
veranderliche z(t) auf seinen Anfangswert :(0) zuriickfiihrt.
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9.6.1 Die Prinzipalfunktion Fy(¢,q, P)

Wir wihlen eine Erzeugende vom Typ Fy, d.h. ein Fy(t, ¢, P). Dann ist

_ 8F2(t,q,P) und Ql — aFQ(t7q7P)

pi o7 P, (9-144)

Dies setzen wir in den Ausdruck fiir die transformierte HaAmMiLToN-Funktion H'(t, @, P) ein,
die ja identisch verschwinden soll:

8F2(t7qap) _

+ ——=0. (9.145)

Wir erhalten also eine nichtlineare partielle Differentialgleichung fiir F5, die sogenannte
HAMILTON-JACOBI-Gleichung

OF, OF, OF,
(1, 2, ) O a6
q g I RT (9-146)
Die Losungen sind Funktionen der f + 1 Variablen (¢,q',...,¢f) und hingen von f + 1
frei wihlbaren Integrationskonstanten a1,..., a1 ab. Da in (9.144) nur Ableitungen von
F5 vorkommen, ist eine dieser Konstanten rein additiv, F» = Fy(t,q,0u,...,ap) + afq1.

Die additive Konstante oy ist nicht interessant und kann Null gesetzt werden. Es bleiben
f Integrationskonstanten {ibrig. Wir wihlen eine solche Darstellung der Losung, daf die
Konstanten gerade die (konstanten) kanonischen Impulse P; sind. Die so gewonnene Funktion
F5 nennt man Prinzipalfunktion oder auch HAMILTON’ sche Wirkungsfunktion. Man benutzt
fiir sie traditionell den Buchstaben S, d.h.

F2:S(t,ql,...,qf,al,...,af). (9-147)

Nun wollen wir einen Losungsweg der HAMILTON-JACOBI-Gleichung betrachten. Wir gehen
von der Gleichung (9.145) aus

oS oS
Ht g — — = =S(t,q, P .
(hog)+ 5 =0 S=StaP), (9.148)
d.h. S soll gerade so bestimmt werden, dak H'(¢,Q, P) = 0 gilt und die neuen Orte und
Impulse damit zeitunabhingig werden,
Q' 0, i=1,....f (9-149)
P, = 0, i=1,...,f. (9.150)

Ublicherweise bezeichnet man die Konstanten o;; = P;(t) = P;(0). Wenn man die HAMILTON-
JAacoBI-Gleichung gelost hat, dann 16st man die Beziehungen

Q' = % = const (9.151)

nach den ¢(t) auf, d.h. man erhilt ¢*(¢) als Funktion der Anfangswerte Q% und P;. Die p;(t)
ergeben sich aus

_0S(t.q,P)
pl - aql ) (9152)
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wobei die ¢’(t) entsprechend dem vorherigen Schritt durch @ und P und t ausgedriickt
werden.

Die Erzeugende S(t, ¢, P) als Losung der zeitabhéngigen HAMILTON-JACOBI-Gleichung lifst
sich physikalisch interpretieren. Hierzu betrachten wir deren totale Zeitableitung, die mit
der LAGRANGE-Funktion identifiziert werden kann:

f f
dS(t,q, P) 0s ., 05 . 0S  (9.152,9.150,9.148) i
7 > (aqiq + 97 ) + 5 = > pig' —H = L. (9.153)

i=1 i=1

Die Integration von (9.153) zeigt, dafs die Erzeugende S(t,q, P) bis auf eine Integrations-
konstante die Wirkung entlang einer Bahnkurve darstellt. Deshalb wird sie hdufig auch als
HawmivToNsche Wirkungsfunktion bezeichnet.

Es stellt sich die Frage: Wie kann man die HAMILTON-JACOBI-Gleichung 16sen? Zunichst
betrachten wir ein abgeschlossenes System mit H = H(q, p). Wir fordern

aS
H =——. .
(¢,p) 5 (9-154)
Diese Gleichung wird gelost durch den Ansatz
S(t,q,P)=W(q,P)— H'(P)t. (9-155)

Hier ist H' die Separationskonstante, die den konstanten Wert der HAMILTON-Funktion
H(q,p) hat. Bei einem konservativen System ist sie gleich der Energie. Die Funktion W (g, p)
heikt charakteristische Funktion. Sie gehorcht der zeitunabhdngigen HAMILTON-JACOBI-Gleichung

H(q,%—‘f) = H'(P). (9.156)

Die Transformationsgleichungen (9.151) und (9.152) lauten

OW (g, P) _ OH'(P)

Q' = 3P, P, t, i=1,...,f (9-157)
- %qqu). i=1,...f (9-158)

Es gibt keinen leicht iiberschaubaren Satz von Bedingungen dafiir, daf sich diese Gleichung
(9.156) leicht7 losen 1aft.

Auch die charakteristische Funktion 1 (g, P) hat eine physikalische Bedeutung, die derjeni-
gen der Wirkungsfunktion S(t,q, P) sehr &hnlich ist. Fiir die totale Zeitableitung erhalten
wir

dW (q, P) T ow o OW (9.150,(9.158)) ! .
— =) (aqi q a—HPi) = > pid',

i=1 i=1

(9-159)

so dafs die Zeitintegration ergibt

f f
W(q,P) = /Zpiq'ldt: Z/pidq’. (9.160)
i=1 =1

7Was immer das heift.
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9.6.2 Beispiele

Nichtwechselwirkende 1-dimensionale Systeme: Das Verfahren von HAMILTON und
JACOBI zur Losung mechanischer Probleme scheint auf den ersten Blick nur von geringer
praktischer Bedeutung zu sein. Anstatt der 2f gewohnlichen HAMILTON-Gleichungen muf
man die partielle HAMILTON-JACOBI-Gleichung 16sen und nichtlineare partielle Differential-
gleichungen sind im Allgemeinen schwerer zu 16sen als gewohnliche Differentialgleichungen.
Unter gewissen Bedingungen ist es jedoch moglich, die einzelnen Variablen in der HAMILTON-
JAcoBI-Gleichung zu separieren, so daf die Losung stets auf Quadraturen zuriickgefiihrt
werden kann. Praktisch ist das HAMILTON-JACOBI-Verfahren nur dann von Nutzen, wenn
sich eine solche Separation erreichen l&fst.

Eine Separation der Variablen ist zum Beispiel moglich, wenn die HAMILTON-Funktion eine
Summe von HAMmILTONfunktionen H;(q', p;) ist, die jeweils nur von einer Koordinate und
dem zugehorigen konjugierten Impuls abhéngen,

H(q,p) = ZHi(qi,pi)- (9.161)

Durch den Separationsansatz,

erhilt man dann ungekoppelte Gleichungen fiir jedes ¢*. Wichtig dabei ist, daf die einzelnen
W; von allen P; abhingen konnen, also nicht nur von P; abhingen. Setzen wir unseren
Separationsansatz in (9.156) ein und benutzen (9.159), so erhalten wir

S H (a", %—ZV) = H'(P). (9.163)

Wir greifen einen beliebigen Term in der Summe heraus, z.B. denjenigen mit ¢ = j,

(o, 250) = i) - o (v, 20

i#]

Die beiden Seiten hdngen von verschiedenen Variablen ab und miissen daher konstant sein.
Wir nennen diese Konstanten jeweils h;(P). Ohne Beschrankung der Allgemeinheit kénnen
wir die einzelnen Separationskonstanten h;(P) mit den neuen Impulsen identifizieren,

h,(P) =P izl,...,f. (9164)
wobei deren Summe geméfs (9.163) die Energie des Systems ergibt,
f
H'(P) =Y P. (9.165)
i=1
Damit ergeben sich die entkoppelten Differentialgleichungen
i f
i an(qz’P) . '
H; (q’, T) =P, mit ;Pi = H'(P). (9.166)

Diese f Differentialgleichungen hingen jeweils nur von einer Ortskoordinate ab, wohl aber
von allen Konstanten P;.
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Beispiel: Eindimensionale Potentialprobleme. Wir untersuchen die HAMILTON-JACOBI-Gleichung
fiir das eindimensionale Potentialproblem mit HAMILTON-Funktion

2
p
H=—+V(q). .16
2+ V() (9.167)
Da die HAMILTON-Funktion nicht explizit von der Zeit abhingt 145t sich die Zeitabhangigkeit
abspalten. Die entsprechende zeitunabhingige HAMILTON-JACOBI-Differentialgleichung fiir
die Prinzipalfunktion lautet
1 (OW

a—q)2 +V(g) = H'(P), (9-168)

2m
wobei die Separationskonstante H'(P) als Energie des Systems mit dem neuen Impuls als
Erhaltungsgrofe identifiziert wurde. Wir setzen H'(P) = P. Fiir eindimensionale Systeme
ist die HAMILTON-JACOBI-Gleichung eine gewohnliche Differentialgleichung und 14kt sich
16sen,

oW

B0 2m[P -V (q)] = W(q)

[ Ve =Vl
/ \/2m[P — V(q)]dq — Pt. (9.169)

Die Ableitung dieser Erzeugenden Funktion nach dem neuen Impuls liefert die neue Koordi-
nate

S

Q= S—IS) = / mdg — ¢ (9-170)
\/2m[P -V (q)]

und ableiten nach der alten Koordinate den alten Impuls,

p= ‘;—‘2 =/2m[P =V (q)]. (9-171)

Hierbei sind @) und P Integrationskonstanten. Auflésen der Gleichungen (9.170) und (g9.171)
nach den alten Koordinaten und Impulsen ergibt dann die Losung der Bewegungsgleichun-
gen.

Fir den harmonischen Oszillator mit

1
V= §mw2q2

ist diese Auflosung sogar analytisch moglich. Das Integral (9.170) findet sich in jeder besseren

Formelsammlung®
1 . [ mw?
Q= — arcsin (q 5p ) —t. (9.172)

Wir konnen jetzt leicht nach der alten Koordinate g auflésen,

P
qg=1/ nin sin(wt + w@). (9-173)
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Fiir p in (9.171) erhalten wir dann

p= \/QmP — 2mPsin®(wt + wQ) = V2mP cos(wt + wQ). (9.174)

Die Funktionen ¢(¢) und p(t) in (9.173) und (9.174) beschreiben Bahnen des harmonischen
Osrzillators im Phasenraum. Dabei sind die Integrationskonstanten ¢ und P proportional
zur Phase und Amplitude der Schwingungen des Oszillators.

9.6.3 Wirkungs- und Winkelvariablen

Bisher wurde die charakteristische Funktion W (g, P) nur als Bestandteil der HAMILTON’schen
Wirkungsfunktion S(t,q, P) betrachtet. Wir kénnen aber W (q, P) als Erzeugende einer ei-
genen, zeitunabhéngigen kanonischen Transformation auffassen. Es folgt mit (9.143) und
(9.156), dak die neue HamILTON-Funktion folgende Form hat

OWlaP)y , OW(a.F)
oq’ ot

=0

H'(Q,P)=H(q, =H'(P,,...,Py), (9:175)

so daf die verallgemeinerten Koordinaten Q' zyklisch sind. Die neuen kanonischen Gleichun-
gen

.. OH'(P . OH'(P
Q' = a]gi ) und P; = _7665" ) =0 (9.176)
lassen sich unmittelbar integrieren
. OH' ; .
Q'(t) = 5P t+ Q" Pi(t) = P; i=1,...,f. (9.177)
(2

Die zu den zyklischen Koordinaten @ kanonisch konjugierten Impulse sind Erhaltungsgro-
fen. Damit haben wir eine kanonische Transformation auf Wirkungs- und Winkelvariablen
gefunden. Diese werden hiufig tiber die Diskussion (zeitlich oder rdumlich) periodischer
Bewegungen eingefiihrt. Derartige Bewegungen lassen sich als Bewegungen auf Kreisen oder
hoherdimensionalen Tori darstellen. Die Winkelvariablen, fiir die man in der Regel den Buch-
staben € benutzt, entsprechen Polarwinkeln. Die Wirkungsvariablen, die man iiblicherweise
mit J bezeichnet, entsprechen den von den Bahnen im Phasenraum eingeschlossenen Fl&-
chen. Wesentlich ist, daf die transformierte HAMILTON-Funktion H'(6,.J) nicht mehr von
den Winkelvariablen abhingt, H' = H'(.J). Daher sind in (9.175) die neuen Koordinaten Q*
Winkelvariablen und die neuen Impulse P; Wirkungsvariablen. Die Bewegungsgleichungen
fiir die Wirkungsvariablen lauten

. OH'
Jp = — 507 — 0 = J; = J;(0) = const. (9.178)
Fiir die #* erhalten wir zunsichst
.. OH'
0" = = Wj. .
o5, = ¢ (9-179)
Da die .J; aber zeitlich konstant sind, sind auch die w; zeitlich konstant. Damit wird
0i(t) = wi(J)t + 6%(0). (9.180)
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Die Bewegung ist also durch 2f Konstanten, die J; und die #%(0), charakterisiert. Ein me-
chanisches System fiir das sich eine Transformation auf Wirkung- und Winkelvariable finden
14Rt, heisst integrabel. Anstelle von integrabel verwendet man auch die Bezeichnung ldsbar.

Integrabel sind zum Beispiel

e alle Systeme mit nur einem Freiheitsgrad und hinreichend oft differenzierbarer HAMIL-
TON-Funktion,

e alle System mit linearen Bewegungsgleichungen,

e alle nichtlinearen Systeme, die sich auf entkoppelte Systeme mit einem Freiheitsgrad
transformieren lassen,

e die Systeme, die in vielen Lehrbiichern als Ubungsaufgaben gegeben werden, und fiir
die explizite Losungen gefunden werden sollen.

Im néchsten Semester wird eine Vorlesung Mechanik IT gelesen, in der allgemeinere dyna-
mische Systeme behandelt werden. Trotz der Schonheit und Eleganz der HAMILTON’schen
Mechanik sollte man nicht vergessen, dafs diese nur fiir reibungsfreie Systeme gilt. In der
Menge der makroskopischen Systeme, deren Bewegung sich durch die Wirkung von Kriften
beschreiben lidft, stellen die HAMILTON’schen Systeme eine kleine Teilmenge dar. Die moder-
ne Theorie der dynamischen Systeme ist viel umfassender als die HAMILTON’sche Theorie.
Anderseits ist Reibung ein Begriff, der in wirklich fundamentalen Theorien der Physik keinen
Platz hat. Alle fundamentalen Wechselwirkungen der Physik, also Elektrodynamik, schwa-
che und starke Wechselwirkung und die Gravitation, sind reibungsfrei und passen wunderbar
in das Gebédude der HAMILTON’schen Mechanik.

In dieser Vorlesung wurde die relativistische Mechanik nicht behandelt. Dies wurde nur teil-
weise aus Zeitgriinden unterlassen. An unserer Fakultéit werden regelméfiig Wahlvorlesungen
iiber spezielle Relativititstheorie gelesen, in denen die relativistische Mechanik einen breiten
Raum einnimmt.
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