
Kapitel 8

Hamiltons
hes Prinzip

In diesem Kapitel lernen wir eine neues Prinzip der klassis
hen Me
hanik kennen, wel
hes

si
h den bisher diskutierten Prinzipien von Newton und d'Alembert als zumindest eben�

bürtig erweist. Die Gesetze der klassis
hen Me
hanik lassen si
h aus zwei Typen von Variati�

onsprinzipien ableiten. Beim di�erentiellen Prinzip von d'Alembert wird ein momentaner

Zustand des Systems mit kleinen virtuellen Verrü
kungen aus diesem Zustand vergli
hen.

Beim integralen Prinzip vonHamilton wird eine tatsä
hli
h dur
hlaufene Bahn des Systems

mit einer kleinen virtuellen Abwei
hung von dieser Bahn vergli
hen. Wie beim Prinzip von

d'Alembert ist das Ergebnis au
h hier die Bewegungsglei
hung.

8.1 Variationsre
hnung

In der Di�erentialre
hnung besteht eine einfa
he Aufgabe darin, die stationären Punkte einer

Funktion y(x) zu bestimmen. Die notwendige Bedingung für das Vorliegen eines stationären

Punktes an der Stelle x = a ist y

0

(a) = 0. Hinrei
hende Bedingungen dafür, daÿ es si
h um ein

Minimum oder Maximum handelt, sind y

00

(a) > 0 bzw. y

00

(a) < 0. Die Variationsre
hnung

bes
häftigt si
h mit einem ähnli
hen, allerdings s
hwierigeren Problem: Gesu
ht ist eine

Funktion y(x), für die ein bestimmtes Integral über eine Funktion dieser Funktion (ein

Funktional) einen extremalen Wert annimmt.

Der Name Variationsre
hnung wurde zum ersten Mal von L. Euler im Jahre benutzt. Damit

bezei
hnete er die neue Methode, aus der er selbst sehr virtuos mögli
he Folgerungen zog.

Heute wird der Begri� Variationsre
hnung in einem breiteren Sinn verwendet. Gegenstand

der Variationsre
hnung sind das Aufsu
hen von Minima, Maxima und Sattelpunkten (also

kritis
her Punkte) einer Funktion

F : M �! R; R = freelle Zahleng:

In den Anwendungen ist M eine Menge von Zahlen, Funktionen, Wegen, Kurven, Flä
hen,

Feldern, usw. Extremalprobleme spielen ni
ht nur in der theoretis
hen Physik eine wi
htige

Rolle, sondern zum Beispiel au
h in der Wirts
haft, Regelungste
hnik oder Spieltheorie. Ei�
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nes der klassis
hen Probleme der Variationsre
hnung war die isoperimetris
he Aufgabe, d.h.

das Aufsu
hen derjenigen geometris
hen Figur gröÿter Flä
he bei gegebenen Umfang. Eine

wi
htige Anwendung �ndet die Variationre
hnung im Fermats
hen Prinzip, na
h dem ein

Li
htstrahl denjenigen Weg nimmt, auf dem die benötigte Zeit minimal ist. Das Fermats
he

Prinzip wurde von Ernst Abbe ges
hi
kt benutzt, um optis
he Geräte zu bere
hnen.

Die Geburt der modernen Variationsre
hnung wird gewöhnli
h auf jenen Tag des Juni 1696

gelegt, als das Problem der Bra
hysto
hrone dur
h Johann Bernoulli gestellt wurde (sie�

he unten). Seit 1732 setzte si
h Euler systematis
h mit Extremalproblemen auseinander. Er

fand notwendige Bedingungen für ein Extremum von einfa
hen Funktionalen und erhob die

Variationsre
hnung zu einer eigenständigen mathematis
hen Disziplin. Er stellte das Prinzip

der kleinsten Wirkung auf eine fundierte Grundlage. Lagrange entwi
kelte die Methoden

zur systematis
hen Behandlung einer groÿen Klassen von Variationsproblemen. Diese wur�

den von Legendre und Ja
obi fortentwi
kelt und weiter verallgemeinert. Das Prinzip der

kleinsten Wirkung spielte in den späteren Arbeiten von Hamilton eine wesentli
he Rolle.

Für eine spezielle Klasse von Funktionalen, das heiÿt von Funktionen, deren Argumente

Funktionen sind, entde
kte L. Euler eine erste notwendige Bedingung, wel
he ein Extre�

mum des Funktionals erfüllen muÿ. Sie trägt heute den Namen Euler-Glei
hung. Diese Glei�


hung entspri
ht der Bedingung f

0

(x) = 0 für das Extremum x einer Funktion f : R ! R.

Euler betra
htete folgende Aufgabenstellung der Variationsre
hnung: Su
he eine Funktion

y(x), für die das Integral

F [y℄ =

Z

x

2

x

1

f

�

x; y; y

0

�

dx (8.1)

extremal ist. Der Integrand f ist eine Funktion der unabhängigen Variablen x, der abhängi�

gen Variablen y und deren Ableitung y

0

= dy=dx. An den Grenzen x

1

und x

2

sind die Werte

y

1

und y

2

vorges
hrieben. Das Integral F nimmt für vers
hiedene Kurven y(x) zwis
hen

P

1

= (x

1

; y

1

) und P

2

= (x

2

; y

2

) im allgemeinen vers
hiedene Werte an. Wir nehmen nun an,

das Funktional habe einen extremalen Wert für y(x), d.h. die Kurve y(x) sei ein Maximum,

Minimum oder Sattelpunkt von F . Nun verglei
hen wir mit dem Wert des Funktionals für

bena
hbarte Kurven y(x)+Æy(x), wobei Æy(x) in�nitesimal klein sein soll für alle x zwis
hen

x

1

und x

2

, siehe Abbildung (8.1). Wir de�nieren

Æf = f(x; y + Æy; y

0

+ Æy

0

)� f(x; y; y

0

): (8.2)

Das Symbol Æ bedeutet Variation. Æf ist der Zuwa
hs von f wenn man an der festen Stelle

x von der Kurve y(x) zur Verglei
hskurve y(x) + Æy(x) übergeht. O�enbar ist dann Æx = 0.

Weiterhin gilt

Æy

0

=

d

dx

(y + Æy

�

�

dy

dx

=

d

dx

Æy; (8.3)

und die Symbole Æ und d=dx vertaus
hen. Da Æy in�nitesimal klein ist, folgt aus (8.2)

Æf =

�f

�y

Æy +

�f

�y

0

Æy

0

:

Nun ist y(x) ein stationärer 'Punkt' von F , wenn das Integral längs y in erster Näherung

glei
h demjenigen längs y + Æy ist,

ÆF =

Z

x

2

x

1

Æf dx

(8:3)

=

Z

x

2

x

1

h

�f

�y

Æy +

�f

�y

0

d

dx

(Æy)

i

dx = 0:
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Æy(x)

y(x)

Abbildung 8.1: Unter allen di�erenzierbaren Kurven, die von P

1

na
h P

2

laufen, wird dieje�

nige gesu
ht, die das Integral F extremal ma
ht.

Der zweite Summand läÿt si
h dur
h partielle Integration umformen,

ÆF =

Z

x

2

x

1

h

�f

�y

�

d

dx

�f

�y

0

i

Æy dx+

h

�f

�y

0

Æy

i

x

2

x

1

: (8.4)

Hier vers
hwinden die Randterme, weil an den beiden Endpunkten x

1

und x

2

na
h Voraus�

setzung Æy = 0 ist. Die Stationarität von F bedingt also

ÆF =

Z

x

2

x

1

h

�f

�y

�

d

dx

�f

�y

0

i

Æy(x)dx = 0: (8.5)

Die Glei
hung muÿ für beliebige Deformationen Æy der Kurve y vers
hwinden. Dies impliziert,

daÿ der Ausdru
k in e
kigen Klammern Null sein muÿ,

�f

�y(x)

�

d

dx

�f

�y

0

(x)

�

ÆF

Æy(x)

= 0: (8.6)

Diese Glei
hung stellt die gesu
hte notwendige Bedingung an y(x) dar. Eine Funktion y, die

diese Di�erentialglei
hung erfüllt, heiÿt Extremale. In der Menge der Extremalen ist dann

die Minimal- oder Maximalkurve enthalten, falls sie existiert. Die Glei
hung (8.6) heiÿt die

zum Variationsproblem gehörige Euler-Glei
hung.

8.1.1 Geodätis
he Linien

Wir wollen den oft als selbstverständli
h angesehenen Sa
hverhalt beweisen, daÿ die gerade

Linie die kürzeste Verbindung zwis
hen zwei Punkten in der Ebene darstellt. Das Linienele�

ment ist in kartesis
hen Koordinaten dur
h ds

2

= dx

2

+ dy

2

gegeben, also ist die Länge der
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Kurve x! y(x) glei
h

s =

Z

x

2

x

1

ds =

Z

x

2

x

1

p

1 + y

02

dx:

Soll y ein Minimum von s sein, so muÿ die Euler-Glei
hung (8.6) mit f = (1 + y

02

)

1=2

erfüllt sein, also

d

dx

h

�

�y

0

p

1 + y

02

i

= 0;

oder

y

0

p

1 + y

02

= 
onst.;

gelten, was y

0

=
onst. na
h si
h zieht. Die minimierende Kurve ist eine Gerade dur
h die

Punkte (x

1

; y

1

) und (x

2

; y

2

).

Das Linienelement auf der Ober�ä
he einer Kugel vom Radius R ist

ds = R

q

d#

2

+ sin

2

#d'

2

: (8.7)

Wir wollen ' als Funktion von # so bestimmen, daÿ s stationär ist. Also müssen wir die

Euler-Glei
hung für f = R(1 + '

2

#

sin

2

#)

1=2

lösen, d.h.

d

d#

h

'

#

sin

2

#

(1 + '

2

#

sin

2

#)

1=2

i

= 0:

Der Ausdru
k in e
kigen Klammern ist glei
h einer Konstanten 
. Die resultierende Di�eren�

tialglei
hung für '(#) hat die Lösung

' = a� ar
sin(k 
ot#) mit 
 = �

k

p

1 + k

2

=) Rk 
ot# = R sin(a� '):

Zur Interpretation dieser Bedingung s
hreiben wir sie in kartesis
he Koordinaten um. Na
h

Multiplikation mit sin# ergibt si
h

Rk 
os# = R sin#(sin a 
os'� 
osa sin') bzw. kz = x sin a� y 
osa:

Dies ist die Glei
hung einer Ebene dur
h den Mittelpunkt der Kugel, die folgli
h die Kuge�

lober�ä
he in einem Groÿkreis s
hneidet. Die kürzeste Verbindung zwis
hen zwei Punkten

auf der Kugelober�ä
he ist einer der beiden Bögen auf dem Groÿkreis dur
h diese Punkte.

8.1.2 Die Bra
hysto
hrone

In diesem von Johann Bernoulli gestellten Problem ist diejenige Kurve gesu
ht, auf der

ein Körper unter dem Ein�uÿ der S
hwerkraft und ohne Reibung von einem gegebenen Punkt

zu einem zweiten Punkt in der kürzesten (bra
hystos) Zeit (
hronos) gleitet. Die gesu
hte

Kurve, die sogenannte Bra
hysto
hrone, ist eine Zykloide.
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y

x

(x

2

; y

2

)

Abbildung 8.2: Die Zykloide löst das Bra
hysto
hronenproblem von J. Bernoulli

Der Massenpunkt soll am Anfang im Ursprung ruhen, der Endpunkt sei (x

2

; y

2

). Bei diesem

Problem ist es bequem, die y-A
hse na
h re
hts zu legen und x na
h unten zu messen. Aus

dem Energiesatz folgt

1

2

mv

2

= mgx oder v =

p

2gx;

wobei v die Ges
hwindigkeit des Massenpunktes längs seiner Bahn ist und g die Fallbes
hleu�

nigung bezei
hnet. Wegen

vdt = ds =

p

dx

2

+ dy

2

=

p

1 + y

02

dx

s
hreibt si
h der Energiesatz gemäÿ

p

1 + y

02

dx =

p

2gxdt:

Die vom fallenden Körper benötigte Zeit ist gegeben dur
h das Integral

T =

Z

dt =

1

p

2g

Z

x

2

0

x

�1=2

p

1 + y

02

dx

und diese gilt es zu minimieren. Die entspre
hende Euler-Glei
hung lautet

d

dx

y

0

p

x(1 + y

02

)

= 0:

und eine erste Integration führt auf die einfa
he Di�erentialglei
hung

y

02

x(1 + y

02

)

= 
 bzw. y

0

=

x

p

x=
� x

2

:

Die weitere Integration ergibt dann

y = a ar

os

�

1�

x

a

�

�

p

2ax� x

2

+ 


0

; wobei a = 1=2
 (8.8)

ist. Die neue Integrationskonstante 


0

muÿ Null sein, damit y bei x = 0 vers
hwindet.

Diese Glei
hung stellt eine Zykloide über der y-A
hse mit einer Spitze im Ursprung dar. Die

Konstante a muÿ so gewählt werden, daÿ die Zykloide dur
h den Punkt (x

2

; y

2

) geht.
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8.1.3 Mehrere abhängige oder/und unabhängige Variable

In diesem Abs
hnitt verallgemeinern wir die bisherigen Resultate auf Systeme mit mehr

als einer abhängigen Variablen y oder/und mit mehr als einer unabhängigen Variablen x

sowie auf Variationsprobleme, bei denen die Funktion f von höheren Ableitungen y

(n)

von

y abhängt.

Mehrere abhängige Variablen: Wir wollen voraussetzen, daÿ der Integrand f des Inte�

grales

F =

Z

x

2

x

1

f(x; y

1

; : : : ; y

N

; y

0

1

; : : : ; y

0

N

)dx; (8.9)

wel
hes ein Maximum oder Minimum annehmen soll, eine Funktion einer unabhängigen,

aber mehrerer abhängiger Variablen ist. In der Me
hanik wäre die unabhängige Variable die

Zeit t und die abhängigen Variablen die (verallgemeinerten) Koordinaten q

i

. Wir su
hen nun

Funktionen y

1

(x); : : : ; y

N

(x), für die das Funktional mit festen Randbedingungen

y

i

(x

1

) = y

i1

und y

i

(x

2

) = y

i2

; i = 1; : : : ; N (8.10)

stationär wird. Die Bedingung dafür ist wie oben

ÆF =

Z

x

2

x

1

Æf dx = 0; (8.11)

nur ist jetzt

Æf =

�f

�y

1

Æy

1

+

�f

�y

2

Æy

2

+ : : :+

�f

�y

0

1

Æy

0

1

+

�f

�y

0

2

Æy

0

2

+ : : : =

�f

�y

i

Æy

i

+

�f

�y

0

i

Æy

0

i

;

wobei wir wieder von der Einsteins
hen Summenkonvention Gebrau
h ma
hten. Bei der

Bere
hnung des Integrales (8.11) formen wir wieder die Summanden der zweiten Gruppe

dur
h partielle Integration um, und erhalten

ÆF =

Z

x

2

x

1

h

�f

�y

i

�

d

dx

�f

�y

0

i

i

Æy

i

dx+

h

p

i

Æy

i

i

x

2

x

1

; wobei p

i

=

�f

�y

0

i

gesetzt wurde. Bei festgehaltenen Anfangs- und Endpunkten vers
hwindet der letzte Term.

Das Funktional ist stationär bezügli
h beliebiger Variationen Æy

i

der Funktionen y

i

, wenn

die Euler-Glei
hungen

ÆF

Æy

i

(x)

=

�f

�y

i

(x)

�

d

dx

�f

�y

0

i

(x)

= 0 (8.12)

gelten. Es handelt si
h um N gewöhnli
he Di�erentialglei
hungen zweiter Ordnung für die

N gesu
hten Funktionen y

1

(x); : : : y

N

(x), die unter Berü
ksi
htigung der Randbedingungen

(8.10) zu lösen sind. Diese Verallgemeinerung ist für die Bes
hreibung mehrerer Massenpunk�

te notwendig.
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Mehrere Argumente: Wir betra
hten nun den Fall, daÿ mehrere Argumente x

1

; : : : ; x

M

anstelle von x vorliegen. Gesu
ht ist demna
h eine Funktion y = y(x

1

; : : : ; x

M

), die das

Funktional

F

�

y(: : :)

�

=

Z

B

d

M

x f

�

x

1

; ::; x

M

; y(x

1

; ::; x

M

);

�y(x

1

; ::; x

M

)

�x

1

; : : : ;

�y(x

1

; ::; x

M

)

�x

M

�

(8.13)

extremal ma
ht. Hierbei sei die Funktion y = y(x

1

; : : : ; x

M

) auf dem Rande des Integrati�

onsgebietes B fest vorgegeben. Aus der Stationaritätsbedingung

ÆF [y(:; : : : ; :)℄

Æy(x

1

; : : : ; x

M

)

= 0

folgt dann die Euler-Glei
hung

�f

�y

�

M

X

i=1

�

�x

i

�f

�

�

�y=�x

i

�

= 0: (8.14)

Dies ist eine partielle Di�erentialglei
hung zweiter Ordnung für die gesu
hte Funktion y(x

1

; : : : ; x

M

).

Eine mögli
he Anwendung für diese Verallgemeinerung der Variationsre
hnung wäre etwa

die Ausdehnung einer dehnbaren Membran oder einer Seifenhaut im S
hwerefeld der Erde,

die längs einer Kurve in der x

1

�x

2

-Ebene eingespannt ist. Hierbei konkurrieren S
hwerkraft

und Ober�ä
henspannung miteinander und die Glei
hgewi
htskon�guration wird dur
h ein

Minimum der Summe der beiden potentiellen Energien bestimmt.

Die beiden Verallgemeinerungen (8.9) und (8.13) können au
h miteinander kombiniert wer�

den. Dann enthält das Funktional mehrere Funktionen, die jeweils von mehreren Variablen

abhängen. Diese relativ allgemeine Form des Funktionals,

F =

Z

B

d

M

x f

�

x

a

; y

i

;

�y

i

�x

a

�

; y

i

= y

i

(x

;

: : : ; x

M

); i = 1; : : : ; N; (8.15)

benötigt man in Feldtheorien.

Höhere Ableitungen: Falls das Funktional höhere Ableitungen von y(x) enthält, wie

z.B.

F =

Z

x

2

x

1

f

�

x; y(x); y

0

(x); y

00

(x)

�

dx; (8.16)

dann treten au
h höhere Ableitungen in der Euler-Glei
hung auf. Die Extremalbedingung

ÆF [y(:)℄

Æy(x)

= 0 (8.17)

führt zum Beispiel für das Funktional (8.16) auf die Di�erentialglei
hung

�f

�y(x)

�

d

dx

�f

�y

0

(x)

+

d

2

dx

2

�f

�y

00

(x)

= 0: (8.18)

Es handelt si
h hierbei o�ensi
htli
h um eine gewöhnli
he Di�erentialglei
hung vierter Ord�

nung für y(x). Die übli
hen Randbedingungen y(x

i

) = y

i

für die Funktion y legen diese

nun ni
ht mehr eindeutig fest. Um auf die Euler-Glei
hung (8.18) zu kommen, muÿ man

207



mehrfa
h partiell integrieren, wobei zusätzli
he Randterme auftreten. Diese vers
hwinden,

wenn die weiteren Randbedingungen

�f

�y(x)

�

�

�

x

i

= 0; i = 1; 2;

gefordert werden.

8.2 Isoperimetris
he Probleme

In Anwendungen tritt oft das Problem auf, bei dem ein Integral stationär sein soll, während

glei
hzeitig ein oder mehrere Integrale, in denen dieselben Variablen vorkommen, konstant

zu halten sind. Ein bekanntes Beispiel ist die Aufgabe, diejenige ebene ges
hlossene Kur�

ve vorgegebener Länge zu �nden, die eine mögli
hst groÿe Flä
he eins
hlieÿt. Na
h diesem

Beispiel heiÿen sol
he Probleme isoperimetris
he Probleme. Sol
he Nebenbedingungen oder

Zwangsbedingungen können mit der Lagranges
hen Methode der unbestimmten Multiplika�

toren bestimmt werden. Man su
ht einen stationären Wert von

F =

Z

f dx; f = f(x; y

i

; y

0

i

); y

i

= y

i

(x); i = 1; : : : ; N; (8.19)

wobei die s Nebenbedingungen

F

1

=

Z

f

1

dx = 


1

; : : : ; F

s

=

Z

f

s

dx = 


s

(8.20)

gelten soll. Sämtli
he Integranden enthalten dieselben Variablen, und die Grenzen sind glei
h

bei allen Integralen. Nun führen wir s konstante Lagranges
he Multiplikatoren �

1

; : : : ; �

s

ein, deren Werte wir vorerst unbestimmt lassen. O�enbar ist mit F au
h

F

�

= F + �

1

F

1

+ : : :+ �

s

F

s

(8.21)

stationär, und zwar wegen (8.20) für jede Wahl der Multiplikatoren �

i

. Wir stehen also vor

einem ganz ähnli
hen Problem wie früher, nämli
h ein einziges Integral extremal zu ma
hen,

nur mit einem abgeänderten Integranden. F muÿ dur
h

F

�

=

Z

f

�

dx; f

�

= f +

s

X

i=1

�

i

f

i

(8.22)

ersetzt werden. Eine notwendige Bedingung für die Stationarität von F

�

ist

N

X

i=1

Z

�

d

dx

�f

�

�y

0

i

(x)

�

�f

�

�y

i

(x)

�

Æy

i

(x)dx = 0: (8.23)

Hier können wir ni
ht ohne weiteres den Übergang zu den Eulers
hen Glei
hungen ma
hen,

weil die Æy

i

ni
ht mehr beliebig sind; die Variation muÿ mit (8.20) verträgli
h sein. Do
h

nun kommt uns zu Hilfe, daÿ die Multiplikatoren �

i

no
h beliebig gewählt werden können.

Diese lassen si
h tatsä
hli
h so bestimmen

1

, daÿ (8.23) die Eulers
hen Glei
hungen

�f

�

�y

i

(x)

�

d

dx

�f

�

�y

0

i

(x)

= 0; i = 1; : : : ; N; (8.24)

1

L. Page, Introdu
tion to Theoreti
al Physi
s, third edition, D. van Nostrand Co., New York 1952
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na
h si
h zieht. Na
h dem Lösen dieser Glei
hungen ers
heinen die konstanten, aber zunä
hst

unbekannten �

i

als Parameter in den Extremalen. Man kann sie mit Hilfe der Bedingungen

(8.20) eliminieren. und dann erhalten sie oft eine unmittelbare physikalis
he Bedeutung.

Als Beispiel betra
hten wir das klassis
he isoperimetris
he Problem: Gesu
ht ist diejenige

ebene ges
hlossene Kurve, die eine mögli
hst groÿe Flä
he begrenzt. Wir fragen also na
h

einer Funktion r(') für wel
he die Flä
he

A =

1

2

Z

2�

0

r

2

d'

maximal ist, während der Umfang

U =

Z

2�

0

p

r

2

+ r

02

d'; r

0

=

dr

d'

;

fest vorgegeben ist. Es gilt also, das Funktional F =

R

f

�

d' mit

f

�

=

1

2

r

2

+ �

p

r

2

+ r

02

; (8.25)

zu minimieren. Die entspre
hende Euler-Glei
hung lautet

r +

�r

p

r

2

+ r

02

�

d

d'

h

� r

0

p

r

2

+ r

02

i

= 0:

Führen wir die Ableitung aus, dann folgt unmittelbar

rr

00

� 2r

02

� r

2

(r

2

+ r

02

)

3=2

=

1

�

:

Die linke Seite dieser Glei
hung ist gerade die Krümmung der Kurve. Diese muÿ konstant

sein und folgli
h ist die Kurve ein Kreis mit dem Radius �.

8.3 Hamiltons
hes Prinzip

Wir stellen nun ein Variationsprinzip auf, dessenEuler-Glei
hungen die Lagrange-Glei
hungen

zweiter Art sind. Hierzu betra
hten wir das Zeitintegral der Lagrange-Funktion als Funk�

tional der Bahnkurve

S[q

1

(:); : : : ; q

f

(:)℄ � S[q(:)℄ =

Z

t

2

t

1

L

�

t; q

1

(t); : : : ; q

f

(t); _q

1

(t); : : : ; _q

f

(t)

�

dt: (8.26)

Dieses Funktional wird als Wirkung oder Wirkungsfunktional bezei
hnet. Da die Lagran-

ge-Funktion die Dimension einer Energie hat, ist die Dimension der Wirkung

[S℄ = Zeit � Energie = kg m

2

=s:

Wir untersu
hen nun das Hamiltons
he Prinzip, na
h dem für die klassis
h erlaubten Bah�

nen die Wirkung stationär sein soll

ÆS[q(:)℄

Æq

i

(t)

= 0; i = 1; : : : ; f: (8.27)
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Hierbei sind die Variationen dadur
h einges
hränkt, daÿ Anfangs- und Endpunkte festgehal�

ten werden,

q

i

(t

1

) = q

i

1

und q

i

(t

2

) = q

i

2

; i = 1; : : : ; f: (8.28)

Na
h Abs
hnitt (8.1.3) führt das Hamiltons
he Prinzip auf die Euler-Glei
hungen

�L

�q

i

(t)

�

d

dt

�L

� _q

i

(t)

= 0; i = 1; : : : ; f; (8.29)

wel
he glei
h den Lagrange-Glei
hungen zweiter Art sind. Deshalb bezei
hnet man (8.29)

oft au
h als Euler-Lagrange-Glei
hungen.

Das Prinzip vonHamilton besagt demna
h, daÿ aus der Menge aller mögli
hen Bahnkurven

diejenige realisiert ist, wel
he die Wirkung (8.26) stationär ma
ht. Es spielt dabei keine Rolle,

ob es si
h beim Extremum um ein Minimum, ein Maximum oder einen Sattelpunkt handelt.

In der Regel wird die Wirkung minimal. Daher kommt der Name Prinzip der kleinsten

Wirkung. Gelegentli
h aber ist S ni
ht minimal.

Zur Festlegung der Lösungen der Euler-Lagrange-Glei
hungen brau
ht es 2f Integrati�

onskonstanten. Dies können die f Anfangsorte und f Anfangsges
hwindigkeiten sein oder

aber die Koordinaten zur Zeit t

1

und zur Zeit t

2

, wie in (8.28). Im ersten Fall spri
ht man

von einem Anfangswertproblem, im zweiten Fall von einem Randwertproblem. Das Hamil-

tons
he Prinzip führt auf ein Randwertproblem. Dies ma
ht es auf den ersten Bli
k etwas

unans
hauli
h. Es widerspri
ht sogar unserem Kausalgefühl, da die Bewegung ni
ht nur aus

einem Anfangszustand, sondern aus Vergangenheit und Zukunft abgeleitet wird. Die Äqui�

valenz mit den anderen Prinzipien der Me
hanik beweist aber die Kausalität.

Für die praktis
he Lösung von Problemen bringt das Hamiltons
he Prinzip keine Vorteile,

da dessen konkrete Anwendung wieder auf die Euler-Lagrange-Glei
hungen (8.29) führt.

Es faÿt aber die Me
hanik von Systemen mit holonomen Zwangsbedingungen in einer kom�

pakten und prägnanten Form zusammen. Das Hamiltons
he Prinzip ist an Einfa
hheit und

Ökonomie kaum mehr zu überbieten. Die Natur su
ht unter allen denkbaren Bewegungen

diejenige aus, die ihr Ziel mit der kleinsten Wirkung, also mit geringstem Aufwand, errei
ht.

In der ni
htrelativistis
hen Me
hanik ist die Lagrange-Funktion die Di�erenz von kine�

tis
her und potentieller Energie. Im Unters
hied zur kinetis
hen oder potentiellen Energie

ist die Lagrange-Funktion aber keine physikalis
he Meÿgröÿe. Sie ist eine mathematis
he

Hilfsgröÿe, die derart de�niert wurde, um aus ihr die Bewegungglei
hungen abzuleiten.

Unter Ei
htransformationen (7.63) ändert si
h die Wirkung gemäÿ

S

0

=

Z

t

2

t

1

dtL

0

�

t; q(t); _q(t)

�

= S + F

�

t

2

; q(t

2

)

�

� F

�

t

1

; q(t

1

)

�

: (8.30)

Da bei der Variation der Bahnkurven deren Endpunkte sowie Anfangs- und Endzeit fest

sind, ist das Hamiltons
he Prinzip invariant unter Ei
htransformationen,

ÆS

0

[q(:)℄

Æq

i

(t)

=

ÆS[q(:)℄

Æq

i

(t)

: (8.31)

Die Wirkungen S und S

0

haben also insbesondere die glei
hen stationären Bahnkurven.

Die Frage na
h der Bedeutung des Hamiltons
hen Prinzips läÿt si
h wie folgt beantworten:
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� Prinzipien der stationären Wirkung sind allgemeine Prinzipien der Physik, die zum

Beispiel au
h in der Elektrodynamik oder Gravitationsphysik auftreten.

� Es ist als fundamentales Prinzip anzusehen, da aus ihm die Lagrange-Glei
hungen

erster und zweiter Art folgen.

� Die Variationsglei
hung

ÆS = Æ

Z

t

2

t

1

Ldt = 0 (8.32)

ist unabhängig von den gewählten Koordinaten, hat also eine von den Koordinaten

unabhängige Bedeutung.

� Für einige weitere Entwi
klungen der klassis
hen Me
hanik, zum Beispiel die Theorie

von Hamilton und Ja
obi oder die Analogie zwis
hen Me
hanik und geometris
her

Optik, ist die im Hamiltons
hen Prinzip auftretende Wirkung S von zentraler Bedeu�

tung.

� Die Wirkung ist au
h eine sehr wi
htige Gröÿe in der Quantenphysik. Die sogenannte

Pfadintegral-Quantisierung ma
ht wesentli
hen Gebrau
h von ihr.

8.4 Anhang: Di�erenziation in1-dimensionalen Räumen.

Erst sehr viel später, gegen Ende des 19. Jahrhunderts, als der Begri� der Di�erenziation

auf unendli
h-dimensionale Räume verallgemeinert wurde

2

, erhielt die Variationsre
hnung

in der Mathematik eine solide Basis.

Bana
h-Räume: In der Regel legt man einen reellen Vektorraum E mit einem Längen�

begri� oder einer Norm zugrunde. Eine Norm ist eine Abbildung E ! [0;1) mit den

Eigens
haften

k�yk = j�j kyk; ky + zk � kyk+ kzk; kyk = 0 =) y = 0; � 2 R; y; z 2 E: (8.33)

Ein Vektorraum, versehen mit einer Norm k � k heiÿt normierter Raum. Ein vollständiger

normierter Raum, d.h. ein normierter Vektorraum, in dem jede Cau
hy-Folge konvergiert,

heiÿt Bana
h-Raum. Für die Physik relevante Beispiele von Bana
h-Räumen sind:

� Die Euklidis
hen Räume R

n

mit den Normen

kyk

p

=

�

n

X

a=1

jy

a

j

p

�

1=p

; 1 � p � 1: (8.34)

Für p = 2 ist kyk

2

die Länge des Maÿstabes y, der am Anfang der Vorlesung bei der

Diskussion von Raumzeit-Strukturen wi
htig war.

2

unter anderem von Volterra, Hadamard und dessen S
hüler Fré
het, Gâteaux, Hilbert
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� Die Folgenräume l

p

(R): l

p

(R) ist der Vektorraum aller Folgen y = (y

n

)

n2N

reeller

Zahlen y

n

, für die

1

X

n=1

jy

n

j

p

<1; 1 � p <1

gilt. Versehen mit den Normen

kyk

p

=

�

1

X

n=1

jy

n

j

p

�

1=p

; 1 � p <1: (8.35)

sind die Folgenräume vollständig, also Bana
h-Räume. Die Folgenräume spielen in

der Matrizenme
hanik von W. Heisenberg eine ganz wi
htige Rolle.

� Die Lebesgue-Räume: Für jede reelle Zahl p � 1 sei

L

p

(R

n

) = ff : R

n

! R

�

�

f meÿbar; jf j

p

summierbarg:

L

p

ist ein reeller Vektorraum und

kfk

p

=

�

Z

R

n

jf(x)j

p

dx

�

1=p

(8.36)

eine Halbnorm auf L

p

. Sie de�niert eine Norm auf L

p

= L

p

=N , wo N den Unterraum

aller Funktionen von L

p

bezei
hnet, die fast überall Null sind. Für n = 1 sind die

Elemente von L

p

(R) Funktionen R ! R und können als Bahnen von Punktteil
hen

in R interpretiert werden. Dies deutet bereits die Relevanz der Bana
h-Räume L

p

für die klassis
he Me
hanik an. Diese Räume spielen in der Wellenme
hanik von E.

S
hrödinger eine herausragende Rolle.

Fré
het-Ableitung: Na
h diesem kurzen Exkurs über unendli
h-dimensionale Vektorräu�

me kehren wir zu den Ableitungen zurü
k. Die Verallgemeinerung des Begri�s des totalen

Di�erentials führt zum Begri� der Fré
het-Ableitung einer Funktion von einem Bana
h�

raum in einen anderen Bana
hraum. In den meisten Anwendungen ist der Bildraum glei
h

R:

De�nition: Es seien (E; k:k) ein Bana
h Raum und M � E eine o�ene, ni
htleere Teil�

menge. Dann heiÿt eine Funktion F : M �! R genau dann in einem Punkt y 2M di�eren�

zierbar, wenn es eine stetige lineare Abbildung F

0

y

: E ! R gibt, so daÿ gilt

F (y + h)� F (y) = F

0

y

(h) + o(y; h) (8.37)

für alle h 2 E; y + h 2M . Dabei hat die Funktion h! o(y; h) 2 R die Eigens
haften

o(y; 0) = 0 und lim

h!0

jo(y; h)j

khk

= 0: (8.38)

Die Fré
het-Ableitung F

0

y

ist ein Element aus L(E;R), das heiÿt aus dem Dualraum E

0

von E. Falls F in allen Punkten von M di�erenzierbar ist, so heiÿt F auf M di�erenzierbar.

Man nennt die Abbildung F

0

, wel
he jedem Punkt y 2M die Ableitung F

0

y

von F im Punkt

y zuordnet, die Ableitung von F . Falls F

0

: M ! E

0

eine stetige Abbildung ist, so heiÿt F

stetig di�erenzierbar auf M oder von der Klasse S

1

.
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Man kann zeigen, daÿ es hö
hstens eine stetige lineare Abbildung F

0

y

2 E

0

gibt, so daÿ die

Glei
hung (8.33) gilt. Für E = R

n

kann man die Ableitung F

0

y

in kanonis
her Weise mit der

Ja
obi-Matrix der Abbildung F im Punkte y identi�zieren,

F

0

y

=

�

�F

�y

a

�

y

:

Die Fré
het-Ableitung ist eine lineare Operation,

(�F + �G)

0

= �F

0

+ �G

0

; �; � 2 R: (8.39)

Die Ableitung erfüllt die Kettenregel : Es seien U � E und V

1

; V

2

� R o�ene, ni
ht-leere

Mengen und F : U ! V

1

sowie G : V

1

! V

2

stetig di�erenzierbar. Dann ist au
h

G Æ F : U �! V

2

� R

stetig di�erenzierbar, und es gilt für alle y 2 U � E

(G Æ F )

0

y

= G

0

F (y)

Æ F

0

y

: (8.40)

Wir wollen dies beweisen: F di�erenzierbar heiÿt

F (y + h)� F (y) = F

0

x

(h) + o

1

(x; h); 8h 2 B

r

1

; y + h � U

1

;

und entspre
hend, da G in z = F (y) di�erenzierbar ist,

G(z + k)�G(z)) = G

0

z

(k) + o

2

(z; k); 8k 2 B

r

2

; z + k 2 U

2

:

Hier ist B

r

1

die 'Kugel' mit Radius r

1

um den Ursprung in E und B

r

2

die o�ene 'Kugel' mit

Radius r

2

um den Ursprung in R. Da F insbesondere stetig ist, können wir zu gegebenem

r

2

> 0 ein r

1

> 0 so wählen, daÿ die erste Relation und überdies F (B

r

1

) � B

r

2

gelten. Dann

erhalten wir für alle h 2 B

r

1

:

(G Æ F )(y + h)� (G Æ F )(y) = G

�

F (y + h)

�

�G

�

F (y)

�

= G[F (y) + F

0

y

(h) + o

1

(y; h)℄�G[F (y)℄

= G

0

F (y)

�

F

0

y

(h) + o

1

(y; h)

�

+ o

2

�

F (y); F

0

y

(h) + o

1

(y; h)

	

=

�

G

0

F (y)

Æ F

0

y

�

(h) +G

0

F (y)

Æ o

1

(y; h) + o

2

�

F (y); F

0

y

(h) + o

1

(y; h)

	

:

Eine kurze Re
hnung zeigt, daÿ

o(y; h) � G

0

F (y)

Æ o

1

(y; h) + o

2

�

F (y); F

0

y

(h) + o

1

(y; h)

	

die Eigens
haften (8.38) besitzt, da o

1

und o

2

diese Eigens
haften haben und weil G

0

F (y)

und F

0

y

stetige lineare Abbildungen sind. Dies beweist die Di�erenzierbarkeit von G ÆF und

bestimmt den Wert der Ableitung zu

(G Æ F )

0

y

= G

0

F (y)

Æ F

0

y

2 E

0

:

Gâteaux-Ableitung: Die Verallgemeinerung des Begri�s der partiellen Ableitung einer

Funktion F : R

n

! R führt dagegen zum Begri� des Gâteaux-Di�erentials ÆF

y

(h):
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De�nition: Es sei E ein normierter Raum. Gilt für die Abbildung F : E �! R an der

Stelle y:

lim

�!0

�

�

�

F (y + �h)� F (y)

�

� ÆF (y; h)

�

�

�

= 0 8h 2 E

mit einer Abbildung ÆF (y; �) : E ! R, die bezügli
h der 2. Variablen weder stetig no
h linear

sein muÿ, so nennt man ÆF (y; h) Gâteaux-Di�erential von F an der Stelle y in Ri
htung

von h. Ist ÆF (y; h) zusätzli
h linear und stetig in h, also ein Element des Dualraumes E

0

von E, so s
hreibt man

ÆF (y; h) = Æ

y

F (h) (8.41)

und nennt Æ

y

F die Gâteaux-Ableitung von F an der Stelle y.

In endli
hdimensionalen Räumen folgt aus der Existenz aller stetigen partiellen Ableitungen

die Existenz des totalen Di�erentials. Ganz ähnli
h ist es au
h für Ableitungen in unend�

li
h-dimensionalen Räumen,

Lemma: Sei F : E �! R. Existiert in einer Umgebung U von y die Gâteaux-Ableitung

Æ

y

F und ist sie stetig, so gilt

Æ

y

F = F

0

y

: (8.42)

Eine stetige Gâteaux-Ableitung ist automatis
h eine Fré
het-Ableitung. Umgekehrt gilt

Lemma: Ist F an der Stelle y Fré
het-di�erenzierbar, so ist F au
h Gâteaux-di�erenzierbar,

und die beiden Di�erentiale sind glei
h.

Wir wollen im Folgenden annehmen, daÿ die Funktionale Fré
het-di�erenzierbar sind und

werden deshalb ni
ht mehr zwis
hen Fré
het- und Gâteaux-Ableitung unters
heiden.

Höhere Variationen: Eine bequeme Methode, ein Funktional auf einem Bana
h-Raum

zu untersu
hen, besteht darin, die Funktion F (y+ sh) der reellen Veränderli
hen s für belie�

bige, aber feste y; h 2 E zu studieren. Informationen über das Verhalten in der Umgebung

von s = 0 erhält man aus dem Taylors
hen Satz:

F (y + sh) = F (y) +

N

X

n=1

s

n

n!

�

n

F (y; h) +R

N

; (8.43)

Ist F (y + sh) auf (�s

0

; s

0

) N -mal di�erenzierbar, dann gilt für das Restglied

R

N

s

N

�! 0 für s �! 0:

Die n-te Variation von F im Punkte y 2M in Ri
htung h 2 E ist de�nitionsgemäÿ

�

n

F (y; h) =

d

n

F (y + sh)

ds

n

�

�

�

s=0

: (8.44)

Für genügend reguläre Funktionale ist die erste Variation glei
h der Gâteaux-Ableitung,

�F (y; h) = Æ

y

F (h): (8.45)
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Die zweite Variation unters
heidet zwis
hen Maxima und Minima eines Funktionals, ähnli
h

wie bei Funktionen im R

n

.

Als Beispiel betra
hten wir die Taylor-Entwi
klung des Funktionals (8.1). Wir fordern,

daÿ h(x) an den Enden des Intervalls [x

1

; x

2

℄ vers
hwindet. Die Entwi
klung (8.43) hat die

folgende Form

F (y + sh) =

Z

f(x; y; y

0

) + s

Z

�

�f

�y(x)

h(x) +

�f

�y

0

(x)

h

0

(x)

�

+

s

2

2

Z

 

�

2

f

�y

2

(x)

h

2

(x) +

2�f

�y(x)�y

0

(x)

h(x)h

0

(x) +

�

2

f

�y

02

(x)

h

02

(x)

!

+ o(s

3

):

Wir dürfen partiell integrieren, wobei wegen h(t

1

) = h(t

2

) = 0 keine Randterme auftreten,

und erhalten folgende Variationen von F :

�F (y; h) =

Z

�

�f

�y(x)

�

d

dx

�f

�y

0

(x)

�

h(x)

�

2

F (y; h) =

Z

h(x)

 

�

2

f

�y

2

(x)

�

�

�f

�y(x)�y

0

(x)

�

0

�

�

�

2

f

�y

02

(x)

�

0

d

dx

�

�

�

2

f

�y

02

(x)

�

d

2

dx

2

!

h(x):

Fordern wir das Vers
hwinden der ersten Variation für beliebige h(x), so erhalten wir wieder

die Euler-Lagrange Glei
hungen. Die zweite Variation enthält Information über die Stabi�

lität der Lösungen. Ist zum Beispiel �

2

F (y; h) positiv für alle h 6= 0, dann ist y ein (lokales)

Minimum, ist es negativ für alle h 6= 0, dann ist y ein (lokales) Maximum. Ein Sattelpunkt

liegt vor, wenn Æ

2

F (y; h) als Funktion von h positive und negative Werte annimmt.
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