Kapitel 6

Zwangsbedingungen und

Zwangskrafte

Fiir viele mechanische Systeme sind die NEwTONschen Axiome nicht unmittelbar anwend-
bar, da Zwangs- oder Nebenbedingungen zu Zwangskrdften fithren, welche die (naiven) NEW-
TONschen Bewegungsgleichungen modifizieren. Das Problem besteht darin, dass wir in der
Regel die Zwangsbedingungen, nicht aber die Zwangskrifte kennen. Die Zwangskréfte kon-
nen wir im allgemeinen nicht explizit angeben, da sie von der tatsichlichen Bewegung ab-
hingen. In diesem Kapitel geben wir ein Verfahren an, durch das die Zwangskrifte bei
gegebenen Zwangsbedingungen bestimmt werden kénnen. Die dabei auftretenden Probleme
konnen anhand des sphérischen Pendels illustriert werden.

6.1 Zwangskrifte und spharisches Pendel

Die Bewegungen der Massenpunkte eines idealen starren Korpers sind rdumlich eingeschrinkt,
da die relativen Abstinde von je zwei Massenpunkten des Korpers konstant sind. Diese
Einschrinkung der Bewegung wird durch ein (unrealistisches) Potential wie in (5.1) mit
unendlich tiefer und unendlich schmaler Potentialmulde erreicht. Die mathematischen Glei-
chungen r;; = a;; = const., welche die Einschrdnkung der Bewegung der Punkte eines starren
Korpers ausdriicken, nennt man Zwangs- oder Nebenbedingungen. Allgemeiner nennt man
Bedingungen, die dem Bewegungsablauf eines Systems von Massenpunkten oder Korpern
geometrische Einschrinkungen auferlegen, Zwangs- oder Nebenbedingungen. Systeme mit
Zwangsbedingungen sind zum Beispiel das Fadenpendel, bei dem der Abstand der Pendel-
masse vom Aufhidngepunkt fixiert ist, eine auf einem Draht gleitende Perle oder eine auf
einer Fliche rollende Kugel.

Fiir die Einschrénkung der Bewegung sorgt eine Kraft, die man Zwangskraft nennt. Sie ist
fiir die Bindung des Massenpunktes oder Kérpers an eine bestimmte Fliche oder Kurve im
Raum verantwortlich. Beispielsweise tritt beim Rollen einer Kugel auf einem waagrechten
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Tisch eine der Schwerkraft entgegengerichtete, betragsmifig aber gleich grofe Zwangskraft
auf, welche die Schwerkraft kompensiert und die Bewegung auf die Tischebene einschrénkt.
Die Zwangskraft steht senkrecht auf der Fliche oder Kurve, an welche die Bewegung gebun-
den ist'. Sie kann bei starren, unverdnderlichen Bindungen keine Arbeit leisten, und dies
wird beim Prinzip der virtuellen Arbeit ausgenutzt. In Kérpern konnen neben den duferen
Zwangsbedingungen noch zusétzliche Bindungen der Massenpunkte untereinander auftreten,
wie im starren Korper, die zu inneren Zwangskrdften fithren.

Es ist zu beachten, dass auch die Anfangsbedingungen im Einklang mit den Beschrénkungen
gestellt werden miissen. Mathematisch bedeutet dies, dass die 6N Anfangsgrofen t;(0) und
v;(0) nicht mehr unabhéingig voneinander frei wihlbar sind.

6.1.1 Das sphéirische Pendel

Auf einen Massenpunkt der Masse m wirke die Schwerkraft § = mg mit g = —ges. Als
Zwangsbedingung sei vorgeschrieben, dass sich der Massenpunkt auf der Oberfliche einer
Kugel mit Radius R bewege. Wir haben es also mit einem sphdrischen Pendel zu tun, d.h. der

Verr (2)

Abbildung 6.1: Sphérisches Pendel

Bewegung eines Pendels mit einem 'masselosen’ Stab der Lénge R. Als Koordinatenursprung
O wéhlen wir den Aufhingepunkt des Pendels, so dass die (idealisierte) Nebenbedingung

Ft)=¢-R*=0 (6.1)
vorliegt. Es gilt also fiir die gesuchte Bahnkurve
F(x(t)) =*(t) — R*> = 0. (6.2)
Wir leiten diese Nebenbedingung einmal beziehungsweise zweimal nach der Zeit ab,

F(e(t) = 2e(t)-#(r) =0 (6.3)
F(e(t)) = 28(t) +2t(t) - §(t) = 0. (6.4)

*Diese plausible Annahme folgt nicht aus den Axiomen.
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Aus (6.2) und (6.3) ergeben sich fiir den Anfangsort tg und die Anfangsgeschwindigkeit vg
folgende Bedingungen

o —R*>=0 und to-vp=0. (6.5)

Dies sind zwei unabhéngige Beziehungen zwischen zunéchst 6 freien Anfangswerten tg und
vo. Die Bahnkurve t(¢) hingt also nur von 4 der 6 Anfangswerte ab. Die beiden Bedingungen
(6.5) driicken aus, dass zur Zeit ¢ = 0 der Massenpunkt auf der Kugeloberfliche liegt und
im Punkt tg eine zu tg senkrechte Anfangsgeschwindigkeit vy hat, welche also tangential zur
Kugeloberfliche gerichtet ist. Da die Losung

1
t(t) = §gt2 + vot + 1o

der NEWTONschen Bewegungsgleichung mt = mg im konstanten Schwerefeld im Wider-
spruch zu (6.2) ist, muf diese Bewegungsgleichung so abgedndert werden, dass die Losung
der neuen, noch zu findenden Bewegungsgleichung mit der Nebenbedingung (6.2) vertriglich
ist. Dazu schreiben wir vorldufig

mt=mg+3 (6.6)

mit Zwangskraft 3. Diese wird von der Stange auf den Korper ausgeiibt und zeigt in Richtung
des Aufhingepunktes,

3 =2\(t,t,t)r = A(t, v, t)VF.

Hier ist A eine noch unbekannte Funktion, die fiir den richtigen Betrag von 3 sorgen mufs,
so das die Losung von

mt = mg + 2\t (6.7)

mit (6.2) vertréiglich ist. Wir erwarten, dass fiir das sphérischen Pendel A negativ sein wird,
da die Zwangskraft von m nach O zeigt. Die skalare Funktion A(¢, ¢, t) heifft LAGRANGEscher
Multiplikator.

Wir multiplizieren diese Bewegungsgleichung skalar mit ¢ und benutzen die aus der Neben-
bedingung folgende Beziehung (6.4) zwischen Beschleunigung, Geschwindigkeit und Ort, um
die Beschleunigung in der resultierenden Gleichung zu eliminieren,

me -t =mr-g+2\? = —mi®.
Diese Gleichung kann nach dem Multiplikator aufgelost werden. Da > = R? konstant ist,
finden wir

m t* +t-g) bzw. 3:—ﬂ(i‘2+t-g)t. (6.8)

Die Zwangskraft hingt von der tatsidchlichen Bewegung und der trigen Masse des Pendels
ab. Sie kompensiert die Komponente der Schwerkraft in Fadenrichtung und wirkt der Zen-
trifugalkraft entgegen. Setzt man die Zwangskraft wieder in (6.6) ein, so entsteht die A-freie
Bewegungsgleichung

r=

- % (¥ + v g)r. (6.9)
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Fiir eine weitere Vereinfachung der Bewegungsgleichung kann man versuchen, Konstanten
der Bewegung zu finden. Da die Zwangskraft senkrecht zur Kugeloberfliche und damit senk-
recht zur Geschwindigkeit steht, leistet sie keine Arbeit am Pendel und es ist zu erwarten,
dass fiir das System (6.9) die Energie erhalten ist. Zum Beweis multiplizieren wir (6.7) skalar
mit ¢ und erhalten

mt-t=T=mg t+2\t-t.
Wegen der Nebenbedingung (6.2), aus welcher (6.3) folgt, verschwindet der letzte Term und
es gilt

E:T+V=%02—mg-t=const. (6.10)

In (6.9) konnen wir damit die Geschwindigkeit durch die Energie und den Ort des Pendels
ersetzen, und dies fithrt auf die einfachere Bewegungsgleichung
2F

mt = mg + 3, 3:—%(H+3g-t)t. (6.11)

Die Zwangskraft hangt bei festen Anfangswerten also nur noch von t ab.
Ohne Schwerkraft wire die dann alleine wirkende Zwangskraft zentral und der Drehimpuls
erhalten. Das Drehmoment der Schwerkraft hat keine Komponente in die Richtung von g,

also in Richtung von ¢z, und wir erwarten, dass die dritte Komponente ¢ des Drehimpulses
erhalten ist. In der Tat, wegen

d

(= %(83 ‘L)y=ce3-(tAp) =mes-(tAg)=—mges-(tAe3)=0
ist
¢ = m(zy — y&) = const. (6.12)

Nach Wahl von Kugelkoordinaten (2.106) nehmen die beiden Erhaltungssétze (6.10) und
(6.12) folgende einfache Form an,

2 .
E = mf (92 + sin” 0¢2) + gmRcosf
¢ = mR*sin®f¢. (6.13)

Es ist zweckmifig, anstatt des Winkels 6 die Hohe z einzufiihren,
z=Rcosf mit dz=—Rsinfdf = —/R> — 22db.

Folglich ist der erhaltene Drehimpuls

14

_ 2 2\ . . .
! = m(R —Z )QD, und damit Y = m

Eliminieren wir ¢ in der Energie (6.13), so ergibt sich

E — R2 (2,2 + EQ

m  R2— 22 m2R2) +292,

169



oder aufgelost nach dem vertikalen Anteil der Geschwindigkeit 2,

1
Z= I Verr(z) mit Veg(z) =
Aus dieser Differentialgleichung fiir z(¢) 148t sich auf bekannte Weise die Zeit ¢ als Funktion

von z berechnen,

%(E —gmz)(R* - 2°) — —;. (6.15)

= d
t= R/ L T (6.16)
v Verr (u)
Die Umkehrfunktion ergibt die Hohe z(t) als Funktion der Zeit und damit den Winkel 6(t).
Nun lésst sich auch ¢ als Funktion der Zeit berechnen, da geméfs (6.14) und (6.15) gilt
de . dt _ 14 R
Az Yz m(R? = 22) | /Veg (2)

)

und damit
_ E_R  du 1
= R2 —u? 1/%3(111).

Die Gleichungen (6.16) und (6.17) geben die Losung des Problems, da sie die Winkel 6 und
¢ als Funktionen der Zeit bestimmen. Natiirlich treten in der Losung noch zwei Integrations-
konstanten auf, entsprechend den in diesen Formeln auftretenden unbestimmten Integralen.
Diese Integrale sind, da das effektive Potential Ve (z) ein Polynom dritten Grades ist, ellip-
tische Integrale.

(6.17)

Nur fiir positive Werte von Veg ist 2 in (6.15) reell. Wenn die Konstanten der Bewegung
einer wirklichen Bewegung entsprechen sollen, so muf es also im Intervall [—- R, R] zwei Werte
21 < 7 geben, zwischen denen Vig positiv ist, wie in der Abbildung (6.1) angedeutet. Da
fiir £ # 0 das Potential bei £R negativ ist, kann das Pendel den Nord- oder Siidpol nicht
erreichen, wenn der Drehimpuls ungleich Null ist. Es gilt also

—R<z21<z2<23<R (£ #£0).

Fir z; = Rcosf; und zo = Rcosfy verschwindet Vog und diese Werte definieren zwei
Breitenkreise, zwischen denen der Massenpunkt hin und her pendelt. Wenn die Integration in
(6.16) oder (6.17) an eine dieser Grenzen gelangt, dann muf sie zugleich mit dem Vorzeichen
von y/Veg umkehren, um im Reellen und Positiven zu bleiben. Zwischen zwei aufeinander
folgenden Umkehrstellen vergeht je ein Viertel der vollen Schwingungsdauer?

T 2 dz

— =R / —_—. (6.18)
4 21/ Vet (Z)

Die Schwingung ist aber keine rdumlich periodische wie beim ebenen Pendel, sondern eine

mit einer langsamen Prizession. Da ¢ nach (6.14) nie verschwinden kann3 #ndert sich ¢ nur
in eine Richtung: es nimmt entweder stets zu oder ab.

2Dass es nicht die Hilfte sein kann, sieht man sofort im Grenzfall £ = 0 des ebenen Pendels.
3Wir wollen ¢ # 0 annehmen. Fiir £ = 0 ist die Schwingungsebene des Pendels fest und wir haben es mit

dem einfacheren ebenen Pendel zu tun.

170



Die Bewegung ist im allgemeinen nicht periodisch. Der Winkel 6y kehrt nach der Zeit T' zwar
wieder zuriick, aber ¢ dndert sich nicht um 27 sondern um

21 + A —M—R/ZZ dz (6.19)
YT ) (R () o

Der Prazessionswinkel Ag verschwindet im allgemeinen nicht.

Fiir die numerische Behandlung des sphérischen Pendels kehren wir zu den Bewegungsglei-
chungen (6.9) in Kugelkoordinaten zuriick,

6 —sinfcoshp? = sinf

S He

G+2cothpd = (6.20)

Zur Umwandlung in ein System erster Ordnung definieren wir die Variablen (w1, us, u3,us) =
(0, ,0,¢) und erhalten

1.111 = us

112 = U4

.9 . 2

U3 = = sinwuy + uy sinug cos u;
gy = —2uzly cotu.

In SciLAB definieren wir das zu dieser Differentialgleichung gehérende Vektorfeld,

function Xdot=sphpendel (t,X)

Xdot (1)=X(3); Xdot(2)=X(4);

Xdot (3)=sin(X(1))*(981/R+cos(X(1))*X(4)*X(4));
Xdot (4)=-2*%X(3) *X(g) *cotg (X (1)) ;

endfunction

und speichern es im File SPHPENDEL.SCI ab. Diesen rufen wir dann in der folgenden Routine?,
welche die Differentialgleichung numerisch 16st und die Losung plottet, auf:

getf (’sphpendel.sci’);

t=linspace(0.01,1,500);

global R; R=10// Pendellaenge in cm
//**Anfangsbedingungen [theta,dottheta,phi,dotphi]
uo=[Ypi-o0.5;0;0;2];

u=ode(uo,0,t,sphpendel) ;

//*xplotten von 6(t),p(t)

xbasc() ;plot2d([t?,t’], [u(1,:)?,ul2,:)’1);
//*xplotten von 6(y)

//xbasc() ;plotad(u(2,:)?,ul1,:)?);

//**plotten der Kurve t(t)

//x=sin(u(1,:)) .*cos(u(2,:));

//y=sin(u(1,:)) .*sin(u(2,:));

//z=cos(u(1,:));

//xbasc() ;param3di(x’,y’,list(z’,4),160,70,"xQy0z", [2 4])

4gespeichert unter SPHPENDEL.PRG
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In der Abbildung (6.2) haben wir die numerische Losung fiir ein sphérisches Pendel der
Lange 10 cm skizziert. In der ersten Figur ist der Winkel 6 als Funktion von ¢ geplottet
und in der zweiten die Zeitabhingigkeit der beiden Winkel. Die untere Figur enthilt die
Raumkurve t(t) des Pendels. Fiir die gewihlten Anfangsbedingungen

(0790:0790)(): = 0) = (7T - %70a073)

sind die Erhaltungsgroffen, Umkehrpunkte, Periodendauer und Préizessionswinkel:

E cm?
— = —8505.653 —
m sec

z1 = —9.90105048 cm
T ~ 0.64513 sec

2

cm
= 68.955 —
sec

, 2o = —8.77582560 cm
, Ap ~0.1711 rad.

e

t
2.6 Ld I[sec]

Abbildung 6.2: Die Bewegung des sphérischen Pendels der Liange 10 cm mit den im Text
angegebenen Anfangsbedingungen. Die kartesischen Koordinaten der Punkte A und B (in
cm) sind A = (—4.8,2.69,—-9.90) und B = (4.8, —2.42,—8.78).
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6.2 Holonome und anholonome Nebenbedingungen

Der Massenpunkt hat einen Freiheitsgrad, wenn er an eine Gerade oder eine Kurve gebunden
ist, zwei Freiheitsgrade, wenn er gezwungen ist, in einer Ebene oder Fliache zu bleiben; der
im Raum frei bewegliche Massenpunkt hat drei Freiheitsgrade. Zwei Massenpunkte, die iiber
eine starre Stange verbunden sind haben fiinf Freiheitsgrade und die Massenpunkte eines
starren Korpers haben 6 Freiheitsgrade. Allgemeiner haben N Massenpunkte, die durch
s Bedingungen zwischen ihren Koordinaten gekoppelt sind, f = 3N — s Freiheitsgrade.
Wir wollen nun die moéglichen Formen von zuléssigen Nebenbedingungen untersuchen und
mathematische Voraussetzungen fiir sie formulieren.

Nebenbedingungen, die als Einschrénkungen der Koordinaten in Form von impliziten Glei-
chungen

Fu(t,v1,...,tn) =0, a=1,...,5s <3N, (6.21)

vorliegen, heissen holonom. Alle anderen Zwangsbedingungen heifen anholonom. Ist bei-
spielsweise ein Massenpunkt dadurch in seiner Bewegung eingeschrinkt, dass er sich im
Innern einer Kugel vom Radius R aufhalten muf, gilt die Zwangsbedingung

> < R%

Hierbei handelt es sich um eine anholonome Zwangsbedingung, da die Einschrankung der
Koordinaten durch eine Ungleichung gegeben ist. Neben holonomen Zwangsbedingungen
kénnen Zwangsbedingungen auch in einer differentiellen Form

A (er, .. en)dey + .o+ AN (e, . en)dey =Aidey; = A =0 (6.22)

vorliegen, wobei wir der Einfachheit wegen die Koeffizienten 2; als von der Zeit unabhingig
angenommen wurden. Wir miissen zwei Félle unterscheiden: Wenn die linke Seite von (6.22)
das vollstindige Differential einer Funktion F ist,

A=dF =V F-dv, +...+ VNF - dvy,

dann konnen wir (6.22) sofort integrieren und erhalten eine holonome Bedingung der Form
(6.21),

A=dF =0 <= F = const. (6.23)

Ist aber die linke Seite von (6.22) kein vollstédndiges Differential, so kann sie erst integriert
werden, wenn das Problem schon gelost ist. Die Zwangsbedingung (6.22) ist dann anholonom.

Wir kénnen leicht ein notwendiges Kriterium fiir die Holonomitét der differentiellen Zwangs-
bedingung (6.22) angeben, da diese Bedingung genau dann holonom ist, wenn A ein Potential
F besitzt. Hier diirfen wir unsere fritheren Resultate in Abschnitt (4.1.3) benutzen, nach de-
nen A ein Potential besitzt, wenn die Komponenten von 2(; die Integrabilitdtsbedingungen

OAu Oy
aiL”bj - 8:17(“'

erfiillen. Erfiillt A diese Bedingungen nicht, so ist die Zwangsbedingung anholonom.

Ein typisches Beispiel fiir eine nicht-holonome oder anholonome Bedingung ist die Einschrin-
kung fiir die Bewegung eines Schlittschuhs auf einer ebenen Eisfliche. Als vereinfachtes Mo-
dell fiir den Schlittschuh nehmen wir eine (kurze) Gerade, die wir als Massenpunkt mit einem
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inneren Freiheitsgrad, dem Einstellwinkel ¢ der Kufe, ansehen kénnen. Die Bewegung des
Schlittschuhs ist offensichtlich dadurch eingeschréinkt, dass sie nur in Kufenrichtung erfolgen
kann,

y—tanypt =0 bzw. dy— tanpdr =0, tancp:g.
x

Diese Bedingung ist anholonom, da 9, tan ¢ nicht Null ist.

Abbildung 6.3: Zu anholonomen Zwangsbedingungen

Eine weitere Unterscheidung der Zwangsbedingungen wird nach ihrer Zeitabhangigkeit vor-
genommen. Ist die Zwangsbedingung eine explizite Funktion der Zeit, so heisst sie rheonom,
andernfalls skleronom. Beispielsweise handelt es sich bei (6.1) um eine skleronome, holonome
Zwangsbedingung, wihrend ein mathematisches Pendel mit zeitlich verdnderlicher Fadenlén-
ge eine rheonome, holonome Zwangsbedingung beinhaltet.

Einen wichtigen Unterschied zwischen holonom-skleronomen und holonom-rheonomen Ne-
benbedingungen sieht man wie folgt: Fiir Bahnkurven eines Massenpunktes, welcher eine
holonome Bedingung (6.21) erfiillt, gilt

dF . OF

E—VF-t—FE—O, (6.24)
fiir ¢(¢) identisch in ¢. Fiir holonom-skleronome Nebenbedingungen fehlt der letzte Term und
die Geschwindigkeit des Teilchen ist immer orthogonal zu der Normalenrichtung VF', also
tangential zu der zeitunabhingigen Niveaufliche F(r) = 0 der die Nebenbedingung definie-
renden Funktion F'. Fiir rheonome holonome Nebenbedingungen braucht die Geschwindig-
keit nicht tangential zur Niveaufliche von F(t,t) zu sein. Analoge Aussagen gelten auch fiir
Mehrteilchensysteme.

Jetzt miissen wir uns noch Gedanken machen, wann s holonome Nebenbedingungen Fi, . .., Fy
unabhéngig sind. Fiir stetig differenzierbare F,, ist eine hinreichende und notwendige Bedin-
gung fiir die Unabhéngigkeit, dass

Oxai/ ==t iy

Rang(aFa)a b i =5

ist, also diirfen nicht alle s-reihigen Unterdeterminanten der 3N x s-Funktionalmatrix iden-
tisch verschwinden.
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6.3 Lagrange-Gleichungen 1. Art und d’Alembert-Prinzip

Wir fassen unsere bisherige Diskussion zu folgendem Ergebnis zusammen: Liegen s unabhdn-
gige holonome Nebenbedingungen der Form

F,(t,t1,...,tn) =0, a=1,...,5 <3N, (6.25)

vor, so bewegen sich die N Massenpunkte auf einer durch diese Bedingungen definierte (3N —
s)-dimensionalen, im R*" eingebetteten Hyperfliche. Die zugehorigen Bewegungsgleichungen
fiir die N Massenpunkte lauten

mi;t.i:gi(t,tl,...,tN,i‘l,...,i‘N)+Bi(t,tl,...,tN,i‘l,...,i‘N), 1=1,...,N, (626)

wobei die Zwangskrifte

3= Aaltvr, .. tn, i) ViFa(t .. tn) (6.27)
«

zu den eingeprigten Kriften §; zu addieren sind. Die Funktionen A, sind LAGRANGEsche
Multiplikatoren. Demnach sind die 3N + s Funktionen z,;, A, aus den s Zwangsbedingungen
(6.25) und den 3N Bewegungsgleichungen (6.26,6.27), d.h. den LANGRANGE-Gleichungen
erster Art,

m;t; = §i + Z AaViFy (6.28)

a=1

zu bestimmen. Auch in einem lokalen Inertialsystem konnen die Zwangskrifte (im Gegensatz
zu den §;) von den Massen m; abhingen.

Wie bei den Kriften kann man wieder zwischen duferen und inneren Nebenbedingungen
unterscheiden. Eine dufere Nebenbedingung héngt nur von den Koordinaten eines Massen-
punktes ab, F, = F,(t,t;), eine innere Nebenbedingung ist eine Bedingung an die relativen
Positionen der Massenpunkte und hingt von deren Koordinaten ab, F' = F(t,ty,...,tN).
Entsprechend unterscheidet man dann auch zwischen dufleren und inneren Zwangskriften.

Wir fithren nun eine virtuelle Verrickung év; der Teilchenpositionen ein, bei denen sich die
Krifte und Zwangsbedingungen nicht dndern. Virtuelle Verriickungen bewirken demnach,
dass eine kinematisch mogliche Bahn in eine andere iiberfiihrt wird. Die virtuellen Verriickun-
gen miissen in der durch die holonomen Zwangsbedingungen definierten Fléiche bleiben, also
mufs gelten

0=F,(t,ty + 6ty,...,tn +0ty) = F, + V,;F, - 6t; = i-or; =0. 6.
(t, v 1 N +0tN) Z 23 (6.29)
=0 2 K3

Die Zwangskrifte leisten keine Arbeit bei virtuellen Verriickungen. Somit folgt aus (6.28)
das D’ALEMBERTsche Prinzip der virtuellen Verriickungen

Die Summe aus der eingeprigten Kraft §; und der Tragheitskraft —m;t; leisten bei virtuellen
Verriickungen keine Arbeit. Die Zwangskrifte treten indirekt in Erscheinung, da sie die
virtuellen Verriickungen gemif (6.29) einschrinken.
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6.3.1 Energiesatz

Wir nehmen an, dass die eingeprigten Krifte konservativ sind, so dass sie sich als Gradient

eines Potentials V' (¢,ty,...,tx) darstellen lassen,
§i=-V;V.
Die LAGRANGEschen Gleichungen erster Art lauten dann

m;t; = —V;V + Z AaViFy.

(6.31)

Die skalare Multiplikation mit t; mit anschlieffender Summation iiber i fithrt dann auf

domititi=—Y 8-ViV+Y > AViF, -t

Betrachten wir in einer Nebenrechnung die Ableitung der Zwangsbedingung F,, = 0 beziig-

lich der Zeit,

dF,
dt

. OF,
ZZViFa'ti-F—a:O,
i

ot

so ergibt eine Multiplikation mit A, und eine Summation iiber alle
. OF,

Benutzen wir noch

av .oV

bl Voot —

dt ; ViVt gy
so finden wir den Energiesatz

d ov oF,
a(T+V) = —;Aaw.

(6.32)

Die Energie ist demnach erhalten, wenn das Potential V' nicht explizit von der Zeit abhingt

und die holonomen Zwangsbedingungen skleronom sind.

Wir wollen ein illustratives und nur scheinbar paradoxes Beispiel diskutieren>. Dazu be-
trachten wir zwei Massenpunkte, die iiber eine Feder mit Federkonstante & > 0 verbunden
sind. Beide Massenpunkte bewegen sich auf einer in einem Inertialsystem I ruhenden Ku-
gel mit Radius R. Dann gelten in diesem Bezugssystem die skleronom holonomen dufieren

Nebenbedingungen
F1 :t%—R2:0 und Fzztg—R2:0.
Mit

V1F1 = 2t1, VQFQ = 2t2

5Aus M. Heil und F. Kitzka, Grundkurs Theoretische Mechanik, Teubner Studienbiicher Physik, 1984.
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sind die Zwangskrifte
3 =2\r; und 35 = 2)Xs1s.
Damit lauten die LAGRANGEschen Gleichungen erster Art
mit; = —k(tg —t2) + 2\
mate = —k(ta —t1) + 2)\a2ts. (6.33)

Ein Beobachter, der von einem Inertialsystem I’, das sich mit konstanter Geschwindigkeit
u beziiglich I bewegt, die beiden Massenpunkte beobachtet, stellt fest, dass die beiden Mas-
senpunkte den rheonomen Nebenbedingungen

Fl =, +ut)? ~R*=0 und Fy=(th+ut)’>—R*=0
unterliegen, d.h. er findet die Zwangskrifte
3 =N VIF =2\ (v) +ut) und 35 = N, VLEy = 20, (vh + ut).
Entsprechend sind seine um die Zwangskrifte erweiterten NEWTONschen Gleichungen
mit] = —k(v] —th) + 2\ (¢] + ut)
math = —k(rh —t)) + 2X\5 (5 + ut). (6.34)
Der Beobachter im Inertialsystem I stellt fest, dass der Energieerhaltungsatz T'+ V' = const.

gilt, in Ubereinstimmung mit (6.32). Dagegen findet der Beobachter in I’, obwohl sein System
ebenfalls ein Inertialsystem ist,

d
o (T"+ V') = =2Xu - (v] +ut) — 2X\yu - (vh + ut) # 0, (6.35)
wiederum in Ubereinstimmung mit (6.32). Offensichtlich haben wir ein mathematisch korrek-
tes Ergebnis erhalten. Anderseits sollte der Energieerhaltungssatz in jedem Inertialsystem
gelten, wenn er in einem Inertialsystem gilt. Wo liegt die Auflosung dieses scheinbaren Wi-
derspruchs?

6.3.2 Elimination der Lagrangeschen Multiplikatoren

Die rheonomen, holonomen Zwangsbedingungen und LAGRANGEschen Gleichungen erster
Art seien vorgegeben. Um die A, zu eliminieren bilden wir die zweite Zeitableitung der
Nebenbedingungen,

d*F,
2

Hierbei entstehen Gleichungen, in denen die Beschleunigungen t; nur linear vorkommen,

. OF, T
O:FazzviFa'éi_'_a—::ZviFa‘Ei:fa- (636)
i=1 i=1
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wobei die rechte Seite gemifs

2F, 2F, . O°F,
-2 92:a0% x’“%” -2 Z ooz, T o

i,a,7,b 2,0

von der Zeit, sowie den Orten und Geschwindigkeiten der Massenpunkte abhingt. Nun setzen
wir fiir die Beschleunigungen in (6.36) die Bewegungsgleichungen (6.28) ein

Zv F,— (g ¥ Z AsViF3) = fa- (6.37)

Wir erhalten ein lineares, inhomogenes Gleichungssystem fiir die LAGRANGEschen Multipli-
katoren Ag, dessen Koeffizienten von den Orten und Geschwindigkeiten der Teilchen, aber
nicht von deren Beschleunigungen abhéngen. Die Anzahl Gleichungen ist gleich der Anzahl
von Unbekannten Ag. Da fiir unabhéngige Nebenbedingungen die quadratische Matrix

Qop = Z ViFaViFB
A

den Rang s hat und damit invertierbar ist, konnen aus (6.37) die LAGRANGEschen Multipli-
katoren

Ao (t, v, ), a=1,...,s, (6.38)

berechnet werden. Die so bestimmten Multiplikatoren kénnen nun in die rechte Seite von
(6.28) eingesetzt werden, so dass wir die Bewegungsgleichungen

miti =Fi+ Y AaViFa (6.39)

a=1

erhalten. Sie werden mit den {iblichen Verfahren untersucht, wobei die auftretenden Inte-
grationskonstanten durch die Anfangsbedingungen bestimmt sind. Es ist jedoch darauf zu
achten, dass die gew#hlten Anfangsbedingungen mit den Nebenbedingungen vertriglich sind.
Zur Anfangszeit (die wir willkiirlich als 0 wihlen) muf gelten

F,(t,t1,...,tN) =0, a=1,...,s

N
. OF,(t,ty,...,t
Zti . ViFa(t,t1,---,1‘N)|t:0 + ( gt N) |t:0 =0. (6.40)

=0

Ist die Losung bekannt, so konnen die LAGRANGEschen Muliplikatoren und damit auch die
Zwangskrifte nachtriglich berechnet und interpretiert werden.
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