
Kapitel 5

Starre Körper

5.1 Bewegungen des starren Körpers

Wir erhalten den starren Körper aus dem im vorangehenden Kapitel behandelten System

vonN Massenpunkten, indem wir die Abstände zwis
hen den Massenpunkten festhalten und

N sehr groÿ wählen. Für die Konstanz der Abstände sorgen innere Kräfte F

ij

, von denen wir

annehmen, daÿ sie zentrale Potentialkräfte sind. Zu F

ij

gehört also ein Potential V

ij

(r

ij

),

wel
hes etwa wie in Abbildung (5.1) aussehen sollte, falls es für die Konstanz des Abstands

zwis
hen dem i-ten und j-ten Massenpunkt verantwortli
h sein soll
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Abbildung 5.1:

Dur
h das Festhalten der Abstände, r

ij

= a

ij

, wird der Körper starr und behält seine Form

bei. Es wird si
h herausstellen, daÿ unter gewissen Umständen ein ausgedehnter Körper

wie ein Massenpunkt behandelt werden kann. Wir haben davon s
hon mehrfa
h Gebrau
h

gema
ht, etwa bei der Behandlung des Keplerproblems.

Das Festhalten der Abstände der den starren Körper bildenden N Massenpunkte s
hränkt

1

Hier sei nur bemerkt, daÿ es den idealen starren Körper in diesem Sinne in der Natur ni
ht gibt: er

würde eine unendli
h s
hnelle Signalübertragung gestatten.

133



die Bewegungen der Massenpunkte stark ein. Für das allgemeine N -Körperproblem benö�

tigen wir 3N Funktionen der Zeit um die zeitli
he Entwi
klung des Systems im Ortsraum

vollständig zu bes
hreiben. Für den starren Körper sind es sehr viel weniger: seine Lage ist

dur
h die Lage dreier beliebiger seiner Punkte vollständig bestimmt, die ni
ht in einer Ge�

raden liegen. Die Bedingung, daÿ der gegenseitige Abstand zweier Punkte je konstant sein

muÿ, ergibt 3 Glei
hungen zwis
hen den 9 Koordinaten der 3 Punkte. Es sind also nur 6

Koordinaten voneinander unabhängig, mit anderen Worten:

Der frei bewegli
he starre Körper hat 6 Freiheitsgrade.

Um die Lage des starren Körpers im Raum festzulegen, wählen wir zuerst im Körper einen

beliebigen Punkt O

0

. Er besitzt 3 Freiheitsgrade. Ein anderer Punkt A kann si
h nur no
h

auf einer Kugelober�ä
he um den Punkt O

0

bewegen. Das ergibt zwei weitere Freiheitsgrade.

Ein dritter, auÿerhalb der Geraden dur
h O

0

und A liegender Punkt kann nunmehr um O

0

A

als A
hse nur eine Kreisbahn bes
hreiben. Wird der dieser Bewegung entspre
hende Winkel

angegeben, so ist die Lage aller Punkte des Körpers bestimmt.

Wird der starre Körper in einem Punkt festgehalten, so spre
hen wir von einem Kreisel ;

dieser besitzt nur no
h die 3 Freiheitsgrade der Drehungen um den festgehaltenen Punkt.

Werden zwei Punkte festgehalten, so sind nur no
h Drehungen um eine die beiden Punk�

te verbindende A
hse erlaubt. Es handelt si
h dann um ein physikalis
hes Pendel mit 1

Freiheitsgrad.

5.1.1 Translationen des starren Körpers

Mit unseren Annahmen an die inneren Kräfte können wir gemäÿ Abs
hnitt (3.2) die S
hwer�

punktsbewegung abspalten, ähnli
h wie beim 2-Körperproblem. Die Bewegung des S
hwer�

punktes ist glei
h der Bewegung eines �ktiven Punktteil
hens mit der Masse M des starren

Körpers, siehe Abbildung (5.2).
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Abbildung 5.2: Zur Bewegung des S
hwerpunktes

Die Impulsänderung dieses �ktiven Teil
hens ist glei
h der Summe der angreifenden äuÿeren
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Kräfte,

M

�

R = F

(a)

; (5.1)

seine Drehimpulsänderung glei
h dem von allen äuÿeren Kräften erzeugten Drehmoment,

_

L

trans

�

d

dt

�

R ^P

�

= R ^ F

(a)

(5.2)

und die kinetis
he Energie der S
hwerpunktsbewegung ist

T

trans

=

1

2

M

_

R

2

: (5.3)

Kann die auf das i-te Teil
hen wirkende äuÿere Kraft aus einem Potential abgeleitet werden,

F

(a)

i

= �r

i

V

(a)

i

(r

i

), dann gilt au
h der der Energieerhaltungssatz für die S
hwerpunktsbe�

wegung,

E

trans

= T

trans

+ V

(a)

= 
onst. mit V

(a)

=

X

V

(a)

i

: (5.4)

Ist die Summe der äuÿeren Kräfte Null, dann bewegt si
h der S
hwerpunkt glei
hmäÿig

geradlinig.

5.1.2 Drehbewegungen

Da die Bewegung des S
hwerpunktes separat behandelt werden kann, genügt es vollkom�

men, die Bewegung des starren Körpers im S
hwerpunktsystem zu untersu
hen. Der Ur�

sprung dieses Systems ist der S
hwerpunkt und die A
hsen sind parallel zu den A
hsen in

einem Inertialsystem, siehe Abbildung (5.2). In Abwesenheit von äuÿeren Kräften ist das

S
hwerpunktsystem ein Inertialsystem. Der Gesamtdrehimpuls L ist glei
h dem Drehim�

puls der S
hwerpunktsbewegung L

trans

plus dem Drehimpuls im S
hwerpunktsystem L

rot

.

Die Gesamtenergie E ist die Energie der S
hwerpunktsbewegung E

trans

plus diejenige im

S
hwerpunktsystem E

rot

, siehe Abs
hnitt (4.1).

Wegen der einges
hränkten Bewegungsmögli
hkeit der Konstituenten eines starren Körpers

lassen si
h die Ausdrü
ke für die kinetis
he Energie und den Drehimpuls im S
hwerpunkt�

system vereinfa
hen. Starr sein heiÿt ja, daÿ wir im Körper einen Ursprung O

0

und eine

kartesis
he Basis e

0

a

markieren können und das relativ zu diesem System die Koordinaten

aller Teil
hen des starren Körpers zeitli
h konstant sind. Man läÿt den Ursprung O

0

dieses

Systems zwe
kmäÿig mit dem Massenmittelpunkt (S
hwerpunkt) zusammenfallen

2

. Das so

konstruierte Koordinatensystem ist das am S
hwerpunkt verankerte körperfeste System. Es

ist ni
ht identis
h mit dem S
hwerpunktsystem. Die Basisvektoren des S
hwerpunktsystems

sind fest gegenüber den A
hsen eines Inertialsystems während die A
hsen im körperfesten

System mit dem starre Körper rotieren.

Also haben wir zwei Bezugssysteme:

� Das S
hwerpunktsystem mit dem Ursprung im S
hwerpunkt und einem raumfesten

Dreibein e

a

als Basis. Bei Abwesenheit von äuÿeren Kräften ist dies ein Inertialsystem.

Ein Punkt des starren Körpers hat in diesem System zeitabhängige Koordinaten, x

a

=

x

a

(t).

2

Wird ein Punkt des starren Körpers festgehalten, so wählt man diesen als Ursprung O

0

, siehe unten.
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� Das körperfeste Koordinatensystem mit dem Ursprung ebenfalls im S
hwerpunkt und

gegenüber dem S
hwerpunktsystem mit-rotierenden Basisvektoren e

0

a

(t). Jeder Punkt

des starren Körpers hat zeitunabhängige Koordinaten x

0

a

bezügli
h der mitrotierenden

Basis.

-
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Abbildung 5.3: Ein starrer Körper bezügli
h des S
hwerpunktsystems und des am S
hwer�

punkt verankerten körperfesten Koordinatensystems.

Wir entwi
keln den Ortsvektor eines Punktes im starren Körper bezügli
h der beiden Basen,

r(t) = x

a

(t)e

a

= x

0

a

e

0

a

(t): (5.5)

Die Basisvektoren e

0

a

(t) des körperfesten Systems bes
hreiben eine Drehung im S
hwerpunkt�

system genauso wie die Koordinaten x

a

(t) im S
hwerpunktsystem eine Drehung gegenüber

denjenigen im körperfesten System bes
hreiben,

e

0

a

(t) = e

b

R

ba

(t); oder x

a

(t) = R

ab

(t)x

0

b

: (5.6)

Wir haben früher bewiesen, daÿ die in�nitesimalen Drehungen 
;


0

in

_x

a

(t) =

�

_

R(t)R

�1

(t)

�

ab

x

b

(t) � 


ab

(t)x

b

(t)

_

e

0

a

(t) = e

0

b

(t)

�

R

�1

(t)

_

R(t)

�

ba

� e

0

b

(t) 


0

ba

(t) (5.7)

antisymmetris
h sind. Des weiteren ist




0

= R

�1


R;

wobei alle auftretenden Matrizen zeitabhängig sind

3

.

Damit nehmen die Ges
hwindigkeiten bezügli
h der beiden Systeme die einfa
he Form

_

r = e

a




ab

x

b

= e

0

a




0

ab

x

0

b

(5.8)

an. Parametrisieren wir die s
hiefsymmetris
he in�nitesimale Drehung 
 wie früher gemäÿ




ab

= ��

ab


!




, was si
h in Matrixform folgendermaÿen s
hreibt,


 =

0

�

0 �!

3

!

2

!

3

0 �!

1

�!

2

!

1

0

1

A

; bzw. 


0

=

0

�

0 �!

0

3

!

0

2

!

0

3

0 �!

0

1

�!

0

2

!

0

1

0

1

A

; (5.9)

3

Um die Notation einfa
h zu halten, werden wir diese t-Abhängigkeit ni
ht immer explizit ma
hen.
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Abbildung 5.4: Eulers
he Winkel

und führen den Drehvektor

w = !

a

e

a

= !

0

a

e

0

a

; !

a

= R

ab

!

0

b

ein, dann hat der Punkt des starren Körpers mit Ortsvektor r

i

die Ges
hwindigkeit

_

r

i

= w ^ r

i

: (5.10)

Je na
h Situation ist es vorteilhaft die re
hte Seite im S
hwerpunktsystem oder im körperfe�

sten System auszuwerten.

5.1.3 Eulers
he Winkel

Jede Drehung ist dur
h die drei Eulers
hen Winkel ';  und #, die die Ri
htung der A
hsen

des körperfesten Systems relativ zu einem Inertialsystem festlegen, bestimmt. Zur De�nition

der Eulers
hen Winkel betra
hten wir die Abbildung (5.4). Die von e

1

und e

2

aufgespannte

Ebene und die von e

0

1

und e

0

2

aufgespannte Ebene s
hneiden si
h in der Knotenlinie K; ihrer

Ri
htung wird der Einheitsvektor e

K

zugeordnet. Die Winkel sind dann folgendermaÿen

de�niert:

' : Winkel zwis
hen x

1

-A
hse und K

 : Winkel zwis
hen K und der x

0

1

-A
hse (5.11)

# : Winkel zwis
hen x

3

und x

0

3

A
hse.

Jede Drehung der Inertialbasis in die körperfeste Basis kann also in drei S
hritten vorgenom�

men werden:
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1. einer Drehung um die e

3

-A
hse mit dem Winkel ',

2. einer ans
hlieÿenden Drehung um die neue e

1

A
hse mit dem Winkel #,

3. und einer darau�olgenden Drehung um die neue e

3

A
hse mit Winkel  .

Die erste Drehung um n = e

3

mit dem Winkel ' transformiert na
h (2.44) die Basisvektoren

gemäÿ

e

0

1

= e

1


os'+ e

2

sin' ; e

0

2

= �e

1

sin'+ e

2


os' ; e

0

3

= e

3

:

Die zweite Drehung um e

0

1

mit Winkel # gemäÿ

e

00

1

= e

0

1

; e

00

2

= e

0

2


os#+ e

0

3

sin# ; e

00

3

= �e

0

2

sin#+ e

0

3


os#;

und die dritte um e

00

3

mit Winkel  

e

000

1

= e

00

1


os + e

00

2

sin ; e

000

2

= �e

00

1

sin + e

00

3


os ; e

000

3

= e

00

3

Diese drei Drehungen de�nieren na
h (5.6) entspre
hende Drehmatrizen R(e

3

; '); R(e

1

; #)

und R(e

3

;  ) und führen, da die Gesamtdrehung als Produkt der drei Drehungen de�niert

wurde, auf die Drehmatrix

R( '; #;  ) = R(e

3

; ')R(e

1

; #)R(e

3

;  )

=

0

�


os' � sin' 0

sin' 
os' 0

0 0 1

1

A

0

�

1 0 0

0 
os# � sin#

0 sin# 
os#

1

A

0

�


os � sin 0

sin 
os 0

0 0 1

1

A

(5.12)

=

0

�


os' 
os � sin' 
os# sin � sin' 
os# 
os � 
os' sin sin' sin#

sin' 
os + 
os' 
os# sin 
os' 
os# 
os � sin' sin � 
os' sin#

sin# sin sin# 
os 
os#

1

A

:

Die erste Drehung steht links, die zweite in der Mitte und die dritte re
hts. Diese Reihenfolge

rührt daher, daÿ in (5.6) die Drehmatrix von re
hts auf die Basisvektoren wirkt.

Jede Bewegung des starren Körpers im S
hwerpunktsystem ist dur
h die Zeitabhängigkeit

der Eulers
hen Winkel gegeben. Zu jedem Zeitpunkt ist dies eine Drehung um die A
hse,

de�niert dur
h den momentanen Drehvektor w (Vektor der Winkelges
hwindigkeit). Der

Betrag ! von w bestimmt wie s
hnell um diese A
hse gedreht wird. Mit Hilfe von (5.7)

können wir nun die in�nitesimalen Drehungen 
 oder äquivalent dazu die Komponenten

w im S
hwerpunktsystem beziehungsweise im körperfesten System bere
hnen. Wir �nden

folgenden Zusammenhang zwis
hen dem Komponenten des Drehvektors w einerseits und

den Eulers
hen Winkeln und deren Zeitableitungen anderseits,

(!

a

) =

0

�


os'

_

#+ sin' sin#

_

 

sin'

_

#� 
os' sin#

_

 

_'+ 
os#

_

 

1

A

; (!

0

a

) =

0

�


os 

_

#+ sin sin# _'

� sin 

_

#+ 
os sin# _'

_

 + 
os# _'

1

A

(5.13)

Die drei speziellen Drehungen, bei denen jeweils zwei Eulers
heWinkel festgehalten werden,

haben die Form,

d' = d = 0 : w

#

=

_

#e

K

d = d# = 0 : w

'

= _'e

3

(5.14)

d# = d' = 0 : w

 

=

_

 e

0

3

:
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Im ersten Fall drehen wir um die Knotenlinie, also um den Vektor

e

K

= 
os e

0

1

� sin e

0

2

; (5.15)

im zweiten Fall um die e

3

-A
hse und im dritten um die e

0

3

-A
hse.

5.2 Rotationsenergie und Trägheitstensor

Es ist zu vermuten, daÿ das Trägheitsverhalten eines starren Körpers, der ja eine unverän�

derli
he Gestalt hat, ni
ht nur von seiner Gesamtmasse M bestimmt wird, sondern au
h

von Gröÿen, in wel
he die relative Lage und die Massenzahlen der einzelnen Massenpunkte

des Körpers eingehen. Wir werden sehen, daÿ zusätzli
h zu M nur se
hs sol
her von der

Gestalt und Massenverteilung des starren Körpers abhängigen Zahlen nötig sind, um seine

Trägheitseigens
haften vollständig in einem beliebigen körperfesten Koordinatensystem zu

bes
hreiben.

Für die kinetis
he Energie im S
hwerpunktsystem �nden wir mit (5.10) den einfa
hen Aus�

dru
k

T

rot

�

1

2

X

m

i

_

r

2

i

=

1

2

X

m

i

�

w ^ r

i

�

2

: (5.16)

Die gesamte kinetis
he Energie des starren Körpers ist dann die Summe aus der kinetis
hen

Energie T

trans

seiner S
hwerpunktsbewegung und der Energie T

rot

der Drehbewegung seiner

Konstituenten um den gemeinsamen S
hwerpunkt, T = T

trans

+ T

rot

: Wir werten T

rot

im

körperfesten KS mit den kartesis
hen Koordinaten x

0

a

aus. Wegen

(w ^ r)

2

=

X

ab

�

r

2

Æ

ab

� x

0

a

x

0

b

�

!

0

a

!

0

b

;

s
hreibt si
h die kinetis
he Energie der Rotation wie folgt

T

rot

=

1

2

X

ab

�

0

ab

!

0

a

!

0

b

; wobei �

0

ab

=

X

i

m

i

�

r

02

i

Æ

ab

� x

0

ia

x

0

ib

�

(5.17)

o�enbar die Trägheit des starren Körpers gegenüber Drehungen bes
hreibt. Diese Trägheit

ist also ni
ht wie bei der Translationsbewegung einzelner Massenpunkte dur
h eine Zahl,

nämli
h die träge Masse, 
harakterisiert, sondern man benötigt au
h die Lagen der Massen�

punkte bezügli
h des Ursprungs und hat die neun Gröÿen�

0

ab

zu bilden, von denen allerdings

nur se
hs voneinander unabhängig sind. Wir nennen deshalb �

0

ab

den Trägheitstensor des

starren Körpers.

Zur Verdeutli
hung stellen wir den Trägheitstensor no
h in Matrixs
hreibweise dar,

(�

0

ab

) =

N

X

i=1

m

i

0

�

y

2

i

+ z

2

i

�x

i

y

i

�x

i

z

i

�y

i

x

i

x

2

i

+ z

2

i

�y

i

z

i

�z

i

x

i

�z

i

y

i

x

2

i

+ y

2

i

1

A

0

; (5.18)

wobei der Stri
h bedeutet, daÿ die Koordinaten im körperfesten System gemeint sind. Er ist

ein Tensor, da er si
h bei Transformationen des Koordinatensystems wie das Produkt zweier

Vektoren verhält, was si
h aus seiner De�nition (5.17) ergibt.
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Man kann die kinetis
hen Energie natürli
h au
h im S
hwerpunktsystem auswerten. Das

entspre
hende Resultat lautet

T

rot

=

1

2

X

ab

�

ab

!

a

!

b

; mit �

ab

=

X

i

m

i

(r

2

i

Æ

ab

+ x

ia

x

ib

):

Die beiden Koordinatensysteme sind über eine t-abhängige Drehung verbunden, x

a

= R

a


x

0




,

so daÿ

�

ab

(t) = R

a


(t)R

ad

(t)�

0


d

bzw. �(t) = R(t)�

0

R

T

(t): (5.19)

Im S
hwerpunktsystem ist der Trägheitstensor zeitabhängig, da die Drehungen zeitabhängig

sind. Deshalb ist es meist vorteilhaft im körperfesten System zu re
hnen.

Für einen Festkörper bestehend aus etwa 10

24

Teil
hen sind in einem makroskopis
h kleinen

aber mikroskopis
h groÿen Volumen �V mit einem Dur
hmesser von � 10

�6


m etwa 10

5

Atome enthalten. Wie in Abs
hnitt (4.1.1) gehen wir deshalb von der diskreten zur makro�

skopis
h kontinuierli
hen Bes
hreibung des starren Körpers über und ersetzen die Massen

im kleinen Volumen �V

i

dur
h �(r

i

)�V

i

, wobei �(r

i

) die mittlere Massendi
hte im betra
h�

teten Volumenelement ist. Dann ist der Trägheitstensor dur
h folgendes Integral über das

Volumen des starren Körpers gegeben,

�

0

ab

=

Z

V

0

d

3

r

0

�(r

0

)

�

r

02

Æ

ab

� x

0

a

x

0

b

�

: (5.20)

Das Element �

0

11

nennt man Trägheitsmoment der Massenverteilung um die e

0

1

-A
hse; ent�

spre
hend�

0

22

und�

0

33

. Für die ni
htdiagonalen Elemente sind die Namen Trägheitsprodukte,

Zentrifugalmomente oder Deviationsmomente im Gebrau
h.

Wenn das S
hwerpunktsystem relativ zum Laborsystem eine Ges
hwindigkeit

_

R = u

a

e

a

aufweist, dann beträgt die gesamte kinetis
he Energie im Laborsystem

T = T

trans

+ T

rot

=

1

2

Mu

a

u

a

+

1

2

�

ab

!

a

!

b

=

1

2

Mu

a

u

a

+

1

2

�

0

ab

!

0

a

!

0

b

:

Bei einem Objekt, das am Boden entlangrollt, gibt es einen geometris
hen Zusammenhang

zwis
hen u und !. So ist für eine Rad mit Radius R die Ges
hwindigkeit des S
hwerpunktes

glei
h !R

2

. In sol
hen Fällen kann die kinetis
he Energie au
h über ! allein ausgedrü
kt

werden.

Wenn ein rotationssymmetri
her Körper, zum Beispiel ein homogener Kreiszylinder, eine

Rampe mit Neigung � herunterrollt, können wir seine Bes
hleunigung aus der Energieerhal�

tung bere
hnen. Es zeige e

0

3

in Ri
htung der Symmetriea
hse des Körpers, wel
he mit der

-

6

�

e

3

R

M

�

q

_

R = u

a

e

a

s

Abbildung 5.5: Zylinder, der eine geneigte Ebene herunterrollt

140



Dreha
hse übereinstimme. Dann ist die kinetis
he Energie der Rotation

T

rot

=

1

2

!

2

X

i

m

i

r

2

i

=

1

2

C!

2

; (5.21)

wobei r

i

der Abstand des Massenelementes m

i

von der Dreha
hse bezei
hnet. Wir werden

später sehen, wie das Trägheitsmoment C � �

33

zu bere
hnen ist. Ist u der Betrag der

S
hwerpunktsges
hwindigkeit, dann ist für einen rollenden Zylinder ! = u=R und deshalb

T =

1

2

C!

2

+

1

2

Mu

2

=

1

2

�

C

R

2

+M

�

u

2

:

In einem kurzen Zeitintervall dt verändert si
h dann die kinetis
he Energie um

dT =

�

C

R

2

+M

�

udu:

Eine entspre
hende Änderung erfährt au
h die potentielle Energie im S
hwerefeld. Während

dt legt der rollende Zylinder eine Stre
ke udt parallel zur Ober�ä
he der s
hiefen Ebene

zurü
k, was mit eine Verringerung der Höhe um �u sin �dt verbunden ist. Also folgt

dV = �Mgu sin � dt:

Mit der Energieerhaltung d(T + V ) = 0 gilt dann

�

C

R

2

+M

�

udu�Mgu sin � dt = 0;

also

du

dt

=

MR

2

C +MR

2

g sin �:

Für einen homogene Zylinder ist C =

1

2

MR

2

und für eine homogene Kugel 2MR

2

=5, so daÿ

du

dt

�

�

�

Kreiszyliner

=

2

3

g sin � und

du

dt

�

�

�

Kugel

=

5

7

g sin �:

Interessanterweise hängen diese Ergebnisse weder von der Masse des Zylinders oder der Kugel

no
h von ihren Radien ab. Die Notwendigkeit des Aufbringens von kinetis
her Energie der

Rotation führt immer zu einer geringeren translatoris
hen Bes
hleunigung, als wenn das

Objekt einfa
h reibungsfrei die s
hiefe Ebene hinunterruts
ht. Die Rotationsträgheit wirkt

e�ektiv wie eine Art Bremse für die Bewegung.

In den zwanziger Jahren verwendete man Motorgeneratoren mit groÿen S
hwungrädern, die

Ilgner-Umformer, zum Abfangen von Lastspitzen in Walzwerken und bei Fördermas
hinen.

1924 lieferte die AEG einen Ilgner-Umformer, dessen S
hwungrad einen Dur
hmesser von

4 m, eine Breite von 1 m und ein Gewi
ht von 50 t hatte. Das Trägheitsmoment von C =

193 760 kg m

2

kam demjenigen eines Kreisrings mit demselben Radius nahe, da für einen

Kreisring mit Radius R gilt

C =

X

m

i

r

2

i

r

i

=R

= MR

2

= 200 000 kg m

2

141



Die maximale Drehzahl des S
hwungrads betrug 750 rpm (revolutions per minute, Umdre�

hungen je Minute), was einem maximalen Energieinhalt von

T

rot

=

1

2

C!

2

= 0:5 � 193 760 � (2� � 750=60)

2

J = 5:9810

8

J � 166 kWh

entspri
ht. Ein weiteres eindru
kvolles Beispiel eines S
hwungradenergiespei
hers be�ndet

si
h am National Magneti
 Laboratory des MIT. Dort gibt es zwei S
hwungräder, jedes mit

einer Masse von 77 t und einem Radius von 2:4 m. Die Umdrehungsges
hwindigkeit jedes

der S
hwungräder liegt bei 390 rpm. Die S
hwungräder am MIT können in guter Näherung

als homogene S
heiben behandelt werden, so daÿ jedes Rad ein Trägheitsmoment von

C =

1

2

MR

2

� 2� 10

5

kg m

2

hat. 390 rpm entspre
hen etwa 40 rad/s und man erre
hnet für jedes Rad eine kinetis
he

Rotationsenergie von

T

rot

=

1

2

C!

2

� 1:6� 10

8

J � 44 kWh:

Die Räder sind so konzipiert, daÿ sie in 5 s von 390 auf 300 rpm abgebremst werden können

um als Kraftquelle zu dienen. Dem entspri
ht eine Leistungsausbeute von etwa 15 MW.

Ni
ht unerwähnt bleiben soll die Verwendung des S
hwungrades bei Spielzeugen wie zum

Beispiel Kreisel, Jo-Jo und Diabolo. Bevor die handelsübli
hen Tro
kenbatterien auf dem

Markt waren, wurden Spielzeugautos neben Spei
herfedern vorwiegend mit S
hwungrad�

energiespei
hern angetrieben.

5.2.1 Eigens
haften des Trägheitstensors, Beispiele

Der Trägheitstensor hat folgende Eigens
haften:

� Es handelt si
h um einen symmetris
hen Tensor. Damit kann er auf Haupta
hsen trans�

formiert werden, d.h. es gibt ein körperfestes kartesis
hes Basissystem, die Haupta
hsen

des Tensors, in dem er Diagonalgestalt hat:

(�

0

ab

) =

0

�

A 0 0

0 B 0

0 0 C

1

A

: (5.22)

Die reellen Eigenwerte A;B und C heiÿen Hauptträgheitsmomente.

� Die Hauptträgheitsmomente sind ni
htnegativ und genügen der Unglei
hung

A+B � C (5.23)

und zyklis
h. Dies folgt unmittelbar na
h Transformation auf die Haupta
hsen,

A+B =

X

i

m

i

(x

02

i

+ y

02

i

+ 2z

02

i

) und C =

X

i

m

i

(x

02

i

+ y

02

i

):
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Die Unglei
hung (5.23) wird zu einer Glei
hung genau dann, wenn der starre Körper

in einer Ebene senkre
ht zur dritten Haupta
hse liegt. Die Glei
hung

A+B = C für �a
he Objekte (5.24)

ist als Theorem der senkre
hten A
hsen bekannt.

Als einfa
hes Beispiel betra
hten wir eine homogene S
heibe mit MasseM und Radius

R und bere
hnen ihr Trägheitsmoment in Bezug auf eine Rotationsa
hse in Ri
htung

eines Dur
hmessers, sagen wir der e

1

- A
hse in der Abbildung (5.6).

6

-

�

O

e

2

e

3

e

1

�m

Abbildung 5.6: Ein �a
her Körper, für den C = A+B gilt.

Wir wissen, daÿ das Trägheitsmoment in Bezug auf jeden Dur
hmesser denselben Wert

hat. Das Trägheitsmoment C bei Rotation der S
heibe um die A
hse senkre
ht zur

S
heibe dur
h ihren Mittelpunkt ist lei
ht zu bere
hnen: Ist � die Flä
henmassendi
hte

der S
heibe, so folgt

C = �

Z

R

0

r

0 2

r

0

dr

0

d'

0

| {z }

dx

0

1

dx

0

2

=

�

2

�R

4

=

1

2

MR

2

:

Damit können wir ansetzen

A+B = 2A = C =

1

2

MR

2

=) A =

1

4

MR

2

:

� Der Trägheitstensor ist additiv, d.h. er ist die Summe der Trägheitstensoren seiner

Teile, freili
h bezogen auf den glei
hen Punkt.

� Im Allgemeinen unters
heiden si
h die Trägheitstensoren im mitbewegten und raumfe�

sten System. Sind aber alle Hautträgheitsmomente glei
h, A = B = C, so ist �

0

= A1l

und entspre
hend

� = R�

0

R

T

= �

0

= A1l:

Insbesondere haben starre Körper mit A = B = C au
h im S
hwerpunktsystem einen

zeitunabhängigen Trägheitstensor. Sind zwei Hauptträgheitsmomente glei
h, A = B 6=

C, dann ist

� = �

0

=

0

�

A 0 0

0 A 0

0 0 C

1

A

() R =

0

�


os' � sin' 0

sin' 
os' 0

0 0 1

1

A

;

d.h. der Trägheitstensoren im mitbewegten und raumfesten System sind genau dann

glei
h, wenn der Körper um die dritte A
hse mit Hauptträgheitsmoment C dreht. Beim
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Beweis benutzt man die allgemeine Beziehung (5.19) zwis
hen den Trägheitstensoren�

und�

0

. Die Forderung na
h Glei
hheit der Trägheitstensoren lautet dann�

0

R = R� =

R�

0

: Mit der obigen Form für die Matrix �

0

folgt dann, daÿ R eine Drehung um die

dritte A
hse sein muÿ. Wir haben diese Eigens
haft s
hon früher bei der Behandlung

des die s
hiefe Ebene hinunterrollenden Zylinders benutzt, siehe (5.21).

Oft benötigt man den Trägheitstensor �

0 


bezügli
h eines Punktes R + 
, der gegenüber

dem S
hwerpunkt um den Vektor 
 vers
hoben ist.

O

�

R

Æ

r

0

:




I

r

00

S
hwerpunkt

R

Abbildung 5.7: Zum Steiners
hen Satz.

Es gilt der Steiners
he Satz

�

0 


ab

= �

0

ab

+M(


2

Æ

ab

� 


a




b

): (5.25)

Daraus folgt, daÿ das Trägheitsmoment eines Körpers um eine A
hse dur
h den beliebigen

Punkt O glei
h seinem Trägheitsmoment um die parallele A
hse dur
h den S
hwerpunkt ist,

vermehrt um Ms

2

, wobei s der Abstand der beiden A
hsen ist. Das Trägheitsmoment wird

bei fester A
hsenri
htung minimal wenn die A
hse dur
h den S
hwerpunkt geht.

Der Beweis von (5.25) ist einfa
h: Gemäÿ Abbildung (5.7) ist x

00

a

= x

0

a

�


a

und entspre
hend

gilt

�

0 


ab

=

X

m

i

�

x

00

ip

x

00

ip

Æ

ab

� x

00

ia

x

00

ib

�

=

X

m

i

�

x

0

ip

x

0

ip

Æ

ab

� x

0

ia

x

0

ib

�

+M

�




2

Æ

ab

� 


a




b

�

;

wobei wir wieder einmal von

P

m

i

x

0

ia

= 0 Gebrau
h ma
hten. Wir legen nun e

0

1

in die

Rotationsa
hse. Liegt der S
hwerpunkt in der Rotationsa
hse, dann ist das Trägheitsmoment

�

0

11

. Geht sie dur
h R + 
, dann ist das Trägheitsmoment glei
h �

0

11

+M(


2

2

+ 


2

3

). Aber

s

2

� 


2

2

+ 


2

3

ist genau das Quadrat des Abstands der beiden Dreha
hsen voneinander.

Für Körper mit Symmetriea
hsen ist es oft mögli
h die Haupta
hsen und Trägheitsmomente

explizit anzugeben. In der folgenden Abbildung haben wir einige typis
he Beispiele skizziert.

Die Körper haben eine homogene Massendi
hte �, eine GesamtmasseM und die angegebenen

Trägheitsmomente beziehen si
h auf den S
hwerpunkt. Die Gröÿen A;B und C sind die

Hauptträgheitsmomente um die in der Abbildung (5.8) eingezei
hneten A
hsen 1; 2 und 3.
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�
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�
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-

�
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Abbildung 5.8: Zu den Trägheitsmomenten ausgewählter Körper.

1. Drei glei
hs
hwere Massenpunkte an den E
ken eines glei
hseitigen Dreie
ks:

(A;B;C) =

ML

2

2

�

1; 1; 2

�

:

2. Dünner Stab der Länge L:

(A;B;C) =

ML

2

12

�

1; 0; 1

�

:

3. Dünne S
heibe mit Radius R:

(A;B;C) =

MR

2

4

�

1; 1; 2

�

:

4. Vollkugel mit Radius R:

(A;B;C) =

2MR

2

5

�

1; 1; 1

�

:

5. Gerader Kreiskegel mit Grund�ä
he �R

2

und Höhe h:

(A;B;C) =

3MR

2

20

�

1 +

h

2

4R

2

; 1 +

h

2

4R

2

; 2

�

:
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6. Gerader Kreiszylinder mit Radius R und Höhe h:

(A;B;C) =

MR

2

12

�

3 +

h

2

R

2

; 3 +

h

2

R

2

; 6

�

:

7. Kubus mit Kantenlänge L:

(A;B;C) =

ML

2

6

�

1; 1; 1

�

:

8. Quader mit Kantenlängen L

1

; L

2

; L

3

:

(A;B;C) =

M

12

�

L

2

2

+ L

2

3

; L

2

1

+ L

2

3

; L

2

1

+ L

2

2

�

:

Wir skizzieren die Bere
hnung des Trägheitsmomentes A für den Kreiskegel. Wir setzen den

Koordinatenursprung in den S
hwerpunkt, so daÿ die Kegelober�ä
he dur
h die Glei
hung

r �

p

x

2

+ y

2

=

R

h

�

z +

3h

4

�

(5.26)

de�niert ist. Bei konstanter Massenbelegung ist die Kegelmasse

M = � � V =

�

3

�hR

2

:

Wir bere
hnen zuerst den Beitrag einer S
hi
ht mit konstantem z zum Trägheitsmoment A,

�

Z

(y

2

+ z

2

)r

0

dr

0

d' = �

Z

(r

02

sin

2

'+ z

2

)r

0

dr

0

d' = ��(

r

4

4

+ z

2

r

2

);

wobei wir die obere Integrationsgrenze r aus (5.26) eingesetzt haben. Die ans
hlieÿende

Integration über z von �3h=4 bis h=4 ergibt

��

R

2

h

80

(4R

2

+ h

2

):

Mit dem obigen Ausdru
k für die Masse des Kreiskegels erhalten wir folgende Hauptträg�

heitsmomente bezügli
h des S
hwerpunktes,

A = B =

3M

80

(4R

2

+ h

2

);

wie in der obigen Liste angegeben. Vers
hieben wir die Dreha
hse 1 parallel zu si
h selbst

bis sie dur
h den Kegelspitze geht, dann ist na
h dem Steiners
hen Satz das entspre
hende

Trägheitsmoment

A =

3MR

2

20

�

1 +

4h

2

R

2

):

Für alle angebenden Körper mit Ausnahme des Quaders sind mindestens zwei Hauptträg�

heitsmomente glei
h. Sol
he Körper nennt man symmetris
he Kreisel . Für einen symmetri�

s
hen Kreisel mit A = B vereinfa
ht si
h die kinetis
he Energie der Rotation,

T

rot

=

A

2

�

_

#

2

+ sin

2

# _'

2

�

+

C

2

�

_

 + 
os# _'

�

2

: (5.27)

Sind alle drei Hauptträgheitsmomente voneinander vers
hieden, dann spri
ht man vom un�

symmetris
hen Kreisel , sind dagegen alle drei glei
h, dann handelt es si
h um den Kugelkrei�

sel. Die Vollkugel oder der Kubus sind Kugelkreisel. Für A = B = C ist die Rotationsenergie

T

rot

=

1

2

�

0

ab

!

0

a

!

0

b

=

A

2

�

_'

2

+

_

#

2

+

_

 

2

+ 2 
os# _'

_

 

�

(5.28)
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5.3 Drehimpuls und kräftefreie symmetris
he Kreisel

Wir sehen uns jetzt den Drehimpulssatz genauer an. Im allgemeinen ist der Trägheitstensor

nur im körperfesten Koordinatensystem konstant, so daÿ es notwendig ist, die Bewegungs�

glei
hung, d.h. in erster Linie die Zeitableitung des Drehimpulses L

rot

auf das körperfeste

System umzure
hnen.

Der Drehimpuls des Kreisels bezügli
h seines S
hwerpunktes ist

L

rot

=

X

m

i

r

i

^

_

r

i

; (5.29)

und kann mit Hilfe von

_

r

i

= w ^ r

i

und

r ^ (w ^ r) =

X

ab

e

a

�

r

2

Æ

ab

� x

a

x

b

�

!

b

=

X

ab

e

0

a

�

r

02

Æ

ab

� x

0

a

x

0

b

�

!

0

b

wie folgt ges
hrieben werden,

L

rot

= e

a

�

ab

!

b

= e

0

a

�

0

ab

!

0

b

: (5.30)

Die Komponenten des Drehimpulses im S
hwerpunkt- bzw. mitrotierenden System hängen

linear von den Kreisfrequenzen ab,

L

a

= �

ab

!

b

und L

0

a

= �

0

ab

!

0

b

; L

a

= R

ab

(t)L

0

b

(t): (5.31)

5.3.1 Poinsot-Darstellung der Trägheitsdrehbewegung

Sind die äuÿeren Kräfte von der Winkelges
hwindigkeit und das Drehmoment von der Trans�

lationsges
hwindigkeit unabhängig, so lassen si
h Translations- und Drehbewegung gesondert

behandeln. Wir bes
häftigen uns hier hauptsä
hli
h mit der letzteren. Wir betra
hten zu�

nä
hst den im Raum frei bewegli
hen starren Körper oder den im S
hwerpunkt unterstützten

Kreisel im homogenen S
hwerefeld. In beiden Fällen vers
hwindet das Drehmoment bezüg�

li
h des S
hwerpunktes. Wenn wir au
h den Luftwiderstand und die Reibung verna
hlässigen,

haben wir das Problem des kräftefreien Kreisels vor uns. Für einen kräftefreien Kreisel ist

die kinetis
he Energie der Rotation konstant,

T

rot

=

1

2

!

a

�

ab

!

b

=

1

2

!

0

a

�

0

ab

!

0

b

(5.32)

und die Spitze von w liegt auf dem bewegli
hen Poinsots
hen Energieellipsoid,

E(t) =

�

!

a

�

�

!

a

�

ab

(t)!

b

= 2T

rot

	

;

das kongruent zum Trägheitsellipsoid E

0

ist

E(t) = R(t)E

0

; E

0

=

�

!

0

b

�

�

!

0

a

�

0

ab

!

0

b

= 2T

rot

	

:

Aus der Erhaltung des Drehimpulses im S
hwerpunktsystem und

w � L

rot

= 2T

rot

= 
onst.; (5.33)

folgt, daÿ die Spitze des Drehvektors w au
h no
h in einer invariablen Ebene liegt wel
he

senkre
ht zu L

rot

ist, siehe die Abbildung (5.9).
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invariable Ebene

6

Æ

�

O

L

rot

e

0

3

P

w

6

�

℄

O

e

0

3

P

L

rot

w

Abbildung 5.9: Zur Poinsots
hen Darstellung der Bewegung für den verlängerten und ab�

geplatteten Trägheitsellipsoid. e

0

3

zeigt in Ri
htung der Figurena
hse.

Wir zeigen nun, daÿ die invariable Ebene und der Poinsots
he Ellipsoid genau einen ge�

meinsamen Punkt haben und si
h deshalb in diesem Punkte berühren müssen. Dazu nehmen

wir an, daÿ w und m beide in der S
hnittmenge von Ebene und Ellipsoid liegen,

w;m 2 invariabler Ebene \ E(t);

und beweisen, daÿ dann w = m gelten muÿ. Es seien !

a

und m

a

die zu w und m gehörigen

Koordinatentripel. Dann gilt

(!

a

�m

a

)�

ab

(!

b

�m

b

) = !

a

�

ab

!

b

� 2!

a

�

ab

m

b

+m

a

�

ab

m

b

(5:33)

= 2T

rot

� 2w � L

rot

+ 2T

rot

= 0:

Sind alle Hauptträgheitsmomente positiv, so ist � invertierbar und damit folgt in der Tat

w = m. Die Spitze von w ist der Berührpunkt zwis
hen invariabler Ebene und Energieellipso�

id. Die Gröÿe der Winkelges
hwindigkeit ist dur
h den Abstand zwis
hen dem festen Punkt

O und dem Berührpunkt P gegeben. Der Berührpunkt hat als Punkt auf der Dreha
hse die

Ges
hwindigkeit Null, und die Bewegung von w kann deshalb dur
h das Abrollen des Ener�

gieellipsoids auf der invariablen Ebene erhalten werden. Der kräftefreie Kreisel bewegt si
h

so, daÿ das körperfeste Poinsots
he Ellipsoid auf der invariablen Ebene abrollt, ohne zu

gleiten. Man nennt die Bahn, wel
he die Spitze von w auf der invariablen Ebene bes
hreibt

die Spurbahn, die entspre
hende Bahn auf dem Energieellipsoid bezei
hnet man als Polbahn.

5.3.2 Kräftefreie symmetris
he Kreisel

Für den symmetris
hen Kreisel sind zwei Hauptträgheitsmomente glei
h, zum Beispiel A =

B. Der körperfeste Basisvektor e

0

3

zeige in Ri
htung der Figurena
hse des symmetris
hen

Kreisels, also in Ri
htung der dritten Haupta
hse mit Hauptträgheitsmoment C.

Wegen A = B ist der Trägheitsellipsoid E

0

rotationssymmetris
h. Beim Abrollen des Ellipso�

ids auf der invariablen Ebene entstehen deshalb Kreise, d.h. w hat einen konstanten Betrag
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und bes
hreibt einen Kegel um L, der als Spurkegel oder Rastpolkegel bezei
hnet wird. Die

Bewegung der Symmetriea
hse des Kreisels nennt man Nutation. w bes
hreibt einen Kegel

um diese Symmetriea
hse, der als Gangpolkegel bezei
hnet wird.

Wir wählen e

3

in Ri
htung des konstanten Drehimpulses L

rot

,

L

rot

= `e

3

bzw. L

a

= `Æ

a3

: (5.34)

Dann �nden wir für die (zeitabhängigen) Komponenten des Drehimpulses im körperfesten

System

(L

0

a

) = (L

b

R

ba

)

(5:34)

= (`R

3a

) = `

0

�

sin# sin 

sin# 
os 


os#

1

A

: (5.35)

Der Zusammenhang zwis
hen den Komponenten des Drehvektors und denjenigen des Dre�

himpulses ist L

0

a

= �

0

ab

!

0

b

und hat ausges
hrieben folgende Form

` sin# sin = A!

0

1

= A 
os 

_

#+A sin sin# _'

` sin# 
os = A!

0

2

= �A sin 

_

#+A 
os sin# _' (5.36)

` 
os# = C!

0

3

= C

_

 + C 
os# _':

Multiplizieren wir die erste Glei
hung mit 
os und die zweite mit sin und bilden die

Di�erenz der entstehenden Glei
hungen, so erhalten wir A

_

# = 0, oder

# = #

0

= 
onst: (5.37)

Benutzen wird dies wieder in den ersten beiden Glei
hungen, so ergibt si
h ` = A _', also

'(t) =

`

A

t+ '

0

: (5.38)

Setzen wir diese Resultate für ' und # in die letzte Glei
hung in (5.36) ein, dann folgt

 (t) = ` t 
os#

0

�

1

C

�

1

A

�

+  

0

: (5.39)

Deshalb sind für den kräftefreien symmetris
hen Kreisel alle Eulers
hen Winkel, und da�

mit die Drehung vom S
hwerpunktsystem ins körperfeste System, als Funktionen der Zeit

bestimmt. Das körperfeste System dreht si
h um das raumfeste, wobei der Winkel #

0

zwi�

s
hen e

3

und e

0

3

konstant bleibt. Die Winkel ' und  nehmen linear mit der Zeit zu.

Wie s
haut die Bewegung im S
hwerpunktsystem aus? In diesem System sind die Kompo�

nenten des Drehimpulses fest. Mit (5.13) erhalten wir den Drehvektor

w = !

a

e

a

= ` sin#

0


os#

0

�

1

C

�

1

A

��

e

1

sin'(t)� e

2


os'(t)

�

+ `

�


os

2

#

0

C

+

sin

2

#

0

A

�

e

3

; (5.40)

wobei wir (5.13) und (5.37-5.39) benutzten. Der Drehvektors w hat die quadrierte Länge

!

2

= `

2

�

sin

2

#

0

A

2

+


os

2

#

0

C

2

�

(5.41)

149



und s
hlieÿt mit der raumfesten Drehimpulsa
hse einen konstanten Winkel ein,

e

3

�w = ! 
os\(w; e

3

) = `

�

sin

2

#

0

A

+


os

2

#

0

C

�

:

Dies ist der analytis
he Beweis, daÿ die momentane Dreha
hse einen geraden Kreiskegel, den

so-genannten Rastpolkegel , um die feste Drehimpulsa
hse bes
hreibt. Die Winkelges
hwin�

digkeit der Dreha
hse auf diesem Kegel ist _' = `=A, wie man aus (5.40) ablesen kann.

#

0

e

0

3

w

L

rot

A = B > C

(abgeplatted)

Präzessions-

kegel

Rastpolkegel

Gangpolkegel

e

0

3

w

L

rot

A = B < C

(verlängert)

Präzessions-

kegel

Rastpol-

kegel

Gangpolkegel

Abbildung 5.10: Bewegungsverhältnisse des freien symmetris
hen Kreisels: Die momentane

Dreha
hse, gegeben dur
h w, bewegt si
h mit konstanter Winkelges
hwindigkeit _' auf dem

Rastpolkegel um die raumfeste Drehimpulsa
hse, während die Figurena
hse mit derselben

Winkelges
hwindigkeit auf dem Präzessionskegel um die Drehimpulsa
hse präzediert. Im

körperfesten Bezugssystem bes
hreibt die momentane Dreha
hse mit der konstanten Win�

kelges
hwindigkeit ! den Gangpolkegel um die Figurena
hse e

0

3

.

Die körperfeste e

0

3

-A
hse, die Symmetriea
hse des Körpers, hat im raumfesten S
hwerpunkt�

system die Darstellung

e

0

3

= e

b

R

b3

= sin#

0

(e

1

sin'� e

2


os') + 
os#

0

e

3

;

und nimmt gegen die raumfeste Drehimpulsa
hse den konstanten Winkel #

0

ein. Sie be�

s
hreibt damit einen Kegel, den man als Präzessionskegel bezei
hnet. Die konstante Win�

kelges
hwindigkeit der Figurena
hse um die Drehimpulsa
hse ist ebenfalls _' = `=A. Die

150



Vektoren e

0

3

;w und L

rot

liegen wegen

L

rot

= Aw+ (C �A)!

0

3

e

0

3

in einer Ebene, die si
h mit der Winkelges
hwindigkeit _' um den Drehimpulsvektor dreht.

Für abgeplattete Rotationskörper mit A > C liegt der Drehvektor w zwis
hen Drehimpuls�

vektor und Symmetriea
hse. Für verlängerte Rotationskörper mit A < C liegt die Figuren�

a
hse zwis
hen Drehimpulsvektor und momentaner Dreha
hse, siehe Abbildung (5.10).

Wie sieht nun die Bewegung im körperfesten System aus. Wir entwi
keln den Drehvektor

na
h der körperfesten Basis und erhalten

w = !

0

a

e

0

a

=

`

A

sin#

0

�

e

0

1

sin (t) + e

0

2


os (t)

�

+

`

C


os#

0

e

0

3

: (5.42)

Vom mitbewegten Bezugssystem aus betra
htet, umkreist w die Figurena
hse auf dem Gang�

polkegel mit konstanter Kreisfrequenz�

_

 . Figurena
hse und w s
hlieÿen einen festen Winkel

ein. Für den Drehimpuls erhalten wir

L

rot

= ` sin#

0

�

sin e

0

1

+ 
os e

0

2

�

+ ` 
os#

0

e

0

3

: (5.43)

Im köperfesten System rotiert also au
h L

rot

mit der konstanten Kreisfrequenz (�

_

 ) auf

einem Kegel, dessen A
hse mit der Figurena
hse e

0

3

zusammenfällt. Die einfa
he Bewegung

der glei
hförmigen Rotation um eine feste A
hse tritt nur auf, wenn die Ri
htung von L

rot

mit

einer Haupta
hse zusammenfällt. Dagegen ist die allgemeine Bewegungsform die Präzession.

Für den kräftefreien Kugelkreisel ist (�

0

ab

) = A1l

3

, und wegen

L

rot

= Aw

ist w konstant. Die Dreha
hse fällt dauernd mit der raumfesten Drehimpulsa
hse zusammen

und alle Punkte des Körpers bes
hreiben einen Kreis mit konstanter Umlaufges
hwindigkeit.

Die obige Bes
hreibung der Bewegung vom Standpunkt des si
h auf dem Kreisel be�ndli
hen

Beoba
hters ist gerade im Fall der Erde angemessen. Die momentane Rotationsa
hse fällt

na
h der bespro
henen Eulers
hen Theorie mit der Figurena
hse der Erde ni
ht zusammen,

sondern führt eine Nutation um sie aus. Wenn man den Dur
hstoÿpunkt der Figurena
hse

bzw. der Dreha
hse der Erde dur
h die Erdober�ä
he geometris
hen Nordpol bzw. kinemati�

s
hen Nordpol nennt, so läÿt si
h au
h sagen, der kinematis
he Nordpol bes
hreibt um den

geometris
hen Nordpol einen Kreis. Die (reguläre) Präzession oder Nutation erfolgt na
h

(5.42) mit der Winkelges
hwindigkeit

�

_

 = ` 
os#

0

�

1

A

�

1

C

�

= !

0

3

�

C

A

� 1

�

;

oder, da für die Erde

C �A

A

�

1

300

und !

0

3

=

2�

Tag

ist, etwa mit der Eulers
hen Periode von

T =

2�

!

0

3

A

jC �Aj

� 300 Tagen:
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Tatsä
hli
h wandert der kinematis
he Nordpol mit der dur
hs
hnittli
hen Umlaufzeit 433

Tage (Chandlers
he Periode) auf einer spiralförmigen Bahn innerhalb eines Kreises von

10 m Radius im Sinne der Erddrehung. Die Verlängerung der Periode läÿt si
h dur
h die

elastis
he Deformation der Erde (und ni
ht mit dem von Sonne und Mond erzeugten Dreh�

moment) erklären.

5.4 Eulers
he Glei
hungen und Stabilitätsanalyse

Im System mit dem Ursprung im S
hwerpunkt gilt der Drehimpulssatz,

d

dt

L

rot

= e

0

a

�

0

ab

_!

0

b

+

_

e

0

a

�

0

ab

!

0

b

= e

0

a

�

�

0

ab

_!

0

b

+ (


0

�

0

)

ab

!

0

b

�

=M:

Wir entwi
keln das Drehmoment na
h der körperfesten Basis, M = M

0

a

e

0

a

, und legen die

Basisvektoren e

0

a

in die Haupta
hsenri
htungen. Dann nehmen diese Glei
hungen folgende

elegante Form an:

A _!

0

1

+ (C �B)!

0

2

!

0

3

= M

0

1

(5.44)

B _!

0

2

+ (A� C)!

0

3

!

0

1

= M

0

2

(5.45)

C _!

0

3

+ (B �A)!

0

1

!

0

2

= M

0

3

: (5.46)

Diese Eulers
hen Kreiselglei
hungen sind ni
hts anderes als die Bilanzglei
hungen für die

Komponenten des Drehimpulses im mitrotierenden Haupta
hsensystem des Körpers, an�

geheftet am S
hwerpunkt. Hat man aus diesem gekoppelten ni
htlinearen Di�erentialglei�


hungssystem die zeitli
he Entwi
klung der Kreisfrequenzen !

0

a

bestimmt, so kann man im

Prinzip die Eulers
hen Winkel aus

(!

0

a

) =

0

�


os 

_

#+ sin sin# _'

� sin 

_

#+ 
os sin# _'

_

 + 
os# _'

1

A

bere
hnen und die Drehung des Kreisels bestimmen.

Die glei
hförmige Rotation um eine Haupta
hse ist o�enbar eine Lösung der Eulers
hen

Glei
hungen für den freien Kreisel. Wir untersu
hen jetzt, ob diese einfa
hen Lösungen

stabil unter kleinen Störungen sind. Seien also !

0

2

; !

0

3

� !

0

1

. Nehmen wir nun an, dies sei

für die gesamte Bewegung erfüllt, so können wir die kleinen Gröÿen zweiter Ordnung in den

Eulers
hen Kreiselglei
hungen verna
hlässigen. Dann folgt zunä
hst

A _!

0

1

= 0 oder !

0

1

= 
onst. (5.47)

Damit reduzieren si
h die Eulers
hen Glei
hungen für die kleinen Komponenten des Dreh�

vektors auf ein lineares Di�erentialglei
hungssystem,

�

_!

0

2

_!

0

3

�

=M

�

!

0

2

!

0

3

�

; M = !

0

1

�

0

1

B

(C �A)

1

C

(A�B) 0

�

:

Die Eigenwerte der Matrix M sind

�

�

= �!

0

1

�

(C �A)(A�B)

BC

�

1=2

:
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Sie sind o�ensi
htli
h imaginär für

A < min(B;C) oder A > max(B;C) (5.48)

und reell für

min(B;C) < A < max(B;C): (5.49)

Im ersten Fall ist die (linearisierte) Drehung um die erste Haupta
hse stabil, im zweiten Fall

instabil. Damit haben wir den Satz:

Stabilität der Drehungen um die Haupta
hsen: Die Rotation eines freien Kreisels um

eine Hauptträgheitsa
hse ist stabil, wenn es si
h um eine A
hse mit minimalen oder maxima�

len Trägheitsmoment handelt. Ist die A
hse diejenige mit dem mittleren Trägheitsmoment,

so ist die Drehung instabil.

Insbesondere hat die Figurena
hse beim symmetris
hen Kreisel immer einen stabilen Cha�

rakter.

5.5 Kräftefreie unsymmetris
he Kreisel

Wir legen die Basisvektoren e

0

a

in Ri
htung der Haupta
hsen des starren Körpers. Für den

kräftefreien Kreisel sind die kinetis
he Energie und der Drehimpuls der Drehbewegung um

den S
hwerpunkt konstant,

2T

rot

= A!

02

1

+B!

02

2

+ C!

02

3

= 
onst.

`

2

= L

2

rot

= A

2

!

02

1

+B

2

!

02

2

+ C

2

!

02

3

= 
onst. (5.50)

Stellt man die Eulers
hen Kreiselglei
hungen für die Bewegung eines freien Kreisels (An�

nahme: A < B < C) neben die Glei
hungen für Ableitungen der Ja
obis
hen elliptis
hen

Funktionen

_!

0

1

+

C �B

A

!

0

2

!

0

3

= 0 
n

0

(u; k) + sn(u; k)dn(u; k) = 0

_!

0

2

�

C �A

B

!

0

1

!

0

3

= 0 sn

0

(u; k)� 
n(u; k)dn(u; k) = 0 (5.51)

_!

0

3

+

B �A

C

!

0

1

!

0

2

= 0 dn

0

(u; k) + k

2

sn(u; k)
n(u; k) = 0;

wobei

0

= d=du ist, so liegt es nahe, folgenden Lösungsansatz für die Komponenten des

Drehvektors im körperfesten System zu wählen

!

0

1

(t) = �

1


n(�(t� t

0

); k)

!

0

2

(t) = �

2

sn(�(t� t

0

); k) (5.52)

!

0

3

(t) = �

3

dn(�(t� t

0

); k)

Die Ja
obis
hen elliptis
hen Funktionen sind normiert,

sn

2

+ 
n

2

= k

2

sn

2

+ dn

2

= 1 (5.53)
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und erfüllen die Anfangsbedingungen

dn(0; k) = 
n(0; k) = 1 und sn(0; k) = 0: (5.54)

Trägt man den Lösungsansatz (5.52) in die Eulers
hen Kreiselglei
hungen ein, so erhält

man folgende notwendigen Bedingungen an die Koe�zienten �

a

und �:

�

�

1

�

2

�

3

=

C �B

A

�

�

2

�

3

�

1

=

C �A

B

(5.55)

�k

2

�

3

�

1

�

2

=

B �A

C

:

Multiplizieren wir je zwei dieser Glei
hungen, dann �nden wir

�

2

1

=

�

2

k

2

BC

(C �A)(B �A)

; �

2

2

=

�

2

k

2

AC

(C �B)(B �A)

; �

2

3

=

�

2

AB

(C �A)(C �B)

: (5.56)

Es verbleiben no
h die 2 Integrationskonstanten � und k. Wir bestimmen sie, indem wir die

Erhaltungsätze für die kinetis
he Energie und L

2

rot

bei t = t

0

auswerten:

2T

rot

(5:54)

= A�

2

1

+ C�

2

3

=

ABC�

2

(C�A)(C�B)(B�A)

h

(C �B)k

2

+ (B �A)

i

`

2

(5:54)

= A

2

�

2

1

+ C

2

�

2

3

=

ABC�

2

(C�A)(C�B)(B�A)

h

(C �B)Ak

2

+ (B �A)C

i

: (5.57)

Dividiert man die erste dur
h die zweite Glei
hung dann gewinnt man eine Glei
hung nur

für k

2

und �ndet

k

2

=

B �A

C �B

h

2T

rot

C � `

2

`

2

� 2AT

rot

i

; �

2

=

C �B

ABC

h

`

2

� 2AT

rot

i

: (5.58)

�

2

1

=

2T

rot

C � `

2

A(C �A)

; �

2

2

=

2T

rot

C � `

2

B(C �B)

; �

2

3

=

`

2

� 2T

rot

A

C(C �A)

: (5.59)

Mit den Formeln (5.50) für die Energie und den Drehimpuls folgt sofort

2T

rot

C � `

2

= (C �A)A!

0 2

1

+ (C �B)B!

0 2

2

� 0

`

2

� 2T

rot

A = (B �A)B!

0 2

2

+ (C �A)C!

0 2

3

� 0; (5.60)

oder daÿ die Quadrate k

2

und �

2

, und mit (5.56) au
h die Quadrate �

2

a

, positiv sind. Damit

sind die Konstanten �; k; und �

a

alle reell.

Weiter unten werden wir sehen, daÿ sn(u; k) und 
n(u; k) periodis
h mit Periode 4K und

dn(u; k) periodis
h mit Periode 2K sind, wobei K das vollständige Integral erster Art ist,

K =

Z

�=2

0

d�

p

1� k

2

sin

2

�:

(5.61)

Die Periodizität der Lösung in �t entspri
ht in der physikalis
hen Zeit t eine Periodizität
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Abbildung 5.11: Das vollständige elliptis
he Integral erster Art.

der Periodenlänge

T =

4K

�

= 4K

s

ABC

(C �B)(`

2

� 2AT

rot

)

:

Na
h Ablauf der Zeit T = 4K=� kehrt der Drehvektor w(t) im körperfesten System wieder

in seine Ausgangslage zur Zeit t

0

zurü
k. Im Fall des symmetris
hen Kreisels (A = B)

vers
hwindet na
h (5.58) der Modulus k der Ja
obis
hen elliptis
hen Funktionen. Diese

entarten dann zu Kreisfunktionen und wir erhalten die früheren Resultate für den kräftefreien

symmetris
hen Kreisel.

5.5.1 Die elliptis
hen Funktionen von Ja
obi und Theta-Funktionen

Die elliptis
hen Funktionen von Ja
obi sind doppelt periodis
he Verallgemeinerungen der

trigonometris
hen Funktionen. Wegen


n(u; k) =

p

1� sn

2

(u; k) und dn(u; k) =

p

1� k

2

sn

2

(u; k) (5.62)

lautet die Di�erentialglei
hung für sn

d sn

du

=

p

(1� sn

2

)(1� k

2

sn

2

) oder du =

d sn

p

(1� sn

2

)(1� k

2

sn

2

)

: (5.63)

Damit ist u als Funktion von sn dur
h ein elliptis
hes Integral erster Gattung, nämli
h dur
h

u =

sn(u)

Z

0

dy

p

(1� y

2

)(1� k

2

y

2

)

y=sin �

=

�

Z

0

d�

p

1� k

2

sin

2

�

; sn(u) = sin�; (5.64)
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gegeben. Dabei haben wir stills
hweigend 0 < k < 1 vorausgesetzt. No
h etwas expliziter:

die elliptis
hen Funktionen von Ja
obi können als Inverse des elliptis
hen Integrals erster

Gattung,

u(�; k) =

Z

�

0

d�

p

1� k

2

sin

2

�

; mit k 2 [0; 1℄; (5.65)

wie folgt de�niert werden:

sn(u; k) = sin�; 
n(u; k) = 
os� und dn(u; k) =

p

1� (k sin�)

2

: (5.66)

Insbesondere für k = 0 und k = 1 sind es die wohlbekannten Kreis- und Hyperbelfunktionen,

sn(u; 0) = sinu ; 
n(u; 0) = 
osu ; dn(u; 0) = 1

sn(u; 1) = tanhu ; 
n(u; 1) = dn(u; 1) = 1= 
oshu: (5.67)

Die Konstanten

K = K(k) =

Z

�=2

0

d�

p

1� k

2

sin

2

�

und K

0

= K(k

0

); (5.68)

wobei k

0

das Komplement des Modulus k ist, k

2

+ k

02

= 1, spielen eine ähnli
he Rolle wie

�=2 für die Kreisfunktionen Sinus und Cosinus, und treten in den Verwandlungsformeln für

die Ja
obis
hen Funktionen auf:

u+K u+iK

0

u+K+iK

0

u+2K u+2iK

0

u+2K+2iK

0

sn 
nu=dnu 1=ksnu dnu=k
nu �snu snu �snu


n �k

0

snu=dnu �idnu=ksnu �ik

0

=k
nu �
nu �
nu 
nu

dn �k

0

=dnu �i
nu=snu ik

0

snu=
nu dnu �dnu �dnu

Die Tabelle ist so zu verstehen, daÿ man, um zum Beispiel 
n(u + K + iK

0

) dur
h eine

Funktion von u auszudrü
ken, in die zweite Zeile und dritte Spalte eingeht und dann


n(u+K + iK

0

) = �i

k

0

k 
n (u)

�ndet. Die Nullstellen, Pole und primitiven Perioden der elliptis
hen Funktionen sind bei

Nullstellen Pole primitive Perioden

sn 2nK + 2imK

0

2nK + (2m+ 1)iK

0

4K; 2iK

0


n (2n+ 1)K + 2imK

0

2nK + (2m+ 1)iK

0

4K; 2K + 2iK

0

dn (2nK + 1) + (2m+ 1)iK

0

2nK + (2m+ 1)iK

0

2K; 4iK

0

wobei n und m alle ganzen Zahlen dur
hlaufen. Es gelten folgende Additionstheoreme,

sn(u+ v) =

sn(u)
n(v)dn(v) + sn(v)
n(u)dn(u)

1� k

2

sn

2

(u)sn

2

(v)


n(u+ v) =


n(u)
n(v)� sn(u)sn(v)dn(v)dn(v)

1� k

2

sn

2

(u)sn

2

(v)

(5.69)

dn(u+ v) =

dn(u)dn(v)� k

2

sn(u)sn(v)
n(u)
n(v)

1� k

2

sn

2

(u)sn

2

(v)

;
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wel
he für k = 0 in die bekannten Additionstheoreme für die Sinus- und Cosinus-Funktionen

übergehen. Die Taylorentwi
klungen bei u = 0 bis zur Ordnung 3 lauten

sn(u; k) = u� (1 + k

2

)

u

3

3!

+ : : :


n(u; k) = 1�

u

2

2!

+ : : : (5.70)

dn(u; k) = 1� k

2

u

2

2!

+ : : :

Bekannter als die meromorphen Ja
obis
hen Funktionen sind die analytis
hen Thetafunk�

tionen

#

1

(v) = i

1

X

n=�1

(�1)

n

q

(n�1=2)

2

e

(2n�1)i�v

= 2q

1=4

sin i�v

1

Y

1

(1� q

2n

)(1� q

2n

e

2i�v

)(1� q

2n

e

�2i�v

) (5.71)

#

2

(v) =

1

X

n=�1

q

(n�1=2)

2

e

(2n�1)i�v

= 2q

1=4


os i�v

1

Y

1

(1� q

2n

)(1 + q

2n

e

2i�v

)(1 + q

2n

e

�2i�v

) (5.72)

#

3

(v) =

1

X

n=�1

q

n

2

e

2ni�v

=

1

Y

1

(1� q

2n

)(1 + q

2n�1

e

2i�v

)(1 + q

2n�1

e

�2i�v

) (5.73)

#

0

(v) =

1

X

n=�1

(�1)

n

q

n

2

e

2ni�v

=

1

Y

1

(1� q

2n

)(1� q

2n�1

e

2i�v

)(1� q

2n�1

e

�2i�v

) (5.74)

Die Verwandlungstabelle für die Thetafunktionen hat die Form

v +

1

2

v +

�

2

v +

1

2

+

�

2

v + 1 v + � v + 1 + �

#

1

#

2

iA#

0

A#

3

�#

1

�B#

1

B#

1

#

2

�#

1

A#

3

�iA#

0

�#

2

B#

2

�B#

2

#

3

#

0

A#

2

iA#

1

#

3

B#

3

B#

3

#

0

#

3

iA#

1

A#

2

#

0

�B#

0

�B#

0

In dieser Tabelle haben wir

q = e

i��

; A = e

�i�(�=4+v)

und B = e

�i�(�+2v)

gesetzt. Die folgende Tabelle enthält die Nullstellen der Thetafunktionen und die zugehörigen
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Werte von e

2i�v

:

v e

2i�v

#

1

m+ n� q

2n

#

2

(m+

1

2

) + n� � q

2n+1

#

3

(m+

1

2

) + (n+

1

2

)� � q

2n+1

#

0

m+ (n+

1

2

)� q

2n+1

Wie oben dur
hlaufen m und n in der Tabelle alle ganzen Zahlen. Der Zusammenhang

zwis
hen den Thetafunktionen und Ja
obis elliptis
hen Funktionen ist

sn (2Kv) =

#

3

(0)

#

2

(0)

#

1

(v)

#

0

(v)


n (2Kv) =

#

0

(0)

#

2

(0)

#

2

(v)

#

0

(v)

(5.75)

dn (2Kv) =

#

0

(0)

#

3

(0)

#

3

(v)

#

0

(v)

Das vollständige Integral erster Gattung hat die Darstellung

K =

�

2

#

2

3

(0) und iK

0

= �K: (5.76)

Der Modulus und sein Komplement sind gegeben dur
h

p

k =

#

2

(0)

#

3

(0)

und

p

k

0

=

#

0

(0)

#

3

(0)

; (5.77)

so daÿ k

2

+ k

02

= 1 ist. Für weitere Eigens
haften der doppelperiodis
hen Funktionen sn,


n und dn verweise i
h auf die Literatur [8℄. In den Abbildungen 5.12 und (5.13) sind die

elliptis
hen Funktionen von Ja
obi für einige Werte von k geplottet. Der dabei benutzte

0 1 2 3 4 5 6 7

�1

0

1

u

dn(u)


n(u)

sn(u)

0 1 2 3 4 5 6 7 8

�1

0

1

u

dn(u)


n(u)

sn(u)

Abbildung 5.12: sn, 
n und dn für k

2

= 0:2 und 4K = 6:6385 (links) und für k

2

= 0:5 und

4K = 7:4163 (re
hts).

158
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�1

0

1

u

dn(u)


n(u)

sn(u)

Abbildung 5.13: sn, 
n und dn für k

2

= 0:95 und 4K = 11:6333.

S
ilab-Code lautet:

x=0:0.2:8; y=real(%sn(x,0.2));

z=(1-y.*y)**(1/2); w=(1-0.2*y.*y)**(1/2);

X=[x;x;x℄; Y=[y;z;w℄;

plot2d(X',Y');

5.5.2 Trägheitsdrehbewegung in den Eulers
hen Winkeln

Wir wählen wieder e

3

in Ri
htung des konstanten Drehimpulses, L

rot

= `e

3

, und benutzen

die Relationen (5.36), also

(L

0

a

) = `

0

�

sin# sin 

sin# 
os 


os#

1

A

=

0

�

A!

0

1

B!

0

2

C!

0

3

1

A

(5.78)

zwis
hen den Komponenten des Drehimpulses und denjenigen des Drehvektors im körperfe�

sten System. Wir �nden


os# =

C!

0

3

`

=

C�

3

`

dn

�

�(t� t

0

); k

�

=

s

C(`

2

� 2AT

rot

)

`

2

(C �A)

dn

�

�(t� t

0

); k

�

tan =

A!

0

1

B!

0

2

=

A�

1

B�

2


n

�

�(t� t

0

); k

�

sn

�

�(t� t

0

); k

�

=

s

A(C�B)

B(C�A)


n

�

�(t� t

0

); k

�

sn

�

�(t� t

0

); k

�

: (5.79)

Im Grenzfall A = B, d.h. für den symmetris
hen Kreisel erhalten wir

` 
os# =

r

C(`

2

� 2AT

rot

)

C �A


os�(t� t

0

) und tan = tan�(t� t

0

):

Also ist  = �t+  

0

. Berü
ksi
htigt man no
h (5.58) mit A = B so �nden wir die früheren

Resultate (5.37) und (5.39) für den symmetris
hen Kreisel.

Die Funktionen auf den re
hten Seiten in (5.79) sind periodis
h mit der Periode 2K. 
n/sn

hat Nullstellen bei (2n + 1)K und Pole bei 2nK. Dana
h sind die Eulers
hen Winkel  
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und # periodis
h in der Zeit t. Den dritten Eulers
hen Winkel '(t) bestimmt man, indem

man !

0

1

in

(!

0

a

) =

0

�


os 

_

#+ sin sin# _'

� sin 

_

#+ 
os sin# _'

_

 + 
os# _'

1

A

(5.80)

mit sin und !

0

2

mit 
os multipliziert und die resultierenden Glei
hungen addiert,

sin !

0

1

+ 
os !

0

2

= sin# _':

Wir lösen na
h _' auf, erweitern mit `

2

sin# und erhalten dann

_' = `

` sin# sin !

0

1

+ ` sin# 
os !

0

2

`

2

sin

2

#

(5:78)

= `

A!

02

1

+B!

02

2

A

2

!

02

1

+B

2

!

02

2

= `

A�

2

1


n

2

+B�

2

2

sn

2

A

2

�

2

1


n

2

+B

2

�

2

2

sn

2

;

wobei wir bei der letzten Glei
hung für die Winkelges
hwindigkeiten die Lösungen (5.52) ein�

setzten. Benutzen wir die Beziehung sn

2

+
n

2

= 1 und die Formeln (5.56) für die Konstanten

�

1

und �

2

, so �nden wir s
hluÿendli
h

_' = `

(C �B) + (B �A) sn

2

A(C �B) + C(B �A) sn

2

: (5.81)

Für den symmetris
hen Kreisel mit A = B erhalten wir wieder das Resultat ' = `t=A+'

0

in

(5.38). Für den unsymmetris
hen Kreisel ergibt die unbestimmte Integration über die Zeit

'(t) = `

Z

(C �B) + (B �A) sn

2

�

�(t

0

� t

0

); k

�

A(C �B) + C(B �A) sn

2

�

�(t

0

� t

0

); k

�

dt

0

:

Der Winkel '(t) mit der si
h die Knotenlinie in der raumfesten 1 � 2-Ebene dreht kann

zerlegt werden in einen konstanten Anteil '

0

, einen zeitproportionalen Anteil '

1

t und eine

periodis
hen Anteil,

'(t) = '

0

+ '

1

t+ '

per

(t):

Während si
h '

1

t in der Zeitspanne T

0

= 2�='

1

um den vollen Winkel 2� ändert, ist die

Periode T von '

per

glei
h derjenigen von _', also

T =

2K

�

= 2K

s

ABC

(C �B)(`

2

� 2AT

rot

)

:

Sie ist kommensurabel mit den Perioden der Eulers
hen Winkel # und  , hingegen im

allgemeinen ni
ht mit T

0

. Das hat zur Folge, daÿ der asymmetris
he Kreisel im allgemeinen

ni
ht mehr in eine vorgegebene Anfangslage zurü
kkehrt.

Wir bere
hnen, wie si
h die Drehmatrix (5.12), wel
he die raumfeste in die körperfeste Basis

überführt, ändert, wenn t! t+ T geht. Wegen

' �! '+ T'

1

; # �! # und  �!  � �

folgt

R

3

(')R

1

(#)R

3

( )

t!T+t

�! R

3

(T'

1

+ ')R

1

(#)R

3

( � �)

= �R

3

(T'

1

)R

3

(')R

1

(#)R

3

( );
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beziehungsweise

R('; #;  )

t!t+T

�! �R

3

(T'

1

)R('; #;  ): (5.82)

Als Beispiel betra
hten wir einen Quader mit Kantenlängen L

1

= 3 
m, L

2

= 2 
m und

L

3

= 1 
m und einer Massendi
hte von 2g/
m

3

. Dieser hat die Hauptträgheitsmomente

(A;B;C) = diag

�

5; 10; 13) g 
m

2

: (5.83)

Neben den Hauptträgheitsmomenten geben wir die kinetis
he Energie und den Drehimpuls

der Rotation vor. Wir messen ` in g
m

2

/s, T

rot

in g
m

2

/s

2

und die Zeit in s. Anstelle der

Energie und des Drehimpulses können wir na
h (5.58) au
h den Modulus k und � vorgeben.

Gemäÿ unseren Resultaten lauten die Lösungen


os# =

C�

3

`

dn

tan =

s

A(C �B)

B(C �A)


n

sn

(5.84)

_' = `

(C �B) + (B �A) sn

2

A(C �B) + C(B �A) sn

2

;

wobei

�

2

=

(C �B)(C �A)

AB

�

2

3

; k

2

=

A

C

B �A

C �B

�

2

1

�

2

3

; `

2

= A

2

�

2

1

+ C

2

�

2

3

: (5.85)

Für die Darstellung der numeris
hen Resultate ist es hilfrei
h � = 
�K(k

2

) zu wählen, so daÿ

die Komponenten von w im körperfesten System eine feste Periode haben. Wir wählen 
 = 1

und äquivalent dazu � = K(k

2

). Dann ist die Periode 4. In der numeris
hen Bere
hnung

gibt man neben � und den Hauptträgheitsmomenten no
h k und t

0

= 0 an. Daraus sind (bis

auf '

0

) alle Elemente der Bewegung des freien Kreisels bestimmt:

(A;B;C; �; k; t

0

= 0) �! K(k) �! �

a

�! `:

In der folgenden Abbildung (5.14) sind einige typis
he Bewegungen der Eulers
hen Winkel

während des Zeitintervalls [t; t+T ℄ für vers
hiedene Parameter geplottet. Neben den Werten

für die Hauptträgheitsmomente in (5.83) haben wir au
h die Bewegung des Kreisels für die

Werte

(A;B;C) = diag(5; 25; 29) g 
m

3

untersu
ht.

Der Abbildung entnehmen wir, daÿ si
h der Winkel # zwis
hen dem raumfesten Drehimpuls

und der dritten Haupta
hsenri
htung e

0

3

wie erwartet periodis
h mit der Periode T ändert.

Der Winkel  nimmt während der Zeitspanne T um � ab. Der Kreisel dreht si
h also mit

der Kreisfrequenz �=T im Uhrzeigersinn um die bewegli
he e

0

3

-A
hse. Hätten wir A > C

gewählt, so würde er in die entgegengesetzte Ri
htung drehen. Wenn sie Bewegungen des

unsymmetris
hen kräftefreien Kreisels für vers
hiedene Parameter studieren wollen, so dürfte

der folgende S
ilab/Matlab-Code von Nutzen sein

4

:

4

// steht vor Kommentaren.
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0 0:4 0:8 1:2 1:6 2:0

�1:3

�0:9

�0:5

�0:1

0:3

0:7

1:1

1:5

1:9

#

'

per

 

'

1

= 3:7834

(A;B;C) = (5; 10; 13)

k = 2=10

0 0:4 0:8 1:2 1:6 2:0

�1:2

�0:8

�0:4

0:0

0:4

0:8

1:2

1:6

#

'

per

 

'

1

= 4:8767

(A;B;C) = (5; 10; 13)

k = 8=10

0 0:4 0:8 1:2 1:6 2:0

�1:2

�0:8

�0:4

0:0

0:4

0:8

1:2

1:6

#

'

per

 

'

1

= 3:0748

(A;B;C) = (5; 25; 29)

k = 2=10

0 0:4 0:8 1:2 1:6 2:0

�1:2

�0:8

�0:4

0:0

0:4

0:8

1:2

1:6

#

'

per

 

'

1

= 3:6228

(A;B;C) = (5; 25; 29)

k = 8=10

Abbildung 5.14: Die Zeitentwi
klung der Eulers
henWinkel für vers
hiedene Hauptträgheits�

momente und Werte von k. Die oberen zwei Abbildungen gehören zu (A;B;C) = (5; 10; 13)

und die unteren zu (A;B;C) = (5; 25; 29). Jeweils eingetragen ist die Steigung '

1

des zeit�

proportionalen Anteils '

1

t zu '(t). Der Winkel # ist periodis
h und  (0)�  (T ) = �.

S
ilab-Code zum Studium der Kreiselbewegung:

a=5;b=13;
=13;k=2/10; // � = �

1

=�

3

beta=sqrt(
*(
-b)/)(a*(b-a)))*k;

ks=k*k;

// Vollständiges ell. Integral

K=%k(ks);

// �

3

; �

1

und `

aldrei=sqrt(a*b/((
-b)*(
-a)))*K;

aleins=beta*aldrei;

ell=sqrt(a**2*aleins**2+
**2*aldrei**2);

// Koe�zienten bere
hnen

apsi=sqrt(a*(
-b)/(b*(
-a)));

atheta=
*aldrei/ell;

// Die Zeitpunkte bere
hnen

x=0.01:0.03:1.99;

// elliptis
he Funktionen und Winkel  ; #

sn=real(%sn(K*x,ks));


n=sign((1-x)).*(1-sn.*sn)**(1/2);

u=apsi*
n./sn;

psi=atan(u);

dn=(1-ks*sn.*sn)**(1/2);
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w=atheta*dn;

theta=a
os(w);

// Lösung der Di�erentialglei
hung für '

de�(�[ydot℄=f(t,y)�,�ydot=ell*((
-b) +(b-a)*(real(%sn(K*t,ks)))**2)./...

(a*(
-b)+
*(b-a)*(real(%sn(K*t,ks)))**2)�);

phi=ode(0,0,x,f);

// Bere
hnung des periodis
hen Anteils von '

[min,max℄=size(x);

xmin=x(min);xmax=x(max);

phimin=phi(min);phimax=phi(max);

steigung=(phimax-phimin)/(xmax-xmin);

phip=phi-steigung*x;

// Vorbereitung der Ausgabe

X=[x;x;x℄;Y=[psi;theta;phip℄;

// Figur setzen und plotten

xsete
h([0,0,0.5,0.5℄);

plot2d(X',Y');

// Bes
hriftung

xstring(0.1,-1.2,�(A,B,C)=(5,10,13), k=8/10�);

// Zur na
hträgli
hen Bearbeitung

xset();

5.6 Der s
hwere symmetris
he Kreisel I

Als weiteres Beispiel für die Anwendung der Methoden der Dynamik starrer Körper be�

tra
hten wir die Bewegung eines symmetris
hen Kreisels, der si
h in einem Gravitationsfeld

be�ndet und von dem ein Punkt auf der Symmetriea
hse im Raum �xiert ist. Einen sol
hen

s
hweren Kreisel bezei
hnet man als Lagrange-Kreisel. Eine Vielzahl physikalis
her Syste�

me vom Kinderkreisel bis zu komplizierten gyroskopis
hen Navigationsinstrumenten werden

dur
h einen s
hweren symmetris
hen Kreisel näherungsweise bes
hrieben. Sowohl wegen sei�

ner praktis
her Anwendungen als au
h wegen der Illustration der entwi
kelten Verfahren

verdient die Bewegung des s
hweren symmetris
hen Kreisels eine ausführli
he Erläuterung.

In diesem Abs
hnitt werden die Konstanten der Bewegung abgeleitet. Die Bewegungformen

des Kreisels werden dann später im Rahmen des Lagrange-Formalismus diskutiert.

Wir wählen als Ursprung des Koordinatensystems den Stützpunkt anstelle des S
hwerpunk�

tes. Der Ortsvektor des S
hwerpunktes sei

R = se

0

3

(5.86)

Wir wollen hier den symmetris
hen Kreisel untersu
hen mit A = B 6= C wobei A;B und

C die Hauptträgheitsmomente bezügli
h des Stützpunktes seien. Das Moment C bezügli
h

diese Punktes ist glei
h dem Moment C bezügli
h des S
hwerpunktes. Die beiden Haupt�

trägheitsmomente A und B sind na
h dem Satz von Steiner glei
h denjenigen bezügli
h

des S
hwerpunktes plus Ms

2

.

Ganz analog wie in Abs
hnitt (5.4) zeigt man, daÿ au
h für den gestützten Kreisel die
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Abbildung 5.15: Der s
hwere symmetris
he Kreisel.

Eulers
hen Bewegungsglei
hungen

_

L

rot

=M (5.87)

gelten, wobei si
h hier der Drehimpuls und das Drehmoment der äuÿeren Kräfte auf den

ruhenden Stützpunkt beziehen. Der dritte Basisvektor e

3

zeige na
h oben. Dann bere
hnet

si
h das vom homogenen S
hwerefeld herrührende Drehmoment gemäÿ

M =

X

r

i

^ F

(a)

i

= �g

X

m

i

r

i

^ e

3

= �g

�

X

m

i

r

i

�

^ e

3

= �gMR ^ e

3

: (5.88)

Also steht M senkre
ht auf e

3

und senkre
ht auf e

0

3

. Entspre
hend ist e

3

� L

rot

= L

3

eine

Konstante der Bewegung,

_

L

3

= 0 oder L

3

= 
onst. (5.89)

Für den s
hweren symmetris
hen Kreisel ist aber au
h die Komponente des Drehimpulses

in Ri
htung der zeitabhängigen Figurena
hse e

0

3

konstant:

_

L

0

3

+ (B �A)

| {z }

=0

!

0

1

!

0

2

(5:46)

= M

0

3

= 0:

Damit ergibt si
h die weitere Konstante der Bewegung

_

L

0

3

= 0 oder L

0

3

= 
onst. (5.90)

Neben L

3

und L

0

3

ist au
h die Energie des Kreisels zeitunabhängig. Diese ist die Summe der

kinetis
hen Energie der Drehbewegung um den Stützpunkt und der potentiellen Energie im

konstanten S
hwerefeld,

E = T + V = 
onst.

T =

1

2

A(!

02

1

+ !

02

2

) +

1

2

C!

02

3

(5.91)

V = g

X

m

i

e

3

� r

i

= gMe

3

�R =Mgs e

3

� e

0

3

:

Wiederum benutzen wir Eulerwinkel, um die Orientierung des körperfesten Systems e

0

a

bezügli
h des Raumfesten Systems e

a

festzulegen. Mit L

0

3

= C!

0

3

s
hreibt si
h wegen (5.13)

die erste Konstante der Bewegung gemäÿ

L

0

3

= C(

_

 + 
os# _'): (5.92)
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Die zweite Konstante der Bewegung kann wie folgt bere
hnet werden,

L

3

= e

3

� L

rot

= e

3

� e

0

a

L

0

a

= R

3a

L

0

a

= A(R

31

!

0

1

+R

32

!

0

2

) + C!

0

3

R

33

:

Der letzte Term ist proportional zu L

0

3

und der erste ist lei
ht zu bere
hnen, wenn man

AR

33

!

0

3

addiert und wieder subtrahiert. Man �ndet

L

3

= A!

3

+ (C �A) 
os#!

0

3

= A sin

2

# _'+ L

0

3


os#: (5.93)

Die kinetis
he Energie des symmetris
hen Kreisels haben wir früher in (5.27) bere
hnet. Mit

e

3

� e

0

3

= 
os# ist au
h die potentielle Energie als Funktion des Eulerwinkels # bekannt, so

daÿ

E =

A

2

�

_

#

2

+ sin

2

# _'

2

�

+

C

2

�

_

 + 
os# _'

�

2

+Mgs 
os#: (5.94)

Für die weitere Diskussion des s
hweren symmetris
hen Kreisels ist es vorteilhaft, den La-

granges
hen Formalismus zu benutzen. Diesen werden wir in den folgenden Kapiteln ken�

nenlernen.
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