
Kapitel 5

Starre Körper

5.1 Bewegungen des starren Körpers

Wir erhalten den starren Körper aus dem im vorangehenden Kapitel behandelten System

vonN Massenpunkten, indem wir die Abstände zwishen den Massenpunkten festhalten und

N sehr groÿ wählen. Für die Konstanz der Abstände sorgen innere Kräfte F

ij

, von denen wir

annehmen, daÿ sie zentrale Potentialkräfte sind. Zu F

ij

gehört also ein Potential V

ij

(r

ij

),

welhes etwa wie in Abbildung (5.1) aussehen sollte, falls es für die Konstanz des Abstands

zwishen dem i-ten und j-ten Massenpunkt verantwortlih sein soll
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Abbildung 5.1:

Durh das Festhalten der Abstände, r

ij

= a

ij

, wird der Körper starr und behält seine Form

bei. Es wird sih herausstellen, daÿ unter gewissen Umständen ein ausgedehnter Körper

wie ein Massenpunkt behandelt werden kann. Wir haben davon shon mehrfah Gebrauh

gemaht, etwa bei der Behandlung des Keplerproblems.

Das Festhalten der Abstände der den starren Körper bildenden N Massenpunkte shränkt

1

Hier sei nur bemerkt, daÿ es den idealen starren Körper in diesem Sinne in der Natur niht gibt: er

würde eine unendlih shnelle Signalübertragung gestatten.
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die Bewegungen der Massenpunkte stark ein. Für das allgemeine N -Körperproblem benö�

tigen wir 3N Funktionen der Zeit um die zeitlihe Entwiklung des Systems im Ortsraum

vollständig zu beshreiben. Für den starren Körper sind es sehr viel weniger: seine Lage ist

durh die Lage dreier beliebiger seiner Punkte vollständig bestimmt, die niht in einer Ge�

raden liegen. Die Bedingung, daÿ der gegenseitige Abstand zweier Punkte je konstant sein

muÿ, ergibt 3 Gleihungen zwishen den 9 Koordinaten der 3 Punkte. Es sind also nur 6

Koordinaten voneinander unabhängig, mit anderen Worten:

Der frei beweglihe starre Körper hat 6 Freiheitsgrade.

Um die Lage des starren Körpers im Raum festzulegen, wählen wir zuerst im Körper einen

beliebigen Punkt O

0

. Er besitzt 3 Freiheitsgrade. Ein anderer Punkt A kann sih nur noh

auf einer Kugelober�ähe um den Punkt O

0

bewegen. Das ergibt zwei weitere Freiheitsgrade.

Ein dritter, auÿerhalb der Geraden durh O

0

und A liegender Punkt kann nunmehr um O

0

A

als Ahse nur eine Kreisbahn beshreiben. Wird der dieser Bewegung entsprehende Winkel

angegeben, so ist die Lage aller Punkte des Körpers bestimmt.

Wird der starre Körper in einem Punkt festgehalten, so sprehen wir von einem Kreisel ;

dieser besitzt nur noh die 3 Freiheitsgrade der Drehungen um den festgehaltenen Punkt.

Werden zwei Punkte festgehalten, so sind nur noh Drehungen um eine die beiden Punk�

te verbindende Ahse erlaubt. Es handelt sih dann um ein physikalishes Pendel mit 1

Freiheitsgrad.

5.1.1 Translationen des starren Körpers

Mit unseren Annahmen an die inneren Kräfte können wir gemäÿ Abshnitt (3.2) die Shwer�

punktsbewegung abspalten, ähnlih wie beim 2-Körperproblem. Die Bewegung des Shwer�

punktes ist gleih der Bewegung eines �ktiven Punktteilhens mit der Masse M des starren

Körpers, siehe Abbildung (5.2).

-

e

1

e

1

e

2

e

2

e

3

e

3

6

+

�

-

6

+

�

M

R R

-

6

+

e

1

e

2

e

3

Abbildung 5.2: Zur Bewegung des Shwerpunktes

Die Impulsänderung dieses �ktiven Teilhens ist gleih der Summe der angreifenden äuÿeren
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Kräfte,

M

�

R = F

(a)

; (5.1)

seine Drehimpulsänderung gleih dem von allen äuÿeren Kräften erzeugten Drehmoment,

_

L

trans

�

d

dt

�

R ^P

�

= R ^ F

(a)

(5.2)

und die kinetishe Energie der Shwerpunktsbewegung ist

T

trans

=

1

2

M

_

R

2

: (5.3)

Kann die auf das i-te Teilhen wirkende äuÿere Kraft aus einem Potential abgeleitet werden,

F

(a)

i

= �r

i

V

(a)

i

(r

i

), dann gilt auh der der Energieerhaltungssatz für die Shwerpunktsbe�

wegung,

E

trans

= T

trans

+ V

(a)

= onst. mit V

(a)

=

X

V

(a)

i

: (5.4)

Ist die Summe der äuÿeren Kräfte Null, dann bewegt sih der Shwerpunkt gleihmäÿig

geradlinig.

5.1.2 Drehbewegungen

Da die Bewegung des Shwerpunktes separat behandelt werden kann, genügt es vollkom�

men, die Bewegung des starren Körpers im Shwerpunktsystem zu untersuhen. Der Ur�

sprung dieses Systems ist der Shwerpunkt und die Ahsen sind parallel zu den Ahsen in

einem Inertialsystem, siehe Abbildung (5.2). In Abwesenheit von äuÿeren Kräften ist das

Shwerpunktsystem ein Inertialsystem. Der Gesamtdrehimpuls L ist gleih dem Drehim�

puls der Shwerpunktsbewegung L

trans

plus dem Drehimpuls im Shwerpunktsystem L

rot

.

Die Gesamtenergie E ist die Energie der Shwerpunktsbewegung E

trans

plus diejenige im

Shwerpunktsystem E

rot

, siehe Abshnitt (4.1).

Wegen der eingeshränkten Bewegungsmöglihkeit der Konstituenten eines starren Körpers

lassen sih die Ausdrüke für die kinetishe Energie und den Drehimpuls im Shwerpunkt�

system vereinfahen. Starr sein heiÿt ja, daÿ wir im Körper einen Ursprung O

0

und eine

kartesishe Basis e

0

a

markieren können und das relativ zu diesem System die Koordinaten

aller Teilhen des starren Körpers zeitlih konstant sind. Man läÿt den Ursprung O

0

dieses

Systems zwekmäÿig mit dem Massenmittelpunkt (Shwerpunkt) zusammenfallen

2

. Das so

konstruierte Koordinatensystem ist das am Shwerpunkt verankerte körperfeste System. Es

ist niht identish mit dem Shwerpunktsystem. Die Basisvektoren des Shwerpunktsystems

sind fest gegenüber den Ahsen eines Inertialsystems während die Ahsen im körperfesten

System mit dem starre Körper rotieren.

Also haben wir zwei Bezugssysteme:

� Das Shwerpunktsystem mit dem Ursprung im Shwerpunkt und einem raumfesten

Dreibein e

a

als Basis. Bei Abwesenheit von äuÿeren Kräften ist dies ein Inertialsystem.

Ein Punkt des starren Körpers hat in diesem System zeitabhängige Koordinaten, x

a

=

x

a

(t).

2

Wird ein Punkt des starren Körpers festgehalten, so wählt man diesen als Ursprung O

0

, siehe unten.
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� Das körperfeste Koordinatensystem mit dem Ursprung ebenfalls im Shwerpunkt und

gegenüber dem Shwerpunktsystem mit-rotierenden Basisvektoren e

0

a

(t). Jeder Punkt

des starren Körpers hat zeitunabhängige Koordinaten x

0

a

bezüglih der mitrotierenden

Basis.

-
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Abbildung 5.3: Ein starrer Körper bezüglih des Shwerpunktsystems und des am Shwer�

punkt verankerten körperfesten Koordinatensystems.

Wir entwikeln den Ortsvektor eines Punktes im starren Körper bezüglih der beiden Basen,

r(t) = x

a

(t)e

a

= x

0

a

e

0

a

(t): (5.5)

Die Basisvektoren e

0

a

(t) des körperfesten Systems beshreiben eine Drehung im Shwerpunkt�

system genauso wie die Koordinaten x

a

(t) im Shwerpunktsystem eine Drehung gegenüber

denjenigen im körperfesten System beshreiben,

e

0

a

(t) = e

b

R

ba

(t); oder x

a

(t) = R

ab

(t)x

0

b

: (5.6)

Wir haben früher bewiesen, daÿ die in�nitesimalen Drehungen 
;


0

in

_x

a

(t) =

�

_

R(t)R

�1

(t)

�

ab

x

b

(t) � 


ab

(t)x

b

(t)

_

e

0

a

(t) = e

0

b

(t)

�

R

�1

(t)

_

R(t)

�

ba

� e

0

b

(t) 


0

ba

(t) (5.7)

antisymmetrish sind. Des weiteren ist




0

= R

�1


R;

wobei alle auftretenden Matrizen zeitabhängig sind

3

.

Damit nehmen die Geshwindigkeiten bezüglih der beiden Systeme die einfahe Form

_

r = e

a




ab

x

b

= e

0

a




0

ab

x

0

b

(5.8)

an. Parametrisieren wir die shiefsymmetrishe in�nitesimale Drehung 
 wie früher gemäÿ




ab

= ��

ab

!



, was sih in Matrixform folgendermaÿen shreibt,


 =

0

�

0 �!

3

!

2

!

3

0 �!

1

�!

2

!

1

0

1

A

; bzw. 


0

=

0

�

0 �!

0

3

!

0

2

!

0

3

0 �!

0

1

�!

0

2

!

0

1

0

1

A

; (5.9)

3

Um die Notation einfah zu halten, werden wir diese t-Abhängigkeit niht immer explizit mahen.
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Abbildung 5.4: Eulershe Winkel

und führen den Drehvektor

w = !

a

e

a

= !

0

a

e

0

a

; !

a

= R

ab

!

0

b

ein, dann hat der Punkt des starren Körpers mit Ortsvektor r

i

die Geshwindigkeit

_

r

i

= w ^ r

i

: (5.10)

Je nah Situation ist es vorteilhaft die rehte Seite im Shwerpunktsystem oder im körperfe�

sten System auszuwerten.

5.1.3 Eulershe Winkel

Jede Drehung ist durh die drei Eulershen Winkel ';  und #, die die Rihtung der Ahsen

des körperfesten Systems relativ zu einem Inertialsystem festlegen, bestimmt. Zur De�nition

der Eulershen Winkel betrahten wir die Abbildung (5.4). Die von e

1

und e

2

aufgespannte

Ebene und die von e

0

1

und e

0

2

aufgespannte Ebene shneiden sih in der Knotenlinie K; ihrer

Rihtung wird der Einheitsvektor e

K

zugeordnet. Die Winkel sind dann folgendermaÿen

de�niert:

' : Winkel zwishen x

1

-Ahse und K

 : Winkel zwishen K und der x

0

1

-Ahse (5.11)

# : Winkel zwishen x

3

und x

0

3

Ahse.

Jede Drehung der Inertialbasis in die körperfeste Basis kann also in drei Shritten vorgenom�

men werden:
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1. einer Drehung um die e

3

-Ahse mit dem Winkel ',

2. einer anshlieÿenden Drehung um die neue e

1

Ahse mit dem Winkel #,

3. und einer darau�olgenden Drehung um die neue e

3

Ahse mit Winkel  .

Die erste Drehung um n = e

3

mit dem Winkel ' transformiert nah (2.44) die Basisvektoren

gemäÿ

e

0

1

= e

1

os'+ e

2

sin' ; e

0

2

= �e

1

sin'+ e

2

os' ; e

0

3

= e

3

:

Die zweite Drehung um e

0

1

mit Winkel # gemäÿ

e

00

1

= e

0

1

; e

00

2

= e

0

2

os#+ e

0

3

sin# ; e

00

3

= �e

0

2

sin#+ e

0

3

os#;

und die dritte um e

00

3

mit Winkel  

e

000

1

= e

00

1

os + e

00

2

sin ; e

000

2

= �e

00

1

sin + e

00

3

os ; e

000

3

= e

00

3

Diese drei Drehungen de�nieren nah (5.6) entsprehende Drehmatrizen R(e

3

; '); R(e

1

; #)

und R(e

3

;  ) und führen, da die Gesamtdrehung als Produkt der drei Drehungen de�niert

wurde, auf die Drehmatrix

R( '; #;  ) = R(e

3

; ')R(e

1

; #)R(e

3

;  )

=

0

�

os' � sin' 0

sin' os' 0

0 0 1

1

A

0

�

1 0 0

0 os# � sin#

0 sin# os#

1

A

0

�

os � sin 0

sin os 0

0 0 1

1

A

(5.12)

=

0

�

os' os � sin' os# sin � sin' os# os � os' sin sin' sin#

sin' os + os' os# sin os' os# os � sin' sin � os' sin#

sin# sin sin# os os#

1

A

:

Die erste Drehung steht links, die zweite in der Mitte und die dritte rehts. Diese Reihenfolge

rührt daher, daÿ in (5.6) die Drehmatrix von rehts auf die Basisvektoren wirkt.

Jede Bewegung des starren Körpers im Shwerpunktsystem ist durh die Zeitabhängigkeit

der Eulershen Winkel gegeben. Zu jedem Zeitpunkt ist dies eine Drehung um die Ahse,

de�niert durh den momentanen Drehvektor w (Vektor der Winkelgeshwindigkeit). Der

Betrag ! von w bestimmt wie shnell um diese Ahse gedreht wird. Mit Hilfe von (5.7)

können wir nun die in�nitesimalen Drehungen 
 oder äquivalent dazu die Komponenten

w im Shwerpunktsystem beziehungsweise im körperfesten System berehnen. Wir �nden

folgenden Zusammenhang zwishen dem Komponenten des Drehvektors w einerseits und

den Eulershen Winkeln und deren Zeitableitungen anderseits,

(!

a

) =

0

�

os'

_

#+ sin' sin#

_

 

sin'

_

#� os' sin#

_

 

_'+ os#

_

 

1

A

; (!

0

a

) =

0

�

os 

_

#+ sin sin# _'

� sin 

_

#+ os sin# _'

_

 + os# _'

1

A

(5.13)

Die drei speziellen Drehungen, bei denen jeweils zwei EulersheWinkel festgehalten werden,

haben die Form,

d' = d = 0 : w

#

=

_

#e

K

d = d# = 0 : w

'

= _'e

3

(5.14)

d# = d' = 0 : w

 

=

_

 e

0

3

:
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Im ersten Fall drehen wir um die Knotenlinie, also um den Vektor

e

K

= os e

0

1

� sin e

0

2

; (5.15)

im zweiten Fall um die e

3

-Ahse und im dritten um die e

0

3

-Ahse.

5.2 Rotationsenergie und Trägheitstensor

Es ist zu vermuten, daÿ das Trägheitsverhalten eines starren Körpers, der ja eine unverän�

derlihe Gestalt hat, niht nur von seiner Gesamtmasse M bestimmt wird, sondern auh

von Gröÿen, in welhe die relative Lage und die Massenzahlen der einzelnen Massenpunkte

des Körpers eingehen. Wir werden sehen, daÿ zusätzlih zu M nur sehs solher von der

Gestalt und Massenverteilung des starren Körpers abhängigen Zahlen nötig sind, um seine

Trägheitseigenshaften vollständig in einem beliebigen körperfesten Koordinatensystem zu

beshreiben.

Für die kinetishe Energie im Shwerpunktsystem �nden wir mit (5.10) den einfahen Aus�

druk

T

rot

�

1

2

X

m

i

_

r

2

i

=

1

2

X

m

i

�

w ^ r

i

�

2

: (5.16)

Die gesamte kinetishe Energie des starren Körpers ist dann die Summe aus der kinetishen

Energie T

trans

seiner Shwerpunktsbewegung und der Energie T

rot

der Drehbewegung seiner

Konstituenten um den gemeinsamen Shwerpunkt, T = T

trans

+ T

rot

: Wir werten T

rot

im

körperfesten KS mit den kartesishen Koordinaten x

0

a

aus. Wegen

(w ^ r)

2

=

X

ab

�

r

2

Æ

ab

� x

0

a

x

0

b

�

!

0

a

!

0

b

;

shreibt sih die kinetishe Energie der Rotation wie folgt

T

rot

=

1

2

X

ab

�

0

ab

!

0

a

!

0

b

; wobei �

0

ab

=

X

i

m

i

�

r

02

i

Æ

ab

� x

0

ia

x

0

ib

�

(5.17)

o�enbar die Trägheit des starren Körpers gegenüber Drehungen beshreibt. Diese Trägheit

ist also niht wie bei der Translationsbewegung einzelner Massenpunkte durh eine Zahl,

nämlih die träge Masse, harakterisiert, sondern man benötigt auh die Lagen der Massen�

punkte bezüglih des Ursprungs und hat die neun Gröÿen�

0

ab

zu bilden, von denen allerdings

nur sehs voneinander unabhängig sind. Wir nennen deshalb �

0

ab

den Trägheitstensor des

starren Körpers.

Zur Verdeutlihung stellen wir den Trägheitstensor noh in Matrixshreibweise dar,

(�

0

ab

) =

N

X

i=1

m

i

0

�

y

2

i

+ z

2

i

�x

i

y

i

�x

i

z

i

�y

i

x

i

x

2

i

+ z

2

i

�y

i

z

i

�z

i

x

i

�z

i

y

i

x

2

i

+ y

2

i

1

A

0

; (5.18)

wobei der Strih bedeutet, daÿ die Koordinaten im körperfesten System gemeint sind. Er ist

ein Tensor, da er sih bei Transformationen des Koordinatensystems wie das Produkt zweier

Vektoren verhält, was sih aus seiner De�nition (5.17) ergibt.
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Man kann die kinetishen Energie natürlih auh im Shwerpunktsystem auswerten. Das

entsprehende Resultat lautet

T

rot

=

1

2

X

ab

�

ab

!

a

!

b

; mit �

ab

=

X

i

m

i

(r

2

i

Æ

ab

+ x

ia

x

ib

):

Die beiden Koordinatensysteme sind über eine t-abhängige Drehung verbunden, x

a

= R

a

x

0



,

so daÿ

�

ab

(t) = R

a

(t)R

ad

(t)�

0

d

bzw. �(t) = R(t)�

0

R

T

(t): (5.19)

Im Shwerpunktsystem ist der Trägheitstensor zeitabhängig, da die Drehungen zeitabhängig

sind. Deshalb ist es meist vorteilhaft im körperfesten System zu rehnen.

Für einen Festkörper bestehend aus etwa 10

24

Teilhen sind in einem makroskopish kleinen

aber mikroskopish groÿen Volumen �V mit einem Durhmesser von � 10

�6

m etwa 10

5

Atome enthalten. Wie in Abshnitt (4.1.1) gehen wir deshalb von der diskreten zur makro�

skopish kontinuierlihen Beshreibung des starren Körpers über und ersetzen die Massen

im kleinen Volumen �V

i

durh �(r

i

)�V

i

, wobei �(r

i

) die mittlere Massendihte im betrah�

teten Volumenelement ist. Dann ist der Trägheitstensor durh folgendes Integral über das

Volumen des starren Körpers gegeben,

�

0

ab

=

Z

V

0

d

3

r

0

�(r

0

)

�

r

02

Æ

ab

� x

0

a

x

0

b

�

: (5.20)

Das Element �

0

11

nennt man Trägheitsmoment der Massenverteilung um die e

0

1

-Ahse; ent�

sprehend�

0

22

und�

0

33

. Für die nihtdiagonalen Elemente sind die Namen Trägheitsprodukte,

Zentrifugalmomente oder Deviationsmomente im Gebrauh.

Wenn das Shwerpunktsystem relativ zum Laborsystem eine Geshwindigkeit

_

R = u

a

e

a

aufweist, dann beträgt die gesamte kinetishe Energie im Laborsystem

T = T

trans

+ T

rot

=

1

2

Mu

a

u

a

+

1

2

�

ab

!

a

!

b

=

1

2

Mu

a

u

a

+

1

2

�

0

ab

!

0

a

!

0

b

:

Bei einem Objekt, das am Boden entlangrollt, gibt es einen geometrishen Zusammenhang

zwishen u und !. So ist für eine Rad mit Radius R die Geshwindigkeit des Shwerpunktes

gleih !R

2

. In solhen Fällen kann die kinetishe Energie auh über ! allein ausgedrükt

werden.

Wenn ein rotationssymmetriher Körper, zum Beispiel ein homogener Kreiszylinder, eine

Rampe mit Neigung � herunterrollt, können wir seine Beshleunigung aus der Energieerhal�

tung berehnen. Es zeige e

0

3

in Rihtung der Symmetrieahse des Körpers, welhe mit der

-

6

�

e

3

R

M

�

q

_

R = u

a

e

a

s

Abbildung 5.5: Zylinder, der eine geneigte Ebene herunterrollt
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Drehahse übereinstimme. Dann ist die kinetishe Energie der Rotation

T

rot

=

1

2

!

2

X

i

m

i

r

2

i

=

1

2

C!

2

; (5.21)

wobei r

i

der Abstand des Massenelementes m

i

von der Drehahse bezeihnet. Wir werden

später sehen, wie das Trägheitsmoment C � �

33

zu berehnen ist. Ist u der Betrag der

Shwerpunktsgeshwindigkeit, dann ist für einen rollenden Zylinder ! = u=R und deshalb

T =

1

2

C!

2

+

1

2

Mu

2

=

1

2

�

C

R

2

+M

�

u

2

:

In einem kurzen Zeitintervall dt verändert sih dann die kinetishe Energie um

dT =

�

C

R

2

+M

�

udu:

Eine entsprehende Änderung erfährt auh die potentielle Energie im Shwerefeld. Während

dt legt der rollende Zylinder eine Streke udt parallel zur Ober�ähe der shiefen Ebene

zurük, was mit eine Verringerung der Höhe um �u sin �dt verbunden ist. Also folgt

dV = �Mgu sin � dt:

Mit der Energieerhaltung d(T + V ) = 0 gilt dann

�

C

R

2

+M

�

udu�Mgu sin � dt = 0;

also

du

dt

=

MR

2

C +MR

2

g sin �:

Für einen homogene Zylinder ist C =

1

2

MR

2

und für eine homogene Kugel 2MR

2

=5, so daÿ

du

dt

�

�

�

Kreiszyliner

=

2

3

g sin � und

du

dt

�

�

�

Kugel

=

5

7

g sin �:

Interessanterweise hängen diese Ergebnisse weder von der Masse des Zylinders oder der Kugel

noh von ihren Radien ab. Die Notwendigkeit des Aufbringens von kinetisher Energie der

Rotation führt immer zu einer geringeren translatorishen Beshleunigung, als wenn das

Objekt einfah reibungsfrei die shiefe Ebene hinunterrutsht. Die Rotationsträgheit wirkt

e�ektiv wie eine Art Bremse für die Bewegung.

In den zwanziger Jahren verwendete man Motorgeneratoren mit groÿen Shwungrädern, die

Ilgner-Umformer, zum Abfangen von Lastspitzen in Walzwerken und bei Fördermashinen.

1924 lieferte die AEG einen Ilgner-Umformer, dessen Shwungrad einen Durhmesser von

4 m, eine Breite von 1 m und ein Gewiht von 50 t hatte. Das Trägheitsmoment von C =

193 760 kg m

2

kam demjenigen eines Kreisrings mit demselben Radius nahe, da für einen

Kreisring mit Radius R gilt

C =

X

m

i

r

2

i

r

i

=R

= MR

2

= 200 000 kg m

2
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Die maximale Drehzahl des Shwungrads betrug 750 rpm (revolutions per minute, Umdre�

hungen je Minute), was einem maximalen Energieinhalt von

T

rot

=

1

2

C!

2

= 0:5 � 193 760 � (2� � 750=60)

2

J = 5:9810

8

J � 166 kWh

entspriht. Ein weiteres eindrukvolles Beispiel eines Shwungradenergiespeihers be�ndet

sih am National Magneti Laboratory des MIT. Dort gibt es zwei Shwungräder, jedes mit

einer Masse von 77 t und einem Radius von 2:4 m. Die Umdrehungsgeshwindigkeit jedes

der Shwungräder liegt bei 390 rpm. Die Shwungräder am MIT können in guter Näherung

als homogene Sheiben behandelt werden, so daÿ jedes Rad ein Trägheitsmoment von

C =

1

2

MR

2

� 2� 10

5

kg m

2

hat. 390 rpm entsprehen etwa 40 rad/s und man errehnet für jedes Rad eine kinetishe

Rotationsenergie von

T

rot

=

1

2

C!

2

� 1:6� 10

8

J � 44 kWh:

Die Räder sind so konzipiert, daÿ sie in 5 s von 390 auf 300 rpm abgebremst werden können

um als Kraftquelle zu dienen. Dem entspriht eine Leistungsausbeute von etwa 15 MW.

Niht unerwähnt bleiben soll die Verwendung des Shwungrades bei Spielzeugen wie zum

Beispiel Kreisel, Jo-Jo und Diabolo. Bevor die handelsüblihen Trokenbatterien auf dem

Markt waren, wurden Spielzeugautos neben Speiherfedern vorwiegend mit Shwungrad�

energiespeihern angetrieben.

5.2.1 Eigenshaften des Trägheitstensors, Beispiele

Der Trägheitstensor hat folgende Eigenshaften:

� Es handelt sih um einen symmetrishen Tensor. Damit kann er auf Hauptahsen trans�

formiert werden, d.h. es gibt ein körperfestes kartesishes Basissystem, die Hauptahsen

des Tensors, in dem er Diagonalgestalt hat:

(�

0

ab

) =

0

�

A 0 0

0 B 0

0 0 C

1

A

: (5.22)

Die reellen Eigenwerte A;B und C heiÿen Hauptträgheitsmomente.

� Die Hauptträgheitsmomente sind nihtnegativ und genügen der Ungleihung

A+B � C (5.23)

und zyklish. Dies folgt unmittelbar nah Transformation auf die Hauptahsen,

A+B =

X

i

m

i

(x

02

i

+ y

02

i

+ 2z

02

i

) und C =

X

i

m

i

(x

02

i

+ y

02

i

):
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Die Ungleihung (5.23) wird zu einer Gleihung genau dann, wenn der starre Körper

in einer Ebene senkreht zur dritten Hauptahse liegt. Die Gleihung

A+B = C für �ahe Objekte (5.24)

ist als Theorem der senkrehten Ahsen bekannt.

Als einfahes Beispiel betrahten wir eine homogene Sheibe mit MasseM und Radius

R und berehnen ihr Trägheitsmoment in Bezug auf eine Rotationsahse in Rihtung

eines Durhmessers, sagen wir der e

1

- Ahse in der Abbildung (5.6).

6

-

�

O

e

2

e

3

e

1

�m

Abbildung 5.6: Ein �aher Körper, für den C = A+B gilt.

Wir wissen, daÿ das Trägheitsmoment in Bezug auf jeden Durhmesser denselben Wert

hat. Das Trägheitsmoment C bei Rotation der Sheibe um die Ahse senkreht zur

Sheibe durh ihren Mittelpunkt ist leiht zu berehnen: Ist � die Flähenmassendihte

der Sheibe, so folgt

C = �

Z

R

0

r

0 2

r

0

dr

0

d'

0

| {z }

dx

0

1

dx

0

2

=

�

2

�R

4

=

1

2

MR

2

:

Damit können wir ansetzen

A+B = 2A = C =

1

2

MR

2

=) A =

1

4

MR

2

:

� Der Trägheitstensor ist additiv, d.h. er ist die Summe der Trägheitstensoren seiner

Teile, freilih bezogen auf den gleihen Punkt.

� Im Allgemeinen untersheiden sih die Trägheitstensoren im mitbewegten und raumfe�

sten System. Sind aber alle Hautträgheitsmomente gleih, A = B = C, so ist �

0

= A1l

und entsprehend

� = R�

0

R

T

= �

0

= A1l:

Insbesondere haben starre Körper mit A = B = C auh im Shwerpunktsystem einen

zeitunabhängigen Trägheitstensor. Sind zwei Hauptträgheitsmomente gleih, A = B 6=

C, dann ist

� = �

0

=

0

�

A 0 0

0 A 0

0 0 C

1

A

() R =

0

�

os' � sin' 0

sin' os' 0

0 0 1

1

A

;

d.h. der Trägheitstensoren im mitbewegten und raumfesten System sind genau dann

gleih, wenn der Körper um die dritte Ahse mit Hauptträgheitsmoment C dreht. Beim
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Beweis benutzt man die allgemeine Beziehung (5.19) zwishen den Trägheitstensoren�

und�

0

. Die Forderung nah Gleihheit der Trägheitstensoren lautet dann�

0

R = R� =

R�

0

: Mit der obigen Form für die Matrix �

0

folgt dann, daÿ R eine Drehung um die

dritte Ahse sein muÿ. Wir haben diese Eigenshaft shon früher bei der Behandlung

des die shiefe Ebene hinunterrollenden Zylinders benutzt, siehe (5.21).

Oft benötigt man den Trägheitstensor �

0 

bezüglih eines Punktes R + , der gegenüber

dem Shwerpunkt um den Vektor  vershoben ist.

O

�

R

Æ

r

0

:



I

r

00

Shwerpunkt

R

Abbildung 5.7: Zum Steinershen Satz.

Es gilt der Steinershe Satz

�

0 

ab

= �

0

ab

+M(

2

Æ

ab

� 

a



b

): (5.25)

Daraus folgt, daÿ das Trägheitsmoment eines Körpers um eine Ahse durh den beliebigen

Punkt O gleih seinem Trägheitsmoment um die parallele Ahse durh den Shwerpunkt ist,

vermehrt um Ms

2

, wobei s der Abstand der beiden Ahsen ist. Das Trägheitsmoment wird

bei fester Ahsenrihtung minimal wenn die Ahse durh den Shwerpunkt geht.

Der Beweis von (5.25) ist einfah: Gemäÿ Abbildung (5.7) ist x

00

a

= x

0

a

�

a

und entsprehend

gilt

�

0 

ab

=

X

m

i

�

x

00

ip

x

00

ip

Æ

ab

� x

00

ia

x

00

ib

�

=

X

m

i

�

x

0

ip

x

0

ip

Æ

ab

� x

0

ia

x

0

ib

�

+M

�



2

Æ

ab

� 

a



b

�

;

wobei wir wieder einmal von

P

m

i

x

0

ia

= 0 Gebrauh mahten. Wir legen nun e

0

1

in die

Rotationsahse. Liegt der Shwerpunkt in der Rotationsahse, dann ist das Trägheitsmoment

�

0

11

. Geht sie durh R + , dann ist das Trägheitsmoment gleih �

0

11

+M(

2

2

+ 

2

3

). Aber

s

2

� 

2

2

+ 

2

3

ist genau das Quadrat des Abstands der beiden Drehahsen voneinander.

Für Körper mit Symmetrieahsen ist es oft möglih die Hauptahsen und Trägheitsmomente

explizit anzugeben. In der folgenden Abbildung haben wir einige typishe Beispiele skizziert.

Die Körper haben eine homogene Massendihte �, eine GesamtmasseM und die angegebenen

Trägheitsmomente beziehen sih auf den Shwerpunkt. Die Gröÿen A;B und C sind die

Hauptträgheitsmomente um die in der Abbildung (5.8) eingezeihneten Ahsen 1; 2 und 3.
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Abbildung 5.8: Zu den Trägheitsmomenten ausgewählter Körper.

1. Drei gleihshwere Massenpunkte an den Eken eines gleihseitigen Dreieks:

(A;B;C) =

ML

2

2

�

1; 1; 2

�

:

2. Dünner Stab der Länge L:

(A;B;C) =

ML

2

12

�

1; 0; 1

�

:

3. Dünne Sheibe mit Radius R:

(A;B;C) =

MR

2

4

�

1; 1; 2

�

:

4. Vollkugel mit Radius R:

(A;B;C) =

2MR

2

5

�

1; 1; 1

�

:

5. Gerader Kreiskegel mit Grund�ähe �R

2

und Höhe h:

(A;B;C) =

3MR

2

20

�

1 +

h

2

4R

2

; 1 +

h

2

4R

2

; 2

�

:
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6. Gerader Kreiszylinder mit Radius R und Höhe h:

(A;B;C) =

MR

2

12

�

3 +

h

2

R

2

; 3 +

h

2

R

2

; 6

�

:

7. Kubus mit Kantenlänge L:

(A;B;C) =

ML

2

6

�

1; 1; 1

�

:

8. Quader mit Kantenlängen L

1

; L

2

; L

3

:

(A;B;C) =

M

12

�

L

2

2

+ L

2

3

; L

2

1

+ L

2

3

; L

2

1

+ L

2

2

�

:

Wir skizzieren die Berehnung des Trägheitsmomentes A für den Kreiskegel. Wir setzen den

Koordinatenursprung in den Shwerpunkt, so daÿ die Kegelober�ähe durh die Gleihung

r �

p

x

2

+ y

2

=

R

h

�

z +

3h

4

�

(5.26)

de�niert ist. Bei konstanter Massenbelegung ist die Kegelmasse

M = � � V =

�

3

�hR

2

:

Wir berehnen zuerst den Beitrag einer Shiht mit konstantem z zum Trägheitsmoment A,

�

Z

(y

2

+ z

2

)r

0

dr

0

d' = �

Z

(r

02

sin

2

'+ z

2

)r

0

dr

0

d' = ��(

r

4

4

+ z

2

r

2

);

wobei wir die obere Integrationsgrenze r aus (5.26) eingesetzt haben. Die anshlieÿende

Integration über z von �3h=4 bis h=4 ergibt

��

R

2

h

80

(4R

2

+ h

2

):

Mit dem obigen Ausdruk für die Masse des Kreiskegels erhalten wir folgende Hauptträg�

heitsmomente bezüglih des Shwerpunktes,

A = B =

3M

80

(4R

2

+ h

2

);

wie in der obigen Liste angegeben. Vershieben wir die Drehahse 1 parallel zu sih selbst

bis sie durh den Kegelspitze geht, dann ist nah dem Steinershen Satz das entsprehende

Trägheitsmoment

A =

3MR

2

20

�

1 +

4h

2

R

2

):

Für alle angebenden Körper mit Ausnahme des Quaders sind mindestens zwei Hauptträg�

heitsmomente gleih. Solhe Körper nennt man symmetrishe Kreisel . Für einen symmetri�

shen Kreisel mit A = B vereinfaht sih die kinetishe Energie der Rotation,

T

rot

=

A

2

�

_

#

2

+ sin

2

# _'

2

�

+

C

2

�

_

 + os# _'

�

2

: (5.27)

Sind alle drei Hauptträgheitsmomente voneinander vershieden, dann spriht man vom un�

symmetrishen Kreisel , sind dagegen alle drei gleih, dann handelt es sih um den Kugelkrei�

sel. Die Vollkugel oder der Kubus sind Kugelkreisel. Für A = B = C ist die Rotationsenergie

T

rot

=

1

2

�

0

ab

!

0

a

!

0

b

=

A

2

�

_'

2

+

_

#

2

+

_

 

2

+ 2 os# _'

_

 

�

(5.28)
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5.3 Drehimpuls und kräftefreie symmetrishe Kreisel

Wir sehen uns jetzt den Drehimpulssatz genauer an. Im allgemeinen ist der Trägheitstensor

nur im körperfesten Koordinatensystem konstant, so daÿ es notwendig ist, die Bewegungs�

gleihung, d.h. in erster Linie die Zeitableitung des Drehimpulses L

rot

auf das körperfeste

System umzurehnen.

Der Drehimpuls des Kreisels bezüglih seines Shwerpunktes ist

L

rot

=

X

m

i

r

i

^

_

r

i

; (5.29)

und kann mit Hilfe von

_

r

i

= w ^ r

i

und

r ^ (w ^ r) =

X

ab

e

a

�

r

2

Æ

ab

� x

a

x

b

�

!

b

=

X

ab

e

0

a

�

r

02

Æ

ab

� x

0

a

x

0

b

�

!

0

b

wie folgt geshrieben werden,

L

rot

= e

a

�

ab

!

b

= e

0

a

�

0

ab

!

0

b

: (5.30)

Die Komponenten des Drehimpulses im Shwerpunkt- bzw. mitrotierenden System hängen

linear von den Kreisfrequenzen ab,

L

a

= �

ab

!

b

und L

0

a

= �

0

ab

!

0

b

; L

a

= R

ab

(t)L

0

b

(t): (5.31)

5.3.1 Poinsot-Darstellung der Trägheitsdrehbewegung

Sind die äuÿeren Kräfte von der Winkelgeshwindigkeit und das Drehmoment von der Trans�

lationsgeshwindigkeit unabhängig, so lassen sih Translations- und Drehbewegung gesondert

behandeln. Wir beshäftigen uns hier hauptsählih mit der letzteren. Wir betrahten zu�

nähst den im Raum frei beweglihen starren Körper oder den im Shwerpunkt unterstützten

Kreisel im homogenen Shwerefeld. In beiden Fällen vershwindet das Drehmoment bezüg�

lih des Shwerpunktes. Wenn wir auh den Luftwiderstand und die Reibung vernahlässigen,

haben wir das Problem des kräftefreien Kreisels vor uns. Für einen kräftefreien Kreisel ist

die kinetishe Energie der Rotation konstant,

T

rot

=

1

2

!

a

�

ab

!

b

=

1

2

!

0

a

�

0

ab

!

0

b

(5.32)

und die Spitze von w liegt auf dem beweglihen Poinsotshen Energieellipsoid,

E(t) =

�

!

a

�

�

!

a

�

ab

(t)!

b

= 2T

rot

	

;

das kongruent zum Trägheitsellipsoid E

0

ist

E(t) = R(t)E

0

; E

0

=

�

!

0

b

�

�

!

0

a

�

0

ab

!

0

b

= 2T

rot

	

:

Aus der Erhaltung des Drehimpulses im Shwerpunktsystem und

w � L

rot

= 2T

rot

= onst.; (5.33)

folgt, daÿ die Spitze des Drehvektors w auh noh in einer invariablen Ebene liegt welhe

senkreht zu L

rot

ist, siehe die Abbildung (5.9).
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invariable Ebene

6

Æ

�

O

L

rot

e

0

3

P

w

6

�

℄

O

e

0

3

P

L

rot

w

Abbildung 5.9: Zur Poinsotshen Darstellung der Bewegung für den verlängerten und ab�

geplatteten Trägheitsellipsoid. e

0

3

zeigt in Rihtung der Figurenahse.

Wir zeigen nun, daÿ die invariable Ebene und der Poinsotshe Ellipsoid genau einen ge�

meinsamen Punkt haben und sih deshalb in diesem Punkte berühren müssen. Dazu nehmen

wir an, daÿ w und m beide in der Shnittmenge von Ebene und Ellipsoid liegen,

w;m 2 invariabler Ebene \ E(t);

und beweisen, daÿ dann w = m gelten muÿ. Es seien !

a

und m

a

die zu w und m gehörigen

Koordinatentripel. Dann gilt

(!

a

�m

a

)�

ab

(!

b

�m

b

) = !

a

�

ab

!

b

� 2!

a

�

ab

m

b

+m

a

�

ab

m

b

(5:33)

= 2T

rot

� 2w � L

rot

+ 2T

rot

= 0:

Sind alle Hauptträgheitsmomente positiv, so ist � invertierbar und damit folgt in der Tat

w = m. Die Spitze von w ist der Berührpunkt zwishen invariabler Ebene und Energieellipso�

id. Die Gröÿe der Winkelgeshwindigkeit ist durh den Abstand zwishen dem festen Punkt

O und dem Berührpunkt P gegeben. Der Berührpunkt hat als Punkt auf der Drehahse die

Geshwindigkeit Null, und die Bewegung von w kann deshalb durh das Abrollen des Ener�

gieellipsoids auf der invariablen Ebene erhalten werden. Der kräftefreie Kreisel bewegt sih

so, daÿ das körperfeste Poinsotshe Ellipsoid auf der invariablen Ebene abrollt, ohne zu

gleiten. Man nennt die Bahn, welhe die Spitze von w auf der invariablen Ebene beshreibt

die Spurbahn, die entsprehende Bahn auf dem Energieellipsoid bezeihnet man als Polbahn.

5.3.2 Kräftefreie symmetrishe Kreisel

Für den symmetrishen Kreisel sind zwei Hauptträgheitsmomente gleih, zum Beispiel A =

B. Der körperfeste Basisvektor e

0

3

zeige in Rihtung der Figurenahse des symmetrishen

Kreisels, also in Rihtung der dritten Hauptahse mit Hauptträgheitsmoment C.

Wegen A = B ist der Trägheitsellipsoid E

0

rotationssymmetrish. Beim Abrollen des Ellipso�

ids auf der invariablen Ebene entstehen deshalb Kreise, d.h. w hat einen konstanten Betrag
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und beshreibt einen Kegel um L, der als Spurkegel oder Rastpolkegel bezeihnet wird. Die

Bewegung der Symmetrieahse des Kreisels nennt man Nutation. w beshreibt einen Kegel

um diese Symmetrieahse, der als Gangpolkegel bezeihnet wird.

Wir wählen e

3

in Rihtung des konstanten Drehimpulses L

rot

,

L

rot

= `e

3

bzw. L

a

= `Æ

a3

: (5.34)

Dann �nden wir für die (zeitabhängigen) Komponenten des Drehimpulses im körperfesten

System

(L

0

a

) = (L

b

R

ba

)

(5:34)

= (`R

3a

) = `

0

�

sin# sin 

sin# os 

os#

1

A

: (5.35)

Der Zusammenhang zwishen den Komponenten des Drehvektors und denjenigen des Dre�

himpulses ist L

0

a

= �

0

ab

!

0

b

und hat ausgeshrieben folgende Form

` sin# sin = A!

0

1

= A os 

_

#+A sin sin# _'

` sin# os = A!

0

2

= �A sin 

_

#+A os sin# _' (5.36)

` os# = C!

0

3

= C

_

 + C os# _':

Multiplizieren wir die erste Gleihung mit os und die zweite mit sin und bilden die

Di�erenz der entstehenden Gleihungen, so erhalten wir A

_

# = 0, oder

# = #

0

= onst: (5.37)

Benutzen wird dies wieder in den ersten beiden Gleihungen, so ergibt sih ` = A _', also

'(t) =

`

A

t+ '

0

: (5.38)

Setzen wir diese Resultate für ' und # in die letzte Gleihung in (5.36) ein, dann folgt

 (t) = ` t os#

0

�

1

C

�

1

A

�

+  

0

: (5.39)

Deshalb sind für den kräftefreien symmetrishen Kreisel alle Eulershen Winkel, und da�

mit die Drehung vom Shwerpunktsystem ins körperfeste System, als Funktionen der Zeit

bestimmt. Das körperfeste System dreht sih um das raumfeste, wobei der Winkel #

0

zwi�

shen e

3

und e

0

3

konstant bleibt. Die Winkel ' und  nehmen linear mit der Zeit zu.

Wie shaut die Bewegung im Shwerpunktsystem aus? In diesem System sind die Kompo�

nenten des Drehimpulses fest. Mit (5.13) erhalten wir den Drehvektor

w = !

a

e

a

= ` sin#

0

os#

0

�

1

C

�

1

A

��

e

1

sin'(t)� e

2

os'(t)

�

+ `

�

os

2

#

0

C

+

sin

2

#

0

A

�

e

3

; (5.40)

wobei wir (5.13) und (5.37-5.39) benutzten. Der Drehvektors w hat die quadrierte Länge

!

2

= `

2

�

sin

2

#

0

A

2

+

os

2

#

0

C

2

�

(5.41)
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und shlieÿt mit der raumfesten Drehimpulsahse einen konstanten Winkel ein,

e

3

�w = ! os\(w; e

3

) = `

�

sin

2

#

0

A

+

os

2

#

0

C

�

:

Dies ist der analytishe Beweis, daÿ die momentane Drehahse einen geraden Kreiskegel, den

so-genannten Rastpolkegel , um die feste Drehimpulsahse beshreibt. Die Winkelgeshwin�

digkeit der Drehahse auf diesem Kegel ist _' = `=A, wie man aus (5.40) ablesen kann.

#

0

e

0

3

w

L

rot

A = B > C

(abgeplatted)

Präzessions-

kegel

Rastpolkegel

Gangpolkegel

e

0

3

w

L

rot

A = B < C

(verlängert)

Präzessions-

kegel

Rastpol-

kegel

Gangpolkegel

Abbildung 5.10: Bewegungsverhältnisse des freien symmetrishen Kreisels: Die momentane

Drehahse, gegeben durh w, bewegt sih mit konstanter Winkelgeshwindigkeit _' auf dem

Rastpolkegel um die raumfeste Drehimpulsahse, während die Figurenahse mit derselben

Winkelgeshwindigkeit auf dem Präzessionskegel um die Drehimpulsahse präzediert. Im

körperfesten Bezugssystem beshreibt die momentane Drehahse mit der konstanten Win�

kelgeshwindigkeit ! den Gangpolkegel um die Figurenahse e

0

3

.

Die körperfeste e

0

3

-Ahse, die Symmetrieahse des Körpers, hat im raumfesten Shwerpunkt�

system die Darstellung

e

0

3

= e

b

R

b3

= sin#

0

(e

1

sin'� e

2

os') + os#

0

e

3

;

und nimmt gegen die raumfeste Drehimpulsahse den konstanten Winkel #

0

ein. Sie be�

shreibt damit einen Kegel, den man als Präzessionskegel bezeihnet. Die konstante Win�

kelgeshwindigkeit der Figurenahse um die Drehimpulsahse ist ebenfalls _' = `=A. Die
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Vektoren e

0

3

;w und L

rot

liegen wegen

L

rot

= Aw+ (C �A)!

0

3

e

0

3

in einer Ebene, die sih mit der Winkelgeshwindigkeit _' um den Drehimpulsvektor dreht.

Für abgeplattete Rotationskörper mit A > C liegt der Drehvektor w zwishen Drehimpuls�

vektor und Symmetrieahse. Für verlängerte Rotationskörper mit A < C liegt die Figuren�

ahse zwishen Drehimpulsvektor und momentaner Drehahse, siehe Abbildung (5.10).

Wie sieht nun die Bewegung im körperfesten System aus. Wir entwikeln den Drehvektor

nah der körperfesten Basis und erhalten

w = !

0

a

e

0

a

=

`

A

sin#

0

�

e

0

1

sin (t) + e

0

2

os (t)

�

+

`

C

os#

0

e

0

3

: (5.42)

Vom mitbewegten Bezugssystem aus betrahtet, umkreist w die Figurenahse auf dem Gang�

polkegel mit konstanter Kreisfrequenz�

_

 . Figurenahse und w shlieÿen einen festen Winkel

ein. Für den Drehimpuls erhalten wir

L

rot

= ` sin#

0

�

sin e

0

1

+ os e

0

2

�

+ ` os#

0

e

0

3

: (5.43)

Im köperfesten System rotiert also auh L

rot

mit der konstanten Kreisfrequenz (�

_

 ) auf

einem Kegel, dessen Ahse mit der Figurenahse e

0

3

zusammenfällt. Die einfahe Bewegung

der gleihförmigen Rotation um eine feste Ahse tritt nur auf, wenn die Rihtung von L

rot

mit

einer Hauptahse zusammenfällt. Dagegen ist die allgemeine Bewegungsform die Präzession.

Für den kräftefreien Kugelkreisel ist (�

0

ab

) = A1l

3

, und wegen

L

rot

= Aw

ist w konstant. Die Drehahse fällt dauernd mit der raumfesten Drehimpulsahse zusammen

und alle Punkte des Körpers beshreiben einen Kreis mit konstanter Umlaufgeshwindigkeit.

Die obige Beshreibung der Bewegung vom Standpunkt des sih auf dem Kreisel be�ndlihen

Beobahters ist gerade im Fall der Erde angemessen. Die momentane Rotationsahse fällt

nah der besprohenen Eulershen Theorie mit der Figurenahse der Erde niht zusammen,

sondern führt eine Nutation um sie aus. Wenn man den Durhstoÿpunkt der Figurenahse

bzw. der Drehahse der Erde durh die Erdober�ähe geometrishen Nordpol bzw. kinemati�

shen Nordpol nennt, so läÿt sih auh sagen, der kinematishe Nordpol beshreibt um den

geometrishen Nordpol einen Kreis. Die (reguläre) Präzession oder Nutation erfolgt nah

(5.42) mit der Winkelgeshwindigkeit

�

_

 = ` os#

0

�

1

A

�

1

C

�

= !

0

3

�

C

A

� 1

�

;

oder, da für die Erde

C �A

A

�

1

300

und !

0

3

=

2�

Tag

ist, etwa mit der Eulershen Periode von

T =

2�

!

0

3

A

jC �Aj

� 300 Tagen:
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Tatsählih wandert der kinematishe Nordpol mit der durhshnittlihen Umlaufzeit 433

Tage (Chandlershe Periode) auf einer spiralförmigen Bahn innerhalb eines Kreises von

10 m Radius im Sinne der Erddrehung. Die Verlängerung der Periode läÿt sih durh die

elastishe Deformation der Erde (und niht mit dem von Sonne und Mond erzeugten Dreh�

moment) erklären.

5.4 Eulershe Gleihungen und Stabilitätsanalyse

Im System mit dem Ursprung im Shwerpunkt gilt der Drehimpulssatz,

d

dt

L

rot

= e

0

a

�

0

ab

_!

0

b

+

_

e

0

a

�

0

ab

!

0

b

= e

0

a

�

�

0

ab

_!

0

b

+ (


0

�

0

)

ab

!

0

b

�

=M:

Wir entwikeln das Drehmoment nah der körperfesten Basis, M = M

0

a

e

0

a

, und legen die

Basisvektoren e

0

a

in die Hauptahsenrihtungen. Dann nehmen diese Gleihungen folgende

elegante Form an:

A _!

0

1

+ (C �B)!

0

2

!

0

3

= M

0

1

(5.44)

B _!

0

2

+ (A� C)!

0

3

!

0

1

= M

0

2

(5.45)

C _!

0

3

+ (B �A)!

0

1

!

0

2

= M

0

3

: (5.46)

Diese Eulershen Kreiselgleihungen sind nihts anderes als die Bilanzgleihungen für die

Komponenten des Drehimpulses im mitrotierenden Hauptahsensystem des Körpers, an�

geheftet am Shwerpunkt. Hat man aus diesem gekoppelten nihtlinearen Di�erentialglei�

hungssystem die zeitlihe Entwiklung der Kreisfrequenzen !

0

a

bestimmt, so kann man im

Prinzip die Eulershen Winkel aus

(!

0

a

) =

0

�

os 

_

#+ sin sin# _'

� sin 

_

#+ os sin# _'

_

 + os# _'

1

A

berehnen und die Drehung des Kreisels bestimmen.

Die gleihförmige Rotation um eine Hauptahse ist o�enbar eine Lösung der Eulershen

Gleihungen für den freien Kreisel. Wir untersuhen jetzt, ob diese einfahen Lösungen

stabil unter kleinen Störungen sind. Seien also !

0

2

; !

0

3

� !

0

1

. Nehmen wir nun an, dies sei

für die gesamte Bewegung erfüllt, so können wir die kleinen Gröÿen zweiter Ordnung in den

Eulershen Kreiselgleihungen vernahlässigen. Dann folgt zunähst

A _!

0

1

= 0 oder !

0

1

= onst. (5.47)

Damit reduzieren sih die Eulershen Gleihungen für die kleinen Komponenten des Dreh�

vektors auf ein lineares Di�erentialgleihungssystem,

�

_!

0

2

_!

0

3

�

=M

�

!

0

2

!

0

3

�

; M = !

0

1

�

0

1

B

(C �A)

1

C

(A�B) 0

�

:

Die Eigenwerte der Matrix M sind

�

�

= �!

0

1

�

(C �A)(A�B)

BC

�

1=2

:
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Sie sind o�ensihtlih imaginär für

A < min(B;C) oder A > max(B;C) (5.48)

und reell für

min(B;C) < A < max(B;C): (5.49)

Im ersten Fall ist die (linearisierte) Drehung um die erste Hauptahse stabil, im zweiten Fall

instabil. Damit haben wir den Satz:

Stabilität der Drehungen um die Hauptahsen: Die Rotation eines freien Kreisels um

eine Hauptträgheitsahse ist stabil, wenn es sih um eine Ahse mit minimalen oder maxima�

len Trägheitsmoment handelt. Ist die Ahse diejenige mit dem mittleren Trägheitsmoment,

so ist die Drehung instabil.

Insbesondere hat die Figurenahse beim symmetrishen Kreisel immer einen stabilen Cha�

rakter.

5.5 Kräftefreie unsymmetrishe Kreisel

Wir legen die Basisvektoren e

0

a

in Rihtung der Hauptahsen des starren Körpers. Für den

kräftefreien Kreisel sind die kinetishe Energie und der Drehimpuls der Drehbewegung um

den Shwerpunkt konstant,

2T

rot

= A!

02

1

+B!

02

2

+ C!

02

3

= onst.

`

2

= L

2

rot

= A

2

!

02

1

+B

2

!

02

2

+ C

2

!

02

3

= onst. (5.50)

Stellt man die Eulershen Kreiselgleihungen für die Bewegung eines freien Kreisels (An�

nahme: A < B < C) neben die Gleihungen für Ableitungen der Jaobishen elliptishen

Funktionen

_!

0

1

+

C �B

A

!

0

2

!

0

3

= 0 n

0

(u; k) + sn(u; k)dn(u; k) = 0

_!

0

2

�

C �A

B

!

0

1

!

0

3

= 0 sn

0

(u; k)� n(u; k)dn(u; k) = 0 (5.51)

_!

0

3

+

B �A

C

!

0

1

!

0

2

= 0 dn

0

(u; k) + k

2

sn(u; k)n(u; k) = 0;

wobei

0

= d=du ist, so liegt es nahe, folgenden Lösungsansatz für die Komponenten des

Drehvektors im körperfesten System zu wählen

!

0

1

(t) = �

1

n(�(t� t

0

); k)

!

0

2

(t) = �

2

sn(�(t� t

0

); k) (5.52)

!

0

3

(t) = �

3

dn(�(t� t

0

); k)

Die Jaobishen elliptishen Funktionen sind normiert,

sn

2

+ n

2

= k

2

sn

2

+ dn

2

= 1 (5.53)
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und erfüllen die Anfangsbedingungen

dn(0; k) = n(0; k) = 1 und sn(0; k) = 0: (5.54)

Trägt man den Lösungsansatz (5.52) in die Eulershen Kreiselgleihungen ein, so erhält

man folgende notwendigen Bedingungen an die Koe�zienten �

a

und �:

�

�

1

�

2

�

3

=

C �B

A

�

�

2

�

3

�

1

=

C �A

B

(5.55)

�k

2

�

3

�

1

�

2

=

B �A

C

:

Multiplizieren wir je zwei dieser Gleihungen, dann �nden wir

�

2

1

=

�

2

k

2

BC

(C �A)(B �A)

; �

2

2

=

�

2

k

2

AC

(C �B)(B �A)

; �

2

3

=

�

2

AB

(C �A)(C �B)

: (5.56)

Es verbleiben noh die 2 Integrationskonstanten � und k. Wir bestimmen sie, indem wir die

Erhaltungsätze für die kinetishe Energie und L

2

rot

bei t = t

0

auswerten:

2T

rot

(5:54)

= A�

2

1

+ C�

2

3

=

ABC�

2

(C�A)(C�B)(B�A)

h

(C �B)k

2

+ (B �A)

i

`

2

(5:54)

= A

2

�

2

1

+ C

2

�

2

3

=

ABC�

2

(C�A)(C�B)(B�A)

h

(C �B)Ak

2

+ (B �A)C

i

: (5.57)

Dividiert man die erste durh die zweite Gleihung dann gewinnt man eine Gleihung nur

für k

2

und �ndet

k

2

=

B �A

C �B

h

2T

rot

C � `

2

`

2

� 2AT

rot

i

; �

2

=

C �B

ABC

h

`

2

� 2AT

rot

i

: (5.58)

�

2

1

=

2T

rot

C � `

2

A(C �A)

; �

2

2

=

2T

rot

C � `

2

B(C �B)

; �

2

3

=

`

2

� 2T

rot

A

C(C �A)

: (5.59)

Mit den Formeln (5.50) für die Energie und den Drehimpuls folgt sofort

2T

rot

C � `

2

= (C �A)A!

0 2

1

+ (C �B)B!

0 2

2

� 0

`

2

� 2T

rot

A = (B �A)B!

0 2

2

+ (C �A)C!

0 2

3

� 0; (5.60)

oder daÿ die Quadrate k

2

und �

2

, und mit (5.56) auh die Quadrate �

2

a

, positiv sind. Damit

sind die Konstanten �; k; und �

a

alle reell.

Weiter unten werden wir sehen, daÿ sn(u; k) und n(u; k) periodish mit Periode 4K und

dn(u; k) periodish mit Periode 2K sind, wobei K das vollständige Integral erster Art ist,

K =

Z

�=2

0

d�

p

1� k

2

sin

2

�:

(5.61)

Die Periodizität der Lösung in �t entspriht in der physikalishen Zeit t eine Periodizität
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Abbildung 5.11: Das vollständige elliptishe Integral erster Art.

der Periodenlänge

T =

4K

�

= 4K

s

ABC

(C �B)(`

2

� 2AT

rot

)

:

Nah Ablauf der Zeit T = 4K=� kehrt der Drehvektor w(t) im körperfesten System wieder

in seine Ausgangslage zur Zeit t

0

zurük. Im Fall des symmetrishen Kreisels (A = B)

vershwindet nah (5.58) der Modulus k der Jaobishen elliptishen Funktionen. Diese

entarten dann zu Kreisfunktionen und wir erhalten die früheren Resultate für den kräftefreien

symmetrishen Kreisel.

5.5.1 Die elliptishen Funktionen von Jaobi und Theta-Funktionen

Die elliptishen Funktionen von Jaobi sind doppelt periodishe Verallgemeinerungen der

trigonometrishen Funktionen. Wegen

n(u; k) =

p

1� sn

2

(u; k) und dn(u; k) =

p

1� k

2

sn

2

(u; k) (5.62)

lautet die Di�erentialgleihung für sn

d sn

du

=

p

(1� sn

2

)(1� k

2

sn

2

) oder du =

d sn

p

(1� sn

2

)(1� k

2

sn

2

)

: (5.63)

Damit ist u als Funktion von sn durh ein elliptishes Integral erster Gattung, nämlih durh

u =

sn(u)

Z

0

dy

p

(1� y

2

)(1� k

2

y

2

)

y=sin �

=

�

Z

0

d�

p

1� k

2

sin

2

�

; sn(u) = sin�; (5.64)
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gegeben. Dabei haben wir stillshweigend 0 < k < 1 vorausgesetzt. Noh etwas expliziter:

die elliptishen Funktionen von Jaobi können als Inverse des elliptishen Integrals erster

Gattung,

u(�; k) =

Z

�

0

d�

p

1� k

2

sin

2

�

; mit k 2 [0; 1℄; (5.65)

wie folgt de�niert werden:

sn(u; k) = sin�; n(u; k) = os� und dn(u; k) =

p

1� (k sin�)

2

: (5.66)

Insbesondere für k = 0 und k = 1 sind es die wohlbekannten Kreis- und Hyperbelfunktionen,

sn(u; 0) = sinu ; n(u; 0) = osu ; dn(u; 0) = 1

sn(u; 1) = tanhu ; n(u; 1) = dn(u; 1) = 1= oshu: (5.67)

Die Konstanten

K = K(k) =

Z

�=2

0

d�

p

1� k

2

sin

2

�

und K

0

= K(k

0

); (5.68)

wobei k

0

das Komplement des Modulus k ist, k

2

+ k

02

= 1, spielen eine ähnlihe Rolle wie

�=2 für die Kreisfunktionen Sinus und Cosinus, und treten in den Verwandlungsformeln für

die Jaobishen Funktionen auf:

u+K u+iK

0

u+K+iK

0

u+2K u+2iK

0

u+2K+2iK

0

sn nu=dnu 1=ksnu dnu=knu �snu snu �snu

n �k

0

snu=dnu �idnu=ksnu �ik

0

=knu �nu �nu nu

dn �k

0

=dnu �inu=snu ik

0

snu=nu dnu �dnu �dnu

Die Tabelle ist so zu verstehen, daÿ man, um zum Beispiel n(u + K + iK

0

) durh eine

Funktion von u auszudrüken, in die zweite Zeile und dritte Spalte eingeht und dann

n(u+K + iK

0

) = �i

k

0

k n (u)

�ndet. Die Nullstellen, Pole und primitiven Perioden der elliptishen Funktionen sind bei

Nullstellen Pole primitive Perioden

sn 2nK + 2imK

0

2nK + (2m+ 1)iK

0

4K; 2iK

0

n (2n+ 1)K + 2imK

0

2nK + (2m+ 1)iK

0

4K; 2K + 2iK

0

dn (2nK + 1) + (2m+ 1)iK

0

2nK + (2m+ 1)iK

0

2K; 4iK

0

wobei n und m alle ganzen Zahlen durhlaufen. Es gelten folgende Additionstheoreme,

sn(u+ v) =

sn(u)n(v)dn(v) + sn(v)n(u)dn(u)

1� k

2

sn

2

(u)sn

2

(v)

n(u+ v) =

n(u)n(v)� sn(u)sn(v)dn(v)dn(v)

1� k

2

sn

2

(u)sn

2

(v)

(5.69)

dn(u+ v) =

dn(u)dn(v)� k

2

sn(u)sn(v)n(u)n(v)

1� k

2

sn

2

(u)sn

2

(v)

;
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welhe für k = 0 in die bekannten Additionstheoreme für die Sinus- und Cosinus-Funktionen

übergehen. Die Taylorentwiklungen bei u = 0 bis zur Ordnung 3 lauten

sn(u; k) = u� (1 + k

2

)

u

3

3!

+ : : :

n(u; k) = 1�

u

2

2!

+ : : : (5.70)

dn(u; k) = 1� k

2

u

2

2!

+ : : :

Bekannter als die meromorphen Jaobishen Funktionen sind die analytishen Thetafunk�

tionen

#

1

(v) = i

1

X

n=�1

(�1)

n

q

(n�1=2)

2

e

(2n�1)i�v

= 2q

1=4

sin i�v

1

Y

1

(1� q

2n

)(1� q

2n

e

2i�v

)(1� q

2n

e

�2i�v

) (5.71)

#

2

(v) =

1

X

n=�1

q

(n�1=2)

2

e

(2n�1)i�v

= 2q

1=4

os i�v

1

Y

1

(1� q

2n

)(1 + q

2n

e

2i�v

)(1 + q

2n

e

�2i�v

) (5.72)

#

3

(v) =

1

X

n=�1

q

n

2

e

2ni�v

=

1

Y

1

(1� q

2n

)(1 + q

2n�1

e

2i�v

)(1 + q

2n�1

e

�2i�v

) (5.73)

#

0

(v) =

1

X

n=�1

(�1)

n

q

n

2

e

2ni�v

=

1

Y

1

(1� q

2n

)(1� q

2n�1

e

2i�v

)(1� q

2n�1

e

�2i�v

) (5.74)

Die Verwandlungstabelle für die Thetafunktionen hat die Form

v +

1

2

v +

�

2

v +

1

2

+

�

2

v + 1 v + � v + 1 + �

#

1

#

2

iA#

0

A#

3

�#

1

�B#

1

B#

1

#

2

�#

1

A#

3

�iA#

0

�#

2

B#

2

�B#

2

#

3

#

0

A#

2

iA#

1

#

3

B#

3

B#

3

#

0

#

3

iA#

1

A#

2

#

0

�B#

0

�B#

0

In dieser Tabelle haben wir

q = e

i��

; A = e

�i�(�=4+v)

und B = e

�i�(�+2v)

gesetzt. Die folgende Tabelle enthält die Nullstellen der Thetafunktionen und die zugehörigen
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Werte von e

2i�v

:

v e

2i�v

#

1

m+ n� q

2n

#

2

(m+

1

2

) + n� � q

2n+1

#

3

(m+

1

2

) + (n+

1

2

)� � q

2n+1

#

0

m+ (n+

1

2

)� q

2n+1

Wie oben durhlaufen m und n in der Tabelle alle ganzen Zahlen. Der Zusammenhang

zwishen den Thetafunktionen und Jaobis elliptishen Funktionen ist

sn (2Kv) =

#

3

(0)

#

2

(0)

#

1

(v)

#

0

(v)

n (2Kv) =

#

0

(0)

#

2

(0)

#

2

(v)

#

0

(v)

(5.75)

dn (2Kv) =

#

0

(0)

#

3

(0)

#

3

(v)

#

0

(v)

Das vollständige Integral erster Gattung hat die Darstellung

K =

�

2

#

2

3

(0) und iK

0

= �K: (5.76)

Der Modulus und sein Komplement sind gegeben durh

p

k =

#

2

(0)

#

3

(0)

und

p

k

0

=

#

0

(0)

#

3

(0)

; (5.77)

so daÿ k

2

+ k

02

= 1 ist. Für weitere Eigenshaften der doppelperiodishen Funktionen sn,

n und dn verweise ih auf die Literatur [8℄. In den Abbildungen 5.12 und (5.13) sind die

elliptishen Funktionen von Jaobi für einige Werte von k geplottet. Der dabei benutzte

0 1 2 3 4 5 6 7

�1

0

1

u

dn(u)

n(u)

sn(u)

0 1 2 3 4 5 6 7 8

�1

0

1

u

dn(u)

n(u)

sn(u)

Abbildung 5.12: sn, n und dn für k

2

= 0:2 und 4K = 6:6385 (links) und für k

2

= 0:5 und

4K = 7:4163 (rehts).
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�1

0

1

u

dn(u)

n(u)

sn(u)

Abbildung 5.13: sn, n und dn für k

2

= 0:95 und 4K = 11:6333.

Silab-Code lautet:

x=0:0.2:8; y=real(%sn(x,0.2));

z=(1-y.*y)**(1/2); w=(1-0.2*y.*y)**(1/2);

X=[x;x;x℄; Y=[y;z;w℄;

plot2d(X',Y');

5.5.2 Trägheitsdrehbewegung in den Eulershen Winkeln

Wir wählen wieder e

3

in Rihtung des konstanten Drehimpulses, L

rot

= `e

3

, und benutzen

die Relationen (5.36), also

(L

0

a

) = `

0

�

sin# sin 

sin# os 

os#

1

A

=

0

�

A!

0

1

B!

0

2

C!

0

3

1

A

(5.78)

zwishen den Komponenten des Drehimpulses und denjenigen des Drehvektors im körperfe�

sten System. Wir �nden

os# =

C!

0

3

`

=

C�

3

`

dn

�

�(t� t

0

); k

�

=

s

C(`

2

� 2AT

rot

)

`

2

(C �A)

dn

�

�(t� t

0

); k

�

tan =

A!

0

1

B!

0

2

=

A�

1

B�

2

n

�

�(t� t

0

); k

�

sn

�

�(t� t

0

); k

�

=

s

A(C�B)

B(C�A)

n

�

�(t� t

0

); k

�

sn

�

�(t� t

0

); k

�

: (5.79)

Im Grenzfall A = B, d.h. für den symmetrishen Kreisel erhalten wir

` os# =

r

C(`

2

� 2AT

rot

)

C �A

os�(t� t

0

) und tan = tan�(t� t

0

):

Also ist  = �t+  

0

. Berüksihtigt man noh (5.58) mit A = B so �nden wir die früheren

Resultate (5.37) und (5.39) für den symmetrishen Kreisel.

Die Funktionen auf den rehten Seiten in (5.79) sind periodish mit der Periode 2K. n/sn

hat Nullstellen bei (2n + 1)K und Pole bei 2nK. Danah sind die Eulershen Winkel  
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und # periodish in der Zeit t. Den dritten Eulershen Winkel '(t) bestimmt man, indem

man !

0

1

in

(!

0

a

) =

0

�

os 

_

#+ sin sin# _'

� sin 

_

#+ os sin# _'

_

 + os# _'

1

A

(5.80)

mit sin und !

0

2

mit os multipliziert und die resultierenden Gleihungen addiert,

sin !

0

1

+ os !

0

2

= sin# _':

Wir lösen nah _' auf, erweitern mit `

2

sin# und erhalten dann

_' = `

` sin# sin !

0

1

+ ` sin# os !

0

2

`

2

sin

2

#

(5:78)

= `

A!

02

1

+B!

02

2

A

2

!

02

1

+B

2

!

02

2

= `

A�

2

1

n

2

+B�

2

2

sn

2

A

2

�

2

1

n

2

+B

2

�

2

2

sn

2

;

wobei wir bei der letzten Gleihung für die Winkelgeshwindigkeiten die Lösungen (5.52) ein�

setzten. Benutzen wir die Beziehung sn

2

+n

2

= 1 und die Formeln (5.56) für die Konstanten

�

1

und �

2

, so �nden wir shluÿendlih

_' = `

(C �B) + (B �A) sn

2

A(C �B) + C(B �A) sn

2

: (5.81)

Für den symmetrishen Kreisel mit A = B erhalten wir wieder das Resultat ' = `t=A+'

0

in

(5.38). Für den unsymmetrishen Kreisel ergibt die unbestimmte Integration über die Zeit

'(t) = `

Z

(C �B) + (B �A) sn

2

�

�(t

0

� t

0

); k

�

A(C �B) + C(B �A) sn

2

�

�(t

0

� t

0

); k

�

dt

0

:

Der Winkel '(t) mit der sih die Knotenlinie in der raumfesten 1 � 2-Ebene dreht kann

zerlegt werden in einen konstanten Anteil '

0

, einen zeitproportionalen Anteil '

1

t und eine

periodishen Anteil,

'(t) = '

0

+ '

1

t+ '

per

(t):

Während sih '

1

t in der Zeitspanne T

0

= 2�='

1

um den vollen Winkel 2� ändert, ist die

Periode T von '

per

gleih derjenigen von _', also

T =

2K

�

= 2K

s

ABC

(C �B)(`

2

� 2AT

rot

)

:

Sie ist kommensurabel mit den Perioden der Eulershen Winkel # und  , hingegen im

allgemeinen niht mit T

0

. Das hat zur Folge, daÿ der asymmetrishe Kreisel im allgemeinen

niht mehr in eine vorgegebene Anfangslage zurükkehrt.

Wir berehnen, wie sih die Drehmatrix (5.12), welhe die raumfeste in die körperfeste Basis

überführt, ändert, wenn t! t+ T geht. Wegen

' �! '+ T'

1

; # �! # und  �!  � �

folgt

R

3

(')R

1

(#)R

3

( )

t!T+t

�! R

3

(T'

1

+ ')R

1

(#)R

3

( � �)

= �R

3

(T'

1

)R

3

(')R

1

(#)R

3

( );
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beziehungsweise

R('; #;  )

t!t+T

�! �R

3

(T'

1

)R('; #;  ): (5.82)

Als Beispiel betrahten wir einen Quader mit Kantenlängen L

1

= 3 m, L

2

= 2 m und

L

3

= 1 m und einer Massendihte von 2g/m

3

. Dieser hat die Hauptträgheitsmomente

(A;B;C) = diag

�

5; 10; 13) g m

2

: (5.83)

Neben den Hauptträgheitsmomenten geben wir die kinetishe Energie und den Drehimpuls

der Rotation vor. Wir messen ` in gm

2

/s, T

rot

in gm

2

/s

2

und die Zeit in s. Anstelle der

Energie und des Drehimpulses können wir nah (5.58) auh den Modulus k und � vorgeben.

Gemäÿ unseren Resultaten lauten die Lösungen

os# =

C�

3

`

dn

tan =

s

A(C �B)

B(C �A)

n

sn

(5.84)

_' = `

(C �B) + (B �A) sn

2

A(C �B) + C(B �A) sn

2

;

wobei

�

2

=

(C �B)(C �A)

AB

�

2

3

; k

2

=

A

C

B �A

C �B

�

2

1

�

2

3

; `

2

= A

2

�

2

1

+ C

2

�

2

3

: (5.85)

Für die Darstellung der numerishen Resultate ist es hilfreih � = �K(k

2

) zu wählen, so daÿ

die Komponenten von w im körperfesten System eine feste Periode haben. Wir wählen  = 1

und äquivalent dazu � = K(k

2

). Dann ist die Periode 4. In der numerishen Berehnung

gibt man neben � und den Hauptträgheitsmomenten noh k und t

0

= 0 an. Daraus sind (bis

auf '

0

) alle Elemente der Bewegung des freien Kreisels bestimmt:

(A;B;C; �; k; t

0

= 0) �! K(k) �! �

a

�! `:

In der folgenden Abbildung (5.14) sind einige typishe Bewegungen der Eulershen Winkel

während des Zeitintervalls [t; t+T ℄ für vershiedene Parameter geplottet. Neben den Werten

für die Hauptträgheitsmomente in (5.83) haben wir auh die Bewegung des Kreisels für die

Werte

(A;B;C) = diag(5; 25; 29) g m

3

untersuht.

Der Abbildung entnehmen wir, daÿ sih der Winkel # zwishen dem raumfesten Drehimpuls

und der dritten Hauptahsenrihtung e

0

3

wie erwartet periodish mit der Periode T ändert.

Der Winkel  nimmt während der Zeitspanne T um � ab. Der Kreisel dreht sih also mit

der Kreisfrequenz �=T im Uhrzeigersinn um die beweglihe e

0

3

-Ahse. Hätten wir A > C

gewählt, so würde er in die entgegengesetzte Rihtung drehen. Wenn sie Bewegungen des

unsymmetrishen kräftefreien Kreisels für vershiedene Parameter studieren wollen, so dürfte

der folgende Silab/Matlab-Code von Nutzen sein

4

:

4

// steht vor Kommentaren.
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0 0:4 0:8 1:2 1:6 2:0

�1:3

�0:9

�0:5

�0:1

0:3

0:7

1:1
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1:9

#

'
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'

1

= 3:7834

(A;B;C) = (5; 10; 13)

k = 2=10

0 0:4 0:8 1:2 1:6 2:0
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�0:4

0:0

0:4

0:8

1:2

1:6

#

'
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'

1

= 4:8767

(A;B;C) = (5; 10; 13)

k = 8=10
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�1:2

�0:8

�0:4

0:0

0:4

0:8

1:2

1:6

#

'

per

 

'

1

= 3:0748

(A;B;C) = (5; 25; 29)

k = 2=10

0 0:4 0:8 1:2 1:6 2:0
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�0:8

�0:4
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1:2
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#

'

per

 

'

1

= 3:6228

(A;B;C) = (5; 25; 29)

k = 8=10

Abbildung 5.14: Die Zeitentwiklung der EulershenWinkel für vershiedene Hauptträgheits�

momente und Werte von k. Die oberen zwei Abbildungen gehören zu (A;B;C) = (5; 10; 13)

und die unteren zu (A;B;C) = (5; 25; 29). Jeweils eingetragen ist die Steigung '

1

des zeit�

proportionalen Anteils '

1

t zu '(t). Der Winkel # ist periodish und  (0)�  (T ) = �.

Silab-Code zum Studium der Kreiselbewegung:

a=5;b=13;=13;k=2/10; // � = �

1

=�

3

beta=sqrt(*(-b)/)(a*(b-a)))*k;

ks=k*k;

// Vollständiges ell. Integral

K=%k(ks);

// �

3

; �

1

und `

aldrei=sqrt(a*b/((-b)*(-a)))*K;

aleins=beta*aldrei;

ell=sqrt(a**2*aleins**2+**2*aldrei**2);

// Koe�zienten berehnen

apsi=sqrt(a*(-b)/(b*(-a)));

atheta=*aldrei/ell;

// Die Zeitpunkte berehnen

x=0.01:0.03:1.99;

// elliptishe Funktionen und Winkel  ; #

sn=real(%sn(K*x,ks));

n=sign((1-x)).*(1-sn.*sn)**(1/2);

u=apsi*n./sn;

psi=atan(u);

dn=(1-ks*sn.*sn)**(1/2);
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w=atheta*dn;

theta=aos(w);

// Lösung der Di�erentialgleihung für '

de�(�[ydot℄=f(t,y)�,�ydot=ell*((-b) +(b-a)*(real(%sn(K*t,ks)))**2)./...

(a*(-b)+*(b-a)*(real(%sn(K*t,ks)))**2)�);

phi=ode(0,0,x,f);

// Berehnung des periodishen Anteils von '

[min,max℄=size(x);

xmin=x(min);xmax=x(max);

phimin=phi(min);phimax=phi(max);

steigung=(phimax-phimin)/(xmax-xmin);

phip=phi-steigung*x;

// Vorbereitung der Ausgabe

X=[x;x;x℄;Y=[psi;theta;phip℄;

// Figur setzen und plotten

xseteh([0,0,0.5,0.5℄);

plot2d(X',Y');

// Beshriftung

xstring(0.1,-1.2,�(A,B,C)=(5,10,13), k=8/10�);

// Zur nahträglihen Bearbeitung

xset();

5.6 Der shwere symmetrishe Kreisel I

Als weiteres Beispiel für die Anwendung der Methoden der Dynamik starrer Körper be�

trahten wir die Bewegung eines symmetrishen Kreisels, der sih in einem Gravitationsfeld

be�ndet und von dem ein Punkt auf der Symmetrieahse im Raum �xiert ist. Einen solhen

shweren Kreisel bezeihnet man als Lagrange-Kreisel. Eine Vielzahl physikalisher Syste�

me vom Kinderkreisel bis zu komplizierten gyroskopishen Navigationsinstrumenten werden

durh einen shweren symmetrishen Kreisel näherungsweise beshrieben. Sowohl wegen sei�

ner praktisher Anwendungen als auh wegen der Illustration der entwikelten Verfahren

verdient die Bewegung des shweren symmetrishen Kreisels eine ausführlihe Erläuterung.

In diesem Abshnitt werden die Konstanten der Bewegung abgeleitet. Die Bewegungformen

des Kreisels werden dann später im Rahmen des Lagrange-Formalismus diskutiert.

Wir wählen als Ursprung des Koordinatensystems den Stützpunkt anstelle des Shwerpunk�

tes. Der Ortsvektor des Shwerpunktes sei

R = se

0

3

(5.86)

Wir wollen hier den symmetrishen Kreisel untersuhen mit A = B 6= C wobei A;B und

C die Hauptträgheitsmomente bezüglih des Stützpunktes seien. Das Moment C bezüglih

diese Punktes ist gleih dem Moment C bezüglih des Shwerpunktes. Die beiden Haupt�

trägheitsmomente A und B sind nah dem Satz von Steiner gleih denjenigen bezüglih

des Shwerpunktes plus Ms

2

.

Ganz analog wie in Abshnitt (5.4) zeigt man, daÿ auh für den gestützten Kreisel die
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Abbildung 5.15: Der shwere symmetrishe Kreisel.

Eulershen Bewegungsgleihungen

_

L

rot

=M (5.87)

gelten, wobei sih hier der Drehimpuls und das Drehmoment der äuÿeren Kräfte auf den

ruhenden Stützpunkt beziehen. Der dritte Basisvektor e

3

zeige nah oben. Dann berehnet

sih das vom homogenen Shwerefeld herrührende Drehmoment gemäÿ

M =

X

r

i

^ F

(a)

i

= �g

X

m

i

r

i

^ e

3

= �g

�

X

m

i

r

i

�

^ e

3

= �gMR ^ e

3

: (5.88)

Also steht M senkreht auf e

3

und senkreht auf e

0

3

. Entsprehend ist e

3

� L

rot

= L

3

eine

Konstante der Bewegung,

_

L

3

= 0 oder L

3

= onst. (5.89)

Für den shweren symmetrishen Kreisel ist aber auh die Komponente des Drehimpulses

in Rihtung der zeitabhängigen Figurenahse e

0

3

konstant:

_

L

0

3

+ (B �A)

| {z }

=0

!

0

1

!

0

2

(5:46)

= M

0

3

= 0:

Damit ergibt sih die weitere Konstante der Bewegung

_

L

0

3

= 0 oder L

0

3

= onst. (5.90)

Neben L

3

und L

0

3

ist auh die Energie des Kreisels zeitunabhängig. Diese ist die Summe der

kinetishen Energie der Drehbewegung um den Stützpunkt und der potentiellen Energie im

konstanten Shwerefeld,

E = T + V = onst.

T =

1

2

A(!

02

1

+ !

02

2

) +

1

2

C!

02

3

(5.91)

V = g

X

m

i

e

3

� r

i

= gMe

3

�R =Mgs e

3

� e

0

3

:

Wiederum benutzen wir Eulerwinkel, um die Orientierung des körperfesten Systems e

0

a

bezüglih des Raumfesten Systems e

a

festzulegen. Mit L

0

3

= C!

0

3

shreibt sih wegen (5.13)

die erste Konstante der Bewegung gemäÿ

L

0

3

= C(

_

 + os# _'): (5.92)
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Die zweite Konstante der Bewegung kann wie folgt berehnet werden,

L

3

= e

3

� L

rot

= e

3

� e

0

a

L

0

a

= R

3a

L

0

a

= A(R

31

!

0

1

+R

32

!

0

2

) + C!

0

3

R

33

:

Der letzte Term ist proportional zu L

0

3

und der erste ist leiht zu berehnen, wenn man

AR

33

!

0

3

addiert und wieder subtrahiert. Man �ndet

L

3

= A!

3

+ (C �A) os#!

0

3

= A sin

2

# _'+ L

0

3

os#: (5.93)

Die kinetishe Energie des symmetrishen Kreisels haben wir früher in (5.27) berehnet. Mit

e

3

� e

0

3

= os# ist auh die potentielle Energie als Funktion des Eulerwinkels # bekannt, so

daÿ

E =

A

2

�

_

#

2

+ sin

2

# _'

2

�

+

C

2

�

_

 + os# _'

�

2

+Mgs os#: (5.94)

Für die weitere Diskussion des shweren symmetrishen Kreisels ist es vorteilhaft, den La-

grangeshen Formalismus zu benutzen. Diesen werden wir in den folgenden Kapiteln ken�

nenlernen.
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