Kapitel 4

Mehrkorpersysteme

Die fiir den einzelnen Massenpunkt aufgestellte dynamische Grundgleichung kann auf mehre-
re Massenpunkte erweitert werden. Ist der Ortsvektor des i-ten Teilchens in einem Inertialsy-
stem t;, seine Masse m;, sein Impuls p; = m;t; und die Resultante aller an ihm angreifenden
Krifte §;, dann gilt nach dem zweiten Axiom

Sind die Kréfte §; als Funktionen der Orte und Geschwindigkeiten der Massenpunkte sowie
der Zeit bekannt, so ist die Bewegung der Punktteilchen durch ihre anfinglichen Orte und
Geschwindigkeiten und die Losung des obigen Gleichungssystems eindeutig bestimmt. Das
System enthilt 3N skalare Differentialgleichungen zweiter Ordnung fiir die 3N Koordinaten
der N Teilchen. Das mathematische Problem der Punktmechanik besteht in der Integration
dieses im Allgemeinen gekoppelten nichtlinearen Differentialgleichungssystems.

Fiir ein nicht abgeschlossenes System teilt man die Kréfte in zwei Gruppen auf: in die von
Teilchen aufserhalb des untersuchten Systems wirkenden duferen Krifte und die zwischen
den Teilchen des Systems wirkenden inneren Krifte. Dabei wird die Rickwirkung der Sy-
stemteilchen auf die duferen Teilchen vernachlissigt. Diese Aufteilung ist natiirlich etwas
willkiirlich. Vergrofiern wir das System und schlieffen die vorher als &ufiere Teilchen betrach-
teten Massenpunkte ein, so werden dufere Kréfte zu inneren. Verkleinern wir hingegen das
System, so koénnen innere Krifte in dufsere iibergehen.

Bezeichnet man die Resultante der auf den Massenpunkt i des Systems wirkenden dufieren
Kréfte mit &(a)’ und die vom Massenpunkt j auf das Teilchen ¢ wirkende Kraft mit §;;, so
ist die auf i wirkende Gesamtkraft

N
Fi=5"+> %, i=1..,N (4.2)
j=1

In der Summe wird das Glied j = i fortgelassen oder §; Null gesetzt, da der Massenpunkt
auf sich selbst keine Kraft ausiibt. Die dufteren Kréfte werden in der Regel als gegeben
vorausgesetzt. Die Grundgleichungen der Punktmechanik sind somit die folgenden:
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Die NEwWTONschen Bewegungsgleichungen

N
=8+ 8y i=L..N (4:3)

=1
und das Reaktionsprinzip, nach dem

Sij = =8 (4-4)

gilt. Neben der Einteilung in dufere und innere Kréfte wird oft auch zwischen Zwangskriften
und eingeprigten Kréfte unterschieden. Wir werden spéter darauf eingehen.

4.1 Erhaltungssatze der Punktmechanik

Ahnlich wie in Abschnitt (3.2) leiten wir hier Bilanzgleichungen fiir Impuls, Drehimpuls und
Energie ab. Fiir idealisierte abgeschlossene Systeme ohne dufsere Krifte sind diese Grofen
zeitlich konstant.

4.1.1  Der Impulssatz oder der Schwerpunktsatz

Nach Addition der NEwTONschen Bewegungsgleichungen (4.3) erhalten wir
Zm = Z&(G) + Z&’j (8ij = —8ji)- (45)
i i ij

Wegen Actio = Reactio verschwindet die Doppelsumme. Bezeichnen wir mit B = >, p; den
Gesamtimpuls des Systems, dann finden wir den Impulssatz

P =5, wobei FV=13 g (4.6)

K3
die Resultante der auf das System wirkenden duferen Krifte ist, die dufsere Gesamtkraft.
Also gilt der

Impulssatz: Die zeitliche Ableitung des Gesamtimpulses des Systems ist gleich der Summe
der auf das System wirkenden duferen Krdifte.

Greifen keine dufseren Kréfte an, dann ist der Gesamtimpuls erhalten. Um zu einer anschau-
licheren Form des Satzes zu gelangen, fiihren wir den Schwerpunkt* ein,

m;t; m;t;
%z%m, :ZM : (4-7)

wobei M die Gesamtmasse des Systems bezeichnet.
Fiir konstante Massen m; ist 3 = MR und es gilt

MR =g, (4.8)

*Der Begriff Schwerpunkt, oft auch Massenmittelpunkt genannt, geht auf Archimedes zuriick.
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Schwerpunktsatz: Der Schwerpunkt eines Systems von Massenpunkten mit konstanten
Massen bewegt sich so, als ob in ihm die Gesamtmasse des Systems konzentriert wire und
als ob auf ihn die Resultierende der dufleren Krifte wirke.

Dieser Satz berechtigt uns, einen ausgedehnten Korper als Massenpunkt zu betrachten, denn
der Schwerpunkt des Korpers bewegt sich wie ein Punktteilchen der Masse M unter der
Wirkung der von aufien angreifenden Gesamtkraft. Bei der Bewegung des Schwerpunktes
spielen die inneren Krifte keine Rolle. Kompensieren sich die dufferen Krifte gegenseitig, so
folgt aus (4.6) und (4.8) der Satz von der

Impulserhaltung: Verschwindet die Resultierende der dufSeren Krifte, dann ist der Ge-
samtimpuls des Systems konstant. Fir konstante Massen bewegt sich dann (in einem Inerti-
alsystem) der Schwerpunkt geradlinig und gleichformig.

Bei vielen Rechnungen ist es vorteilhaft, ein Schwerpunktsystem als Koordinatensystem zu
wihlen, d.h. ein Koordinatensystem dessen Ursprung mit dem Schwerpunkt zusammenféllt
und dessen Achsen gegeniiber denen eines Inertialsystems nicht rotieren. Fiir abgeschlossene
Systeme ist ein Schwerpunktsystem ein Inertialsystem. Fiir zwei Massenpunkte m; und ms
teilt der Schwerpunkt die Strecke zwischen den beiden Punkten im umgekehrten Verhéltnis
zu ihren Massen in zwei Teile, d.h. wegen

(m1 + m2)m = mity + Moty —> ml(% — tl) = m2(t2 — 9%)
gilt

IR =l _ ma
oo =Rl ma’

siehe die folgende Abbildung (4.1). Bei einem Korper von kontinuierlicher Massenverteilung

my %—tl tg—m ma

T1 R T2

Abbildung 4.1: Der Schwerpunkt liegt niher bei der gréfieren Masse.

denkt man sich diesen in sehr kleine Teile mit Volumen AV; und Massen Am,; zerlegt. Man
kann dann in dem Ausdruck (4.7) fiir den Schwerpunkt statt der Summe das entsprechende
Integral schreiben,

o Zt,Am, AV; —0 ftdm

R = — .
ST Am; [dm
Dieses 1dft sich nach Einfithrung der Massendichte p gemaf
dm = pdV (4.9)
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in Volumenintegrale umformen,

_ [pradv
~ [pdVv’

Sind r; und 7] die Koordinatentripel des i’ten Teilchens beziiglich zweier kartesischer Basen
in IS und IS’, dann sind diese durch eine Galileitransformation verbunden,

(4.10)

r,=a+ut+Rr; und 7 =u+ R,

so dass die Koordinaten des Schwerpunktes und Gesamtimpulses folgendermafien transfor-
mieren

R=(a+ut)+RR und P=Mu+RP"

4.1.2 Der Drehimpulssatz

Multiplizieren wir die Bewegungsgleichung (4.3) des i-ten Massenpunktes vektoriell mit dem
Ortsvektor t; und summieren iiber alle Teilchen, dann finden wir

Zti/\ﬁi:zti/\gga)_'_zti/\(Zgi]’)- (4.11)
i i i j
Wegen t; A p = 0 kénnen wir die linke Seite in der Form
d d
EZQ/\M = EZE“
i

schreiben, wobei £; der Drehimpuls des i’ten Teilchens ist. Fassen wir nun die Summe der
Drehimpulse zum Gesamtdrehimpuls zusammen,

L= Z’Qi’ i =1t A pi, (4.12)

dann ist die linke Seite von (4.11) die Zeitableitung von £. In der Doppelsumme gibt es zu
jedem Term t; A §;; auch den Term t; A §;;. Die Summe beider Terme ist wegen §;; = —F i
gleich (v; —vj) A §yj-

Die inneren Krifte fiir Punktteilchen sind meistens Zentralkrifte. Dann zeigt die vom Mas-
senpunkt j auf den Massenpunkt ¢ wirkende Kraft §;; in Richtung der Verbindungslinie der
beiden Massenpunkte,

Sij = (vi — ) F (v, 1),
und das Vektorprodukt (t; —t;) A §;; verschwindet. Damit ergibt (4.11) den

Drehimpulssatz: Fir Zentralkrifte ist die zeitliche Anderung des Gesamtdrehimpuls gleich
der Summe der Drehmomente der duferen Krifte,

%g - ;ti AT =Y. (4-13)
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Bei der Ableitung des Drehimpulssatzes setzten wir voraus, dass die inneren Kréfte zen-
tral sind. Der Satz kann aber im Rahmen der LAGRANGEschen Formulierung der Mechanik
unter sehr allgemeinen Voraussetzungen bewiesen werden. Er folgt bereits aus der Isotro-
pie des Euklidischen Raumes, siehe unten. Der Drehimpulssatz ist ein Naturgesetz, dessen
Giiltigkeitsbereich weit {iber die NEWTONsche Mechanik hinausgeht.

In einem abgeschlossenen System wirken keine duferen Kréfte und es gilt der Drehimpulser-
haltungsatz

£=0, (4-14)

die Verallgemeinerung des Flichensatzes auf mehrere Punktteilchen. Bei nicht abgeschlos-
senen Systemen ist das Schwerpunktsystem im allgemeinen kein Inertialsystem. Trotzdem
ist es in Anwendungen oft niitzlich, den Drehimpulssatz im Schwerpunktsystem aufzuschrei-
ben. Dabei wollen wir annehmen, dass die Basen im Inertial- und Schwerpunktsystem {iber-
einstimmen. Dann rotieren die Achsen des Schwerpunktsystems nicht und es treten keine
Zentrifugal- und Corioliskrifte auf. Im Schwerpunktsystem hat der i’te Massenpunkt den
Ortsvektor tf,

v, =R+, mit Zmitg = MR =o. (4.15)
i

Ersetzen wir im Drehimpuls

Szzmiti/\ti

tiberall ¢; durch R + ¢}, multiplizieren aus und benutzen > m;t}

» =0, dann finden wir

L= (R+1)) A (mR+mit)) = MRAR+ D myr At

2

oder folgende einfache Beziehung zwischen den Drehimpulsen beziiglich der beiden Systeme,
C=RAP+ L. (4.16)
Mit ¢ = M9 und dem Impulssatz (4.6) folgt dann
L=RAP+L =RAFD + &, FI=3 5" (4.17)
i
Im Inertialsystem gilt der Drehimpulssatz

Q = Zti /\Sga) = Z(%-I-ti) /\Sga) =RA S(“) + Zt; N SEQ). (418)

Aus dem Vergleich der letzten beiden Gleichungen ergibt sich
&= g (4-19)
i

Wir haben somit den folgenden wichtigen Satz bewiesen: Der Drehimpulssatz gilt auch im
Schwerpunktsystem, d.h. wenn man als Bezugspunkt den Schwerpunkt des Systems wahlt und
die Achsen parallel den Achsen eines Inertialsystem sind.
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4.1.3 Der Energiesatz

Ahnlich wie beim 1-Kérperproblem multiplizieren wir die Bewegungsgleichung (4.3) skalar
mit t; und summieren iiber alle Massenpunkte,

Z{Ti pi = Z& T = Z&‘j s +Z§§a) ‘T
i i ij i
Fir konstante trage Massen ist die linke Seite die Zeitableitung der kinetischen Energie,
1 .
T = ; 5 2. (4.20)

Fiir die LORENTZkraft ist §; senkrecht zu t; und entsprechend ist die kinetische Energie kon-
stant. Wir werden diesen Spezialfall von geschwindigkeitsabhéngigen konservativen Kréften
spater behandeln und ihn vorerst ausschliefsen.

Nun wollen wir versuchen, auch die rechte Seite als Zeitableitung zu schreiben. Kriifte, fiir
die dies moglich ist, besitzen ein Potential V (ty,...,t,), das der Gleichung

. av .
;3’1 = —E = — ;VzV v bzw. 3’1 = —ViV, (4.21)

geniigt, und diese Kréfte heifien Potentialkrdifte?. Der Index i am Gradienten bedeutet, dass
die partiellen Ableitungen nach den Koordinaten des i-ten Massenpunktes zu bilden sind.
Notwendig und hinreichend fiir die (lokale) Existenz eines Potentials sind die Bedingungen
an die Kraftkomponenten, die aus der Gleichheit aller gemischten Ableitungen des Potentials
folgen. Bezeichnen {x,;}, a = 1,2, 3, die kartesischen Koordinaten des i-ten Teilchens, dann
bedeutet dies

OFy; o’V 0Fy;

afbj 6$bj6xai 69:[“»

(§:; = Fuiea)- (4.22)

Diese Bedingungen bedeuten starke Einschréinkungen an die mogliche Form der auf das i’te
Teilchen wirkenden Kraft

Si = &E“) (t;) + Z&‘k(%tk)-
ki

Die auf das Teilchen i wirkende dufsere Kraft 35“) ist unabhéngig vom Ort der anderen
Teilchen. Sie ist eine Potentialkraft wenn sie wirbelfrei ist, also wenn

ViA Sl(.a) =0 (keine Summe iiber i) (4.23)

gilt. Die zwischen zwei Massenpunkten 7 und k wirkenden inneren Kréfte §;; und §x; hdngen
nur von den Ortsvektoren t; und v der beiden Teilchen ab, und damit bedeutet (4.22)

) )
o D Fair = 5= Fije.
b ket 9kt

2Potentialkrifte leisten keine Arbeit und sind deshalb immer konservativ. Die Umkehrung gilt aber nicht:
Die Lorentzkraft ist konservativ obwohl sie aus keinem Potential im Ortsraum V() abgeleitet werden kann,
d.h. sie ist keine Potentialkraft.
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Insbesonders fiir i = j folgt daraus
ViATi =0, k#1 (keine Summe!) (4.24)
und fiir i # j

6Fbjz _ aFaz] A= R 6Fa]z 4. 24) 6Fbﬂ
0% q; Oy, Oy, 024

0 0
0T q; + 04 )Fbﬂ =0,

oder (

wobei wir Actio = Reactio und (4.24) benutzten. Die letzte Differentialgleichung impliziert,
dass §;; folgende Form haben mufs

St] = St] (tlj) &jl(t]l) Tij =t — Ty (4-25)

Fassen wir zusammen: die am Teilchen ¢ angreifende &ufiere Kraft Sl(.a) kann aus einem
Potential abgeleitet werden wenn sie wirbelfrei ist. Die inneren Kréfte §;; besitzen ein Po-
tential wenn §;; nur von der Differenz v; —t; = v;; abhéingt und als Funktion dieser Variable
wirbelfrei ist. Sind diese Bedingungen erfiillt, dann gibt es ein Potential

Vivr,..t) = Y Vi(ri) +ZV(a (ti), (4.26)

Paare(i,5)

so dass (4.21) gilt. Die Gesamtenergie des Systems,

E=T+V = Z2mt+ 3 VZJ%+ZV“1 (vi), (4-27)

Paare(,5)
ist dann eine Konstante der Bewegung, F = const.

Im Allgemeinen ist ein System aber nicht konservativ. Ahnlich wie fiir das einzelne Teilchen
teilen wir die Kréfte dann auf in Potentialkrifte Fxons, die ein Potential besitzen, und
dissipative Krifte Fpigs, fiir die dies nicht der Fall ist, auf. Damit erhalten wir den

Energiesatz: Die zeitliche Anderung der Gesamtenergie eines Systems von Massenpunkten
ist gleich der Leistung der dissipativen Krifte,

d
T + V Z SiDiss " i (428)

In der Abwesenheit von dissipative Kraften gilt der Energieerhaltungssatz (4.27).

Die gesamte kinetische Energie kann in zwei Teile zerlegt werden. Bezeichnet 2R den Ort des
Schwerpunktes und t} den Ortsvektor des i’ten Teilchens im Schwerpunktsystem, so ist

=M+t und & =R+t

Damit schreibt sich die kinetische Energie geméfs

i

Da das letzte Glied der rechten Seite wegen (4.15) offensichtlich verschwindet, folgern wir:
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Die gesamte kinetische Energie des Systems setzt sich aus der kinetischen Energie %Mi)%2
der im Schwerpunkt vereinigt gedachten Gesamtmasse M und der Energie der Bewegung der
Teile des Systems relativ zum Schwerpunkt zusammen.

1. . 1 .
T = §M9%2 + 5 Zm[ﬁ?.
Schlussendlich wollen wir noch die Bedingungen an die Potentiale V;; ableiten, so dass neben
dem Energiesatz auch noch der Drehimpulssatz gilt.
In der Zeitableitung des Gesamtdrehimpulses
£= Zti A + Zti NSij = Zti A — Zfij A ViVij (i),
i ij i i<j
worin wir Actio = Reactio setzten, tragen die inneren Kréfte nicht bei, wenn
0 =1 A VlV,J (tij) fiir alle 4,7

gilt. Also muft der Gradient von V;; in Richtung von v;; zeigen, was bedeutet, dass die
Niveauflachen von Vj;(t;;) Kugeloberflichen um t;; = 0 sind. Deshalb kann V;; nur eine
Funktion von r;; = ||v;;]| sein. Fiir ein System mit inneren Potentialkréften gilt also der
Drehimpulssatz (4.13), wenn

ij = =ViVij(rij) = —ti; Vi (rij), (4-29)
wobei
d
VV(r) = fo’) Vr=¢tV'(r)

benutzt wurde. Actio = Reactio ist erfiillt, falls noch zusétzlich gilt

Vij (r) = Vii(r). (4-30)

Beziiglich der Integrale der Bewegungsgleichungen kdonnen wir zusammenfassend folgendes
sagen. Unter den drei Integralsétzen fiir ein abgeschlossenes mechanisches System mit Be-
wegungsgleichungen

mit; ==Yy wVi(ry),  i=1,...,N, (4-31)
J

ergibt der Erhaltungssatz des Schwerpunktes 6 Integrale, der Erhaltungssatz des Drehimpul-
ses 3 Integrale und der Energiesatz 1 Integral. Die maximale Anzahl der allgemein angebba-
ren Integrale ist 10,

R, R, £ und E.

Ein System aus N Punktteilchen hat 6N Freiheitsgrade, 3N Koordinaten und 3N Impulse
(oder Geschwindigkeiten) und eine Losung ist nach Angabe von 6N Anfangsbedingungen
(lokal) eindeutig bestimmt. Fiir ein abgeschlossenes 2-Korpersystem, fiir welches alle Erhal-
tungssitze gelten, verbleiben nach Beriicksichtigung der Integrale der Bewegung effektiv 2
Freiheitsgrade.
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4.2 Gekoppelte Pendel

In Abschnitt (3.4) haben wir die Losungsmethoden fiir allgemeine lineare Systeme disku-
tiert, aber bisher nur auf Schwingungen eines Massenpunktes angewandt. Wir behandeln
jetzt Schwingungen von zwei schwingungsfihigen Massen, die miteinander gekoppelt sind.
Derartige Schwingungen spielen auch bei elektrischen Messanordnungen eine wichtige Rolle.
Man spricht dort von einem primiren und einem sekundéren Kreis. Der primére Kreis wird
angeregt, der sekundire schwingt mit, besonders stark dann, wenn Resonanz vorliegt. Hier
beschéftigen wir uns natiirlich mit gekoppelten mechanischen Schwingungen, die vielfach als
Modelle fiir die elektrischen Schwingungen herangezogen werden.

Wir betrachten zwei schwingende Massenpunkte wie in Abbildung (4.2) dargestellt. Es wir-

Abbildung 4.2: Zwei gekoppelte Pendel.

ke auf den von der Gleichgewichtslage O, in der Entfernung x; befindliche Punkt m die
harmonische Riickstellkraft —m;w?z; und auf den von Os in der Entfernung x» befindlichen
Punkt my die Riickstellkraft —maw3xs. Dies sind dufere Kriifte, die vom Schwerefeld der
Erde herriihren (die Erde wird als nicht zum System gehorend angesehen). Die beiden Mas-
senpunkte seien durch eine Spiralfeder miteinander verbunden, die im ungedehnten Zustand
sein soll, wenn m in Oy und my in O ist. Dieses System konnen wir anndhernd durch zwei
lange, iiber einer Feder verbundene Pendel mit kleinen Auslenkungen verwirklichen. Ist die
Federkraft pro Dehnung um eine Lingeneinheit gleich k, dann wirkt die Feder auf m; mit
der Kraft k(x> — 1) und auf my mit k(x; — x2). Diese inneren Kréfte erfiillen das Actio —

Reactio Gesetz.
Also lauten die NEwTONschen Bewegungsgleichungen fiir das gekoppelte System
mla'fl = —mlw%azl + k‘(iEQ — :El)
MoZy = —m2w§x2 — k(zs — x1). (4.32)
2

Je nachdem ob der Kopplungskoeffizient k£ grof oder klein verglichen mit den m;w; ist,
spricht man von starker oder schwacher Kopplung. Die wirkenden Kréfte sind konservativ,
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01Ky = 05K, = k, mit Potential
1
V(zy,xe) = E(mlwf:v% + mgwgmg + k(xy — m2)2).

Entsprechend ist die Summe aus kinetischer und potentieller Energie konstant,

1
E = i(ml;‘ﬁ + mad3) + V = konstant.

Bei der Losungssuche machen wir den iiblichen Losungsansatz
1 = AeM und z, = BeM,
welcher, nach Einsetzen in die Bewegungsgleichungen, auf folgende Gleichungen fiihrt,
AN 4+ w? 4+ k/m1) = Bk/my und B\’ +wji + k/ms) = Ak/ms.

Hieraus folgt

B N +wi+k/m k/my
A_ k/m1 _/\2+w§+k/m2

und damit die Sdkulargleichung

k2
mims

()\2 + w% + k/ml)()\2 +wy + k/m2) —

=0. (4-33)

Wir beschranken nun auf den symphatischen Pendel zweier gleich langer und gleich schwerer
Pendel. Fiir den sympathischen Pendel gilt

k k
W =wy =wy und — = — =K. (4.34)
mq mo

Die Losungen sind einfacher zu konstruieren, wenn wir die neuen Koordinaten
1
R = 5(301 +z2) und z=mzo — 2. (4-35)

einfithren. R ist der Ort des Schwerpunktes im System (O,e) in der Abbildung (4.2) und
L + x der Abstand zwischen den schwingenden Massenpunkten.

Nach Addition beziehungsweise Subtraktion der beiden Gleichungen in (4.32) ergeben sich
die entkoppelten Gleichungen

R+w2R=0 und &+ (w2 +2k)z =0. (4-36)

Der Schwerpunkt der beiden Pendel schwingt mit der Kreisfrequenz wy und ihr Abstand mit
der Kreisfrequenz w = (w? + 2)'/2,

R(t) = Acos(wot + @) , x(t) = acos(wt + p). (4-37)

Wir bringen anfénglich my aus seiner Ruhelage nach 2, = ¢ und lassen beide Pendel ohne
Anfangsgeschwindigkeit los,



Fiir diese Anfangsbedingungen verschwinden die Phasenverschiebungen und 24 = a = c.
Fiir die Positionen der Pendel bedeutet dies, dass

c L w—wy . w+wo
T = —(coswpt —coswt) = csin t sin t
! 2( 0 ) 2 2

c w— w W+ w
Ty = §(c05w0t+coswt) = ccos %4 cos 5 04,

Die ersten Faktoren auf den rechten Seiten sind fiir schwache Kopplung £ < wg langsam
verdnderlich mit der Zeit und die beiden Pendel fiithren eine Schwebung aus: hat die Am-
plitude von m; ihren grofiten Wert, dann ist diejenige von mo Null und umgekehrt, siehe
Abbildung (4.3)-

Tt o

[, ot

Zo k\\ =

. s

==}

T

. i

==}

Abbildung 4.3: Die Amplituden des sympathischen Pendels fiir schwache Kopplung.

Die Energie wechselt periodisch von dem einen zu dem anderen Pendel hiniiber.

Werden anfanglich beide Pendel gleich stark im gleichen oder im entgegengesetzten Sinne
aus der Ruhelage entfernt, d.h. wihlt man folgende Anfangsbedingungen fiir ¢t = 0

a) T =¢, Ty=c, & =d3=0 bzw. R=¢, 2=0, R=4=0,

b) =1 =c, x0=—c¢, & =d3=0 bzw. R=0,2=-2c, R=2=0,

dann findet kein Schweben der Energie statt. Im Fall a) ist = 0 und die beiden Pendel
schwingen synchron mit der Kreisfrequenz wy,

1 = Ty = CcCcoSwyt.
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Im Fall b) ruht der Schwerpunkt, R = 0, und die Pendel schwingen entgegengesetzt mit der
Kreisfrequenz w > wy,

r1 = —Iy = ccoswt.

Die zwei Schwingungszusténde a) und b) heifen Normalschwingungen oder Figen- oder Fun-
damentalschwingungen unseres gekoppelten Systems von zwei Freiheitsgraden. Die Frequen-
zen wo /21 und w/2m sind die zugehdrigen Figenfrequenzen. Wir haben frither gesehen, dass
ein schwingungfihiges System von N Freiheitsgraden genau N Fundamentalschwingungen
hat.

Nicht ganz so einfach ist die Theorie, wenn die beiden Pendel gegeneinander verstimmt sind,
wenn sie also nicht genau gleich lang oder nicht genau gleich schwer sind. Es findet zwar auch
Energieaustausch statt, doch derart, dass das angeregte Pendel ein von Null verschiedenes
Minimum hat. Nur das urspriinglich ruhende Pendel kommt dann im Verlauf der Bewegung
wieder zur Ruhe. Die Energieiibertragung ist als Folge der Verstimmung unvollkommen.

4.3 Das Zweikorperproblem

Das Zweikorperproblem ist: Wie bewegen sich zwei Massenpunkte - zum Beispiel die Sonne
und die Erde - in ihrem gegenseitigen Kraftfeld. Wir betrachten also das abgeschlossene
Zweikorperproblem mit zentralen inneren Potentialkriften, so dass Drehimpuls und Energie
erhalten sind. In einem Inertialsystem lauten dann die Bewegungsgleichungen

mity = =ViV(rz) = —f12VI(7°12)

moty = —VoV(ri2) = =t V'(ri2), (4-38)

wobei r15 der Abstand zwischen den beiden Teilchen ist. Nach Addition dieser Gleichungen
erhalten wir den gekannten Schwerpunktsatz,

Mm: 0, M%:mltl +m2t2, M =m -|-m2, (439)
nach dem sich der Schwerpunkt geradlinig gleichférmig bewegt oder ruht,
R(t) = N(0) + R(0)t. (4.40)

Dividiert man die Bewegungsgleichung fiir t; durch m; und diejenige fiir t5 durch msy und
subtrahiert die entsprechenden Differentialgleichungen, dann findet man fiir die Beschleuni-
gung der Relativkoordinate t =t — 1y

pi = —tV'(r) (4-41)
wobei die reduzierte Masse der beiden Korper auftritt,
mimes ( )
= 42
K M1 + s 4-4

Damit ist das Zweikorperproblem auf das Eink6érperproblem fiir die Relativbewegung redu-
ziert. Aus der Losung t(t) fiir die Relativbewegung und 9i(¢) in (4.40) konnen dann mit Hilfe
die Umkehrtransformationen

m m
vy =R+ ﬁt und vy =R - ﬁlt (4.43)

105



die Bahnkurven v (¢),t2 () berechnet werden.
Auch fiir allgemeinere Zentralkréfte der Form
F12 = t12K (t12,t12) = =821, (4-44)
kann man das 2-Koérperproblem auf ein 1-Koérperproblem fiir die Relativbewegung reduzie-
ren, wie sich leicht zeigen 14ft. Dann lautet die Bewegungsgleichung fiir die Relativbewegung
ut =t K(t,t), t=rs. (4.45)

In den meisten physikalisch wichtigen Anwendungen sind die inneren Kréfte aber Potential-
kréifte, und wir haben es mit der Gleichung (4.41) zu tun.

Mit (4.43) schreibt sich der erhaltene Gesamtdrehimpuls geméfs
=8 +L =RAP+puc At = MRO) ARO) + pr At (4.46)

Der erste Term auf der rechten Seite ist der Drehimpuls der im Schwerpunkt vereinigten
Gesamtmasse und der zweite Term der relative Drehimpuls £°' = pr A t. Ein Vergleich
mit (4.16) oder eine einfache Rechnung zeigen, dass £ gleichzeitig der Drehimpuls im
Schwerpunktsystem ist. Er ist eine Konstante der Bewegung und damit liegt v(¢) in der
Ebene durch v = 0 und senkrecht zum relativen Drehimpuls.

Wir legen e3 in Richtung von £ so dass der Ortsvektor der Relativbewegung v(t) fiir
alle Zeiten in der 21 —xzo— Ebene liegt. Wir wihlen Kugelkoordinaten, wobei § = 7/2 und
entsprechend sin = 1 zu setzen ist. Aus (2.109) entnehmen wir

t=re,, t=7¢ +re,, t=(F— rp?)e, + ;%(7‘2(@)%.

Die Bewegungsgleichungen (4.41) schreiben sich dann folgendermafen,

pE =) = V() wd 025 =0 (4.47)

Die erhaltene Energie und der erhaltene Drehimpuls der Relativbewegung sind
E = g(fQ +729?) +V(r) und £ = pr?pe, = Le.. (4.48)

Die zweite Bewegungsgleichung in (4.47) ist gerade der Flichensatz fiir die Relativbewegung.
Damit koénnen wir ¢ in der ersten Differentialgleichung in (4.47) eliminieren und erhalten
folgende Bewegungsgleichung fiir den Abstand der beiden Punktteilchen,
2 2
pit = —= = V'(r) = =Vig(r) mit Veg(r) =V(r) +

e (4-49)

2ur?’

Verr heifit effektives Potential. Fiir positives Vg ist 7 negativ und die beiden Teilchen ziehen
sich an. Fiir negatives V; haben wir es mit einer Abstoffung zu tun.

Diese Bewegungsgleichung hat als Integral die konstante Energie der Relativbewegung (4.48),

1 .
E = 5;17“2 + Ver (r). (4.50)
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Da das effektive Potential fiir einen Relativdrehimpuls ¢ # 0 bei r — 0 {iber alle Massen
anwéchst, konnen sich die beiden Teilchen nicht zu nahe kommen. Man spricht von der
Zentrifugalbarriere. Bei fester Energie und bei festem Drehimpuls ist der minimale Abstand
der beiden Teilchen rn,;, der kleinste Radius fiir den

52
> (4-51)

E= ‘/éff(rmin) = V(rmin) + zﬂrmin

gilt, siche Abbildung (4.4). Ob es noch weitere Umkehrpunkte gibt, an denen die Geschwin-

b Verr

Abstossung

B
\ To Tmax r

\

Anziehung

T'min
Abbildung 4.4: Fiir £ # 0 kénnen sich die beiden Teilchen nicht beliebig nahe kommen.

digkeit verschwindet, hingt vom Potential V' (r) ab. Fiir ein fiir grofse Abstinde anwachsendes
Potential wird es immer einen grofsten Abstand zwischen den Teilchen geben. Die beiden Teil-
chen sind dann aneinander gebunden. Besitzt das effektive Potential ein Extremum bei 7o,
Vig(ro) = 0, dann ist 7(t) = ro eine Losung der Bewegungsgleichung (4.49) mit konstantem
Radius und beschreibt eine Kreishahn mit Relativenergie und Relativdrehimpuls

E =Veg(ro) und £ = prie. (4.52)
Die Kreisbahn ist stabil wenn rg ein Minimum von Vg ist und andernfalls instabil.

Die Auflésung von (4.50) nach 7 ergibt dann die schon bei der eindimensionalen Bewegung
gefundene Losung,

t—to=\/E/Td7rI, (4-53)
2 ro \/E_Véf‘f(rl)

allerdings mit einem drehimpulsabhéngigen effektiven Potential Vog. Im Schwerpunktsystem
ist B = 0 und entsprechend

m
—t, (4-54)

mo d
¥y = —=tU un Ty =
M M

und die Bahnen beider Teilchen liegen in ein und derselben Ebene durch den Schwerpunkt
mit dem konstanten Normalenvektor £
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4.3.1 Kepler- und Coulomb-Problem

In der Absicht, die schon bekannten KEPLERschen Gesetze zu beweisen, postulierte NEWTON
sein allgemeines, dem Actio = Reactio-Prinzip geniigendes Anziehungsgesetz zwischen je zwei
massiven Korpern, gemift dem der Betrag der Kraft auf jeden der beiden Korper umgekehrt
proportional zum Quadrat ihres gegenseitigen Abstands und die Richtung der Kraft lings
der Verbindunglinie der beiden Korper ist. Die Kréfte sind also zentrale Zweiteilchenkréfte,

S12 ~ ——-
12
Das Besondere an diesem Gesetz ist, dass die Kraft auf einen Korper proportional zu dessen
(schweren) Masse sein soll,

T2
12 = —myfBr—-. (4-55)

T2
Kein anderes Kraftgesetz hat diese Eigenschaft. Das Phinomen der universellen Anziehung
von massiven Korpern heifst Gravitation. Die Konstante Sy mufs positiv sein, damit der
Korper my von Korper ms angezogen wird. Das Actio = Reactio - Gesetz verlangt, dass

B _ B2

mlﬁg = mQ,Bl oder — = — = v,

mq mo
eine universelle Konstante ist. Damit ergibt sich die folgende Form fiir die Newtonsche Gra-
vitationskraft,

t
S12 = —’lemz%- (4.56)
T'i2

Die positive universelle Konstante v heifst Gravitationkonstante.

Auch zwischen elektrisch geladenen Korpern wirken Krifte, die vom Ladungszustand der
Korper abhingen. Ladungen mit entgegengesetzten Vorzeichen ziehen sich an, solche mit
gleichen Vorzeichen stofsen sich ab. Fiir zwei kleine Korper, deren Durchmesser klein relativ
zu ihrem Abstand ist, ist das Kraftgesetz besonders einfach. Die Experimente zeigen, dass die
Kraft zwischen zwei elektrisch geladenen kleinen Teilchen proportional zu den elektrischen
Ladungen ¢, ¢> und invers proportional zum Quadrat des Abstands r1» der beiden Ladun-
gen ist. Diese CouLoOMBEraft wirkt in Richtung der Verbindungslinie der beiden Ladungen.
Damit ergibt sich das folgende Kraftgesetz fiir zwei Punktladungen

31y = 4192 t12
12 — 3
4meg T35

(4-57)

Die Dielektrizititskonstante des Vakuums €y bestimmt die Stirke der Wechselwirkung; ihr
numerischer Wert hingt von der gewihlten Mafeinheit fiir die Ladungen ab3. Im Gegensatz
zur Gravitationskraft kann die elektrische Kraft anziehend oder abstofend sein, je nach
relativem Vorzeichen der beiden Ladungen. Wihrend die Gravitation wuniversell auf jede
Form von Masse und/oder Energie wirkt, erfahrt ein neutrales Teilchen keine Cour.oMBkraft.

Die NEWTONsche Gravitationskraft und die CouLoMBkraft haben dieselbe funktionale Form:
beide sind Zentralkrifte und invers proportional zum Quadrat des gegenseitigen Abstand
der beiden Teilchen,

T12
Si2 = —amrT, a1z = ymima  bzw. s = —q1q2/4Teg. (4.58)
12

3Dies wird im néchsten Semester detailliert erkldrt werden.
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Also finden wir folgende NEWTONschen Bewegungsgleichungen fiir gravitativ und elektrisch
wechselwirkende Korper,

N
. T qiq;
m;t; = — E Qi —3, Qij = ymim; — 1 . (4-59)
ey ij TED
i

Links stehen die trigen Massen und rechts die schweren Massen und elektrischen Ladungen.
Wir werden wieder annehmen, dass das Aquivalenzprinzip gilt und entsprechend triige und
schwere Massen gleichsetzen. Es handelt sich hier um Potentialkrifte, da
. Qij
S$ij = —ViVi; mit Vi =— Y (4.60)

T‘ij

gilt. Fiir zwei ungeladene Korper ist

mims

Vir)=- (4.61)

r

das NEWTONsche Potential. In der Laborphysik kénnen wir fiir elektrisch geladene Teilchen
die gravitative Kraft vernachléssigen und dann heifit das Potential

Q12 1
- 4meg r (4.62)

Vi(r)

CouLoMBpotential. Die NEWTONsche Gravitationskraft und die CourLowmBkraft sind kon-
servativ und zentral. Entsprechend sind die Gesamtenergie

N mi .o N Qg
E= Z - (4.63)

i=1 i Tij
i#j

und der Gesamtdrehimpuls

N
L= Z m;it; At (464)
i=1

Konstanten der Bewegung.

Fiir das N-Korperproblem ist fiir N > 2 keine geschlossene Losung von (4.59) angebbar4,
so dass man auf numerische und/oder Nidherungsmethoden angewiesen ist. Bei den Nihe-
rungsmethoden geht man davon aus, dass der Hauptbeitrag der Wechselwirkung durch das
zunichst als abgeschlossen betrachtete exakt 16sbare Zweikorperproblem, zum Beispiel Son-
ne - Planet (oder Komet), gegeben ist, wihrend die Kréfte der anderen Korper als dufiere
Storungen betrachtet werden, von denen man die dominanten beriicksichtigt.

Die Gleichung fiir die Relativbewegung des Zweiteilchensystems hat mit der reduzierten
Masse
mimes

p=—r M =my + ma, (4.65)

und v = v; — vy als Relativvektor von Teilchen 1 zu Teilchen 2 die Form

N T
pt = —a—g. (4.66)

4Abgesehen von einigen sehr speziellen und symmetrischen Konfigurationen, siehe Ubungen.
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Wir legen e3 wieder in Richtung des erhaltenen Relativdrehimpulses. Die erhaltene Energie
der Relativbewegung ist dann
1 . . 02 @
E= 5/““2 + Verr(r), wobei Veg = i (4.67)
ist. Wir konnten nun versuchen, das Integral in (4.53) fiir das NEwTONsche oder Cou-
LOMBpotential zu berechnen, um die Bewegungsgleichungen zu 16sen.

Wir schlagen einen direkteren Weg zur Losungssuche ein. Fiir eine Anfangsbedingung ¢o =
0 verschwindet der erhaltene Drehimpuls £ = pr?¢p und ¢ =const fiir alle Zeiten. Dann
beschreibt die Relativkoordinate eine radiale Bahn. Fiir £ # 0 ist dagegen ¢ = £/ur? nie
Null und ¢(t) ist eine monotone Funktion der Zeit. Damit diirfen wir ¢ anstelle von ¢ als
neuen Parameter einfithren. Dabei ist es bequem den inversen Radius u = 1/r als abhéingige
Funktion zu betrachten. In den folgenden Formeln bezeichnet der Punkt die Ableitung nach
der Zeit und der Strich die Ableitung nach . Mit den Identitéten
i u' 14 do 2,

r= 2= —Egb = —;u' und § = 1"% = _UHEU
kann die Bewegungsgleichung (4.49) fiir den Abstand wie folgt umgeformt werden,

2 2
——u?u" = —u® —au® bzw. U +u= a—g. (4.68)
I Iz l

Eine spezielle Losung dieser inhomogenen linearen Differentialgleichung ist u = au/¢? und
die allgemeine Losung hat damit die Form

u(e) = T {1 —ecos(p — vo)}. (4.69)

Die erhaltene Gesamtenergie der Bewegung ist

1 2 (4.69) &2 pu
E:§,u1°2-|-V;ff(7‘)Zﬂ(u'2+u2)—au = 2—52(6—1). (4.70)
Wir 16sen nach e auf,
2E/0?\1/2
= (1 + a? ) . (4.71)

Es geniigt eine Losung der quadratischen Gleichung fiir € zu beriicksichtigen, da ein Vorzei-
chenwechsel von € durch eine Verschiebung von ¢y um 7 erreicht werden kann. Eingesetzt
in (4.69) erhalten wir

ww:%h—mmd, o= (4.72)

wobei wir ¢g so gewihlt haben, dass fiir « > 0 der Radius fiir ¢ = 7 minimal wird und fiir
a < 0 fiir ¢ = 0. Um dies einzusehen beriicksichtige man, dass fiir @ < 0 auch p negativ ist.

Kegelschnittgeometrie:

Da es vermutlich schon einige Zeit her ist, dass Sie sich mit Kegelschnitten beschéftigt haben,
erinnere ich hier an die Parameterdarstellungen der Ellipse, Hyperbel und Parabel.
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L T2 , T2

Abbildung 4.5: Zur Beschreibung von Ellipsen und Hyperbeln.

Ellipse: Wir wihlen den linken Brennpunkt in Abbildung (4.5) als Koordinatenursprung.
Aus der Figur liest man ab:

t=2¢ 41,
Da die Ellipse der geometrische Ort aller Punkte mit 7’ 4+ r = 2a ist, haben wir ferner
' +r = 2a.

Durch Auflésen dieser beiden Gleichungen nach v’ beziehungsweise r’ und quadrieren erhal-
ten wir

r? = P pde’ —dr-e
% = r? +4a® — 4ar,
wobei die lineare Exzentrizitit e = ||¢|]| < a als Lange des Vektors e auftritt. Zieht man diese

Gleichungen voneinander ab, so finden wir nach Einfithrung der numerischen Ezzentrizitit
€in ¢ = eae,

0 =4(a® —e?) =4da(r —er-¢),
——

=p2
beziehungsweise die Formel

b2

r—ev-e=—=p, wobei 0<e<1

a

ist. Der positive Parameter p heifst Halbparameter. Damit erhalten wir schlussendlich

r=—Y  mit p=(1-¢€)a>0 und t-e=recosy. (4-73)
1 —e€ecosyp

Hyperbel: Wir wihlen als Koordinatenursprung den rechten Brennpunkt in der Abbildung
(4.5) und beschreiben den rechten Ast der Hyperbel. Aus der Figur liest man ab:

v =2+,
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Dieser Ast der Hyperbel ist der geometrische Ort aller Punkte mit

r'—r = 2a.
Damit ergeben sich nach Einfiihrung der linearen Ezzentrizitit e = |le|| > a die beiden
Gleichungen
r? = r?pde’ 4 4e-e
r? = r?+4a® + dar.

Zieht man diese Gleichungen voneinander ab und eliminiert r, so erhalten wir wieder nach
Einfithrung der numerischen Exzentrizitit e = e/a die Formel
p 2 i
= — it p=(—-1a=—>0. .
TS T ecosp Mt P (€ —1Da=— (4-74)
Wahlen wir als Koordinatenursprung den linken Brennpunkt, so findet man ganz analog fiir
denselben rechten Hyperbelast die Darstellung

2

P mit p=—( = 1)a=—-— <0. (4.75)

r=---—
1 —e€ecosyp a

Offensichtlich ist 0 < e < 1 fiir die Ellipse und € > 1 fiir die Hyperbel. Fiir ¢ = 1 ergibt sich
eine Parabel und fiir ¢ = 0 ein Kreis.

Gebundene Bahnen

Nun kénnen wir mit den Bahnen (4.72) im NEWTONschen oder COULOMBpotential verglei-
chen. Die Relativkoordinate der Bewegung beschreibt einen Kegelschnitt relativ zu einem
seiner Brennpunkte. Fiir eine anziehende Kraft (a > 0) ist die Bahn zum Brennpunkt hin-
gekriimmt und fiir eine abstofende Kraft (o < 0) vom Brennpunkt weggekriimmt. Wegen
52
p=— und €= (1 +
op
ist die Bahn eine Ellipse fiir E < 0 und eine Hyperbel fiir E > 0. Dies bestétigt die frithere
Uberlegung, nach der gebundene Bewegungen in einem Potential mit V(r) < 0 negative
Energien haben. Fiir « < 0 ist £ > 0 und es gibt keine gebundenen Bahnen. Fiir E = 0 ist
€ = 1 und der Relativvektor beschreibt eine parabolische Bahn. Fiir € = 0 verschwindet die
Exzentrizitdt der Ellipse und wir erhalten eine Kreisbahn.

2E(2\1/2
) (4.76)

po®

Fiir Ellipsenbahnen gilt das dritte KEPLERsche Gesetz wie man leicht einsieht: Aus der Kon-
stanz des Relativdrehimpulses folgt, dass die von ¢(¢) pro Zeiteinheit tiberstrichene Fliche
konstant gleich ¢/2u ist. Bezeichnet A die Ellipsenfliche und 7' die Umlaufzeit, dann ist

dA_é_ﬂ'ab_ 4

dt T T 24

mab_ Lzl fap  fab
T 20 2V u  Vpa2
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Der Flichensatz impliziert also folgende Relation zwischen 7" und der grofen Halbachse a:

a’ 1l oa ( )
T2 - 471_2 ll/ . 4‘77
Insbesondere ist fiir nur gravitativ gebundene Korper
a? v mims  yYM
=13 =135 (4.78)

T2 42 4 An?”
Die Massen aller Planeten im Sonnensystem sind klein verglichen mit der Sonnenmasse. Wir
diirfen also in guter Naherung M durch mg ersetzen und dann sind die Konstanten auf

der rechten Seite fiir alle Planeten der Sonne dieselben. Also gilt fiir zwei Planeten in guter
Néherung

3 3
& _ 0y
T2 (4-79)

Dies Beziehung ist das wohlbekannte

Dritte KEPLERsche Gesetz: Die Quadrate der Umlaufzeiten zweier Planeten verhalten
sich wie die Kuben der grofSen Halbachsen.

In der folgenden Tabelle sind die grofen Halbachsen, Umlaufzeiten und Verhiltnisse a® /7
fiir die Planeten im Sonnensystem angegeben:

Planet | a[AE]  T[s]  a3/T?[AE®/s?]
Merkur | 0.387 7.60-10° 1.0035-107'°
Venus | 0.723 1.94-107 1.0042-107'°
Erde 1.000 3.16-107 1.0014-10~'°
Mars 1.523  5.94-107 1.0012-10~'
Jupiter | 5.202 3.74-10° 1.0064-107'°
Saturn | 9.554 9.30-10° 1.0083-107'°
Uranus | 19.218 2.66-10° 1.0031-10~1%
Neptun | 30.109 5.20-10° 1.0094-10~'?
Pluto | 39.607 7.82-10° 1.0155-107'%

Planetendaten zum dritten Keplerschen Gesetz

Beziiglich der Ellipsenbahnen wollen wir noch einen weiteren Satz erwidhnen. Die Gesamt-
energie kann durch die grofie Halbachse ausgedriickt werden. Losen wir ndmlich die zweite
Gleichung in (4.76) nach der Energie auf und ersetzen ¢? aus der ersten Gleichung, dann
erhalten wir mit p = (1—¢€?)a folgende einfache Formel fiir die Energie der Relativbewegung,
o —ymims/2a Newtonsche Kraft

E:——:
2a

(4.80)
+q1q2/8mega  Coulombkraft.

Also héngt die Energie im Falle einer Ellipsenbahn nur von der grofen Achse ab; allen
Ellipsen mit gleichem a (und verschiedener Exzentrizitit) entspricht dieselbe Energie.
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Im Prinzip kann neben der Bahngleichung auch die Zeitabhéingigkeit der Koordinaten r
und ¢ bestimmt werden. Aus dem Fliichensatz ¢ = ur?¢ folgt niimlich, da r = r(yp) schon
bekannt ist, die dem Winkel ¢ entsprechende Zeit,

t= % ’ () dp = t(e). (4-81)

Die Umkehrfunktion liefert ¢ = ¢(t), und damit ist mit » = r(¢(t)) auch der Radius als
Funktion der Zeit bestimmt. Das Integral (4.81) kann aber nicht in geschlossener Form
angegeben werden.

Ungebundene Bahnen

Ist die Energie der Relativbewegung zweier Korper positiv, so sind diese nicht gebunden. Fiir
sehr frithe und sehr spéte Zeiten haben die beiden Korper einen sehr grofen (‘unendlichen’)
Abstand. Wir konnen uns vorstellen, dass sie in sehr grofem Abstand mit einer Relativge-
schwindigkeit v, starten. Von Interesse ist die relative Winkelablenkung der Teilchen, der
sogenannte Strevwinkel. Er ergibt sich aus dem Schnittwinkel 2¢, der Asymptoten, siehe
Figur (4.6) zu 8§ = 7 — 2. Fiir den Winkel ¢, divergiert der Radius r in (4.74). Dies ist

Abbildung 4.6: Rutherfordstreuung.

der Fall fiir € cos oo, = 1. Damit ist

6 = m — 2arccos <1> . (4.82)

€

Fiihrt man statt £ und ¢ neben v, den Abstand des Ursprungs von der Asymptoten, den
sogenannten Stoffparameter b als neue Konstante ein, so erhilt man fiir & > 0 und nach der
L’HospiTALschen Regel

i — — 1
b= lim {r(p)sin(¢p —¢s)} =p lim sin(p — ¢oo) =2 lim COS(? o) —_ - .
P—Poo =9 1 —€cosp € P—Poo sin ¢ € Sin Yoo
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Der Stofiparameter b ist diejenige Strecke, um die sich die Teilchen bei kriftefreiem Flug
verfehlen wiirden>. Wegen

1
sin® oo =1 — 08" oo = 1 — =
€

finden wir folgenden einfachen Zusammenhang zwischen dem Stofiparameter und den Hy-
perbelparametern,
P 14 14
b= = = , .8
=1 JIiE e (4.83)
wobei wir die Relativenergie bei sehr grofen Abstéinden ausgewertet haben, E = uv? /2.
Fir a < 0 findet man exakt dasselbe Resultat. Diese einfache Beziehung gilt auch fiir allge-

meine Zentralfeldpotentiale V (r), siehe unten. Driicken wir in der Formel fiir die numerische
Exzentrizitat die Energie E durch v, und den Drehimpuls ¢ geméfs (4.83) durch b und v

aus, dann finden wir
2 py2
e=1/1+ (lw#“’) . (4.84)

Damit ergibt sich fiir den Cotangens des halben Streuwinkels

1 1
cot 3= cot (g — arccos Z) = tan(arccos —) = Ve2 — 1 = ol b.
Fiir die CouLOMBstreuung ist & = —qi¢2/4mep und wir erhalten
0 8megE 1
cot = = ——— b, E = - . 4.8
2 912 2M > (485)

Fiir die Streuung zweier Himmelskorper aufgrund der NEwTONschen Gravitationskraft ist
a = ymyme und entsprechend

2

0 v

Wir werden spéter in diesem Kapitel auf diese Resultate zuriickgreifen, wenn wir den Streu-
querschnitt fiir RUTHERFORDstreuung berechnen werden.

4.4 Zwei-Korper-Zerfall eines Teilchens

Ein Teilchen der Masse mg zerfalle in zwei Teilchen der Massen mq und ms. Beispiele aus
der Kernphysik sind:

Be® — 2a(= He'), Pu®® — U*? +q

Die charakteristischen Grofsen der am Zerfallsprozess beteiligten Teilchen sind ihre Massen
m; und inneren Energien ¢; (Anregungsenergien, Bindungsenergien etc.). Fiir die Anwen-
dungen sind zwei Koordinatensysteme von besonderer Bedeutung: das Schwerpunktsystem,
in dem R = 0 und P = py1 + p2 = 0 gilt, und das Laborsystem, in dem der Beobachter ruht.

5Die kleine Ellipsenhalbachse und der Stofparameter werden in der Literatur beide mit b bezeichnet.
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Beschreibung des Zerfalls im Schwerpunktsystem

In diesem System ruht das zerfallende Primérteilchen und es gilt pg = 0. Aus dem Impulssatz
folgt dann, dass p1 + p2 = 0 und daher

p=p1=—p2 oder mib; =—mab,. (4.87)

Die Energiebilanz lautet

I, I,
€ = €1 + —lepl + €2 + _2m2p2’ (pz = HpZH)
oder
1,1 1, 5 1, . mims
e —ey = o — 4+ — =_—p?, b = .88
€0 — €1 — €2 2(m1 +m2)p 2Hp wobel [ M+ 1o (4.88)

die reduzierte Masse der beiden Teilchen im Endzustand ist. Das Schwerpunktsystem ist fiir
theoretische Uberlegungen oft vorteilhaft, da in ihm die Formeln in der Regel eine symme-
trische und einfache Form annehmen.

Der Zerfall im Laborsystem

Die Grofsen im Laborsystem, wo die Messungen stattfinden, werden mit einem L gekenn-
zeichnet. In diesem System bewegt sich das zerfallende Teilchen in der Regel mit einer
von Null verschiedenen konstanten Geschwindigkeit vrg. Dies ist dann auch die Geschwin-
digkeit mit der sich das Schwerpunktsystem relativ zum Laborsystem bewegt, u = vpo.
Das Laborsystem und Schwerpunktsystem unterscheiden sich also um eine spezielle Gali-
lei-Transformation. Fiir die Geschwindigkeiten der Sekundérteilchen my,mso gilt daher im
Laborsystem

(4.87

)

m
by =u-+v; und brs =u+ vy u—m—lnl, (4.89)

2

woraus die Beziehung
v} = (op; —u)? = u® + 03, — 2uvp; cosh, (4.90)

folgt. Sie erlaubt, aus Messungen der Geschwindigkeiten vrg = w und vz und des 'Zerfalls-
winkels’ 87, des ersten Sekundérteilchens mit der u-Richtung den Betrag der Geschwindigkeit
v; zu bestimmen. Die Richtung von vy ldft sich durch den Winkel 87 berechnen. Dazu ent-
nimmt man der Abbildung (4.7) die Beziehung

vy sin @

tanfy, = ————,
~ u + vy cos @

die man nach cos 6 auflosen kann:
2 2

cosf = _u sin? 07, + cosGL(l - u_2 sin? 0L)1/ .

o N (4.91)

Bei der Umrechnung des gemessenen Zerfallswinkels 67, in das Schwerpunktsystem sind zwei

Fille zu unterscheiden, je nachdem ob der Scheitel des Winkels 6, innerhalb oder aufserhalb
des Kreises mit dem Radius v; liegt:
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' vy 8inf

N

u=2"vpro

Abbildung 4.7: Der Ubergang zwischen Labor- und Schwerpunktsystem.

Abbildung 4.8: Die Félle u < vy und u > vy miissen unterschieden werden.

Fiir u < vy liegt der Scheitel innerhalb des Kreises mit Radius v; und die Werte von
01, konnen im Intervall [—m, 7] liegen. Da 67, = 0 zu § = 0 gehort, kommt nur das
Plus-Zeichen in (4.91) in Frage:

u u? 1/2
cosf = —— sin® 0, + coséy, (1 — — sin® 0L> : (4.92)
U1 vy

Fiir u > vy liegt der Scheitel des Winkels aufierhalb des Kreises mit Radius v; und
der Vektor vr1 schneidet den Kreis an zwei Stellen mit den Winkeln 67, und 6} relativ
zu u, die durch die beiden Losungen der obigen Gleichung fiir cos f gegeben sind. Der
Zerfallswinkel liegt im Intervall

U1

0L € [—0m,0m], sinb, = o < 1. (4.93)

Fiir sehr grofe Geschwindigkeiten des ersten Teilchens findet im Laborsystem die Streu-
ung vorwiegend in die Vorwértsrichtung, d.h. in Richtung von vy, = u statt.
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4.5 Elastische Streuung

In der Atom-, Kern- und Elementarteilchenphysik spielen Streuexperimente und deren theo-
retische Beschreibung eine sehr wichtige Rolle. Obwohl die hierbei benutzten Methoden und
Konzepte aus der Quantenmechanik kommen und in der entsprechenden Vorlesung behandelt
werden, lassen sich wichtige Eigenschaften der Streuung schon in der klassischen Mechanik
behandeln. Dies trifft insbesondere auf die Anwendung von Energie- und Impulserhaltung
zu, deren Giiltigkeitsbereich weit {iber die NEWTONsche Mechanik hinausgeht. Auch 14fst sich
in der NEwWTONschen Mechanik die RUTHERFORDsche Formel fiir den Wirkungsquerschnitt
fiir die Streuung von elektrisch geladenen Teilchen ableiten.

Charakteristisch fiir Stofe von Teilchen ist, dass bei ihnen nur wihrend einer begrenzten Zeit
T wirkende Krifte eine Rolle spielen. Dabei miissen sich die Kérper nicht unbedingt beriihren;
die gegenseitige Wirkung ihrer Kraftfelder geniigt ebenfalls, um eine Richtungsdnderung
herbeizufithren. Man spricht in diesem Fall auch von Streuung. Die Anderung des Impulses
des Teilchens i folgt aus der NEWTONschen Bewegungsgleichung,

pi(nachher) — p;(vorher) = / 3 dt, (4.94)
0

und ist gleich dem Zeitintegral der Kraft, die wihrend der Streuung wirkt, dem sogenann-
ten KraftstofS. Der Kraftstofs kann aus der gemessenen Geschwindigkeitsinderung bestimmt
werden.

Neben den inneren Kriften zwischen den an der Streuung beteiligten Teilchen darf man
wihrend der Stofzeit dufsere Kréfte im allgemeinen vernachléssigen. Deshalb kann man das
Streuproblem folgendermafsen formulieren:

Gegeben sind die auf die einzelnen Massenpunkte m; wirkenden Kraftstofte und die Ge-
schwindigkeiten der Massenpunkte vor dem Stofs. Zu bestimmen sind die Geschwindigkeiten
nach dem Stof. Entsprechend kann man den zeitlichen Ablauf der Streuung in drei Stufen
einteilen:

e Anfangszustand: Zu sehr friithen Zeiten sind die Teilchen weit voneinander entfernt
und bewegen sich kriftefrei aufeinander zu.

e Wechselwirkungsbereich: Wenn sich die Teilchen hinreichend nahe gekommen sind,
iiben sie Krifte aufeinander aus, die sie aus ihrer urspriinglich geradlinig gleichférmigen
Bahn ablenken. Dies ist der eigentliche Streuprozess. Seine analytische Beschreibung
setzt die Kenntnis der fiir die Streuung verantwortlichen Wechselwirkung voraus.

e Endzustand: Zu spiten Zeiten haben die Teilchen den Wechselwirkungsbereich wie-
der verlassen und bewegen sich kriftefrei voneinander fort.

Die Massen der Korper seien m; und ihre Geschwindigkeiten (in einem Inertialsystem) vor
dem Stoft v;. Die Geschwindigkeiten v} nach der Stof sind durch die Art der Wechselwirkung
bestimmt. Ohne die Bewegungsgleichung zu 16sen, lassen sich bei gegebenen Anfangsbedin-
gungen Einschrinkungen an die moglichen Endzusténde allein mit, Hilfe der Erhaltungssitze
fiir Energie, Impuls, Drehimpuls und Schwerpunkt ableiten.

Da wir dufere Krifte vernachlissigen diirfen, gilt in jedem Fall der Impulssatz
P=>D pi=> p (4.95)
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Bei der Formulierung des Energiesatzes sind ergdnzende Annahmen notwendig. Bei der ela-
stischen Streuung dndern sich die inneren Zustinde der Teilchen, zum Beispiel deren innere
Energien, nicht. Sie sind vor und nach der Wechselwirkung dieselben. Beispiele fiir elastische
Streuung sind der Stofs zweier Stahlkugeln, die Streuung von Elektronen an Ionen oder die
Streuung von Neutronen an Atomkernen. Bei der vollkommen elastischen Streuung ist die
kinetische Energie vor und nach dem Stofs gleich,

Zmiv? = Zmiv?. (4-96)

Dieser Erhaltungssatz fiir die mechanische Bewegungsenergie gilt nicht mehr, wenn einer der
Stofspartner unelastisch ist. Er nimmt beim Zusammenprall kinetische Energie auf und gibt
diese nicht vollstindig zuriick. Der unelastische Korper veréndert seinen Zustand (wird ange-
regt) und kann spater durch Abgabe von Strahlung (Wérme) wieder in seinen urspriinglichen
Zustand zuriickkehren.

Wir werden hier nur die elastische Streuung behandeln, bei der sich die Identitét der Teilchen
nicht dndert und fiir die (4.95) die Beziehung

> omiti = mig (4-97)

nach sich zieht.

4-5.1 Streuprozeft im Schwerpunktsystem

Im Schwerpunktsystem verschwindet der Gesamtimpuls und der Schwerpunkt
1
R = M (m1t1 + Tngt‘g) (498)

sitzt im Ursprung, /8 = 0. Neben der Schwerpunktskoordinate fithrt man noch die Relativ-
koordinate und Relativgeschwindigkeit der beiden streuenden Teilchen ein,

t=1ty —ty und bv= fl — f2. (499)

Die Umkehrtransformationen lauten

m
T - m—'——]w?t:%"‘ ’[ZIt
m1 14
= n-e=m- Lo .
o Y mgt (4.100)

Nun seien wieder die ungestrichenen Grofen diejenigen der einlaufenden Teilchen (¢ —
—o00) und die gestrichenen diejenigen der auslaufenden Teilchen (¢ — 00). Die nichttrivialen
Erhaltungssatze im Schwerpunktsystem lauten
1 1
Energiesatz: 5/1112 = 5#1”2
Drehimpulssatz: pe Ao =’ Ao (4.101)

Die Beziehung zwischen den Geschwindigkeiten der beiden Teilchen im Schwerpunktsystem
folgt sofort aus (4.100) (mit R = 0):
mo 1 ma

bp = —0=—b=——0,
M miq mq
ma neoy ma
o, = —v'=-"v =—-——"ul. .102
1 M "y my 2 (4 )



Setzen wir dies in den Energieerhaltungssatz ein, so finden wir
vy =v; und vy = vj. (4.103)

Die kinetische Energie jedes Teilchens ist vor und nach der Streuung die gleiche. Im Schwer-
punktsystem gibt es keinen Energietbertrag.

Der Streuwinkel 6, um den das erste Teilchen (und damit auch das zweite Teilchen) abgelenkt
wird, ist,

o1-0]  v2-0h,  0-v
s = —5— = —5= = ——. (4.104)
vy U5 v

Er kann auch mit dem Impulsiibertrag q = p; — p in Verbindung gebracht werden,

0
9% = 2m3v? (1 — cosh) = 4m?v? sin® 3 (4.105)

»U'Q

Abbildung 4.9: Zum Stofparameter.

Fiir den Betrag ¢ des Drehimpulses im Schwerpunktsystem,
£ =mqty A vy + Moty A by :,ut/\f:ﬂr81
findet man unter Beriicksichtigung von Abbildung (4.9)
£ =myviby + mavabe = po(by + be) = pov b, (4.106)

eine Beziehung, die schon in (4.83) auftrat. Der Stoffparameter b gibt den kiirzesten Abstand
an, mit dem die beiden Teilchen aneinander vorbeifliegen wiirden, falls es keine Kréfte zwi-
schen ihnen gébe. Er mifst den Abstand der Asymptoten an die Bahnen der beiden Teilchen
fiir grofe negative Zeiten beziehungsweise grofse positive Zeiten. Um den Ablenkwinkel der
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Abbildung 4.10: Streuwinkel versus ¢ -

Relativkoordinate v(¢) mit dem Streuwinkel in Verbindung zu bringen betrachte man die
Abbildung (4.10).

Offensichtlich ist (@ ist positiv)
0+ 2ps =7 oder 0 =|m —2¢pu]. (4.107)

Aus der Formel (4.50) fiir die konstante Energie der Relativbewegung und unter Verwendung
von pur2¢p = { finden wir folgende Formel fiir die Variation des Radius 7 mit dem Winkel ¢:

12 )2.

P
Diese l6sen nach dy/dr auf und integrieren iiber den Radius. Den Winkel ¢, zwischen der
Asymptoten und dem Punkt der groften Anndherung ist dann

2 2 _ (dry2, o dre
;(E—V;ﬂ”)—r _(d<p) 2 (d%?) (

! oodr' 1, , 2 o1
oo = o | SElzm —V0) =g ]

Tmin

’ (4108)

wobei wir die erhaltene Energie durch ihren Wert pv?/2 fiir grofe Abstéinde der beiden
Teilchen ersetzten. Bei der grofiten Annaherung verschwindet die radiale Geschwindigkeit,
so dass der minimale Abstand rpy;, iiber

E = Véﬁ (rmin)

berechnet werden kann. Ersetzen wir noch den Drehimpuls durch den Stofparameter geméafs
(4.106), dann finden wir schlussendlich den Streuwinkel

7 dr b 2uV(r),-1/2
6:|7r_2b/r_2[1_r_2_ o ] | (4.109)

Tmin
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Hier haben wir noch den (asymptotischen) Impuls eines gestreuten Teilchens im Schwer-
punktsystem,

P =mMmivr = MoV = UU

eingefiihrt. Dies ist die grundlegende Formel zur Berechnung des Streuwinkels 6 als Funktion
vom Betrag p der Schwerpunktimpulse der beiden Teilchen im Anfangs- und Endzustand
und vom Stofparameter b.

4.5.2 Wirkungsquerschnitte

Bei den Experimenten zur Untersuchung von Streuprozessen hat man es in der Regel zu
einem bestimmten Zeitpunkt nicht mit einem einzelnen Projektilteilchen zu tun, dass an
einem isolierten Targetteilchen gestreut wird, sondern man hat, im Schwerpunktsystem,
zwel sich entgegenkommende Strahlen mit vielen Teilchen, die zwar alle ann&hernd die glei-
che Energie haben, deren relative Stofkparameter aber statistisch verteilt sind. Eine solche
experimentelle Situation kann man folgendermafien quantitativ beschreiben: Es sei j die

AN (p,0)

Abbildung 4.11: Zur Definition des Streuquerschnitts.

senkrecht zur Strahlrichtung gemessene Stromdichte der von einer Seite einfallenden Teil-
chen, also die Anzahl der Teilchen pro Flichen- und Zeiteinheit. Es sei AN (p, #) die Anzahl
der Teilchen, die pro Zeiteinheit und pro Targetteilchen in das kegelférmige und beziiglich
der durch den Punkt R = 0 gehenden (verlingerten) Strahlachse rotationssymmetrischen
Raumwinkelsegment [0, 8 + Af] gestreut werden. Diese Anzahl wird vom Impulsbetrag p und
dem Streuwinkel 6 abhéngen sowie der als rdumlich und zeitlich konstant angenommenen
Stromdichte proportional sein,

AN(p,0) = Aa(p,6);. (4.110)

Wir erhalten den Streuquerschnitt

A AN Anzahl Teilchen, die pro Sekunde in AQ gestreut werden Ao
o= —= ~

j  Anzahl Teilchen, die pro Sekunde und m? einfallen ~ AQ

AQ.
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Nach dem Ubergang zu Differentialquotienten heift do/dQ) differentieller Wirkungsquer-
schnitt fiir die Streuung von Teilchen am Potential V (r) in das Winkelintervall [0, 0 + df].
Der Name hat folgenden geometrischen Hintergrund:

Der Streuwinkel ist eine Funktion des Stofparameters, gegeben durch die sogenannte Defiek-
tionsfunktion 6(b). Daher gehort zu dem Winkelintervall df ein Intervall db, siche Abbildung
(4.11). Die Anzahl dN ist daher gegeben durch

dN = 27nbdbj, (4.111)
woraus dann
do = 2wbdb (4.112)

folgt. Danach ist der Streuquerschnitt ein kreisférmiger Ring mit Radius b und ’Dicke’ db.
Mit dQ = 27 sin 0 df ergibt sich der differentielle Wirkungsquerschnitt zu

do b |db
19 sing ‘@ : (4.113)
Die Betragsstriche sind erforderlich, da generisch die Deflektionsfunktion #(b) monoton ab-
nimmt: wird b grofer so wird 6 kleiner (weit entfernte Teilchen werden weniger gestreut als
nahe) und die Ableitung des Stofparameters nach dem Winkel 0 ist in den meisten Féllen
negativ. Da aber do/d) positiv sein mufs, bendtigt man die Betragsstriche. Sollte aber zu
einem gegebenen Winkel 6 verschiedene Stokparameter b;(#) gehoren, dann erhélt man den
differentiellen Wirkungsquerschnitt

P9 =2 "5 ‘ df ‘ (4:114)
Schlieklich ist der totale Wirkungsquerschnitt definiert als das Integral
do(p, 6
Teot (p) = /%dﬂ (4.115)

Alle Teilchen, die innerhalb der Fliache oo, ankommen, werden gestreut. Bei einem Festkor-
per, an dem die Teilchen abprallen, ist gewShnlich oo, gleich der Querschnittsfliche.

Als einfaches Beispiel untersuchen wir den Stof zweier harter Kugeln mit Radien R/2. Das
Potential ist gegeben durch eine unendlich hohe Stufe am Abstand rmin = R,

_JO0 firr>R
Vir) = {oo fiir r < R, (4.116)

und mit (4.109) erhalten wir den Streuwinkel

o bdr

2 =
rR 121 —0b%/r?

0=m— W—Qarcsin(%).

Daraus ergibt sich

b= Rcosg (4.117)

und ein isotroper Wirkungsquerschnitt

da_Rcong .0 R?

@ sme 2T T (4-118)
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Nach Integration iiber den vollen Raumwinkel ergibt sich schlieflich der totale Wirkungs-
querschnitt

R2
Ttot = 471'? = 7TR2, (4119)

d.h. der totale Wirkungsquerschnitt ist gleich dem geometrischen Querschnitt der Wechsel-
wirkungskugel.

4.5.3 Rutherford Streuung

Wir betrachten die elastische Streuung von elektrisch geladenen Teilchen. Ein Beispiel wi-
re die Streuung von «a-Teilchen am CouLoMBfeld eine Kerns mit der Ladung Ze. Wenn
der Kern keinen Spin besitzt und das a-Teilchen ebenfalls Spin 0 hat, heifit sie RUTHER-
FORDstreuung. Der Wirkungsquerschnitt fiir die Streuung von Teilchen mit Spin 0 an Ker-
nen ohne Spin kann klassisch oder quantenmechanisch berechnet werden, was zum selben
Ergebnis fithrt. Die RUTHERFORDsche Streuformel ist eine der wenigen Gleichungen, die
ohne Anderung in der Quantenmechanik gelten und auf diese Tatsache war RUTHERFORD
auRerordentlich stolz®.

In (4.85) haben wir bereits den Streuwinkel fiir das CourL.omMBpotential

als Funktion der Energie und des Stossparameters bestimmt. Die Deflektionsfunktion hat
die explizite Form

_lof 0
b= 5E cot 5 (4.120)
welche auf
db a 2 cos?t

b@ = _2(E) sin3%

fithrt. Dividiert man durch sinf und beriicksichtigt sinf = 2sin g cos g, so erhélt man fol-
genden differentiellen Wirkungsquerschnitt fiir die Streuung von a-Teilchen an Kernen,
do ( a )2 1 ( )
—=(—=) —- 121
dQ 4F sin* g 4
Der Parameter « ist proportional zum Produkt der Ladungen der am Streuprozefs beteiligten
Teilchen. Diese Formel von RUTHERFORD ist unabhéngig vom Vorzeichen von «, d.h. der
Wirkungsquerschnitt ist identisch fiir gleich und ungleich geladene Teilchen. Sie wurde im

Schwerpunktsystem abgeleitet. Bei schweren Targetteilchen ist sie auch im Laborsystem
annihernd giiltig; sonst mufs auf das Laborsystem umgerechnet werden.

Der totale Wirkungsquerschnitt divergiert und die Divergenz kommt von grofien Stofipara-
metern oder kleinen Streuwinkeln. Dies hat mit der langen Reichweite der CouLomMBkraft
zu tun, ist jedoch fiir praktische Fille ohne Bedeutung, da realistische Ladungen immer
abgeschirmt sind.

S RUTHERFORD verachtete komplizierte Theorien und pflegte zu sagen, eine Theorie tauge nur dann etwas,

wenn auch eine Bardame sie verstehen kann (Gamov, My World Line, Viking, New York, 1979).
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4.5.4 Transformation ins Laborsystem

Bei Experimenten ruht im allgemeinen eines der Teilchen (Target) vor dem Stof im Labor-
system, d.h. der Schwerpunkt bewegt sich. Die Teilchen der Sorte 1 seien die Projektile und
diejenigen der Sorte 2 die ruhenden Targetteilchen. Man muf also den in Relativkoordina-
ten berechneten Wirkungsquerschnitt zuerst ins Laborsystem umrechnen, bevor man ihn
mit experimentellen Daten vergleichen kann. Dazu erinnern wir uns an den Zusammenhang
zwischen dem Streuwinkel im Laborsystem #; und demjenigen im Schwerpunktsystem 6:
Wir brauchen in der Abbildung (4.7) nur vr; durch v’ zu ersetzen und beriicksichtigen,
dass die Geschwindigkeit u des Schwerpunktes parallel zur Strahlrichtung verlduft. Damit
ergibt sich

v} sinf
tanf, = ————. 122
PTuE v} cosf (4122)
Wegen (4.102) ist
M
v =V = —0,
mi

wobei v die Relativgeschwindigkeit der Teilchen vor der Streuung (oder mit (4.101) auch
nach der Streuung) ist. Da das Targetteilchen im Labor ruht, gilt mit (4.100) auch noch

0=0L2=u—in bzw. uziv, u="NR.

mso ma
Damit kénnen wir (4.122) umformen,

sin @

tanfy, = ETr—rt (4.123)
ma2

Dies ist eine implizite Darstellung der Funktion 0,(0), die jedem Winkel # im Schwerpunkt-
system den entsprechenden Winkel 8, im Laborsystem zuordnet.

Um eine Relation fiir den Wirkungsquerschnitt abzuleiten miissen wir beriicksichtigen, dass
die Zahl der in ein gegebenes Raumwinkelelement gestreuten Teilchen in beiden Systemen
gleich sein muf,

d d
27rjd—?2 sin 8df = 27Tjdg—]; sin 07,df7,. (4.124)

Der differentielle Wirkungsquerschnitt im Laborsystem ist also

doy, _d_o sin 6 d_0
dQL B dQ sinBL d0L

(4-125)

Wir betrachten noch einige Spezialfélle:
e my < mo: Dann ist 8 ~ 67, und der Wirkungsquerschnitt ist in beiden Systemen etwa
gleich.
e my = my: Dann ist tanfy, = tan8/2, d.h. 8, = 0/2 und

dor, _ do
E(BL) = 4cosfy, dQ(QBL). (4.126)
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Bei gleichen Massen stehen die Impulse der beiden Teilchen nach einem elastischen
Streuvorgang im Laborsystem senkrecht aufeinander. Bei gleichen Massen my = m» =
m ist ndmlich die reduzierte Masse 1 = m/2 und wegen (4.100)

1 1
nL1=u+§n und nm:u—in.

Es folgt

or1 by =u’ — v
L1902 = 1
und damit ist der Winkel zwischen den beiden Geschwindigkeiten vor und nach der

Streuung gleich. Vor dem Stofs verschwindet aber vps, also auch vp; - vps = 0 nach
dem Stofs.

Falls man annimmt, dass im Schwerpunktsystem alle Streuwinkel mdoglich sind, gilt dies im
Laborsystem nur fiir m; < ms, denn bei m; > ms gibt es einen maximalen Wert fiir 6, der
sich aus der Gleichung

i sin @ _
df my/ms + cosf

ergibt und den Wert sin fmax = mo/my hat.

4.6 Bemerkungen zum Dreikorperproblem

Das Dreikorperproblem hat eine lange Geschichte und viele Anwendungen [5]. Schon NEw-
TON verwandte viel Miihe auf das Studium des Systems Sonne, Erde und Mond. Seit etwa
1750 haben sich bedeutende Mathematiker wie etwa EULER, LAGRANGE oder POINCARE
daran versucht. Auch eine der von MITTAG-LEFFLER fiir den schwedischen KONIG OSCAR
formulierten Preisfragen war eine Version des Mehr-Koérperproblems:

Gegeben sei ein System von beliebigen vielen Massenpunkten, die sich gemdfs dem NEW-
TONschen Kraftgesetz anziehen. Gesucht ist eine konvergente Reihendarstellung der Koordi-
naten eines jeden Kérpers in einer Variablen, die eine bekannte Funktion der Zeit ist.
Obwohl POINCARE das Problem nicht 16sen konnte, gewann er den ausgeschriebenen Preis.
Nach POINCARE, in den 1920ern, 16ste K.F. SUNDMAN die Preisfrage fiir drei Massen?. Er
fand die Losung in Form einer zu allen Zeiten konvergenten Reihe [6]. Allerdings konvergiert
seine Reihe extrem langsam und ist daher von geringem praktischen Wert.

Beim allgemeinen Dreikorperproblem wechselwirken drei Korper mit Massen mj, ms und
ms an den Orten ty,ty und t3 iiber die frither diskutierte NEwTONsche Gravitationskraft.
Die Bewegungsgleichungen lauten

. t12 ti3

Tt = M2 =M
T2 Ty

. T21 T23

toa = —ymi—3 —ym3z—5- (4.127)
31 Ta3

. 31 32

3 = M = yme .
31 T32

7und gewann einen von der franzdsischen Akademie der Wissenschaften ausgeschriebenen Preis.
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Falls wir Dreierstosse ausschliessen und falls die Gesamtenergie des Systems negativ ist,
kénnen die Bewegungen der drei Korper klassifiziert werden. Dann gibt es nur folgende
mogliche "Endstadien’ fiir die drei Korper:

e Die Bewegung ist beschrinkt, d.h. der Abstand r;;(¢) zwischen zwei beliebigen Kérpern
ist endlich fiir alle Zeiten.

e Zwei Massen bilden ein enges Bindarsystem und der Abstand des dritten Korpers von
diesem System strebt fiir ¢ — oo gegen unendlich.

e Es bildet sich eine oszillierende Losung bei der sich zwei Korper periodisch sehr nahe
kommen und weit voneinander entfernen, d.h. es gibt ein Paar ij mit lim sup,_, . r;;(t) =
oo und lim infy_, o 745 (t) < oco.

Ist die Gesamtenergie positiv, dann gibt es weitere Losungsklassen. Zum Beispiel kénnen die
Abstinde zwischen allen Korpern fiir grofse Zeiten gegen Unendlich streben.

4.6.1 Exakte LOosungen

Die ersten Versuche zum Verstindnis des Dreikorpersystems zielten auf das Auffinden von
expliziten Losungen. EULER fand 1767 kollineare periodische Bahnen, bei denen die drei
Korper lings einer rotierenden Linie oszillieren. Fiinf Jahre spéiter konstruierte LAGRANGE
periodische Losungen, bei denen die drei Korper zu allen Zeiten die Ecken eines gleichseitigen
Dreiecks bilden, welches seine Grofse periodisch dndert.

Kollineare Kegelschnittlésungen

Bei den einfachen kollinearen Kegelschnittlosungen sind die drei Korper zu jedem Zeitpunkt
auf einer Geraden angeordnet, und diese Gerade rotiert um eine zu ihr senkrechte Achse
durch den Massenmittelpunkt. Die Verhéltnisse der Absténde von je zwei Massenpunkten
sind dabei konstant, im Gegensatz zu den Einzelabstinden, welche sich &ndern kénnen. Nur
bei den einfachen kollinearen Kreisbahnlosungen sind auch die Einzelabstinde konstant.
Setzen wir nun to; = s, dann ist

T3o = Aty = A6 —> t31 = 32 + To1 = (1 + /\)5, (4.128)

mit einem noch zu bestimmenden konstanten Faktor A\. Wir legen nun den Ursprung des
Bezugssystems in den Schwerpunkt, so dass

me =0 (4.129)

gilt. Sind die Korper wie in Abbildung (4.12) angeordnet, dann ist die Konstante A positiv.
Mit Hilfe von (4.128,4.129) findet man fiir die Ortsvektoren im Schwerpunktsystem

Mty (4.1229) —(mg + mg)tgl — Mm3tsy = —(m2 +ms3 + /\m3)5
4.129

Mty ( = ) mite; — M3tz = (ml - )\m?,)ﬁ (4-130)
4.

Mr; “9 myitar + (my +my)tzs = ((1+ A)my + Amy)s
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mi Schwerpunkt mo ms

— @ @& —

To] = 6 32

Abbildung 4.12: Anordnung der Massen.

Diese Konfiguration soll um den gemeinsamen Schwerpunkt rotieren. Nun kénnen wir die
Ortsvektoren t; und relativen Ortsvektoren v;; in (4.127) alle durch den Relativvektor s
ersetzen und erhalten

. I .
5= —wz-(k,mi)s—g, i=1,2,3 (4.131)

mit den effektive Massen

M (]. + )\)2W’L2 + ms

M= 0N e+ (1+ Vms
M A2my —ms
gz = A2 mi — Ams
_ M Nmy + (1 + X)*mo
Be = N 02 L+ Ny + ams

Offensichtlich miissen diese effektiven Massen gleich sein,

M1 = M2 = K3 = K-
Diese drei (abhéngigen) Bedingungen sind genau dann erfiillt, wenn X eine Nullstelle von
P()\) = (m1 + mg)A5 + (3m1 + 2m2))\4 + (3m1 + m2)/\3

—(my + 3m3)A? — (2ma + 3mz)\ — (my + m3) (4.132)
ist. Da nur ein Vorzeichenwechsel in der Koeffizientenfolge des Polynoms P()) vorhanden
ist, kann nach der DESCARTESschen Vorzeichenregel hochstens eine positive reelle Wurzel
auftreten. Nach derselben Regel hat das Polynom entweder 4, 2 oder gar keine negative reelle
Wurzeln. Fiir eine Massenanordnung wie in der Abbildung (4.12) hat aber nur die positive

Wurzel eine physikalische Bedeutung. Fiir gegebene drei Massen sind dann durch zyklische
Vertauschung der Korper zwei weitere Konfigurationen méglich:

Abbildung 4.13: Anordnung der Massen.

Ist A eine Nullstelle des Polynoms (4.132), so liegt mit (4.131) ein reduziertes Zweikorper-
problem vor,

. S
§= -z, (4.133)
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dessen Losung die Relativbewegung der kollinearen Massenpunkte beziiglich des gemeinsa-
men Schwerpunktes ergibt. Bei der Losung des Keplerproblems haben wir gesehen, dass s
eine Ellipse mit einem der Brennpunkte im Ursprung iiberstreicht,

1

=—— mit C= s2<,b = konst.
Y 1 —€ecosyp

s(p)

Kollineare Kreisbahnen: Verschwindet nun die numerische Exzentrizitit e der Relativ-
bewegungen, dann ist s konstant und die drei Massen bewegen sich kollinear auf Kreishahnen
um den gemeinsamen Schwerpunkt. Insbesondere fiir gleiche Massen m; = m ist

5
A=1, u:Zm, to=0 und t3=-t; =5

und man findet folgende Beziehung zwischen dem Radius s und der Umlaufzeit

s* _5ym _ 5 yM

T2~ 4472 124x%

Kollineare Ellipsenbahen: Der Relativvektor s = to; bewegt sich auf einer Ellipse unter
Einhaltung des Flichensatzes. Mit Hilfe der Formeln (4.130), worin A die positive Nullstelle
des Polynoms fiinften Grades (4.132) ist, konnen dann die Positionen der drei kollinearen
Korper im Schwerpunktsystem bestimmt werden. Zum Beispiel, fiir

my =3m, ms=2m und m3=m
ist A ~ 0.7801 und mit (4.130) folgt
ty ~—0.63s, ty5~037s und 3~ 1.15s.

Die drei Korper bewegen sich auf dhnlichen Ellipsen, d.h. Ellipsen mit der gleichen Exzentrizi-
tdt aber im Allgemeinen verschiedenen Halbachsen. Deren grofie Halbachsen liegen auf einer
Geraden und ihre Brennpunkte im Schwerpunkt des Systems. Wegen Y m;t; = 0 konnen
die Mittelpunkte der Ellipsen nicht alle auf derselben Seite des Schwerpunktes liegen.

Fiir mg < m; » handelt es sich um das ausgiebig studierte eingeschrinkte Dreikérperproblem.
Der Probekorper mg stort die Bewegungen der schweren Korper kaum und diese bewegen
sich auf Ellipsenbahnen um einander. Der sehr leichte Koérper ms kann in drei Punkten
verbleiben, je nachdem, in welcher Reihenfolge man die drei Kérper anordnet.

Dreieckslésungen

Das von drei beliebigen Massenpunkten gebildete Dreieck ist dann eine strenge Losung des
Dreikorperproblems, wenn das Dreieck dauernd sich selbst dhnlich und gleichseitig bleibt.
Um dies einzusehen fithren wir wieder die relativen Ortsvektoren ein,

§1 =t32, 62 =Ty3, 63 =Ty, mit v =1; —tj, (4.134)
die offensichtlich zu Null addieren,

51 + 52 + 53 = 0. (4.135)
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Abbildung 4.14: EULERSche Losungen. @ : my, ® : mo, O :mg3

°
Schwerpunkt

m1 53 mso

Abbildung 4.15: Zu den LAGRANGEschen Lisungen des Dreikoérperproblems.

Die zugehorige Umkehrtransformation lautet

1
Y= —Meijkmjsk. (4.136)

Nach einer kurzen Rechnung findet folgende Bewegungsgleichungen fiir die s;,
Gi=—yM— +ymi)_ . (4.137)
g j=1"J

Nun folgen wir LAGRANGE und setzen die 3 Korper auf die Eckpunkte eines gleichseitigen
Dreiecks. Wegen s1 = s» = s3 und (4.135) verschwindet dann der letzte Term in (4.137) und
die Bewegungsgleichungen fiir die relativen Ortsvektoren entkoppeln,

.. 5;
G =—yM. (4.138)

i
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Die Vektoren s; verbinden also die Ecken eines gleichseitigen Dreiecks und liegen gleichzeitig
auf drei Ellipsen. Dann handelt es sich um drei Kopien einer Ellipse welche in einer raum-
festen Ebene liegen und um 27 /3 gegeneinander verdreht sind. Wir legen ¢; und ey in die
Bahnebene und finden

p 2k . 2km
_ -~/ —_— k=12
S5, = T ccos <elcos(<p-|- 3 ) + exsin(p + 3 ), ;2,3

Man findet fiir die Ortsvektoren im Schwerpunktsystem

p .

ty = —N.

1 1 ecosp 53{€1cO8( + a3) + ersin(p + pa3) }
p .

t —N.

2 1= ccosg 31{21 cos(p + p31) + €2 Sln(‘P+‘P31)},
p .

t3 = ———N

3 1 ecosp 12{e1 cos(p + @12) + easin(p + p12) }

wobei die Massenverhéltnisse «; = m; /M zwischen 0 und 1 liegen, und die Normierungsfak-
toren und Winkel

Nji, = y/ai +ai + ajop und  Njpexp(pjr) = apz? — a2, z = /3

eingefithrt haben. Die Ortsvektoren r; durchlaufen also Ellipsen mit Brennpunkten im Schwer-
punkt. Alle drei Ellipsen besitzen die gleiche numerische Exzentrizitdt, haben im Allgemei-
nen aber verschiedene Halbachsen. Die grofse Halbachse der Ellipse 1 ist gegeniiber der
¢;-Richtung um o3 gedreht, die grofse Halbachse der Ellipse 2 um ¢3; und diejenige der
Ellipse 3 um (5.

Fiir gleiche Massen vereinfachen sich die Formeln sehr, da

1 1
051:012:063:5 und N23=N31:N12:%
sind und entsprechend

2 2T
¢31 = a3 + — und @12 = P31 + —

3 3
gilt. Das gleichseitige Dreieck hat also seinen Mittelpunkt im Schwerpunkt und entsprechend
haben alle drei Ortsvektoren zu allen Zeiten dieselbe Lange. Fiir gleiche Massen sind die drei
Ellipsen kongruent und um 120° gegeneinander verdreht.

4.6.2 Numerische Integration des ebenen Dreikérperproblems

Neben den besprochenen exakten Losungen gibt es nur noch wenige explizit angebbare Lo-
sungen. Das Dreikdrperproblem ist nicht integrabel®. Will man die Bewegungsgleichungen fiir
beliebige Anfangsorte und Geschwindigkeiten der drei Korper 16sen, so ist man gezwungen
die Bewegungsgleichungen numerisch zu integrieren. Kommen sich die Massenpunkte nicht
zu nahe, so kann man die Differentialgleichungen miihelos zum Beispiel mit MAPLE, MA-
THEMATICA, MATLAB, SCILAB oder OCTAVE I6sen. Kommen sich mindestens zwei Korper

8Diese Eigenschaft wird am Ende der Vorlesung besprochen werden.
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sehr nahe oder treffen sie sich sogar, dann miissen die NEWTONschen Bewegungsgleichun-
gen regularisiert werden. Dies geschieht durch eine geschickte Transformation der Zeit- und
Raumvariablen. Fiir Interessierte verweise ich auf den lehrreichen Artikel von GRUNTZ und
WALDVOGEL [7].

Beim ebenen Dreikérperproblem bewegen sich alle Massenpunkte in einer Ebene. Wir legen
die Basisvektoren ¢; und e; in diese Ebene, so dass

vy = X181 + Y16, To = Xaey + yoes und t3 = x3e3 + Y3e3.

Das System hat offensichtlich 3 x 4 = 12 Freiheitsgrade. Um das gekoppelte Differentialglei-
chungssystem mit Scilab zu 16sen, definieren wir die Funktion Xdot=xdot3k(t,X), welche
als file xdotgk.sci abgespeichert wird, wie folgt:

function Xdot=xdot3k(t,X)

global m1 m2 m3 // die Massen der drei Kérper

x1=X(1:2); x2=X(5:6); x3=X(9:10);

d1=(x2-x3) /norm(x2-x3)%; d2=(x3-x1)/norm(x3-x1)?; d3=(x1-x2)/norm(x1-x2)>;
Xdot (1:2)=X(3:4); Xdot(5:6)=X(7:8); Xdot(g9:10)=X(11:12);

Xdot (3:4)=-m2*d3+m3*d2;

Xdot (7:8)=-m3*d1+m1*d3;

Xdot (11:12)=-m1*d2+m2*d1;

endfunction

Hierin ist X ein Spaltenvektor der die Orte und Geschwindigkeiten der 3 Kérper enthélt. Wir
wihlen Einheiten, so dass die Gravitationkonstante ¥ = 1 wird. Nun rufen wir in SCILAB den
Integrator ode und einige einfache Befehle auf, um die Orbits der drei Kérper zu berechnen
und darzustellen

t=linspace(0,10,10000);

global mi1i m2 m3; mi=g5; m2=3; mM3=4;

x10=[1;-1];x20=[1;3];x30=[-2;-1]; xpo=[o0;0];//Anfangsbedingungen

u=ode ([x10;xpo;x20;xp0;x30;xpo],0,t,xdot3k) ;
plot2d([u(1,:)’,u(s,:)?,ulg,:)’], [ul2,:)?,u(6,:)’,ul1o,:)’])

Wir haben die Massen
my =95, me=3, m3z=4
und die sogenannten pythagordischen Anfangsdaten
t=0: 1ty =e¢ —ey, Ty=¢; +3e3, T3=—2¢ —¢
fiir die Anfangsorte gewahlt. Die drei Korper seien anfinglich in Ruhe,
t=0: vy =by=03=0.

Der Schwerpunkt liegt fiir alle Zeiten im Ursprung. Bei der numerischen Integration der Sy-
stems (4.127) kann diese Bedingung zu jeder Zeit nachgepriift werden. Zur Zeit ¢t = 15.8299
kommen sich die Massen m; und mg3 sehr nahe. Die Geschwindigkeiten bei diesem Bei-
nahe-Zusammenstoss werden sehr groff und danach wird die Genauigkeit der numerischen
Integration schlecht.
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Abbildung 4.16: Orbits fiir t < 10. durchgezogen: m;, gestrichelt: mo, Strichpunkt: mg

133



