
Kapitel 3

Dynamik von Massenpunkten

Na
h dem 1. Newtons
hen Axiom bewegen si
h freie Körper in einem Inertialsystem gerad�

linig und glei
hförmig. Sind die We
hselwirkungen mit der Umgebung (beabsi
htigt oder

unbeabsi
htigt) ungenügend abges
hirmt, dann sind Körper äuÿeren Ein�üssen ausgesetzt.

In der makroskopis
hen Me
hanik sind dafür die gravitative und die elektromagnetis
he

Kraft verantwortli
h. Es wirken Kräfte auf die Körper und diese führen zu Abwei
hungen

ihrer Bahn von der geradlinigen und glei
hförmigen Bewegung. Die bes
hleunigten Bewegun�

gen sind bestimmt dur
h die Kräfte und die Fähigkeit der Materie des Teil
hens, auf diese

Ein�üsse zu reagieren, seine Trägheit. Na
h der Erfahrung gibt es ein für jedes Materieteil�


hen universelles Maÿ an Trägheit, unabhängig von den jeweiligen Ein�üssen. Das eigentli
he

Bewegungsgesetz gibt an, wie si
h der Körper in Inertialsystemen unter dem Ein�uss von

Kräften bewegt:

2. Newtons
hes Axiom (lex se
unda) Die Änderung der Bewegungsgröÿe ist der Ein�

wirkung der bewegenden Kraft proportional und ges
hieht in Ri
htung der Kraft.

Für Bewegungsgröÿe benutzen wir heute das Wort Impuls . Der Impuls p ist de�niert als

Produkt von träger Masse m und Ges
hwindigkeit,

p = mv; v =

_

r: (3.1)

Das 2. Newtons
he Gesetz ist demna
h glei
hwertig mit

_

p =

d

dt

(mv) = F: (3.2)

In den meisten Fällen ist die Masse konstant

1

, und dann gilt

m

�

r = ma = F (3.3)

gilt. In diesem Kapitel werden wir uns ausführli
h mit der Bedeutung und den Anwendungen

der Glei
hung (3.2) bes
häftigen. Sie beinhaltet die Begri�e träge Masse und Kraft, die zuerst

als messbare Gröÿen erklärt werden müssen.

1

Für eine Treibsto� verlierende Rakete ist die Masse zeitabhängig.
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3.1 Die träge Masse und Kräfte

Wir setzen voraus, dass Länge und Zeit bereits de�niert sind. Dann ist die Bes
hleunigung

a =

�

r eine messbare Gröÿe. Wir betra
hten eine bestimmte, in ihrer Gröÿe unbekannte Kraft

(zum Beispiel eine Federkraft) und zwei Körper. Wir messen die Bes
hleunigungen a

1

und

a

2

wel
he dur
h die unbekannte Kraft hervorgerufen werden. Na
h (3.3) ist das Verhältnis

m

1

=m

2

glei
h dem Verhältnis ka

2

k=ka

1

k. Damit ist das Verhältnis der trägen Massen als

Messgröÿe festgelegt. Man de�niert nun willkürli
h die träge Masse eines bestimmten Kör�

pers als 1 Masseneinheit, bekanntli
h ist dies das Kilogramm (kg). Hierdur
h ist dann die

träge Masse jedes Körpers bezogen auf das Kilogramm als Messgröÿe bestimmt.

Au
h der Stoÿprozess zweier Teil
hen (Körper) erlaubt die operative De�nition der trägen

Masse. Zwei freie Teil
hen bewegen si
h in einem Inertialsystem längs Geraden mit kon�

stanten Ges
hwindigkeiten v

1

und v

2

aufeinander zu, stoÿen zusammen und bewegen si
h

na
h dem Stoÿ mit konstanten Ges
hwindigkeiten w

1

und w

2

wieder auseinander. Der Stoÿ

brau
ht ni
ht elastis
h zu sein. Es wird ledigli
h vorausgesetzt, dass die Teil
hen dur
h

den Stoÿ ihre Identität ni
ht verlieren, und dass die Ges
hwindigkeiten vor und na
h dem

Stoÿ gemessen werden können. Man �ndet, dass bei glei
hen Teil
hen aber veränderli
hen

Ges
hwindigkeiten v

1

und v

2

das Verhältnis

� =

kv

1

�w

1

k

kv

2

�w

2

k

immer denselben Wert hat. Weiter stellt man fest, dass si
h bei Vervielfa
hung der Materie

eines Teil
hens dur
h Volumenänderung das obige Verhältnis � umgekehrt proportional ver�

ändert. Verdoppelt man die Materie des zweiten Teil
hens, so verdoppelt si
h der Wert von

�, verdoppelt man die Materie des ersten Teil
hens, so halbiert si
h der Wert von �, usw.

Man setzt daher

� =

m

2

m

1

: (3.4)

und nennt m

1

;m

2

die trägen Massen der beiden Teil
hen. Damit ist das Verhältnis von

trägen Massen operational de�niert. Na
h Wahl einer Einheitsmasse sind damit alle Massen

bestimmt.

Das Verhältnis � ist invariant gegenüber beliebigen Galilei-Transformationen, da mit (2.50)

die Komponenten der Ges
hwindigkeiten folgendermaÿen transformieren,

v

i

= u +R v

0

i

; w

i

= u +Rw

0

i

;

so daÿ

kv

i

�w

i

k = kR (v

0

i

�w

0

i

)k = kv

0

i

�w

0

i

k

gilt. Benutzt man die glei
he Einheitsmasse in allen Inertialsystemen, dann ist die in (3.4)

de�nierte träge Masse eines Körpers unabhängig vom Inertialsystem. Die oben zur De�nition

der trägen Masse benutzte Beziehung m

1

kv

1

� w

1

k = m

2

kv

2

� w

2

k folgt aus dem no
h

zu beweisenden Impulssatz . Dana
h ist die Summe der Impulse vor und na
h einem Stoÿ

dieselbe. Für den Stoÿ zweier Teil
hen gilt also

m

1

v

1

+m

2

v

2

= m

1

w

1

+m

2

w

2

; (3.5)
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Neben der trägen Masse gibt es die begri�i
h vers
hiedene s
hwere Masse, die proportional

zur Stärke der Gravitationskraft auf einen Körper ist. Die s
hweren Massen zweier Körper

sind glei
h, wenn sie dur
h einen dritten Körper dieselbe Anziehungskraft erfahren. Sie

kann experimentell dur
h eine Kraftmessung festgelegt werden. Die s
hwere Masse könnte

eine von der trägen Masse unabhängige Eigens
haft eines Körpers sein. Experimentell stellt

si
h jedo
h heraus, daÿ das Verhältnis der beiden Massen immer glei
h groÿ ist. Daher

verzi
htet man in der Notation zumeist auf eine Unters
heidung der beiden Begri�e und

setzt beide Massen glei
h m. Die Eigens
haft der Glei
hheit von träger und s
hwerer Masse

wird axiomatis
h oft angenommen und dieses sogenanntenÄquivalenzprinzip ist ein zentraler

Ausgangspunkt in der Allgemeinen Relativitätstheorie.

Äuÿere Kräfte: Die Ursa
he für die Abwei
hung von der geradlinigen und glei
hförmigen

Bewegung ist in den am Körper angreifenden Kräften zu su
hen, die zu einer zeitli
hen

Änderung des Impulses führen. Fast immer ist die Kraft F auf ein Teil
hen eine Funktion

der Zeit t, des Ortsvektors r(t) und der Ges
hwindigkeit v(t) des Teil
hens

F = F

�

t; r(t); v(t)

�

: (3.6)

Eine Ausnahme ist die bes
hleunigungsabhängige Kraft auf ein elektromagnetis
he Wellen

abstrahlendes geladenes Teil
hen. Wir werden derartige Strahlungsdämpfungen in dieser

Vorlesung verna
hlässigen. Sie werden in der Elektrodynamik behandelt.

Na
h Einführung eines kartesis
hen Koordinatensystems können wir die Bewegungsglei
hung

(3.3) für eine Kraft von der Gestalt (3.6) in ein gekoppeltes System von gewöhnli
hen Di�e�

rentialglei
hungen 2. Ordnung umformen,

m�x

a

= F

a

(t; x

1

; x

2

; x

2

; _x

1

; _x

2

; _x

3

): (3.7)

Wel
hes kartesis
he Koordinatensystem für die Lösung dieser Glei
hungen besonders geeig�

net ist und ob überhaupt die Verwendung von kartesis
hen Koordinaten günstig ist, hängt

von der konkreten Form von F(t; r;

_

r) ab.

Man spri
ht von äuÿeren Kräften, wenn die Rü
kwirkung des betra
hteten Teil
hens auf

das die Kräfte erzeugende System verna
hlässigt wird. Dies ist si
her eine gute Näherung

für die Bewegung einer Rakete im Gravitationsfeld der sehr viel s
hwereren Erde oder eines

Elektrons im elektris
hen Feld eines Kondensators. Dagegen wird ein Elektron auf ein mit

ihm we
hselwirkendes Elektron zurü
kwirken. Über diese Rü
kwirkung ma
ht das dritte

Newtons
he Axiom die einfa
he, oft unter dem S
hlagwort a
tio = rea
tio zusammengefasste

Aussage:

Newtons 3. Axiom (lex tertia): Der Kraft, mit der die Umgebung auf einen Massen�

punkt wirkt, entspri
ht stets eine glei
h groÿe, entgegengesetzt geri
htete Kraft, mit der der

Massenpunkt zurü
kwirkt,

F

a
tio

= �F

rea
tio

: (3.8)

Bei der Behandlung von Mehrkörpersystemen wird dieses Prinzip eine groÿe Rolle spielen.

Wirken zwei vers
hiedene Kräfte F

1

und F

2

auf ein und denselben Massenpunkt, so erhält

man die Gesamtkraft dur
h die Vektorsumme F

1

+F

2

. Dies wird als das Superpositionsprinzip

für Kräfte bezei
hnet. Wie die Ges
hwindigkeit und Impuls Vektoren sind, ist au
h die Kraft

ein Vektor und die Kräfte bilden einen 3-dimensionalen Vektorraum.
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3.1.1 Bes
hleunigte Bezugssysteme und S
heinkräfte

Inertialsysteme sind dadur
h ausgezei
hnet, daÿ in ihnen das Trägheitsgesetz gilt, d.h. ein

kräftefreier Körper ist in Ruhe oder bewegt si
h mit konstanter Ges
hwindigkeit. Ruht der

Ursprung O in einem Inertialsystem und rotiert die Basis fe

a

g ni
ht gegenüber den Fix�

sternen, so impliziert die Newtons
he Bewegungsglei
hung (3.2) für die Komponenten des

Orts-, Impuls- und Kraftvektors in

r = x

a

e

a

; p = p

a

e

a

und F = F

a

e

a

die Di�erentialglei
hungen

_p

a

= F

a

m= 
onst

�! m�x

a

= F

a

oder m

d

2

r

dt

2

= F : (3.9)

Wie wird die letzte Bewegungsglei
hung für die Komponenten von r in Ni
ht-Inertialsystemen

aussehen? Die Beantwortung dieser Frage ist relevant, da die meisten der unseren Re
hnun�

gen zugrundeliegenden Systeme, zum Beispiel die Erdober�ä
he, eigentli
h keine Inertialsy�

steme sind. Genaue Messungen sollten daher Abwei
hungen von den Vorhersagen der New�

tons
hen Gesetze zeigen. Wir werden sehen, daÿ man die Gesetze für Ni
ht-Inertialsysteme

dur
h Einführung von Trägheitskräften (S
heinkräften) so modi�zieren kann, daÿ sie mit

den Beoba
htungen übereinstimmen.

Die Bewegung eines beliebigen Systems S

0

mit Ursprung O

0

, kartesis
her Basis e

0

a

und Ko�

ordinaten x

0

a

relativ zu einem Inertialsystem IS mit kartesis
her Basis e

a

und Koordinaten

x

a

setzt si
h aus der Bewegung des Ursprungs O

0

von S

0

und der Drehung der A
hsen von

S

0

zusammen. Es gilt

OP = r = x

a

e

a

= r

0

+ r

0

= r

0

+ x

0

a

e

0

a

; r

0

= OO

0

; (3.10)

siehe Abbildung (3.1). Wir nehmen an, daÿ die Zeit Uhren S

0

und IS syn
hronisiert sind. Für

-

e

1

6

e

3

>

e

2

:

e

0

1

O

e

0

3

7

e

0

2

*

r

0

= OO

0

O

Inertialsystem IS

O

0

S

y

s

t

e

m

S

0

P

�

y

r

r

0

Abbildung 3.1: Bes
hleunigtes System S

0

.

r

0

= u t und e

a

= R

ab

e

0

b

mit zeitunabhängiger Relativges
hwindigkeit u und zeitunabhängiger
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Drehmatrix (R

ab

) 2 SO(3) wäre dies eine Galileitransformation und damit S

0

ebenfalls ein

Inertialsystem. Für beliebig bes
hleunigte Systeme sind

_

r

0

und e

0

a

zeitabhängig und

_

r =

_

r

0

+ _x

0

a

e

0

a

+ x

0

a

_

e

0

a

: (3.11)

Für einen mitrotierenden Beoba
hter ändern si
h die A
hsenri
htungen e

0

a

ja ni
ht und er

würde dem Massenpunkt die Ges
hwindigkeit

v

0

= _x

0

a

e

0

a

(3.12)

zus
hreiben

2

. Der letzte Term in (3.11) rührt auss
hlieÿli
h von der Drehung des Systems

S

0

relativ zu Inertialsystem her. Zusammen mit dem ersten Term bes
hreibt er die Ge�

s
hwindigkeit eines - vom Inertialsystem aus gesehenen - in S

0

ruhenden Massenpunktes.

Ein mitrotierender Punkt hat konstante Koordinaten x

0

a

.

Hier müssen wir no
h einmal auf die Drehungen zurü
kkommen. Da wir zwei kartesis
he

Bezugssysteme wählten, können na
h (2.31) die Basen ineinander gedreht werden,

e

0

a

= R

ba

e

b

oder

_

e

0

a

=

_

R

ba

e

b

(2:32)

=

_

R

ba

R

b


e

0




= (R

T

_

R)


a

e

0




: (3.13)

Für eine Drehung ist R

T

R = 1l und entspre
hend ist die in�nitesimale Drehmatrix




0

= R

T

_

R = R

�1

_

R (3.14)

antisymmetris
h, wie man lei
ht beweist:

0 =

d

dt

�

R

T

R) =

_

R

T

R+R

T

_

R = (R

T

_

R)

T

+R

T

_

R = 


0T

+


0

: (3.15)

Damit �nden wir für die Ges
hwindigkeit bezügli
h des Inertialsystems

_

r =

_

r

0

+ _x

0

a

e

0

a

+ x

0

a




0

ba

e

0

b

=

_

r

0

+

�

_x

0

a

+


0

ab

x

0

b

�

e

0

a

: (3.16)

Hier ist es angebra
ht, den Vektor der Winkelges
hwindigkeit w einzuführen,

w = !

a

e

a

= !

0

a

e

0

a

:

Die Komponenten der Winkelges
hwindigkeit im bes
hleunigten System parametrisieren die

s
hiefsymmetris
he in�nitesimale Drehmatrix,




0

=

0

�

0 �!

0

3

!

0

2

!

0

3

0 �!

0

1

�!

0

2

!

0

1

0

1

A

=) 


0

ab

x

0

b

e

0

a

= w ^ r

0

(3.17)

Damit erhalten wir endgültig

_

r =

_

r

0

+ v

0

+w ^ r

0

=

_

r

0

+

�

d

dt

�

�

S

0

+w ^

�

r

0

: (3.18)

Selbst ein Teil
hen mit konstanten S

0

-Koordinaten hat eine Ges
hwindigkeit

_

r

0

wegen der

Bewegung des Ursprungs O

0

relativ zu O und eine Ges
hwindigkeit w^ r

0

aufgrund der Dre�

hung des Ni
htinertialsystems bezügli
h IS. Diese Drehung erfolgt um die dur
h den Vektor

2

Bea
hte: Für r

0

= 0 ist o�ensi
htli
h r = r

0

. Aber für die soeben de�nierte Ges
hwindigkeit v

0

im System

S

0

ist v

0

trotzdem ni
ht glei
h

_

r. Ein mitbewegter Punkt hat v

0

= o aber

_

r 6= o.

50



der Winkelges
hwindigkeit de�nierte Dreha
hse mit der momentanen Winkelges
hwindigkeit

! = kwk. Die in (3.18) abgeleitete Vors
hrift zur Bildung der Zeitableitung eines Vektors

u = u

a

e

a

, der in einem rotierenden Koordinatensystem dargestellt wird,

u = u

0

a

e

0

a

;

kann man in der Operatorglei
hung

d

dt

�

�

IS

=

d

dt

�

�

S

0

+w^

zusammenfassen. Die vom Inertialsystem aus gesehene Zeitableitung d=dtj

IS

eines im Ni
hti�

nertialsystem aufges
hriebenen Vektors bildet man, indem man zunä
hst die Zeitableitung

der Komponenten in S

0

ausführt, d=dtj

S

0

, und dann den Ein�uss der Rotation berü
ksi
htigt.

Um die Bes
hleunigung bezügli
h des IS zu bere
hnen, benötigen wir die zweite Zeitablei�

tung der Basisvektoren e

0

a

:

�

e

0

a

= e

0

b

_




0

ba

+

_

e

0

b




0

ba

= e

0

b

_




0

ba

+ e

0

b

(


02

)

ba

:

Dies setzen wir in

�

r

(3:11)

=

�

r

0

+ �x

0

a

e

0

a

+ 2 _x

0

a

_

e

0

a

+ x

0

a

�

e

0

a

ein. Damit �nden wir für die Bes
hleunigung

a =

�

r =

�

r

0

+ a

0

+ 2w ^ v

0

+

�

_!

0

a

e

0

a

�

^ r

0

+w ^ (w ^ r

0

): (3.19)

Damit lautet die Newtons
he Bewegungsglei
hung im Ni
htinertialsystem für einen Massen�

punkt (mit konstanter träger Masse)

m

�

a

0

= F+ F

s

;

F

s

= �m

�

r

0

�mw ^ (w ^ r

0

)

| {z }

Zentrifugalkraft

�m( _!

0

a

e

0

a

) ^ r

0

�2mw ^ v

0

| {z }

Corioliskraft

: (3.20)

Hierbei bezei
hnen v

0

und a

0

die Ges
hwindigkeit und Bes
hleunigung, wie sie vom bes
hleu�

nigten System aus gesehen werden,

v

0

= _x

0

a

e

0

a

und a

0

= �x

0

a

e

0

a

:

Die S
heinkräfte, die neben F auf der re
hten Seite der Bewegungsglei
hung (3.20) stehen,

dienen nur dazu den Massenpunkt in Abwesenheit einer wirkli
hen Kraft F glei
hförmig auf

einer Geraden im Inertialsystem zu führen. Sie rühren alle von der Trägheit der Masse her,

sind proportional zur trägen Masse und werden deshalb Trägheitskräfte genannt. Sie werden

sehr verständli
h, wenn man das Trägheitsgesetz in Betra
ht zieht, na
hdem eine kräftefreie

Bewegung in dem Inertialsystem IS unbes
hleunigt vor si
h geht. Die s
heinbare Bes
hleuni�

gung eines freien Körpers in einem ni
ht-Inertialsystem rührt dann von den Trägheitskräften

her.

Die S
heinkraft �m

�

r

0

in (3.20) bes
hleunigt die Insassen eines bremsenden Fahrzeuges na
h

vorne, weil sie infolge ihrer Trägheit die Tendenz haben, die frühere, höhere Ges
hwindigkeit

beizubehalten. Um den Fahrer auf dem Sitz zu halten brau
ht es einer entgegengesetzten

Zwangskraft, die von den Si
herheitgurten übertragen wird. Die Insassen eines dur
h eine
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Kurve fahrenden Fahrzeuges werden na
h der äuÿeren Seite des Fahrzeuges gedrü
kt, weil

sie si
h in dem Inertialsystem, wel
hes mit der ursprüngli
h geradlinigen glei
hförmigen

Bewegung des Fahrzeugs verbunden ist, kräftefrei bewegen und daher, infolge ihrer Trägheit,

diese geradlinige Bewegung fortzusetzen bestrebt sind. Die Ges
hwindigkeit v ist ja na
h dem

Trägheitsgesetz ni
ht nur dem Betrag, sondern au
h der Ri
htung na
h konstant, wenn keine

Kräfte wirken. Die entspre
hende S
heinkraft ist die wohlbekannte Zentrifugalkraft

F

z

= �mw ^ (w ^ r

0

): (3.21)

Sie ist proportional zu !

2

und zum Abstand von der Dreha
hse und zeigt von der A
hse weg.

Die Zentrifugalkraft ist der zur Dreha
hse hinzeigenden Zentripedalkraft betragsglei
h und

entgegengeri
htet. Für konstantes w und für d

2

r

0

=dt

2

= 0 ist die Zentrifugalkraft die einzig

wirksame Trägheitskraft auf ein in S

0

ruhendes Teil
hen. Für einen Körper am Äquator ist

die von der Erddrehung herrührende Zentrifugalbes
hleunigung

!

2

r = 3:38 
m/s

2

;

was etwa 0:3% der gravitativen Bes
hleunigung ist. Die Resultante der zum Erdmittelpunkt

geri
hteten Gravitationskraft

F

G

= G

m

s

M

s

r

3

r; m

s

s
hwere Masse,

und der Zentrifugalkraft (3.21) ist für einen irdis
hen Beoba
hter das Gewi
ht eines Körpers,

das na
h De�nition mg - vektoriellmg - ist, wenn unter g die an dem Ort des Massenpunktes

gemessene Fall- oder Erdbes
hleunigung verstanden wird. Hier haben wir die träge und

s
hwere Masse glei
h gesetzt. Das Gewi
ht bzw. g ändert si
h infolge der Zentrifugalkraft

mit der geographis
hen Breite  , vom äquatorialenWert 978:0 bis auf 983:2 
m/s

2

, demWert

an den Polen. Aus dem glei
hen Grund ist die Form der Erde, das Geoid, von der Kugelform

vers
hieden, und g zeigt ni
ht genau na
h dem Erdzentrum, sondern steht senkre
ht auf der

Geoid�ä
he. Bei den meisten Problemen sind jedo
h die Bewegungen so kurz, daÿ g mit

genügender Genauigkeit als konstant angenommen werden kann.

Am ungewöhnli
hsten ist wohl die Coriolis-S
heinkraft

F




= �2mw ^ v

0

; (3.22)

die immer senkre
ht zur Ges
hwindigkeit in S

0

und zur Dreha
hse steht, und zu überra�

s
henden E�ekten führt. Sie nimmt proportional mit der Winkelges
hwindigkeit und der

Ges
hwindigkeit in S

0

zu. Man stelle si
h etwa eine um eine senkre
hte A
hse rotierende

waagre
hte S
heibe vor. Auf dieser S
heibe lasse man reibungsfrei eine Kugel rollen, und

zwar erteile man ihr im Drehzentrum ein Ges
hwindigkeit v relativ zum Inertialsystem IS,

worauf man sie si
h selbst überlasse. Von einem mit der S
heibe rotierenden System S

0

aus

betra
htet, wird aber die Kugel ni
ht einer Geraden, sondern einer Kurve des in der Abbil�

dung (3.2) gezeigten Typs folgen. Von S

0

aus gesehen führt die Kugel also keine kräftefreie

Bewegung aus und dies wird auf die Coriolis-S
heinkraft zurü
kgeführt.

Die Erde dreht si
h entgegen dem Uhrzeigersinn um den Nordpol mit einer Winkelges
hwin�

digkeit von

! � 7:29� 10

�5

s

�1

relativ zu den Fixsternen. Auf der nördli
hen Erdhalbkugel zeigt der Kreisfrequenzvektor

w aus der Erdober�ä
he heraus und auf der südli
hen Halbkugel in sie hinein. Ein auf der
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e

0

1

6

e

0

2

Abbildung 3.2: Zur Zentrifugal- und Corioliskraft

nördli
hen Halbkugel längs der Erdober�ä
he abges
hossenes Projektil wird aufgrund der

Corioliskraft na
h re
hts (in Bewegungsri
htung) abgelenkt. Auf der südli
hen Halbkugel

wird es na
h links abgelenkt. Die Coriolis Bes
hleunigung ist immer kleiner als

2!v � 1:5� 10

�4

v

se


;

wobei v die Ges
hwindigkeit des Projektils ist. Sie spielt eine wi
htige Rolle in vielen ozeano�

graphis
hen und meteorologis
hen Phänomenen. So ma
ht sie si
h zum Beispiel bemerkbar

bei der Ablenkung der Passatwinde na
h links auf der Südhalbkugel und na
h re
hts auf der

Nordhalbkugel.

Bewegt si
h dagegen ein geführtes Teil
hen auf der um die e

3

-A
hse rotierende S
heibe radial

von der Dreha
hse weg, �

0

= v

0

t und '

0

= 
onstant, dann muÿ der Corioliskraft �2m!v e

0

'

dur
h eine führende Zwangskraft entgegengewirkt werden. Dies erklärt die stärkere Abnut�

zung der re
hten S
hienen auf der Nordhalbkugel und der linken auf der Südhalbkugel.

Flüsse werden auf der Nordhalbkugel auf der re
hten Seite stärker ausges
hwemmt als auf

der linken.

Die dritte Trägheitskraft in (3.20) tritt nur auf, wenn si
h die Dreha
hse und/oder die Win�

kelges
hwindigkeit ändern. Ruht das Teil
hen in S

0

, dann bes
hreibt es im Inertialsystem IS

eine si
h zeitli
he ändernde Drehbewegung und dies führt zu einer zusätzli
hen Trägheits�

kraft.

3.1.2 Bewegungen auf der rotierenden Erde

Als mitrotierende Beoba
hter auf der Erde bemerken wir bei der Bewegung von Körpern die

beiden S
heinkräfte Zentrifugalkraft und Corioliskraft. Zur Bes
hreibung der Bewegungen

benutzen wir das angepasste Koordinatensystem am Beoba
htungsort der geographis
hen

Breite  na
h Abbildung (3.3).

Wir benötigen die Transformation von der kartesis
hen Basis e

a

des dur
h die Fixsterne

de�nierten Inertialsystems und der am Beoba
htungsort be�ndli
hen mitrotierenden karte�
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Abbildung 3.3: Bes
hleunigtes Kordinatensystem auf Erdober�ä
he.

sis
hen Basis e

0

a

. Wir nehmen an, daÿ zur Anfangszeit t = 0 die mitrotierende Basis am

Nordpol glei
h der Basis e

a

ist. Aus Abbildung (3.3) oder (2.108) entnimmt man, daÿ für

t = 0 die Beziehungen

e

0

1

� e

�

= sin e

1

� 
os e

3

e

1

= sin e

0

1

+ 
os e

0

3

e

0

2

� e

'

= e

2

e

2

= e

0

2

(3.23)

e

0

3

� e

r

= 
os e

1

+ sin e

3

e

3

= � 
os e

0

1

+ sin e

0

3

gelten. Der im Inertialsystem konstante Winkelges
hwindigkeitvektor hat au
h im bes
hleu�

nigten System (O

0

; e

0

a

) zeitunabhängige Koordinaten,

w = !e

3

= !

�

sin e

0

3

� 
os e

0

1

);  = 
onstant.

Nun ist es einfa
h, die Corioliskraft zu bere
hnen,

F




= �2mw ^ v

0

= �2m!

�

sin e

0

3

� 
os e

0

1

) ^

�

_x

0

a

e

0

a

�

= 2m! fsin _x

0

2

e

0

1

� (sin _x

0

1

+ 
os _x

0

3

) e

0

2

+ 
os _x

0

3

e

0

3

g :

Diese Corioliskraft wird mit der Gravitationskraft �mge

0

3

= mg und der Zentrifugalkraft

überlagert. Wählen wir für O

0

einen Punkt auf der Erdober�ä
he wie in Abbildung (3.3),

dann enthält

�

r

0

in (3.20) die Zentrifugalkraft; würden wir für O

0

den Erdmittelpunkt wählen,

dann wäre

�

r

0

= 0 und (3.21) bes
hriebe die Zentrifugalkraft. Wie oben erklärt wurde, können

wir diese Kraft in guter Näherung dur
h eine geringfügige Änderung von g berü
ksi
htigen.

Damit erhalten wir (in dieser Näherung) folgende Bewegungsglei
hungen für ein nur der

Gravitationskraft ausgesetztes Teil
hen im erdgebundenen System fO

0

; e

0

a

g:

a

0

= �2w ^ v

0

+ g; g = �ge

0

3

; (3.24)

wobei die Kreisfrequenz der Erde ! = 7:29 � 10

�5

s

�1

ist. In den folgenden Re
hnungen

sind alle Koordinaten erdgebundenen. Um die Notation ni
ht zu überladen, lassen wir nun
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die Stri
he an den mitbewegten Koordinaten weg. Die Koordinatentripel im erdgebundenen

System gehor
hen den Di�erentialglei
hungen

�
r = �2w ^

_
r + g mit

r = (x

1

; x

2

; x

3

)

T

; w = !(� 
os ; 0; sin )

T

; g = �(0; 0; g)

T

: (3.25)

In Abwesenheit des Gravitationsfeldes bes
hreibt das Ges
hwindigkeitstripel v des dann

freien Teil
hens eine Drehung um die Dreha
hse mit der Kreisfrequenz 2!,

_
v = �2w ^ v

und entspre
hend ist

v(t) = (
^
w � v

0

)
^
w �

^
w ^

�

v

0

sin 2!t+
^
w ^ v

0


os 2!t

	

; (3.26)

wobei
^
w das Koordinatentripel des in Ri
htung des Kreisfrequenzvektors zeigende Einheits�

vektors im erdgebundenen System ist. Das zugehörige Koordinatentripel r bes
hreibt dann

ebenfalls eine derartige Drehung, überlagert mit einem konstanten Drift parallel zur Dreh�

a
hse,

r(t) = r

0

+ (
^
w � v

0

)
^
w t+

1

2!

^
w ^

n

v

0

(
os 2!t� 1)� (
^
w ^ v

0

) sin 2!t

o

: (3.27)

Das Di�erentialglei
hungssystem erster Ordnung (3.25) für die Ges
hwindigkeit hat die all�

gemeine Lösung

v(t) = (
^
w � v

0

)
^
w �

1

2!

^
w ^ g + (

^
w � g)

^
w t

�
^
w ^

n

�

v

0

+

1

2!

^
w ^ g

�

sin 2!t+

�

^
w ^ v

0

�

1

2!

g

�


os 2!t

o

:

Im Grenzfall g ! 0 geht sie über in die einfa
here Lösung (3.26) für ein freies Teil
hen. Nun

integrieren wir bezügli
h der Zeit und �nden folgende Zeitabhängigkeit für die Position eines

Teil
hens in erdgebundenen Koordinaten,

r(t) = r

0

+ (
^
w � v

0

)
^
w t�

1

2!

(
^
w ^ g) t+

1

2

(
^
w � g)

^
w t

2

+

1

2!

^
w ^

n

�

v

0

+

1

2!

^
w ^ g)(
os 2!t�1)�

�

^
w ^ v

0

�

1

2!

g

�

sin 2!t

o

(3.28)

Zuerst betra
hten wir den freien Fall mit den Anfangsbedingungen

r

0

= (0; 0; h)

T

und v

0

= (0; 0; 0)

T

:

Wegen

^
w � g = �g sin ;

^
w ^ g = �g 
os 

0

�

0

1

0

1

A

;
^
w ^ (

^
w ^ g) = g 
os 

0

�

sin 

0


os 

1

A

(3.29)

vereinfa
ht si
h die Lösung zu

x

1

=

g

2!

2

sin 
os 

�

(!t)

2

� sin

2

!t

	

x

2

=

g

2!

2


os 

�

!t� sin!t 
os!t

	

x

3

= h�

g

2!

2

�

(!t)

2

sin

2

 + sin

2

!t 
os

2

 

	

:
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Erst na
h einer Fallzeit von mehreren Stunden ist !t � 1. Damit dürfen wir !t� 1 anneh�

men und die trigonometris
hen Funktionen entwi
keln,

sin!t � !t+ : : : und 
os!t � 1�

1

2

(!t)

2

+ : : : :

Berü
ksi
htigen wir Terme bis zur Ordnung g(!t)

3

=!

2

, so erhalten wir

x

1

� 0; x

2

�

1

3

gt

2

(!t) 
os und x

3

� h�

1

2

gt

2

: (3.30)

Da wir die (erdfeste) 2-A
hse in der Ost-Ri
htung gewählt haben, bedeutet der immer po�

sitive x

2

-Wert, daÿ ein frei fallende Körper von der Vertikalen na
h Osten abwei
ht. Auf

unserem Breitenkreis ist die Abwei
hung bei 100 m Fallhöhe etwa 1:5 
m.

3.2 Erhaltungssätze

Es gibt einige grundlegende Naturgesetze, die mathematis
h in der Form von Erhaltungssät�

zen formuliert werden können. Ein Erhaltungssatz sagt aus, daÿ in einem abges
hlossenen

physikalis
hen System eine bestimmte physikalis
he Gröÿe (zum Beispiel der Gesamtimpuls

oder die Energie) für alle Zeiten unverändert erhalten bleiben. Erhaltungsätze spielen eine

zentrale Rolle in allen Gebieten der Physik. Sie erlei
htern oder ermögli
hen oft die Lösung

von physikalis
hen Problemen.

3.2.1 Der Impulssatz

Dieser Erhaltungssatz drü
kt die Newtons
hen Bewegungsglei
hung (3.2) in Abwesenheit

von äuÿeren Kräften aus,

_

p = 0 oder p = 
onst. (3.31)

Ist die Summe aller auf einen Körper wirkenden Kräfte Null, dann ist sein Impuls erhalten.

3.2.2 Der Drehimpulssatz

Multiplizieren wir das Newtons
he Bewegungsgesetz vektoriell mit r dann erhalten wir

r ^

_

p =

d

dt

(r ^ p) = r ^ F; (3.32)

da

_

r^ p = 0 ist. De�nieren wir den Drehimpuls L des Teil
hens und das auf ihn einwirkende

Drehmoment M,

L = r ^ p = mr ^

_

r und M = r ^ F; (3.33)

so wird (3.32) zur Bewegungsglei
hung für den Drehimpuls,

_

L =M: (3.34)
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Wie der Ortsvektor beziehen si
h der Drehimpuls und das Drehmoment auf den Ursprung

des gewählten Inertialsystems. Bei einer Vers
hiebung des Systems ändern si
h L und M im

Gegensatz zu p und F. Vers
hwindet das Drehmoment, dann ist der Drehimpuls erhalten.

Für F 6= 0 vers
hwindet M genau dann, wenn r und F parallel sind. Die Kraft muss also in

Ri
htung zum Zentrum des Bezugssystems (oder entgegengesetzt) wirken,

F = K

�

t; r;

_

r

�

~r: (3.35)

Eine sol
he Kraft heiÿt Zentralkraft . Bewegt si
h ein Punktteil
hen unter dem Ein�uss einer

Zentralkraft, dann ist sein Drehimpuls erhalten,

L = 
onst = L

0

: (3.36)

Obwohl r und p für ein bewegtes Teil
hen beide von der Zeit abhängen, ist für eine Zen�

tralkraft der Drehimpuls zeitunabhängig. Man nennt (3.36) Drehimpulserhaltungssatz . Wir

haben bei unserer Ableitung an keiner Stelle vorausgesetzt, daÿ die träge Masse des Punkt�

teil
hens konstant ist.

Um den Drehimpulserhaltungssatz (3.36) zu verans
hauli
hen, multiplizieren wir (3.33) ska�

lar mit dem Ortsvektor r(t) und erhalten mit Hilfe von (3.36)

0 = r(t) � L = r(t) � L

0

: (3.37)

Dies bedeutet, daÿ alle mögli
hen Bahnen r(t) in derjenigen Ebene dur
h den Ursprung

liegen, die senkre
ht auf dem Drehimpuls L

0

steht. Damit ist für L

0

6= 0 die Konstanz

der Ri
htung von L

0

verans
hauli
ht. Der Betrag des Drehimpulses hängt eng mit der vom

Ortsvektor r(t) = OP (t) überstri
henen Flä
he pro Zeiteinheit zusammen, siehe die folgende

Abbildung (3.4).
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y

e

1

e

2

Abbildung 3.4: Der Ortsvektor überstrei
ht in glei
hen Zeiten glei
he Flä
hen

Bewegt si
h ein Teil
hen während der kurzen Zeit �t von r(t) na
h r(t+�t) � r(t)+

_

r(t)�t+

O

�

(�t)

2

�

, dann ist die dabei überstri
hene geri
htete Flä
he

�A =

1

2

r(t) ^�r =

1

2

r(t) ^

_

r�t

und die Flä
henges
hwindigkeit ist

_

A =

1

2

r ^ v =

1

2m

L: (3.38)
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Für einen erhaltenen Drehimpuls und eine zeitunabhängige träge Masse ist die vom Fahr�

strahl pro Zeitintervall überstri
hene Flä
he konstant,

A =

1

2m

L t: (3.39)

Damit ist der Betrag und die Ri
htung des erhaltenen Drehimpulses geometris
h verans
hau�

li
ht:

Satz 2 (Konstanz der Flä
henges
hwindigkeit) Unter der Wirkung jeder Zentralkraft

ist die Flä
henges
hwindigkeit eines Massenpunktes konstant, d.h. die Bewegung ist eben

und der Radiusvektor überstrei
ht in glei
hen Zeiten glei
he Flä
hen.

Dieser Satz ist im speziellen Fall der Planetenbewegung als das zweite Keplers
he Gesetz

bekannt. Der Flä
hensatz ist eine Vektorglei
hung und enthält entspre
hend drei Integrati�

onskonstanten. Zwei bestimmen die Bahnebene und die dritte legt den Betrag der Flä
hen�

ges
hwindigkeit in der Bahnebene fest. Ist die Bahn-Ebene die x� y-Ebene, dann ist

r ^

_

r = (x

1

_x

2

� x

2

_x

1

)e

3

:

In Polarkoordinaten x

1

= � 
os' und x

2

= � sin' ist

r ^

_

r = �

2

_' e

3

=

1

m

L: (3.40)

Der Drehimpuls L = Le

3

zeigt in die Ri
htung von e

3

und der Drehimpulserhaltungs- und

Flä
hensatz können folgendermaÿen ges
hrieben werden,

L = m�

2

_' und A =

1

2

�

2

_' t:

S
hlussendli
h wollen wir no
h untersu
hen, wie si
h der Drehimpuls ändert wenn wir das

Inertialsystem we
hseln. Zuerst zeigen wir, daÿ unter Drehungen des Inertialsystems,

e

0

a

= R

ba

e

b

; R 2 SO(3);

die Komponenten des Drehimpuls vektoriell transformieren, d.h. genauso wie der Orts- und

Impulskoordinaten,

r = Rr

0

und p = Rp

0

:

Es sei L das Komponententripel des Drehimpulses,

L = L

a

e

a

; L =

0

�

L

1

L

2

L

3

1

A

:

Das Kreuzprodukt von gedrehten Vektoren geht in das gedrehte Kreuzprodukt der Vektoren

über und entspre
hend gilt

L = r ^ p = (Rr

0

) ^ (Rp

0

) = R

�

r

0

^ p

0

�

= RL

0

; (3.41)

und dies beweist die gema
hte Aussage. Dagegen transformiert der Drehimpuls unter Raum�

spiegelungen anders als r und p :

r = Pr

0

= �r

0

; p = Pp

0

= �p

0

=) L = L

0

; (3.42)

siehe Abbildung (3.5), in wel
her die Raumspiegelung aktiv interpretiert wurde. Ein Vek�

tor, der unter Raumspiegelung in si
h übergeht heiÿt Pseudovektor . Im Gegensatz zu den

Vektoren r; p und F ist L ein Pseudovektor.
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� j

Spiegelung

(aktiv)

Abbildung 3.5: L ist ein Pseudovektor

3.2.3 Energiesatz

Ein Punktteil
hen bewege si
h unter dem Ein�uss einer äuÿeren Kraft von r na
h r + dr.

Dann ist das Skalarprodukt der Kraft am Ort r mit der in�nitesimalen Vers
hiebung,

dA = F � dr

die von der Kraft an dem Teil
hen geleistete in�nitesimale Arbeit. Die längs eines Weges C

von P

1

(mit Ortsvektor r

1

) na
h P

2

(mit Ortsvektor r

2

) geleistete Arbeit ist

A =

Z

C

dA =

Z

P

2

P

1

F � dr: (3.43)

Die Arbeit hängt von der Kraft, von Anfangs- und Endpunkt des Weges und im allgemeinen

Fall au
h vom gewählten Weg C selbst ab. Die Wegabhängigkeit merkt ein S
hwimmer, der

666666

P

2

P

1

Abbildung 3.6: Zur Wegunabhängigkeit der Arbeit

in der Strömung in Abbildung (3.6) von P

1

na
h P

2

einmal mit der Strömung und einmal
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gegen sie s
hwimmt. Die pro Zeit verri
htete Arbeit wird Leistung genannt,

P =

dA

dt

= F �

_

r = F � v: (3.44)

Die Arbeit wird in Energieeinheiten

Joule = J = Nm =

kg m

2

s

2

gemessen und die Leistung in Watt = J/s = Nm/s. Auf die Leistung stoÿen wir au
h, wenn

wir die Newtons
he Bewegungsglei
hung (für eine konstante träge Masse) (3.3) mit der

Ges
hwindigkeit multiplizieren,

m

�

r �

_

r = F �

_

r:

Auf der linken Seite dieser Glei
hung erkennen wir die Zeitableitung der kinetis
hen Energie,

T =

m

2

_

r

2

; (3.45)

also die mit der Bewegung verbundenen Energie. Damit können wir die Glei
hung au
h in

der Form

d

dt

T = F �

_

r = P (3.46)

s
hreiben. Die zeitli
he Änderung der kinetis
hen Energie ist glei
h der zu- oder abgeführten

Leistung. Oft hat man es mit Kräften zu tun für die

F �

_

r = �

d

dt

V (r) (3.47)

gilt. Diese Bedingung an die Kraft kann für beliebiges

_

r auf zweierlei Weise erfüllt werden.

Eine erste Mögli
hkeit ist eine Kraft, die immer senkre
ht zur Ges
hwindigkeit steht. Dann

wäre F �

_

r = 0 und (3.47) mit V = 0 erfüllt. Ein wi
htiges Beispiel ist die Lorentzkraft

F = e

�

_

r ^B

�

die in einem Magnetfeld B auf ein geladenes Teil
hen mit elektris
her Ladung e wirkt.

Ein Magnetfeld kann an einem geladenen Teil
hen keine Arbeit leisten. Die zweite, für die

Me
hanik wesentli
he Mögli
hkeit der Erfüllung von (3.47) sind Potentialkräfte, für wel
he

die Kraft F ein Potential besitzt,

F = �rV (r) =) F �

_

r = �

�V

�x

a

_x

a

= �

d

dt

V (r): (3.48)

Setzen wir dies in (3.46) ein, so �nden wir

d

dt

�

T + V (r)

�

= 0; (3.49)

woraus si
h unmittelbar der Energiesatz ergibt,

E =

m

2

_

r

2

+ V (r) = 
onst. (3.50)
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Im konservativen Kraftfeld ist die Summe aus kinetis
her Energie und V erhalten. Die Funk�

tion V (r) ist eine Energie und heiÿt potentielle Energie oder Potential .

Aus (3.49) kann man sofort eine notwendige Bedingung ablesen, wel
her die Komponenten

K

a

einer konservativen Kraft genügen müssen: Da für ein genügend glattes Potential V die

zweiten Ableitungen vertaus
hen, gilt

0 = (�

a

�

b

� �

b

�

a

)V = �(�

a

K

b

� �

b

K

a

); wobei �

a

=

�

�x

a

ist. Mit Hilfe der früher eingeführten Di�erentialoperatoren können wir au
h s
hreiben,

F = �rV =) r^ F = o : (3.51)

Ein konservatives Kraftfeld ist also wirbelfrei. Auf einfa
h zusammenhängenden Gebieten

kann man au
h die Umkehrung beweisen. Es sei C irgend eine Kurve in einem einfa
h zu�

sammenhängenden Gebiet die P

0

mit P verbindet und sei r^F = 0 im betra
hteten Gebiet.

Dann ist die bei festgehaltendem Anfangs- und Endpunkt von der Kraft am Teil
hen gelei�

stete Arbeit

R

F � dr unabhängig vom gewählten Weg C. Bei festem Anfangspunkt de�niert

sie dann eine bis auf eine Konstante eindeutige Funktion des Endpunktes. Ist P = P

0

, dann

vers
hwindet das Linienintegral, und wir dürfen

V (r) � V (r

0

) = �

Z

C

F(r) � dr (3.52)

s
hreiben. Um die Wegunabhängigkeit der geleisteten Arbeit zu beweisen, betra
hte man

den auf einen Punkt zusammenziehbaren Rand �A der von den beiden Wegen C und C

0

einges
hlossenen Flä
he, siehe Abbildung (3.7). Mit dem Stokess
hen Satz vers
hwindet die

.
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Abbildung 3.7: Zur Wegunabhängigkeit der Arbeit

von einem konservativen Kraftfeld längs irgendeiner ges
hlossenen (und zusammenziehbaren)

Kurve geleistete Arbeit,

0 =

Z

A

dA � (r^ F) =

Z

�A

F � dr =

Z

C

0

F � dr�

Z

C

F � dr;

was beweist, daÿ die längs C und C

0

geleisteten Arbeiten glei
h sind,

Z

C

0

F � dr =

Z

C

F � dr: (3.53)
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Wir haben berü
ksi
htigt, daÿ C und C

0

vers
hiedene Orientierungen haben. Umgekehrt ist

�

�x

1

P

Z

P

0

F � dr = lim

�x

1

!0

0

�

1

�x

1

P+�x

1

e

1

Z

P

F � dr

1

A

= F(r) � e

1

= K

1

(r); (3.54)

was bedeutet, daÿ F = �rV ist. Damit haben wir bewiesen, daÿ ein Kraftfeld dann und

nur dann ein Potential besitzt, wenn die Rotation der Kraft vers
hwindet, d.h. wenn das

Kraftfeld wirbelfrei ist.

Das Potential wird dur
h die De�nition F = �rV nur bis auf eine beliebige additive Kon�

stante bestimmt. Daher kann der Wert von V in einem willkürli
h gewählten Punkt P

0

mit

Ortsvektor r

0

glei
h Null angenommen werden. Dann hat das Potential

V (r) = �

Z

P

P

0

F � dr =

Z

P

0

P

F � dr

folgende Bedeutung: In einem Punkt P ist der Wert des Potentials glei
h der Arbeit, wel
he

die Feldkräfte leisten, bis sie den Massenpunkt von P na
h P

0

vers
hieben, oder es ist glei
h

der Arbeit, die gegen die Feldkräfte geleistet werden muÿ, wenn der Massenpunkt von P

0

in

P überführt wird.

Die Punkte in denen das Potential denselben Wert V

0

hat, bilden eine dur
h die Glei
hung

V (r) = V

0

bestimmte Flä
he, die Äquipotential�ä
he oder Niveau�ä
he genannt wird. Wird der Mas�

senpunkt längs einer Äquipotential�ä
he bewegt, so entsteht keine Potentialdi�erenz und es

muÿ keine Arbeit aufgebra
ht werden. Hieraus oder aus F = �rV folgt, daÿ die Kraft F

senkre
ht auf der Niveau�ä
he steht.

Ni
ht alle Kräfte sind konservativ. Dissipative Kräfte treten immer dann auf, wenn mit

Leistungsverlusten einhergehende Reibungse�ekte auftreten. Entspre
hend teilen wir eine

Kraft in ihre konservativen und dissipativen Anteile auf,

F = F

Kons

+ F

Diss

: (3.55)

Ersetzen wir in (3.46) die Leistung der konservativen Kräfte entspre
hend (3.48) dur
h ihr

Potential, so erhalten wir

d

dt

�

m

2

_

r

2

+ V (r)

�

= F

Diss

�

_

r: (3.56)

Die Summe aus kinetis
her Energie T und potentieller Energie V ist die Energie des Mas�

senpunktes. Entspre
hend ist (3.56) die Bilanzglei
hung der Energie, der Energiesatz:

Lemma 1 (Bilanzglei
hung für die Energie) Die zeitli
he Änderung der Energie ist

glei
h der Leistung der dissipativen Kräfte. In Abwesenheit von dissipativen Kräften ist die

Energie erhalten.
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3.3 Lösungen der Bewegungsglei
hung

Für ein freies Teil
hen ist die allgemeine Lösung der Bewegungsglei
hung

�

r = 0 (3.57)

eine lineare Funktion der Zeit. Bei bekannter Anfangslage r

0

und Anfangsges
hwindigkeit v

0

hat sie die Form

r(t) = r

0

+ v

0

t; (3.58)

und bei bekannter Anfangslage r

0

und Endlage r(T ) = r

1

r(t) = r

0

+

t

T

�

r

1

� r

0

	

: (3.59)

Au
h wenn Kräfte wirken ist (für genügend kleine Zeitintervalle und reguläre Kräfte) eine

Lösung dur
h Angabe von Anfangsort und Anfangsges
hwindigkeit, oder dur
h Anfangs-

und Endlage, eindeutig bestimmt.

3.3.1 Konstante Kräfte

Die einfa
hsten Kräfte sind sol
he, bei denen F konstant ist. Beispiele hierfür sind die nähe�

rungsweise konstante Gravitationskraft in der Nähe der Erdober�ä
he oder die Kraft auf ein

elektris
h geladendes Teil
hen im Innern eines Kondensators. Es genügt hier, den Fall der

Bewegung im S
hwerefeld zu betra
hten. Wir lassen die Erdanziehungskraft in die negative

3-Ri
htung zeigen und haben dann

m

t

�

r = F = �m

s

ge

3

; (3.60)

wo links die träge und re
hts die s
hwere Masse stehen. Na
h dem mit genügender Genauig�

keit experimentell veri�zierten Äquivalenzprinzip dürfen wir diese glei
h setzen, m

t

= m

s

=

m. Die allgemeine Lösung dieser einfa
hen Di�erentialglei
hung lässt si
h sofort angeben:

r(t) = r

0

+ v

0

t�

1

2

g t

2

e

3

: (3.61)

In der Ebene parallel zur Erdober�ä
he ist die Bewegung geradlinig und glei
hförmig und

in Ri
htung der S
hwerkraft glei
hmäÿig bes
hleunigt. Für die Anfangsbedingungen

r

0

= o und v

0

= v

0

(
os�; 0; sin�)

T

ist die Lösung

x(t) = v

0

t 
os�; y(t) = 0 und z(t) = v

0

t sin��

1

2

g t

2

(3.62)

und bes
hreibt eine Parabel

z(x) = x tan��

gx

2

2v

2

0


os

2

�
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.
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Abbildung 3.8: Wurfbewegung.

in der von x�z Ebene. Die Wurfzeit T ist dur
h z(T ) = 0 bestimmt und ergibt si
h mit der

Lösung z(t) in (3.62) zu

T =

2

g

v

0

sin�:

Die Rei
hweite des Wurfs ist

R = x(T ) =

2

g

v

2

0


os� sin� =

1

g

v

2

0

sin 2�

und sie ist maximal v

2

0

=g für einen Wurfwinkel �=4. Die maximal mögli
he Wurfhöhe v

2

0

=2g

wird natürli
h für den senkre
hten Wurf errei
ht. Für beliebige Winkel ist die Wurfhöhe

h =

1

2g

v

2

0

sin

2

�:

Konstante Kräfte sind konservativ Kräfte,

F = �rV; V (r) = �F � r+ V

0

: (3.63)

Für die Wurfbewegungen ist es sinnvoll die Konstante V

0

so zu wählen, daÿ V auf der

Erdober�ä
he vers
hwindet. Dann ist

V (r) = mgz;

und der Energiesatz nimmt folgende einfa
he Form an

m

2

_

r

2

+mgz = E: (3.64)

Für die obige Lösung sind die kinetis
he und potentielle Energie

T (t) =

m

2

( _x

2

+ _z

2

) =

m

2

�

v

2

0

� 2gv

0

t sin�+ g

2

t

2

	

V (t) = mgz(t) =

m

2

�

2gv

0

t sin�� g

2

t

2

	

und die gesamte Energie E = T + V = mv

2

0

=2 ist natürli
h konstant. Solange der geworfene

Stein steigt verliert er kinetis
he Energie, da die S
hwerkraft ihn verlangsamt: der Stein

muÿ Arbeit gegen die S
hwerkraft leisten. Der Verlust an kinetis
her Energie bedeutet Ge�

winn an potentieller Energie. Na
h Errei
hen der maximalen Höhe gewinnt der Stein wieder

kinetis
he Energie auf Kosten seiner potentiellen Energie; die S
hwerkraft leistet am Stein

Arbeit.
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3.3.2 Oszillatoren

Ein Teil
hen bewege si
h in einer Umgebung O des Koordinatenursprungs mit Ortsvektor

r = 0 unter dem Ein�uss einer konservative Kraft F = �rV . Wir nehmen an, daÿ V in der

Umgebung des Ursprungs in eine Taylorreihe entwi
kelt werden kann,

V (r) = V

�

�

0

+

�V

�x

a

�

�

�

0

x

a

+

1

2!

�

2

V

�x

a

�x

b

�

�

�

0

x

a

x

b

+ höhere Potenzen in x

a

� V

(0)

+ V

a

x

a

+

1

2

V

ab

x

a

x

b

+ höhere Potenzen in x

a

: (3.65)

Der erste konstante Term V

(0)

in der Entwi
klung, die nullte Näherung, trägt ni
ht zur Kraft

bei und kann ignoriert werden. Die erste Näherung

V

(1)

= V

(0)

+ V

a

x

a

;

liefert eine konstante Kraft K

(1)

a

= �V

a

, die s
hon behandelt wurde. Die zweite Näherung

V

(2)

(r) = V

(0)

+ V

a

x

a

+

1

2

V

ab

x

a

x

b

(3.66)

führt auf ein lineares Kraftgesetz,

F

(2)

= �e

a

�

V

a

+ V

ab

x

b

�

:

Für V

a

= 0 ist der Ursprung eine Glei
hgewi
htslage des Teil
hens und die Bewegungsglei�


hungen für die kartesis
hen Koordinaten lauten

m
�
r = �V

00

r ; V

00

=

�

V

ab

�

: (3.67)

Die symmetris
he Matrix V

00

kann immer mit einer orthogonalen Drehmatrix diagonalisiert

werden. Sind m!

2

1

;m!

2

2

und m!

2

3

die Eigenwerte dieser Matrix, dann gibt es immer eine

Drehmatrix R mit

R

�1

V

00

R =

~

V

00

= m

0

�

!

2

1

0 0

0 !

2

2

0

0 0 !

2

3

1

A

: (3.68)

Energien werden in Nm=kg m

2

/s

2

angegeben und entspre
hend haben die !

a

die Dimension

1/s, also die Dimension von Frequenzen. Die Koordinaten im gedrehten System

~
r = R

�1

r (3.69)

erfüllen dann die einfa
hen entkoppelten Bewegungsglei
hungen

m

�

~
r = �

~

V

00

~
r bzw.

�

~
r = �

0

�

!

2

1

0 0

0 !

2

2

0

0 0 !

2

3

1

A

~
r ; (3.70)

oder in Komponenten ausges
hrieben

�

~x

1

= �!

2

1

~x

1

�

~x

2

= �!

2

2

~x

2

�

~x

3

= �!

2

3

~x

3

:
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Für !

2

a

> 0 bezei
hnet man die !

a

als Eigen(kreis)frequenzen des Systems und die Koordi�

naten ~x

a

, für wel
he die Bewegungsglei
hungen entkoppeln, als Normalkoordinaten. Da jede

Normalkoordinate ~x

a

der Bewegungsglei
hung eines 1-dimensionalen Oszillators gehor
ht,

genügt es, die eindimensionale Bewegung

�x = �!

2

0

x = �

1

m

V

0

; V =

1

2

m!

2

0

x

2

; (3.71)

zu untersu
hen. Diese Bewegungsglei
hung ist ein gutes Modell für kleine Auslenkungen

einer Feder, für wel
he die rü
ktreibende Kraft proportional zur Auslenkung ist. Die Feder�

konstante ist k = m!

2

0

.

-

0

x

mk k

-�

Abbildung 3.9: Harmonis
her Oszillator in Ruhelage

Stabiles Glei
hgewi
ht !

2

0

> 0: Ein System mit V = m!

2

0

x

2

=2 heiÿt harmonis
her Oszil�

lator, wobei der Zusatz harmonis
h erst aus der Art der Lösung klar wird. Die Kraft zeigt

immer in Ri
htung des Ursprungs und die triviale Glei
hgewi
htslösung x(t) = 0 ist stabil.

Aus dem Energiesatz

E =

m

2

�

_x

2

+ !

2

0

x

2

) (3.72)

folgt bereits, daÿ

1

2

m!

2

0

x

2

� E oder jxj �

1

!

0

r

2E

m

� a (3.73)

gelten muÿ. Das Teil
hen wird dur
h die lineare Kraft an den Ursprung gebunden. Für

x = �a ist die Ges
hwindigkeit des Oszillators Null; er kehrt seine Bewegung um. Diese

beiden Orte sind o�ensi
htli
h Umkehrpunkte der Bewegung. Wir können den Energiesatz

benutzen, um _x als Funktion von x zu bestimmen,

_x = �

r

2E

m

� !

2

0

x

2

= �!

0

p

a

2

� x

2

: (3.74)

Für _x 6= 0 kann man die Umkehrfunktion t(x) von x(t) bilden und es gilt

dt

dx

=

1

_x

= �

1

!

0

1

p

a

2

� x

2

oder !

0

t = �

Z

x

dx

p

a

2

� x

2

: (3.75)

Mit

Z

x

dx

p

a

2

� x

2

= ar
sin

x

a

� '

0

;

wo '

0

eine zunä
hst willkürli
he Integrationskonstante ist, �nden wir für das positive Vor�

zei
hen in (3.75) die Lösung

x(t) = a sin

�

!

0

t+ '

0

�

= a sin'

0


os!

0

t+ a 
os'

0

sin!

0

t: (3.76)
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Für das negative Vorzei
hen ist die Lösung bis auf die Ersetzung '

0

! '

0

+� identis
h. Die

allgemeine Lösung hängt also von den beiden Integrationskonstanten a � 0 und '

0

2 [0; 2�)

ab. Die positive Gröÿe a ist der Maximalwert der Auslenkung und heisst Amplitude oder

S
hwingungsweite der Oszillation. Die Phase !

0

t + '

0

gibt den momentanen Auslenkungs�

zustand der S
hwingung an. Für den harmonis
hen Oszillator ist die Kreisfrequenz !

0

un�

abhängig von der Amplitude.

Der Ort und die Ges
hwindigkeit des Oszillators zur Zeit Null sind

x

0

= x(0) = a sin'

0

und v

0

= _x(0) = a!

0


os'

0

;

so daÿ wir au
h s
hreiben können

x(t) = x

0


os!

0

t+

v

0

!

0

sin!

0

t: (3.77)

Die Ortskoordinate x ist eine periodis
he und harmonis
he Funktion der Zeit und die Peri�

odendauer T ist de�niert dur
h

!

0

T = 2�: (3.78)

Die Gröÿe !

0

heiÿt Kreisfrequenz . Die Frequenz der S
hwingung ist gegeben dur
h

� =

1

T

=

!

0

2�

: (3.79)

Instabiles Glei
hgewi
ht !

2

0

< 0. Für negatives !

2

0

ist !

0

imaginär und die lineare Kraft

vom Ursprung weggeri
htet. Damit wird die Glei
hgewi
htslösung x = 0 instabil. Die allge�

meine Lösung der Bewegungsglei
hung

�x = j!

2

0

jx

hat nun die Form

x(t) = a sinh(j!

0

jt+ '

0

) = x

0


osh j!

0

jt+

v

0

j!

0

j

sinh j!

0

jt: (3.80)

Mit zunehmender Zeit wä
hst die Koordinate x über alle Grenzen. Wie erwartet ist die

Bewegung instabil.

Phasenbahnen: Zwis
hen den Koordinaten x(t) und p(t) = m _x(t) besteht wegen der Ener�

gieerhaltung

1

2m

p

2

+

1

2

m!

2

0

x

2

= E

die Beziehung

x

2

A

2

+

p

2

B

2

= 1 mit A

2

=

2E

m!

2

0

; B

2

= 2mE: (3.81)

Für !

2

0

> 0 ist dies die Glei
hung einer Ellipse mit dem Mittelpunkt im Ursprung und den

Halba
hsen A und B. Der Massenpunkt dur
hläuft in der (x; p) Ebene, dem sogenannten

Phasenraum des eindimensionalen Oszillators, eine Ellipse mit den Halba
hsen A und B,

und zwar im Uhrzeigersinn, siehe Abbildung (3.10).
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Abbildung 3.10: Phasenportrait für den harmonis
hen Oszillator. Die dur
hgezogenen Pha�

senbahnen haben E > 0 und die gestri
helten E < 0.

Die Lösung der Bewegungsglei
hung ist dur
h Vorgabe von Anfangsort und -ges
hwindigkeit

oder äquivalent dur
h Angabe von Anfangsort und Anfangsimpuls eindeutig bestimmt. Jeder

Punkt im Phasenraum bestimmt also eine eindeutige Lösung und damit eine Lösungskurve

fx(t); p(t)g im Phasenraum. Eine Lösungskurve bezei
hnet man als Phasenbahn und die Ge�

samtheit aller mögli
hen Phasenbahnen eines vorgegebenen Systems als Phasenportrait . Für

den instabilen Oszillator ist A

2

= �jAj

2

und die Glei
hung (3.81) bes
hreibt eine Hyperbel

mit Mittelpunkt im Ursprung. Nur für die stabile Bewegung verläuft die Phasenbahn für

alle Zeiten in einem bes
hränkten Gebiet.

3.3.3 Reibungskräfte

Den idealen Oszillator, der beliebig lange mit konstanter Amplitude s
hwingt, gibt es ni
ht,

da Reibungsverluste unvermeidli
h sind. Reibungskräfte sind in der Regel ges
hwindigkeits�

abhängig, und für dissipative Systeme hat die Bewegungsglei
hung die allgemeine Form

m

�

r = F(r;

_

r) = F

Kons

+ F

Diss

: (3.82)

Für kleinen Ges
hwindigkeiten kann F = F

a

e

a

in der Nähe des Ursprungs in eine Taylorreihe

entwi
kelt werden

F

a

= F

a

j

0

+

�F

a

�x

b

�

�

0

x

b

+

�F

a

� _x

b

�

�

0

_x

b

+ : : : ;

wobei die Ableitungen an der Stelle r =

_

r = o zu bere
hnen sind. Im folgenden verna
hlässi�

gen wir die dur
h die Punkte angedeuteten höheren Potenzen in x

a

und _x

a

und bes
hränken

uns auf Kräfte der Form

F

a

= F

a

j

0

+

�F

a

�x

b

�

�

0

x

b

+

�F

a

� _x

b

�

�

0

_x

b

: (3.83)

Wir wollen annehmen, daÿ in Abwesenheit des letzten Terms die Kraft konservativ sei, also

F

Kons

= e

a

�

F

a

j

0

+

�F

a

�x

b

�

�

�

0

x

b

�

= �rV; (3.84)
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gelte, mit einem o�ensi
htli
h quadratis
hen Potential

V = V

(0)

+ V

a

x

a

+

1

2

V

ab

x

a

x

b

: (3.85)

Wir haben hier die Notation aus (3.65) übernommen. Für die Koe�zienten des konservativen

Kraftanteils in (3.84) �nden wir

F

a

j

0

= �V

a

und

�F

a

�x

b

�

�

�

0

=

�F

b

�x

a

�

�

�

0

= �V

ab

: (3.86)

Die im dissipativen Kraftanteil auftretenden Koe�zienten

F

Diss

= e

a

�

�F

a

� _x

b

�

�

�

0

_x

b

�

setzen wir s
hlussendli
h no
h

�F

a

� _x

b

�

�

�

0

= �W

ab

; (3.87)

damit die Formeln etwas übersi
htli
her werden. Damit s
hreiben si
h die Bewegungsglei�


hungen (3.82) für die Ortskoordinaten in einem Inertialsystem wie folgt

m�x

a

= �V

a

� V

ab

x

b

�W

ab

_x

b

: (3.88)

Setzen wir no
h

(V

a

) = V

0

; (V

ab

) = V

00

und (W

ab

) =W;

so nehmen sie folgende einfa
he Form an,

m
�
r = �V

0

� V

00

r �W
_
r (3.89)

Im Gegensatz zu V

00

brau
ht die Matrix W ni
ht symmetris
h zu sein. Die zugehörige

Energiebilanzglei
hung hat die Form

d

dt

�

T + V

�

= �W

ab

_x

a

_x

b

= �
_
r �W

_
r ; (3.90)

mit dem quadratis
hen Potential V (r) in (3.85). Da bei Reibungskräften die Energie stets

abnimmt, muÿ

_x

a

W

ab

_x

b

� 0 (3.91)

für alle Ges
hwindigkeiten gelten. In die Formel für die Abnahme der Energie geht nur der

symmetris
he Anteil der Matrix W ,

W

(ab)

=

1

2

(W

ab

+W

ba

);

ein. Die Bedingung (3.91) bedeutet, daÿ die Eigenwerte von W

(ab)

ni
ht-negativ sind. Der

antisymmetris
he Anteil von W ,

W

[ab℄

=

1

2

(W

ab

�W

ba

);
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trägt zur Leistungsbilanz ni
ht bei, ganz ähnli
h wie die Lorentzkraft im magnetis
hen Feld.

Deshalb ma
hen wir jetzt die vereinfa
hende Annahme, daÿ die Matrix W symmetris
h ist.

Den allgemeinen Fall werden wir später behandeln.

Wir untersu
hen nun wi
htige Spezialfälle der Bewegungsglei
hung (3.88) beziehungsweise

(3.89). Ist die Matrix V

00

invertierbar dann können wir unser Koordinatensystem vers
hie�

ben,

r =
~
r � (V

00

)

�1

V

0

;

und bezügli
h der neuen Koordinaten
~
r vers
hwindet der konstante Kraftanteil. Wir dürfen

also annehmen, daÿ V

0

= 0 ist.

� Für W = 0 handelt es si
h um den bereits diskutierten harmonis
hen Oszillator.

� Für V

00

= 0 erfüllt der Ortsvektor die einfa
he lineare Di�erentialglei
hung

m
�
r = �W

_
r (3.92)

Jede symmetris
he Matrix W kann na
h einem Satz der linearen Algebra mit einer Drehma�

trix R diagonalisiert werden,

R

�1

WR =

~

W ; mit

~

W = m

0

�




1

0 0

0 


2

0

0 0 


3

1

A

; 


a

� 0: (3.93)

Die Eigenwerte von W sind also m


a

, wobei die ni
ht-negativen 


a

die Dimensionen einer

Frequenz haben. Nun benutzen wir die diagonalisierende Drehung R um auf Normalkoordi�

naten zu transformieren,

r = R
~
r : (3.94)

Bezügli
h der ges
hlängelten Normalkoordinaten lauten die Bewegungsglei
hungen

m

�

~
r = �R

�1

WR

_

~
r = �

~

W

_

~
r : (3.95)

Da

~

W diagonal ist, siehe (3.93), entkoppeln die drei Di�erentialglei
hungen na
h der Trans�

formation auf Normalkoordinaten
~
r . Es genügt daher, den eindimensionalen Fall zu betra
h�

ten,

�x = �
 _x;

wobei x eine der Koordinaten ~x

a

bezei
hnet und entspre
hend 
 einer der 


a

in (3.93). Diese

einfa
he Di�erentialglei
hung für die Ges
hwindigkeit hat die Lösung

_x(t) = e

�
t

v

0

; v

0

= _x(0): (3.96)

Eine weitere Integration führt auf folgende Zeitabhängigkeit der Ortskoordinate

x(t) = x

0

+

v

0




�

1� e

�
t

�

; x

0

= x(0): (3.97)

Die Lösung hat das asymptotis
he Verhalten

x(t!1) = x

0

+

v

0




; (3.98)
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d.h. das Teil
hen legt nur eine endli
he Stre
ke zurü
k, au
h wenn man beliebig lange wartet.

Im Phasenraum verläuft die Bewegung längs der Stre
ke vom Punkt (x

0

; p

0

= mv

0

) zum

Punkte (x

0

+ v

0

=
; 0).

� Für V

00

6= 0 und W 6= 0 ist die Lösungsu
he für die lineare Bewegungsglei
hung

m
�
r = �V

00

r �W
_
r (3.99)

relativ s
hwierig ohne zusätzli
he Annahmen an die Kraft, d.h. an die symmetris
hen Ma�

trizen V

00

und W . Wir wollen vorerst annehmen, daÿ sie vertaus
hen

V

00

W �WV

00

� [V

00

;W ℄ = 0:

Der allgemeine Fall wird dann später analysiert. Na
h einem Theorem aus der linearen Al�

gebra können zwei kommutierende und diagonalisierbare Matrizen glei
hzeitig diagonalisiert

werden,

V

00

= R

~

V

00

R

�1

und W = R

~

WR

�1

; mit diagonalen

~

V

00

;

~

W: (3.100)

Für

~

V

00

wählen wir die Parametrisierung (3.68) und für

~

W diejenige in (3.93). In den entspre�


henden Normalkoordinaten
~
r = R

~
r entkoppeln dann die Di�erentialglei
hungen wieder,

�

~x

a

= �!

2

a

~x

a

� 


a

_

~x

a

und es genügt, die eindimensionale Bewegungsglei
hung

�x = �!

2

0

x� 
 _x (3.101)

zu untersu
hen. Aus den Analysis ist bekannt, daÿ jede Lösung einer derartigen linearen

Di�erentialglei
hung mit konstanten Koe�zienten eine Linearkombination von zwei Funda�

mentallösungen ist

x(t) = P

1

(t) e

�

1

t

+ P

2

(t) e

�

2

t

; (3.102)

wobei die P

i

Polynome in t sind. Ist �

1

und �

2

vers
hieden, dann sind die P

i

Konstanten.

Ist �

1

= �

2

, dann können sie sie Polynome vom Grade 1 sein. Setzen wir nun den Ansatz

x(t) = e

�t

ins (3.101) ein, so ergibt si
h

�

2

e

�t

= �!

2

0

e

�t

� �
e

�t

:

Diese Glei
hung kann nur erfüllt werden, wenn die Konstante � im Exponent die 
harakte�

ristis
he Glei
hung erfüllt,

�

2

+ 
�+ !

2

0

= 0: (3.103)

Die beiden Lösungen dieser quadratis
hen Glei
hung sind

�

1

= �




2

+ � und �

2

= �




2

� � mit � = +

q




2

=4� !

2

0

: (3.104)

Für � 6= 0 ist �

1

6= �

2

und die allgemeine Lösung der Bewegungsglei
hung hat na
h dem

zitierten Theorem die Form

x(t) = a

1

e

�

1

t

+ a

2

e

�

2

t

: (3.105)
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Die beiden Integrationskonstanten a

1

und a

2

werden dur
h Vorgabe von Anfangsort und

Anfangsges
hwindigkeit festgelegt. Für 


2

= 4!

2

0

ist �

1

= �

2

und (3.105) ist ni
ht mehr die

allgemeine Lösung, siehe weiter unten. Wir diskutieren nun die vers
hiedenen Lösungstypen.

Starke Dämpfung (Krie
hfall): Für 


2

=4 > !

2

0

und mit obiger De�nition von � s
hreibt

si
h die Lösung gemäÿ

x(t) = e

�
t=2

�

a

1

e

�t

+ a

2

e

��t

�

: (3.106)

Da 
=2 > � ist, gilt

x(t!1) = 0: (3.107)

Die Bewegung ist ni
ht periodis
h. Man kann lei
ht die Konstanten a

1

und a

2

mit den

Anfangswerten x

0

= x(0) und v

0

= _x(0) in Verbindung bringen und �ndet

x(t) = e

�
t=2

�

x

0


osh�t+

1

�

�

v

0

+

1

2


x

0

�

sinh�t

�

: (3.108)

S
hwa
he Dämpfung (S
hwingfall): Hier ist 


4

=4 < !

2

0

und � wird imaginär. Setzen

wir

� = i!




; !




= +

q

!

2

0

� 


2

=4; (3.109)

dann lautet die allgemeine Lösung

x(t) = e

�
t=2

�

a

1

e

i!




t

+ a

2

e

�i!




t

�

: (3.110)

Da x(t) eine reelle Gröÿe ist, muÿ a

2

= �a

1

gelten. Stellen wir a

1;2

in Polarkoordinaten dar

a

1

=

1

2i

ae

i'

0

und a

2

=

i

2

ae

�i'

0

mit a > 0;

dann s
hreibt si
h die Lösung gemäÿ

x(t) = a e

�
t=2

sin

�

!




t+ '

0

�

= e

�
t=2

�

x

0


os!




t+

1

!




�

v

0

+

1

2


x

0

�

sin!




t

�

: (3.111)

Hier handelt si
h um eine periodis
he S
hwingung mit Kreisfrequenz !




< !

0

und abklin�

gender Amplitude

a e

�
t=2

�! 0 für t!1: (3.112)

Das Verhältnis der Auss
hläge in zwei bena
hbarten Maxima, deren zeitli
her Abstand T =

2�=!




ist, beträgt exp(�
T=2). Die Zeit � = 2=
, na
h der die Amplitude auf den e-ten Teil

abgesunken ist, heiÿt Relaxationszeit der S
hwingung. Für 
 ! 2!

0

wird der S
hwinger so

stark abgebremst, daÿ !




! 0 strebt.

Kritis
he Dämpfung (aperiodis
her Grenzfall): Für 
 = 2!

0

ist

�

1

= �

2

= �




2
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und (3.105) gibt zunä
hst nur eine Lösung,

x(t) = ae

�
t=2

= ae

�!

0

t

; a = a

1

+ a

2

:

Da die Bewegungsglei
hung aber eine Di�erentialglei
hung 2. Ordnung ist, muÿ die allge�

meine Lösung 2 Integrationskonstanten enthalten. Eine zweite unabhängige Lösung gewinnt

man mittels der Methode der Variation der Konstanten. Dazu lässt man die Integrations�

konstante a von der Zeit abhängen und setzt

x(t) = a(t)e

�!

0

t

:

Nun setzen wir

_x(t) =

�

_a(t)� !

0

a(t)

	

e

�!

0

t

und �x(t) =

�

�a(t)� 2!

0

_a(t) + !

2

0

a(t)

	

e

�!

0

t

in die Bewegungsglei
hung �x+ 2!

0

_x+ !

2

0

x = 0 ein. Wir erhalten

�

�a� 2!

0

_a+ !

2

0

a

	

+ 2!

0

�

_a� !

0

a

	

+ !

2

0

a = �a = 0

woraus folgt, dass a(t) eine lineare Funktion der Zeit sein muss, a(t) = a

1

+a

2

t: Die allgemeine

Lösung für 
 = 2!

0

ist deshalb

x(t) = e

�!

0

t

�

a

1

+ a

2

t

�

= e

�!

0

t

�

x

0

+ (!

0

x

0

+ v

0

)t

	

: (3.113)

Der Bewegungsablauf ist ähnli
h dem der starken Dämpfung. In Abbildung (3.11) sind die

S
hwingungsformen eines gedämpften Oszillators mit !

0

= 1 ; x

0

= 1 ; v

0

= 0 für die Werte


 = 8 (Krie
hfall), 
 = 2 (kritis
h) und 
 = 1=2 (S
hwingfall) gezeigt.

0

1

6

-

t

Grenzfall 
 = 2

S
hwingfall 
 = 1=2

Krie
hfall 
 = 8

	

	

I

Abbildung 3.11: Die vers
hiedenen Lösungstypen für den Oszillator mit Dämpfung.

3.4 Lineare Di�erentialglei
hungssysteme

Für die bisher betra
hteten dynamis
hen Systeme lauten die Bewegungsglei
hungen

�
r = Ar +B

_
r (3.114)
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mit Matrizen A und B. Für ein 1-dimensionales System sind A und B Zahlen und für eine

3-dimensionales System 3�3-Matrizen. Mit
_
r = v sind die Bewegungsglei
hungen äquivalent

zu folgendem gewöhnli
hen Di�erentialglei
hungssystem erster Ordnung:

�

_
r

_
v

�

=

�

0 1l

A B

��

r

v

�

�M

�

r

v

�

; (3.115)

oder wenn wir Orts- und Ges
hwindigkeitsvektor in einen Vektor � vereinigen,

� =

�

r

v

�

(3.116)

s
hreibt si
h die Bewegungsglei
hung gemäÿ

_

� =M� mit Anfangsbedingung �(0) = �

0

: (3.117)

Diese gewöhnli
he Di�erentialglei
hung erster Ordnung bes
hreibt die Bewegung im Raum

mit Koordinaten r und v . Für 1-dimensionale Systeme istM eine 2�2� und für 3-dimensionale

Systeme eine 6�6 Matrix. Wäre M eine reelle oder komplexe Zahl, dann könnten wir die

Lösung dieser dann sehr einfa
hen Di�erentialglei
hung sofort angeben. Für Systeme von

Di�erentialglei
hungen, d.h. wenn M keine Zahl sondern eine Matrix ist, ist die Lösung

ähnli
h einfa
h, wie wir jetzt sehen werden.

3.4.1 Matrix-Exponentialfunktion

Formal hat die Di�erentialglei
hung (3.117) mit beliebiger Matrix M die folgende Lösung,

�(t) = e

Mt

�

0

: (3.118)

Dabei brau
htM ni
ht die spezielle Form in (3.115) zu haben. Wir wollen uns hier ni
ht auf

1 oder 3-dimensionale Bewegungen in der klassis
hen Me
hanik bes
hränken. Deshalb soll

M im Folgenden eine beliebige n-dimensionale Matrix sein.

Der Beweis der Behauptung (3.118) ist einfa
h und benutzt die Reihendarstellung der Ma�

trix-Exponentialfunktion,

e

Mt

= 1l+ tM +

t

2

2!

M

2

+

t

3

3!

M

3

+ : : : :

Für beliebige Matrizen ist dies eine absolut konvergente Potenzreihe. Deshalb vertaus
hen

Di�erenzieren und Summieren und wir �nden

d

dt

e

Mt

=M

�

1l+ tM +

t

2

2!

M

2

+ : : :

�

=Me

tM

= e

tM

M: (3.119)

Daraus folgt unmittelbar, daÿ � in (3.118) die Di�erentialglei
hung (3.117) löst,

_

�(t) =

d

dt

e

Mt

�

0

=Me

Mt

�

0

=M�(t): (3.120)

Nur wenn zwei Matrizen vertaus
hen, [M;N ℄ = 0, hat die Exponentialfunktion die für Zahlen


harakteristis
he Eigens
haft

e

M+N

e

M

e

N

= e

N

e

M

() [M;N ℄ �MN �NM = 0: (3.121)
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Da M und (�M) vertaus
hen folgt sofort, daÿ

(e

M

)

�1

= e

�M

: (3.122)

Für zwei ni
ht-kommutierende Matrizen kann man die Baker-Hausdorff und Baker-

Campbell-Haussdorf Formeln benutzen. Die erste lautet

e

tM

Ne

�tM

=

1

X

n=0

t

n

n!

[M; [M; [: : : ; [M

| {z }

n�mal

; N ℄ : : :℄℄ = exp (t ad

M

)N; (3.123)

wobei wir die lineare Abbildung

ad

M

: N �! [M;N ℄

eingeführt haben, und die zweite Formel

e

M

e

N

= exp

�

M +N +

1

2

[M;N ℄ +

1

12

[M; [M;N ℄℄ +

1

12

[N; [N;M ℄℄ + : : :

�

: (3.124)

Im Exponent auf der re
hten Seite stehen neben M und N nur Glieder, die (von Zahlen�

faktoren abgesehen) nur dur
h Kommutatoren von M und N allein gebildet werden. Dieses

Hausdorffs
he Ergebnis ist grundlegend für eine Theorie der Liegruppen und kommt in

der Quantenme
hanik zur Anwendung.

Wir beweisen die Baker-Hausdorff-Formel (3.123) indem wir zeigen, daÿ beide Seiten

in dieser Formel identis
he Taylorentwi
klung bei t = 0 haben. Die Ableitungen der linken

Seite bei t = 0 sind

d

n

dt

n

e

tM

Ne

�tM

�

�

�

t=0

= (ad

M

)

n

N;

und diejenigen der re
hten Seite

d

n

dt

n

exp (t ad

M

)N

�

�

�

t=0

=

d

n

dt

n

 

1

X

n=0

t

n

n!

(ad

M

)

n

N

!

�

�

�

t=0

= (ad

M

)

n

N

und die Glei
hheit aller Ableitungen beweist die Formel (3.123).

Wir beweisen die Baker-Campbell-Hausdorff-Formel (3.124) für den in der Physik

wi
htigen Spezialfall, dass beide Matrizen M;N mit ihrem Kommutator vertaus
hen,

[M; [M;N ℄℄ = [N; [M;N ℄℄ = 0:

In diesem Fall vereinfa
ht si
h die allgemeine Formel (3.124) zu

e

tM

e

tN

= exp

�

tM + tN +

t

2

2

[M;N ℄

�

= e

t(M+N)

exp

�

t

2

2

[M;N ℄

�

: (3.125)

FallsM mit dem Kommutator vonM und N vertaus
ht, dann folgt aus (3.123) die nützli
he

Formel

e

tM

N =

�

N + t[M;N ℄

�

e

tM

:
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Damit �nden wir für die Ableitung der linken Seite in (3.125)

d

dt

(lhs) =Me

tM

e

tN

+ e

tM

Ne

tN

= (M +N + t[M;N ℄) e

tM

e

tN

:

Die Ableitung der re
hten Seite ist

d

dt

(rhs) = (M +N)(rhs) + (rhs)t[M;N ℄ =

�

M +N + t[M;N ℄

�

(rhs):

O�ensi
htli
h erfüllen beide Seiten in (3.125) die glei
he Di�erentialglei
hung. Da zusätzli
h

beide Seiten für t = 0 die Einheitsmatrix ergeben, folgt dann die Behauptung (3.125).

Diagonalisierbare Matrizen

Die Bere
hnung von Exponentialfunktion ist relativ einfa
h für diagonalisierbare Matrizen.

Eine Matrix M heisst diagonalisierbar, wenn es eine reguläre Transformation S gibt, so daÿ

S

�1

MS =

~

M =

0

B

B

�

�

1

0 : : :

0 �

2

0 : : :

0

.

.

.

0

0 : : : 0 �

n

1

C

C

A

(3.126)

diagonal ist. Die Spalten der diagonalisierenden Transformationsmatrix S sind die Eigenvek�

toren von M . Mit der

f(M) = f(S

~

MS

�1

) = Sf(

~

M)S

�1

ist es nun relativ einfa
h, diagonalisierbare Matrizen zu exponentieren,

e

Mt

= e

S

~

MS

�1

= Se

~

M
t

S

�1

= S

0

�

e

�

1

t

0

0

.

.

.

0

0 e

�

n

t

1

A

S

�1

: (3.127)

Die Exponentiation reduziert si
h auf die Bere
hnung der Eigenwerte und Eigenvektoren der

Matrix M .

Ersetzt man die Koordinaten � dur
h die (im allgemeinen komplexen) Normalkoordinaten

~

� via S

~

�, dann entkoppeln die Bewegungsglei
hungen,

_

� =M� () S

_

~

� =MS

~

� ()

_

~

� =

~

M

~

�;

und die Komponenten von

~

� haben eine exponentielle Zeitabhängigkeit

~

�

a

(t) = e

�

a

t

~

�

a

(0):

Für diagonalisierbare Matrizen treten bei der Lösung von (3.117) also nur Exponentialfunk�

tionen und keine Polynome auf. Obwohl M eine reelle Matrix ist, sind im Allgemeinen die

Eigenwerte �

k

und damit die Lösung
~
r(t) komplex. Aber na
h Rü
ktransformation gewinnt

man für eine reelle Anfangsbedingung �

0

wieder eine reelle Lösung

�(t) = e

Mt

�

0

:
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Eine n�n Matrix M ist diagonalisierbar wenn die Nullstellen �

1

; : : : ; �

n

ihres 
harakteristi�

s
hen Polynoms

P

M

(�) = det(�1l�M) = �

n

� Sp (M)�

n�1

+ : : :+ (�)

n

detM

= (�� �

1

)(� � �

2

) � � � (�� �

n

) (3.128)

vers
hieden sind. Mit �

k

ist au
h

�

�

k

eine Nullstelle von P

M

(�), denn das 
harakteristis
he

Polynom einer reellen Matrix hat reelle Koe�zienten.

Bei einer expliziten Bere
hnung von exp(Mt) ist es oft au
h hilfrei
h, si
h an den Satz von

Cayley-Hamilton zu erinnern, na
h dem

P

M

(M) = (M � �

1

1l)(M � �

2

1l) � � � (M � �

n

1l)

= M

n

� (SpM)M

n

+ : : :+ (�)

n

(detM) 1l = 0 (3.129)

gilt. Also ist die n'te Potenz einer n-dimensionalen MatrixM immer eine Linearkombination

der niedrigeren Potenzen von M . Zum Beispiel hat die s
hiefsymmetris
he in�nitesimale

Drehmatrix in (3.17),


 = !

0

�

0 �n

3

n

2

n

3

0 �n

1

�n

2

n

1

0

1

A

� !

^


; n

2

= 1;

das 
harakteristis
he Polynom

P




= �

3

+ !

2

n � n � = �

3

+ !

2

�;

und die Identität von Cayley-Hamilton impliziert




3

= �!

2


 =) 


2n

= (�)

n�1

!

2n�2




2

; 


2n+1

= (�)

n

!

2n


:

Dies führt dann auf

exp(
t) = 1l+

^




2

+ sin!t

^


 � 
os!t

^




2

:

Wegen

^


r = n ^ r gilt au
h

e


t

r = (n ; r)n � 
os!tn ^ (n ^ r) + sin!tn ^ r ;

also bes
hreibt exp(
t) eine Drehung mit Winkelges
hwindigkeit ! um die Dreha
hse n,

siehe (2.44). Dies erklärt au
h den Namen in�nitesimale Drehmatrix für 
.

Zur weiteren Illustration betra
hten no
h einmal die Bewegungsglei
hungen des 1-dimensionalen

Oszillators mit Reibung. Mit (3.101) ist

M =

�

0 1

�!

2

0

�


�

: (3.130)

Die Eigenwerte dieser Matrix

�

1

= �




2

+ �; �

2

= �




2

� �; mit � =

q




2

=4� !

2

0

;

sind die Nullstellen des 
harakteristis
hen Polynoms �

2

+ 
�+ !

2

0

, siehe (3.104). Für � 6= 0

sind die Eigenwerte vers
hieden und die Matrix M kann diagonalisiert werden,

M = S

~

MS

�1

;

~

M =

�

�

1

0

0 �

2

�

; S =

�

1 1

�

1

�

2

�

:
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Nun ist es lei
ht die Matrix tM zu exponentieren,

e

Mt

= S

�

e

�

1

t

0

0 e

�

2

t

�

S

�1

= e

�
t=2

�


osh�t 1l+

1

�

�


=2 1

�!

2

0

�
=2

�

sinh�t

�

:

Wir �nden wieder die frühere Lösung (3.108) für den Krie
hfall

x(t) = e

�
t=2

�


osh�t x

0

+

1

�

(
x

0

=2 + v

0

) sinh�t

�

v(t) = e

�
t=2

�


osh�t v

0

�

1

�

(!

2

0

x

0

+ 
v

0

=2) sinh�t

�

: (3.131)

Den S
hwingfall erhalten wir, wenn wir � dur
h i!




ersetzen. Deshalb ist für einen Oszillator

mit s
hwa
her Dämpfung

e

Mt

= e

�
t=2

�


os!




t 1l+

1

!




�


=2 1

�!

2

0

�
=2

�

sin!




t

�

: (3.132)

Ni
ht-diagonalisierbare Matrizen und Jordan-Normalform

Interessanter ist der aperiodis
he Grenzfall, für wel
hen das 
harakteristis
he Polynom von

M =

�

0 1

�!

2

0

�2!

0

�

=

�

�!

0

0

0 �!

0

�

+

�

!

0

1

�!

2

0

�!

0

�

� D +N

eine doppelte Nullstelle bei�!

0

hat. Die beiden MatrizenD undN vertaus
hen o�ensi
htli
h

und N ist nilpotent, N

2

= 0. Für die Exponentialfunktion erhalten wir

e

Mt

= e

Dt+Nt

= e

Dt

e

Nt

= e

Dt

�

1l+Nt

�

=

�

1 + !

0

t t

�!

2

0

t 1� !

0

t

�

e

�!

0

t

;

wobei wir benutzten, daÿ D und N kommutieren. Daraus gewinnen wir sofort die Lösung

für den aperiodis
hen Grenzfall

x(t) = fx

0

+ (!

0

x

0

+ v

0

)tg e

�!

0

t

v(t) = fv

0

� (!

0

x

0

+ v

0

)!

0

tg e

�!

0

t

(3.133)

in Übereinstimmung mit (3.113). Im Gegensatz zum Krie
h- und S
hwingfall sind die beiden

Eigenwerte des 
harakteristis
hen Polynoms im aperiodis
hen Grenzfall glei
h.

Hat das 
harakteristis
he Polynom P

M

(�) einer n�nMatrixM mehrfa
he Nullstellen, dann

ist M im Allgemeinen ni
ht mehr diagonalisierbar. Das Polynom hat dann die Form

P

M

(�) = det(�1l�M) =

r

Y

k=1

�

�� �

k

)

n

k

; n

1

+ : : : n

r

= n;

wobei �

1

; : : : ; �

r

die paarweise vers
hiedenen Nullstellen von P

M

und die n

k

> 0 ihre alge�

brais
hen Vielfa
hheiten sind. Wie im diagonalisierbaren Fall heissen die �

k

Eigenwerte der

MatrixM . Hat �

k

die Multiplizität n

k

, so ist au
h

�

�

k

ein Eigenwert derselben Multiplizität,

denn das 
harakteristis
he Polynom der reellen Matrix M hat reelle Koe�zienten.
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Wir erinnern daran, daÿ eine n� n-Matrix der Form

J

n

(�) =

0

B

B

B

�

� 1 : : : 0

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

1

0 �

1

C

C

C

A

(3.134)

Jordan-Blo
k mit Eigenwert � heisst. Eine Jordan-Matrix ist eine quadratis
he Matrix

der Form

~

M =

0

B

B

�

J

n

1

(�

1

) 0 0

0 J

n

2

(�

2

) 0

0 0

.

.

.

1

C

C

A

; n

1

+ : : :+ n

r

= n: (3.135)

Eine Jordan-Basis einer linearen Abbildung (Matrix) M : V �! V ist eine Basis von

V , bezügli
h der die Matrix von M eine Jordan Matrix ist, also die Jordan-Normalform

(3.135) hat. Es gilt der

Satz 3 (Existenz einer Jordan-Basis) Sei M : V ! V eine lineare Abbildung eines

endli
h-dimensionalen C -Vektorraumes V . Dann existiert für M eine Jordan-Basis. Die

Jordan-Matrix

~

M ist eindeutig, bis auf eine Permutation der Jordan-Blö
ke.

Wir �nden also eine Koordinatentransformation � = S

~

� mit regulärer Transformationsma�

trix S, so daÿ in den gestri
henen Koordinaten die Abbildungsmatrix

~

M = S

�1

MS (3.136)

eine Jordan-Matrix ist. Im diagonalisierbaren Fall heissen die

~

� Normalkoordinaten und

wir wollen diesen Namen im allgemeineren Fall beibehalten. Wegen der Blo
kdiagonalform

(3.135) von

~

M in Normalkoordinaten ist

exp(Mt) = Se

~

Mt

S

�1

= S

0

B

�

exp

�

J

n

1

(�

1

)t

�

0

exp

�

J

n

2

(�

2

)t

�

0

.

.

.

1

C

A

S

�1

; (3.137)

und es genügt vollauf, exp

�

J

n

(�)t

�

zu bere
hnen. Nun s
hreiben wir J

n

(�) = �1l

n

+ J

n

(0),

wobei die Summanden auf der re
hten Seite o�ensi
htli
h vertaus
hen, und �nden

exp

�

J

n

(�)t

�

= e

�

exp

�

J

n

(0) t

�

:

Da die Matrix J

n

(0) o�ensi
htli
h nilpotent ist, J

n

n

(0) = 0, kann sie mit

�

J

m

n

(0)

�

ij

= Æ

i;j�m

; i; j 2 f1; : : : ; ng;

lei
ht exponentiert werden. Wir �nden

exp

�

J

n

(�)t

�

= e

�t

�

0

B

B

B

B

B

B

B

�

1 t : : : : : :

t

n�1

(n�1)!

1 t

.
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.

.

.
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.

.

.

t

0 1

1

C

C

C

C

C

C

C

A

: (3.138)

Wir fassen zusammen:
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Satz 4 In Normalkoordinaten (bezügli
h einer Jordan Basis) hat exp(

~

Mt) die Form (3.137)

mit exp

�

J

n

(�)t

�

aus (3.138).

Zur Konstruktion einer Jordan-Basis nutzt man aus, daÿ

�

~

M � �

1

1l

�

=

0

B

�

J

n

1

(0) 0 0

0 J

n

2

(�

2

��

1

)

.

.

.

1

C

A

ist, oder, da die n

1

-te Potenz von J

n

1

(0) vers
hwindet,

�

~

M � �

1

1l

�

n

1

=

0

B

�

0 0 0

0 J

n

1

n

2

(�

2

��

1

)

.

.

.

1

C

A

gilt. Man sieht sofort, daÿ die Matrizen J

n

1

n

k

(�

k

��

1

); k = 2; : : : ; r invertierbar sind. Anstelle

von �

1

hätten wir irgend einen anderen Eigenwert �

k

auszei
hnen können mit dem Ergebnis,

daÿ auf den Unterräumen

~

V

k

=

�

~

� 2 V j

�

�

k

1l�

~

M

�

n

k

~

� = 0

	

= Kern(�

k

�

~

M)

n

k

die Matrix

~

M glei
h J

n

k

(�

k

) ist. Es kann passieren, daÿ J

n

k

(�

k

) in weitere Jordanblö
ke

zerfällt und im Extremfall �

k

1l

n

k

ist. Zum Beispiel hat das 
harakteristis
he Polynom von

1l

n

eine n-fa
he Nullstelle bei � = 1 und die Jordan-Matrix ist 1l

n

.

In den ursprüngli
hen Koordinaten � = S

�1

~

� hat M im Allgemeinen ni
ht mehr die expli�

zite Jordanform (3.135). Trotzdem können wir natürli
h die dur
h die Jordan-Zerlegung

ausgezei
hneten Unterräume auf invariante Weise wie folgt 
harakterisieren:

V

k

= S

~

V

k

= Kern

�

S

�

�

k

�

~

M

�

n

k

S

�1

�

= Kern(�

k

�M)

n

k

:

Die Unterräume V

k

heissen verallgemeinerte Eigenräume der linearen Abbildung M .

Na
h diesen allgemeinen Betra
htungen sind wir nun in der Lage die Lösungen des dyna�

mis
hen Systems

_

� = M� explizite anzugeben. Für ein �

0

im Unterraum V

k

ist S

�1

�

0

im

Unterraum

~

V

k

und

e

Mt

�

0

= Se

~

Mt

S

�1

�

0

= Se

~

Mt

S

�1

�

0

= e

�

k

t

P

n

k

(t) �

0

;

wobei wir das Matrixpolynom

P

n

k

(t) = S exp

�

J

n

k

(0)t

�

S

�1

der Ordnung n

k

einführten. Wir haben also gezeigt, daÿ in in einer beliebigen Basis die

Matrix M als Summe von

D = S

0

B

�

�

1

1l

n

1

�

2

1l

n

2

.

.

.

1

C

A

S

�1

und N = S

0

B

�

J

n

1

(0)

J

n

2

(0)

.

.

.

1

C

A

S

�1

dargestellt werden kann, wobei

[D;N ℄ = 0 und N

m

= 0 mit m = maxfn

1

; : : : ; n

r

g (3.139)

80



gilt. In expliziten Re
hnungen ist das Au�nden der Jordan Basis der s
hwierigste Teil der

Aufgabe. Wir wollen dies an einem einfa
hen dynamis
hen System illustrieren.

Beispiel: Gegeben sei folgendes dynamis
he System

_

� =M� mit M =

0

�

�1 1 �2

0 �1 4

0 0 1

1

A

: (3.140)

Das 
harakteristis
he Polynom

P

M

(�) = det(�1l�M) = (�+ 1)

2

(�� 1) (3.141)

hat eine doppelte Nullstelle bei � = �1 und eine einfa
he bei � = 1. Also hat M den

zweifa
hen Eigenwert �

1

= �1 und den einfa
hen Eigenwert �

2

= 1. Wegen

(1l�M) =

0

�

2 �1 2

0 2 �4

0 0 0

1

A

und (�1l�M)

2

=

0

�

0 0 0

0 0 8

0 0 4

1

A

sind die verallgemeinerten Eigenräume

V

1

= spanf

~

e

3

= 2e

2

+ e

3

g und V

2

= spanf

~

e

1

= e

1

;

~

e

2

= e

2

g:

Damit kennen wir die Transformationsmatrix S, wel
he die ursprüngli
he Basis in die Jor-

danbasis überführt,

~

e

a

= S

ba

e

b

=) S =

0

�

1 0 0

0 1 2

0 0 1

1

A

:

Na
h Transformation auf verallgemeinerte Normalkoordinaten � = S

~

� erhalten wir die Dif�

ferentialglei
hung

_

~

� =

~

M

~

�; mit

~

M = S

�1

MS:

Na
h unserem allgemeinen Theorem muÿ

~

M eine Jordan-Matrix sein, d.h. die Summe einer

diagonalen und einer nilpotenten Matrix,

~

M =

0

�

�1 1 0

0 �1 0

0 0 1

1

A

=

�

�1l

2

0

0 1

�

+

�

J

1

(0) 0

0 0

�

:

Na
h der Rü
ktransformation �ndet man die entspre
hende Zerlegung von M

M = D +N =

0

�

�1 0 0

0 �1 4

0 0 1

1

A

+

0

�

0 1 �2

0 0 0

0 0 0

1

A

; [D;N ℄ = 0; N

2

= 0:

Um exp(Mt) zu bere
hnen, benutzen wir, daÿ

e

Mt

= S e

~

Mt

S

�1

= S e

~

Dt

�

1 +

~

Nt

�

S

�1

=

0

�

e

�t

te

�t

�2te

�t

0 e

�t

2(e

t

� e

�t

)

0 0 e

t

1

A

: (3.142)
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Damit wäre die Di�erentialglei
hung (3.140) für beliebige Anfangsbedingungen gelöst.

Für explizite Re
hnungen kann man zum Beispiel auf das algebrais
hen Computerprogramm

Maple zurü
kgreifen. Mit dem with(linalg) Befehl lädt man die in der linearen Algebra

gebräu
hli
hen Funktionen. De�niert man die Matrix M ,

M:=matrix(3,3,[-1,1,-2,0,-1,4,0,0,1℄)

so liefert der Befehl J:=jordan(M,'SI') die Jordan Matrix

J =

0

�

1 0 0

0 �1 1

0 0 �1

1

A

:

Mit S=inverse(SI) erhält man die Transformationsmatrix

S =

0

�

0 0 1

1 0 0

0 1 �2

1

A

;

wel
he M in die Jordan-Normalform bringt, J = SMS

�1

, was mit multiply(S,M,SI)

na
hgeprüft werden kann.

3.4.2 Stabilität von linearen Systemen I

Eine wi
htige Frage ist diejenige na
h der Stabilität von (Glei
hgewi
hts)Lösungen der Be�

wegungsglei
hungen. Wir werden nun untersu
hen, wann die Glei
hgewi
htslösung � = 0 des

linearen dynamis
hen Systems

_

� =M�; �(0) = �

0

(3.143)

stabil oder instabil ist. Für die Stabilitätsanalyse zerlegen wir den Vektor �

0

= �

01

+: : :+�

0r

,

wobei �

0k

im verallgemeinerten Eigenraum V

k

liegt. Im Gegensatz zu �

0

können die �

0k

komplex sein. Dann ist

�(t) = e

Mt

�

0

=

r

X

k=1

e

�

k

t

P

n

k

(t) �

0k

; wobei

P

n

k

(t) = 1 + tN

k

+ : : :+

t

n

k

�1

(n

k

� 1)!

N

n

k

�1

k

(3.144)

ein matrixwertiges Polynom in t der Ordnung < n

k

ist. Daher ist zur Zeit t der quadrierte

Abstand des Teil
hen vom Ursprung � = 0 glei
h

r(t) � r(t) + v(t) � v(t) = �(t) � �(t) =

X

k;l

e

(�

k

+�

l

)t

�

P

k

(t)�

0k

�

�

�

P

l

(t)�

0l

�

:

Hier können die �

k

; P

k

und �

0k

komplex sein. Für reelles M ist die Summe aber reell.

Generis
h wird für späte Zeiten der Abstand dur
h die Exponentialfunktionen, also die

Eigenwerte �

k

von M , und ni
ht dur
h die Polynome bestimmt

3

. Hat nur ein Eigenwert

3

Nur wenn alle �

k

imaginär sind, bestimmen die polynomialen Anteile das asymptotis
he Verhalten.
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Einlaufender Strudel

Abbildung 3.12: Asymptotis
h stabile, instabile und stabile Glei
hgewi
htslösung

von M einen positiven Realteil, dann gibt es immer Bahnen auf denen si
h das System

exponentiell s
hnell vom Ursprung entfernt. In diesem Fall ist die Glei
hgewi
htslösung � = 0

instabil . Ist zum Beispiel der Realteil von �

1

positiv, so entfernen si
h alle Teil
hen mit

�

01

6= o exponentiell s
hnell vom Ursprung weg, siehe Abbildung (3.12).

Sind dagegen die Realteile aller Eigenwerte vonM negativ, dann ist die Glei
hgewi
htslösung

asymptotis
h stabil. Alle Lösungen streben exponentiell s
hnell gegen den Ursprung. Man

nennt die Glei
hgewi
htslösung � = 0 daher Attraktor der Bewegung. Allgemein bezei
hnet

man für ein vorgegebenes dynamis
hes System als Attraktor eine Teilmenge des �-Raumes,

der si
h das System für groÿe Zeiten mehr und mehr annähert.

Der interessanteste Fall liegt zwis
hen Stabilität und Instabilität, nämli
h wenn alle Eigen�

werte rein imaginär sind. Dies ist der Fall für den harmonis
hen Oszillator ohne Reibung.

Ist M diagonalisierbar und damit alle P

k

Konstanten, dann ändert si
h der Abstand vom

Ursprung periodis
h in der Zeit. Das Teil
hen bleibt in der Umgebung der Glei
hgewi
hts�

lösung, nähert si
h ihr asymptotis
h aber ni
ht an. Diese Bewegungen heissen stabil, sind

aber ni
ht asymptotis
h stabil.

3.5 Erzwungene S
hwingungen

Der bisher untersu
hte harmonis
he Oszillator ist ein s
hwingungsfähiges System mit einer

in die Glei
hgewi
htslage zurü
ktreibenden linearen Kraft sowie mit energieverbrau
henden
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Reibungskräften. Ein sol
her Oszillator kann dur
h eine äuÿere zeitabhängige Kraft F (t)

'angetrieben' werden. Dann haben wir die Bewegungsglei
hung

m
�
r = �V

00

r �W
_
r + F (t): (3.145)

Die entspre
hende Di�erentialglei
hung im � = (r ; v)

T

-Raum ist

_

� =M� + �; M =

1

m

�

0 m1l

�V

00

�W

�

; � =

1

m

�

0

F (t)

�

: (3.146)

Die allgemeine Lösung dieser inhomogenen Di�erentialglei
hung lässt si
h aus folgendem

Zusammenhang zwis
hen den Lösungen der homogenen Di�erentialglei
hung

_

� =M� (3.147)

und einer Lösungen der inhomogenen Glei
hung (3.146) ableiten. Ist �

(s)

eine spezielle Lö�

sung der inhomogenen Glei
hung

_

� =M� + � (3.148)

und �

(h)

eine Lösung der homogenen Glei
hung, dann ist ihre Summe eine neue Lösung der

inhomogenen Glei
hung,

d

dt

�

�

(s)

+ �

(h)

	

=M�

(s)

+ � +M�

(h)

=M

�

�

(s)

+ �

(h)

	

+ �:

Umgekehrt, sind �

1

und �

2

zwei beliebige Lösungen der inhomogenen Glei
hung, dann löst

ihre Di�erenz die homogene Glei
hung. Wir folgern:

Lemma 2 Ist �

(h)

die allgemeine Lösung der homogenen Glei
hung und �

(s)

eine spezielle

Lösung der inhomogenen Glei
hung, so ist �

(s)

+�

(h)

die allgemeine Lösung der inhomogenen

Glei
hung.

Um eine spezielle Lösung von (3.146) zu �nden ma
hen wir den folgenden Separationsansatz

�(t) = e

Mt

 (t): (3.149)

Für ein konstantes  wäre � eine Lösung der homogenen Glei
hung. Der Ansatz (3.149)

entspri
ht einer Variation der Konstanten (Anfangsbedingung). Die Zeitableitung von � in

(3.149) ist

_

� =Me

Mt

 + e

Mt

_

 =M� + e

Mt

_

 ;

und deshalb erfüllt � die inhomogene Di�erentialglei
hung genau dann, wenn

_

 =

�

e

Mt

�

�1

� = e

�Mt

� (3.150)

gilt. Die allgemeine Lösung dieser Glei
hung lautet

 (t) =

Z

t

0

e

�Ms

�(s) + �

0
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mit einer Integrationskonstante �

0

. Damit lautet die formale Lösung von (3.148) wie folgt,

�(t) =

Z

t

0

e

M(t�s)

�(s) + e

Mt

�

0

: (3.151)

Die Integrationskonstanten �

0

tritt als Anfangsbedingung auf, �

0

= �(0). Der zweite Term

ist die Lösung der homogenen Glei
hung mit Startpunkt �

0

und der erste Term die spezielle

Lösung der inhomogenen Glei
hung die für t = 0 vers
hwindet. Wir wollen wieder annehmen,

daÿ V

00

und W in M diagonal sind (oder beide glei
hzeitig diagonalisiert werden können).

Dann entkoppeln die Di�erentialglei
hungen und es genügt den eindimensionalen Fall zu

untersu
hen, d.h. die Di�erentialglei
hung (3.145) oder (3.146) mit

M =

�

0 1

�!

2

0

�


�

; � =

1

m

�

0

F

�

: (3.152)

Die Re
hnungen werden einfa
her wenn wir als untere Integrationsgrenze in (3.151) ni
ht 0

sondern �1 nehmen. Dies ist äquivalent zu einer Vers
hiebung von �

0

in dieser Formel. Mit

e

M(t�s)

aus (3.132) und � aus (3.146) lautet die spezielle Lösung

t

Z

�1

e

M(t�s)

�(s) =

1

m!




t

Z

�1

e

�
(t�s)=2

�

sin!




(t� s)

!





os!




(t� s)� 
=2 sin!




(t� s)

�

F (s);

mit !




=

p

!

2

0

� 


2

=4. Addieren wir die allgemeine homogenen Lösung (3.111), dann �nden

wir folgende allgemeine Lösung der inhomogenen Glei
hung für eine beliebig zeitabhängige

Antriebskraft,

x(t) = a e

�
t=2

sin

�

!




t+ '

0

�

+

1

m!




Z

t

�1

e

�
(t�s)=2

sin!




(t� s)F (s): (3.153)

Zu den wi
htigsten Kräften, die einen gedämpften harmonis
hen Oszillator 'treiben', gehören

die periodis
hen, zum Beispiel

F (t) = F

0

sin!t: (3.154)

Für diese einfa
he treibende Kraft ist

t

Z

�1

e

�
(t�s)=2

sin!




(t�s)F (s) =

F

0

2i

t

Z

�1

e

�
(t�s)=2

h

e

i!s

sin!




(t�s) + kompl. konj.

i

=

!




F

0

2i

e

i!t

!

2




� !

2

+ 


2

=4 + i
!

+ kompl. konj.

=

!




F

0

2i

e

i!t

!

2

0

� !

2

+ i
!

+ kompl. konj.

Um zu einer einfa
heren Darstellung der inhomogenen Lösung zu kommen s
hreiben wir

(!

2

0

� !

2

+ i
!)

�1

= b(!)e

�iÆ(!)

mit folgender Amplitude und Phase auf der re
hten Seite

b(!) =

1

p

(!

2

� !

2

0

)

2

+ 


2

!

2

und Æ(!) = ar
tan


!

!

2

0

� !

2

: (3.155)
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Eingesetzt in (3.153) führt dies dann auf folgende allgemeine Lösung für den s
hwa
h ge�

dämpften harmonis
hen Oszillator mit harmonis
her Treibkraft (3.153)

x(t) = a e

�
t=2

sin

�

!




t+ '

0

�

+

F

0

m

b(!) sin

�

!t� Æ(!)

�

: (3.156)

Während des Zeitintervalls t � � = 2=
 s
hwingt das System ein. Dieser Eins
hwingvorgang

wird dur
h die homogene Lösung, also die Parameter !

0

und 
 des s
hwingenden Systems,

bestimmt. Na
h der Relaxationszeit � strebt die homogene Lösung gegen Null und spielt

keine Rolle mehr. Für t� � verbleibt nur die spezielle Lösung, die eine periodis
he Bewegung

mit der auferlegten Kreisfrequenz ! der treibenden Kraft bes
hreibt. Die Amplitude der

S
hwingung ist proportional zur Kraftstärke F

0

und umgekehrt proportional zur trägen

Masse des S
hwingers.

Resonanzen: Bei vorgegebener Eigenfrequenz !

0

und Dämpfung 
 des S
hwingers sind

die Phasenvers
hiebung Æ und die Amplitude F

0

b(!)=m Funktionen der Kreisfrequenz der

treibenden Kraft F

0

sin!t. Diese Funktionen zeigen in der Umgebung der 'Eigenfrequenzen'

!

0

bzw. !




ein typis
hes Verhalten, das nun genauer untersu
ht werden soll:

Die Phasenvers
hiebung Æ ist ein Maÿ für die Verzögerung, mit der die Kraftphase !t am

Oszillator wirksam wird. Wir haben

Æ(! = 0) = 0; Æ(! = !

0

) =

�

2

und Æ(! !1) = �: (3.157)

Bei ! = !

0

ist das Argument von ar
tan in (3.155) unendli
h. Also ist die Phasenverzögerung

�=2, wenn die aufgezwungene Frequenz ! glei
h der ungedämpften Eigenfrequenz !

0

ist. Für

! > !

0

müssen wir bei der Bestimmung von ar
tan auf den 'nä
hsten Zweig' dieser Funktion

gehen. Die funktionale Abhängigkeit der Amplitude b von der Kreisfrequenz in (3.155) ist

dur
h eine Verteilung mit Maximum !

r

in der Nähe von !

0

und Breite � 
 gegeben. Es gilt

b(! = 0) =

1

!

2

0

und b(! !1) = 0: (3.158)

Die Amplitude hat ein Maximum bei derjenigen Kreisfrequenz wel
he den Nenners von b(w)

minimiert,

�

�!

2

�

(!

2

� !

2

0

)

2

+ 


2

!

2

�

�

�

!

2

r

= 2(!

2

r

� !

2

0

) + 


2

= 0:

Damit �nden wir für die Lage des Maximums !

r

, der sogenannten Resonanz , und die Am�

plitude an der Resonanzstelle die Werte

!

r

=

q

!

2

0

� 


2

=2 � !




� !

0

und b(!

r

) =

1


!




: (3.159)

Den qualitative Verlauf der Amplitudenfunktion ist in Abbildung (3.13) dargestellt.

3.6 Anhang: Matrixfunktionen

In diesem Anhang wollen wir die wi
htigsten Eigens
haften von Matrixfunktionen zusam�

menstellen. Für eine diagonalisierbare n�n-Matrix mit Eigenwerten �

1

; : : : ; �

n

sind Matrix�
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Abbildung 3.13: Amplitude und Phase des getriebenen Oszillators.
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funktionen lei
ht zu bere
hnen,

f(M) = f

�

S

~

MS

�1

�

= Sf(

~

M)S

�1

= S

0

B

B

�

f(�

1

) 0 0 : : :

0 f(�

2

) 0 : : :

.

.

.

.

.

.

0 0 f(�

n

)

1

C

C

A

S

�1

:

Allgemeine Matrizen sind ni
ht diagonalisierbar. Wir können natürli
h immer die Jor-

dans
he Normalform als Ausgangspunkt für eine Bere
hnung von Matrixfunktionen wählen

und diesen Weg haben wir bei der Exponentialfunktion gewählt. Hier mö
hte i
h aber den

Residuenkalkül zur Anwendung bringen, wel
her von der Resolvente

R(�) =

1

��M

; M 2 Mat

n

(C ); (3.160)

der Matrix M Gebrau
h ma
ht. Für ni
ht-diagonalisierbare Matrizen kann man nämli
h

folgende konstruktive Formel für eine analytis
he Funktion f(�) benutzen:

f(M) =

1

2�i

I

f(�)R(�) =

1

2�i

I

f(�)

��M

: (3.161)

Die Integration ist entlang einer S
hleife in der komplexen �-Ebene, die alle Nullstellen des


harakteristis
hen Polynoms ums
hlieÿt. Zum Beispiel, für die Matrix

M =

0

�

�1 1 �2

0 �1 4

0 0 1

1

A

;

die wir in (3.139) einführten, ist die Resolvente

R(�) =

0

�

(�+ 1)

�1

(�+ 1)

�2

�2(�+ 1)

�2

0 (�+ 1)

�1

4(�

2

� 1)

�1

0 0 (�� 1)

�1

1

A

:

Für die Bere
hnung des S
hleifenintegrals in (3.161) erinnern wir uns an folgende bekannte

Formel aus der Analysis:

1

2�i

I

f(�)

(�� �

0

)

n+1

d� =

1

n!

f

(n)

(�

0

); (3.162)

Hier umläuft der ges
hlossene Integrationsweg den Punkt �

0

einmal entgegen dem Uhrzei�

gersinn. Damit �nden wir

f(M) =

0

�

f(�1) f

0

(�1) �2f

0

(�1)

0 f(�1) 2(f(1)� f(�1))

0 0 f(1)

1

A

:

Insbesondere für f(�) = exp(t�) �ndet man das bekannte Resultat (3.142) für exp(Mt).

Im Folgenden werden wir weitere Eigens
haften der Resolvente bespre
hen, die Spektralzer�

legung eines linearen Operators auf einem endli
h-dimensionalen Vektorraum ableiten und

insbesondere die obige Formel (3.161) beweisen. Erinnern wir uns an die Kramers
he Regel

zur Bildung einer inversen Matrix, so folgt sofort, daÿ die Resolvente meromorph ist. Sie hat
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Pole der Ordnung � n bei den Nullstellen f�

1

; : : : ; �

r

g � �(M) des 
harakteristis
hen Poly�

noms P

M

(�) von M , d.h. bei den Eigenwerten von M . Wir untersu
hen nun das Verhalten

der Resolvente bei einem Eigenwert den wir der Einfa
hheit wegen na
h � = 0 legen.

Die Koe�zienten in der Laurent-Reihe

R(�) =

1

X

p=�1

A

p

�

p

(3.163)

bere
hnen si
h na
h der bekannten Formel aus der Funktionentheorie gemäÿ

A

p

=

1

2�i

I

�

d��

�p�1

R(�): (3.164)

Hier ist � ein (kleiner) Kreis um den Eigenwert 0, der auÿer diesem keinen weiteren Punkt

des Spektrums �(M) eins
hlieÿt. Da die Pole maximal die Ordnung n haben ist

A

p

= 0 für p < �n:

Das Produkt zweier Koe�zientenmatrizen A

p

und A

q

ist entweder die Nullmatrix oder eine

dritte Koe�zientenmatrix:

Lemma 3 Die Entwi
klungskoe�zienten der Resolvente erfüllen

A

p

A

q

=

�

1� �

p

� �

q

)A

p+q+1

; wobei �

p

=

�

1 für p � 0

0 für p < 0.

(3.165)

Im Beweis benutzen wir die wi
htige Resolventenglei
hung

1

��M

�

1

�

0

�M

=

1

��M

�

1

�

0

�M

=

�

(�

0

�M)� (�+M)

	

1

��M

1

�

0

�M

also

R(�)�R(�

0

) = (�

0

� �)R(�)R(�

0

): (3.166)

Mit dieser Identität folgt

A

p

A

q

=

1

(2�i)

2

I

�

I

�

0

d�d�

0

�

�p�1

�

0�q�1

R(�)R(�

0

)

=

1

(2�i)

2

I

�

I

�

0

d�d�

0

�

�p�1

�

0�q�1

R(�

0

)�R(�)

�� �

0

:

Wählen wir � mit gröÿerem Radius als �

0

, dann kann das Linienintegral über �

0

lei
ht

bere
hnet werden, wenn wir die Laurent-Entwi
klungen für die Resolventen auf der re
hten

Seite einsetzen und

1

2�i

I

�

0

d�

0

1

�

0

�

0�m

�� �

0

= �

m

�

�m�1

benutzen. Man �ndet

A

p

A

q

=

1

2�i

X

k

I

�

d��

k�q�p�2

�

�

q�k

� �

q

�

A

k

=

�

�

�p�1

� �

q

�

A

p+q+1

= (1� �

p

� �

q

)A

p+q+1

;
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d.h. die Behauptung (3.166) des Lemmas. Daraus folgt unmittelbar, dass die Matrizen A

p

paarweise kommutieren.

Dieselben Relationen erlauben uns, alle Matrizen A

p

dur
h

A

0

� �S; A

�1

� P und A

�2

� D: (3.167)

auszudrü
ken. In der Tat, wir �nden

A

p

A

0

= �A

p+1

�! A

p

= �S

p+1

; p = 0; 2; 3; : : :

A

�1

A

�1

= A

�1

�! P

2

= P

A

�2

A

�p

= A

�p�1

�! A

�p

= D

p�1

; p = 2; 3; : : : (3.168)

A

0

A

�1

= 0 �! SP = PS = 0

A

�1

A

�2

= A

�2

�! DP = PD = D

Somit erhalten wir folgende Laurent-Entwi
klung der Resolvente um einen beliebigen Ei�

genwert �

i

2 �(M),

R(�) = �

1

X

p=0

(� � �

i

)

p

S

p+1

i

+

P

i

�� �

i

+

1

X

p=2

(�� �

i

)

�p

D

p�1

i

: (3.169)

Die letzte Reihe bri
ht spätestens na
h p = n ab. P

i

heisst der Eigenprojektor und D

i

die

Eigennilpotente zum Eigenwert �

i

. Die folgende Relationen sind lei
ht zu beweisen,

�(�

i

�M)S

i

= �S

i

(�

i

�M) = 1� P

i

�(�

i

�M)P

i

= �P

i

(�

i

�M) = D

i

; (3.170)

wenn man in der Formel

(�

i

�M)R(�) =

�

(�

i

� �) + (��M)

	

R(�) = 1l+ (�

i

� �)R(�)

das Resultat (3.169) einsetzt und Koe�zienten verglei
ht. Nun sind wir in der Lage, daÿ

folgende Lemma zu beweisen

Lemma 4 Es sei � ein positiv orientierter Kreis, der das ganze Spektrum �(M) von M

ums
hlieÿt. Dann ist

11 =

1

2�i

I

�

d� R(�) =

r

X

i=1

P

i

; (3.171)

wobei P

1

; : : : ; P

r

die Eigenprojektoren zu den Eigenwerten �

1

; : : : ; �

r

von M . Diese erfüllen

P

i

P

j

= Æ

ij

P

j

: (3.172)

Zum Beweis des Lemmas führen wir auf dem Raum der Matrizen eine Norm ein. Für j�j >

kMk ist dann

1

��M

=

1

�

�

1�

M

�

�

�1

=

1

�

�

1 +

M

�

+

M

2

�

2

+ : : :

�

:
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Somit ist R(�) � 1=� für �!1 und dies führt zur ersten Glei
hung in (3.171). Andererseits

kann man � auf r kleine Kreise �

i

um �

i

zusammenziehen; dies führt auf

1

2�i

I

�

d�R(�) =

r

X

i=1

P

i

:

Die Glei
hung (3.172) folgt aus der Formel

P

i

P

j

=

1

(2�i)

2

I

�

I

�

0

d�d�

0

R(�)R(�

0

)

die man wie im Beweis von Lemma 3 bere
hnet. Nun folgt der wi
htige

Satz 5 (Spektralzerlegung) Jede Matrix hat die Zerlegung

M =

r

X

i=1

�

�

i

P

i

+D

i

�

=

r

X

i=1

�

�

i

+D

i

)P

i

; (3.173)

wobei P

i

der Eigenprojektor und D

i

die Eigennilpotente zum Eigenwert �

i

ist, P

i

P

j

= Æ

ij

P

j

und D

i

P

i

= P

i

D

i

= D

i

.

Der Beweis ist denkbar einfa
h,

M =M

X

P

i

=

X

(�

i

P

i

+ (M � �

i

)P

i

)

(3:170)

=

X

�

�

i

P

i

+D

i

�

=

X

�

�

i

+D

i

)P

i

:

Diese Zerlegung ist identis
h zur Jordans
hen Normalform, allerdings in einer beliebigen

Basis. Dana
h ist der Vektorraum V die direkte Summe der Eigenräume V

i

= P

i

V die

invariant unter M sind,

MV

i

=MP

i

V

[M;P

i

℄=0

= P

i

MV 2 V

i

:

Auf dem Eigenraum V

i

reduziert si
h M auf �

i

+D

i

mit einem nilpotenten Operator D

i

,

D

n

i

i

= 0 mit n

i

= dim V

i

:

Insbesondere ist D

i

= 0 für dimP

i

= 1, d.h. für einen einfa
hen Eigenwert. Es sei nun

f(z) =

1

X

n=0

1

n!

f

(n)

(0)z

n

eine ganze Funktion. Wir de�nieren die entspre
hende Matrixfunktion

f(M) =

1

X

n=0

1

n!

f

(n)

(0)M

n

: (3.174)

Auf jedem Eigenraum V

i

sind die Potenzen von M einfa
h auszure
hnen,

1

n!

P

i

M

n

=

1

n!

P

i

(�

i

+D

i

)

n

=

X

p+q=n

P

i

�

p

i

D

q

i

p! q!

:
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Wir setzen in (3.174) ein und erhalten die Spektraldarstellung der Matrixfuntion f(M):

f(M) =

X

i

P

i

X

p;q

1

q!

f

(p+q)

�

q

i

1

p!

D

p

i

=

X

i

�

f(�

i

)P

i

+

n

i

X

p

1

p!

f

(p)

(�

i

)D

p

i

�

:

Diese Darstellung kann auf alle Funktionen ausgedehnt werden, die in einer Umgebung jedes

Eigenwertes hinrei
hend oft di�erenzierbar sind. Speziell erhält man für f(z) = (� � z)

�1

die Partialbru
hentwi
klung der Resolventen,

1

��M

=

r

X

i=1

�

P

i

�� �

i

+

D

i

(�� �

i

)

2

+ : : :+

D

n

i

�1

i

(� � �

i

)

n

i

�

: (3.175)

Mit (3.162) folgt daraus die Darstellung (3.161) für eine (beinahe) beliebige Matrixfunktion.
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