
Kapitel 2

Kinematik des Massenpunktes

2.1 Einführendes

In der Mehanik wird die Bewegung von materiellen Körpern untersuht. Zur Beshrei�

bung einer Bewegung im Raum benötigen wir stets eine Bezugsbasis. Dies sind mindestens

vier niht in einer Ebene liegende gegenständlihe Punkte, bezüglih welher die Bewegung

beshrieben wird. Die Erfahrung lehrt uns, daÿ genügend weit weg von sehr dihten und

shweren Körpern die Bewegungen in guter Näherung in einem drei-dimensionalen Raum

mit Euklidisher Metrik ablaufen. Dazu werden wir durh Messung der Winkelsummen in

Dreieken geleitet, deren Seiten aus den kürzesten Verbindungen zwishen den Ekpunkten

gebildet werden. Das Ergebnis ist in sehr guter Näherung immer 180

0

, was für die Euklidi�

she Geometrie harakteristish ist. Nur in der Nähe von sehr kompakten Körpern oder auf

kosmologishen Skalen sind die Abweihungen von der Euklidishen Geometrie niht mehr

vernahlässigbar. Dann wird sie durh die Riemannshe Geometrie zu ersetzen sein und die

entsprehenden physikalishen Gesetze sind Gegenstand der allgemeinen Relativitätstheorie.

In dieser Vorlesung wollen wir also den physikalishen Raum durh einen kontinuierlihen,

homogenen, isotropen und unendlihen Euklidishen Raum modellieren. Der Abstand zwei�

er Punkte im Raum ist die Länge der verbindenden Geraden, welhe mit einem (möglihst

idealen) Maÿstab bestimmt werden kann.

Obwohl Bewegungen von materiellen Körpern unabhängig vom Beobahter ablaufen, benöti�

gen wir zu ihrer Beshreibung ein Bezugssystem, zum Beispiel vier Eken in diesem Hörsaal.

Die Bewegungsgesetze werden vom gewählten Bezugssystem abhängen und zu ihrer Formu�

lierung muss das Bezugssystem, oder zumindest eine Klasse von Systemen, festgelegt werden.

In der klassishen Mehanik gibt es ideale Bezugssysteme, die sogenannten Inertialsysteme

in welhen Newtons 1. Axiom Gültigkeit hat:

1. Axiom (lex prima): Es gibt Inertialsysteme, in denen die kräftefreie Bewegung durh

_

r(t) = v =onst. beshrieben wird.

Zu ihrer De�nition benötigt man aber noh den Begri� der Zeitmessung. Zur Zeitbestim�

mung brauht es eine Uhr, d.h. einen möglihst periodishen Vorgang, dessen Periode eine
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Zeiteinheit de�niert. Die aktuelle Zeitde�nition erfolgt über Atomfrequenzen, wobei man be�

kannte Störungen (wie zum Beispiel den Ein�uss des Gravitationsfeldes) möglihst korrigiert.

Die Zeitdi�erenz zwishen zwei am Ort der Uhr statt�ndenden Ereignissen ist proportional

zur Anzahl der Shwingungen zwishen den Ereignissen. Um den zeitlihen Abstand zweier

Ereignisse an zwei vershiedenen Orten zu de�nieren, stellt man am anderen Ort eine gleih�

artige Uhr auf und synhronisiert die Uhren, indem man sie durh ein geeignetes Verfahren

gleih stellt. Dies kann zum Beispiel mit einem elektromagnetishen Signal mit Laufzeitkor�

rektur geshehen. Auf diese Weise ist der Begri� der Gleihzeitigkeit eingeführt. Legt der

Beobahter noh einen (willkürlih gewählten) Bezugspunkt für die Zeit fest, so kann er

einem Ereignis eine eindeutige Zeit zuordnen (89.1 Zeiteinheiten nah dem Zeitursprung).

Bewegt sih eine Uhr mit einer Geshwindigkeit v �  relativ zu einer anderen Uhr, so

gehen die Uhren synhron. Nähert sih die Relativgeshwindigkeit der Lihtgeshwindigkeit,

so verstreihen auf den beiden Uhren vershiedene Zeitdi�erenzen zwishen zwei Ereignissen.

Auh der Begri� der Gleihzeitigkeit zweier Ereignisse hängt vom Bewegungszustand des Be�

obahters ab. Bis auf das letzte Kapitel dieser Vorlesung werden wir allerdings von solhen

relativistishen E�ekten absehen und folgendes Axiom als Arbeitshypothese benutzen:

Es gibt eine für alle Bezugssysteme universelle Zeit.

Oder mit Newton: 'Die absolute, wahre und mathematishe Zeit ver�ieÿt an sih und

vermöge ihrer Natur gleihförmig und ohne Beziehung auf irgendeinen äuÿeren Gegenstand'.

Dabei lässt er o�en, woher er seine absolute Zeit nimmt.

Mit diesem Axiom ist die Gleihzeitigkeit zweier Ereignisse eine systemunabhängige Eigen�

shaft. Wir werden bei der Entwiklung der Mehanik weiter annehmen, daÿ der räumlihe

Abstand zweier Punkte absolute Bedeutung hat:

Der räumlihe Abstand von zwei gleihzeitig statt�ndenden Ereignisse

ist unabhängig vom Bezugssystem.

Newtons Formulierung 'Der absolute Raum bleibt vermöge seiner Natur und ohne Bezie�

hung auf einen äuÿeren Gegenstand stets gleih und unbeweglih' lässt o�en, wie er seinen

unbeweglihen absoluten Raum von einem dagegen gleihförmig bewegten Raum untershei�

den könne.

Man sollte jedoh in Erinnerung behalten, daÿ es qualitativ vershiedene Raumzeit-Modelle

gibt

� Modelle, bei denen die Struktur von Raum und Zeit unabhängig von der

vorhandenen Materie ist.

� Das Galilei-Newtonshe Modell mit einer absoluten Zeit, d.h. das Zeitmaÿ ist vom

Bezugssystem unabhängig. Bis auf das letzte Kapitel der Vorlesung werden wir

diese Annahmen tre�en.

� Das Einstein-Poinaréshe Modell, in dem das Zeitmaÿ vom Bezugssystem ab�

hängt. Dieses Modell wird durh die spezielle Relativitätstheorie implementiert

und wird im letzten Kapite diskutiert. Das Galilei-Newtonshe Modell ist ein

Grenzfall desjenigen von Einstein und Poinaré.
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� Modelle, bei denen die Struktur von Raum und Zeit durh die vorhan-

dene Materie bestimmt ist.

Die wihtigste Theorie mit dieser Eigenshaft ist Einsteins Allgemeine Relativitäts�

theorie. Sie ist eine Erweiterung der Newtonshen Theorie und wird in dieser Vorle�

sung niht behandelt.

In der ersten Klasse von Raumzeitmodellen gibt es ausgezeihnete Bezugssysteme. Ein sol�

hes ist nahezu ideal oder inertial, wenn in ihm für einen hinreihend kräftefreien Körper

das Galileishe Trägheitsgesetz hinreihend genau gilt, also wenn der Körper in seinem Zu�

stand der Ruhe oder gleihförmigen geradlinigen Bewegung beharrt. Für drei Massenpunkte,

die sih auf niht parallelen Geraden bewegen, sheint dies eine leere Aussage zu sein, aber

für jede weitere kräftefreie Bewegung liefert dies eine operative De�nition von Inertialsy�

stemen. Innerhalb eines frei auf die Erde fallenden Kastens oder in einem weit weg von

Himmelskörpern antriebslos �iegenden Raumshi� hat man in guter Näherung ein (lokales)

Inertialsystem.

In einem Bezugssystem, sei es nun inertial oder auh niht, führen wir Ortskoordinaten ein,

welhe die Lage jedes Punktes im uns interessierenden Raum eindeutig harakterisieren. Ein

lokales Ereignis ist durh die Angabe seines Ortes und seiner Zeit harakterisiert und nah

Wahl eines Bezugssystems und einer Uhr durh seine Ortskoordinaten und durh t. Wir

wollen die soeben an-diskutierten Begri�e nun formalisieren und weiter analysieren.

2.2 Die Euklidishe Geometrie des Raumes

Elemente dieser Geometrie sind

1. Punkte P

1

; : : : ; P

m

: Ein Punkt kann die Spitze eines Zirkels, der Shnittpunkt zweier

Linien oder deren Idealisierungen sein.

2. Maÿstäbe s

1

; : : : ; s

m

. Zum Beispiel der Urmeter, ein Zollstok und deren Idealisierun�

gen. Maÿstäbe haben genau einen Anfangspunkt A und einen Endpunkt E: s = AE.

Die Existenz von Maÿstäben folgt aus der Annahme der Existenz von starren Körpern.

Dies sind Körper, die beim Vershieben oder Drehen in kongruente Körper übergehen. Oder

anders ausgedrükt, die an vershiedenen Raumpunkten be�ndlihen materiellen Punkte

ändern ihre relativen Abstände und Winkel zueinander niht. Wir idealisieren und setzen

unendlih dünne Maÿstäbe voraus. Solhe Maÿstäbe können addiert werden. Der Maÿstab

s

2

wird zu s

1

addiert, indem man s

2

parallel zu sih selbst vershiebt bis sein Anfangspunkt

A

2

mit dem Endpunkt E

1

des ersten Maÿstabes zusammenfällt. Dann ist A

1

E

2

der neue

Maÿstab s

1

+ s

2

. Die Addition von Maÿstäben ist kommutativ. Falls A = E dann sprehen

wir vom 'Nullmaÿstab' o. Addieren wir o zu einem Maÿstab s, dann erhalten wir wieder s.

Vertaushen wir End- und Anfangspunkt eines Maÿstabes, dann ergibt sih der Maÿstab �s

mit der Regel s+ (�s) = o.

Wir können Maÿstäbe mit Zahlen multiplizieren, zum Beispiel

s

1

+ : : :+ s

1

| {z }

n�mal

= ns

1

= s

2

oder s

1

=

1

n

s

2

=) ms

1

=

m

n

s

2

= s

3

:
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Damit ist die Multiplikation von Maÿstäben mit rationalen Zahlen erklärt. Mittels Stetigkeit

ergeben sih die folgenden Regeln für reelle Zahlen:

(a+ b)s = (as) + (bs); a(bs) = (ab)s; 1 � s = s und a(s

1

+ s

2

) = (as

1

) + (as

2

):

Die Regeln implizieren, das Maÿstäbe einen Vektorraum V

3

über den reellen Zahlen R bilden.

In der Literatur benutzt man auh oft das Symbol ~s anstelle von s für einen Vektor. Wir

nennen Maÿstäbe linear unabhängig, falls keiner der Maÿstäbe eine Linearkombination der

übrigen Maÿstäbe ist. Mehr als drei Maÿstäbe sind in drei Dimensionen immer linear ab�

hängig. Anderseits kann man in drei Dimensionen immer drei linear unabhängige Maÿstäbe

�nden. Dann lässt sih jeder Maÿstab s eindeutig als Linearkombination dieser Maÿstäbe

shreiben,

s = s

1

e

1

+ s

2

e

2

+ s

3

e

3

=

X

i

s

i

e

i

� s

i

e

i

: (2.1)

Das Tripel fe

1

; e

2

; e

3

g bildet eine Basis des 3-dimensionalen Vektorraumes V

3

. Wir haben

die Einsteinshe Summenkonvention benutzt, nah der über doppelt auftretende Indizes

summiert wird. Von groÿer Bedeutung für die Physik sind die metrishen Eigenshaften

von Punkten im Raum und Maÿstäben, bei denen es um die Bestimmung von Längen und

Winkel geht.

Längen- und Winkelmessungen: Wir können Längen nur vergleihen, zum Beispiel mit

dem Urmeter, und niht absolut angeben. Sei e ein 'Einheitsmaÿstab' und s ein beliebiger

Maÿstab. Man bringe die beiden Anfangspunkte zu Dekung und rihte die beiden Maÿstäbe

parallel aus. Dann ist

s = `e; ` = `(s; e) � 0 (2.2)

und ` ist die Länge von s bezogen auf den Einheitsmaÿstab e. Man shreibt

l(s) = ksk

e

:

Mittels Zirkel und Lineal können wir zwei senkrehte Maÿstäbe konstruieren oder Winkel

Halbierungen vornehmen. Winkel werden damit operativ erklärt.

Skalarprodukt: Längen und Winkel lassen sih am besten mit Hilfe des Skalarproduktes

(inneren Produktes) zweier Maÿstäbe (Vektoren) beshreiben. Es seien s

1

; s

2

2 V

3

mit Län�

gen `

1

; `

2

und � der Winkel zwishen den Maÿstäben. Dann ist das Skalarprodukt � der

beiden Vektoren de�niert durh

� : V

3

� V

3

�! R; s

1

� s

2

:= `

1

`

2

os�: (2.3)

Oft shreibt man auh (s

1

; s

2

) für das Skalarprodukt. Das Skalarprodukt ist eine symmetri�

she und positive Bilinearform auf dem Vektorraum V

3

der Maÿstäbe:

symmetrish: s

1

� s

2

= s

2

� s

1

bilinear: s � (a

1

s

1

+ a

2

s

2

) = a

1

s � s

1

+ a

2

s � s

2

; (2.4)

positiv: s � s = `

2

= ksk

2

> 0 oder s = o:

Ist e

1

; e

2

; e

3

eine Basis und s = s

i

e

i

ein beliebiger Vektor, dann gilt

s � s =

X

ij

s

i

s

j

e

i

� e

j

� s

i

s

j

e

i

� e

j

:
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Die Koe�zienten s

i

hängen von der gewählten Basis ab. Ersetzen wir zum Beispiel e

1

durh

2e

1

dann geht s

1

in s

1

=2 über. Wir werden auf diese Basisabhängigkeit der Koe�zienten

zurükkommen. Von besonderer Bedeutung sind die orthonormierten Basen

e

i

� e

j

= Æ

ij

; i; j = 1; 2; 3; (2.5)

für die ksk

2

gleih der Quadratsumme der Koe�zienten in der Entwiklung von s nah e

i

ist,

s � s =

X

i

s

2

i

: (2.6)

Die reellen Koe�zienten s

i

in dieser Entwiklung heiÿen kartesishe Koordinaten von s

bezüglih der orthonormierten Basis e

i

; i = 1; 2; 3. Bei vorgegebener Basis hat man die

ein-eindeutige Zuordnung zwishen Vektoren und Koordinatentripeln,

s ! s =

0

�

s

1

s

2

s

3

1

A

: (2.7)

Ist die Basis orthonormiert, dann sind die Koe�zienten s

i

leiht zu berehnen,

s

i

= e

i

� s =) s =

X

i

(e

i

� s) e

i

: (2.8)

Meistens legt man bei der Basiswahl auh noh die Orientierung der Einheitsvektoren e

i

fest. Eine positiv orientierte Basis bildet ein Rehtsshraubensystem, vgl. Abbildung (2.1).

Eine Basis fe

i

g heiÿt kartesish, falls sie positiv orientiert und orthonormal ist. Sein nun

-

e

1

6

e

3

3

e

2

Abbildung 2.1: Eine kartesishe Basis ist orthonormiert und orientiert.

O ein fester Raumpunkt und P ein beliebiger zweiter Punkt. Dann heiÿt der von O nah P

zeigende Maÿstab

r(P ) = OP (2.9)

Ortsvektor von P bezüglih O. Diese geometrishe De�nition nimmt keinen Bezug auf eine

Basis. Für eine kartesishe Basis e

i

in O, sind die Koe�zienten (x

1

; x

2

; x

3

) � (x; y; z) in der

Darstellung

r = x

i

e

i

� xe

x

+ ye

y

+ ze

z

(2.10)
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die kartesishen Koordinaten von P bezüglih O und fe

i

g. Der Abstand des Punktes P von

O ist gleih der Länge des Maÿstabes, r = krk. Entsprehend gilt für den Abstand zweier

Punkte P;Q mit Ortsvektoren r; r

0

und kartesishen Koordinaten x

i

und y

i

kr� r

0

k =

(

3

X

i=1

(x

i

� y

i

)

2

)

1=2

: (2.11)

Dieser Abstand ist unabhängig von der Wahl des Ursprungs O und der kartesishen Basis.

Dies bedeutet, daÿ der euklidishe Raum homogen und isotrop ist. Der Zahlenwert für den

Abstand hängt von der Wahl des Einheitsmaÿstabes ab und die Koordinaten sind ursprungs-

und basisabhängig.

Zwei Vektoren in a; b 2 V

3

de�nieren einen dritten (Pseudo)Vektor über das bilineare shief�

symmetrishe Vektorprodukt V

3

� V

3

�! V

3

:

De�nition: a ^ b ist de�niert durh

1. ka ^ bk = kak kbk sin�

2. Ist ka ^ bk 6= 0 so ist (a; b; a ^ b) ein positiv orientiertes Tripel und a ^ b ? a, a ^ b ? b.

Hier ist � der von den Vektoren a; b de�nierte Winkel. Das Vektorprodukt zwishen zwei

Vektoren vershwindet genau dann wenn sie linear abhängig sind. Aus der De�nition folgt,

daÿ a^ b = �b^ a gilt und daÿ das Produkt bilinear ist. Eine orthonormierte Basis fe

i

g ist

genau dann positiv orientiert wenn

e

1

^ e

2

= e

3

; e

2

^ e

3

= e

1

; e

3

^ e

1

= e

2

: (2.12)

Sind a = a

i

e

i

und b = b

i

e

i

zwei beliebige Vektoren und e

i

eine kartesishe Basis, dann ist

wegen der Linearität von ^ in beiden Argumenten

a ^ b = (a

2

b

3

� a

3

b

2

)e

1

� (a

1

b

3

� a

3

b

1

)e

2

+ (a

1

b

2

� a

2

b

1

)e

3

= det

0

�

e

1

e

2

e

3

a

1

a

2

a

3

b

1

b

2

b

3

1

A

: (2.13)

Der (Pseudo)Vektor a^ b steht senkreht auf der von den Vektoren a und b aufgespannten

Ebene und seine Länge ist gleih der Flähe des aufgespannten Parallelogramms. Es gelten

die folgenden Identitäten

a ^ (b ^ ) = (a � )b� (a � b)

a ^ (b ^ ) + b ^ ( ^ a) +  ^ (a ^ b) = 0; (Jaobi) (2.14)

(a ^ b) � ( ^ d) = (a � )(b � d)� (a � d)(b � ): (Lagrange)

Aus drei Vektoren a; b;  kann man das Spatprodukt (shiefe Produkt) bilden,

V

3

� V

3

� V

3

�! R; a; b;  �! [a; b; ℄ � (a ^ b) � : (2.15)

Das Spatprodukt ist das orientierte Volumen des durh a; b;  aufgespannten Parallelepipeds.

Es vershwindet genau dann, wenn die drei Vektoren linear abhängig sind. Bezüglih einer

kartesishen Basis gilt

[a; b; ℄ = det

0

�

a

1

a

2

a

3

b

1

b

2

b

3



1



2



3

1

A

: (2.16)
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:

a

K

a ^ b

�

b

F

:

a

K



�

b

V

Abbildung 2.2: Vektor- und Spatprodukt. F = ka ^ bk und V = (a ^ b) � 

Für eine kartesishe Basis ist

[e

1

; e

2

; e

3

℄ = 1 =) [e

i

; e

j

; e

k

℄ = �

ijk

; (2.17)

wobei der vollständig shiefsymmetrishe �-(Pseudo)Tensor die Komponenten

�

123

= �

231

= �

312

= 1 und �

213

= �

132

= �

321

= �1 (2.18)

hat. Verjüngt man den ��Tensor über einen, zwei oder alle drei Indizes, so ergibt sih

�

ijk

�

ipq

= Æ

jp

Æ

kq

� Æ

jq

Æ

kp

; �

ijk

�

ijp

= 2Æ

kp

; �

ijk

�

ijk

= 6: (2.19)

Das Spatprodukt ist linear in jedem Argument, zum Beispiel

[a

1

+ a

2

; b; ℄ = [a

1

; b; ℄ + [a

2

; b; ℄ und [�a; b; ℄ = �[a; b; ℄;

und ändert sih niht bei zyklisher Vertaushung der Argumente,

[a; b; ℄ = [b; ; a℄ = [; a; b℄ = �[b; a; ℄ = �[a; ; b℄ = �[; b; a℄: (2.20)

2.3 Der Zeitbegri� in der Newtonshen Mehanik

Bei der Einführung einer Zeit in der Newtonshen Mehanik geht man von folgenden Ele�

menten aus:

1. An einem festen Raumpunkt P kann man Ereignisse qualitativ anordnen in früher,

gleihzeitig und später.

2. Man kann Gleihzeitigkeit von Ereignissen an vershiedenen Raumpunkten P

1

und P

2

festlegen. Dies kann im Prinzip mittels eines P

1

mit P

2

verbindenden idealen starren

Körpers geshehen, über den man unendlih groÿe Signalgeshwindigkeiten übermitteln

kann.
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Diese Annahme muss in der relativistishen Mehanik aufgegeben werden, da Signalge�

shwindigkeiten die Lihtgeshwindigkeit niht übershreiten können. In der speziellen

Relativitätstheorie benutzt man Lihtsignale, um die Gleihzeitigkeit von zwei räum�

lih getrennten Ereignissen zu de�nieren

1

.

3. Um vom qualitativen früher, jetzt und später zu einem quantitativen Zeitmaÿ zu kom�

men, brauht es einen periodishen physikalishen Vorgang, eine Uhr. Die periodishen

Vorgänge de�nieren ein Zeitintervall-Maÿ

2

. Ist T

0

ein Zeit-Nullpunkt, T ein beliebiger

Zeitpunkt und e

t

das zeitlihe Einheitsintervall (Sekunde, Stunde et.) so gilt

T

0

T = t e

t

; t 2 R: (2.21)

Man kann die Zeitmessung auf Längenmessungen zurükführen wenn man die Bewegung von

sehr kleinen freien Materiekörpern in Inertialsystemen untersuht. Solhe Probekörper sind

hinreihend kleine Materiestüke ohne innere Struktur, die durh genügendes Entfernen von

der restlihen Materie isoliert werden können und mit dieser niht mehr wehselwirken. In

der Natur gibt es bekanntlih vier Wehselwirkungen von Materie aufeinander:

� die Gravitation,

� der Elektromagnetismus,

� die starke Wehselwirkung (Kernkräfte),

� die shwahe Wehselwirkung (�-Zerfall).

Die Reihweite der beiden letzten ist sehr klein, < 10

�13

m, und sie können daher in der

makroskopishen Mehanik vernahlässigt werden. Die elektromagnetishe Wehselwirkung

ist zwar langreihweitig, aber elektrish neutrale Probekörper werden von elektromagneti�

shen Ein�üssen abgeshirmt. Dagegen ist die Gravitation langreihweitig und universell,

das heiÿt jede Form von Energie und damit Materie (und Antimaterie) erzeugt ein Gra�

vitationsfeld und das Gravitationsfeld wirkt auf alle Materie. Die Gravitation kann niht

abgeshirmt werden und der Raum ist nur frei von Gravitationsfeldern, falls er auh frei

von Materie ist. Hier kommt uns aber die Universalität der Gravitation zugute: In einem

räumlih und zeitlih homogenen Gravitationsfeld erfahren alle Materieteilhen, unabhängig

von ihrer Zusammensetzung die gleihe Beshleunigung. In einem im Shwerefeld frei fallen�

des Raumshi� (Einsteins Fahrstuhl) erfahren elektromagnetish abgeshirmte Probekör�

per keine Beshleunigung und wir können lokal die Gravitation 'abshalten'. Die Erfahrung

lehrt uns, daÿ sih in solhen Bezugssystemen von einem Punkt aus in vershiedene Rih�

tungen geshossene Teilhen auf Geraden bewegen. Ein System mit dieser Eigenshaft heiÿt

Inertialsystem.

Ein Inertialsystem wird realisiert durh ein 'frei fallendes' Raumshi� im Shwerefeld, wobei

das Gravitationsfeld über die Ausdehnungen des Raumshi�es konstant ist. Inertialsysteme

sind nur räumlih und zeitlih 'lokal' realisierbar.

1

Die heute gebräuhlihste Methode für Präzisionszeitvergleihe von Ereignissen an vershiedenen Orten

benutzt die Satelliten des Global Positioning Systems (GPS).

2

zum Beispiel die Periode eines Pendels (Genauigkeit 10

�5

s), die Eigenshwingungen eines Shwingquar�

zes (10

�9

s) oder Atomuhren (10

�13

� 10

�15

s).
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Nun können wir die Zeit- auf die Längenmessung zurükführen, indem wir folgenden Zeitmaÿ

de�nieren: In einem Inertialsystem legt ein freies Teilhen in gleihen Zeiten gleihe Streken

zurük. Zum Beispiel könnten wir als Zeitmaÿ die Lihtsekunde nehmen, also die Zeit, die

ein Photon (Lihtteilhen) brauht, um 2:998 : : :10

8

m zurükzulegen.

2.4 Eigenshaften von Inertialsystemen

Wir wählen nun ein Bezugssystem und zeihnen darin einen Ursprung O aus. Dann können

die Punkte des dreidimensionalen Euklidishen Raumes bijektiv auf die Menge der Ortsvek�

toren OP = r abgebildet werden. Nah Wahl eines Zeitnullpunktes T

0

und eines Zeitskala

wird jedes Ereignis durh ein Paar t; r beshrieben.

2.4.1 Punktteilhen in Inertialsystemen

Nun folgen wir Euler und führen den idealisierten Begri� des Massenpunktes oder des

Punktteilhens ein. Dies ist ein Körper, für dessen Bewegung nur sein Ort relevant ist. Bei�

spielsweise kann man die Erde bei der Berehnung ihrer Bahn um die Sonne in sehr guter

Näherung durh einen Massenpunkt in ihrem Shwerpunkt ersetzen. Sobald man sih aber

für Eigenshaften interessiert die mit ihrer Nihtstarrheit und Eigenrotation verknüpft sind,

müssen wir die Punktteilhennäherung aufgeben. Die Bewegung eines Massenpunktes ist eine

Kette von Ereignissen und wird durh eine über einen Zeitintervall de�nierte Vektorfunkti�

on r(t) beshrieben. Es ist oft vorteilhaft ein rehtwinkliges kartesishes Koordinatensystem

im Euklidishen Raum zu benutzen. Die orthonormierten Basisvektoren des Koordinatensy�

stems werden mit

e

1

; e

2

; e

3

oder mit e

x

; e

y

; e

z

bezeihnet. Ein Ortsvektor wird dann durh die kartesishen Komponenten (x

1

; x

2

; x

3

) =

(x; y; z) eindeutig harakterisiert,

r = xe

x

+ ye

y

+ ze

z

oder r = x

i

e

i

: (2.22)

Wir haben die oben eingeführte Einsteinshe Summenkonvention benutzt. Wir werden in

dieser Vorlesung die zweite Konvention in (2.22) benutzen und entsprehend die Koordinaten

des Ortsvektors r mit x

1

; x

2

; x

3

bezeihnen.

Die Bewegung eines Massenpunktes ist dann bekannt, wenn der Ortsvektor als Funktion der

Zeit bekannt ist,

r(t) = x

i

(t)e

i

: (2.23)

r(t) heiÿt Bahnkurve des Massenpunktes. Ein freies Teilhen bewegt sih auf einer Geraden

und legt in gleihen Zeiten gleihe Streken zurük, d.h.

r(t) = r(0) + v � t; r(0) = r(t = 0): (2.24)

Der Vektor v zeigt in Rihtung der Geraden und ist die Geshwindigkeit,

v =

r(t) � r(0)

t

: (2.25)
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Für allgemeinere, beshleunigte Bewegungen de�nieren wir die (basisunabhängige) Geshwin�

digkeit durh einen Grenzprozess. Der Massenpunkt be�nde sih zur Zeit t in dem durh

den Ortsvektor r(t) gekennzeihneten Punkt P , und nah der Zeitspanne �t in dem durh

r(t+�t) = r(t)+�r bestimmten Punkt P

0

, d.h. die Verrükung des Massenpunktes während

des Zeitintervalls �t ist PP

0

= �r. Die auf die Zeiteinheit bezogene (mittlere) Verrükung

ist durh den Vektor

�r

�t

=

r(t+�t)� r(t)

�t

(2.26)

gegeben. Sie hängt von der Zeit t und der gewählten Zeitspanne �t ab. Den von �t un�

abhängigen Vektor der Geshwindigkeit v(t) �ndet man dann als Grenzwert von (2.26) für

�t! 0,

v �

_

r �

dr

dt

= lim

�t!0

r(t+�t)� r(t)

�t

: (2.27)

Bei zeitunabhängigen Basisvektoren e

i

folgt aus r(t) = x

i

(t)e

i

v(t) = v

i

(t)e

i

= _x

i

(t)e

i

also v

i

(t) = _x

i

(t): (2.28)

Die Geshwindigkeiten bilden einen 3-dimensionalen Vektorraum

3

.

2.4.2 Übergang zwishen Inertialsystemen

Es seien I und I

0

zwei beliebige Inertialsysteme mit gleiher Zeiteinheit und gleihem Län�

genmaÿstab, also e

t

= e

0

t

und e = e

0

und zunähst gleihem Zeitursprung T

0

= T

0

0

.

Die Ursprünge O;O

0

brauhen aber niht übereinzustimmen. Zum Beispiel könnte O ein

Punkt auf dem Gehsteig und O

0

ein Punkt auf dem vorbeifahrenden Zug sein. Ein und

dasselbe freie Teilhen, welhes sih zur Zeit t am Ort P (t) aufhält, hat in I und I

0

die

Ortsvektoren

r(t) = OP (t) = r(0) + vt und r

0

(t) = O

0

P (t) = r

0

(0) + v

0

t: (2.29)

Hieraus folgt

OO

0

= OP (t) + P (t)O

0

= OP (t)�O

0

P (t) = r(0)� r

0

(0) + (v � v

0

)t:

Die Vektoren

a = r(0)� r

0

(0) und u = v� v

0

sind unabhängig von P (t) und die Gleihung

OO

0

= a+ u t (2.30)

bedeutet:

Zwei beliebige Inertialsysteme können sih dadurh untersheiden, daÿ ihre Ursprünge O

und O

0

3

Dies ist niht mehr der Fall in der relativistishen Mehanik, in der sih Geshwindigkeiten niht mehr

einfah addieren.
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Abbildung 2.3: Es werden zwei Inertialsysteme I; I

0

betrahtet, deren Ursprünge O und O

0

durh den zeitabhängigen Vektor OO

0

verbunden sind. Demselben Raumpunkt P werden

die Ortsvektoren r und r

0

zugeordnet.

� durh eine (t-unabhängige) räumlihe Translation a gegeneinander vershoben sind und/oder

� sih mit konstanter Geshwindigkeit u relativ zueinander bewegen.

Eine äquivalente Formulierung ist:

Hat ein Teilhen in einem beliebigen Inertialsystem I

0

den Ortsvektor r

0

(t) = r

0

(0) + v

0

t, so

hat es im Inertialsystem I den Ortsvektor r(t) = (r

0

(0) + a) + (v

0

+ u) t:

Wir haben dabei nur die Beshreibung der Bewegung des Massenteilhens geändert und niht

die Bewegung selbst (passive Transformation). Die Menge der räumlihen Translationen

r

0

�! r = r

0

+a bildet eine 3-parametrige kommutative Gruppe. Ebenso erzeugen die Menge

der speziellen Galilei-Transformationen r

0

�! r = r

0

+ u t eine 3-parametrige kommutative

Gruppe.

Es seien nun die beiden Zeitursprünge vershieden, T

0

6= T

0

0

, und

T

0

T

0

0

= �e

t

:

Dann gilt wegen

T

0

T

0

0

= T

0

T � T

0

0

T = te

t

� t

0

e

t

die Beziehung � = t � t

0

. Die Zeittranslationen t

0

�! t = t

0

+ � bilden eine 1-parametrige

kommutative Gruppe.

Nun wollen wir annehmen, dass die Zeit- und Ortsursprünge der Inertialsysteme zusammen�

fallen, a = 0, und sie keine Relativgeshwindigkeit u haben. Dann können die kartesishen

Basen in I und I

0

noh vershieden sein. Wir untersuhen die lineare Transformation R

welhe zwishen den beiden Basen vermittelt,

e

i

R

�! e

0

i

= (e

j

; e

0

i

)e

j

� R

ji

e

j

=) R

ji

= e

j

� e

0

i

: (2.31)
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Die Umkehrtransformation lautet o�ensihtlih

e

0

i

R

�1

�! e

i

= (e

0

j

� e

i

) e

0

j

= R

ij

e

0

j

: (2.32)

Nun beshreiben wir einen festen Ortsvektor r = OP bezüglih den beiden Basen,

r = x

i

e

i

= x

0

j

e

0

j

; (2.33)

d.h. wir interpretieren die Drehung passiv wie in der linken Figur der folgenden Abbildung.

-
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1
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x

2

e
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2

r

K

R

-

6

>

o

1

�
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e
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0

I

R

K

�

R

Abbildung 2.4: Passive und aktive Transformationen.

Einsetzen von (2.31) in (2.33) ergibt

x

i

e

i

= x

0

j

e

0

j

= x

0

j

R

ij

e

i

;

und wir �nden folgende lineare Relation zwishen den kartesishen Koordinaten in den In�

ertialsystemen I und I

0

,

x

i

= R

ij

x

0

j

: (2.34)

Hier ist vorteilhaft folgende reelle 3� 3 Matrix und ihre Transponierte einzuführen,

R = (R

ij

) und R

T

= (R

ji

); (2.35)

sowie die zu r gehörigen Koordinatentripel r und r

0

bezüglih der Basen e

i

und e

0

i

,

r =

0

�

x

1

x

2

x

3

1

A

und r

0

=

0

�

x

0

1

x

0

2

x

0

3

1

A

:

Dann shreibt sih die Drehung der Koordinaten (2.34) gemäÿ

r = R r

0

: (2.36)

Die 9MatrixelementeR

ij

sind niht beliebig, da sie kartesishe Basen ineinander überführen,

Æ

ij

= e

i

� e

j

= R

ip

R

jq

e

0

p

� e

0

q

= R

ip

R

jq

Æ

pq

= R

ip

R

jp

:
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In Matrixshreibweise nehmen diese Bedingungen folgende kompakte Form an,

RR

T

= R

T

R = 1l: (2.37)

Die transponierte Matrix R

T

ist also gleih der inversen Matrix. Wegen detR

T

= detR folgt

dann detR detR = 1 oder auh

R

T

= R

�1

und detR = �1: (2.38)

Da R

T

R eine symmetrishe Matrix ist, ergeben die Gleihungen (2.37) 6 Bedingungen für

die 9 Koe�zienten R

ij

, von denen also nur 3 voneinander unabhängig sind.

Eine Drehung kann passiv oder aktiv interpretiert werden. Betrahten wir einen festgehalte�

nen Punkt P mit Ortsvektor r = OP von zwei gegeneinander gedrehten Basissystemen aus,

wie soeben geshehen, dann handelt es sih um eine passive Transformation. Die Drehung

der kartesishen Basis

e

i

R

�! e

0

i

= R

ji

e

j

(2.39)

wird dann durh die entsprehende Drehung der Koordinaten

x

i

�! x

0

i

= R

ji

x

j

oder r

0

= R

T

r (2.40)

kompensiert, so dass (2.33) gilt. Die Koordinatentransformation (2.40) ist wegen (2.38) äqui�

valent zu (2.36). Bei einer passiven Drehung wird ein fester physikalishen Vorgang von zwei

gegeneinander gedrehten Koordinatensystemen aus beshrieben. Man ändert sozusagen nur

die Sihtweise.

Dagegen wird bei einer aktiven Transformation das Koordinatensystem festgehalten und die

materiellen Körper bewegt. Aus der bekannten Transformation (2.31) für die Basisvektoren e

i

unter Drehungen folgt unmittelbar die Transformationsregel für einen beliebigen Ortsvektor,

r = x

i

e

i

�! r

0

= Rr = x

i

Re

i

(2:31)

= x

i

R

ji

e

j

� x

0

j

e

j

;

wie in der rehten Figur in der Abbildung (2.4) dargestellt. Bei aktiven Drehungen transfor�

mieren die kartesishen Koordinaten also wie folgt,

x

i

�! x

0

i

= R

ij

x

j

oder r

0

= Rr ; (2.41)

also umkehrt wie bei passiv interpretierten Drehungen, siehe (2.40).

Passiv und aktiv interpretierte Drehungen sind bei festen kartesishen Basen durh die Trans�

formationen (2.36,2.41) eindeutig bestimmt. Wir können Drehungen also immer als Trans�

formation der (kartesishen) Koordinaten ansehen. Die Drehungen

R : r

0

�! r = Rr

0

mit r � r = r

0

� r

0

(2.42)

sind Elemente der 3-parametrigen nihtkommutative orthogonale Gruppe O(3):

1l 2 O(3); R

1

; R

2

2 O(3)) R

1

R

2

2 O(3); R 2 O(3)) R

�1

= R

T

2 O(3):

Die Drehungen mit detR = 1 de�nieren eine Untergruppe, die spezielle orthogonale Gruppe

SO(3), da wegen (2.38) detR

�1

= detR ist. Sie erhalten die Orientierung und heiÿen eigent�

lihe Drehungen. Die uneigentlihen Drehungen oder Spiegelungen ändern die Orientierung.

Zum Beispiel ist die Raumspiegelung

P =

0

�

�1 0 0

0 �1 0

0 0 �1

1

A
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uneigentlih. Da die Einheitsmatrix in SO(3) liegt, bilden die uneigentlihen Drehungen

keine Untergruppe. Es gilt

O(3) = SO(3) [ PSO(3): (2.43)

Für eine explizite Parametrisierung von eigentlihen Drehungen benutzt man den

Satz 1 (Euler) Jede eigentlihe Drehung (spezielle orthogonale Abbildung) besitzt eine Dreh�

ahse, d.h. einen 1-dimensionalen Unterraum aus lauter Fixpunkten.

Wir müssen zeigen, daÿ Rn = n für ein n 6= 0 lösbar ist, oder daÿ n im Kern von R � 1l

liegt. Die von n de�nierte Gerade ist dann die Drehahse von R. Eine Lösung existiert genau

dann, wenn R� 1l den Eigenwert 0 hat oder wenn det(R � 1l) = 0 ist. Wegen

det(R� 1l) = det(R � 1l)

T

= det(R

�1

� 1l) = det

�

R

�1

(1l�R)

�

= detR

�1

det(1l�R) = det(1l�R) = � det(R � 1l)

ist dies der Fall. Für eine explizite Parametrisierung von Drehungen um eine Ahse, de�niert

durh den Einheitsvektor n , um den Winkel � betrahte man die Figur (2.5) Man sieht,

6
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Abbildung 2.5: Drehung um die Ahse n mit Winkel �.

daÿ so eine Drehung die folgende Form hat:

R(n ; �)r = (n ; r)n � n ^ (n ^ r) os � + n ^ r sin �

= r + n ^ r � +O(�

2

): (2.44)

Fassen wir zusammen: harakterisieren (t

0

; r

0

) und (t; r) ein festes Ereignis bezüglih zwei�

er Inertialsysteme mit Ursprüngen O;O

0

und kartesishen Basen e

i

; e

0

i

, dann sind folgende
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Transformationen zwishen den zwei Koordinatensystemen möglih:

Art der Transformation Operation Zeitkoordinate Raumkoordinaten

Translation von O OO

0

= a t = t

0

r = r

0

+ a

Translation von T

0

T

0

T

0

0

= �e

t

t = t

0

+ � r = r

0

Drehung der e

i

e

0

i

= R

ji

e

j

t = t

0

r = Rr

0

spez. Galileitransformation OO

0

= ut

0

t = t

0

r = r

0

+ u t

0

(2.45)

Dabei bezeihnen a und u die den konstanten Vektoren a und u zugeordneten Tripel,

a =

0

�

a

1

a

2

a

3

1

A

und u =

0

�

u

1

u

2

u

3

1

A

:

Die Menge aller Transformationen die Inertialsysteme in Inertialsysteme überführen bildet

die Galilei Gruppe. Ein beliebiges Element dieser Gruppe ist eine Zusammensetzung der

Translationen, Drehungen und speziellen Galileitransformationen in (2.45) und hat die Form

t = t

0

+ � und r = u t

0

+Rr

0

+ a ; u ;a 2 R

3

; R

T

R = 1l: (2.46)

Eine Galilei-Transformationen ist durh die 10 Parameter (�;a ;u ; R) bestimmt. Transfor�

miert man zuerst von I

00

! I

0

gemäÿ

t

0

= t

00

+ �

0

und r

0

= u

0

t

00

+R

0

r

00

+ a

0

;

und anshlieÿend von I

0

nah I wie in (2.46), so ergibt sih die zusammengesetzte Gali�

leitransformation

(�;a ;u ; R)(�

0

;a

0

;u

0

; R

0

) =

�

� + �

0

;a +Ra

0

+ u�

0

;u +Ru

0

; RR

0

�

: (2.47)

Den Galilei Transformationen können wir 5� 5 Matrizen zuordnen

0

�

1

t

r

1

A

=

0

�

1 0 o

T

� 1 o

T

a u R

1

A

0

�

1

t

0

r

0

1

A

: (2.48)

Zum Einselement gehört die Matrix 1l

5

und zur inversen Galilei-Transformation die Matrix

0

�

1 0 o

T

�� 1 o

T

R

�1

(u� � a) �R

�1

u R

�1

1

A

:

In der relativistishen Mehanik werden die Galilei- durh die Poinaré-Transformationen

abgelöst und die Galileitransformationen mit � = 0 und a = o durh die Lorentztransfor�

mationen.

2.4.3 Galileishes Relativitätsprinzip

Der erste Teil des Galileishen Relativitätprinzips beshreibt die physikalishe Darstellung

ein und desselben Vorgangs von vershiedenen Inertialsystemen aus:

32



Äquivalenz von Inertialsystemen: Mehanishe Vorgänge laufen von vershiedenen In�

ertialsystemen aus gesehen 'gleihartig' ab, d.h. sie können sih in ihrer quantitativen Be�

shreibung nur durh eine Galileitransformation (�;a ;u ; R) untersheiden.

Hier werden die Transformationen als passive Transformationen interpretiert. Die Vorgänge

werden von zwei Experimentatoren in I und I

0

durh Gesetze der gleihen Form beshrieben

(Kovarianz). Beide wenden Newtons Axiome an; dabei verknüpft die Galileitransformati�

on die Orts- und Zeitkoordinaten, welhe einem festen Ereignis in beiden Inertialsystemen

zugeordnet werden.

Der zweite Teil des Äquivalenzprinzips besagt, daÿ ein Vorgang, der in irgendeinem Iner�

tialsystem möglih ist, in derselben quantitativen Form auh in jedem fest vorgegebenen

Inertialsystem im Prinzip realisierbar ist:

Äquivalenz von Vorgängen in einem Inertialsystem: Ist in einem gegebenen Inertial�

system ein bestimmter Vorgang realisierbar, so sind in diesem System im Prinzip auh alle

Vorgänge realisierbar, die sih in ihrer Beshreibung durh Galileitransformationen unter�

sheiden.

Hier interpretieren wir die Transformationen aktiv. Man betrahtet zwei physikalishe Sy�

steme innerhalb eines Inertialsystems, welhe durh eine Galileitransformation auseinander

hervorgehen. Die Vorgänge in beiden physikalishen Systemen werden durh Gesetze der

gleihen Form beshrieben (Kovarianz).

Als Beispiel betrahten wir die Bewegung eines freien Teilhens, das sih in jedem Inertialsy�

stemen unbeshleunigt längs Geraden bewegt. In jedem solhen ausgezeihneten Systemen

lautet seine Bewegungsgleihung

m
�
r = 0; (2.49)

wobei m die träge Masse des Teilhens bezeihnet

4

. Diese ist invariant unter Galileitransfor�

mationen. Um dies explizit zu sehen untersuhen wir die Transformation der Geshwindig�

keiten. Mit (2.46) gilt

dt = dt

0

und dr = udt

0

+Rdr

0

:

Daraus erhalten wir

v(t) =

dr

dt

=

dr

dt

0

= u + Rv

0

(t

0

): (2.50)

Ein in I

0

ruhendes Teilhen (zum Beispiel am Ursprung O

0

) bewegt sih mit der Geshwin�

digkeit u bezüglih I . Durh weitere Di�erenziation erhält man

�
r(t) = R

�
r

0

(t

0

):

Wie erwartet ist das 1. Newtonshe Axiom kovariant unter allgemeinen Galileitransforma�

tionen

m
�
r(t) = 0() m

�
r

0

(t

0

) = 0:

Das Galileishe Relativitätsprinzip

5

maht wesentlihe Aussagen über die angenommene

Struktur von Raum und Zeit. Es hat aber auh wihtige Konsequenzen für die dynamishen

4

Wir kommen auf die träge Masse zurük.

5

Es wird später durh das allgemeinere von Einstein ersetzt werden.
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Eigenshaften eines physikalishen Systems. Wir werden später beweisen, daÿ zu jedem der

10 Parameter der Galileigruppe eine erhaltene Gröÿe gehört. Dies ist der Inhalt eines Satzes

von Emmy Noether. Folgende Symmetrien bedingen folgende Erhaltungsgröÿen:

Zeittranslationen �! Energieerhaltung

Raumtranslationen �! Impulserhaltung

Spezielle Galileiinvarianz �! konstante Shwerpunktsbewegung

Drehinvarianz �! Drehimpulserhaltung.

Wir betonen noh einmal, daÿ die Bewegunggleihung für ein freies Teilhen in jedem System

die Form

_

p = 0

hat. Aber in Inertialsystemen folgt daraus die Bewegungsgleihung (2.49)

_
p = 0

für die Komponenten p

i

des Impulsvektors,

p = p

i

e

i

; p =

0

�

p

1

p

2

p

3

1

A

;

da nur in diesen Systemen O unbeshleunigt ist und die Basisvektoren e

i

niht rotieren.

2.5 Bahnkurve, Geshwindigkeit und Beshleunigung

Wir wählen ein Bezugssystem mit Ursprung O und vorerst orthonormierten Maÿstäben e

i

.

Die Bewegung eines Massenpunktes P ist bekannt, wenn der Ortsvektor r(t) als Funktion

der Zeit bekannt ist

r = r(t): (2.51)

Bei festgelegter Basis ist die Bewegung durh die Koordinatenfunktionen x

i

(t) in der Zerle�

gung

r(t) = x

i

(t)e

i

(2.52)

eindeutig bestimmt. Wir nehmen an, daÿ diese Funktionen mindestens zweimal di�erenzier�

bar sind. Die Raumkurve r(t) heiÿt auh Bahnkurve des Massenpunktes.

Der von t abhängige Vektor der Geshwindigkeit (siehe Abshnitt 2.4.1)

v =

_

r = lim

�t!0

r(t+�t)� r(t)

�t

(2.53)

ergibt sih als Grenzlage der Sekante durh die Vektoren r(t+�t) und r(t) pro Zeitintervall

�t im Grenzfall �t ! 0. Damit ist die Geshwindigkeit v(t) tangential an der Bahnkurve

34



.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

..

.

.

.

.

.

..

.

.

.

.

.

.

..

.

.

.

.

.

..

.

.

.

.

.

..

.

.

.

..

.

..
.
.
..
.
..
.
.
..
.
..
.
.
..
.
..
.
..
.
.
..
.
..
..
..
..
.
..
..
..
..
.
..
..
..
..
.
..
..
..
..
..
...
..
...
..
...
..
...
..
...
..
...
..
...
....
.....
....
....
....
....
....
....
...

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

..

.

.

.

.

.

..

.

.

.

.

.

.

..

.

.

.

.

.

..

.

.

.

.

.

..

.

.

.

..

.

..

.

.

..
.
..
.
.
..
.
..
.
.
..
.
..
.
..
.
.
..
.
..
..
..
..
.
..
..
..
..
.
..
..
..
..
.
..
..
..
..
..
...
..
...
..
...
..
...
..
...
..
...
..
...
....
.....
....
....
....
....
....
....
...

K

3

:

�

M

0

r

t

�r

r+�r

t+�t

Bahnkurve

K

v = vt

t

0

r(t)

Bahnkurve

Abbildung 2.6: Zur De�nition der Geshwindigkeit

am Punkt r(t). Auf Bahnpunkten wo v 6= 0 können wir den Geshwindigkeitsvektor in seinen

Betrag und Tangenteneinheitsvektor zerlegen, t,

v = v t; v = kvk = k

_

rk und t =

v

kvk

: (2.54)

Führen wir die Bogenlänge s (auh als natürliher Parameter bezeihnet) des Kurvenstükes

von P

0

bis P

1

ein (siehe Abbildung 2.7),
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7

i

t

O

r

0

r

1

s

0

P

0

s

1

P

1

Bogen-

länge

Kurve C

Abbildung 2.7: Zur Bogenlänge

s(C) =

Z

s

1

s

0

ds; ds = kdrk =)

ds

dt

= k

_

rk = v; (2.55)

dann �nden wir für die Geshwindigkeit

v =

dr

dt

=

dr

ds

ds

dt

= t v: (2.56)

woraus wir entnehmen, daÿ der Tangenteneinheitsvektor t die 'Geshwindigkeit' der Bahn

mit der Bogenlänge als 'Zeit' ist.
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Der Vektor der Beshleunigung ist die zeitlihe Änderung des Geshwindigkeitsvektors,

a =

_

v =

�

r = lim

�t!0

v(t +�t)� v(t)

�t

; (2.57)

und für zeitunabhängige Basen

a = �x

i

e

i

:

Der Beshleunigungsvektor ist tangential am Hodographen, daÿ heiÿt an der Kurve t! v(t).

Wir gebrauhen die Darstellung (2.54) und �nden

a =

d

dt

(vt) = _vt+ v

_

t: (2.58)

Im letzten Term ersetzen wir die Ableitung nah der Zeit durh die nah der Bogenlänge,

_

t =

dt

ds

ds

dt

= v

dt

ds

� vt

0

;

wobei der Strih die Ableitung nah s kennzeihnet. Die Änderung des Tangenteneinheits�

vektors zerlegen wir nah seinem Betrag und seiner Rihtung,

t

0

�

dt

ds

= �n = n=R; � = kt

0

k =







d

2

r

ds

2







; n � n = 1; (2.59)

wobei der Hauptnormaleneinheitsvektor n, die Krümmung � und der Krümmungsradius R

der Bahnkurve eingeführt wurden. Die Krümmung ist ein Maÿ für die Abweihung der Kurve

von einer Geraden. Für eine Kreisbahn ist in jedem Punkt die Krümmung � = 1=R, wobei

R der Kreisradius ist. Man kann die Krümmung einer Kurve in einem Punkt de�nieren als

die Krümmung desjenigen Kreises, der die Kurve im betrahteten Punkt berührt und sih

am besten an die Kurve anshmiegt. Benutzen wir

_

r = v t;

�

r = _v t+ v

_

t =)

_

r ^

�

r = v

2

t ^

_

t = v

3

t ^ t

0

sowie t ?

_

t, dann können wir die Krümmung der Kurve am Punkte r(t) folgendermaÿen

shreiben:

� = kt ^ t

0

k =

k

_

r ^

�

r k

k

_

r k

3

: (2.60)

Die rehte Seite ist unabhängig von der Parametrisierung der Kurve.

Durh Einsetzen von (2.59) in (2.58) ergibt sih die Beshleunigung

a =

_

v = _vt+

v

2

R

n: (2.61)

Damit ist der Beshleunigungsvektor zerlegt in einen Anteil der von der Betragsänderung

der Geshwindigkeit herrührt und einen Anteil, dessen Ursahe die Rihtungsänderung der

Geshwindigkeit ist. Für Planeten auf Kreisbahnen ist _v = 0; kak = v

2

=R und für Elektronen

im Linearbeshleuniger ist R =1; kak = _v.

Der Einheitsvektor n steht senkreht auf dem Tangentenvektor, da

0 =

d

ds

(t � t) = 2t

0

� t

(2:59)

= 2� n � t = 0: (2.62)
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Die durh die orthonormalen Vektoren t; n aufgespannte Ebene heiÿt Shmiegebene der Bahn�

kurve. Sie ist diejenige Ebene, in welher der Shmiegkreis mit Radius R = 1=� liegt. Man

kann diese zwei Vektoren noh durh den Binormaleneinheitsvektor b = t ^ n ergänzen. Die

orthonormalen Vektoren

�

t; n; b = t ^ n

	

sind das begleitende Dreibein. Es de�niert das so-genannte natürlihe Koordinatensystem für

Geshwindigkeit und Beshleunigung.

Der Vollständigkeit halber diskutieren wir noh die Torsion einer Kurve . In jedem Punkt

der Kurve, in dem die Krümmung niht vershwindet, de�nieren

ft; n; bg � ft

1

; t

2

; t

3

g

ein positiv orientiertes orthonormiertes System. Damit ist Ableitung von t

i

nah dem Bo�

genparameter eine Linearkombination der t

j

,

t

0

i

=

X

j

a

ij

t

j

:

Wegen (2.59) ist die erste Zeile der Matrix (a

ij

) gleih (0; �; 0). Weiterhin ist diese Matrix

antisymmetrish,

t

i

� t

j

= Æ

ij

=) t

0

i

� t

j

+ t

i

� t

0

j

= a

ij

+ a

ji

= 0;

und hat damit die Gestalt

(a

ij

) =

0

�

0 � 0

�� 0 !

0 �! 0

1

A

: (2.63)

Die Funktion !(s) heiÿt Torsion oder Windung der Kurve. Sie ist ein Maÿ für die Geshwin�

digkeit, mit der sih die Shmiegebene dreht. Bei ebenen Kurven vershwindet die Torsion

identish. Sie tritt in den Frenetshen Formeln

t

0

(s) = k(s)n(s)

n

0

(s) = �k(s)t(s) + !(s)b(s)

b

0

(s) = �!(s)n(s);

einem System von 9 linearen Di�erentialgleihungen erster Ordnung, auf. Für beliebige Pa�

rameter, und insbesondere der Zeit, ist die Torsion

! =

[v; a;

_

a ℄

(v ^ a)

2

:

2.6 Krummlinige Koordinatensysteme

In kartesishen Koordinaten sind die Koordinatenlinien Geraden. Oft ist es jedoh hilfreih,

die Koordinaten dem physikalishen Problem anzupassen und krummlinige Koordinaten zu

wählen. Dann ändern die Basisvektoren und Koordinatenlinien ihre Rihtung. Stehen die
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Koordinatenlinien senkreht aufeinander, so spriht man von rehtwinkligen krummlinigen

Koordinaten. Zum Beispiel sind die Zylinderkoordinaten (�; �; z) de�niert durh

x = x

1

= � os'; y = x

2

= � sin'; z = x

3

= z (2.64)

und die Kugelkoordinaten (r; �; �) in

x

1

= r sin � os'; x

2

= r sin � sin'; x

3

= r os � (2.65)

rehtwinklig. Für kartesishe Basen und Koordinaten ist e

a

= e

a

und x

a

= x

a

und wir

brauhen niht zwishen unteren und oberen Indizes zu untersheiden. Zur besseren Unter�

sheidung indizieren wir in diesem Abshnitt die kartesishen Gröÿen mit den Anfangsbuh�

staben des Alphabets. Für Gröÿen die sih auf krummlinige Koordinatensysteme beziehen

muss man zwishen unteren und oberen Indizes untersheiden: Koordinaten haben obere

Indizes. Wir betrahten ein Koordinatentripel

q

i

= q

i

(x

1

; x

2

; x

3

) (2.66)

und wollen voraussetzen, dass die Umkehrtransformation

x

a

= x

a

(q

1

; q

2

; q

3

): (2.67)

existiert. Nah dem Theorem über implizite Funktionen ist dies der Fall, wenn die Determi�

nante der Transformationsmatrix

e

i

a

=

�q

i

�x

a

(2.68)

niht vershwindet. Die inverse Transformationsmatrix

e

a

i

=

�x

a

�q

i

mit e

a

j

e

i

a

= Æ

i

j

und e

i

b

e

a

i

= Æ

a

b

; (2.69)

ist dann ebenfalls regulär. Wir wollen auh voraussetzen, daÿ die Transformation (2.67) die

Orientierung erhält, oder daÿ

e = det(e

a

i

) =

1

det(e

i

a

)

> 0: (2.70)

2.6.1 Übergang von kartesishen zu krummlinigen Koordinaten

Zum einen können kovariante Basisvektoren

g

i

=

�r

�q

i

=

�(x

a

e

a

)

�q

i

� e

a

i

e

a

(2.71)

de�niert werden, die sih tangential an die Koordinatenlinien q

i

anshmiegen. Zum anderen

können über Gradientenbildung kontravariante Basisvektoren

g

i

= rq

i

=

�

e

a

�

�x

a

�

q

i

= e

a

e

i

a

(2.72)

eingeführt werden, die auf den Niveau�ähen q

i

=onst. senkreht stehen, siehe Abbildung

(2.8).
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.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

q

i

= onst

Niveau�ähe

I

q

i

- Koordinatenlinieg

i

g

i

Abbildung 2.8: Die kovarianten und kontravarianten Basisvektoren.

Im Gegensatz zur kartesishen Basis fe

a

= e

a

g sind die ortsabhängigen Basen fg

i

g und fg

i

g

vershieden. Für rehtwinklige Systeme sind sie noh parallel, g

i

jjg

i

. Die Skalarprodukte

g

ij

= g

i

� g

j

= e

a

i

e

ja

= g

ji

und g

ij

= g

i

� g

j

= e

i

a

e

aj

= g

ji

(2.73)

sind ortsabhängig, da die Basisvektoren ortsabhängig sind. Die Matrix g

ij

ist der metrishe

Fundamentaltensor . Invariant sind demgegenüber die Skalarprodukte von kovarianten und

kontravarianten Basisvektoren

g

j

� g

i

= e

a

j

e

i

a

=

�q

i

�q

j

= Æ

i

j

: (2.74)

Ein beliebiger Vektor kann als Linearkombination der kartesishen, kontra- oder kovarianten

Basisvektoren geshrieben werden,

u = u

a

e

a

= u

i

g

i

= u

i

g

i

(2.75)

wobei sih mit (2.74) die Koe�zienten als Skalarprodukte von u mit den Basisvektoren

shreiben lassen,

u

a

= u � e

a

= u

i

e

a

i

= e

i

a

u

i

u

i

= g

i

� u = u

a

e

i

a

= g

ij

u

j

(2.76)

u

i

= g

i

� u = e

a

i

u

a

= g

ij

u

j

:

Wir können also kovariante Indies leiht in kovariante oder kartesishe umrehnen und um�

gekehrt. Insbesondere ist (g

ij

) die zu (g

jk

) inverse Matrix, wie man auh direkt nahrehnen

kann:

g

ij

g

jk

= (g

i

� g

j

)(g

j

� g

k

) = g

i

� g

k

= Æ

k

i

: (2.77)

Das Skalarprodukt zweier Vektoren u und v ist

u � v = u

a

v

a

= g

ij

u

i

v

j

= g

ij

u

i

v

j

: (2.78)

Die symmetrishe Matrix g

ij

bestimmt die Längenmessung in den gewählten krummlinigen

Koordinaten,

dr = g

i

dq

i

=) ds

2

= dr � dr = g

ij

dq

i

dq

j

; (2.79)
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und dieser wihtigen Eigenshaft verdankt sie ihren Namen: metrisher Tensor. Das von den

drei in�nitesimalen Vektoren

dr

1

= g

1

dq

1

; dr

2

= g

2

dq

2

und dr

3

= g

3

dq

3

aufgespannte Parallelepipedon hat ein Volumen proportional zum Spatprodukt der kovari�

anten Basisvektoren,

dV = [dr

1

; dr

2

; dr

3

℄ = [g

1

; g

2

; g

3

℄ dq

1

dq

2

dq

3

= e

a

1

e

b

2

e



3

[e

a

; e

b

; e



℄ dq

1

dq

2

dq

3

= �

ab

e

a

1

e

b

2

e



3

dq

1

dq

2

dq

3

= det

�

e

a

i

�

dq

1

dq

2

dq

3

=

p

g dq

1

dq

2

dq

3

;

wobei g die Determinante des metrishen Tensors g

ij

bezeihnet. Im letzten Shritt mahten

wir von (2.73) Gebrauh, d.h. von e =

p

g. Um die Volumenform

dV =

p

g dq

1

dq

2

dq

3

; g = det

�

g

ij

�

(2.80)

zu erhalten, muss man also das Produkt der Di�erentiale noh mit der Wurzel der Determi�

nante g des metrishen Fundamentaltensors im betre�enden Koordinatensystem multiplizie�

ren. Insbesonders haben wir bewiesen, daÿ

[g

1

; g

2

; g

3

℄ = e =) [g

i

; g

j

; g

k

℄ = e �

ijk

� �

ijk

; e = �

p

g (2.81)

gilt. Diese Formel für das Spatprodukt der kovarianten Basisvektoren ist korrekt für beide

Orientierungen der kovarianten Basisvektoren. Für ein niht-positiv orientiertes Tripel ist e =

�

p

g < 0. Hier haben wir den total antisymmetrishen Levi-Civita Tensor dritter Stufe �

ijk

eingeführt. Durh 'hohziehen' der Indizes mit der Metrik erhält man den entsprehenden

kontravarianten Tensor

�

ijk

= [g

i

; g

j

; g

k

℄ = det(e

i

a

) �

ijk

=

1

e

�

ijk

� �

ijk

: (2.82)

Entsprehend können die Flähen des das Volumenelements dV bildenden Parallelepipedons

als vektorielle Flähenelemente angesehen werden, beispielsweise

dA

1

= dr

2

^ dr

3

= g

2

^ g

3

dq

2

dq

2

Der Vektor g

2

^ g

3

hat ein vershwindendes Skalarprodukt mit g

2

und g

3

und muss daher

proportional zu g

1

sein,

g

2

^ g

3

= C � g

1

=) [g

1

; g

2

; g

3

℄ = e = C:

Wir shlieÿen, daÿ

g

i

^ g

j

= �

ijk

g

k

: (2.83)

Die gerihteten Flähenelemente haben damit die Form

dA

1

= e g

1

dq

2

dq

3

; dA

2

= e g

2

dq

3

dq

1

und dA

3

= e g

3

dq

1

dq

2

: (2.84)

Zum Beispiel steht dA

1

senkreht auf den Niveau�ähen q

1

= onst.
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2.6.2 Di�erentialoperatoren

Für viele Rehnungen, insbesondere in der Elektrodynamik, ist es nützlih die gängigsten

Di�erentialoperatoren in beliebigen krummlinigen Koordinatensystemen zu kennen.

Gradient: Der Gradient ist de�niert durh

df = dr � rf ) rf = e

a

�

a

f = e

a

e

i

a

�

i

f = g

i

�

i

f; �

a

=

�

�x

a

; �

i

=

�

�q

i

:

Wegen (2.72) �nden wir für den Gradienten

r = g

i

�

i

= g

i

g

ij

�

j

: (2.85)

Divergenz: Wir de�nieren die Divergenz eines Vektorfeldes, so daÿ der Gauÿshe Satz

Z

V

r � a =

Z

�V

dA � a (2.86)

gilt. Für ein kleine Volumenelement �V wie in Abbildung (2.9) gilt dann

r � a = lim

�V!0

1

�V

Z

��V

dA � a: (2.87)
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.

.

�q

3

q

3

�q

2

q

2

�q

1

q

1 A

1

Abbildung 2.9: Zur Berehnung der Divergenz

Wir berehnen den Beitrag der in Abbildung (2.9) gekennzeihneten Flähen zum Ober�ä�

henintegral. Mit dA aus (2.84) und a = a

i

g

i

�nden wir dA � a = e (a

1

dq

2

dq

3

+ a

2

dq

3

dq

1

+

a

3

dq

1

dq

2

), und damit ist dieser Beitrag

n

(ea

1

)(q

1

+�q

1

; q

2

; q

3

)� (ea

1

)(q

1

; q

2

; q

3

)

o

�q

2

�q

3

�

�

�q

1

�

ea

1

�

dq

1

dq

2

dq

3

:

Dividieren wir durh �V = e dq

1

dq

2

dq

3

, dann erhalten wir für den Beitrag der beiden

gekennzeihneten Flähen zur rehten Seite in (2.87)

1

e

�

�q

1

(ea

1

):
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Berüksihtigen wir nun noh die beiden anderen Terme von den Flähen mit konstantem

q

2

beziehungsweise q

3

, so �nden wir

r � a =

1

p

g

�

�q

i

�

p

ga

i

�

(2.88)

für die Divergenz eines Vektorfeldes a = a

i

q

i

.

Rotation: Die Rotation gewinnen wir aus dem Stokesshen Satz

Z

A

dA � (r ^ a) =

Z

�A

dr � a : (2.89)

Auf der gekennzeihneten unteren in�nitesimalen Flähe in (2.9) bedeutet dies

e�q

2

�q

3

g

1

� (r ^ a) � �q

2

�

a

2

(q

1

; q

2

; q

3

)� a

2

(q

1

; q

2

; q

3

+�q

3

)

	

+ �q

3

�

a

3

(q

1

; q

2

+�q

2

; q

3

)� a

3

(q

1

; q

2

; q

3

)

	

;

oder nahdem wir die Di�erenzen auf der rehten Seite in �q

3

beziehungsweise in �q

2

entwikeln,

e g

1

� (r ^ a) =

�a

3

�q

2

�

�a

2

�q

3

bzw. g

1

� (r ^ a) = �

1jk

�a

k

�q

j

;

wobei der total antisymmetrishe Tensor �

ijk

shon in der Formel (2.82) auftrat. Mit den

analogen Resultaten für die verbleibenden Komponenten erhalten wir folgende Formel für

die Rotation eines Vektorfeldes in beliebigen krummlinigen Koordinaten:

r^ a = g

i

�

ijk

�a

k

�q

j

(2.90)

Laplae-Operator: Um den Laplae-Operator zu berehnen, bilden wir zuerst den Gra�

dienten einer Funktion f und danah die Divergenz des so gewonnenen Vektorfeldes rf ,

4f = r � rf =

1

p

g

�

�q

i

�

p

gg

ij

�

�q

j

f

�

woraus sih

4 =

1

p

g

�

�q

i

�

p

gg

ij

�

�q

j

�

(2.91)

für den gesuhten Laplae-Beltrami-Operator ergibt.

Rehtwinklige Koordinaten: In dieser Vorlesung werden wir fast ausshlieÿlih rehtwink�

lige Koordinaten gebrauhen, für welhe der metrishe Tensor diagonal ist,

g

ij

= �

2

i

Æ

ij

; so daÿ

p

g = �

1

�

2

�

3

(2.92)

ist. Dann sind die g

i

und g

i

parallel zueinander (die Koordinatenlinien shneiden die Koor�

dinaten�ähen senkreht) und die Vektoren

e

i

=

g

i

�

i

= �

i

g

i

(keine Summe über i!) (2.93)
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bilden ein Orthonormalsystem. Entsprehend hat das Wegelement dr von fq

i

g nah fq

i

+dq

i

g

die Form

dr =

X

i

�

i

e

i

dq

i

: (2.94)

Es bietet sih nun an, ein Vektorfeld nah der orthonormierten Basis e

i

= e

i

anstelle der

kovarianten Basis g

i

zu entwikeln,

a = a

i

g

i

= a

i

g

i

=

X

i

~a

i

e

i

=) ~a

i

= �

i

a

i

; a

i

= �

i

~a

i

: (2.95)

Der Gradient einer Funktion vereinfaht sih zu

rf =

X

i

1

�

i

�f

�q

i

e

i

; (2.96)

die Divergenz eines Vektorfeldes a = ~a

i

e

i

zu

r � a =

1

�

1

�

2

�

3

h

�(�

2

�

3

~a

1

)

�q

1

+

�(�

1

�

3

~a

2

)

�q

2

+

�(�

1

�

2

~a

3

)

�q

3

i

; (2.97)

und die Rotation hat die Form

r^ a =

1

�

2

�

3

h

�(�

3

~a

3

)

�q

2

�

�(�

2

~a

2

)

�q

3

i

e

1

+ zyklish. (2.98)

Der Laplae-Beltrami-Operator vereinfaht sih zu

4 =

1

�

1

�

2

�

3

�

�

�q

1

�

2

�

3

�

�q

1

+

�

�q

2

�

3

�

1

�

�q

2

+

�

�q

3

�

1

�

2

�

�q

3

�

: (2.99)

2.6.3 Teilhenbahnen in krummlinigen Koordinatensystemen

Wir wollen die Bewegung eines Punktteilhens in beliebigen (möglihst angepassten) Koor�

dinaten beshreiben. Wegen dr = dq

i

g

i

ist die Geshwindigkeit

v =

dr

dt

= _q

i

g

i

(2.100)

und die Beshleunigung

a =

_

v =

�

r = �q

i

g

i

+ _q

i

_

g

i

: (2.101)

Für rehtwinklige Koordinatensysteme lassen sih die Gleihungen für Geshwindigkeit und

Beshleunigung wie folgt vereinfahen:

_

r =

X

i

_q

i

�

i

e

i

(2.102)

und

�

r =

X

i

n

�

d

dt

( _q

i

�

i

)

�

e

i

+ _q

i

�

i

_

e

i

o

: (2.103)
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Da die e

i

orthonormiert sind, steht

_

e

i

senkreht auf e

i

.

Zylinderkoordinaten: Oft gebrauht werden die Zylinder- und Kugelkoordinaten. Für die

Zylinderkoordinaten (2.64) ist das Linienelement

ds

2

= dr � dr = d�

2

+ �

2

d'

2

+ dz

2

und damit �

�

= 1; �

'

= � und �

z

= 1. Aus

r = � os' e

x

+ � sin' e

y

+ z e

z

berehnen sih die kovarianten Basisvektoren durh Ableiten von r nah den Zylinderkoor�

dinaten. Normiert man diese, so ergibt sih folgende orthonormierte Basis,

e

�

= g

�

=

�r

��

= os' e

x

+ sin' e

y

e

'

=

1

�

g

'

=

1

�

�r

�'

= � sin' e

x

+ os' (2.104)

e

z

= g

z

=

�r

�z

= e

z

;

siehe Abbildung (2.10). Eine kurze Rehnung zeigt, daÿ
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Abbildung 2.10: Zylinder- und Kugelkoordinaten
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Kugelkoordinaten: Für die Kugelkoordinaten (2.65) ist

r = r sin � os' e

x

+ r sin � sin' e

y

+ r os � e

z

(2.106)

und man �ndet das Linienelement
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so daÿ �

r

= 1; �

�

= r und �

'

= r sin �. Durh Ableiten von dr nah den Kugelkoordinaten

und anshlieÿender Normierung �ndet man die orthogonalen Einheitsvektoren

e

r

= sin � os' e

x

+ sin � sin' e

y

+ os � e

z

e

�

= os � os' e

x

+ os � sin' e

y

� sin � e

z

; (2.108)

e

'

= � sin' e

x

+ os' e

y

;

siehe Abbildung (2.10). Damit kann man die Geshwindigkeit und Beshleunigung in Koor�

dinaten berehnen. Man �ndet für die Geshwindigkeit und die Beshleunigung die Formeln
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2.6.4 Di�erentialoperatoren in Zylinder- und Kugelkoordinaten

Bei kugel- oder axialsymmetrishe Problemen ist es oft angebraht die dem Problem an�

gepassten Kugel- oder Zylinderkoordinaten zu benutzen. Da diese Koordinatensystem oft

gebrauht werden, geben wir hier die explizite Form der Di�erentialoperatoren in Zylinder-

und Kugelkoordinaten an:

In Zylinderkoordinaten (r; '; z) gilt:

rf =

�f

�r

e

r

+

1

r

�f

�'

e

'

+

�f

�z

e

z

r � a =

�a

r

�r

+

a

r

r

+

1

r

�a

'

�'

+

�a

z

�z

r^ a =

�

1

r

�a

z

�'

�

�a

'

�z

�

e

r

+

�

�a

r

�z

�

�a

z

�r

�

e

'

+

�

�a

'

�r

+

a

'

r

�

1

r

�a

r

�'

�

e

z

4f =

�

2

f

�r

2

+

1

r

�f

�r

+

1

r

2

�

2

f

�'

2

+

�

2

f

�z

2

In Kugelkoordinaten (r; �; ') gilt:
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