Kapitel 2

Kinematik des Massenpunktes

2.1 FEinfiihrendes

In der Mechanik wird die Bewegung von materiellen Koérpern untersucht. Zur Beschrei-
bung einer Bewegung im Raum bendtigen wir stets eine Bezugsbasis. Dies sind mindestens
vier nicht in einer Ebene liegende gegenstindliche Punkte, beziiglich welcher die Bewegung
beschrieben wird. Die Erfahrung lehrt uns, daf geniigend weit weg von sehr dichten und
schweren Korpern die Bewegungen in guter N&herung in einem drei-dimensionalen Raum
mit Euklidischer Metrik ablaufen. Dazu werden wir durch Messung der Winkelsummen in
Dreiecken geleitet, deren Seiten aus den kiirzesten Verbindungen zwischen den Eckpunkten
gebildet werden. Das Ergebnis ist in sehr guter Niherung immer 180°, was fiir die Euklidi-
sche Geometrie charakteristisch ist. Nur in der Nihe von sehr kompakten Korpern oder auf
kosmologischen Skalen sind die Abweichungen von der Euklidischen Geometrie nicht mehr
vernachléssigbar. Dann wird sie durch die Riemannsche Geometrie zu ersetzen sein und die
entsprechenden physikalischen Gesetze sind Gegenstand der allgemeinen Relativitidtstheorie.
In dieser Vorlesung wollen wir also den physikalischen Raum durch einen kontinuierlichen,
homogenen, isotropen und unendlichen Euklidischen Raum modellieren. Der Abstand zwei-
er Punkte im Raum ist die Lange der verbindenden Geraden, welche mit einem (moglichst
idealen) Mafsstab bestimmt werden kann.

Obwohl Bewegungen von materiellen Kérpern unabhéngig vom Beobachter ablaufen, benéti-
gen wir zu ihrer Beschreibung ein Bezugssystem, zum Beispiel vier Ecken in diesem Horsaal.
Die Bewegungsgesetze werden vom gewihlten Bezugssystem abhingen und zu ihrer Formu-
lierung muss das Bezugssystem, oder zumindest eine Klasse von Systemen, festgelegt werden.
In der klassischen Mechanik gibt es ideale Bezugssysteme, die sogenannten Inertialsysteme
in welchen NEWTONSs 1. Axiom Giiltigkeit hat:

1. Axiom (lex prima): Es gibt Inertialsysteme, in denen die kriftefreie Bewegung durch
t(t) = v =const. beschrieben wird.

Zu ihrer Definition benétigt man aber noch den Begriff der Zeitmessung. Zur Zeitbestim-
mung braucht es eine Uhr, d.h. einen mdglichst periodischen Vorgang, dessen Periode eine
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Zeiteinheit definiert. Die aktuelle Zeitdefinition erfolgt {iber Atomfrequenzen, wobei man be-
kannte Storungen (wie zum Beispiel den Einfluss des Gravitationsfeldes) moglichst korrigiert.
Die Zeitdifferenz zwischen zwei am Ort der Uhr stattfindenden Ereignissen ist proportional
zur Anzahl der Schwingungen zwischen den Ereignissen. Um den zeitlichen Abstand zweier
Ereignisse an zwei verschiedenen Orten zu definieren, stellt man am anderen Ort eine gleich-
artige Uhr auf und synchronisiert die Uhren, indem man sie durch ein geeignetes Verfahren
gleich stellt. Dies kann zum Beispiel mit einem elektromagnetischen Signal mit Laufzeitkor-
rektur geschehen. Auf diese Weise ist der Begriff der Gleichzeitigkeit eingefiihrt. Legt der
Beobachter noch einen (willkiirlich gewéhlten) Bezugspunkt fiir die Zeit fest, so kann er
einem Ereignis eine eindeutige Zeit zuordnen (89.1 Zeiteinheiten nach dem Zeitursprung).
Bewegt sich eine Uhr mit einer Geschwindigkeit v <« ¢ relativ zu einer anderen Uhr, so
gehen die Uhren synchron. Néhert sich die Relativgeschwindigkeit der Lichtgeschwindigkeit,
so verstreichen auf den beiden Uhren verschiedene Zeitdifferenzen zwischen zwei Ereignissen.
Auch der Begriff der Gleichzeitigkeit zweier Ereignisse hangt vom Bewegungszustand des Be-
obachters ab. Bis auf das letzte Kapitel dieser Vorlesung werden wir allerdings von solchen
relativistischen Effekten absehen und folgendes Axiom als Arbeitshypothese benutzen:

Es gibt eine fiir alle Bezugssysteme universelle Zeit.

Oder mit NEWTON: 'Die absolute, wahre und mathematische Zeit verfliefst an sich und
vermoge ihrer Natur gleichférmig und ohne Beziehung auf irgendeinen dufieren Gegenstand’.
Dabei lédsst er offen, woher er seine absolute Zeit nimmt.

Mit diesem Axiom ist die Gleichzeitigkeit zweier Ereignisse eine systemunabhéngige Eigen-
schaft. Wir werden bei der Entwicklung der Mechanik weiter annehmen, daf der rdumliche
Abstand zweier Punkte absolute Bedeutung hat:

Der raumliche Abstand von zwei gleichzeitig stattfindenden Ereignisse
ist unabhdngig vom Bezugssystem.

NEWTONS Formulierung 'Der absolute Raum bleibt vermoge seiner Natur und ohne Bezie-
hung auf einen dufieren Gegenstand stets gleich und unbeweglich’ l4sst offen, wie er seinen
unbeweglichen absoluten Raum von einem dagegen gleichférmig bewegten Raum unterschei-
den konne.

Man sollte jedoch in Erinnerung behalten, dafs es qualitativ verschiedene Raumzeit-Modelle
gibt

e MODELLE, BET DENEN DIE STRUKTUR VON RAUM UND ZEIT UNABHANGIG VON DER
VORHANDENEN MATERIE TST.

— Das Galilei-Newtonsche Modell mit einer absoluten Zeit, d.h. das Zeitmaf ist vom
Bezugssystem unabhingig. Bis auf das letzte Kapitel der Vorlesung werden wir
diese Annahmen treffen.

— Das FEinstein-Poincarésche Modell, in dem das Zeitmafl vom Bezugssystem ab-
héngt. Dieses Modell wird durch die spezielle Relativitdtstheorie implementiert
und wird im letzten Kapite diskutiert. Das GALILEI-NEWTONsche Modell ist ein
Grenzfall desjenigen von EINSTEIN und POINCARE.

19



[ MODELLE, BEI DENEN DIE STRUKTUR VON RAUM UND ZEIT DURCH DIE VORHAN-
DENE MATERIE BESTIMMT IST.
Die wichtigste Theorie mit dieser Eigenschaft ist EINSTEINs Allgemeine Relativitéts-
theorie. Sie ist eine Erweiterung der NEWTONschen Theorie und wird in dieser Vorle-
sung nicht behandelt.

In der ersten Klasse von Raumzeitmodellen gibt es ausgezeichnete Bezugssysteme. Ein sol-
ches ist nahezu ideal oder inertial, wenn in ihm fiir einen hinreichend kréaftefreien Koérper
das Galileische Trégheitsgesetz hinreichend genau gilt, also wenn der Korper in seinem Zu-
stand der Ruhe oder gleichformigen geradlinigen Bewegung beharrt. Fiir drei Massenpunkte,
die sich auf nicht parallelen Geraden bewegen, scheint dies eine leere Aussage zu sein, aber
fiir jede weitere kriftefreie Bewegung liefert dies eine operative Definition von Inertialsy-
stemen. Innerhalb eines frei auf die Erde fallenden Kastens oder in einem weit weg von
Himmelskorpern antriebslos fliegenden Raumschiff hat man in guter Niaherung ein (lokales)
Inertialsystem.

In einem Bezugssystem, sei es nun inertial oder auch nicht, fithren wir Ortskoordinaten ein,
welche die Lage jedes Punktes im uns interessierenden Raum eindeutig charakterisieren. Ein
lokales Ereignis ist durch die Angabe seines Ortes und seiner Zeit charakterisiert und nach
Wahl eines Bezugssystems und einer Uhr durch seine Ortskoordinaten und durch ¢. Wir
wollen die soeben an-diskutierten Begriffe nun formalisieren und weiter analysieren.

2.2 Die Euklidische Geometrie des Raumes

Elemente dieser Geometrie sind

1. Punkte Py, ..., P,. Ein Punkt kann die Spitze eines Zirkels, der Schnittpunkt zweier
Linien oder deren Idealisierungen sein.

2. Mapstibe s1,...,6m,. Zum Beispiel der Urmeter, ein Zollstock und deren Idealisierun-
gen. Mafstidbe haben genau einen Anfangspunkt A und einen Endpunkt E: s = AE.

Die Existenz von Mafstidben folgt aus der Annahme der Existenz von starren Korpern.
Dies sind Korper, die beim Verschieben oder Drehen in kongruente Korper iibergehen. Oder
anders ausgedriickt, die an verschiedenen Raumpunkten befindlichen materiellen Punkte
andern ihre relativen Abstdnde und Winkel zueinander nicht. Wir idealisieren und setzen
unendlich diinne Mafsstibe voraus. Solche Mafstdbe konnen addiert werden. Der Mafstab
5o wird zu s; addiert, indem man s5 parallel zu sich selbst verschiebt bis sein Anfangspunkt
Ay mit dem Endpunkt E; des ersten Mafstabes zusammenfillt. Dann ist A; F5 der neue
Mafistab s1 + s5. Die Addition von Mafstidben ist kommutativ. Falls A = E dann sprechen
wir vom ’Nullmafstab’ 0. Addieren wir o zu einem Mafstab s, dann erhalten wir wieder s.
Vertauschen wir End- und Anfangspunkt eines Mafstabes, dann ergibt sich der Mafistab —s
mit der Regel s + (—s) = o.

Wir kénnen Mafstibe mit Zahlen multiplizieren, zum Beispiel

51+...4+8 =ns =6 oder s =8 =>ms =25y =s;.
—_———

n—mal
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Damit ist die Multiplikation von Mafistdben mit rationalen Zahlen erklirt. Mittels Stetigkeit
ergeben sich die folgenden Regeln fiir reelle Zahlen:

(a+b)s = (as) + (bs), a(bs) = (ab)s, 1-s=3s5 und a(s; +52) = (as1) + (ass).

Die Regeln implizieren, das Mafstébe einen Vektorraum V3 diber den reellen Zahlen R bilden.
In der Literatur benutzt man auch oft das Symbol § anstelle von s fiir einen Vektor. Wir
nennen Mafistébe linear unabhdngig, falls keiner der Mafsstébe eine Linearkombination der
iibrigen Mafstéibe ist. Mehr als drei Mafstéibe sind in drei Dimensionen immer linear ab-
hingig. Anderseits kann man in drei Dimensionen immer drei linear unabhéingige Mafstibe
finden. Dann ldsst sich jeder Mafsstab s eindeutig als Linearkombination dieser Mafstéibe
schreiben,

§ = S1¢€1 + Sg2€2 + S3€3 = E Si€; = 8;¢;. (2.1)

2

Das Tripel {e;,e¢2,e3} bildet eine Basis des 3-dimensionalen Vektorraumes V. Wir haben
die EINSTEINsche Summenkonvention benutzt, nach der iiber doppelt auftretende Indizes
summiert wird. Von groffer Bedeutung fiir die Physik sind die metrischen Eigenschaften
von Punkten im Raum und Mafsstdben, bei denen es um die Bestimmung von Ldngen und
Winkel geht.

Liangen- und Winkelmessungen: Wir konnen Lingen nur vergleichen, zum Beispiel mit
dem Urmeter, und nicht absolut angeben. Sei ¢ ein 'Einheitsmafistab’ und s ein beliebiger
Mafstab. Man bringe die beiden Anfangspunkte zu Deckung und richte die beiden Makstabe
parallel aus. Dann ist

s = L, {=1{(s,¢) >0 (2.2)
und /7 ist die Lénge von s bezogen auf den Einheitsmafistab e. Man schreibt
I(s) = llsl].-

Mittels Zirkel und Lineal konnen wir zwei senkrechte Mafistabe konstruieren oder Winkel
Halbierungen vornehmen. Winkel werden damit operativ erklért.

Skalarprodukt: Lingen und Winkel lassen sich am besten mit Hilfe des Skalarproduktes
(inneren Produktes) zweier Mafistibe (Vektoren) beschreiben. Es seien 1,5, € V3 mit Lén-
gen 1,05 und ¢ der Winkel zwischen den Mafstdben. Dann ist das Skalarprodukt - der
beiden Vektoren definiert durch

Ve x Vg — ]R, 5169 1= glég COs ¢ (23)

Oft schreibt man auch (s1,s2) fiir das Skalarprodukt. Das Skalarprodukt ist eine symmetri-
sche und positive Bilinearform auf dem Vektorraum V3 der Mafistabe:

symmetrisch: 51 59 = 69 * 51
bilinear: s - (0151 + (1252) = a15-51 + Q25 - 52, (24)
positiv: s-5=0"=|s>>0 oder s=o.

Ist e, eo,¢3 eine Basis und s = s;e¢; ein beliebiger Vektor, dann gilt

55 = E SiSj€;-¢j = SiS;j¢€;-¢j.
ij
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Die Koeffizienten s; héngen von der gewéhlten Basis ab. Ersetzen wir zum Beispiel ¢; durch
2¢; dann geht s; in s;/2 iiber. Wir werden auf diese Basisabhingigkeit der Koeffizienten
zuriickkommen. Von besonderer Bedeutung sind die orthonormierten Basen

€ - ¢y :(Sija i,j=1,2,3, (25)
fiir die ||s]|?> gleich der Quadratsumme der Koeffizienten in der Entwicklung von s nach ¢;
ist,

5.5:25%_ (26)

Die reellen Koeffizienten s; in dieser Entwicklung heiffen kartesische Koordinaten von s
beziiglich der orthonormierten Basis ¢;, = = 1,2,3. Bei vorgegebener Basis hat man die
ein-eindeutige Zuordnung zwischen Vektoren und Koordinatentripeln,

S1
s—s8s=| 52 |. (2.7)

Ist die Basis orthonormiert, dann sind die Koeffizienten s; leicht zu berechnen,
S; Zei'S:SZZ(Qi'ﬁ) e;. (28)
i
Meistens legt man bei der Basiswahl auch noch die Orientierung der Einheitsvektoren e;

fest. Eine positiv orientierte Basis bildet ein Rechtsschraubensystem, vgl. Abbildung (2.1).
Eine Basis {e¢;} heifit kartesisch, falls sie positiv orientiert und orthonormal ist. Sein nun

€3

€2

€1

Abbildung 2.1: Eine kartesische Basis ist orthonormiert und orientiert.

O ein fester Raumpunkt und P ein beliebiger zweiter Punkt. Dann heifst der von O nach P
zeigende Mafistab

t(P) = 0P (2.9)

Ortsvektor von P beziiglich O. Diese geometrische Definition nimmt keinen Bezug auf eine
Basis. Fiir eine kartesische Basis ¢; in O, sind die Koeffizienten (z1, z2, z3) = (z,y, 2) in der
Darstellung

=26 = Te, +ye, + 26, (2.10)
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die kartesischen Koordinaten von P beziiglich O und {e;}. Der Abstand des Punktes P von
O ist gleich der Linge des Mafstabes, r = ||t||. Entsprechend gilt fiir den Abstand zweier
Punkte P, Q mit Ortsvektoren t,t’ und kartesischen Koordinaten z; und y;

3 1/2
e =[] = {Z(% - yi)2} . (2.11)

i=1
Dieser Abstand ist unabhangig von der Wahl des Ursprungs O und der kartesischen Basis.
Dies bedeutet, daf der euklidische Raum homogen und isotrop ist. Der Zahlenwert fiir den
Abstand hangt von der Wahl des Einheitsmafstabes ab und die Koordinaten sind ursprungs-
und basisabhingig.

Zwei Vektoren in a, b € V3 definieren einen dritten (Pseudo)Vektor {iber das bilineare schief-
symmetrische Vektorprodukt V3 x V3 — V3:

Definition: a A b ist definiert durch
L [[a A B[l = la]| o] sin &
2. Ist |Ja A b]| # 0 so ist (a, b,a A b) ein positiv orientiertes Tripel und a Ab L a,aAb L b.

Hier ist ¢ der von den Vektoren a, b definierte Winkel. Das Vektorprodukt zwischen zwei
Vektoren verschwindet genau dann wenn sie linear abhéngig sind. Aus der Definition folgt,
dal a Ab = —b A a gilt und dak das Produkt bilinear ist. Eine orthonormierte Basis {e;} ist
genau dann positiv orientiert wenn

81/\22223 5 82/\23221 N 83/\21222. (2.12)

Sind a = a;¢; und b = b;e; zwei beliebige Vektoren und ¢; eine kartesische Basis, dann ist
wegen der Linearitédt von A in beiden Argumenten

aAb = (a2b3 — a3b2)€1 — (a1b3 — a3b1)€2 + (a1b2 — agbl)eg
€1 €2 €3
= det|a ay a3 |. (2.13)
bi b2 b3

Der (Pseudo)Vektor a A b steht senkrecht auf der von den Vektoren a und b aufgespannten
Ebene und seine Linge ist gleich der Fliche des aufgespannten Parallelogramms. Es gelten
die folgenden Identitdten

aA(bAc)=(a-c)b—(a-b)c
aA(bAc)+bA(cAa)+cA(aAb)=0, (JacoBI) (2.14)
(anb)-(cAd)=(a-¢c)(b-2)—(a-0)(b-¢). (LAGRANGE)
Aus drei Vektoren a, b, ¢ kann man das Spatprodukt (schiefe Produkt) bilden,
Va x V3 x V3 — R, a,b,c — [a,b,¢c] = (anb)-c. (2.15)

Das Spatprodukt ist das orientierte Volumen des durch a, b, ¢ aufgespannten Parallelepipeds.
Es verschwindet genau dann, wenn die drei Vektoren linear abhingig sind. Beziiglich einer
kartesischen Basis gilt

a1 as a3
[a, b, C] = det b1 b2 b3 . (2.16)
C1 Co C3
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Abbildung 2.2: Vektor- und Spatprodukt. F' = |[a Ab|| und V = (a A b) - ¢

Fiir eine kartesische Basis ist
[e1,e2,¢3] = 1 = [e5, ¢j, ek] = €iji, (2.17)
wobei der vollstéindig schiefsymmetrische e-(Pseudo)Tensor die Komponenten
€123 = €231 = €312 =1 und €213 = €130 = €321 = —1 (2.18)
hat. Verjiingt man den e—Tensor iiber einen, zwei oder alle drei Indizes, so ergibt sich

€ijk€ipg = OjpOkq — 0jqOkp,  E€ijk€ijp = 20kp, €ijk€iji = 6. (2-19)

Das Spatprodukt ist linear in jedem Argument, zum Beispiel
[a1 + aa,b,¢] = [a1,b,¢] + [a2,b,¢] und [Aa,b,c] = Aa, b, ],
und dndert sich nicht bei zyklischer Vertauschung der Argumente,

[a,b,c] =[b,c,a] =[c,a,b] = —[b,a,c] = —[a,c,b] = —[c, b, a]. (2.20)

2.3 Der Zeitbegriff in der Newtonschen Mechanik

Bei der Einfiihrung einer Zeit in der NEWTONschen Mechanik geht man von folgenden Ele-
menten aus:

1. An einem festen Raumpunkt P kann man FEreignisse qualitativ anordnen in friiher,
gleichzeitig und spéter.

2. Man kann Gleichzeitigkeit von Ereignissen an verschiedenen Raumpunkten P; und P,
festlegen. Dies kann im Prinzip mittels eines P; mit P, verbindenden idealen starren
Korpers geschehen, iiber den man unendlich grofse Signalgeschwindigkeiten iibermitteln
kann.
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Diese Annahme muss in der relativistischen Mechanik aufgegeben werden, da Signalge-
schwindigkeiten die Lichtgeschwindigkeit nicht {iberschreiten kénnen. In der speziellen
Relativititstheorie benutzt man Lichtsignale, um die Gleichzeitigkeit von zwei rdum-
lich getrennten Ereignissen zu definieren®.

3. Um vom qualitativen frither, jetzt und spater zu einem quantitativen Zeitmaf zu kom-
men, braucht es einen periodischen physikalischen Vorgang, eine Uhr. Die periodischen
Vorgénge definieren ein Zeitintervall-Maf®. Ist Tj ein Zeit-Nullpunkt, 7" ein beliebiger
Zeitpunkt und e; das zeitliche Einheitsintervall (Sekunde, Stunde etc.) so gilt

ToT = tey, teR. (2.21)

Man kann die Zeitmessung auf Lingenmessungen zuriickfiihren wenn man die Bewegung von
sehr kleinen freien Materiekdrpern in Inertialsystemen untersucht. Solche Probekorper sind
hinreichend kleine Materiestiicke ohne innere Struktur, die durch geniigendes Entfernen von
der restlichen Materie isoliert werden konnen und mit dieser nicht mehr wechselwirken. In
der Natur gibt es bekanntlich vier Wechselwirkungen von Materie aufeinander:

die Gravitation,

der Elektromagnetismus,

die starke Wechselwirkung (Kernkréfte),

die schwache Wechselwirkung ([-Zerfall).

Die Reichweite der beiden letzten ist sehr klein, < 10~ '3cm, und sie kénnen daher in der
makroskopischen Mechanik vernachldssigt werden. Die elektromagnetische Wechselwirkung
ist zwar langreichweitig, aber elektrisch neutrale Probekorper werden von elektromagneti-
schen Einfliissen abgeschirmt. Dagegen ist die Gravitation langreichweitig und universell,
das heift jede Form von Energie und damit Materie (und Antimaterie) erzeugt ein Gra-
vitationsfeld und das Gravitationsfeld wirkt auf alle Materie. Die Gravitation kann nicht
abgeschirmt werden und der Raum ist nur frei von Gravitationsfeldern, falls er auch frei
von Materie ist. Hier kommt uns aber die Universalitit der Gravitation zugute: In einem
rdumlich und zeitlich homogenen Gravitationsfeld erfahren alle Materieteilchen, unabhdngig
von ihrer Zusammensetzung die gleiche Beschleunigung. In einem im Schwerefeld frei fallen-
des Raumschiff (EINSTEINs Fahrstuhl) erfahren elektromagnetisch abgeschirmte Probekor-
per keine Beschleunigung und wir kénnen lokal die Gravitation ’abschalten’. Die Erfahrung
lehrt uns, dafs sich in solchen Bezugssystemen von einem Punkt aus in verschiedene Rich-
tungen geschossene Teilchen auf Geraden bewegen. Ein System mit dieser Eigenschaft heifst
Inertialsystem.

Ein Inertialsystem wird realisiert durch ein ’frei fallendes’ Raumschiff im Schwerefeld, wobei
das Gravitationsfeld iber die Ausdehnungen des Raumschiffes konstant ist. Inertialsysteme
sind nur raumlich und zeitlich “lokal’ realisierbar.

*Die heute gebrduchlichste Methode fiir Prizisionszeitvergleiche von Ereignissen an verschiedenen Orten

benutzt die Satelliten des Global Positioning Systems (GPS).
2zum Beispiel die Periode eines Pendels (Genauigkeit 10~5s), die Eigenschwingungen eines Schwingquar-

zes (1079s) oder Atomuhren (10713 — 107 15s).
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Nun kénnen wir die Zeit- auf die Lingenmessung zuriickfithren, indem wir folgenden Zeitmafs
definieren: In einem Inertialsystem legt ein freies Teilchen in gleichen Zeiten gleiche Strecken
zuriick. Zum Beispiel konnten wir als Zeitmafl die Lichtsekunde nehmen, also die Zeit, die
ein Photon (Lichtteilchen) braucht, um 2.998 ...10%m zuriickzulegen.

2.4 Eigenschaften von Inertialsystemen

Wir wéhlen nun ein Bezugssystem und zeichnen darin einen Ursprung O aus. Dann kénnen
die Punkte des dreidimensionalen Euklidischen Raumes bijektiv auf die Menge der Ortsvek-
toren OP = ¢ abgebildet werden. Nach Wahl eines Zeitnullpunktes 7 und eines Zeitskala
wird jedes Ereignis durch ein Paar ¢, ¢ beschrieben.

2.4.1 Punktteilchen in Inertialsystemen

Nun folgen wir EULER und fithren den idealisierten Begriff des Massenpunktes oder des
Punktteilchens ein. Dies ist ein Korper, fiir dessen Bewegung nur sein Ort relevant ist. Bei-
spielsweise kann man die Erde bei der Berechnung ihrer Bahn um die Sonne in sehr guter
Néaherung durch einen Massenpunkt in ihrem Schwerpunkt ersetzen. Sobald man sich aber
fiir Eigenschaften interessiert die mit ihrer Nichtstarrheit und Eigenrotation verkniipft sind,
miissen wir die Punktteilchenniherung aufgeben. Die Bewegung eines Massenpunktes ist eine
Kette von Ereignissen und wird durch eine {iber einen Zeitintervall definierte Vektorfunkti-
on t(t) beschrieben. Es ist oft vorteilhaft ein rechtwinkliges kartesisches Koordinatensystem
im Euklidischen Raum zu benutzen. Die orthonormierten Basisvektoren des Koordinatensy-
stems werden mit

e1,e2,e3 oder mit ey, ey, ¢,

bezeichnet. Ein Ortsvektor wird dann durch die kartesischen Komponenten (z1,z2,x3) =
(z,y, z) eindeutig charakterisiert,

vt =xe, +ye, +2e, oder t=uz;e;. (2.22)

Wir haben die oben eingefiihrte EINSTEINsche Summenkonvention benutzt. Wir werden in
dieser Vorlesung die zweite Konvention in (2.22) benutzen und entsprechend die Koordinaten
des Ortsvektors t mit x1, x5, x3 bezeichnen.

Die Bewegung eines Massenpunktes ist dann bekannt, wenn der Ortsvektor als Funktion der
Zeit bekannt ist,

t(t) = zi(t)es. (2.23)

t(t) heifst Bahnkurve des Massenpunktes. Ein freies Teilchen bewegt sich auf einer Geraden
und legt in gleichen Zeiten gleiche Strecken zuriick, d.h.

t(t) =¢(0) + v -, t(0) = (¢t = 0). (2.24)
Der Vektor v zeigt in Richtung der Geraden und ist die Geschwindigkeit,

b= M (2.25)
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Fiir allgemeinere, beschleunigte Bewegungen definieren wir die (basisunabhéngige) Geschwin-
digkeit, durch einen Grenzprozess. Der Massenpunkt befinde sich zur Zeit ¢ in dem durch
den Ortsvektor t(t) gekennzeichneten Punkt P, und nach der Zeitspanne At in dem durch
t(t+ At) = t(t) + Ar bestimmten Punkt P’; d.h. die Verriickung des Massenpunktes withrend
des Zeitintervalls At ist PP’ = Ar. Die auf die Zeiteinheit bezogene (mittlere) Verriickung
ist durch den Vektor

Av  o(t + At) —x(t)
At At
gegeben. Sie hiangt von der Zeit ¢t und der gewéahlten Zeitspanne At ab. Den von At un-

abhéngigen Vektor der Geschwindigkeit v(t) findet man dann als Grenzwert von (2.26) fiir
At — 0,

(2.26)

_._de (bt + AL) — (1)
b=t= o _AI%IEOT' (2.27)
Bei zeitunabhéngigen Basisvektoren e¢; folgt aus v(t) = x;(t)e;
U(t) = vi(t)ei = mz(t)el also ’Ui(t) = :El(t) (2.28)

Die Geschwindigkeiten bilden einen 3-dimensionalen Vektorraums3.

2.4.2 Ubergang zwischen Inertialsystemen

Es seien I und I' zwei beliebige Inertialsysteme mit gleicher Zeiteinheit und gleichem Lén-
genmafstab, also e; = e} und ¢ = ¢’ und zuniichst gleichem Zeitursprung Ty = T5.

Die Urspriinge O, O’ brauchen aber nicht iibereinzustimmen. Zum Beispiel konnte O ein
Punkt auf dem Gehsteig und O’ ein Punkt auf dem vorbeifahrenden Zug sein. Ein und
dasselbe freie Teilchen, welches sich zur Zeit ¢ am Ort P(t) aufhélt, hat in I und I" die
Ortsvektoren

t(t) = OP(t) =¢(0) + vt und +¢'(t) = O'P(t) ='(0) + v't. (2.29)

Hieraus folgt

OO0’ = OP(t) + P(t)0' = OP(t) — O'P(t) = t(0) — ¢'(0) + (v — v')¢.
Die Vektoren
a=1(0)—v(0) und u=vb-v
sind unabh#ngig von P(t) und die Gleichung
00" =a+ut (2.30)

bedeutet:
Zwei beliebige Inertialsysteme kénnen sich dadurch unterscheiden, daf ihre Urspriinge O
und O’

3Dies ist nicht mehr der Fall in der relativistischen Mechanik, in der sich Geschwindigkeiten nicht mehr

einfach addieren.
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Abbildung 2.3: Es werden zwei Inertialsysteme I,1' betrachtet, deren Urspriinge O und O’
durch den zeitabhingigen Vektor OO’ verbunden sind. Demselben Raumpunkt P werden

die Ortsvektoren v und t' zugeordnet.

e durch eine (t-unabhéngige) raumliche Translation a gegeneinander verschoben sind und /oder
e sich mit konstanter Geschwindigkeit u relativ zueinander bewegen.

Eine dquivalente Formulierung ist:
Hat ein Teilchen in einem beliebigen Inertialsystem I' den Ortsvektor ¢'(t) = /(0) + v’ ¢, so
hat es im Inertialsystem I den Ortsvektor v(t) = (¢'(0) + a) + (o' + u) ¢.

Wir haben dabei nur die Beschreibung der Bewegung des Massenteilchens gedndert und nicht
die Bewegung selbst (passive Transformation). Die Menge der rdumlichen Translationen
t' — v =t/ +a bildet eine 3-parametrige kommutative Gruppe. Ebenso erzeugen die Menge
der speziellen Galilei- Transformationen ' — t = t' 4+ ut eine 3-parametrige kommutative
Gruppe.

Es seien nun die beiden Zeiturspriinge verschieden, Ty # T}, und

T()Té = TE¢.
Dann gilt wegen
T()Té = T()T — TéT = t@t — t'et

die Beziehung 7 = t — t'. Die Zeittranslationen t' — t = t' + 7 bilden eine 1-parametrige
kommutative Gruppe.

Nun wollen wir annehmen, dass die Zeit- und Ortsurspriinge der Inertialsysteme zusammen-
fallen, a = 0, und sie keine Relativgeschwindigkeit u haben. Dann kénnen die kartesischen
Basen in I und I' noch verschieden sein. Wir untersuchen die lineare Transformation R
welche zwischen den beiden Basen vermittelt,

e — 22 = (ej, eg)ej = Rjej = Rj; =¢; - e;. (2.31)
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Die Umkehrtransformation lautet offensichtlich

m*l
¢; — ¢; = (¢ - ¢;) ¢ = Ryjel. (2.32)

Nun beschreiben wir einen festen Ortsvektor t = OP beziiglich den beiden Basen,
v =30 = Thel, (2.33)

d.h. wir interpretieren die Drehung passiv wie in der linken Figur der folgenden Abbildung.

(D]

T €1 €1

Abbildung 2.4: Passive und aktive Transformationen.

Einsetzen von (2.31) in (2.33) ergibt
Tit; = :U;Q; = :E;-Rijei,

und wir finden folgende lineare Relation zwischen den kartesischen Koordinaten in den In-
ertialsystemen I und I',

T = Rij 1‘; (234)
Hier ist vorteilhaft folgende reelle 3 x 3 Matrix und ihre Transponierte einzufiihren,
R=(Ry) und R" = (Rj), (2-35)

sowie die zu v gehorigen Koordinatentripel r und 7' beziiglich der Basen ¢; und ¢},

1 x)
r=| o und 7' = | 7}
T3 xh

Dann schreibt sich die Drehung der Koordinaten (2.34) geméfs
r=Rr'. (2.36)
Die 9 Matrixelemente R;; sind nicht beliebig, da sie kartesische Basen ineinander iiberfiihren,

f— .. i — . . I - I f— . . — . .
0ij =¢i-¢j = Ry Rjq €, €, = RipRjy0pg = RipRjp.
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In Matrixschreibweise nehmen diese Bedingungen folgende kompakte Form an,
RRT =RTR =11 (2.37)

Die transponierte Matrix R ist also gleich der inversen Matrix. Wegen det RT = det R folgt
dann det R det R =1 oder auch

RT=R™' und detR=+1. (2.38)
Da RTR eine symmetrische Matrix ist, ergeben die Gleichungen (2.37) 6 Bedingungen fiir

die 9 Koeffizienten R;;, von denen also nur 3 voneinander unabhéngig sind.

Eine Drehung kann passiv oder aktiv interpretiert werden. Betrachten wir einen festgehalte-
nen Punkt P mit Ortsvektor t = OP von zwei gegeneinander gedrehten Basissystemen aus,
wie soeben geschehen, dann handelt es sich um eine passive Transformation. Die Drehung
der kartesischen Basis

R
e; — ¢; = Rjie; (2-39)
wird dann durch die entsprechende Drehung der Koordinaten
r; — 2t = Rjyx; oder 7' =R'r (2.40)

kompensiert, so dass (2.33) gilt. Die Koordinatentransformation (2.40) ist wegen (2.38) dqui-
valent zu (2.36). Bei einer passiven Drehung wird ein fester physikalischen Vorgang von zwei
gegeneinander gedrehten Koordinatensystemen aus beschrieben. Man &ndert sozusagen nur
die Sichtweise.

Dagegen wird bei einer aktiven Transformation das Koordinatensystem festgehalten und die
materiellen Korper bewegt. Aus der bekannten Transformation (2.31) fiir die Basisvektoren e;
unter Drehungen folgt unmittelbar die Transformationsregel fiir einen beliebigen Ortsvektor,

(2.31)
t=xe; — v =Re=2;Re; = z;Rjie; = 1';'2]',

wie in der rechten Figur in der Abbildung (2.4) dargestellt. Bei aktiven Drehungen transfor-
mieren die kartesischen Koordinaten also wie folgt,

zr; — x; = Rjjz; oder r' = Rr, (2.41)
also umkehrt wie bei passiv interpretierten Drehungen, siehe (2.40).

Passiv und aktiv interpretierte Drehungen sind bei festen kartesischen Basen durch die Trans-
formationen (2.36,2.41) eindeutig bestimmt. Wir kénnen Drehungen also immer als Trans-
formation der (kartesischen) Koordinaten ansehen. Die Drehungen

R:?"—r=Rr mit r-r=r"-7r (2.42)
sind Elemente der 3-parametrigen nichtkommutative orthogonale Gruppe O(3):
1e€0@3), Ri,R€03)=RRc0B), RcOB)=R'=R"c0(3).

Die Drehungen mit det R = 1 definieren eine Untergruppe, die spezielle orthogonale Gruppe
SO(3), da wegen (2.38) det R~ = det R ist. Sie erhalten die Orientierung und heifen eigent-
liche Drehungen. Die uneigentlichen Drehungen oder Spiegelungen dndern die Orientierung.
Zum Beispiel ist die Raumspiegelung



uneigentlich. Da die Einheitsmatrix in SO(3) liegt, bilden die uneigentlichen Drehungen
keine Untergruppe. Es gilt

0(3) = SO(3) U PSO(3). (243)

Fiir eine explizite Parametrisierung von eigentlichen Drehungen benutzt man den

Satz 1 (Euler) Jede eigentliche Drehung (spezielle orthogonale Abbildung) besitzt eine Dreh-

achse, d.h. einen 1-dimensionalen Unterraum aus lauter Fizpunkten.

Wir miissen zeigen, daf Rn = n fiir ein n # 0 l6sbar ist, oder dafs n im Kern von R — 1
liegt. Die von n definierte Gerade ist dann die Drehachse von R. Eine Losung existiert genau
dann, wenn R — 1 den Eigenwert 0 hat oder wenn det(R — 1) = 0 ist. Wegen
det(R—1) = det(R—1)" =det(R™" — 1) =det [R™' (1 - R)]
= det R™'det(ll — R) = det(ll — R) = —det(R — 1)

ist dies der Fall. Fiir eine explizite Parametrisierung von Drehungen um eine Achse, definiert
durch den Einheitsvektor m, um den Winkel 6 betrachte man die Figur (2.5) Man sieht,

nAT -—nA(nAT)
_________ 4
o %
(n,r)n — R
nA
«
o)

Abbildung 2.5: Drehung um die Achse n mit Winkel 6.

dafs so eine Drehung die folgende Form hat:

R(n,0)r = (n,r)n—nA(nAr)cosf+nArsinf
r+nArf+0(0%). (2.44)

Fassen wir zusammen: charakterisieren (', 7') und (¢, r) ein festes Ereignis beziiglich zwei-
er Inertialsysteme mit Urspriingen O, O’ und kartesischen Basen ¢;, ¢}, dann sind folgende
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Transformationen zwischen den zwei Koordinatensystemen mdoglich:

Art der Transformation | Operation | Zeitkoordinate | Raumkoordinaten
Translation von O | OO" = a t=t r=r+a
Translation von Ty | ToTy =7e, |t =t + T r=r (2.45)
Drehung der ¢; | ¢ = Rj;e; | t=1 r = Rr'
spez. Galileitransformation | OO" = ut' |t =1t r=r"+ut

Dabei bezeichnen a und u die den konstanten Vektoren a und u zugeordneten Tripel,

a1 U1
a=| as und uw = | us
as us

Die Menge aller Transformationen die Inertialsysteme in Inertialsysteme iiberfithren bildet
die Galilei Gruppe. Ein beliebiges Element dieser Gruppe ist eine Zusammensetzung der
Translationen, Drehungen und speziellen Galileitransformationen in (2.45) und hat die Form

t=t'+7 und r=wut'+Rr' +a, u,a € R? RTR=1. (2.46)
Eine Galilei- Transformationen ist durch die 10 Parameter (7, a, w, R) bestimmt. Transfor-
miert man zuerst von I"" — I’ geméaf

t'=t"+7 und ' =u't"+R'r"+a’,

und anschliefend von I" nach I wie in (2.46), so ergibt sich die zusammengesetzte Gali-
leitransformation

(r,a,u,R)(r",a’,u',R') = (r+1',a + Ra' + ur’,u + Ru',RR). (2.47)
Den Galilei Transformationen konnen wir 5 x 5 Matrizen zuordnen
1 1 0 of 1
t]l=(r 1 of t (2.48)
a uv R r!

Zum Einselement gehort die Matrix 15 und zur inversen Galilei-Transformation die Matrix

1 0 oT
—T 1 oT
R Yur—a) —-R'u R!

In der relativistischen Mechanik werden die Galilei- durch die Poincaré-Transformationen
abgeltst und die Galileitransformationen mit 7 = 0 und a = o durch die Lorentztransfor-
mationen.

2.4.3 Galileisches Relativitdtsprinzip

Der erste Teil des Galileischen Relativitdtprinzips beschreibt die physikalische Darstellung
ein und desselben Vorgangs von verschiedenen Inertialsystemen aus:
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Aquivalenz von Inertialsystemen: Mechanische Vorginge laufen von verschiedenen In-
ertialsystemen aus gesehen ’gleichartig’ ab, d.h. sie konnen sich in threr quantitativen Be-
schreibung nur durch eine Galileitransformation (1, a, u, R) unterscheiden.

Hier werden die Transformationen als passive Transformationen interpretiert. Die Vorgéinge
werden von zwei Experimentatoren in I und I’ durch Gesetze der gleichen Form beschrieben
(Kovarianz). Beide wenden NEWTONs Axiome an; dabei verkniipft die Galileitransformati-
on die Orts- und Zeitkoordinaten, welche einem festen Ereignis in beiden Inertialsystemen
zugeordnet werden.

Der zweite Teil des Aquivalenzprinzips besagt, daf ein Vorgang, der in irgendeinem Iner-
tialsystem moglich ist, in derselben quantitativen Form auch in jedem fest vorgegebenen
Inertialsystem im Prinzip realisierbar ist:

Aquivalenz von Vorgiingen in einem Inertialsystem: Ist in einem gegebenen Inertial-
system. ein bestimmter Vorgang realisierbar, so sind in diesem System im Prinzip auch alle
Vorginge realisierbar, die sich in ihrer Beschreibung durch Galileitransformationen unter-
scheiden.

Hier interpretieren wir die Transformationen aktiv. Man betrachtet zwei physikalische Sy-
steme innerhalb eines Inertialsystems, welche durch eine Galileitransformation auseinander
hervorgehen. Die Vorgénge in beiden physikalischen Systemen werden durch Gesetze der
gleichen Form beschrieben (Kovarianz).

Als Beispiel betrachten wir die Bewegung eines freien Teilchens, das sich in jedem Inertialsy-
stemen unbeschleunigt ldngs Geraden bewegt. In jedem solchen ausgezeichneten Systemen
lautet seine Bewegungsgleichung

mi* =0, (2.49)

wobei m die trige Masse des Teilchens bezeichnet?. Diese ist invariant unter Galileitransfor-
mationen. Um dies explizit zu sehen untersuchen wir die Transformation der Geschwindig-
keiten. Mit (2.46) gilt

dt =dt' und dr = udt' + Rdr'.

Daraus erhalten wir

v(t) = Z—: _dr u + Rv'(t"). (2.50)

Ein in I" ruhendes Teilchen (zum Beispiel am Ursprung O') bewegt sich mit der Geschwin-
digkeit u beziiglich I. Durch weitere Differenziation erhélt man
7(t) = R?Y'(t').

Wie erwartet ist das 1. NEWTONsche Axiom kovariant unter allgemeinen Galileitransforma-
tionen

m7(t) =0 <= m#v'(t') = 0.

Das Galileische Relativitétsprinzip> macht wesentliche Aussagen iiber die angenommene
Struktur von Raum und Zeit. Es hat aber auch wichtige Konsequenzen fiir die dynamischen

4Wir kommen auf die trige Masse zuriick.
5Es wird spéter durch das allgemeinere von EINSTEIN ersetzt werden.
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Eigenschaften eines physikalischen Systems. Wir werden spéter beweisen, dafs zu jedem der
10 Parameter der Galileigruppe eine erhaltene Grofe gehort. Dies ist der Inhalt eines Satzes
von EMMY NOETHER. Folgende Symmetrien bedingen folgende Erhaltungsgrofen:

Zeittranslationen Energieerhaltung

Raumtranslationen Impulserhaltung

Spezielle Galileiinvarianz konstante Schwerpunktsbewegung

Ll

Drehinvarianz Drehimpulserhaltung.

Wir betonen noch einmal, dafs die Bewegunggleichung fiir ein freies Teilchen in jedem System
die Form
p=0
hat. Aber in Inertialsystemen folgt daraus die Bewegungsgleichung (2.49)
p=0
fiir die Komponenten p; des Impulsvektors,

p1
P = Dpiei, p=\|p |,
V%]

da nur in diesen Systemen O unbeschleunigt ist und die Basisvektoren e; nicht rotieren.

2.5 Bahnkurve, Geschwindigkeit und Beschleunigung

Wir wihlen ein Bezugssystem mit Ursprung O und vorerst orthonormierten Mafistében e;.
Die Bewegung eines Massenpunktes P ist bekannt, wenn der Ortsvektor t(¢) als Funktion
der Zeit bekannt ist

v =t(t). (2.51)

Bei festgelegter Basis ist die Bewegung durch die Koordinatenfunktionen z;(t) in der Zerle-
gung

t(t) = zi(t)e; (2:52)

eindeutig bestimmt. Wir nehmen an, dafs diese Funktionen mindestens zweimal differenzier-
bar sind. Die Raumkurve t(t) heift auch Bahnkurve des Massenpunktes.

Der von ¢ abhéngige Vektor der Geschwindigkeit (siehe Abschnitt 2.4.1)

bt lim t(t + At) —e(t)

Af—0 At (2.53)

ergibt sich als Grenzlage der Sekante durch die Vektoren t(t + At) und t(¢) pro Zeitintervall
At im Grenzfall At — 0. Damit ist die Geschwindigkeit v(¢) tangential an der Bahnkurve
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t+At

t+At

0 Bahnkurve 0 Bahnkurve

Abbildung 2.6: Zur Definition der Geschwindigkeit

am Punkt v(¢). Auf Bahnpunkten wo v # 0 kénnen wir den Geschwindigkeitsvektor in seinen
Betrag und Tangenteneinheitsvektor zerlegen, t,

. ]
b=vt, v=|lo]| =[] und Y=ol (2-54)

Fiihren wir die Bogenlinge s (auch als natiirlicher Parameter bezeichnet) des Kurvenstiickes
von Py bis P; ein (siehe Abbildung 2.7),

t

0] Kurve C

Abbildung 2.7: Zur Bogenlange
1 ds .
s(@)= [ ds, ds=|ldt]| = — = Il =, (2.55)
50
dann finden wir fiir die Geschwindigkeit

ot _deds -
Tt dsdt 5

woraus wir entnehmen, daft der Tangenteneinheitsvektor t die *Geschwindigkeit’ der Bahn
mit der Bogenlénge als "Zeit’ ist.
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Der Vektor der Beschleunigung ist die zeitliche Anderung des Geschwindigkeitsvektors,
o(t + At) —o(t)

pEe=tE T A (257)
und fiir zeitunabhingige Basen
a= Clﬁlez

Der Beschleunigungsvektor ist tangential am Hodographen, daf heift an der Kurve ¢ — v(t).
Wir gebrauchen die Darstellung (2.54) und finden

d .
a= a(vt) =0t +ot. (2.58)
Im letzten Term ersetzen wir die Ableitung nach der Zeit durch die nach der Bogenlinge,
[dtds _dt_
Tdsdt ds

wobei der Strich die Ableitung nach s kennzeichnet. Die Anderung des Tangenteneinheits-
vektors zerlegen wir nach seinem Betrag und seiner Richtung,

d d*v
t’zd—::nn:n/R, n:||t'||:‘|@ ,
wobei der Hauptnormaleneinheitsvektor n, die Krimmung « und der Krimmungsradius R
der Bahnkurve eingefiihrt wurden. Die Kriimmung ist ein Maf fiir die Abweichung der Kurve
von einer Geraden. Fiir eine Kreisbahn ist in jedem Punkt die Kriimmung x = 1/R, wobei
R der Kreisradius ist. Man kann die Kriimmung einer Kurve in einem Punkt definieren als
die Kriimmung desjenigen Kreises, der die Kurve im betrachteten Punkt beriihrt und sich
am besten an die Kurve anschmiegt. Benutzen wir

n-n=1, (2:59)

t=vt FT=ot+vt=tAt=0vAt=03tAY

sowie t L t, dann kénnen wir die Kriimmung der Kurve am Punkte t(t) folgendermafen
schreiben:

K= [EA L] = ”Tll.f\”;”. (2.60)
Die rechte Seite ist unabhingig von der Parametrisierung der Kurve.
Durch Einsetzen von (2.59) in (2.58) ergibt sich die Beschleunigung
. v?
a=v="0t+ 7" (2.61)

Damit ist der Beschleunigungsvektor zerlegt in einen Anteil der von der Betragsdnderung
der Geschwindigkeit herriihrt und einen Anteil, dessen Ursache die Richtungsénderung der
Geschwindigkeit ist. Fiir Planeten auf Kreisbahnen ist v = 0, ||a|| = v? /R und fiir Elektronen
im Linearbeschleuniger ist R = oo, ||a|| = .

Der Einheitsvektor n steht senkrecht auf dem Tangentenvektor, da

d .
0=(t-t=2¢-¢"2

o 2kn-t=0. (2.62)
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Die durch die orthonormalen Vektoren t, n aufgespannte Ebene heifst Schmiegebene der Bahn-
kurve. Sie ist diejenige Ebene, in welcher der Schmiegkreis mit Radius R = 1/« liegt. Man
kann diese zwei Vektoren noch durch den Binormaleneinheitsvektor b = t An ergénzen. Die
orthonormalen Vektoren

{t,;n,b=tAn}

sind das begleitende Dreibein. Es definiert das so-genannte natiirliche Koordinatensystem fiir
Geschwindigkeit und Beschleunigung.

Der Vollsténdigkeit halber diskutieren wir noch die Torsion einer Kurve . In jedem Punkt
der Kurve, in dem die Kriimmung nicht verschwindet, definieren

{t,n, b} = {t;,tz,t3}

ein positiv orientiertes orthonormiertes System. Damit ist Ableitung von t; nach dem Bo-
genparameter eine Linearkombination der t;,

t; = Z ai]'t]'.
J
Wegen (2.59) ist die erste Zeile der Matrix (a;;) gleich (0, ,0). Weiterhin ist diese Matrix
antisymmetrisch,
ti-tj :51']' :>t;-tj+ti-t;- = a;5 + aj; =0,

und hat damit die Gestalt

0 k0
(aij) = -k 0 w]. (2.63)
0 —w 0

Die Funktion w(s) heifst Torsion oder Windung der Kurve. Sie ist ein Maf fiir die Geschwin-
digkeit, mit der sich die Schmiegebene dreht. Bei ebenen Kurven verschwindet die Torsion
identisch. Sie tritt in den FRENETschen Formeln

t'(s) = k(s)n(s)
n'(s) = —k(s)t(s) + w(s)b(s)
b'(s) = —w(s)n(s),

einem System von 9 linearen Differentialgleichungen erster Ordnung, auf. Fiir beliebige Pa-
rameter, und insbesondere der Zeit, ist die Torsion

2.6 Krummlinige Koordinatensysteme

In kartesischen Koordinaten sind die Koordinatenlinien Geraden. Oft ist es jedoch hilfreich,
die Koordinaten dem physikalischen Problem anzupassen und krummlinige Koordinaten zu
wihlen. Dann #dndern die Basisvektoren und Koordinatenlinien ihre Richtung. Stehen die

37



Koordinatenlinien senkrecht aufeinander, so spricht man von rechtwinkligen krummlinigen
Koordinaten. Zum Beispiel sind die Zylinderkoordinaten (p, ¢, z) definiert durch

r=z'=pcosp, y=2x°=psing, z=2"=2 (2.64)

und die Kugelkoordinaten (r,, ¢) in
' =rsinfcosyp, x?=rsinfsing, z*=rcosh (2.65)

rechtwinklig. Fiir kartesische Basen und Koordinaten ist ¢, = ¢* und z, = x® und wir
brauchen nicht zwischen unteren und oberen Indizes zu unterscheiden. Zur besseren Unter-
scheidung indizieren wir in diesem Abschnitt die kartesischen Grofen mit den Anfangsbuch-
staben des Alphabets. Fiir Grofen die sich auf krummlinige Koordinatensysteme beziehen
muss man zwischen unteren und oberen Indizes unterscheiden: Koordinaten haben obere
Indizes. Wir betrachten ein Koordinatentripel

qi = qi(x17x27x3) (266)
und wollen voraussetzen, dass die Umkehrtransformation
z® =2(q", ¢%, ¢*). (2.67)

existiert. Nach dem Theorem iiber implizite Funktionen ist dies der Fall, wenn die Determi-
nante der Transformationsmatrix

¢’

i
€ =72 (2.68)
nicht verschwindet. Die inverse Transformationsmatrix
a
e = g mit e;e,) =4;" und e)e;* =6, (2.69)

ist dann ebenfalls reguldr. Wir wollen auch voraussetzen, daf die Transformation (2.67) die
Orientierung erhélt, oder daff

1

e = det(ei“) = W

> 0. (2.70)

2.6.1  Ubergang von kartesischen zu krummlinigen Koordinaten

Zum einen konnen kovariante Basisvektoren
a

Ot O(x%q) _
gi = %~ oF =e;%, (2.71)

definiert werden, die sich tangential an die Koordinatenlinien ¢* anschmiegen. Zum anderen

konnen iiber Gradientenbildung kontravariante Basisvektoren

o . .
5o )d =) (2.72)

gi — qu — (ea

eingefiihrt werden, die auf den Niveaufliichen ¢* =const. senkrecht stehen, siche Abbildung
(2.8).
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gl i . 7 ¢ - Koordinatenlinie

¢’ = const

Niveauflache

Abbildung 2.8: Die kovarianten und kontravarianten Basisvektoren.

Im Gegensatz zur kartesischen Basis {e, = ¢%} sind die ortsabhiingigen Basen {g;} und {g‘}
verschieden. Fiir rechtwinklige Systeme sind sie noch parallel, g;||g?. Die Skalarprodukte

9ij = 0i -0 = e;"eja=gji und g7 =g g/ =ee = g7 (2.73)
sind ortsabhéingig, da die Basisvektoren ortsabhéngig sind. Die Matrix g;; ist der metrische
Fundamentaltensor. Invariant sind demgegeniiber die Skalarprodukte von kovarianten und
kontravarianten Basisvektoren

. . 9gi .
T __ a T __ —_ 3
gj-g =eje, = od =4;" (2.74)

Ein beliebiger Vektor kann als Linearkombination der kartesischen, kontra- oder kovarianten
Basisvektoren geschrieben werden,

u=ue, =u'g; = u;g’ (2.75)

wobei sich mit (2.74) die Koeffizienten als Skalarprodukte von u mit den Basisvektoren
schreiben lassen,

u® = u-e¢=vu'e,* =e,u;

u' = g'-u=ue, =g"u; (2.76)
— — 0.0y — j

up = gi-u=e;"us = giu’.

Wir konnen also kovariante Indices leicht in kovariante oder kartesische umrechnen und um-

gekehrt. Insbesondere ist (g;;) die zu (¢?*) inverse Matrix, wie man auch direkt nachrechnen
kann:

9ij9°" = (gi-9;)(a’ -6") = gi-g" = 6" (2.77)
Das Skalarprodukt zweier Vektoren u und b ist
u-o=uv, = gijuivj = gijuivj. (2.78)

Die symmetrische Matrix g;; bestimmt die Lingenmessung in den gewdhlten krummlinigen
Koordinaten,

dv = gidg" = ds* = dv - dv = g;;dg'dq’ (2.79)
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und dieser wichtigen Eigenschaft verdankt sie ihren Namen: metrischer Tensor. Das von den
drei infinitesimalen Vektoren

dvy = gidg', dro =gadg® und drs = gsdg®

aufgespannte Parallelepipedon hat ein Volumen proportional zum Spatprodukt der kovari-
anten Basisvektoren,

AV = [dvy,dey, des] = [g1, 82, 83] dg' dg’dg® = e*ees [ea, en,¢c] dg' dg’dg®
= eapceieses dgtdg’dg® = det (ei")dqldq2dq3 = /gdq'dg*dq®,

wobei g die Determinante des metrischen Tensors g;; bezeichnet. Im letzten Schritt machten
wir von (2.73) Gebrauch, d.h. von e = ,/g. Um die Volumenform

dV = /gdq'dq’dq®, g = det (g:5) (2.80)

zu erhalten, muss man also das Produkt der Differentiale noch mit der Wurzel der Determi-
nante g des metrischen Fundamentaltensors im betreffenden Koordinatensystem multiplizie-
ren. Insbesonders haben wir bewiesen, dafs

91,02, 03] = e = [gi, 05, 0] = €€ijk = Nijk, e==1.g (2.81)

gilt. Diese Formel fiir das Spatprodukt der kovarianten Basisvektoren ist korrekt fiir beide
Orientierungen der kovarianten Basisvektoren. Fiir ein nicht-positiv orientiertes Tripel ist e =
—y/9 < 0. Hier haben wir den total antisymmetrischen Levi-Civita Tensor dritter Stufe n;;
eingefithrt. Durch 'hochziehen’ der Indizes mit der Metrik erhilt man den entsprechenden
kontravarianten Tensor

7t =o', 07, 0" = det(e,) eijn = — e = 0", (2.82)

Entsprechend kénnen die Fléchen des das Volumenelements dV bildenden Parallelepipedons
als vektorielle Flachenelemente angesehen werden, beispielsweise

dQll = dt2 A dt3 = @2 A ds dq2dq2

Der Vektor ga A g3 hat ein verschwindendes Skalarprodukt mit g und gs und muss daher
proportional zu g' sein,

g2Ng3=C g = [g1,02,05] =e=C.
Wir schliefsen, dafs
9i A gj = ijrg" (2.83)
Die gerichteten Fléchenelemente haben damit die Form
dA' = egtdg®dg®, dU? =eg’dg’dgt und dUP =egidgidg®. (2.84)

Zum Beispiel steht d2' senkrecht auf den Niveauflichen ¢' = const.
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2.6.2 Differentialoperatoren

Fiir viele Rechnungen, insbesondere in der Elektrodynamik, ist es niitzlich die gingigsten
Differentialoperatoren in beliebigen krummlinigen Koordinatensystemen zu kennen.

Gradient: Der Gradient ist definiert durch

df =de-Vf=Vf=0e"0,f=c%0;f=g"0f, O = 0 ) ai:i.
or® oqt
Wegen (2.72) finden wir fiir den Gradienten
V =g'0; = gig"0;. (2.85)

Divergenz: Wir definieren die Divergenz eines Vektorfeldes, so dafl der Gaufssche Satz

/‘/V-a:/wdﬂ-a (2.86)

gilt. Fiir ein kleine Volumenelement AV wie in Abbildung (2.9) gilt dann

. 1
V-a—Al‘l/rgoA—V/BAdel-a. (2.87)

Ag®

Abbildung 2.9: Zur Berechnung der Divergenz

Wir berechnen den Beitrag der in Abbildung (2.9) gekennzeichneten Flichen zum Oberfld-
chenintegral. Mit d2( aus (2.84) und a = a’g; finden wir d2 - a = e (a*dg*dq® + a®dq>dq* +
a’dq'dg?®), und damit ist dieser Beitrag
{(eal)(q1+Aq1,q2,q3) - (eal)(ql,q2,q3)} Ag*Ag® ~ %(eal) dq*dg*dg®.
q
Dividieren wir durch AV = edq'dq®dq®, dann erhalten wir fiir den Beitrag der beiden
gekennzeichneten Flichen zur rechten Seite in (2.87)
10

Ea—ql(eal).
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Beriicksichtigen wir nun noch die beiden anderen Terme von den Flichen mit konstantem
¢® beziehungsweise ¢*, so finden wir

1 0 . .
- i) (289

fiir die Divergenz eines Vektorfeldes a = a'q;.

-a

Rotation: Die Rotation gewinnen wir aus dem Stokesschen Satz

/AdQL-(V/\a):/ de-a. (2.89)

OA

Auf der gekennzeichneten unteren infinitesimalen Fliche in (2.9) bedeutet dies

eAPAPY - (VAa) ~ A¢*{ax(qd", ¢ ¢%) —ax(d", ¢, * +A¢°)}
+ A{az(q", P +A ¢%) —a3(d', ¢* %)},

oder nachdem wir die Differenzen auf der rechten Seite in Ag¢® beziehungsweise in Ag?
entwickeln,

_ 8&3 8(12

_ vas 0as 1k Ok
0q¢®>  O¢? j

eg' - (VAa) P

bzw. g' - (VAa) =7

)

wobei der total antisymmetrische Tensor n™* schon in der Formel (2.82) auftrat. Mit den
analogen Resultaten fiir die verbleibenden Komponenten erhalten wir folgende Formel fiir
die Rotation eines Vektorfeldes in beliebigen krummlinigen Koordinaten:

il Bak
v _ o nijk

Laplace-Operator: Um den LAPLACE-Operator zu berechnen, bilden wir zuerst den Gra-
dienten einer Funktion f und danach die Divergenz des so gewonnenen Vektorfeldes V f,

1 0 0
Af=V-Vf=ﬁaq,»(¢§g“a7j )

woraus sich

1 0 0
&= T (Vi 55) (29

fiir den gesuchten LAPLACE-BELTRAMI-Operator ergibt.

Rechtwinklige Koordinaten: In dieser Vorlesung werden wir fast ausschlieflich rechtwink-
lige Koordinaten gebrauchen, fiir welche der metrische Tensor diagonal ist,

gij = /\?(5@', so dafd \/§ = A3 (2_92)

ist. Dann sind die g; und g’ parallel zueinander (die Koordinatenlinien schneiden die Koor-
dinatenflichen senkrecht) und die Vektoren

e; = % =X\g  (keine Summe iiber i!) (2.93)

3
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bilden ein Orthonormalsystem. Entsprechend hat das Wegelement dr von {¢*} nach {¢*+dq’}
die Form

de = Z Ne;dg'. (2.94)

Es bietet sich nun an, ein Vektorfeld nach der orthonormierten Basis ¢; = ¢! anstelle der
kovarianten Basis g; zu entwickeln,

a=da'g; =a;g' = Z&i ¢ = a; = \id',  a; = \id;. (2.95)

2

Der Gradient einer Funktion vereinfacht sich zu
1 90f
Vf= — ¢, .96
f ; \; Ogi ¢ (2.96)
die Divergenz eines Vektorfeldes a = a;e; zu

V-a

N 1 |:6()\2)\3&1) a(/\1A3&2) 6()\1)\263) (2 )
o /\1 /\2 /\3 8q1 an 8(]3 ’ 97

und die Rotation hat die Form

1 [8(A3a3) _ 5(&“2)] ¢y + zyklisch. (2.98)

VAa= R a0

o3

Der LAPLACE-BELTRAMI-Operator vereinfacht sich zu

1 0 0 0 0 0 0
N = — X A3— + — A\ — + — N — . .
A1 A2 As <8q1 Ry 27 g q q) (2:99)

2.6.3 Teilchenbahnen in krummlinigen Koordinatensystemen

Wir wollen die Bewegung eines Punktteilchens in beliebigen (moglichst angepassten) Koor-
dinaten beschreiben. Wegen dr = dg'g; ist die Geschwindigkeit

_de _
=2 =

31

v q‘a; (2.100)

und die Beschleunigung
a=0="=%=qG'g; + ;. (2.101)

Fiir rechtwinklige Koordinatensysteme lassen sich die Gleichungen fiir Geschwindigkeit und
Beschleunigung wie folgt vereinfachen:

t= Z q'Nie; (2.102)
und

(3
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Da die ¢; orthonormiert sind, steht ¢; senkrecht auf e;.

Zylinderkoordinaten: Oft gebraucht werden die Zylinder- und Kugelkoordinaten. Fiir die
Zylinderkoordinaten (2.64) ist das Linienelement

ds? = dv - dv = dp* + p*dp® + dz?
und damit A, =1, A, = pund A, =1. Aus
t=pcospe, + psinpe, +ze,

berechnen sich die kovarianten Basisvektoren durch Ableiten von t nach den Zylinderkoor-
dinaten. Normiert man diese, so ergibt sich folgende orthonormierte Basis,

¢ = sza—p:coswez-l-sin(pey
1 10
e, = —ng——t:—sincpez+cos<p (2.104)
P pOp
ot
€, = QZZ&ZRZ,

siehe Abbildung (2.10). Eine kurze Rechnung zeigt, daf

I3 4 ey T3 [
z
_ ¢ _ to
t t
g 0 e
) p T © : T
Ll e - Tl e -
Abbildung 2.10: Zylinder- und Kugelkoordinaten
t o= pe,+ppe,+ e,
t = (p—p)e,+ (PP +2p9)e, + Ze.. (2.105)
Kugelkoordinaten: Fiir die Kugelkoordinaten (2.65) ist
t=rsinfcospe, +rsinfsinpe, +rcosbe, (2.106)
und man findet das Linienelement
ds® = dv - dv = dr® + r>df* + r’sin®6 dp?, (2.107)
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so daf A, =1, Ag =r und A, = rsinf. Durch Ableiten von dt nach den Kugelkoordinaten
und anschlieffender Normierung findet man die orthogonalen Einheitsvektoren

¢, = sinfcospe, +sinfsinpe, +cosfe,
¢g = cosfcospe, +cosfsinpe, —sinfe,, (2.108)
e, = —singpe, +cospe,,

sieche Abbildung (2.10). Damit kann man die Geschwindigkeit und Beschleunigung in Koor-
dinaten berechnen. Man findet fiir die Geschwindigkeit und die Beschleunigung die Formeln

t = 7'°e,~+r9eg+rsin0<,£7e¥7
. . . 2p 1d, . . .
t = (F—r’—rsin®0¢%)e, + [—E(rQG)—r sin 6 cos 02 | eg (2.109)
T
1

d 2 . 2.
+rsint9%(r sin 0(,0)%

2.6.4 Differentialoperatoren in Zylinder- und Kugelkoordinaten

Bei kugel- oder axialsymmetrische Problemen ist es oft angebracht die dem Problem an-
gepassten Kugel- oder Zylinderkoordinaten zu benutzen. Da diese Koordinatensystem oft
gebraucht werden, geben wir hier die explizite Form der Differentialoperatoren in Zylinder-
und Kugelkoordinaten an:

In Zylinderkoordinaten (7, ¢, z) gilt:

Vf = Eer+;%e¢+gez
Oa, a, 10a, Oa.
Ve = e Tt i, T
_ 10a, Jay, Oa, Oa, Oa, a, 10a,
Via = (r@cp 8z>er+<8z 8r>%+<8r 5 rap )

2 1 1 2 2
0°f 10f  10°f 0

A= gE e Tt o

In Kugelkoordinaten (r, 8, ) gilt:

_of 10f 1 9of
vio= arer+r80e€ rsin@&p%

_ Oa, 2a, 10ay ag 1 Oa,
Vea = or * r +r 00 +rtan9+rsin0 Oy

_ 1 0a, ag 1 Oag 1 Oda, Oa, ay
VAe = <r 06 +rtan0 rsiné 8<p>er+<rsin0 Oy or T ¢+

(% +%_laar>e
or r r 00 ¢
oy 20f 1f 1 0f 1 2f
or2  ror  r2002  r2tanf 00  r2sin® 6 0¢?
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