Endliche Gruppen und Permutationen

Endliche Gruppen und Permutationen

M Wirkungsmenge mit n Elementen

Gruppenmultiplikation = Komposition

Ordnung |S,,| = n!

spiter: G Gruppe mit |G| =n = G < S,

o S, enthilt alle Gruppen der Ordnung n als Untergruppen
Gruppentafel von G mit |G| = n

o Kopfzeile {g1 =e¢,82,...,8n}

Zeilezug: {ggi,...,88:} = {ms(g1),

@ Permutation 7, der Kopfzeile

e g+ g = m, # my = n verschiedene Permutationen 7, , . . .

Gr— S, g Ty
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bijektive Abbildung 7 : M — M heiflit Permutation (= Umordnung)

Permutationsgruppe= {Permutationen}= S,, auch symmetrische Gruppe

o me(gn)}

5 Tgn
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Elemente der Gruppenth
Homorphismen und Klasseneinteilunge:
Endliche Gruppen und Permutationen

Lemma
Sei G Gruppe der Ordnung n. Die Abbildung

7:Gr— Sy, g—>

ist ein Gruppenhomomorphismus mit Kern(mw) = e

Beweis.

e 7 : g — T, is Homomorphismus (benutze 7, (g") = gg’)

(Wgﬂg’)(g”) = (Wg)(glg”) = gg,g” = Tgg! (g//) = TgTg/ = Tggl -

@ Einselement G > e — 7, = Einselement in S,, Inverses 7, e o1

O
v
Kern(m) = e = G isomorph zu Bild von 7 (Isomorphiesatz) =
Satz (Cayley)
Gruppe G mit |G| = n => G isomorph zu Untergruppe von S,
.
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Endliche Gruppen und Permutationen

Die n Permutationen {7,| g € G}, bilden i.A. eine kleine Untergruppe in S, )

o unter den endlichen Gruppen sind S, ausgezeichnet
e wichtig fiir Quantensysteme von 7 identischen Teilchen (Fermionen, Bosonen, Anyonen)

Beispiel: Die symmetrische Gruppe S;

1 2
Permutation a : (1,2,3) — (2,3,1) odera = <2 3 i’) ’

die |S3| = 3! = 6 Elemente sind

(12 3 (1 2 3 (1
“=\1 2 3/ T2 3 1) —4 73

1 2 3 1 2 3 1
C_<1 3 2)’ d_“’_<3 2 1) f_Cb_<2

ca : zuerst a und dann ¢ Die Gruppe ist nicht-abelsch

—_ N —_— N
W W N W
SN~——
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Endliche Gruppen und Permutationen

Permutationen, Zyklen, Transpositionen

Darstellung von Zyklen (spezielle Permutationen)

o Permutation (mi, . ..,me—1,my) — (ma,ms, ..., mg,my) ist k—Zyklus (mi, mo, . ..

@ Permutation = Produkt elementfremder Zyklen (zuerst rechts, zuletzt links)

) n1k)

Beispiel: Zyklendarstellung von Elementen aus Sy

(1,2,3,4) — (1,3,4,2) wird mit (1)(2, 3,4) bezeichnet

mehrere Zyklen durch Klammern getrennt

(1,2,3,4) — (2,1,4,3) schreibt sich (1,2)(3,4)

Verkniipfung: (2,3,4) 0 (2,3,4) = (2,4,3); (2,3,4) o (1,2,3) = (1,3)(2,4)

einfachste Permutation = Transposition = Vertauschung zweier Elemente

k—Zyklus = Produkt von k — 1 Transpositionen
(mi,ma, ... ,my) = (mi,ma) ... (ma,m3) (mg—1, my)

= jede Permutation ist Produkt von nr Transpositionen (nicht eindeutig)
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Einle
Elemente der Gruppenth

Homorphismen und Klasseneinteilunger

Endliche Gruppen und Permutationen

Permutationen, Zyklen, Transpositionen

o nr gerade — gerade Permutation 7y; nr ungerade — my

1

® TyoTMy =Ty, Ty = Ty, wegen

[(m1, ma) (mayms) - - (my—r,mie)| ™" = (my i) (a1, mi—2) - - - (ma, my)

Lemma (A, ist Untergruppe) J

{geraden Permutationen} = alternierende Gruppe A, < S,

! 1 / 1" —1 ’ —1
MgOMy =Ty, MOy ="y, Ty =m,= tA71 CA VTES,

Satz (A, ist Normalteiler)

Alternierende Gruppe A, ist Normalteiler in symmetrischen Gruppe S,
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Endliche Gruppen und Permutationen

Zyklen und Konjugationsklassen

o A, < S, der groBte eigentliche Normalteiler
o der einzige Normalteiler fiirn =3 undn > 5
o Faktorgruppe S,/ A, = Z»

Beispiel: Konjugationsklassen von S,

@ Zyklen nach abnehmender Lénge anordnen

1 2 3 4 5 6

o Zerlegung in elementfreie Zyklen bis auf Reihenfolge gleich langer Zyklen eindeutig

@ Permutationen vom gleichen Typ

(1,3,8)(4,5)(2,6)(7), (1,4,6)(3,5)(7,8)(2) vomTyp (.,.,.)(,-)(:,-)()
o 1 Zyklus der Linge 1, 2 Zyklen der Léange 2, 1 Zyklus der Liange 3
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Einleitung

Elemente der Gruppentheorie
Homorphismen und Klasseneinteilunger
Endliche Gruppen und Permutationen

Partitionen von n € N

o allgemein: Zyklenzerlegung von 7 (Permutation von n Elementen)
= {vi, 1,3, ...,V } mit v, = Anzahl Zyklen der Linge ¢

vi+2u 4y, =n
@ Anzahl verschiedener Typen = Anzahl von Partitionen P(n) der Zahl n
Beispiel: Partitionen von 4

4=34+1=242=2+4+14+1=1+14+14+1=P4)=5

Anzahl Partitionen von n nach Euler

=[[a-a= > )¢ =1-g-+d+d —¢"—4¢"+...
m=1 n=—o00o
1 > .
= (s = P = 1 a 428 43¢ +5¢" 474+ 114° + 154"+
> n=1
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Endliche Gruppen und Permutationen

Charakterisierung von Konjugationsklassen

Satz (Konjugationsklassen von S,,)
Permutationen 7 und 7' in S, sind zueiander konjugiert <= m, ' sind vom gleichen Typ.
—> Anzahl Konjugationsklassen = Anzahl Partitionen P(n) von n.

v

Beispiel: Konjugation mit Transposition in Sg
o Esseienm = (1,2,3)(4,5)(6) und m = (2,5) =m,"
o Konjugation von 7 mit Transposition o

7’ = mnmy ' = mo(1,2,4,5,3)(6) = (1,5,3)(2,4)(6)

o 7’ bis auf den Austausch der Eintréige 2 und 5 gleich 7
o Konjugation mit Transposition 7y vertauscht 2 Eintrége in 7 ohne Typ von 7 zu @ndern.

vertauscht werden die in 7y stehenden Eintréige
v
Aufgabe
Uberlegen Sie sich, das letzte Aussage allgemein in S, gilt
v
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Endliche Gruppen und Permutationen

Konjugationsklasse von Ss

Beweis.

jedes 7 ist Produkt von Transpositionen = Typ dndert sich nicht bei Konjugation mit beliebiger

Permutationen.

Umgekehrt: 7, 7’ vom selben Typ konnen durch Vertauschen von Elementpaaren (=

Konjugation mit Transposition) ineinander iiberfiihrt werden.

Beispiel: Konjugationsklassen von S5, P(5) =7

Ss Partition vs v v v v | P(nv)
1 5 (.o 1 0 0 0 0| 24
2 441 (.)0)lo 1 0 o 1| 30
3 342 ())lo o 1 1 ol 20
4 34141 ()OO0 o 1 0 2] 20
5 2+42+1 (O] o o 0o 2 1] 15
6 2414+1+1] (H)OOWO]0 0o 0 1 3] 10
7| 1+1+1+1+1 | O)OOOG [0 0 0 0 5 1
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Endliche Gruppen und Permutationen

Satz (Anzahl Permutationen von festem Typ)

Die Anzahl Permutationen vom Typ (vi, 12, . .., V) ist

Pln,v) = (Hw) — Y Py =
=1 v

Kleine Gruppen zum Verstindnis der Liste (via GAP)
@ p Primzahl = gibt nur die Gruppe C, = Z,.
@ p Primzahl = gibt nur zwei Gruppen der Ordnung p?, nimlich Z, x 7Z, und Zyp
@ p, g keinen gemeinsamen Teiler: es gilt Z, X Z, = Zy,.
@ Zur Zeit existiert Liste von Gruppen mit |G| < 2000 mit 49 910 529 484 Gruppen'
o zur Notation: a: abelsch, na: nicht-abelsch, z: zyklisch, aufl: aufldsbar, «® = bab ™!

o Liste mithilfe von GAP: SmallGroupsInformation (6)

'H.U. Besche, B. Eick, E.A. O’Brien, Electon. Res. Announc. Amer. Math. Soc. 7 (2001) 1-4.
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Endliche Gruppen und Permutationen

Liste aller Gruppen mit |G| < 15

|G| Isomorphie isomorphe Wichtige
typ von G Priisentation Gruppen Eigenschaften

2 Zy 7
3 L3 z
4 Ziy X T a, Kleinsche Vierergr.
Zy z

5 Zs z
6 Xy X U3 Ze z
S3 =0 =ed =a' | D3 27 X% Diedergruppe

SL,(2, Z /27.) na, aufl

7 77 z
8 Din X Ty X Zip a
Zy X Za a

Zig z

D = =ed =a' Z4 % 7y | na, aufl, Diedergruppe

O | d*=e,t? =a* a® =a! H, | na, aufl, Quanterniongr.
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Einleitung
Elemente der Gruppentheorie
Homorphismen und Klasseneinteilunger
Endliche Gruppen und Permutationen

Liste aller Gruppen mit |G| < 15

9 Zy X U3 a
ZQ, Z

10 Zz X Z5 Z]0 z
Ds @ =0 =e,d =a! Zs X Un na, aufl, Diedergruppe

11 7y £
12 Zy X Ty X i3 Zy X g a
Ty X T3 VAT z

Ay @ =0 = (ab)* =e | (Zo X Tn) % T3 na, aufl, alternierende Gr.

De =0 =e,d =a! T X T na, aufl, Diedergruppe

H; | ®=e,0> =d’,a" =a! 73 % 74 | na, aufl, Dizyklische Gruppe

13 713 =
14 Zz X Z7 Z]4 z
D, ad =0 =ead =a"' T % Ty na, aufl, Diedergruppe

15 Ty X s Zys z

Andreas Wipf (FSU-Jena, TPI) Symmetrien in der Physik 47/48



Einleitung

Elemente der Gruppentheorie
Homorphismen und Klasseneinteilunger
Endliche Gruppen und Permutationen

Quaternionengruppe Qg

@ erzeugt von

a=|. und b=
o Relationena* =1, a®> = b?, bab~' =a!
@ Ordnung = 8, Elemente

0 ={1,a,d*,a’,b,ab,a’b,a’b} .

o iquivalent: Teilmenge {1, i, &, £k} der Quaternionen-Algebra

Aufgabe

Dies ist eine sogenannte Prisentation von Qg

Die Darstellung einer Gruppe durch erzeugende Elemente mit Relationen wird im Skript im
Anhang 2.5: ,,Priasentation einer Gruppe* besprochen.
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