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Aufgabe 17: Globale Eigenschafen von SO(3)

Zeigen Sie, dass SO(3) nicht einfach zusammenhéngend ist.
Erinnerung: Ein Raum ist einfach zusammenh&ngend, wenn er wegzusammenhéngend ist und jeder
geschlossene Weg stetig auf einen Punkt zusammengezogen werden kann.

Aufgabe 18: Die Nicht-kompakte Gruppe SU(1,1)
Die Matrixgruppe SU(1, 1) ist nahe verwandt mit der Gruppe SU(2) und definiert als

SU(1,1) = {U € Mat(2,C) |U'GU = G, G = diag(1,-1)}

1. Versuchen Sie eine dhnliche Parametrisierung zu finden, wie wir sie schon fiir SU(2) verwendet
haben. Vervollstdndigen Sie dazu

U:(“ b), mit o’ —... .
k k

2. Parametrisieren Sie a and b gemafs
a = cosh(r)e'®, b= sinh(r) e
and extrahieren Sie die Metrikkoeffizienten g;; aus ds* = %tr(U‘ldUU_ldU).

3. Bestimmen Sie das (invariante) Volumenelement dy = y/—g drd¢diy?
Bemerkung: Das ist das Haar-Maf der nicht-kompakten Gruppe SU(1, 1), welches spéter in der
Vorlesung noch behandelt wird.

4. Zeigen Sie, dass die Gruppenmanigfaltigkeit von SU(1,1) gerade der AdSs-Raum. Dessen Ein-
bettung in R? ist gegeben durch as

AdS3; = {X e R*| X7 + X7 - X3 - X7 =1}.

5. Finden Sie die Fundamentalgruppe von SU(1,1).

6. Uberzeugen Sie sich davon, dass SU(1,1) ~ SL(2,R).
Hinweis: Es existiert eine Matrix C, sodass CUC™! reell ist fiir alle U € SU(1,1).



Aufgabe 19: Invariante Integration

Es gibt viele Wege das eindeutige invariante Haar-Maf auf (kompakten) Lie-Gruppen zu bestimmen.
Sie kénnen fiir die folgende Aufgabe jede dieser Methoden verwenden. Motivierte Studenten verwenden
eine andere als in der vorigen Aufgabe.

Berechnen Sie das Haar-Maf fiir die Integration iiber SU(2) in der Parametrisierung

cost €6 —sint el”
U - . —i 71( .
sintd e  cosd e

Normieren Sie das Integrationsmaf, sodass Vol(SU(2)) = 1.

Aufgabe 20: Landautheorie des Ferromagnetismus

In Landaus Theorie des Ferromagnetismus hat die freie Energie als Funktion der absoluten Temperatur
und der Magnetisierung m € R? die folgende Form (fiir Konstanten a, b, T, > 0):

F(m,T) = a(T. — T)m? + b(m?)?, T absolute Temperatur.

1. Die Symmetrien der freien Energie definieren die ungebrochene Symmetriegruppe G. Was ist G
fiir das obige F'?

2. Die Menge der Ordnungsparameter m, die die freie Energie (bei festgehaltener Temperatur)
minimieren, heifst der reduzierte Raum M (in der Teilchenphysik: Vakuummanigfaltigkeit). Was
ist M unter und oberhalb der kritischen Temperatur 7,7

3. Wir sagen, dass eine Symmetrie spontan gebrochen ist, wenn die Stabilisator-Gruppe (engl.:
Jittle group”) H = {R € G|Rm = m} kleiner als die ungebrochene Symmetriegruppe ist. Was
ist H ober- und unterhalb der kritischen Temperatur? Kommt es in dieser Theorie zu spontaner
Symmetriebrechung?

4. Wir betrachten eine festgehaltene Magnetisierung mgy € M unterhalb der kritischen Temperatur.
Zeigen Sie, dass die Wirkung von G auf my ganz M reproduziert.

5. Ist die Linkswirkung von G auf M treu, frei oder transitiv?

6. Bestimmen Sie G/H.



