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Aufgabe 5: Diedergruppen®

Zeigen Sie, dass die Diedergruppe Dy (die Symmetriegruppe des Quadrats bestehend aus Drehun-
gen und Rotationen) das semidirekte Produkt Dy = Z4 > Zo ist. Zeigen Sie allgemeiner, dass
Dy, & Ty, > Zs.

*Bemerkung: Diese Aufgabe wurde in der ersten Ubung schon besprochen. Bitte formulieren Sie kon-
krete Fragen, falls etwas nicht klar geworden ist. Sie wird nur auf Nachfrage noch einmal diskutiert.

Aufgabe 6: Gruppen von Primordnung

Zeigen Sie, dass jede endliche Gruppe der Ordnung p isomorph zur zyklischen Gruppe Z, ist, wenn p
eine Primzahl ist.

Hinweis: Das Theorem von Lagrange konnte hilfreich sein.

Aufgabe 7: Gruppenwirkungen und die Euklidische Gruppe

Priifen Sie, ob die (Standard-) Gruppenwirkung der Euklidische Gruppe auf R" transitiv, frei und/oder
treu ist. Definieren wir weiterhin ®% : E,, x R — R” mit

@ﬁ,m(m) = Rx
und ®¢ : E, x R™ — R"™ mit
(I)((la,R) (m) =z +a.

Sind dies ebenfalls Gruppenwirkungen? Falls ja, sind sie transitiv/frei/treu? Was wiirde sich dndern,
wenn anstelle von E, >~ R" x O(n) das direkte Produkt R"” x O(n) verwendet worden wére?

Aufgabe 8: Galilei-Gruppe

Eine Galilei-Transformation
=t+7, =Rz+ut+a, mit u,acR?® R R=1,
ist durch die 10 Parameter (7,a,u, R) bestimmt. Fiithre nun eine zweite Galilei-Transformation mit
Parameter (7/,a’,u’, R') durch.
1. Zeigen Sie, dass die zusammengesetzte Transformation wieder eine Galilei-Transformation ist.
2. Was ist die zu (7, a,u, R) inverse Galilei-Transformation?

3. Thre Rechnung sollte zeigen, dass die Galilei-Transformationen eine Gruppe bilden es ist die
Galilei-Gruppe. Finden Sie die invarianten Untergruppen der Galilei-Gruppe.

4. Koénnen Sie diese Gruppe als semi-direktes Produkt einer Gruppe und eines Normalteilers schrei-
ben?



Aufgabe 9: Lorentz-Gruppe
Die Menge der d-dimensionalen Matrizen
L£L={AeGL,R)ATGA =G, G =diag(1,-1,...,-1)}
definiert die Lorentz-Gruppe in d Dimensionen. Der metrische Tensor G definiert das Linienelement
in d Dimensionen: ds? = (dz°)? — Y (dz")? = da G dx”.
1. Zeigen Sie, dass L eine Untergruppe von GL(d, R) ist.
Welche Dimension hat die Lorentz-Gruppe L7

Beweisen Sie, dass jedes A € L eine Determinante det A = £1 hat.
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Beweisen Sie, dass die Menge £ = {A € L|det A = 1} ein Normalteiler von L ist. Sie besteht
aus den eigentlichen Lorentz-Transformationen.

Aufgabe 10: Symmetriewiederherstellung in Monte-Carlo-Simulationen

In modernen Monte-Carlo-Simulationen von Quantenfeldtheorien muss eine d-dimensionale Theorie
mit euklidischer Symmetriegruppe Eq = R¢ > O(d) auf ein endliches Gitter abgebildet werden. Neh-
men wir an, dieses Gitter sei kubisch mit Gitterabstand a, L Punkten in jeder Richtung und mit
periodischen Radbedingungen ausgestattet.

1. Welche diskrete Untergruppe der Translationen R? und welche endliche Untergruppe der Rota-
tionen O(d) realisieren wir dadurch? Welches ist die insgesamt erhaltene Untergruppe?

2. Ist die geerbte Gruppenwirkung ® dieser Untergruppe treu? Falls nein, bestimmen Sie den
Normalteiler N = ker ® und die Faktorgruppe E;/N.

Waihrend es relativ intuitiv ist, dass die diskreten Translationen fiir @ — 0 und La — oo den richtigen
Grenzfall haben, ist das bei den Rotationen nicht so klar. Wesentliche physikalische Information steckt
in dem Propagator G, der fiir ein freies, diskretisiertes Skalarfeld in d = 4 im Impulsraum durch

-1
a 1 [1-8k
it inh - = -4/ 1
mi sinh 5 = 5 - (1)

3
2—4&Zcosp-ey

v=0

G(p) =

gegeben ist, wobei letztere Gleichung den Parameter x implizit mit dem Gitterabstand verbindet.

3. Stellen Sie die Konturlinien!

sie sich Kreisen fir a — 07

von G in der pz-py-Ebene fiir verschiedene Werte von x dar. Ndhern

4. Eine geeignete Grofle, um die Abweichung von voller Rotationssymmetrie zu charakterisieren,
ist

Glp) = Gleo)]’

G(p0)

wobei die Integrationsvariable ¢ der Winkel (bei festgehaltenem Abstand [p| vom Ursprung) in
der py-p,-Ebene und ¢y das Minimum von G(y) ist. Stellen Sie A fiir verschiedene k bzw. a
und verschiedene Absténde |p| dar. Interpretieren Sie Thr Ergebnis.

N(pl %) = / dv | (2)

2T

Diese Aufgabe basiert auf dem Artikel von LANG, C.B., und WINKLER, U., in PRD 47, 4705 (1993).

Bonusaufgabe: Fiir alle, die schon eine QFT-Vorlesung gehért haben, ist es eine schéne Ubung die
Gl. (1) nachzuvollziehen. Die verwendete Gitterwirkung finden Sie im obigen Artikel in Gl. (14).

Mit der Annahme, dass p kontinuierlich ist, setzen Sie dabei implizit voraus, im unendlichen Volumen zu arbeiten.



