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Kapitel 1

Einfiihrung in die Elektrostatik

Nach altbewédhrter Methode kann man elektrische Ladungen erzeugen, indem man zum Beispiel
Glas mit einem Seidentuch reibt. Der geriebene Korper zieht ein Kiigelchen aus Holundermark
an, was vor dem Reiben nicht der Fall war. Diese Erscheinung erklidren wir folgendermafien:
Atome bestehen aus einem positiv geladenen kleinen Atomkern! und einer um den Kern herum
angeordneten Hiille aus negativ geladenen Elektronen. Die positive Ladung des Kerns und die
negative Ladung der Hiille sind normalerweise? dem Betrage nach gleich grof, so dass Atome
insgesamt keine Ladung tragen. Bei manchen Substanzen lassen sich Elektronen der Hiille relativ
leicht entfernen. Das geschieht zum Beispiel durch Reiben des Glases mit Seide. Dabei gehen
Elektronen vom Glas auf die Seide iiber, so dass nach dem Reiben das Glas positiv, das Seiden-
tuch aber negativ geladen ist. Reibt man dagegen einen Gummistab mit Katzenfell, so gehen
Elektronen vom Fell zum Stab {iber. Durch Streichen des Glas- und Gummistabes aneinander
kann man wieder fiir einen Ausgleich der Ladungen zwischen beiden Stdben sorgen.

Wir haben hier schon von einem fundamentalen Naturgesetz — dem Erhaltungssatz fiir die
elektrische Ladung — Gebrauch gemacht. Nach diesem Gesetz ist die Summe aller elektrischen
Ladungen zeitlich konstant. Erzeugt man durch Ladungstrennung und Ladungstransport eine
positive Ladung an einem Ort, dann entsteht eine negative Ladung an einem anderen Ort. Wir se-
hen die Existenz elektrischer Ladungen als gegebene Tatsache an. Die beobachteten Anziehungs-,
Abstolungs- und Warmewirkungen sind die Folgen der Wechselwirkungen zwischen Ladungen.

1.1 Das Coulombsche Gesetz und Maflsysteme

Zwischen elektrisch geladenen Koérpern wirken Kréfte, die vom Ladungszustand abhéngen. La-
dungen entgegengesetzten Vorzeichens ziehen sich an, Ladungen gleichen Vorzeichens stoflen
sich ab. Fiir zwei kugelférmige Korper, deren Durchmesser viel kleiner als ihr Abstand ist, ist
das Kraftgesetz besonders einfach. Diese Kraft kann man zum Beispiel auf eine Art messen,
die in Abb. 1.1 dargestellt ist: Aus den Ablenkungen 1 und o der geladenen Kiigelchen aus

'Der Durchmesser des Atomkerns betrigt etwa 10~ **cm.
2Fiir Ionen fehlen einige Elektronen in der Hiille.
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Abbildung 1.1: Eine Methode zur Bestimmung der Kraft zwischen zwei elektrischen Ladungen.

ihren Gleichgewichtslagen und ihren Massen kann man die wirkende Kraft F berechnen®. Die
Experimente zeigen, dass die Kraft proportional zu den elektrischen Ladungen ¢; und invers
proportional zum Quadrat des Abstands ri2 = |r; — 2| der beiden Ladungen ist. Diese Cou-
lombkraft wirkt in Richtung der Verbindungslinie der beiden Ladungen. Damit ergibt sich das
folgende Kraftgesetz fiir zwei Punktladungen

qiq2 T1 — T2
Cc = T a-
47T€0 ’7'1 — 7'2‘3

(1.1)

Die Dielektrizitdtskonstante des Vakuums ¢ bestimmt die Stdrke der Wechselwirkung; ihr nu-
merischer Wert hiéngt von der gewédhlten MaBeinheit fiir die Ladungen ¢; und g2 ab.

Das Coulombgesetz (1.1) ist die Grundlage der Elektrostatik, in der man ruhende oder sta-
tiondre Ladungsverteilungen betrachtet. Die 1/r2-Abhéngigkeit der Coulombkraft ist iiber viele
Langenbereiche experimentell bestétigt. Im Zentimeter- bis Meterbereich kann man das Gesetz
durch Experimente an makroskopischen geladenen Koérpern im Labor direkt nachpriifen. Fiir
mikroskopische Distanzen vergleicht man die Resultate von Streuexperimenten (zum Beispiel
ionisierte Heliumkerne an Goldkernen oder Elektronen an Positronen) mit den Vorhersagen
der Theorie, welche auf dem Coulombgesetz beruhen®. Fiir astronomische Skalen kann man
die planetaren Magnetfelder ,ausmessen“, deren Form eng mit dem Coulombgesetz verkniipft
ist. Bisher wurde im Lingenbereich von 107'%cm bis einigen astronomischen Einheiten keine
Abweichung vom Coulombgesetz gefunden.

Fir die Coulombkraft gilt das Superpositionsprinzip: Die von mehreren Ladungen auf eine
gegebene Ladung ausgelibte Kraft ergibt sich als Summe der einzelnen Coulombkréifte zwischen
den Ladungen und der gegebenen Ladung. Das Superpositionprinzip gilt nicht fiir alle Kréfte in
der Natur und ist keine Selbstverstdandlichkeit.

3Die elektrische Kraft hilt der von der Gravitation herrithrenden Riickstellkraft m;gsin ¢; das Gleichgewicht.
4Kommt man einem ,Punktteilchen® niher als seine Comptonwellenlinge, dann hingt seine Ladung vom
Abstand ab, e = e(r).

A. Wipf, Elektrodynamik
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1.1.1 Messung und Einheit der Ladung

Die Ladung kann man zum Beispiel mit dem sogenannten Bldttchenelektroskop, dargestellt in
Abb. 1.2, messen. Die beiden diinnen Aluminium- oder Goldfolienblattchen B; und Bs sind

K
@
i Isolator
[

Abbildung 1.2: Bldttchen Elektroskop.

mit dem metallischen Kopf K leitend verbunden, aber gegen das Gehéuse isoliert. Bringt man
elektrische Ladung auf K, so verteilt sich diese auf die beiden Bléttchen. Diese stoflen sich
gegenseitig ab und spreizen auseinander. Die Abstoflung wird umso grofler, je grofler die auf
K aufgebrachte Ladung ist. Nach einer Eichung der Skala kann man {iber den Ausschlag der
Blattchen die Grofle der Ladung messen.

Wie wir schon erwahnten, gilt fiir die Ladungen der Erhaltungssatz: Die Summe der Ladungen
eines abgeschlossenen Systems ist erhalten. Des Weiteren treten in der Natur nur quantisierte
Ladungen auf. Die Ladung des Protons wird mit ¢ = e und diejenige des Elektrons mit ¢ =
—e bezeichnet. Die Ladungen aller Elementarteilchen® sind quantisiert. Allerdings spielt die
Quantisierung der elektrischen Ladung fiir makroskopische Koérper mit ¢ > e keine Rolle.

Erst nach Einfithrung einer Ladungseinheit oder gleichbedeutend nach Festlegung der Konstan-
ten o in (1.1) wird die Ladung zur Mefigrofie. Es wére am natiirlichsten, das Ladungsquant,
also die Ladung des Protons, als Ladung 1 LE zu definieren. Danach wére die Konstante £( eine
bestimmbare Grofie der Dimension

LE)’
[eo] = !, N=Newton, m=Meter .
Nm?

International eingefiihrt ist allerdings die Ladungseinheit

1 Coulomb = 1C,

’Die fundamentalen geladenen Elementarteilchen sind die Leptonen e, u, 7, die Quarks u,d, ¢, s,t,b und die
Eichbosonen W*. Das Proton besteht aus zwei up-Quarks und einem down-Quark.

A. Wipf, Elektrodynamik
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fiir die Elektrizitdtsmenge. Sie wird mit Hilfe pro Zeiteinheit durch einen Leiter flieenden elek-
trischen Stromes definiert,
1 A =1 Ampere = 1C/s. (1.2)

Diese Definition fithrt zur Festlegung

02
£0 = 8.854 187 - 10*12Nm2 : (1.3)

Ein Coulomb ist eine enorm grofle Ladung. Zwei Kérper im Abstand von 1m, die je ein Coulomb
Ladung tragen, iben eine Kraft von
1 C?

Fo = — ~9-10°N 1.4
¢ 4dmeg m? (1.4)

aufeinander aus.

Es fehlt noch die Festlegung der Stromeinheit. Diese kann iiber die Kraft zwischen zwei paralle-
len, unendlich langen und Strom durchflossenen (idealisierten) Drahten im Abstand d bestimmt
werden. Flieit durch jeden Draht der Strom I = Ag/At, so wirkt auf jedes Drahtstiick der
Léange Al die Kraft (siehe spater)

AF o I?

Al 2rd’
wobei ¢ die Lichtgeschwindigkeit ist. Zwei Driahte im Abstand von d = 1m, durch die jeweils 1
Ampere flieBt, erfahren eine Kraft pro Linge von 2 - 10~"N/m.

Die universelle Elementarladung (z.B. Betrag der Ladung des Elektrons) ist dann
e =1.60217733(49) x 107'°C,  Unsicherheit 0.30 ppm . (1.5)

Neben der Ladungseinheit benutzen wir als mechanische Einheiten fiir Linge, Masse und Zeit
den Meter (m), das Kilogramm (kg) und die Sekunde (s). Die Arbeits- und Leistungseinheiten

sind
2 Joule

K
M 1 Watt =1 . (1.6)
S

sz

1Joule=1Nm =1

Das Mafisystem mit der Einheit Ampere als vierter Grundeinheit heiit MKSA-System oder
SI-System. MKSA steht fiir Meter, Kilogramm, Sekunde und Ampere und SI fiir Systeme In-
ternational d’Unites.

1.2 Das elektrische Feld

Zum Begriff des elektrischen Feldes gelangt man, wenn man nach der Ubertragung der elektri-
schen Krifte von einer Ladung g1 auf eine andere Ladung ¢o fragt. In der Elektrostatik muss man
diese Frage nicht unbedingt stellen. Man kann sich damit begniigen, dass eine Kraft zwischen
elektrischen Ladungen wirkt; die Ausbreitung der Kraft ist in der Statik unwesentlich. Geht man

A. Wipf, Elektrodynamik
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allerdings zu zeitlich rasch verinderlichen Ladungs- und Stromverteilungen iiber®, so stellt sich
die Frage nach der Ausbreitung von Kraft und Energie erneut. Nun kann sie nicht mehr um-
gangen werden, da sich elektromagnetische Wirkungen mit der endlichen Lichtgeschwindigkeit
fortpflanzen. Daher ist es angebracht, schon in der Elektrostatik nach der Art der Kraftiibertra-
gung zwischen Ladungen zu fragen. Dies fiihrt uns auf den Begriff der elektrischen Feldstéarke,
oft nur elektrisches Feld genannt. Vom Feldwirkungsstandpunkt aus miissen wir uns eine von
den Ladungszentren ausgehende Erregung des umgebenden Raumes vorstellen.

Wir definieren das elektrische Feld E iiber die auf einen (moglichst kleinen) geladenen Probe-
korper ausgelibte Kraft, geteilt durch die Ladung des Probekdorpers,

o1
E(r) —él_r:%gF(r). (1.7)
Das elektrische Feld variiert von Ort zu Ort nach Richtung und Gréfle. Durch den Grenzfall
q — 0 wird erreicht, dass die Probeladung die vorhandenen Ladungen nicht stort, z.B. in diesen
keine Polarisation der elektrischen Ladung hervorruft.

Die Dimension des elektrischen Feldes ist
[E]=N/C. (1.8)

Wenn wir der Richtung von E folgen, durchlaufen wir eine elektrische Kraftlinie bzw. Feldlinie.
Man kann das Feldlinienbild festlegen, indem man von jeder positiven Ladungseinheit eine Feld-
linie ausgehen ldsst. Entsprechend endet an jeder negativen Ladungseinheit eine Feldlinie. Dann
ist die Dichte der Feldlinien proportional zur elektrischen Feldstéarke.

Nun bewegen wir eine Probeladung q langs eines die Punkte r und r verbindenden Weges
C. Die auf dem kleinen Wegstiick dr vom Feld an der Probeladung verrichtete Arbeit ist gleich
dr multipliziert mit der Kraft ¢|E| in Richtung des Weges, also gleich ¢F - dr. Der Ausdruck
ist positiv, wenn eine positive Ladung in Richtung von E bewegt wird, wobei also Arbeit nach
auBlen gewonnen wird. Fiir ein ortsabhéngiges F ist die gewonnene Arbeit bei der Bewegung
einer Ladung durch das Linienintegral

q/E-dr:q/E(r(s))-i"(s)dsqu (1.9)
c S1

gegeben. Hier durchlauft r(s) die Kurve C, welche den Anfangspunkt r; mit dem Endpunkt o
der Bewegung verbindet, also r(s1) = r und 7(s2) = 2. Wir nennen das Linienintegral V' die
Spannung. Zur Berechnung der Spannung muss neben den Endpunkten auch der verbindende
Weg bekannt sein. Nur in wirbelfreien Feldern mit V x E = 0 ist nach dem Stokesschen Satz
das Linienintegral und damit die Arbeit im elektrischen Feld unabhéngig vom Weg. Dann sagen
wir statt Spannung auch Potentialdifferenz zwischen den Punkten r und 5. Die Einheit der

5Siehe Kapitel 5

A. Wipf, Elektrodynamik
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1 2

Co

Abbildung 1.3: Die Spannung hingt vom Weg ab.

Spannung im SI-Einheitensystem ist
[V]=17J/C. (1.10)

Nun betrachten wir N Punktladungen ¢1, ..., gy, die an den Orten 7y, ..., 7y ruhen. Nach dem
Superpositionsprinzip” ist eine Punktladung ¢ am Orte r der Kraft

N
q r—r
F(r)= ; _=qE
(r) e i§:1q|r_ri|3 qE(r)

ausgesetzt. Entsprechend ist das elektrische Feld von N Punktladungen gleich

1 & rT—T;
E = ; . 1.11
(r) 47eg ; & |r — r)3 (1.11)

Das Feld einer positiv geladenen Punktladung in in Abb. 1.4 dargestellt. Ebenfalls gezeigt sind

Abbildung 1.4: Aquipotentialfiichen und elektrisches Feld einer Punktladung.

"Fiir Punktladungen treten keine Polarisationseffekte auf.

A. Wipf, Elektrodynamik
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die Aquipotentialflichen, die auf den folgenden Seiten eingefiihrt werden. Abbildung 1.5 zeigt
dagegen die Aquipotentialflichen und das elektrische Feld fiir zwei entgegengesetzt geladene
bzw. zwei gleich geladene Punktteilchen.

Abbildung 1.5: Aquipotentialfiichen und elektrisches Feld fiir zwei entgegengesetzt geladene
(links) und zwei gleich geladene Teilchen (rechts).

Das elektrische Feld (1.11) ist der Gradient einer Funktion ® und seine Quellen sind an den
Orten der Punktladungen lokalisiert. Um dies einzusehen, benutzen wir die Formeln

1 _ r—Ty
| — 1] |r — 1|3
r—179 1
Vi =—A——— =Ad7né(r —np). 1.12
|r —ro|3 |r — o] ( ) ( )

Gradient, Divergenz und Rotation sind lineare Operationen und deshalb folgt

E(r)=-Vo(r), O(r) =

Da ein Gradientenfeld immer wirbelfrei ist, impliziert dieses Resultat

VXxE=0 und V-E=-Ad(r)= ;Zqié(r - 7). (1.13)
0

Wegen E = —V® hingt die Spannung ldngs eines Weges C : r; — 15 nur von den Endpunkten
ab
VE/E-dr:—/V(I)-dr:@(rl)—cb(rg) (1.14)
C C

A. Wipf, Elektrodynamik
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und wird zu einer Potentialdifferenz. Entsprechend héngt die bei der Bewegung einer Probela-
dung zu leistende Arbeit ebenfalls nur von dem Anfangs- und Endpunkt ab,

A= —q/E Cdr = q®(rs) — gB(r1) . (1.15)
C

Bewegt man eine Ladung lédngs einer beliebigen, geschlossenen Kurve, dann verschwindet die
Arbeit. Also ist fiir Coulombfelder die elektrische Ringspannung gleich Null,

o:fE-dr. (1.16)

Bewegt sich eine Ladung allein unter der Kraftwirkung des Feldes, gilt also fir den Probekorper
mit der Masse m die Bewegungsgleichung®

dv

— =qF, 1.17
m =4 (1.17)

so wird die dem Feld entnommene Arbeit wegen des Energiesatzes gleich der Zunahme der

kinetischen Energie des Korpers sein,

mvs  muv?

5 o =q®(r1) —q®(r2). (1.18)

Hier bezeichnen v; und v, die Anfangs- und Endgeschwindigkeit des Probekoérpers. Deshalb
gibt man die kinetische Energie, die ein geladenes und anfangs ruhendes Teilchen beim Durch-
laufen einer bestimmten Strecke erhélt, meist unmittelbar durch das Produkt aus Ladung und
durchlaufener Spannung an. Ein Proton hat die kinetische Energie von 1 KeV, wenn die Span-
nungsdifferenz zwischen Anfangs- und Endort 1000 Volt betragt.

Die Feldlinien schneiden die Aquipotentialfiichen, auf denen das elektrostatische Potential ®
konstant ist, orthogonal. Zum Beweis betrachten wir eine Kurve 7(s) in einer solchen Fléche.
Dann ist ®(r(s)) konstant und entsprechend gilt

d , .
0= £<I>(r(s)) =Vo(r(s)) r(s) = —E(r(s)) - 7(s) .
Daher ist das elektrische Feld orthogonal zu allen Tangentialvektoren an die Fléiche, d.h. ortho-
gonal zur Aquipotentialfliche. Bei der Bewegung einer Probeladung auf einer festen Aquipoten-
tialflache wird also weder Arbeit verrichtet noch gewonnen.

Wir benutzen nun die Gauflsche Integralformel, um den Fluss des elektrischen Feldes durch die
Oberfliche OV eines beliebig gewédhlten Raumgebiets V' mit der im Gebiet enthaltenen Ladung
in Verbindung zu bringen. Sei also n das nach auflen gerichtete Einheitsfeld orthogonal zu 0V

8Beziiglich der Verhiltnisse bei hohen CGeschwindigkeiten verweise ich auf das Kapitel iiber die relativistische
Mechanik.

A. Wipf, Elektrodynamik
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Aquipotentialfliche
O = C1

Aquipotentialflsiche
D=c

Abbildung 1.6: Die Flusslinien schneiden die Aquipotentialfiichen orthogonal.

und df = ndf das gerichtete Oberflaichenelement,
E-df =FE-ndf =E,df, E,=FE -n,

dann ist nach dem Gauflschen Satz

1
E-d :/V-Ed3r:— i/ér—ndgr.
o Edf =), S 2, =)

Nach Definition der Dirac’schen Delta-Distribution ist das letzte Integral gleich 1, wenn die
Ladung g; in V liegt und es verschwindet, wenn sie auflerhalb liegt. Folglich erhalten wir

Bodf=— 3 a=—alV), (1.19)

ov eV €0

wobei ¢(V) die gesamte in V enthaltene elektrische Ladung bezeichnet. Der gesamte durch
0V stromende Fluss der elektrischen Feldstérke, oft als elektrischer Kraftfluss bezeichnet, ist
demnach proportional zur Ladung in V.

Wie sieht nun das elektrische Feld einer beliebigen Ladungsdichte p(r) aus? Die elektrische
Ladungsdichte ist so definiert, dass fiir jedes Raumgebiet V

oV) = [ or)d's (1.20)

A. Wipf, Elektrodynamik
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df = ndf

e

ov

Abbildung 1.7: Der Fluss des elektrischen Feldes durch OV misst die Ladung in V.

die in V enthaltene Ladung ist. Wir zerlegen V in viele kleine disjunkte Teilgebiete,
V=V1uWUu: -UWy, VinV;=0 fir i+#j,

und schreiben die Ladung ¢(V') als Summe der Ladungen in den Teilgebieten
aV) =Y a0 = Y [ ptr)d*r
i iy

Wir wéhlen die Volumen der Teilgebiete V; so klein, dass die darin enthaltenen Ladungen ¢(V;) als
Punktladungen betrachtet werden kénnen. Dies setzt voraus, dass der Ort r, wo das elektrische
Feld gemessen wird, weit weg von V; ist. Etwas genauer: Ist r; € V; und d; der ,,Durchmesser*
von V;, dann muss |r — 75| > d; gelten.

Nach dem Superpositionsprinzip ist das elektrische Feld aller ,Punktladungen® q(V;) gleich der
Summe der elektrischen Felder der einzelnen ,Punktladungen®, F = —V® mit

d*r' fiir d; —
47rz-:oz|r—n| 4weoz/|r—r,| o <lr =il

Nun machen wir den Grenziibergang |V;| — 0, wobei die ¢(V;) in der Tat zu Punktladungen wer-
den, und erinnern uns daran, dass r; in V; liegt. Nach dem Mittelwertsatz der Integralrechnung
konvergiert die Riemannsche Summe gegen das entsprechende Integral und wir erhalten

A. Wipf, Elektrodynamik
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1l p(r') 5,
P = dcr . 1.21
(7‘) 47780‘/ |,',, _ ,',,/| r ( )

Die obige Bedingung d; < |r — r;| bedeutet nun, dass r # 7’ gelten muss. Wir wollen noch
einsehen, dass wir fur stetige Ladungsdichten diese Einschrdnkung fallen lassen kénnen. Dazu
bestimmen wir den Beitrag der Ladungen in der Umgebung des Ortes r zum Integral (1.21).
Wir diirfen 7 = 0 annehmen und als Umgebung V. eine Kugel mit Radius € um r = 0 wéhlen.
Fiir stetige p konnen wir den Mittelwertsatz der Integralrechnung anwenden und finden

pr )d3’: (7“)/ 1 d3r' = dmp(r /drr—27r,0 (7)e?,
v. 1 v r'

wobei 7 € V. ist und 7’ die Lange von r’ bezeichnet. Verkleinern wir die Umgebung, d.h lassen
wir € — 0 streben, dann erhalten wir keinen Beitrag dieser Umgebung zum Integral fiir ®(0).
Also diirfen wir die Einschrankung r ¢ V im Integral (1.21) fiir & oder im entsprechenden
Integral fiir E aufgeben,

E(r)=—Vd(r) = @mm/fwmwN::;%. (1.22)

Die Ladungsdichte von N Punktladungen an den Orten r; ist offensichtlich
N
i=1
Fiir diese unstetige Verteilung liefert das Integral (1.21)
¢mzlz/ﬁwf/ Z (1.24)
dmeg < Jv “ r’\ 47T60 |r — n\ '

das korrekte elektrische Coulomb-Potential fir Punktladungen. Deshalb sind (1.21,1.22) die Ver-
allgemeinerung des Coulombgesetzes fiir Punktladungen auf beliebige Ladungsverteilungen. Fiir

beliebige Ladungsverteilungen ist das elektrische Feld ein Gradientenfeld und damit verschwin-
den alle elektrischen Ringspannungen,

7{ E -dr =0 fiir alle geschlossenen Wege. (1.25)

Dies bedeutet insbesondere, dass es in der Elektrostatik keine geschlossemen Feldlinien gibt.
Gébe es namlich nur eine geschlossene Feldlinie, so wére bei der Fiithrung einer Testladung
entlang dieser Linie die Arbeit ungleich Null.

A. Wipf, Elektrodynamik
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1.3 Feldgleichungen der Elektrostatik

Das elektrische Feld E ist durch sein Wirbelfeld V x E und sein Quellenfeld V - E bis auf
eine Konstante eindeutig bestimmt. Fiir Punktladungen ist es wirbelfrei mit Quellen an den
Positionen der Punktladungen. Wegen des Superpositionsprinzipes gelten diese Aussagen auch
fiir beliebige Ladungsverteilungen p(7). Davon wollen wir uns aber noch direkt tiberzeugen. Fiir
beliebige Ladungsdichten ist das elektrische Feld durch das Integral (1.22) eindeutig bestimmt
und wir wahlen diese Integraldarstellung als Ausgangspunkt. Wegen E = —V & ist E wirbelfrei,

VxE=0. (1.26)

Fir das Quellenfeld finden wir

V. E(r) = —Ad(r)

45/d3 1r’|
= = [@p(rstr ) = ;p()

Damit finden wir als zweite Bestimmungsgleichung fiir E die partielle Differentialgleichung

v E=". (1.27)
€0
Die Gleichungen (1.26,1.27) sind die Feldgleichungen der Elektrostatik. Die erste Gleichung (1.26)
heifit auch homogene Gleichung, die zweite Gleichung (1.27) wegen des Quellterms auf der rech-
ten Seite inhomogene Gleichung. Diese Feldgleichungen sind partielle Differentialgleichungen,
die das Feld lokal bestimmen®. Das Grundproblem der Elektrostatik ist, aus einer gegebenen
Ladungsverteilung p(r) das Feld E(r) zu berechnen.

In einigen Darstellungen der Elektrostatik werden diese beiden Grundgleichungen in den Vor-
dergrund gestellt. Aus ihnen kann man natiirlich wieder die allgemeine Lésung konstruieren:
Jedes wirbelfreie Vektorfeld ist ein Gradientenfeld, d.h. es gibt ein Potential ® mit E = —V®.
Damit wére die homogene Feldgleichung bereits gelost. Setzen wir diese Losung der homoge-
nen Gleichung in die inhomogene Gleichung (1.27) ein, so erhalten wir die wichtige Poisson-
Gleichung

~A(r) = —p(r). (1.28)

Um diese inhomogene elliptische partielle Differentialgleichung zu l6sen, beschafft man sich zu-
erst eine Greenfunktion von —A, d.h. eine Funktion G(r, r’), welche

—AG(r, ") = i6(7“ —r') (1.29)
€0

9fiir eine eindeutige Festlegung der Lésung benétigt man noch die Randbedingungen, siche unten.

A. Wipf, Elektrodynamik
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erfiillt. Eine Greenfunktion ist also eine Losung von (1.28) fiir eine Punktquelle der Ladung 1.
Vermittels der Greenfunktion kann man nun eine Losung von (1.28) konstruieren,

o(r) = / &Br'G(r, ' )p(r') (1.30)
Dies ist leicht zu beweisen,
—AD(r) = —/d3r’AG(r, rp(r') = gl/dgrlé(r —rp(r') = gi,o(r).
0 0

Von unseren obigen Resultaten iiber das Potential wissen wir natiirlich bereits, dass

G(r,r")

11
7 (1.31)

- dreg |r — 1

das Potential fiir eine Punktladung, und damit eine Greenfunktion ist. Deshalb ist eine Losung

von (1.28)
- 1 3 p(’l’,)
d(r) = y— /d5r P (1.32)

Dies ist allerdings noch nicht die allgemeine Losung von (1.28). Um eine solche zu finden, miissen
wir eine allgemeine Losung der homogenen Gleichung A®; = 0 zu ¢ addieren. Damit lautet die
allgemeine Losung von (1.28)

1 3,./ p(r’)
= P P, =0. .
o(r) Ireq /d T I — 1] + Op(7), APy, =0 (1.33)

Die harmonische Funktion ®; wird durch die physikalischen Randbedingungen eindeutig be-
stimmt.

Wir fassen zusammen: Die differentiellen Grundgleichungen der Elektrostatik lauten

1
V-Ezg—p und VX E=0. (1.34)
0

Diese sind dquivalent zu den Integralformen

1
Edf = —q(V) und fEdr 0. (1.35)
oV €0

Die homogene Gleichung in (1.34) wird durch Einfithrung des Potentials ® gelost. Die verblei-
bende inhomogene Gleichung fiir ® ist die Poisson-Gleichung mit der Losung (1.33).

1.3.1 Feld einer kugelsymmetrischen Ladungsverteilung

Wir werden nun das Potential und das elektrische Feld einer kugelsymmetrischen Ladungsver-
teilung

p(r)=p(r) = q=4n /OOO p(r)yridr, r=r|, (1.36)

A. Wipf, Elektrodynamik
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bestimmen. Aus Symmetriegriinden weist das elektrische Feld in Normalenrichtung E = E,.(r)e,,
r = re,. Die erste Gleichung in (1.35) vereinfacht sich zu

i) = 2 () = am [y ar

so dass man fiir das elektrische Feld die Bestimmungsgleichung

L q(r)
ET(T) - 471'807‘72

(1.37)

erhélt, wobei ¢(r) die Ladung innerhalb einer (gedachten) Kugel vom Radius r bezeichnet.
Insbesondere fiir eine homogen geladene Kugel mit Ladungsdichte

po furr=|r|<R
p(r) = )
0 firr>R

gilt ¢(r) = (r/R)3q fiir r < R und ¢(r) = ¢ fiir 7 > R. Dabei bezeichnet ¢ die Gesamtladung der
Kugel. Deshalb ist das elektrische Feld

4reg R <R
Bo(r) = | /Um0 (1.38)
q/(4meor?) v > R.
Das Potential ® héngt aus Symmetriegriinden ebenfalls nur vom Radius ab und
dd(r)
E.(r)=— . 1.
(n=-"0 (1.39)
Die Loésung auflerhalb der Kugel ist
o(r> R) = —1 (1.40)
"  Adwegr’ ’

wobei die Integrationskonstante wegen unserer Normierungsbedingung ®(co) = 0 wegféllt. Au-
Berhalb der Kugel dndert sich das Feld nicht, wenn wir bei gleich bleibender Ladung die Kugel
verkleinern. Das Feld ist identisch zum Feld einer Punktladung im Kugelzentrum. Innerhalb der
Kugel ist
2
q r
Sneo BB

Fiir beschrankte Ladungsdichten ist das elektrische Feld stetig und entsprechend das Potential

1
d(r<R) = ~GePo r?+c= (1.41)

differenzierbar. Dies legt die Integrationskonstante c fest und wir erhalten

O(r < R) =1 5. (1.42)
~ SreoR R2) '

A. Wipf, Elektrodynamik
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Die Ladungsverteilung, das elektrische Feld und Potential einer homogen geladenen Kugel sind
in der Abbildung 1.8 gezeigt.

P E, (O}

ocl/r2 o« 1/r

R r R r R r

Abbildung 1.8: Ladungsverteilung p(r), Feldstirke E,(r) und Potential ®(r) einer homogen ge-
ladenen Kugel.

Ist dagegen die Ladung gleichméBig auf einer (unendlich diinnen) Kugelschale vom Radius R
verteilt, wie es bei idealen Leitern der Fall ist, dann findet man mit der ersten Gleichung in
(1.35) ein verschwindendes Innenfeld,

0 r<R
E.(r)= 1.43
") {q/(47r507“2) r> R. (1.43)

Mit Messungen aulerhalb der Kugel kann man nicht entscheiden, ob die Ladungen in der Kugel
homogen verteilt sind oder gleichméfig auf der Kugeloberfliche sitzen.

1.4 Energie des elektrostatischen Feldes

Wir wollen zuerst die Frage beantworten, was die Energie eines geladenen Testteilchens in einem
gegebenen elektrischen Feld ist. Wir nehmen an, das elektrische Feld sei lokalisiert. Dann diirfen
wir das elektrostatische Potential im Unendlichen auf Null normieren, ®(r — oo) = 0. Wir
bringen eine Testladung aus dem Unendlichen an den Ort r. Dabei miissen wir die Arbeit

A=— [ F-dr = q®cx(r) (1.44)
/

A. Wipf, Elektrodynamik
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verrichten. Hier ist C' irgendein Weg, der aus dem Unendlichen nach r fihrt. Nun bewegen wir
N Testladungen!? aus dem Unendlichen an die Orte 7q,. .., ry. Die verrichtete Arbeit ist

N
A:Z q; Doyt rz Zq Dext rz = /d3?”/) Doyt 'rz)-
=1

Hier ist V; ein kleines Volumen, das genau die Ladung am Ort 7; enthélt. Da r; in V; liegt,
erhalten wir im Grenzfall einer Ladungsverteilung fiir die Energie dieser Ladungsverteilung in

einem dufleren elektrischen Feld
U=A= /d‘?‘r p(1)Pext (1) . (1.45)

Fiir eine Punktladung ist dieses Resultat identisch mit (1.44).

Nun wollen wir uns von der Testteilchenapproximation 16sen und bestimmen die elektrostatische
Energie einer Ladungsverteilung in ihrem eigenen Feld. Dazu bringen wir zuerst die Ladung ¢

Abbildung 1.9: Energie von Testteilchen im dufleren Feld (linkes Bild) und Gesamtenergie von
wechselwirkenden geladenen Teilchen (rechtes Bild).

aus dem Unendlichen in die Ndhe von ¢1, danach g3 aus dem Unendlichen in die Ndhe von ¢
und g9 usf. Es sei U(ry, ..., ry) die Energie von N Punktladungen, die an den Orten r,..., 7y
ruhen. Nun transportieren wir eine weitere Punktladung gn41 aus dem Unendlichen in die Néhe
der vorhandenen N Punktladungen. Die Energie des aus N + 1 Teilchen bestehenden Systems
ist dann

N
dN+1 di
U(Tl,...,TN+1):U(Tl,...,TN)+ + Z :

Mit U; = 0 kénnen wir diese Induktionsformel 16sen und finden

Z| qiq; Z| q:4; (1.46)

T — 1] 871'60 T — 1|

47r£0

0Dje Ladungen der Teilchen seien so klein, dass sie weder das gegebene elektrische Feld andern noch gegenseitig
wechselwirken.

A. Wipf, Elektrodynamik
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Um die Energie einer kontinuierlichen Ladungsverteilung p zu finden, teilen wir das Gebiet V,
welches die Ladungen enthélt, in kleine Teilgebiete V; auf. Wie frither sei ¢(V;) die in V; enthaltene
Ladung. Wir diirfen ¢(V;) als Punktladung behandeln und obiges Resultat anwenden. Dies fiihrt
auf

1 qVi)g(V;) 1 Z Jv, d*rp(r) fvj d*r'p(r’)
~ 8meo = |7, — | 8meo

i£j |ri - rj‘

/
~ 71 /d?’r/d?’r’ 7/}(7’),0(7’) . (1.47)
8meo |r — /|

Lassen wir die Volumen der Teilgebiete gegen Null streben, dann wird das Resultat exakt,
solange die Ladungsverteilungen stetig sind.

Mit (1.32) wird (1.47) zu
U= ;/d% B(r)p(r). (1.48)

Im Gegensatz zu (1.45) ist hier ® das durch p erzeugte Potential und nicht ein externes Potential;
dieser Unterschied fithrt zu dem relativen Faktor 1/2 verglichen mit (1.45).

Zur weiteren Umformung der Energie benutzen wir die Poisson-Gleichung A® = —p/e:

U:—%/d%qm@:%/d%V@-V@:%/d%«E.E. (1.49)

Hier haben wir die bei der partiellen Integration auftretenden Randterme vernachléssigt. Dies
ist fiir lokalisierte Ladungsverteilungen erlaubt. Die Form (1.49) legt nahe,

u(r) = 2| B(r)P (1.50)

als Energiedichte des elektrischen Feldes zu interpretieren.

1.4.1 Probleme mit der Selbstenergie

Fiir unstetige Verteilungen macht (1.47) im Allgemeinen keinen Sinn. Zum Beispiel folgt fiir
Punktladungen aus (1.47) die Formel (1.46), aber ohne die Einschrankung ¢ # j in der Summe.
Damit ist die Energie einer Punktladung in ihrem eigenen Feld schon unendlich. Um eine Punkt-
ladung zu erzeugen, braucht es in der klassischen Elektrodynamik unendlich viel Energie. Dieses
Problem der unendlichen Selbstenergie taucht im modifizierten Gewand in der Quantentheorie
des elektromagnetischen Feldes wieder auf.
Das Problem kann anhand der homogen geladenen Kugel studiert werden. Die Energiedichte
des Feldes (1.38) ist
{(qr/47r£0R3)2 r<R
u(r) =
(q/4Ameor?)? >R

A. Wipf, Elektrodynamik
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und entsprechend ist die Feldenergie

q2

3
U = 2meg /u(r)err = S IreoR (1.51)
Fiir eine punktformige Kugel R — 0 divergiert die Selbstenergie der geladenen Kugel.
Fiir eine homogen geladene Kugelschale ist die Feldenergie
11 =g, 1 ¢
U=- —rodr = = . 1.52
2 4meq /R AT dmeoR (1.52)

Genauso wie fiir die homogen geladene Kugel divergiert die Feldenergie fiir R — 0. Sie ist gleich
der Ruheenergie des Elektrons, U = mec?, wenn

1 e2

_ _ —13

Das Doppelte von R bezeichnet man als klassischen Elektronenradius,

62

re= 5 =2,81837551610""° m. (1.54)
TEQMC

A. Wipf, Elektrodynamik



Kapitel 2

Randwertprobleme der Elektrostatik

Ein elektrisches Feld verdndert sich beim Einbringen von Korpern, weil sich durch Einwirkung
des Feldes in bzw. auf den Kérpern Ladungsverteilungen bilden (Influenz), die ihrerseits ein Feld
erzeugen, welches sich dem vorher schon vorhandenen E-Feld iiberlagert.

2.1 Ideale Leiter im elektrischen Feld

Metalle sind dadurch ausgezeichnet, dass in ihnen stets eine sehr grofle Anzahl von Elektronen
nahezu ungehindert durch das gesamte Metall wandern kénnen. Diese so genannten Leitungs-
elektronen verursachen die elektrische Leitfdhigkeit. Wenn im Metall anfangs ein elektrisches
Feld vorhanden ist, dann werden die Leitungselektronen von diesem beschleunigt. Thre Vertei-
lung wird sich unter dem Einfluss von E so lange &ndern, bis E selbst Null geworden ist. Die
beweglichen Ladungen ordnen sich nach kurzer Zeit so an, dass das von ihnen erzeugte Feld
das von auflen ins Metall eindringende Feld kompensiert. Deshalb ist im statischen Fall das
elektrische Feld in einem idealen Leiter stets Null und wegen E = —V® das Potential konstant.

Wir denken an die einfachsten elektrostatischen Versuche: Ein metallischer Leiter beliebiger
Gestalt, urspriinglich isoliert aufgestellt, werde

1. an eine bekannte Spannung V (gegen Erde) gelegt oder

2. mit einer bekannten Ladung ¢ geladen.

Gesucht wird das Feld auflerhalb des idealen Leiters. Wir beschreiben es durch das zur Feldstarke
gehorende Potential ®, das im Unendlichen auf Null normiert sei. Ausserhalb des Leiters gilt
AP = 0. Auf der Oberflache und im Innern ist F = 0 oder ® = V = const. Fiir den Sonderfall
einer Kugel vom Radius R hat die hier in Betracht kommende Losung der Differentialgleichung

A® = 0 die Form
@:ﬂ und E:g
T T

e, fir r>R. (2.1)

19
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Sei S eine die geladene Kugel umschlieende Sphére, dann ist
q:gof E - df = 4reoRV
S

welches
L 4 md E
= —_ un =
47T8()R "

fiir eine ideal leitende Kugel der Ladung ¢ liefert (siehe auch (1.43)). Das duBere Feld ist identisch

.
dmeg r?’

r>R (2.2)

zum Feld einer Punktladung im Zentrum der Kugel mit derselben Ladung. Wegen
drgy® dngoE,
q/R q/R2

oc 1/r
o 1/r?

R r R r

Abbildung 2.1: Das Potential und Radialkomponente des elektrischen Feldes einer ideal leitenden
geladenen Kugel.

1 q

G20 (@O = R) = g

p(r)=¢eV - -E = i—g@r (rzET> = d(r—R) (2.3)
sitzt die gesamte Ladung eines idealen Leiters auf der Leiteroberfliche. Deshalb fithrt man die
Flichenladungsdichte ein: o Af ist die im Oberflichenelement Af enthaltene Ladung. Die Ku-
geloberfliche hat den Flicheninhalt 47 R? und entsprechend ist o = q/47 R?. Die Normalenkom-
ponente des elektrischen Feldes E,. an der Oberflidche ist proportional zur Flachenladungsdichte,
E, = 0/gp. Dies ist auch fiir beliebige Leiteroberflichen der Fall, wie wir gleich sehen werden.

2.1.1 Randbedingungen fiir Metalle

In einem Metall verschwindet das elektrische Feld und ® ist konstant. Deshalb ist die Leiterober-
fliche eine Aquipotentialfliche, die von den elektrischen Feldlinien senkrecht geschnitten wird.
Dies kann man auch mit Hilfe der homogenen Gleichung (1.34) direkt beweisen: Dazu bewege
man eine Einheitsladung entlang eines Weges wie in Abb. 2.2. Da die Ringspannung verschwindet
und im Leiter E = 0 ist, ergibt sich

osz-drwt-Eauﬁen,

A. Wipf, Elektrodynamik
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Deckflache F
df =ndf

Volumen V

Eaussen

Gaufdsche Dose

\ t
—
E=0 Lange [

im Leiter

Abbildung 2.2: Ein Vakuumbereich durch Metall begrenzt.

wobei wir die Wegstiicke senkrecht zur Oberfliche beliebig kurz wahlten, damit sie keinen Bei-
trag zur Ringspannung geben. Da dies fiir beliebige Wege gilt, verschwindet die tangentiale
Komponente des Auflenfeldes,

t- E,upen = 0 auf der Leiteroberfliache, (2.4)

d.h. das E-Feld ist senkrecht zur Leiteroberflache.

Bei der leitenden Kugel sprang die Normalkomponente des elektrischen Feldes beim Ubergang
vom Leiter ins Vakuum. Der Sprung kann mit der auf der Leiteroberfliche induzierten Influenz-
ladung in Verbindung gebracht werden. Zum Bewreis fithrt man eine ,,Gaufische Dose“ ein, deren
Deckflache infinitesimal von der Grenzflache entfernt im Vakuum und deren Grundfléche eben-
falls infinitesimal von der Grenzfliche im Metall verlduft, sieche Abb. 2.2. Die elektrische Ladung
in der Dose ist gleich der Fliachenladungsdichte o(r) multipliziert mit der Dosendeckflache. Mit
der inhomogenen Grundgleichung (1.35) finden wir

1
E'df:/Eauﬁen'ndfzi/ odf .
ov F €0 JF

Es folgt unmittelbar, dass

n - E gen = aér) , 1 € Metalloberfliche . (2.5)
0

Die Bedingungen (2.4,2.5) sind wegen E = —V® &quivalent zu

@
® =const. und n- -V = ((Zn = —g auf der Leiteroberfliche. (2.6)
0

In den Anwendungen' sind meistens die Potentialwerte auf den einzelnen Metallkérpern bekannt.
Dann stellt sich das folgende mathematische Problem:

'Man denke nur an Kondensatoren.
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Gegeben seien N Metallkorper, welche die durchschnittsfremden Gebiete L; ausfiillen und Ober-
flichen OL; haben, siehe Abb. 2.3. Auf den Oberflachen aller Leiter ist das Potential konstant und

oL,

Abbildung 2.3: Das Dirichlet-Problem in Anwesenheit von idealen Leitern und Ladungen.

damit ergibt sich ein Potentialproblem mit Randbedingungen, auch Randwertproblem genannt:

Ad(r) = _plr) aulerhalb der Leiter

o(r)], 1, = ®i = const. auf den Leiteroberfléchen. (2.7)

Die Suche von Losungen einer (elliptischen) Differentialgleichung bei vorgegebenen Werten auf
Réndern heift Dirichlet-Problem. Wir werden zeigen, dass das vorliegende Dirichlet-Problem
eine eindeutige Losung hat. Aus dem eindeutigen ® kann man dann mit der Formel (2.6) die
Oberflachenladungen berechnen.

2.1.2 Eindeutigkeit der Losung

Es seien @1 und ®3 zwei Losungen des Randwertproblems (2.7) und V' das Raumgebiet aufSerhalb
der Leiter. Fir die Differenz ¥ = ®; — &5 folgt dann

AUV =0 in V und \Iffavz(). (2.8)
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Der Rand 0V des Raumgebiets ist die Vereinigung der Rénder 0L; der Leiter. Im Integral

3 _ [ pro. _ o
/Vdr(\I’A\ll—l—V\I’-V\I')_/VdrV (V) = %:ngidf\If (2.9)

on
verschwindet die rechte Seite, da W auf allen Leiteroberflichen veschwindet. Das negative Vor-
zeichen in der letzten Gleichung beriicksichtigt, dass die Normalenvektoren n in das Gebiet V
hineinzeigen. Wegen AV = 0 im Gebiet V auflerhalb der Leiter, ist

/ Brvuve =0.
1%

Also verschwindet VWV in V, das heif3t, ¥ ist konstant. Die Konstante muss Null sein wegen der
Randbedingungen fiir ¥. Damit wére die Eindeutigkeit bewiesen.

Sind anstelle der Potentialwerte die Ladungsdichten auf den Leiteroberflichen vorgegeben,
dann muss man das folgende Randwertproblem lésen:

AD(r) = _pé(jr) auBerhalb der Leiter
0
aan@(r)bh = _0’1;6(;) auf den Leiteroberflachen. (2.10)

Die o; sind die auf den Réndern der Leiter sitzenden Flichenladungsdichten. Ahnlich wie das
Dirichlet-Problem hat dieses so genannte Neumann-Problem eine eindeutige Losung: Fiir gege-
bene p und o; ist das Potential bis auf eine Konstante eindeutig bestimmt.

2.2 Die Methode der Spiegelladungen

Mit dieser Methode kann man fiir viele symmetrische Anordnungen von Punktladungen in Ge-
genwart von idealen Leitern das Potential auf einfache Art bestimmen.

2.2.1 Punktladung in der Nihe einer ebenen Metallplatte

Zur Illustration betrachten wir eine Punktladung in der Nahe einer geerdeten Metallplatte, siche
Abb. 2.4. Die Metallplatte teile den Raum in zwei Hélften, z > 0 und x < 0. Wir setzen eine
punktformig gedachte Ladung an die Stelle 17y = rge,, d.h. rechts von der Platte im Abstand rg,
und suchen das Potential im rechten Halbraum. Gesucht ist also eine Lésung von

Ad = —gé(r — ) fir x>0, ®(0,y,2)=0. (2.11)
0

Wir wissen bereits, dass die Losung im rechten Halbraum die Form

1 q

d(r) =
( 47T60|1"—1"0’

+ (I>h(r), Adp =0, (2.12)
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Metallplatte

= F§ q

'¥

Abbildung 2.4: Bei der Bestimmung des Potentials einer Punktladung und geerdeten Metall-
platte kann die Platte durch eine geeignet gewdahlte Spiegelladung (auch Bild- oder Scheinladung
genannt) ersetzt werden.

haben muss. Wir suchen also eine in diesem Gebiet harmonische Funktion ®;, so dass ® bei
x = 0 verschwindet. Um diese zu finden, nehmen wir die Platte weg und setzen dafiir eine Spie-
gelladung an den an der Plattenebene gespiegelten Ort —rg. Diese soll die Ladung —g tragen.
Aus Symmetriegriinden muss das Potential von Ladung und Spiegelladung bei x = 0 verschwin-
den, genauso wie das Potential von Ladung und Platte. Das Feld der Spiegelladung hat seine
Quelle im linken Halbraum und deshalb erfiillt das Potential von Ladung und Spiegelladung,

B(r) = — ( a q ) (2.13)

- dmeg \ |7 — 10 - |7 + 19|

im rechten Halbraum die Potentialgleichung (2.11) und verschwindet bei x = 0. Nach dem
Findeutigkeitssatz ist ® dann die Losung des urspriinglichen Problems fiir eine Ladung ¢ bei
19 = roe; und eine Metallwand bei x = 0. Die Feldstérke, die die Oberflichenladung im rechten
Halbraum und somit auch am Ort der Ladung ¢ erzeugt, ist identisch mit derjenigen, die von
der Spiegelladung —g hervorgerufen wird. Auf ¢ wirkt somit die auf die Leiteroberfliche hin
gerichtete Kraft

I

~ dmeg (2r0)%

Die Erscheinung, dass ein elektrisch geladener Kérper auf der Oberflédche eines benachbarten, ur-

(2.14)

spriinglich ungeladenen Leiters Ladungen entgegengesetzten Vorzeichens hervorruft, bezeichnet
man als elektrische Influenz.

Die Kraft divergiert fiir rg — 0 und unsere Betrachtung versagt bei kleinen Entfernungen rg der
Probeladung von der Grenzfliche. Der Grund ist in der atomistischen Struktur der Materie und
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der Ladungstrager zu suchen. Einem der Oberfliche niher als 10 — 100 Angstrom kommenden
Teilchen erscheint diese nicht mehr glatt. Das herannahende geladene Teilchen verschiebt die
freien Ladungstriager des Leiters. Dieser Verschiebungseffekt erstreckt sich bei starker Annéhe-
rung des Teilchens nicht nur auf eine diinne Oberflachenschicht, sondern auch in die Tiefe des
Metalls. Die Spiegelkraft bleibt selbst bei einem auftreffenden Teilchen endlich.

2.2.2 Punktladung in der Nihe einer leitenden Kugel

Als weitere Anwendung der Spiegelladungsmethode betrachten wir eine Punktladung ¢ am Ort
rg auflerhalb einer um den Koordinatenursprung zentrierten leitenden Kugel mit Radius R. Wir
suchen das Potential ® mit ®(r = R) = 0. Falls eine einzige Spiegelladung ¢’ geniigt, dann muss
deren Position r; aus Symmetriegriinden auf dem Strahl vom Ursprung zur Ladung ¢ liegen.
Wir setzen also

r=re., r9o=ron und T =7rN.

Die Anordnung von Ladung und Spiegelladung ist in der Abbildung 2.5 gezeigt. Nun miissen
wir ¢’ und ry so wihlen, dass das Potential

o(r) 1( ¢, d ) (2.15)

- dmeg \|re, —ron|  |re, —rin|

auf der Kugeloberflache verschwindet. Die Bestimmungsgleichung lautet

Y

Abbildung 2.5: Bei der Bestimmung des Potentials einer Punktladung am Ort ry ausserhalb
einer geerdeten Metallkugel kann die Kugel durch eine Spiegelladung am Ort 1y ersetzt werden.
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/

q q

0 —
Rle, — ron/R)| * r|n — Re./r|’

und ist erfiillt fiir alle Werte von e, - n falls gilt

q q u o R
R ™ R 7"1.

Damit ist die Spiegelladung und ihr Abstand vom Ursprung gleich

2
q = —Eq und = ua , (2.16)
To To
und das elektrostatische Potential hat die Form
1 q £q ) R
i} = - =—<1. 2.17
(r) dreg <|r—7‘0] |r —&rg| )’ ¢ T0 ( )

Bewegen wir die Ladung ins Unendliche, g — 0o, dann wandert die abnehmende Spiegelladung
ins Zentrum der Kugel. Bewegen wir sie dagegen nahe an die Kugel heran, dann nimmt die
Spiegelladung zu und wandert vom Zentrum weg in Richtung der Ladung. Kommt g der Kugel
sehr nahe, dann strebt die Spiegelladung gegen —q und sitzt an dem an der Kugeloberfliche
gespiegelten Ort.

Die durch die Ladung auf der Metalloberfliche induzierte Flichenladungsdichte ist

_6082| = — q 5(1_62)
or =R 41 R? (1+ €2 — 2 cos 90)3/2 ’

g =

(2.18)
wobei 6y der Winkel zwischen r und 7y ist. In Abb. 2.6 ist die Fldchenladungsdichte in Einheiten
von —q/4mR? geplottet. Die Influenzladungen auf der Kugeloberfliche sind in Richtung der
Punktladung konzentriert. Je ndher die Ladung der Kugel kommt, desto akzentuierter ist diese
Konzentration.
Die Kraft auf die Punktladung ist gleich der Kraft zwischen Ladung und Spiegelladung. Der
Abstand der Ladungen ist 79 — 71 = ro(1 — R?/r2). Gemif Coulombs Kraftgesetz ist diese
anziehende Kraft

1 qf 1 ¢ &

F = — = —_— =
’ | 47T€0 "l“() — 7“1|2 47T50 R2 (1 — 52)2’ g

R
—. 2.19
B (219)

Weit weg von der Kugel, d.h. fiir kleine &, ist die Kraft invers proportional zu 7§ und nahe der
Kugel invers proportional zum quadrierten Abstand von der Kugeloberflache.
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+—4nR%o /q

Abbildung 2.6: Oberflichenladungsdichte o einer geerdeten Metallkugel induziert durch eine
Punktladung q im Abstand ro vom Zentrum der Kugel. 0y ist der Winkelabstand zwischen Punkt-
ladung und Ort auf der Kugeloberfliche.

2.2.3 Leitende Kugel im homogenen Feld

Wir betrachten nun eine leitende Kugel im homogenen Feld, dessen asymptotische Kraftlinien
parallel zur x-Achse verlaufen. In Abwesenheit der Kugel sind Potential und homogenes Feld

Oo(r) = —FEpzr und Ey= Epe,. (2.20)

Wir denken es uns entstanden durch die Superposition zweier Felder, dem einer fernen Ladung
—q am Ort 1y = rge; und dem einer Ladung ¢ am gespiegelten Ort —ry. Fiir grofie rq ist das
Potential der beiden Ladungen

q 1 1 )
O(r) — _
(r) 4meq <|7’+7’0| | — 1]

_q 1 _ q
47eg <\/(x+ro)2+y2+z2 \/(a:—ro)2+y2+z2>
q 1 1 q .
- — ——— fir r9p — oo. 2.21
drtegro <\/1 +2x/rg  J1-— 2x/r0> 2megre 0 (2:21)

Um Ubereinstimmung mit (2.20) herzustellen, muss mit ry auch ¢ anwachsen, so dass

q
=F 2.22
27r507“% 0 ( )

konstant ist.

A. Wipf, Elektrodynamik



2. Randwertprobleme der Elektrostatik 2.2. Die Methode der Spiegelladungen 28

Abbildung 2.7: Zwei ins Unendliche riickende Ladungen +q und ihre Spiegelladungen in Be-
zug auf eine leitende Kugel vom Radius R erzeugen ein homogenes elektrisches Feld und einen
elektrischen Dipol im Mittelpunkt der Kugel.

Nun beriicksichtigen wir die leitende Kugel im zweiten Schritt. Auf ihrer Oberfliche muss das
Potential verschwinden. Wie oben ersetzen wir die leitende Kugel durch zwei Spiegelladungen
auf der Verbindungslinie zwischen den bereits vorhandenen Ladungen bei 1y und —ry. Geméas
(2.16) sind die Spiegelladungen und deren Orte gegeben durch

2
¢d=—q bei mm=—"e, und —¢q bei —1m.
70 To
Die Spiegelladungen 4¢’ kommen sich nahe wenn die Ladungen F¢q auseinanderriicken und bilden
im Grenzfall 79 — oo einen elektrischen Dipol mit dem Moment

p =211 = 4reo RPEy. (2.23)

wobei wir im letzten Schritt von der Beziehung in (2.22) Gebrauch machten. Das von den
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Spiegelladungen erzeugte Dipolfeld ist

o= 5oz (7w )
D= _
47T€0 "I"—’I’j‘ "I"—i-’l"1|

. R’I“QEO 1 B 1
2 \VeE-rm)?+y+22 Jw+r)?+y>+22

RroE 1 1 1 .
—y 2020 - S ERE = P T (2.24)
2r V1=2zr/r2 /14 2zr/r?

In der letzten Zeile haben nach der Taylorentwicklung r; durch R? /rq ersetzt. Wir schliefien, dass
im homogenen Feld die Randwertaufgabe dadurch gelést wird, dass wir im Mittelpunkt der Kugel
einen virtuellen elektrischen Dipol mit endlichem Moment anbringen. Aus dem urspriinglich
homogenen Feld entsteht dann das durch den Dipol gestorte Feld mit Potential

(I)(T‘) = <I>0(1') + L pr = FEy <R3 — 1) x. (2.25)

Das entsprechende elektrischen Feld hat die Form

1 3(p-r)r—1rp

E =F
0+47750 rd

(2.26)
Wie gefordert nimmt ® auf der Kugeloberfliche » = R den konstanten Wert 0 an. Die Influenz-
ladung auf der Oberfldche ist

0P

0=—€0—

3 |T_R = 3e9Fpcosb, (2.27)
=

wobei 6 der Winkel zwischen der Richtung des elektrischen Feldes im Uendlichen und dem be-
trachteten Punkt auf der Kugeloberfliche bezeichnet. Das Oberflachenintegral dieser Ladungs-
dichte verschwindet und es gibt keinen Unterschied zwischen einer geerdeten und einer ungela-
denen isolierten Kugel. Die Feldlinien in der Umgebung einer leitenden Kugel im asymptotisch
homogenen Feld sind in Abbildung (2.8) skizziert.

2.3 Die Methode der Greenschen Funktionen

Bisher haben wir das Dirichlet-Randwertproblem

Ad(r) = —glop(r) in Vo ound @(r)],, =0 (2.28)
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=

Abbildung 2.8: Fine leitende Kugel im homogenen elektrischen Feld.

fir Punktladungen untersucht und fiir einige Félle gelost. Die spezielle Losung fiir eine Einheits-
ladung mit Ladungsdichte p = §(r — ') heifit Greensche Funktion Gp(r,r'),

AGp(r,r') = —ié(r —7r) inV und Gp(r,r

- gy =0- (2.29)

Die Greensche Funktion Gp fiir den Halbraum (2.13) und den Auflenraum einer Kugel (2.17)
haben wir mit der Spiegelladungsmethode berechnet. Weitere Beispiele werden Sie in den Ubun-
gen kennen lernen. Aus der Greenschen Funktion ldsst sich nun die allgemeine Losung von (2.28)
gewinnen:

o(r) = / & Gp(r, r)p(r'). (2.30)

In Abschnitt 1.3 haben wir gezeigt, dass dieses ® tatsichlich die Poissongleichung erfiillt. Diese
Losung verschwindet auch auf der Leiteroberfliche, da Gp diese Eigenschaft hat. Deshalb ist ®
die eindeutige Losung des Randwertproblems (2.28).

Im Allgemeinen verschwindet das Potential auf den Leiteroberflichen allerdings nicht. Auch
konnten anstelle der Potentialwerte Ladungsdichten auf den Leiteroberflichen vorgegeben sein.
In jedem Falle hat im interessierenden Raumbereich V' die Green-Funktion die Form

Gy = 1 ;

= —_— ! A ! = 2. 1
g P + Gp(r,7), Gp(r,7)=0 (2.31)

mit einer harmonischen und symmetrischen Funktion G, (7, 7). Die Freiheit bei der Wahl dieser
Funktion nutzt man aus, um die Randbedingungen zu realisieren. Dabei wird folgende Greensche
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Tdentitiit gebraucht
fg df (@) VG(r. 1) = Glr.r)V'e(r)
_ /Vd?’r/ (@) A'G(r, ) — G(r, ') AB(r'))
— —510 [ dra(rar - ) + 510 [ &G, o),

um das Potential ® am Orte r € V durch die Ladungsverteilung innerhalb des Gebiets und
seinen Werten auf dem Rand 9V des Gebiets auszudriicken:

OG(r, ') 8(1))

®(r) = /Vd?’r’G(r, r')p(r') — eo ]gv df’ (an,Q(r’) - G(r,r’)% (2.32)

Bei der Herleitung dieser Formel wurde nirgendwo angenommen, dass ® auf 0V konstant ist.
Deshalb ist sie nicht nur fiir die Behandlung von idealen Leitern niitzlich.

2.3.1 Dirichlet-Problem

Ist das Potential auf dem Rande 9V bekannt, dann wéahlt man die auf dem Rande verschwin-
dende Dirichlet-Greenfunktion Gp in (2.29). Dann gilt

_ / / / , OGp(r,r’) /
<I>(r)—/vd3r GD(r,r)p(r)—eofavdf L (). (2.33)

Verschwindet das Potential auf den Leiteroberflichen, dann vereinfacht sich diese Formel weiter
auf das frithere Resultat (2.30). Gibt es in V' keine elektrischen Ladungen, dann ist ® eine Losung
der Laplace-Gleichung (eine harmonische Funktion) und kann eindeutig aus ihren Randwerten
rekonstruiert werden.

Feld einer Ladungsverteilung in der Nihe einer leitenden Kugel

In (2.17) haben wir mit der Spiegelladungsmethode die Green-Funktion G p fir das AuBengebiet
einer Kugel vom Radius R bestimmt,

o ( 1 R/r >
= — . 2.34
Go(r,) dreg \|r — 7| |r— R2r' /17| (2:34)

Thre Normalenableitung auf der Kugeloberfliche ist

8GD’ __GGD| _ 1 i 52—1
on! '"=R " gyt =R 4mey R2 (14 €2 —2¢cos 0/)3/2 ’

wobei £ = R/r und ' den Winkel zwischen r und 7’ bezeichnen. Mit Hilfe von (2.33) kénnen wir
nun das Feld einer Ladungsverteilung auflerhalb der Kugel berechnen, wenn wir das Potential
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auf der Kugeloberfldche kennen. Fiir eine leitende Kugel ist ® = & konstant auf der Oberfliche

und wegen

0Gp oG p 1R

/ J— 2 YA / o

%df W””’:R = 2R %d@ sin 0 W‘r’:R — _g?
ist das elektrostatische Potential aulerhalb der Kugel
R®
o(r) = / ' Gp(r,r)p(r') + . L (2.35)
|4

Es ist dquivalent zum Potential erzeugt von der Ladungsdichte p, seiner Spiegelladungsdichte
innerhalb der Kugel und einer Punktladung 47eqgR®;, im Ursprung.
2.3.2 Neumann-Problem

Ist die Normalenableitung des Potentials auf den Leiterrdndern vorgegeben, dann wird man die
Neumann-Greenfunktion G wéhlen, fiir die der zweitletzte Term in (2.32) konstant ist. Wegen
des Gaufischen Satzes ist

7{3 dfV G (1) = 72 dr

falls » in V liegt, und wir konnen deshalb nicht verlangen, dass die Normalableitung von Gy

G 1 1
N / PrNGy = —— [ &5 — )= ——,
on’ 1% €0 Jv €0

am Rand des Gebietes verschwindet. Aber wir konnen fordern, dass

0G N 1
o = _50\8V|7 |0V | = Volumen von 9V, (2.36)

gilt. Dann vereinfacht sich (2.32) zu

0P
B(r) — By :/ & G (r, ) p(r) +50]§ df' G (r, )22 | (2.37)
1% 1% on/
wobei ®g das liber die Leiteroberfliche gemittelte Potential bezeichnet,
Bo= —— & dra(r) (2.38)
* 7 av] Jov ‘ '

Fiir ideale Leiter gilt (2.6) und das Auflenpotential ist durch die Ladungsverteilung p aulerhalb
der Leiter und die Fldachenladungsdichten auf den Leiteroberflichen bestimmt,

B(r) — By = /Vd%’ G (r,r')p(r) — fav df' G (r, ) (r') | (2.39)

Fiir Dielektrika muss man allerdings die allgemeinere Formel (2.37) benutzen.
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2.4 Kapazitiaten

Wie frither betrachten wir mehrere Leiter eingebettet in das Vakuum. Auflerhalb der Leiter seien
keine freibeweglichen Ladungsdichten. Die elektrischen Potentiale ®7, auf den Leitern #i seien
vorgegeben. Gesucht sind die Ladungen ¢; auf den Leitern. Da die Grundgleichungen linear sind,
konnen wir das Potential als Superposition von Fundamentallésungen ®;() schreiben

D(r) =) O, 0(r). (2.40)

Dabei ist ®; die Losung, die auf dem i’ten Leiter den Wert 1 hat und auf den anderen Leitern
verschwindet,

q)i(’l")bLj = 61’]’ . (241)

Die Ladung auf dem i’ten Leiter ist dann gegeben durch
0P
= k0, U Gy = 2 G, (242)

mit den Kapazitditskoeffizienten
0D,
Cij = — f df —~ . 2.43

In diesen Formeln sind die Normalableitungen in Richtung des Raumbereichs V', d.h. weg von
den Leitern, zu wéhlen. Der Koeffizient C;; misst die auf dem i'ten Leiter induzierte Ladung,
wenn alle Leiter, mit Ausnahme des j’ten, geerdet sind. Die Kapazitit ist also eine Ladung je
Spannung und die entsprechende Einheit Flarad]=C/V wurde nach Michael Faraday benannt:
Ein Kondensator mit einer Kapazitiat von einem Farad (F) kann durch das Aufladen auf ei-
ne Spannung von einem Volt (V) eine Ladung von einem Coulomb (C) speichern. Wére die
Spannung des j’ten Leiters 1V und die auf dem i’ten Leiter gespeichert Ladung 1C, dann wére
Cij =1F.
Die elektrostatische Energie der Kapazititen ergibt sich aus

€0 3 €0 3 €0 0P
U=— VO - Vb = — V(OVP) = —— E d—
2 /Vd " 2 /Vd " ( ) 2 P 3Lidf 871

und nimmt eine einfache Form an,

1 1
U= 5 ZQLiQi = 5 Z(I)Licijq)ij . (244)
i ij

Als Anwendung berechnen wir nun die Kapazitiat von Kugel- und Plattenkondensatoren.
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2.4.1 Kugelkondensator

Der Kugelkondensator besteht aus einer inneren Kugel mit Radius R; und einer dufleren Kugel-
schale mit Innenradius Rs. Die Kugel trage die Ladung ¢ und die Kugelschale die entgegenge-
setzte Ladung —¢. Im Aulenraum und in der Kugelschale verschwindet das Potential, ®r, = 0.
Im Raum zwischen Kugel und Kugelschale ist

q 1 1 >
) = - — — <r< . 2.4
(r) Admeg (7" Ry)’ fisrs (2.45)

In der leitenden Kugel ist das Potential konstant

q 1 1
) =¢;, = —- [ — — — < . 2.4
(r) ™ treg <R1 Rz) T (246)

Man kann die Ladung ¢ durch die Potentialdifferenz zwischen den Leitern ausdriicken, ¢ =
C(®r, — Pr,), wobei C die oben eingefiithrte Kapazitit Cio ist. Wegen

q 1 1 )
by — Py = — [ — — —
R P (R1 Ro

R Ry
Ry — Ry

Zur Bestimmung der Kapazitat einer isolierten Kugel lassen wir den Radius Rs der Schale gegen

ist diese gegeben durch

C = 4reg (2.47)

Abbildung 2.9: Zur Kapazitit eines Kugelkondensators.
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oo streben und finden fiir eine Kugel vom Radius R = R;
C =4negR,  4meg = 1.11-10""%As/Vm. (2.48)

Die Kapazitit einer Kugel ist also proportional zu ihrem Radius. Zur Hlustration berechnen wir
die Kapazidt der Erde, die von einem elektrischen Feld umgeben ist. Es ist in ebenem Geldnde
senkrecht von oben nach unten gerichtet und hat im zeitlichen Mittel den Wert

|E| ~ 130 Volt/m.
Diese rithrt von einer negativen Ladung
q = 4megR?|E| ~ 5.9 - 10°C

auf der Erde, wobei wir fiir die Erdoberfliche 47 R? den Wert 5.1-10™ m? benutzten. Gegeniiber
dem Fixsternsystem hat unsere Erde mit dem Radius R = 6.37 - 10 m die Kapazitit von etwa
700 uF'.

Lassen wir in (2.47) die Radien von Kugel und Kugelschale bei festgehaltener Differenz Ry —
R1 = d gegen Unendlich streben, dann finden wir die Kapazitét

C = 4ne

2 4 2
At fad _ Ameol (1 ;8 > . (2.49)

d d Ry
Fiir grofle Radien erhélt man zwei leitende ebene Platten im Abstand d, d.h. einen Plattenkon-
densator mit Kapazitit

F
C= €0 F' = Flache des Plattenkondensators. (2.50)

Die Zunahme der Kapazitdt mit der Plattenfliche wird bei Mehrplattenkondensatoren ausge-
nutzt. Eine Abart ist der abstimmbare Drehkondensator.
Wir notieren noch die Kapazitit von zwei langen koaxialen Zylindern mit Radien R;, Re und

Lange L,
L

10g(R2/R1) '

Generell nimmt die Kapazitdt mit der Grofle der Leiter zu. Kommen sich die Leiter ndher, dann

C = 271'80 (2.51)

nimmt bei konstantem Feld ihre Potentialdifferenz ab und die Kapazitit des Systems nimmt
ebenfalls zu. Wir erwarten, dass das Einbringen eines Materials zwischen zwei Platten aufgrund
der Influenz ebenfalls die Kapazitdt des Kondensators erhoht. Wir werden spater auf diesen
Punkt zuriickkommen.
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Cy
G &) | |
G

Abschlielend notieren wir noch die Kapazitit mehrerer Kondensatoren. Sind zwei Kondensato-
ren wie in der linken Abbildung in Reihe geschaltet, dann tragen beide die gleiche Ladung. Da
die Gesamtspannung die Summe der Teilspannungen ist, gilt

1 Vv _wn W 1 1

+ =2 = — 4+ — = CReihe < min(Cy,Cy) . 2.52
CRreie ¢ ¢  gq C1 Oy fethe (G C2) e

Sind sie parallel geschaltet wie auf der rechten Seite der Abbildung, dann sind ihre Spannungen
gleich und ihre Ladungen addieren zur Ladung des Systems, also

+
Charallel = n % L+ Cy = Charallel > max(Cq,Cy) . (2.53)
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Kapitel 3
Multipole und spezielle Funktionen

Wir betrachten eine statische und lokalisierte Ladungsverteilung. Diese sei nur innerhalb einer
Kugel vom Radius R um den Ursprung ungleich Null. Fiir » > R kann das Potential ® nach
Potenzen von R/r entwickelt werden. Diese Entwicklung wird im Folgenden abgeleitet.

Ausgangspunkt der Entwicklung ist das von der Ladungsverteilung erzeugte Potential

a(r) = L /d3r’ p(j”i/’7 (3.1)

4meg |r

wobei wegen der Lokalisierung von p nur 7’ mit Betrag 7 < R zum Integral beitragen. Fiir
r > R ist dann 7 < r und wir diirfen das Coulomb-Potential in eine Taylor-Reihe nach »//r
entwickeln. Mithilfe der fiir 0 < £ < 1 giiltigen Entwicklung

1 1 3.5 5
=14+ = - — e 3.2
= HETRIRET as (3.2)
erhalten wir, nachdem wir die Reihenglieder in Potenzen von 7’ /r entwickeln, folgende Reihen-
darstellung
1 7"'2 ~1/2
|lr =7/ 7” | IR 1"72
L or-r 3(r-r)2 =12 5(r-r)3=3(r r)r¥”?
L S = (r-r) =8, 33)
r T 2r 2r

Den Zahler im dritten Term konnen wir noch umformen:
3(7‘ . r')2 — 7“27"/2 = (31';%; — 7"/252‘j) TiZj .

Hier und auch im Folgenden verwenden wir die Summenkonvention: Uber alle Indizes, die zwei-
mal in einem Produkt auftreten, wird summiert, in der obigen Formel also iiber 7 und j.
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Wir fithren nun folgende, die lokalisierte Ladungsverteilung charakterisierende Gréfien ein:

q= /d?’r p(r) Ladung (3.4)
p= /d3r rp(r) Dipolmoment (3.5)
Qij = /d3r (3xz~:1;j — 5,~j7’2> p(r) Quadrupolmoment . (3.6)

Eingesetzt in (3.1) erhalten wir die gesuchte Reihenentwicklung fiir das Potential

_q b-r (Ir7 QT’) —4
Areo®(r) = . + 3 + 5rE +0 (r ) , (3.7)
wobei @ = (Q;;) der symmetrische und spurlose Quadrupoltensor ist. Das elektrische Feld

E = —V® hat weit weg von der Quelle die Entwicklung

1 gr 1 3(p-r)r—pr? _4
E(r)=—— (@) . 3.8
(r) 4meg 13 * 47eg o + (T ) (38)

In grofler Entfernung wirkt eine in einer Umgebung des Ursprungs lokalisierte Ladungsverteilung
S0, als ob sie aus einer im Ursprung befindlichen Punktladung der Stérke ¢ besteht. Verschwindet
die Gesamtladung ¢ der Verteilung, dann beschreibt der fiihrende Term einen elektrischen Dipol
mit Moment p.

3.1 Dipole und Quadrupole

Das Dipolfeld: Der zweite Term auf den rechten Seiten in (3.7) beschreibt das Dipolfeld. Es
fallt fiir grofe Absténde mit einer Potenz von r schneller ab als das Coulomb-Feld. Der Name
rihrt daher, dass man 2 Punktladungen braucht, um einen Dipol zu erzeugen. In der Tat, fiir
die leitende Kugel im konstanten elektrischen Feld erzeugten die nahe beieinander liegenden
Spiegelladungen ein Dipolfeld. Sei also

p(r) = q(8*(r — 1o — a) = *(r — 19))
— —qa - V& (r — 1) + O(a?) (3.9)

die Ladungsdichte zweier entgegengesetzt geladener Punktteilchen im Abstand a = |a|. Nun
fihren wir den Limes a — 0 durch, wobei wir das Produkt ga = p festhalten. Dann bleibt die
Ladungsverteilung eines Dipols p am Ort 7y:

p(r)=—p-V&(r—mn). (3.10)

A. Wipf, Elektrodynamik



3. Multipole und spezielle Funktionen 3.1. Dipole und Quadrupole 39

Das Potential des Dipols ist (siehe frither) gegeben durch

p(r') r—r p-(r—m)
47T50q)(7“) = /d3r/|r - ,,,/’ =p- /d3r/”,‘_7J‘:))63(r/ _ 1”0) = W . (311)

Die Abbildung 1.5 zeigt das Feld und die Aquipotentialflichen eines Dipolfeldes.

Das Quadrupolfeld: Ein reines Quadrupolfeld kann, wie in Abb. (3.1) gezeigt, mit vier
Punktladungen erzeugt werden:

p(r)/q=6(r —aer) +0(r+ae;) —d(r —bez) — 6(r + bea)
=0(r—aey)+(r+ae)—26(r) — 6(r —bey) —d(r + bez) + 24(r). (3.12)

Erinnern wir uns hier an folgende Darstellung der zweiten Ableitung,

9

b

@ a @_fl

Abbildung 3.1: Vier benachbarte Punktladungen ohne Gesamtladung und Dipolmoment erzeugen
ein Quadrupolfeld.

X2

Pe) = timg LGS+ =27 (@)

e—0 €

(3.13)

dann folgern wir, dass fiir a,b — 0 der Ausdruck fiir die Ladungsdichte gegen

2 2
p(r) =q (aZ;xQ - b2§y2> o(r) (3.14)

strebt. Beim Grenziibergang miissen die GroBen ga? und ¢b? festgehalten werden, d.h. die Ladun-
gen +q streben (dem Betrag nach) gegen Unendlich. Entsprechend erzeugen die vier Ladungen
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das elektrische Potential

_ 9 3,/ o 282 . 262 1
(p(r)_47r60/d7“6(7' r)(a 0z'? bay? |r — 7/

q a2(2a:2 _ y2 _ 2,2) _ b2(2y2 _ :E2 _ 22)
 Areg rd ’

(3.15)

Die vier Ladungen haben weder eine Gesamtladung noch ein Dipolmoment. Deshalb verschwin-
den das Monopol- und Dipolfeld und man erhélt ein reines Quadrupolfeld mit symmetrischem
und spurlosen Quadrupoltensor:

242 + b? 0 0
1 (r,Qr
o= 2O a0 eew o0 | @19
8mreg 1
0 0 b2 — a2

Man kann sich noch kompliziertere Ladungsverteilungen ohne Gesamtladung, Dipol- und Qua-
drupolmoment beschaffen. Diese werden dann durch héhere Multipolmomente beschrieben.

3.2 Energie und Drehmoment von Multipolen

Die Ladungsdichte p sei wieder in einer Umgebung des Ursprungs lokalisiert. Thre Energie im
dufleren Feld betragt

U= /d3r (1) Pext (7). (3.17)

Wir entwickeln das duflere Potential fiir kleine Argumente und erhalten
1
U= /d37’ p(’l”) (q)ext(o) +7r- V(I)ext|0 + §xixj8i8j<1>ext|o +.. )

1
= qq)ext(o) +p- VCI)eXt|0 + 6 (QU + 5ij /d3rp(r)r2> 6i8j<1>ext|0 4+ .... (318)

Der letzte Term proportional zum Integral iiber pr? verschwindet, da A®ey am Ursprung, wo
keine Quellen von ®ey sitzen, Null ist. Damit bleibt fiir das Wechselwirkungspotential

1 . 0FE;

U= q(I)ext(O) — D Eext(o) — éQw% 0 4+ ...
J

(3.19)

Wir koénnen daraus zum Beispiel die potentielle Energie zweier Dipole bestimmen. Der Dipol p;
am Ort r; erzeugt am Aufpunkt 5 das Feld

1 3(p1-m2)ri2 — p1(ri2)?
47['50 (7’12)5 ’

Ei (1) = Tio=To— T, Ti2=|Tr2|.

Die Wechselwirkungsenergie dieses Dipols mit einem zweiten Dipol ps am Ort ry ist
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Die Kraft auf eine um den Ursprung konzentrierte Ladungsverteilung ist
F— / &1 p(r) Euxs(7)
= [ @rotr) <Eext(0) 4 (7 V) Belo + 575050:0 Felo + - )
= 4Bea(0) + (P V) Bl + Qi) Fesclo + . (3.21)

Insbesondere wirken auf elektrische Dipole und Quadruple in einem rdumlich konstanten Feld
keine Krifte. Das auf eine Ladungsverteilung in der Umgebung des Koordinatenursprungs wir-
kende Drehmoment ergibt sich zu

Moy — / &1 p(r)7 A Eugs(r)
= /d37’p(7‘)r A (Eext (0) + (2101) Eextlo + - - - )
— p A Bow(0) + %(QV) A Bl + - (3.22)

wobei wir in der letzten Gleichung ausnutzten, dass F.y wirbelfrei ist. Das elektrische Feld
wirkt auf den Dipol mit einem Drehmoment und stellt, sofern der Dipol nicht an einer Drehung
gehindert wird, die Dipolrichtung parallel zur Feldrichtung.

3.3 Differentialoperatoren

Die bekanntesten krummlinigen Koordinaten sind die Kugelkoordinaten

sin ¥ cos
r=r|sindsing | =re., (3.23)

cos v

fir die sich die Koordinatenlinien senkrecht schneiden. Andere Beispiele von rechtwinkligen
Koordinaten sind kartesische oder Zylinderkoordinaten. Die Einheitsvektoren e;, ey und e, in

dr = gre.dr + gyeydd + gpe,dp (3.24)

bilden eine orthonormierte ortsabhingige Basis des R? und ein Vektor ist eine Linearkombination
dieser Vektoren,

A=A e +Agey +Aye,, A =(A,e) usw.
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Mit (3.23) berechnen sich die g-Koeffizienten der Kugelkoordinaten zu

gr=1, gg=r und g,=rsind. (3.25)
Fiir Zylinderkoordinaten ist
P COS P
r=|psing | und dr=e,dp+ pe,dp+ e.dz (3.26)
z

mit der in Abbildung 3.2 skizzierten ortsabhéngigen Orthonormalbasis (e,, e,, e;). Daraus lesen

WA

hASS

Abbildung 3.2: Koordinatenbasis fiir Zylinderkoordinaten.

wir unmittelbar die Koeffizienten g, =1, g, = p und g, = 1 ab.

Im Folgenden betrachten wir beliebige rechtwinklige Koordinatensysteme mit im Allgemeinen
von (3.25) verschiedenen metrischen Koeffizienten. Das Quadrat des Abstands zweier infinitesi-
mal benachbarter Punkte » und = + dr ist dann

ds® = dr - dr = g2dr® 4 g3dv* + gidgpQ . (3.27)

Entsprechend ist ein durch dr, dd und dp gekennzeichnetes Volumenelement gegeben durch das
Spatprodukt der drei Summanden auf der rechten Seite von (3.24),

AV = g,g9gedrdidy . (3.28)
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Die gerichteten Flachenelemente der Koordinatenflichen sind:

r =const : e.gyg, dIdp
U = const :  eygrg, drdy
@ =const : e,grgydrdy. (3.29)

3.3.1 Differentialoperatoren in rechtwinkligen Koordinaten

Im Folgenden werden wir die wichtigsten in der Elektrostatik auftretenden Differentialoperatoren
fir rechtwinklig krummlinige Koordinatensysteme bestimmen.
Der Gradient: Mit dem Ausdruck fiir dr in (3.24) schreibt man

L] oL 0P
dd = —d —dﬁ —d d-d
ar T gg T g de = Ve dr
= (VO, e)grdr + (VP, e9)gydd + (VO, e,)g,de , (3.30)

und findet folgende Komponenten fiir den Gradienten V® = (V®),e, + (VP®)yey + (VP), e,

109 1 09 109
Vo Vo)y = ——, (V®),= 3.31
V&), = o (V®)g 75 90 (V®), = o0 (3.31)
Die Divergenz: Die Divergenz ist der Grenzwert eines Oberflichenintegrals
V.-E-=li 17{‘15 df (3.32)
Rk ’ ’

und mit Hilfe von (3.29) ergibt sich

V- E= lim E,gogeli T dddp + Eggrge|y T drde + E@g,.gqglfrd‘pdrdﬁ) .

Jav (

Fiir infinitesimale Volumen ergeben sich auf der rechten Seite die Ableitungen und wir finden
folgenden Ausdruck fiir die Divergenz eines beliebigen Vektorfeldes:

1
9r399¢

V-E=

0 0 0
(ar(Ergﬁgcp) 3 ﬁ(Eﬁgrggo) 4 agp(%m%)) - (3.33)

Der Laplace-Operator: Mit A® = V - V& erhalten wir fiir rechtwinklige Koordinaten den
Laplace-Operator

1 0 0P 0 (9rg, 0P 0 19rg99 0P
o (5 ) ) v

Diese Formeln gelten fiir beliebige orthogonale krummlinige Koordinaten (wenn wir diese mit
r, 1, ¢ bezeichnen).
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Setzen wir an dieser Stelle aber die metrischen Koeffizienten (3.29) ein, dann gewinnen wir den
Laplace-Operator fiir Kugelkoordinaten

10 0d 1 1 0% 1
AD = — — (222 —ANAq® = ——=(rd —Aq®. .
r2 Or (T 8r> + r2 =% r Or2 (r®) + r2 % (3.35)

Dabei wirkt der Operator Aqg nur auf die Winkelvariablen®, nicht aber auf die radiale Variable,

1 9 /. 00 1 9@

Fiir im Unendlichen geniigend schnell abfallende Funktionen W, ® oder falls das Gebiet V' keinen
Rand hat diirfen wir partiell integrieren ohne Randterme aufzusammeln und erhalten

/ dVU AP = —/ dVV\II-V‘I):/ AdVOAV, VYU .
\%4 \%4 \%
Angewandt auf ¥ = ® finden wir, dass der Laplace-Operator im folgenden Sinne negativ ist,
/ AD < 0. (3.37)
v

In Gebieten ohne elektrische Ladung erfiillt das Potential die Laplace-Gleichung A® = 0, und wir
wollen nun einen vollstédndigen Satz von Losungen der Laplace-Gleichung konstruieren. Lésungen
der Laplace-Gleichungen heissen harmonische Funktionen und wir werden diesen Begriff hin und
wieder verwenden.

3.4 Legendre-Polynome und Kugelfunktionen

In diesem Abschnitt konstruieren wir Losungen der Laplace-Gleichung A® = 0 in Kugelkoor-
dinaten. Dabei werden wir auf die wichtigen Legendre-Polynome und Kugelflichenfunktionen
treffen, die in der Atomphysik eine wichtige Rolle spielen.

3.4.1 Separationsansatz

Die Laplace-Gleichung ist linear und deshalb ist jede Linearkombination von Lésungen wieder
eine Losung ist. Um spezielle Losungen der Laplace-Gleichung zu gewinnen machen wir einen
Separationsansatz in Kugelkoordinaten

O = f(r)Y(9,¢). (3.38)

Es wird sich zeigen, dass eine beliebige Losung eine Linearkombination derartiger Losungen ist.
Eingesetzt in A® = 0 fiihrt der Ansatz (3.38) wegen (3.35) auf folgende partielle Differential-

In der Quantenmechanik wird er eine sehr wichtige Rolle spielen: Er ist proportional zum quadrierten Dre-
himpuls.
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gleichung fiir die radiale Funktion f(r) und die von den Winkeln abhingige Funktion Y (¢, ¢):

%(Tf)”Y + T%fAQY =0 bzw. %(Tf)” +

Der Strich bezeichnet die Ableitung nach dem Radius. Die Summe einer nur von r abhdngenden

AgY
o -

0. (3.39)

und einer nur von ¥, ¢ abhingenden Funktion kann nur verschwinden, wenn beide Summanden
konstant sind und die Konstanten zu Null addieren. Bezeichnen wir die Separationskonstante
mit £(¢ + 1) dann erhalten wir eine partielle Differentialgleichung fiir ¥ und eine gewo6hnliche
Differentialgleichung fir f:

—AYi(¥,0) = Ll +1)Yy(9,0) und r(rfe)" =Ll +1)fe. (3.40)

Da Agq ein negative Operator ist, siehe Ungleichung (3.37), ist die Separationskonstante £(¢+1)
positiv. Deshalb diirfen wir ¢ > 0 annehmen. Spater werden wir sehen, dass ¢ sogar eine nicht-
negative ganze Zahl sein muss. Die zweite Gleichung in (3.40) hat die unabhéngigen Losungen

fe=a-r" wd fr=a-r7". (3.41)

Die erste Losung divergiert fiir grole Radien und die zweite divergiert am Ursprung.

Um spezielle Losungen der ersten Gleichung in (3.40) zu finden machen wir nochmals einen
Separationsansatz Yy(v, ) = Pp(9)Q(p) (wir werden sehen, dass @ nicht von ¢ abhéangt) mit
dem Resultat

1 9 <Sm ﬂapg(ﬁ)> L B) I?Q(p)

Aa¥e = Q(p) sin 9 Y oY sin?9  0p?

= —L({+1)Q(p) Pu(V) .

Wir dividieren durch P;Q und multiplizieren mit sin® ¥:

0 (sin 9 OP;()

Kl 1 0%°Q(p)
Py(0) 99 oY -

.2 L
)—i—ﬁ(ﬁ—i—l)sm 19+Q(<,0) 92

Offensichtlich miissen die Summe der ersten beiden Terme und der letzte Term jeweils konstant

sin ¢

sein. Nennen wir die Separationskonstante m?, dann folgt

0= Q(0) + m*Qu(9) 52)
0= Sir1119{f19 (Sinﬁ(afél;m) + <W+ 1) - M) Py (0). (3.43)

Die erste Gleichung (3.42) hat die einfachen Losungen

Qum(p) = ™. (3.44)

Da die Azimutwinkel ¢ und ¢ + 2k7 mit ganzzahligem k denselben Punkt beschreiben muss Q.
eine periodische Funktion mit Periode 27 sein, @, (¢ + 27) = Q@ (p). Dies bedeutet, dass m in
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(3.44) ganzzahlig sein muss. Damit haben die Losungen folgende Form

Vi (D, ©) = agm ™ P (), m € 7 (keine Summation) (3.45)

mit beliebigen komplexen Koeffizienten agp,.

Zur Losung der gewohnlichen Differentialgleichung (3.43) setzen wir

d 1 d
=cost € [—-1,1 it —=— —. 4
z=cosV € [—1,1] mi o a0 (3.46)
Dann nimmt diese Gleichung folgende Form an,
d N ik m? m

Nach einer konventionellen Normierung heissen die P;" zugeordnete Legendre-Polynome und die
Vim Kugelflichenfunktionen. Eine beliebige Losung der Laplace-Gleichung lautet nun

(I)(Ta 197 ()0) = Z (bng‘Z + cémrieil) yfm(ﬁv SO) . (348)

lm

Im folgenden Abschnitt werden wir zeigen, dass diese Entwicklung immer moglich ist und wir
werden auch sehen, wie man die Entwicklungskoeffizienten by, und ¢y, aus den Randwerten
von ¢ bestimmen kann.

Legendre-Polynome

Statt die Differentialgleichung (3.43) fiir die P} direkt zu 16sen entwickeln wir zu deren Berech-
nung das Coulomb-Potential

_ 1 1 _ 1 1
o 47r€0|'l‘—'l‘/| - dreg \/7“2—1—7“’2—27“7‘"?‘-'?"7

G(r—r')

das fiir r # 7’ ebenfalls die Laplace-Gleichung lost. Fiir r < 7’/ entwickeln wir es in Potenzen
von r/r’ und fir r > 7’ in Potenzen von r’/r. Dabei ist es niitzlich

r< =min{r,r’'}, r- =max{r,”’} und z=+7¢- 7 (3.49)

einzufithren. Damit schreibt sich das Coulomb-Potential geméss

, 11 1 re
— — I t=—. .
G(r—r') I Vi o2 . (3.50)

Entwickeln wir nach Potenzen von ¢, dann finden wir die fir r # v’ konvergente Potenzreihe:
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(3.51)

Die hier auftretende Funktionen P, konnen aus diesen beiden Darstellungen fir die Greenfunk-
tion extrahiert werden:

R 1 3.52
\/1+t2—2tz ,;) e (3.52)

Es sind offensichtlich Polynome vom Grade ¢ und sie heissen Legendre-Polynome.

Die linke Seite der Darstellung (3.52) dndert sich nicht, wenn ¢ und z gleichzeitig das Vorzeichen
wechseln. Daraus folgt unmittelbar die Eigenschaft

Py(—2) = (1) Py(2). (3.53)

Fiir z =1 zeigen r und 7’ in die gleiche Richtung und wegen

1 ¢
— :Zt7
ViteZ—2t 1-t 4

erfiillen die Legendre-Polynome die Normierungsbedingung

P(z=1)=1. (3.54)

Die Legendre-Polynome bis zur Ordnung 6 lauten

Po(z> =1
Pi(z) ==z
(2) % (322 — 1)
% (523 — 32)
é (352" — 3027 + 3)
é (632" — 702° + 15)
Ps(2) = 1—16 (2312° — 31521 + 10522 - 5) . (3.55)

Da die Greenfunktion fiir 7 # 7’ die Laplace-Gleichung 16st, muss jeder Term in der konvergenten
Entwicklung (3.51) ebenfalls die Laplace-Gleichung 16sen,

AG(r—71") =0= AqPi(z) = —L({+1)Py(2). (3.56)
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Wir haben hier beriicksichtigt, dass der r-abhingige Faktor t’/r~ eine Losung der radialen Dif-
ferentialgleichung (3.40) ist. Fiir ein zylindersymmetrisches (axialsymmetrisches) System mit
z-Achse als Symmetrieachse ist das Potential unabhéngig von ¢. Deshalb hingt die Greenfunk-
tion fiir eine Punktladung auf der z-Achse auch nur von #-#' = #-e3 = cos 1) ab. Als Konsequenz
vereinfacht sich die partielle Differentialgleichung fiir Pp(7 - #') in (3.56) zu einer gewohnlichen
Differentialgleichung fiir Py(cos ), der sogenannten Legendre’schen Differentialgleichung,

d
dz

P,
<(1 — 22)(25) +4(l+1)P;=0, z=cos?. (3.57)

Sie ist identisch zur Gleichung (3.47) mit m = 0.

Vollstandigkeit der Legendre-Polynome

Zur weiteren Untersuchung der P; betrachten wir die in Abschnitt 2.2.2 mithilfe der Bildladungs-
Methode bestimmte Dirichlet Green-Funktion auflerhalb einer ideal leitenden Kugel mit Radius
R, siehe (2.34),

2

74/

GD(Tv 7’,)

1( 1 R 1 (3.58)

. I
= 7] _7"’|7'—7“’8?"|>’ wobei 7 =

- 41 &0
der Abstand der Spiegelladung vom Ursprung ist. Dies ist auch die korrekte Greenfunktion fiir
einen kugelférmige Hohlraum umgeben von einem idealen Leiter. Dann sind r und 7’ kleiner als
R und die Spiegelladung liegt ausserhalb des Hohlraums. Wir entwickeln Gp nach Potenzen von
r’' /r beziehungsweise r/r':

Gp(r>r' > R) L1y (TI)Z rs (T;>£ Py(z)
r>r = — -] === z
b dmeg r R\ r ¢

=0
, 1 1 (r)e R(r)f
_ - ) = () ) Po(z). :
Gp(r <r' < R) tregr 2=\ A 0(2) (3.59)

Die erste Reihendarstellung gilt ausserhalb der Kugel, die zweite innerhalb der Kugel. Wir
benétigen noch die Normalenableitung von Gp,

0Gp 0Gp

on” ~ o
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wobei das obere Vorzeichen fiir r > 7/ und das untere fiir » < r’ gilt.? Setzen wir die Reihenent-
wicklungen fiir Gp ein, so finden wir

oG p 1 R\ !
_— = 2 1 P,
AR R vy Z ¢+ (T> 0(2)

0Gp 1 1 /r\*
- § 2 +1)= (Z) Pu(). .
o <) = H( (D% (R) o(2) (3.60)

Wegen der Identitat (2.33) hat jede Losung der Laplace-Gleichung in einem Gebiet V' bzw. jede
in V harmonische Funktion die Darstellung

GGD

= —€p

(r').

Hier setzen wir obige Reihenentwicklungen fiir die Normalenableitung von G'p ein und erhalten

d(r) = 417T Z(2€+1)< )HI?{dQ’PZ P 7)) ®(R#), r>R

1

- (2e+1)(> fdQ/Pﬁ N O(RP), <R, (3.61)

Aus der Potenzreihenentwicklung fiir kleine r folgt insbesondere

- i / N
= 74 49 ®(R#), (3.62)

was bedeutet, dass der Wert einer harmonischen Funktion im Kugelzentrum gleich ihrem Mit-
telwert auf der Kugeloberfliche ist.

Fiir r = R fallen die beiden Entwicklungen in (3.61) zusammen und ergeben fiir R =1

(1) = % > (20+1) j{dﬂ’ Py(7-7') ®(ey). (3.63)
¢

Diese wichtige Relation heifit Vollstindigkeitsrelation: Eine ,,beliebige* Funktion ® auf der Sphé-
re S? kann als Linearkombination der Legendre-Polynome geschrieben werden. Diese Beziehung
ist gleichbedeutend mit

= OCERLIRIE (0~ )3(p — &)
=6(¢p — ¢")d (cosV — cos V') . (3.64)
2Benutzt man Gp in (3.58), so findet man
dGp 1 r*— R 1

or’ Irr=r = dreg R (r2+ R? — 2rRz)3/2
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Abhéangigkeit vom Azimutwinkel und Kugelflichenfunktionen

Wir werden die Abhéngigkeit der Legendre-Polynome Py(# - #') von Azimut- und Polarwinkel
studieren und dabei eine Beziehung zwischen den Legendre Polynomen und den Kugelfldchen-
funktionen gewinnen. Das Legendre Polynom P, gehorcht der Differentialgleichung (3.56). Wir
haben frither mithilfe der Separation der Variablen gezeigt, dass diese Differentialgleichung Lo-
sungen mit einer einfachen exponentiellen p-Abhéngigkeit hat. Deshalb ist es naheliegend, das
Argument 7 - 7 von P in Potenzen von ¢!?=#) zu entwickeln:

N
Il
<>

1 - / 1 . ,
P = B sin 9 sin 1’ eX#¢") 4+ cos ¥ cos ¥’ + B sin¥sind’ e 1P~ (3.65)

Entwickelt man nun das Polynom P;(z) vom Grade ¢ ebenfalls in Potenzen von €/(*~¢") dann
erhdlt man die endliche Summe

¢ . o
P(p-#)= Y Eg_’_' e"™? P (cos ) e P (cos V'), (3.66)
m=—/{ :

worin die Potenzen m € {{,¢—1,..., —{} auftreten. Die Funktionen P;" sind reell und der Faktor
mit dem Quotienten der Fakultaten ist Konvention und legt die Normierung der Funktionen P;"
fest. Die Vorzeichen der P} sind noch frei wahlbar. Zum Beispiel erhalt man fiir £ = 0,1 und 2
die Entwicklungen

P=1
P, = coscosd + % (ew sind e sin + h.c.)
P, = 3(3 cos®> ¥ — 1)(3cos® ¥ — 1)

+ % (46”’ cos I sint e cos ' sin® + €*¢ sin? ¥ &2 sin® ' + h.c) , (3.67)

woraus man bis auf ein Vorzeichen die P;” mit ¢/ < 2 ablesen kann. Als Funktion der beiden
Winkel erfiillt P, die partielle Differentialgleichung (3.56) und damit 16st P, als Funktion von
z = cos ¥ die Differentialgleichung (3.47). Die (reguldren) Losungen dieser Differentialgleichung
sind bis auf Multiplikation mit einer Zahl eindeutig, und wir schlieen, dass die Polynome P;"
in (3.66) und (3.45) gleich gewéhlt werden koénnen.

Nun fithren wir schlussendlich die Kugelfidchenfunktionen

2041 —m)! ,
Von(0.9) = |2 e cos) (3.68

ein, so dass die Reihe (3.66) folgende Form annimmt,
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7oy 7 4 ‘ * / /
PP #) = g 30 Yen(d @) Vi@ 6. (3.69)
m=—{

Damit schreibt sich die Vollstédndigkeitsrelation (3.64) folgendermassen:
L
Z Z Ve (9, 0) Vi (9, ¢") = 6(p — ¢')d( cos ¥ — cos ). (3.70)
{=0,1,... m=—¢

Bis auf ein Vorzeichen sind ), _,, und )}, identisch. Konventionell wihlt man dieses so, dass
Vemm = (=)"Vim - (3.71)

Es geniigt deshalb, die Funktionen mit m = 0,1, ..., ¢ anzugeben.

Wir fassen zusammen: zur expliziten Berechnung der )y, mit festem ¢ ersetzt man das Argu-
ment z des Legendre-Polynoms P, geméaf (3.65) und entwickelt nach Potenzen von eime=¢"),
Als Resultat erhélt man nach (3.69) (bis auf ein unbestimmtes Vorzeichen) die Kugelfdchen-
funktionen zu diesem ¢. Insbesondere fiir £ = 0 und 1 erhilt man

1 3 : 3
- - _ ]2 i _ ]2
Yoo = Jir Vi o sin ve'?, Yio in cos?. (3.72)

Die Kugelflachenfunkionen mit £ = 1 sind in Abbildung 3.3 gezeigt. V1 ist zylindersymmetrisch,
héngt nicht vom Azimutwinkel ab und ist der z-Achse nédher als V1.

Z

Abbildung 3.3: Kugelfidchenfunktionen Y11 (links) und Yio (rechts).

Fir die Kugelflachenfunktionen mit ¢ = 2 erhélt man analog

Voo =1\ 5o Vo1 = —\/— Voo =/ —— —-1 :
29 39 sin“ Je y 21 3 cos ¥ sin Je s 20 16 (3 cos“ v ) s (3 73)

und diese sind in Abbildung 3.4 graphisch dargestellt. Wie fiir £ = 1 beobachtet man auch hier,
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Abbildung 3.4: Kugelfliichenfunktionen Yoo (links), Vo1 (mittig) und Yoo (rechts) .

dass sich mit abnehmendem m der Trager der Kugelflichenfunktion der z-Achse néhert.

Normierung und Vollstandigkeit der Kugelflachenfunktionen

Die Kugelflachenfunktionen spielen nicht nur in der Elektrodynamik eine herausragende Rol-
le. Man begegnet ihnen in der Quantenmechanik wieder, und zwar bei der Behandlung des
Bahndrehimpulses. Deshalb lohnt es sich doppelt, einige wichtige Eigenschaften dieser speziel-
len Funktionen zu notieren. Sie bilden die Punkte auf der Kugeloberfliche S? vom Radius 1,
gekennzeichnet durch Azimut- und Polarwinkel, in die komplexen Zahlen ab.

Wegen der speziellen Winkelabhéngigkeit des Arguments z in (3.65) ist

Vim X Z appq - (sin 19)p+qei(p*qw mit p,q>0,
p—q=m

und deshalb verschwinden die Kugelfunktionen mit m # 0 an den Polen,
yﬁ,m#ﬂ(ﬂ = 07 90) = yf,m#o(ﬁ =T, 90) =0. (374)
Zeigen r und 7’ in die gleiche Richtung, dann ist z = 1 und die Normierung P;(1) = 1 bedingt

47

20 +1
l=—
2041

A’

¢
> Ve (0, 0)F = Vio(0) = (3.75)
m=—/

wobei wir Vy(0) > 0 benutzten. Mit (3.69) ergibt sich dann fiir / =0

Py(cos®) = ,/Q;j_lygo(ﬁ) . (3.76)
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Integrieren wir (3.70) iiber ¢, dann erhalten wir die Vollstandigkeitsrelation fiir die Legendre-
Polynome

(20+1) Py(2)Pu(2) = 6(2 — 2). (3.77)
0=0.1,...

N | =

Diese Relation folgt auch aus (3.63) fiir ¢-unabhéngige Potentiale. Ausgedriickt durch die Ku-
gelfunktionen lautet die Vollstandigkeitsrelation (3.63) nun folgendermafien

y4
20, 0)= > > cmdem®,9), com=Vem ®). (3.78)

£=0,1,... m=—¢

Wir haben hier das Skalarprodukt von zwei komplexwertigen Funktionen S? — C eingefiihrt,
(V.0) = §_d2V" (0, )20, ). (3.79)
5'2

Also kann jede (quadratintegrierbare) Funktion auf S? als Linearkombination der linear unab-
héngigen Kugelfunktionen geschrieben werden. Der Koeffizient der Kugelfunktion ), in der
Entwicklung ist gleich dem Skalarprodukt von )y, mit der dargestellten Funktion. Mit (3.61)
hat dann eine harmonische Funktion ¢ die Reihenentwicklungen

041
2r) =3 (%) ) Yenlt ), 7>
m
> (1) 9,9) (380
= =) (Vem, ®r) Vem (9, ¢), r<R, 3.80
T R 1 R 14 @

wobei @ die Restriktion von ¢ auf die Kugeloberfliche mit Radius R ist. Kennt man ® auf der
Kugeloberfliche, dann kann man mit dieser Relation ® in der Kugel oder ausserhalb der Kugel
bestimmen.

Wiéhlen wir ® = )y, in (3.78), dann folgt unmittelbar die Identitét

Verss Verwt) = § 42V 0.0) Ve (9, 0) = b1t (381)

Die Kugelfunktionen sind also orthogonal beziiglich des Skalarprodukts (.,.) und normiert. Sie
bilden ein wvollstindiges Orthonormalsystem von Funktionen auf S2.

3.4.2 Potenzreihen und erzeugende Funktionen

Man kann auch direkt versuchen, die Legendre’sche Differentialgleichung (3.57) mithilfe eines
Potenzreihen-Ansatzes zu lésen:

o
Py =2* Z anz", ap # 0. (3.82)
n=0
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Wir nehmen an, die Reihe konvergiere und kann gliedweise differenziert werden. Einsetzen von
(3.82) in (3.57) fithrt auf eine Rekursionsrelation, die a,, mit a,_2 verbindet. Aus dieser Relation
folgt o = 0 oder a = 1. Fiir a = 0 kann man ag und a1 beliebig vorgeben.? Der Koeffizienten-

vergleich liefert
nn+1)—£({+1)

= =0,1,2,... 3.83
An4-2 (TL+1)(TL+2) G,y n 5 Ly 4y ( )
Fiir grofle n gilt
a
n+2 1
an

und nach dem Quotientenkriterium ist der Konvergenzradius der Reihe (3.82) gleich Eins. Sie
definiert eine analytische Funktion innerhalb des Einheitskreises. Diese Funktion muss auf dem
Einheitskreis eine Singularitdt haben, es sei denn, die Reihe bricht ab und wird zu einem Po-
lynom. Wegen (3.83) bricht sie genau dann ab, wenn /¢ eine ganze Zahl ist. Da wir aber ¢ > 0
annehmen, muss ¢ € {0, 1,2, ...} sein. Die Rekursionsrelation (3.83) zeigt, dass fiir diese erlaub-
ten Werte fiir ¢ der Koeffizient ay, o verschwindet und daher P, ein Polynom vom Grade ¢ sein
muss.* Fiir a; = 0 ist das Polynom gerade und fiir ag = 0 ungerade.

Fiir gerades ¢ erhalten wir

1
Pg:a0<1—g(£—i_)22+

+(1)§2!W2)"'2'(?1)'”(%1)zf>, (3.84)
und fiir ungerades ¢
P = al(z— Wz?’ +
ey D=3 -2él(z+ 2)... (20— 1)%) | -

Normiert man schlussendlich die Legendre-Polynome P, geméaf (3.54), dann findet man wieder
die Losungen (3.52).
Erzeugende Funktion: Die Legendre-Polynome kénnen durch Ableiten von einfachen Polyno-

men erzeugt werden:

1 d o, ¢
Py(z) =1, Pg(z):%w(z ~1) . (3.86)

Beweis: Wir differenzieren die einfache Differentialgleichung

(22 — D' = 20zu (3.87)

3Fiir a = 0 gewinnt man schon die allgemeine Losung der Legendre’schen DG.
4a¢ bestimmt ag42!
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(¢ 4+ 1)-mal nach der Variablen z. Unter Benutzung von
(u-0)™ = u™y 4 pu=Dy 4 (Z) um D@ 4

ergibt sich die Differenzialgleichung

(2% = Dul? 4+ 22(0 4+ 1)u™D 4000 + D = 20204 + 2000 4 1))

beziehungsweise die Legendre’sche Differentialgleichung fiir u(9)

(22 = Du™ + 220D — (0 + 1) = 0.
Nun erfiillt aber gerade u = (22 — 1) die Gleichung (3.87). Setzen wir noch P, = u(®) /2!, dann
l6st P, die Legendre’sche Differentialgleichung.

3.4.3 Helmholtz-Funktionen und zugeordnete Legendre-Polynome

Wir kehren zur allgemeinen Gleichung (3.47) mit ganzzahligen ¢ und m zurtick. Lost Py die
Legendre’sche Differentialgleichung (3.57), dann 16st die Helmholtz’sche Funktion

dm

Pry = ——
Im dzm

Py (3.88)

die Differentialgleichung

5. d2 d
(1—Z )@—2(m+1)z%+(€(€+1)—m(m+l)) PEm:O'

Man braucht nur die Legendre-Differentialgleichung m-mal zu differenzieren. Wir schreiben nun
Pun(2) = (=)™(1 = 2%) 2P (2)

und bestimmen durch Einsetzen die Differentialgleichung, der die zugeordneten Legendre-Polynome
Py dann geniigen. Man findet die Differentialgleichung (3.47) und damit lésen die

L i ) LS

die Differentialgleichung (3.47). Die Helmholtz-Funktion P, ist ein Polynom vom Grade ¢ —m.

m
2

PP(e) = ()" (1-2°)

Das zugeordnete Legendre-Polynom FP;" ist dann vom Grade £. Um zu den Kugelfunktionen zu
gelangen, miissen wir die zugeordneten Legendre-Polynome mit exp(imep) und einem konventio-
nellen Normierungsfaktor multiplizieren:
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_ | .
Vem(®,0) = 1/ (%4:; D,/ Eﬁ — Z;;Pﬁ(cosﬁ)em, (eENy, —C<m<l.  (3.90)

3.4.4 Punktladung in einem geerdeten ,,Faradaykafig*

Innerhalb einer Kugel mit Radius R befinde sich am Ort 7y eine Punktladung q. Auf der Kuge-
loberflache soll das Potential verschwinden. Ohne Einschrankung der Allgemeinheit diirfen wir
annehmen, dass sich die Ladung auf der z-Achse (Jy = 0) befindet. Dann ist ¢ unabhéngig vom
Azimutwinkel ¢. Das Potential in der Kugel schreiben wir als Summe des Coulomb-Potentials
der Punktladung plus einer harmonischen Funktion,

br<RI)=-L 1 g,

 dmeg |1 — 1o

1 4 Z <T<>z Py(cosd) + Zae (;)EPg(cos J), (3.91)

4meg r> 7 \T> 7

wobei wir die Abkiirzungen
r< =min(r,r7g) und 7~ = max(r,ro), ro = |20] (3.92)
einfithrten. Das Potential verschwindet auf der Kugeloberfliche genau dann, wenn gilt
1 q (ro\*
=iyt (1) -

Deshalb ist das Potential einer auf der z-Achse liegenden Punktladung im geerdeten sphérischen

Faradaykéfig

O(r < RY) = L3 (1 (7’<>£ N % (g)ﬁ Py(cos ). (3.93)

4dmeg 7\ \T>

Der harmonische Anteil ist identisch zum Potential der Spiegelladung auflerhalb der Kugel,

V4
q Tor 1 Rq/rg
— | Py(cos?) = . 3.94
dmeoR Zz: (R2 ) d ) dreg v — R2ry /73| ( )

3.5 Zylindersymmetrische Probleme

Wir legen die 3-Achse in Richtung der Symmetrieachse. Dann héngt das Potential nicht vom
Azimutwinkel ab und die allgemeine zylindersymmetrische Losung der Laplace-Gleichung lautet

B(r0) =Y <aﬂf + rfjl) Pieosd), (=) =[5 ;I iol2). (3.95)

=0
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Mit der Orthogonalitétsrelation (z = cos )

4 47

=+ (Veo, Vo) = m%/ (3.96)

(), Py) = 27 /_ 11 dz Py(2)Py(2)

kénnen wir den r-abhéangigen Faktor leicht bestimmen:

1 A )
®,P) =2r | dcos® ®(r,9)Py(cos?) = o) :
(P, ) 7r/_1 cos ¥ ®(r,9)Py(cos V) Y <agr +r£+l> (3.97)

Suchen wir zylindersymmetrische Losungen der Laplace-Gleichung in einem Gebiet, das den
Koordinatenursprung enthéalt, dann verschwinden alle by. Fiir Losungen in einem unbeschrankten
Auflengebiet verschwinden dagegen alle Koeffizienten ay.

Homogen geladener Ring

Wir berechnen das Feld eines geladenen Kreisrings mit Radius R, wie in der folgenden Abbildung
3.5 gezeigt. Wir wihlen das Koordinatensystem so, dass der Kreis in der z — y-Ebene liegt und

A

Abbildung 3.5: Zur Berechnung des Potentials eines homogen geladenen Kreisrings.

sein Mittelpunkt mit dem Koordinatenursprung zusammenfillt. Die Ladung sei gleichmaBig auf
den Kreis 27 R verteilt. Dann ist die Ladungsdichte des als unendlich diinn idealisierten geladenen
Kreises gleich

pr) = 5o=b(p— R)3(), % =a®+y". (3.98)
Wir berechnen zunéchst das Potential auf der z-Achse. Ein Punkt (0,0, z) auf dieser Achse hat

denselben Abstand v/z2 + R? zu jedem Punkt auf dem Ring, und entsprechend ist

1L q 5(p/ — R)(s(z’) r g gl q 1
(I) = — = .
(0,0,) dmeg R P2+ (z—2)? pdpdz Admeg /22 + R2 (3:99)
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Auf der Symmetrieachse ist das Feld identisch mit demjenigen einer Punktladung auf der Achse
im Abstand v/22 + R2. Das Potential ist weg vom Kreisring harmonisch und hat fiir » > R und
r > R jeweils die Reihenentwicklung (3.95). Diese definieren eine am Ursprung reguldre und im
Unendlichen abfallende Funktion wenn die b, fiir r < R und die ay fiir r > R verschwinden. Nun
kénnen wir die Entwicklungen

o(r < R) = Z(W“EP@(COS ¥) und ®(r>R)= Z %Pg(cos ) (3.100)

mit dem auf der z-Achse bekannten Resultat (3.99) vergleichen. Auf der Achse ist r = |z|. Mit

i B TTPY L R
V2t R \/1+t2 o 200! R R’
und Py(1) =1 finden wir so fiir die Innenlésung die Reihendarstellung
1 ¢ ¢ (20)! ( r )25
@ = —=> (D' 25 (%) Palcosd
(T < R) 47_‘_50 R - ( ) (2g£|)2 R QZ(COS )
_ 1 gq r? 4
= e R (1 - @(3% 9—1)+0 ((r/R) )) . (3.101)

Eine vergleichbare Rechnung fiihrt auf die Auflenlésung

R 2¢
— ] P
47750 r Z 256' ( ) 2u(cos d)

L g (1 - %(3 cos® ¥ — 1) + ((R/r)4>) . (3.102)

C dwegr

®(r > R) =

Weit weg vom Ring ist der fithrende Term, wie erwartet, das Coulomb-Feld. Der Kreisring
hat kein Dipolmoment und die erste Korrektur zum Monopolanteil ist das Quadrupolfeld mit
diagonalem Quadrupoltensor

w100
quT 01 0. (3.103)
00 —2

Da die Entwicklung der Aussenlésung nur ungerade Potenzen von 1/r enthélt verschwindet auch
der Oktupolbeitrag und der néchste Beitrag stammt vom Hexadekupol.

3.6 Multipolentwicklung in Kugelkoordinaten

Wie frither betrachten wir eine statische und lokalisierte Ladungsverteilung p(7). Mit Hilfe der
Kugelfunktionen kénnen wir nun relativ schnell die Multipolentwicklung des Potentials ® nach
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inversen Potenzen von r ableiten. Dazu erinnern wir uns an die Entwicklung

1 1 < ¢ Y
- 2 =) p(#-
e ;() (7 7)
r< ’
I, . 3.104
- @Zo o z:_g( ) Ver (9, 9) Vi (2 (3.104)
Hat die Ladungsdichte ihren Triger innerhalb einer Kugel mit Radius R, dann folgt fiir r > R
4m QEm
Areg®(r E 9, 3.105
mit den sphdrischen Multipolmomenten
= / Brrty; (8, 0)p(r) . (3.106)

Fiir ¢ = 0 erhalten wir das ,,Monopolmoment* Ladung, fiir £ = 1 die Komponenten des Dipol-
Momentes und fiir £ = 2 die Komponenten des symmetrischen und spurlosen Quadrupoltensors.
Insbesondere fiir m = 0 findet man

— d3 q
qoo = 471/ rp(r) = \ﬁ
qi0 = \/—/d3rrcosq9p(r) = ipg
™
3 2
420 = \/ —— Tom /d (3r% cos® ¥ — r%) p(r) 167r Q33 (3.107)

Fiir festes ¢ gibt es 2¢ + 1 Komponenten gg,,,. In kartesischen Koordinaten ist die Anzahl unab-
héngiger Komponenten in der Multipolentwicklung nicht so offensichtlich. Wegen der Symmetrie
und Spurfreiheit hat zum Beispiel der Quadrupoltensor 9 —3 —1 = (2-2+ 1) = 5 unabhéngige
Komponenten. Von den 3% = 27 Komponenten des Oktupoltensors Qijr sind tatséchlich nur
(2-3+ 1) = 7 unabhéngig. Fir die hoheren Multipole ist die sphérische Multipolentwicklung
wesentlich einfacher und eleganter als die Entwicklung in kartesischen Komponenten.

3.7 Anhang: Vollstindige Funktionensysteme

Abschlielend wollen wir die Eigenschaften der Legendre-Polynome und Kugelfunktionen geo-
metrisch interpretieren. Wir werden dann besser verstehen, warum die Py ein vollstdndiges Or-
thogonalsystem auf dem Raum der Funktionen [—1,1] — C und die Yy, ein vollstindiges
Orthonormalsystem auf dem Raum der Funktionen S? — C bilden. Diese Funktionen bilden
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jeweils einen linearen Raum. Als inneres Produkt wéhlen wir

(£.9) = [ (o) F@g(@) &', pla) >0, (3.108)
M
wobei in der Elektrostatik folgende Rdume und Dichten p auftreten:

M=[-1,1], p(x)d"x — dz fiir Legendre-Polynome,
M =52, p(z)d"x — sinddddy  fir Kugelfunktionen .

Die Bilinearform (.,.) ist ein Skalarprodukt: Sie ist linear im zweiten Argument und antilinear
im ersten Argument,

(f, 191 + a2g2) = a1(f,g1) + a2(f,92) und (f,9) = (9,f), (3.109)

und sie ist positiv
(f,f)>0 und (f,f)=0 nur,falls f=0. (3.110)

Zwei Funktionen f, g (Vektoren in diesem unendlich dimensionalen Funktionenraum) sind or-
thogonal, falls (f, g) = 0 ist. Die Liange oder Norm einer Funktion ist

£l = (f, )M (3.111)

Also ist der Raum der stetigen Funktionen M — C ein unendlich-dimensionaler Vektorraum,
versehen mit einer Norm, ein so genannter normierter Raum. Der Abstand zwischen zwei Funk-

tionen ist

d(f,g9) =15 —gll- (3.112)

Vergrossert man den Raum so lange bis man einen beziiglich der Metrik vollstandigen Raum
erhélt, so heifit dieser Hilbertraum: Ein Hilbertraum ist demnach ein linearer Raum, der be-
ziiglich der durch das innere Produkt induzierten Metrik vollsténdig ist. In einem Hilbertraum
konvergieren zum Beispiel alle Cauchy-Folgen gegen ein Element des Raumes. Der Raum der
stetigen Funktionen auf M ist beziiglich der durch (3.108) induzierten Norm nicht vollstandig.
Man kann ihn aber vervollstdndigen. Der etwas gréflere Raum wird mit

Lo (M, p) (3.113)

bezeichnet. Es gilt der folgende
Satz: In einem Hilbertraum gelten die Schwartz’sche und Dreiecksungleichung

(£ 9l < 11l und[1f + gll < [[£]] +[lgll - (3.114)

Weiterhin ist
gl < IAf+gll firalle AeC (3.115)
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genau dann, wenn (f,g) =0 ist.
Beweis: Sei aw = (f, g). Eine einfache Rechnung zeigt, dass
0 < IAf+gll> = PPISIP + 2R(@A) + [lgll?- (3.116)

Damit gilt die letzte Aussage im Satz fiir « = 0. Fiir f = 0 sind die erste und letzte Behauptung
trivial erfiillt. Sei nun f # 0. Wir setzen A = —a/|| f||*>. Mit diesem \ wird (3.116) zu

|of®
1A%

Dies beweist die erste Ungleichung und zeigt, dass die dritte Behauptung nur fiir @ = 0 gelten

0< IAf+gl>=lgl” -

kann. Die zweite Ungleichung im Satz folgt aus der ersten (man quadriere die zweite Unglei-
chung).

Die Legendre-Polynome sind orthogonal im Hilbertraum Ls([—1,1]) und die Kugelfunktionen
orthonormal in Ly(S?, sin ) dddyp). Dies ist einfach zu beweisen. Dazu schreiben wir die entspre-
chenden Differentialgleichungen als Eigenwertgleichungen:

_ __9 2y 4 __
Afe=0t+1D)fr,  A=-— (1 z)dz bzw. A=—Aq. (3.117)

Der Differentialoperator A ist linear. Nach Wahl einer Basis im Funktionenraum ist er eine
unendlich-dimensionale Matrix. Der zu A adjungierte Operator At wird durch

(f,Ag) = (A'f,g) (3.118)

definiert. Fiir einen symmetrischen Operator ist A = A'. Der Laplace-Operator Aq auf S2
ist offensichtlich symmetrisch, siehe (3.37). Der erste Differential-Operator A in (3.117) ist es
ebenfalls:

1 1
(f. Ag) = /deAg = —(1=2%) (fg' = Fg) |1 + /dszg = (Af.9). (3.119)
—1 -1

Wir setzten hier voraus, dass f und g bei z = +1 reguldr sind, so dass keine Oberflichenterme
auftreten.

Es seien nun f; und fy Eigenfunktionen des symmetrischen Operators A mit Eigenwerten
(04 1) bzw. £/(¢' + 1). Dann ist

(Afe, for) = €L+ 1) (fe, for) = (fo, Afer) =00 +1)(fe, for) -

Fiir £ # ¢/ muss also (fy, fir) = 0 gelten. Deshalb sind die Legendre-Polynome bzw. Kugelfunk-
tionen orthogonal zueinander. Die Kugelfunktionen sind normiert. Es verbleibt noch, die Norm
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der Legendre-Polynome zu bestimmen. Mit

/1 d d—£(1 — 22t 2 = LM(@!)? (3.120)
-1 “\ i 2w +1 ' ’

findet man, dass

2
20+1

2
(P, Py) = —— und damit (P, Pp) =

. 121
20+ 1 Oct (1)

In der Analysis beweist man, dass die Eigenfunktionen jedes selbstadjungierten Operators A ein
vollstdndiges Funktionensystem bilden. Sie bilden immer eine Basis im Hilbertraum.

A. Wipf, Elektrodynamik



Kapitel 4

Elektrisches Feld in Materie

Bisher untersuchten wir das von einer Ladungsverteilung erzeugte elektrische Vakuumfeld, be-
schrieben durch die beiden Maxwell-Gleichungen

V-E=L wmd VxE=0.
€0

Nun sollen die entsprechenden Gleichungen in Isolatoren besprochen werden. Ein materieller
Korper enthélt positive und negative Ladungen, und zwar von jeder Sorte gleich viele, wenn er
elektrisch neutral ist. Wéhrend nun beim Leiter eine der beiden Sorten frei beweglich ist (Elek-
tronen beim Metall, Tonen beim Elektrolyten), sind beim Isolator beide Sorten quasielastisch
an feste Orte gebunden. In einem Dielektrikum gibt es keine frei beweglichen Ladungen und die
geladenen Teilchen konnen schwerlich aus ihrer Gleichgewichtsposition verschoben werden. Un-
ter der Einwirkung eines elektrischen Feldes verschieben sich die positiven Ladungen ein wenig
in Richtung des Feldes und die negativen entgegengesetzt dazu, und zwar um eine der Stérke
des Feldes proportionale Wegstrecke. Diese gegenseitige Verschiebung der Ladungen nennen wir
Polarisation und beschreiben sie durch einen Vektor P. Die Polarisation induziert Zusatzfelder,
die das duflere Feld iiberlagern.

4.1 Polarisation und dielektrische Verschiebung

Wir nehmen an, dass die Maxwell-Gleichungen des Vakuums mikroskopisch giiltig sind:

V- En=" und VxE,=0, (4.1)

€0
wobei E,, und py, das mikroskopische elektrische Feld die mikroskopische elektrische Ladungs-
dichte bezeichnen. Das mikroskopische Feld von etwa 10%® Ladungstrigern je Kubikzentimeter
ist aber derart kompliziert, dass seine exakte Bestimmung in makroskopischen Dielektrika prak-
tisch unmoglich ist. In einer Elementarzelle eines Festkorpers oder in einem Atom ist es von

der Grofe By =~ e/(1A)? ~ 10°V/cm, dabei ist e die Elementarladung und 14 = 10~%cm
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ein Angstrgm. Noch schwerer wiegt unsere Unkenntnis iiber die Physik auf atomaren Skalen.
Atomare Modelle lassen sich nur im Rahmen der Quantenmechanik korrekt entwickeln.

Messen wir allerdings nur Felder und Ladungsverteilungen auf makroskopischen Skalen, so mit-
teln wir automatisch {iber einen gewissen Raumbereich und ein Zeitintervall. Dabei werden die
kurzwelligen und kurzzeitigen Fluktuationen des mikroskopischen Feldes gegléttet. Die klassische
Elektrodynamik in Medien ist deshalb nur sinnvoll fiir gemittelte Gréflen anwendbar.

Wir ordnen einem mikroskopischen Feld Ay, (¢, r) sein gegléttetes mittleres Feld
(Am)(t,7) = / B f(r — ) At ) = / & f(w) Am(t, 7 — 1) (4.2)

zu. Die Funktion f(r) sei in einer Umgebung des Ursprungs lokalisiert, nichtnegativ und auf
Eins normiert, d.h. [ d®r f(r) = 1. Mégliche Glittungsfunktionen sind

3 1 r2
f('r') = me(b — 'I") oder f(T) = Wexp <_b2> . (43)
Mit der ersten Wahl mitteln wir iiber Kugeln vom Radius b, zentriert um r. Die Gaufl-Funktion

£ J(0) 4 J(r)

Y
Y

Abbildung 4.1: Zwei maogliche Gldttungsfunktionen.

leistet im Wesentlichen das Gleiche, aber mit einer analytischen Glattung. Die Mittlung geschieht
iiber eine Linge b, die viel groBer als der typische Atomabstand von etwa a ~ 10~8cm sein
soll. Auf der anderen Seite soll b klein sein gegeniiber der Skala, auf der die zu studierenden
Phénomene variieren. Fiir eine Welle ist diese Skala durch die Wellenlinge A bestimmt, also
fordern wir

a<b . (4.4)

Typische Mittelungslingen sind gm — mm. Fiir b ~ 10~ ?cm sind etwa 10'7 Teilchen in ei-
nem Mittelungsvolumen enthalten. Wegen der groflien Zahl von Teilchen im Mittelungsvolumen
werden durch die rdumliche Mittlung auch die raschen zeitlichen Fluktuationen gegléttet.

Man kann auch andere Mittelungen als in (4.2) benutzen. Die Resultate sollten aber von der
Art der Mittlung unabhéngig sein. Wir brauchen fiir die folgenden Betrachtungen die Annahme

V<Am> = <VAm>7 (45)
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die auf die Mittlung (4.2) zutrifft,

V(Aw)(t,7) = / BV f(r — ) Am(t, ) = — / BV (7 — ) Am(t, )
_ / B f(r — 7)Y A(t, ) = (VAR (L, 7). (4.6)
Wir definieren nun das makroskopische elektrostatische Feld
E(r) = (Eu)(r). (4.7)

Da Mittlung und Ableitung vertauschen, erhalten wir aus den mikroskopischen Grundgleichun-
gen (4.1) die makroskopischen Feldgleichungen

1

V- E=—
€0

(pm)(r) und Vx E=0. (4.8)
Wegen
(Bm)(r) = =(VOu)(r) = =V(Pm)(r), (4.9)

wobei ®,, das mikroskopische Potential ist, kénnen wir das makroskopische elektrische Feld als
Gradient des gemittelten skalaren Potentials ® = (®,,) schreiben.

Wir berechnen ¢ nun naherungsweise. Das Material bestehe aus N Atomen (Ionen, Molekiile).
Die Ladung ¢, des n’ten Atoms ist die Summe der Ladungen der Kerne und Elektronen, aus
denen das Atom zusammengesetzt ist.! Die Atome sind einige Angstrom grof und damit ist der
Abstand der Elektronen und des Kerns im n’ten Atom zum Schwerpunkt 7, des Atoms sehr
viel kleiner als der Abstand zwischen dem Aufpunkt r (wo ® gemessen wird) und r,. In der
Multipolentwicklung fiir das vom n’ten Atom am Orte r erzeugte Potential diirfen wir damit
die Dipolndherung machen,

(r— 1

PSP S TR . Gl ) () : (4.10)
7 — 7y |7 — 7 ‘

wobei ¢, die Ladung und p, das Dipolmoment des als klein angesehenen n’ten Atoms ist. In

dieser Ndherung ist das von allen Atomen im Material erzeugte Potential durch die Summe der

Monopol- und Dipolfelder der einzelnen Atome (Ionen) gegeben,

Amreg®m(r) = i ( Gn P (T rn)>

= \r —m |r — r,|3
. 3 pm,f(r/) / r—r
—/d?" (|r_r/| +Pm(7°)m y (411)

'In der klassischen Elektrodynamik diirfen wir die Kerne und Elektronen als Punktteilchen ansehen.
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wobei wir die Ladungsdichte der elektrischen Monopole und die Dipoldichte einfiihrten,

=z

N
Pmf = Z @no(r —r,) und Py Z (r—m). (4.12)

Statt iiber das Potential hitten wir direkt Giber die Ndherung fiir die mikroskopische Ladungs-
dichte argumentieren kénnen. In der Dipolndherung ist die Ladungsdichte der Atome die Summe
aus dem Monopol- und Dipolterm, siehe (3.10),

N
Z — —paVO(r — 1)) = pmst + PmPs (4.13)

und (4.11) ist dann dquivalent zu

mmém:/fw<%““q+pmﬂww. (4.14)

jr =7 =7

Nun mitteln wir (4.11), um vom mikroskopischen Potential zum mittleren Potential zu gelangen:

! Y |
Jmeo®(r / Bu flu /dsrf (M“’)+pm<rf>.W).

|r —u — /| |r —u—1r'3

Wir setzen v’ + u = r”, so dass

_ R
Ameo®(r /d3 ”/d3uf (pmf( = )—i-P ( u)r’,;/|3>

| r —r

3 r—r
= /d ! ( //| + P(’I’//) . 7“0 — ,,,//|3>

=i (1) e v LY. (419

| — /| | — /|

Im letzten Schritt haben wir die Integrationsvariable r” wieder mit r’ bezeichnet und die ma-
kroskopische Ladungsdichte der freien Ladungstriger (Ionen)

r) = [ duf@pni(r = w) = Y auf (r = 1) (4.16)
und die makroskopische Polarisation
/d3uf (r—u) anf (4.17)
eingefiihrt. Fiir die erste Wahl fiir f in (4.3) ist

o) =g X an wd Pl =g 3 e
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wobei V' die Kugel mit Radius b und r als Zentrum ist. Die makroskopische Ladungsdichte
entsteht durch Mittlung {iber alle Ladungen in V. Die gebundenen Ladungen werden sich in
der Regel kompensieren, so dass p; aus freien Uberschussladungen resultiert. Die Polarisation
P ist das Dipolmoment je Volumeneinheit. Verschwindet das Dipolmoment der , Teilchen“, wie
zum Beispiel das Dipolfeld der Elementarzelle eines Siliziumkristalls, dann muss man unter
Umstanden die Entwicklung (4.11) zu hoheren Multipolmomenten fortsetzen. Fiir die Maxwell-
Gleichungen benétigen wir die Quellen des elektrischen Feldes,
1
V. E—-Ad—L <pf(r) + /d3r’P(r’)V'6(r - r’))
€0
1
= —(py(r) = V- P(r)). (4.19)

Die Ladungsdichte p setzt sich zusammen aus einer frei beweglichen Ladungsdichte pf (zum
Beispiel die Ladungsdichte, die auf eine Kondensatorplatte aufgebracht wird) und der Polarisa-
tionsladungsdichte

pp(r) = —V - P(r). (4.20)

Wir veranschaulichen diese Gleichung. Wir betrachten einen Festkorper auf Skalen grof3 gegen
den Atomabstand, so dass sich die Ladungen der Ionen und Elektronen kompensieren, siehe
Abb. 4.2a. Legt man ein elektrisches Feld an, so verschieben sich die Elektronen gegeniiber
den Tonen wie in Abb. 4.2b. Im Inneren des Festkdérpers hat man Ladungskompensation. Nur
am Rand bleiben Netto-Ladungen iibrig. Im dritten Bild ist die Polarisation in Feldrichtung
eingezeichnet. In der Abb. 4.2d ist die Polarisationladungsdichte pp = —V - P aufgetragen.

Damit setzt sich die Ladungsdichte p zusammen aus einer frei beweglichen Dichte py und der
Polarisationsladungsdichte pp,

p(r) = ps(r) + pp(r) = ps(r) =V - P(r). (4.21)

Nun fiithrt man in der Maxwell-Gleichung

1
V- E=L-Z(,-v.P) (4.22)
€0 €0

die dielektrische Verschiebung (elektrische Erregung) D ein
D(r)=¢coE(r)+ P(r), (4.23)

so dass VD = py ist. Deshalb lauten die Grundgleichungen der Elektrostatik fiir die gemittelten
Felder in Medien

VxE=0 und V-D =py. (4.24)
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Iy N4
Plonen Plonen
‘ ‘ X ‘ ‘ &
v a) unpolarisiert b) polarisiert
A Px AP p = -p ;c
} \ ;x H ;‘x
c¢) Polarisation D
¢) Polarisations-
Ladungen

Abbildung 4.2: Zur Veranschaulichung der Polarisationsladungen.

Fiir den Fluss der dielektrischen Verschiebung durch die Oberfldche eines beliebigen Volumens
erhélt man dann die frei bewegliche Ladung ¢;(V') innerhalb des Volumens

df - D(r) = gs(V). (4.25)
ov

Die Polarisationsladungsdichte resultiert aus induzierten Dipolen, d.h. aus Ladungsverschiebun-
gen. Dabei wird Ladung weder zu- noch abgefiihrt. Die gesamte Polarisationsladung muss also
verschwinden:

sz/d3rppz—/d3rv-19=— df - P=0. (4.26)
1% 1% ov

Hier ist V' ein das Dielektrikum umschliefendes Gebiet. Im SI-System wird E in V/m, D und
P in As/m? gemessen.

Fiir viele dielektrische und paraelektrische Substanzen, man nennt sie lineare Medien, sind fir
schwache Felder P und F in guter Naherung proportional

P(r) = xecoE(T), xe elektrische Suszeptibilitat
D(r)=eE(r), ¢ Dielektrizitdtskonstante (Permittivitét) . (4.27)

Man definiert die relative Dielektrizitdtskonstante (Permittivitét) e, eines Mediums geméf

€ = £,€0, er =14 xe . (4.28)
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Als Verhéltnis der Permittivitdt ¢ des Mediums zu derjenigen des Vakuums ¢q ist die dimen-
sionslos. Fiir anisotrope lineare Stoffe sind x. und &, Tensoren und deshalb kénnen E und P
in verschieden Richtungen zeigen. Fiir isotrope lineare Medien sind Feld und Polarisation aber
parallel und € ein Skalar. Die Materialgrofien ¢ und x. héngen von den &ufleren Bedingun-
gen wie Druck (bei Quarz) oder Temperatur ab. Ferroelektrika sind nichtlinear, da bei tiefen
Temperaturen P bereits fiir £ = 0 von Null verschieden sein kann.

Man unterscheidet die Dielektrika nach den verschiedenen Typen von Polarisationen, die auf-
treten konnen:

e Eigentliche Dielektrika: Hier verschieben sich die in einem Teilchen gebundenen po-
sitiven und negativen elektrischen Ladungen relativ zueinander, wobei elektrische Dipole
erzeugt werden. Man spricht von Deformationspolarisation. Die Dielektrizitdtskonstante
ist von der Stérke des elektrischen Feldes und (bei konstanter Dichte) der Temperatur
unabhéngig. Helium, Luft oder Kohlendioxid bei Raumtemperaturen sind eigentliche Di-
elektrika mit €, sehr nahe bei eins. Zum Beispiel hat Luft mit 1 atm und 18°C eine relative
Permittivitat ¢, = 1.00059

e Paraelektrikum: Hier besteht die Materie aus permanenten Dipolen. Wasser, dessen
Hs0O-Molekiile ein permanentes Dipolmoment besitzen, ist ein Paraelektrikum. In einem
dufleren elektrischen Feld haben diese Momente die Energie —p - Eoyt. Diese wird durch
Ausrichtung der Momente in Feldrichtung erniedrigt. Die thermischen Fluktuationen ver-
hindern eine vollstdndige Ausrichtung. Je tiefer die Temperatur, desto grofier ist diese so
genannte Orientierungspolarisation. Methylalkohol, Glyzerin oder Wasser bei Raumtem-
peratur sind paraelektrische Stoffe. Bei 18°C haben sie Dielektrizitdtskonstanten 31.2, 56.2
und 81.1.

e Ferroelektrikum: Hier kénnen sich die permanenten Dipolmomente unterhalb einer kri-
tischen Temperatur T spontan, d.h. ohne dufleres Feld, ausrichten. Dies ist ein dhnlicher
Effekt, wie die spontane Ausrichtung von permanenten magnetischen Dipolen in Ferroma-
gneten, z.B. Eisen. Vertreter dieser Gruppe sind Bariumtitanat oder Kaliumdiwasserstoff-
phosphat. Ferromagnetische Stoffe sind durch die auflerordentliche Gréfle der erreichbaren
Dielektrizititskonstanten gekennzeichnet. Man kann Werte von etlichen 10* beobachten.
Diese sind aber nicht konstant und héngen von der angelegten Feldstdrke und der Vor-
geschichte des Stoffes ab. Ferroelektrika zeigen im Feld ein kompliziertes Verhalten und
werden im Folgenden nicht mehr betrachtet.

Fiir lineare Medien setzen wir E = —V¢ in die Gleichung fiir D ein und finden
pf=V-D=-V-(eV9). (4.29)

Ist das Medium zusétzlich homogen, dann folgt die Poisson-Gleichung fiir das gemittelte Poten-

tial,
1
Ap = ZE (4.30)
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In Isolatoren existieren in guter Naherung keine freien Ladungstrager und das gemittelte Poten-
tial

ist harmonisch. Bringen wir ein isotropes Dielektrikum zwi-
schen die Platten eines Kondensators, so erhoht sich dessen
Kapazitét. Ist die z-Achse senkrecht zu den (als unendlich

grof} angenommenen) Platten mit Abstand d, dann ist das
Potential des homogenen Feldes gleich

Bei festgehaltener Spannung U ist die Verschiebungsdichte

MlU D,, mit Materie proportional zur Dielektrizititskonstante
! des Mediums zwischen den Kondensatorplatten,

Dl
" |Do|

(4.31)

Bei fester Spannung ist das elektrische Feld zwischen den Platten mit und ohne Medium gleich,
E,, = Ej. Deshalb muss beim Einbringen des Dielektrikums die Ladung auf den Platten um
einen Faktor ¢ erhoht werden, um die Abschirmung durch die Polarisationsladungen an den
Oberflachen des Dielektrikums zu kompensieren. Dies fiihrt zu einer Zunahme der Kapazitét,

— Kapazitiat des mit Materie gefiillten Kondensators
T .

4.32
Kapazitat des leeren Kondensators ( )
Umgekehrt ist bei abgenommener Spannungsquelle die Ladung @ auf den Platten konstant
und das elektrische Feld auf den Kondensatorplatten &ndert nicht. Wegen der Stetigkeit der
Normalkomponente von D,, beim Ubergang ins Medium ist die dielektrische Verschiebung dann
mit und ohne Medium gleich, D,, = Dy, und es gilt

| Eo|

=B (4.33)

Er

Die Eigenschaft (4.32) ergibt eine Vorschrift zur Messung der Permittivitét.

4.2 Grenzflachen zwischen Dielektrika

Wir betrachten die Grenzflache zwischen zwei Dielektrika oder Dielektrikum und Vakuum. Un-
sere fritheren Resultate iiber die Randbedingungen fiir Metalle kénnen beinahe unveréndert
iibernommen werden.

Wegen V x E = 0 verschwindet auch in Materialien die Ringspannung und

t-(E1— E;) =0 an der Grenzfliche, (4.34)

A. Wipf, Elektrodynamik
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d.h. die Tangentialkomponente des elektrischen Feldes ist stetig. Anstelle von (2.5) finden wir
die Ubergangsbedingung
n- (DQ — D1) =0f. (435)

Sind auf der Grenzfliche keine frei beweglichen Ladungen, so ist die Normalkomponente der
dielektrischen Verschiebung D stetig. Schlieit das elektrische Feld in isotropen Medien ohne frei
bewegliche Ladungen mit der Grenzflichennormalen n die Winkel oy und «y ein, so gelten, wie

Abbildung 4.3: Beim Ubergang in ein elektrisch dichteres Medium werden das E und D-Feld
von der Grenzflichennormalen weggebrochen.

man aus obiger Abbildung leicht abliest, die Relationen

|Eq|sina; = |Eq|sinag , | Di|cosay = |Dafcosas . (4.36)

Der ,Einfalls- und Brechungswinkel“ der Feldlinien stehen zueinander in der Beziehung

tan aq tan ao
= oder = .
€1 €9 tan aq E1,r

tan as €2

(4.37)

Dieses Brechungsgesetz der elektrischen Kraftlinien weicht von dem optischen Brechungsgesetz
auf zwei Arten ab: Es tritt die Tangens anstelle der Sinusfunktion auf und die elektrische Kraftli-
nie wird beim Eintritt in das elektrisch dichtere Medium von der Einfallsnormale fortgebrochen.
Elektrisch dichter wird das Material mit der grofleren Dielektrizitdtskonstante bezeichnet. Ist
Medium 2 elektrisch dichter, so folgt aus Gl. (4.37) in der Tat

tanag > tan ag .

Der Grenzfall des idealen Leiters mit e9 — oo ist enthalten. Hier wird v; = 0 und die Kraftlinien
verlaufen senkrecht zur Leiteroberflache.

A. Wipf, Elektrodynamik
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4.2.1 Dielektrische Kugel im homogenen elektrischen Feld

Wir betrachten eine dielektrische Kugel mit Radius R und Dielektrizitdtskonstante ¢;, einge-
bettet in einem Dielektrikum mit Dielektrizitatskonstante ¢,. Feld und Potential innerhalb der
Kugel tragen den Index ¢ und auBerhalb der Kugel den Index a. In beiden Dielektrika gilt

E=-V®, D=cE=-cVd. (4.38)

Die Stetigkeit von ¢ - E und m - D impliziert fiir das harmonische Potential ® die Ubergangsbe-
dingungen
0P 09;
®ulp = ®;|r und EGT:‘RZQT;‘R' (4.39)
Gilt die erste Gleichung an einem Punkt der Kugeloberfliche, dann gilt sie wegen der Stetigkeit
von t- E an allen Punkten auf der Oberfliche. Aber an einem Punkt konnen wir immer &, = ®;

erreichen. Weit weg von der Kugel ist das Feld homogen,
O, (r)~ —Ex-7r fir r>R. (4.40)

Die lineare Funktion FE, - r ist eine harmonische Funktion mit ¢ = 1. Deshalb erwarten wir
fir die Auflenlésung eine harmonische Funktion mit ¢ = 1, also eine Linearkombination des
homogenen Feldes und eines Dipolfeldes,

L p
o (r)=(-Eu+—2) . r . 441
(r) ( +47r50r3> r r>R (4.41)

Da am Ursprung kein (makroskopischer) Dipol sitzt, konnen wir ein konstantes elektrisches
Innenfeld mit Potential
®,(r)=—E;-r, r <R, (4.42)

ansetzen. Die Anschlussbedingungen (4.39) fithren auf

__P
o 47T80R3

b =
—E und Eo+-———=—"F. 4.4
un + 27T80R3 a ( 3)

Aus diesen Gleichungen erhélt man das konstante Innenfeld und das induzierte Dipolmoment
der dielektrischen Kugel als Funktionen des angelegten Feldes:

3eq € — €q
E=——F d =
Y42, e 47T60p € + 2,4

E R®. (4.44)

Speziell fiir eine Kugel mit dielektrischer Konstante £ im Vakuum mit e, = ¢ ist

3 3¢, 1 a1
I 005 i 5r+2€0 oo Ull 47T€0p o +2 0o ( )

)

Durch die Polarisierung wird das elektrische Kraftfeld E in einer dielektrischen Kugel schwécher
als das primédre Auflenfeld. Dies nennt man Entelektrisierung. Die Kraftlinien dringen in das Ku-
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gelinnere ein. Auflen werden sie durch die Wirkung des (virtuellen) Dipolmomentes gekriimmt,
wahrend sie innerhalb der Kugel parallel zur z-Achse verlaufen.

—

Dielektrikum

/_\>

Abbildung 4.4: Eine dielektrische Kugel im Vakuum; Darstellung der quellenfreien Erregungs-
linien, d.h. der Feldlinien von D. Ein Teil der (nicht eingezeichneten) Kraftlinien, d.h. der
Feldlinien von E, enden an der Oberfliche der Kugel.

Die Feldlinien zu D, die so genannten Errequngslinien, sind iiberall quellenfrei, siehe Abbildung
(4.4). Das gilt nicht fur die Kraftlinien, d.h. den Feldlinien zum elektrischen Feld E. Der Grenzfall
€ — 00 beschreibt die ideal leitende Kugel im Vakuum. Dabei ist zu beachten, dass D; = ¢ E;
beim Grenziibergang ¢ — oo endlich bleibt, was mit E; — 0 vertriglich ist. Ist die Dipoldichte in
der Kugel anndhernd konstant, dann ist die Polarisation in der Kugel gleich dem Dipolmoment
dividiert durch das Volumen den Kugel,

3

P=—"_»yp. 4.4
5P (4.46)

Die Felder E,, E; und P sind parallel und wegen (4.43) ist der Unterschied von Innenfeld und
asymptotischen Feld proportional zur Polarisation,
1 p 1
E=E,——=—=FE,——P. 4.47
’ > 47 €0 R3 > 3¢ 0 ( )
Die Polarisation im Innern der Kugel bewirkt eine Verdnderung des mittleren elektrischen Feldes
in der Kugel.
Die Entelektrifizierung in einem Dielektrikum héngt von dessen Geometrie ab. In einem Rota-
tionsellipsoid, dessen Rotationsachse parallel zum &ufleren Feld liegt, ist das Innenfeld ebenfalls

homogen und parallel zum asymptotischen Auflenfeld,

N
Ei=E,—-—P. (4.48)
€0
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Die Zahl N ist geometrieabhéngig und heifit Entelektrifizierungsfaktor. Sind 2a und 2b die Lénge

—_ —_
—_ —_
E R
—_ —_
—_ —_
—_ — E,
e R
_— —_
—_ —_
—_ —_
E R

Abbildung 4.5: Das FElektrische Feld in einem dielektrischen Rotationsellipsoid wird abge-
schwdcht. Die Abschwdchung wird durch den Entelektrifizierungsfaktor charakterisiert.

und der Durchmesser des Ellipsoids, dann lautet die Formel fiir den Entelektrifizierungsfaktor?
als Funktion der Exzentrizitat e = /1 — b /a?

1—¢2/1 1+4¢
N = ~1 —e). 4.4
= (i) e

Fir die Kugel ist der Faktor 1/3 und er verschwindet fiir einen langen Stab in Richtung des
aufleren Feldes. Das Resultat (4.49) ist in der folgenden Abbildung geplotted. Bei einem langen

N

1/3 1 o Kugel

1/6 -

Stab —

T >
10 20 alb

Abbildung 4.6: Die Abhdngigkeit des Entelektrifizierungsfaktors eines Rotationsellipsoids von
der Geometrie des Korpers. Fir die Kugel ist N = 1/3.

2Siehe z.B. A. Sommerfeld ,Elektrodynamik“ §13

A. Wipf, Elektrodynamik



4. Elektrisches Feld in Materie 4.3. Clausius-Mosottische Formel 75

Stab in Feldrichtung sind die weit voneinander entfernten Polarisationsladungen nicht mehr in
der Lage, das Dielektrikum merklich zu entelektrifizieren. Dagegen ist fiir eine diinne Platte mit
a/b = 0 der Entmagnetisierungsfaktor maximal, N = 1.

Vertauscht man die dielektrische Materie und den leeren Raum, dann ergibt sich ein kugelfdr-
miger Hohlraum umgeben von einem Dielektrikum mit Dielektrizitdtskonstante €. Man findet
im Hohlraum ein gréferes Feld als im Auflenraum,

3¢,
E,=—F,. 4.
1+ 2e, (4:50)

4.3 Clausius-Mosottische Formel

Wir verlassen voriibergehend den phdnomenologischen Standpunkt und versuchen, ein molekula-
res Modell des Dielektrikums zu konstruieren. Fiir ein unpolares Molekiil werden die Ladungen
erst nach Anlegen eines elektrischen Feldes getrennt und bilden dann einen Dipol. Das dem
dufleren Feld proportionale elektrische Moment p ist charakteristisch fiir das Molekiil. In der
Beziehung

D=¢E+ P (4.51)

ist E das angelegte, makroskopisch messbare Feld, das auch bei Abwesenheit der Molekiile
vorhanden wére; der zweite Term ist die Polarisation. Wir wollen P aus dem Verhalten der
Molekiile im elektrischen Feld bestimmen.

Das Feld E.g am Ort des Molekiils ist verschieden vom makroskopischen Feld E. Im Feld E.g
ist das mittlere Dipolmoment
p = abeg, (4.52)

wobei « eine in der Quantenmechanik berechenbare atomare Konstante ist. Bei einer Dichte der
Dipole (Atome, Molekiile) n ergibt sich die Polarisation

P =np =naEyg. (4.53)

Wir miissen daher das effektive Feld F.g bestimmen, das auf den Dipol wirkt. Dazu schneiden
wir eine Kugel vom Radius R aus der Materie um den Dipol heraus. Diese Dipole erzeugen, wie
wir gerade gesehen haben, ein mittleres Feld

1

)

und dieses Feld fehlt nach dem Herausschneiden der Kugel. In Abwesenheit der Kugel ist das
Feld E, = E; + P /3¢p. Dafiir ist das mikroskopische, schnell verédnderliche Feld der einzelnen
Dipole in der Kugel zu addieren,

3(pn - — 72
Ep=E—Ey+Enyp, Bup=>. (Pn r”ig” "nPn (4.54)
n
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Die Summe héngt von der Anordnung der Dipole, d.h. von der Kristallstruktur ab. Falls die
Dipole auf einem kubischen Gitter sitzen, verschwindet die Summe.? Um dies einzusehen, setzen
wir
ny
Thn=an, n=|ny| €z,

n3

wobei a die Gitterkonstante ist. Die Summe iiber die Positionen 7, der Teilchen wird zu einer
Summe tber das ganzzahlige Gitter,

(4.55)

Aus Symmetriegriinden ist
nin; .
——— =0 fur 1 ,
> (n - n)5? #
da sich die Beitridge der Dipole bei (n;, nj) und (n;, —n;) wegheben, und weiterhin ist

2

2 o)

unabhéngig von i. Daraus folgt unmittelbar die Behauptung. Damit bleibt fiir ein kubisches
Gitter

1
P = x.e0F = naFE.g = na (E + P) = no (1 + Xe) E, (4.56)
380 3
woraus wir ablesen
—1
Xe = ﬁ oder i:ﬁ = % (Clausius-Mossoti) . (4.57)

Wir haben die Relation &, = 1 + x,. benutzt. Die letzte Beziehung in (4.57) heifit Clausius-
Mosottische Formel. Ins Optische {ibertragen, wobei ¢ das Quadrat des Brechungsindexes be-
deutet, heifit sie Lorenz-Lorentzsche Formel. Erweitern wir die rechte Seite dieser Formel mit m,
der Masse der einzelnen Molekiile, so entsteht

&-1_1ao
5r+2_360mp

(4.58)

Die linke Seite ist demnach proportional zur Dichte p des Mediums und der Atomkonstanten
a/m. Fiir stark verdinnte Gase ist €, ~ 1 und entsprechend gilt

er—1=—p. (4.59)
meo

3Der Beweis stammt von H.A. Lorentz. Fiir andere Symmetrien ist das Verschwinden der Summe unbewiesen.
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4.4 Feldenergie im Dielektrikum

Im Vakuum hatten wir in (1.48) fiir die elektrostatische Energie

U— % / &r ®(r)p(r) (4.60)

gefunden. Wir hatten uns die endgiiltige Ladungsanordnung dadurch entstanden gedacht, dass
die einzelnen Ladungselemente nacheinander aus dem Unendlichen in das betrachtete Gebiet
gebracht werden. Bei Anwesenheit von Dielektrika muss nicht nur Arbeit verrichtet werden, um
die makroskopische Ladung an den gewiinschten Ort zu bringen, sondern auch, um im Medium
einen bestimmten Polarisationsgrad zu erzeugen. Deshalb kann der Ausdruck (1.48) nicht ohne
Weiteres iibernommen werden. Bei Verschiebung der Ladungsdichte dp = dpy + dpp wird die
elektrostatische Energie

/d?’répffb—i—/dgrdppq) (4.61)

zugefiihrt. Gleichzeitig sind in der Materie innere Potentiale ®; vorhanden, so dass die Polari-
sation ins Gleichgewicht kommt, das heifit

6U = /d37“5pf(1) + /d% Spp(® + ;).
Die Potentialkrifte miissen so beschaffen sein, dass fiir eine sehr langsame (adiabatische) Ver-
schiebung der Polarisationsladungen 6U = 0 gilt, damit die Polarisation im Gleichgewicht ist,
® + &; = 0. Damit folgt

5U:/d3r5pf(1>:/d3rv-6DQ>:—/d3r5D-V<I>

beziehungsweise

5U = / &#r E-6D. (4.62)

Fiir lineare Medien ist D = ¢FE und die gesamte elektrostatische Energie ist

U:/d3r u(r'), u(r)=-E-D. (4.63)

Die Dielektrizitétskonstante des Vakuums ist ¢g und (4.62) vereinfacht auf das frithere Resultat
(1.50) fiir die elektrostatische Energie. Wahrend (4.62) allgemeine Giiltigkeit hat, gilt (4.63) nur
fiir lineare Medien mit konstantem .
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Kapitel 5

Magnetostatik

In diesem Kapitel behandeln wir zeitunabhiangige Magnetfelder, auch magnetische Gleichfelder
genannt. Dabei geht es um ein Verstandnis der rdumlichen Verteilung von Magnetfeldern in der
Umgebung von Dauermagneten und stationdren Stromen. Umgekehrt (iben magnetische Felder
eine Kraftwirkung auf Magnete und Stréome aus und dieser Effekt wird ebenfalls im vorliegenden
Kapitel diskutiert. Die Grundbegriffe der Magnetostatik sind denen der Elektrostatik dhnlich.
Der positiven und negativen elektrischen Ladung entsprechen Nordpol und Siidpol eines Ma-
gneten. Im Gegensatz zur Elektrostatik konnen magnetische Polstéirken allerdings nicht isoliert
werden, sondern treten in einem Koérper immer zusammen auf. Es gibt keine magnetischen Mo-

nopole.

5.1 Strom und Stromdichte

Legen wir eine Spannung zwischen den Enden eines metallischen Drahtes an, dann bewegen sich
die freien Ladungstréger durch den Draht - es fliefit ein elektrischer Strom. Die Ladungsmenge,
die pro Zeit einen Querschnitt des Drahtes passiert, definiert den Strom

A
[= lim 29 _ %

AtSo At dt (5-1)

Sind ¢ und v die Ladung und mittlere Geschwindigkeit der Ladungstriager und n ihre (homo-
gen angenommene) Dichte, dann ist Fodtng die in der Zeit dt durch den Leiterquerschnitt F'
flielende Ladung. Die Stromstérke ist dann

I =nFuvq. (5.2)

Die Stromdichte 7 an einem Ort ist ein Vektor, der in die Bewegungsrichtung der elektrischen
Ladungstrager zeigt und dessen Betrag die pro Zeiteinheit durch die Flacheneinheit hindurch
tretende Elektrizitdtsmenge misst. Bezeichnet df = ndf das gerichtete Oberflaichenelement,
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Abbildung 5.1: Der Fluss von j durch die Fliche F ist gleich der Stromstdrke.

dann ist der elektrische Strom durch die Flache F' gleich

I:/Fj-df. (5.3)

Sind die Ladungstrager Punktteilchen an den Orten 7,(¢) mit den Geschwindigkeiten vy, (),
dann ist ihre Ladungs- und Stromdichte

N
r) = Z @no(r —r,) und gn(t, ) Z qnnd(r — 1) . (5.4)

Mitteln wir iiber mikroskopisch groBe und makroskopisch kleine Raumbereiche! V', dann erhalten
wir die gemittelte Ladungs- und Stromdichte,

p(t,r) V Z qgn und j(t,r) Z anUn(t) . (5.5)
rneV rnGV

Diese Dichten sind fiir bewegte Ladungstrager zeitabhéngig, da sich deren Orte r, und Geschwin-
digkeiten v, mit der Zeit &ndern. Haben alle Teilchen die gleiche Ladung ¢, was bei geniigend
kleinen Mittelungsvolumen der Fall sein wird, dann gilt

:%Zvn:quzvn— (t T)

Hier ist N die Anzahl Teilchen in V und N¢q deren Gesamtladung. Die Geschwindigkeit v ist
die mittlere Geschwindigkeit der Teilchen im betrachteten Raumgebiet.

5.1.1 Stromerhaltung

Die elektrische Ladung ist eine Erhaltungsgrofie, d.h. in einem abgeschlossenen System dndert sie
sich nicht. In offenen Systemen ist die zeitliche Anderung der Ladung ¢(V) in einem Raumbereich

1Wir bezeichnen die Raumgebiete und ihre Volumen beide mit V.
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V gleich dem Strom durch die Oberfliche OV des Bereichs,

;lt/vd%p(t, r) + 72‘/ df -j(t,7) =0. (5.6)

Wenn die Stromdichte im Mittel aus dem Gebiet heraus zeigt, dann flieit Strom ab und die
Ladung in V nimmt mit der Zeit ab. Fiir ein festgehaltenes Raumgebiet kénnen wir die Zeita-
bleitung unter das Integral ziehen und erhalten

/Vd37' <8pgt,r) + V- j(t, r)) =0.

Da diese Gleichung fiir beliebige V' gilt, muss der Integrand verschwinden,

Ip(t, )
ot

LV.i(tr)=0. (5.7)

Diese Gleichung ist die wichtige Kontinuitdtsgleichung der Elektrodynamik.
In der Magnetostatik interessiert nur der stationare Fall von zeitunabhangigen Ladungs- und

Stromdichten, der wegen (5.7)
V-j=0 (5.8)

nach sich zieht. In der Magnetostatik ist die Stromdichte quellenfrei. Daraus folgt unmittelbar
die Kirchhoffsche Knotenregel: An jedem Verzweigungspunkt (Knoten) in einem elektrischen
Schaltkreis muss ebenso viel Ladung zu- wie abflielen.

5.2 Das magnetische Feld und das Biot-Savart-Gesetz

Ahnlich wie das E-Feld definieren wir das magnetische Feld B iiber seine messbare Kraftwirkung
auf Strome. Zu deren Bestimmung betrachten wir einen stromdurchflossenen, ruhenden diinnen
Draht, durch den ein Strom I fliee. Auf ein kleines Wegelement dr des Drahts wirkt eine Kraft
dF, fir die gilt

d|F| xI, d|F|xd|r| und dF L dr. (5.9)

Die Kraft kann daher in der Form
dF(r)=1dr x B(r) (5.10)

geschrieben werden. Durch diese Relation wird das Vektorfeld B als Messgrofle definiert. Das
so definierte Feld wird magnetische Induktion oder auch magnetische Flussdichte genannt. In
Analogie zu E, das ja auch iiber seine Kraftwirkung auf geladene Probekorper eingefithrt wurde,
ware die Bezeichnung magnetische Feldstérke angebrachter. Aber dieser Name ist schon fiir das
weiter unten eingefithrte Feld H belegt. Oft werden wir B einfach magnetisches Feld nennen.

Damit ist die von der magnetischen Induktion auf eine linienférmige Stromverteilung ausgeiibte
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Kraft gleich
F:I/ dr x B(r). (5.11)
F

Um die Kraftdichte zu berechnen, betrachten wir einen kleinen Zylinder mit Volumen dV im

stromdurchflossenen Gebiet. Die Zylin-

- > derachse zeige in Richtung der Strom-
[ dA dr fo . dichte. Dann zeigt dr = n|dr| in Rich-

% j X tung von j und fiir die Kraft auf den

Strom in dV ergibt sich der einfache
Ausdruck

dF = Idr x B = jdf|dr| x B=j x BdV .

Definieren wir die Kraftdichte f geméfl dF = f dV und setzen ein, dann hebt sich das Volumen-
element weg und wir verbleiben mit

f=jxB. (5.12)

FEin Punktteilchen mit Geschwindigkeit v am Ort r erfihrt im Magnetfeld die Lorentz-Kraft

F— /d3r’f(r’) _ q/d3r'v « B(r') §(r — ') = qv x B(r). (5.13)

Dies vergleiche man mit der Kraft F = qF, die ein elektrisches Feld auf eine Probeladung ausiibt.
Im Magnetfeld erfihrt ein geladenes Teilchen eine Kraft proportional zu seiner Ladung ¢ und dem
Betrag seiner Geschwindigkeit. Die Kraft wirkt senkrecht zur Feldrichtung und Geschwindigkeit.
Im SI-System haben E und v x B gleiche Einheiten. Damit hat das Magnetfeld die Einheit
Vs/m?2. Man definiert
Vs N kg
4

Die Bewegung eines geladenen Teilchens im elektrischen und magnetischen Feld ist also bestimmt
durch die Anfangsbedingungen und die Lorentz’sche Bewegungsgleichung?

dv

mE:q(E—i—va). (5.15)

Das Gesetz (5.15) ldsst sich durch Ablenkungsversuche an Elektronen- und Ionenstrahlen iiber-
priifen. Ein Magnetfeld hat keinen Einfluss auf den Betrag der Geschwindigkeit,

d [ mwv?
dt<2> =qb-v.

Wir betrachten nun die Bewegung eines geladenen Teilchens im konstanten und in die z-Richtung

2Wir setzen hier v < ¢ voraus.
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zeigenden Magnetfelds. Die Komponenten der Bewegungsgleichung (5.15) lauten

d d d B

%:wvg, %:—wvl, %:0 mit w:%. (5.16)
Die Bewegung in Richtung des Feldes wird durch das magnetische Feld nicht beeinflusst und wir
brauchen uns nur um die Bewegung in der Ebene senkrecht zum Magnetfeld zu kiimmern. Die

Losung der beiden ersten Gleichungen in (5.16) ist
v] = vg cosw(t — tp), vy = —vpsinw(t — tp) .
Nochmalige Integration nach der Zeit ergibt

T —xo= @sinw(t—to), y—yozﬂcosw(t—to). (5.17)
w w
Die Projektion der Bahnkurve auf die Ebene senkrecht zu B ist also ein Kreis mit Mittelpunkt
(z0,yo0) (dies ist nicht der Anfangspunkt der Bahn). Der Kreisradius ist

R=—. (5.18)

Beriicksichtigen wir noch die Bewegung in Feldrichtung, so finden wir als allgemeine Bewegung
im homogenen Magnetfeld eine Schraubenlinie mit Ganghoéhe

h=2r2, (5.19)
w
Bei fester Anfangsgeschwindigkeit in Richtung des Magnetfeldes ist die Ganghdhe inverse pro-
portional zur Kreisfrequenz. Diese charakteristische Bewegung ist in Abbildung 5.2 gezeigt.
Nachdem die magnetische Induktion B messbar ist, kann experimentell bestimmt werden,
welches Magnetfeld ein stromdurchflossener Leiter erzeugt. Am Ort 7’ sei ein stromleitendes
Drahtstiick dr'. Dieses ruft am Aufpunkt r einen Beitrag dB(r) zum magnetischen Feld mit
den Eigenschaften

1
d|B| o Ildr'|, |dB| e dB L dr'" und dB L (r—7') (5.20)
r—r
hervor. Demnach gibt jedes einzelne Stromelement I dr’ = j(r')dV am Orte ' im Aufpunkt r
einen Feldbeitrag, der jeweils senkrecht zur Stromdichte j (r’) und dem Verbindungsvektor r —r’
vom Quellpunkt zum Aufpunkt steht und mit dem inversen Quadrat des Abstandes abnimmt.
Diese Eigenschaften kénnen in

o
dB(r) =2 rar' x =T

 4r |r — /|3 (5:21)
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Abbildung 5.2: In einem homogenen Magnetfeld bewegt sich ein geladenes Teilchen auf einer
Schraubenlinie mit Symmetrieachse parallel zum Feld.

zusammengefasst werden. Die hier auftretenden Konstante po hat die Einheit

Vs N

ol = 40 = 2 (5.22)

und sie heisst magnetische Feldkonstante oder Permeabilitidt des Vakuums. Hin und wieder findet
man auch die Benennung magnetische Konstante oder Induktionskonstante. Sie kann gemessen

werden und man findet den Wert v
S

Am
Spéter werden wir sehen, dass €9 und p nicht unabhéngig sind. Ihr Produkt ist festgelegt durch

po = 4m-1077 (5.23)

die Beziehung gopo = 1/c.

Wie oben summieren wir nun iiber die Beitridge aller Drahtstiicke und finden

) r—r
B(T’) — Z—; d3r’ (](7”) X m) . (524)

Diese Integraldarstellung fiir das Magnetfeld legt dieses bei bekannter Stromverteilung und
bekannten Randbedingungen eindeutig fest. Sie ist das Gegenstiick zur Integraldarstellung des
elektrischen Feldes

1 r—r
E(r) = / &Prip(r')——
(1) = o [ a0l =
und spielt eine zentrale Rolle in der Magnetostatik. Die weiter unten diskutierten Grundglei-
chungen der Magnetostatik folgen aus (5.24).

Speziell fir eine linienformige Stromverteilung miissen wir j(r)dV in (5.24) durch Idr ersetzen

und das Volumenintegral wird zu einem Linienintegral entlang des Drahts,
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Abbildung 5.3: Ein Drahtstiick dr’ am Ort v' induziert ein Magnetfeld dB bei 7.

Lo dr’ x (r —1r')
B(ry=—1[ —————=. 2
(r) 47 /(; |r — 7|3 5:25)

Geradlinieger Draht: Fiir einen unendlich langen Draht entlang der z-Achse? ist dr’ = e.dz’
und 7’ = 7’e,. Entsprechend ist das vom Draht erzeugte Magnetfeld

r—=ze, 140 oo 0
3 = —Ie@/ dz 372
|r — 2'e,] 47 —0  [p?+ (2 — 2)?]

o0
B(r) = @I/ dz'e, x
A J_ o
oder nach Auswertung des Integrals ergibt sich das Biot-Savart-Gesetz

Ho ;€
B(p)=—1—. 5.26
() = ho 1" (5.26)
In der Literatur wird auch die allgemeinere Formel (5.24) fiir die magnetische Induktion einer
beliebigen Stromverteilung als Biot-Savart-Gesetz bezeichnet.

Ahnlich wie in der Elektrostatik fithren wir die Feldlinien des magnetischen Feldes ein. Das B-
Feld ist tangential zu diesen Feldlinien und die Dichte der Linien ist proportional zur Stirke des
Feldes. Geméafl dem Biot-Savart-Gesetz sind die Feldlinien des durchstromten geraden Drahtes
die Kreise um den Draht, siehe Abb. 5.4.

Stromfiihrender Kreisring: Als zweites Beispiel betrachten wir das Feld eines von einem
Strom I durchflossenen Kreisrings mit Radius R auf der durch den Kreismittelpunkt gehenden
Symmetrieachse. Wir wéihlen die z-Achse als Symmetrieachse, so dass der Ring in der z—y-Ebene

3Zeige: Die Stromdichte ist j(r) = ﬁezé(p).
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Idr

Abbildung 5.4: Die magnetischen Feldlinien sind Kreise um den stromfithrenden Draht.

liegt. Wegen e, x e, = —e, ist das Magnetfeld auf der Achse gegeben durch

Mo / zZey —Repx J20) 2 1
Bz:—I/Rd ey X —————7n=—IR"— e, .

Wie erwartet, hat das Feld auf der Symmetrieachse nur eine z-Komponente. Im Zentrum des
Rings ist das Magnetfeld maximal,

_ ko I

B.(z=0)=2%. (5.27)

Die Berechnung des Magnetfeldes weg von der Symmetrieachse ist aufwendiger und geschieht
am einfachsten mit dem weiter unten eingefithrten magnetischen Potential.

Krifte zwischen zwei Stromen: Mit Hilfe von (5.11) und (5.25) findet man fiir die Kraft
zwischen zwei von den Stromen I; und Ir durchflossenen Leitern C' und C” die explizite Formel,

Lo dr’ x (r —r')
F="—NI dr x ——————= | 5.28
onn | R (5.28)
wobei iiber die beiden Leiterkurven zu integrieren ist. Als Anwendungsbeispiel berechnen wir die
Kréfte zwischen zwei geraden und parallelen Stromen der Léange ¢ im Abstand r. Das Resultat
wird bendétigt, um die Ladungseinheit Coulomb=As iiber eine Kraftmessung zu bestimmen. Der
Leiter C liege in der z-Achse und der Leiter C’ parallel dazu,

r=ze, r =2e +re,.
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Es ergibt sich das Integral
l

]
r

T
12+ (2 — 2/)2)3/2

Ho ’ Ko
F="—10NLI | dzd =—1NI 5.29

ar ! 2/ ez ( or 2 (5.29)
wobei wir £ > r bei den Integrationen annahmen. Es ergibt sich eine Anziehung bei gleicher
Stromrichtung und eine Abstofiung bei einander entgegengesetzter Stromrichtung.

5.3 Die Grundgleichungen der Magnetostatik

Wir wollen hier die differentielle Form der wichtigen Gleichung (5.24) ableiten. Wie in der
Elektrostatik miissen wir dazu die Quellen und Wirbel des magnetischen Feldes berechnen.
Zuerst werden wir sehen, dass das Feld

_ Ho NN T, r—r
keine Quellen hat. Wegen
e g1
P =73 =]
ist namlich .
B(r)=V x A(r) mit A(r)= Z—; /d?’r':(_rgl| + VA(r). (5.31)

Beriicksichtigen wir die Identitdt V - (V x A) = 0, so folgt sofort, dass das magnetische Feld in
der Tat quellenfrei ist,
V-B(r)=0. (5.32)

Da die Rotation eines Gradientenfeldes verschwindet, ist das Vektorpotential A nur bis auf die
Addition eines Gradientenfeldes bestimmt. Das Gradientenfeld VA in (5.31) tritt als , Integrati-
onskonstante* auf. Wahlen wir A = 0, dann ist das Vektorpotential

A=t f . 7{ (_’"2‘ (5.33)
selbst quellenfrei,
V. A(r) = @/d%'j(r')v L —@/d?’r’j(r’)v’;
4w | — /| 47 | — /|
= %(;/d?)rl (V 'j)("'/)’r _1 /| =Y

da die Stromdichte in der Magnetostatik quellenfrei ist. Das magnetische Feld ist von der Fich-
funktion X unabhéngig. Die Wahl fiir A, fiir die das Vektorpotential quellenfrei ist, heifit die
Coulomb-Fichung. Wir werden weiter unten auf die moglichen Eichungen fiir das elektromagne-
tische Potential zuriickkommen.
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Nun miissen wir noch die Wirbel des magnetischen Feldes bestimmen. Wir wéhlen die Darstel-
lung (5.31) mit dem quellenfreien Vektorpotential (5.33):

VxB=Vx(VxA)=V(V-A)—LAA=—-AA=pj.

Der Wirbel des Magnetfeldes ist also proportional zur elektrischen Stromdichte j. Mit (5.32)
finden wir die folgenden differentiellen Grundgleichungen der Magnetostatik

V-B(r)=0 und V x B(r)=pj(r). (5.34)

Die erste Gleichung ist eine homogene, die zweite eine inhomogene Feldgleichung. Die erste
Gleichung besagt, dass es in der Natur keine magnetischen Monopolladungen gibt.* Fiir eine
lokalisierte Stromverteilung ist die Losung dieser beiden Grundgleichungen durch (5.24) gegeben.
Wir diskutieren nun einige einfache Konsequenzen dieser Gleichungen.

5.3.1 Integrale Form der Grundgleichungen

Wir definieren den magnetischen Fluss durch eine Fliache F,

B(F) = /Fdf 'B. (5.35)

Fir das quellenfreie B verschwindet der Fluss durch jede geschlossene Fléche,

B(V) = 0. (5.36)

Dieses Gesetz ist die integrale Form der homogenen Grundgleichung der Magnetostatik. In ei-
nem beliebig herausgegriffenen Volumen V' verschwinden oder entstehen keine magnetischen
Feldlinien — sie sind immer geschlossen.

Da das magnetische Feld Wirbel hat, verschwindet das Linienintegral von B léngs Schleifen
im Allgemeinen nicht. Sei F' eine beliebige Flache mit Randkurve 0F. Wegen

ngdr-B:/Fdf-(VxB):uo/Fdf-j:,uoI(F) (5.37)

ist das Linienintegral von B léngs OF proportional zu dem durch die Fléche F flieenden Strom.
Dieses Ampere-Gesetz ist die integrale Form der inhomogenen Grundgleichung der Magnetosta-
tik.

4Uns Theoretikern wiren magnetische Monopole aus mehreren Griinden sehr willkommen. Gébe es z.B. im
ganzen Universum nur einen einzigen magnetischen Monopol, so wére die elektrische Ladung automatisch quan-
tisiert.
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5.3.2 Das Magnetostatische Potential

Es sei V ein stromfreies Raumgebiet. Dann ist in V' die magnetische Induktion wirbelfrei, V x
B = 0, und damit ein Gradientenfeld

B(r)=-V¥(r). (5.38)
Da B immer quellenfrei ist, ist das magnetostatische Potential ¥ harmonisch,
A¥(r)=0 in V. (5.39)

Die Funktion U besitzt gegeniiber dem elektrostatischen Potential ® eine Besonderheit. Fiir
das Magnetfeld (5.26) eines stromfithrenden Drahtes ist wegen V = e,d, + %esp(?(p + e.0, das
Potential
Ho
U=——1T >0 5.40
or 19 p ; (5.40)

und damit nicht eindeutig. Bei jedem vollen Umlauf um den Draht dndert es sich um pgl.
Allgemeiner ist diese Zirkulation beim Umlaufen einer Schleife C' proportional zum elektrischen
Strom durch F', wobei F irgendeine Flache mit Rand 0F = C' ist. Gemaf} (5.37) ist der Strom
flir alle Flachen mit derselben Randkurve gleich. Die Zirkulation verschwindet nur, wenn man
die Schleife in einem stromfreien Gebiet auf einen Punkt zusammenziehen kann.

Um das Potential im stromfreien Raum zu bestimmen, braucht man die Anschlussbedingungen
an Gebiete, wo Strom flie3t, typisch sind dies Leiter oder magnetische Materialien. Weiter unten
werden wir die makroskopische Magnetostatik diskutieren und physikalische Randbedingungen
aufstellen.

5.3.3 Das magnetische Feld einer langen Spule

Wir betrachten eine lange Spule mit » Windungen pro Langeneinheit. Thre Achse zeige in die z-
Richtung. In guter Naherung sind die einzelnen Drahtwindungen Kreise mit konstantem Radius
R und z=const. Der Strom durch das in Abb. 5.5 gezeigte Rechteck ist

I(F):/Fj(r)-df:nI-Az.

Bei einer sehr langen und geraden Spule weifl man, dass das Magnetfeld im Wesentlichen nur
im Inneren vorhanden ist und dass es dort parallel zur Spulenachse orientiert ist. Wir wéhlen
die integrale Form der inhomogenen Grundgleichung, um das Feld in der Spule zu berechnen.
Als Integrationsweg wahlen wir den Rand des Rechtecks in Abb. 5.5. Speziell sollen von den zur
Spulenachse parallelen Seiten des Rechtecks der Lange Az eine innerhalb, die andere auflerhalb
der Spule liegen. Fiir das Rechteck gilt

dr- B = B,Az = uo(F) = ponlAz, sodass B, = pugnl. (5.41)
oF
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Azn
Windungen

Flachenelement

-

Abbildung 5.5: Zur Berechnung des Magnetfeldes einer Spule.

In den Ubungen werden Sie das gleiche Resultat aus Symmetrieiiberlegungen und den Grund-
gleichungen der Magnetostatik ableiten.

5.4 Induktionskoeffizienten

Wir betrachten ein System von N Stromschleifen, in denen die Stréme Iy, ..., Iy fliefen. Wir be-
schrianken uns auf quasistationdre Strome, so dass wir die bisher gewonnenen Gesetze anwenden
diirfen. Das Magnetfeld ist eindeutig durch die Strome in den Schleifen bestimmt. Die Beitrige
der einzelnen Strome zum resultierenden Magnetfeld sind den betreffenden Stromstérken direkt
proportional und {iberlagern sich linear. Daher wird auch der Induktionsfluss

®(F) :/F_ df -B, OF =C;, (5.42)

durch den i’ten Stromkreis® eine lineare Funktion der individuellen Stromstérken sein,
N
O(F) =Y Lijl;. (5.43)
j=1

Die Faktoren L;; sind die Induktivitditskoeffizienten: Bei L;; spricht man von Selbstinduktivitdt des
’ten Stromkreises und bei L;.; von wechselseitiger Induktivitdt. Bei einem einzelnen Stromkreis

®Man erinnere sich daran, dass der Fluss fiir alle Flichen mit demselben Rand OF; gleich ist.
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vereinfacht sich die Beziehung zu
®=1LI (5.44)

mit Selbstinduktivitdt L. Relativ einfach ist die Berechnung der Selbstinduktivitit fiir eine
lange, gerade Spule vom Querschnitt ' und der Lange [. Im Innern der Spule besteht das Feld
B, = ponl = pgNI/l und daher ist der Induktionsfluss durch N Spulenschleifen

F
P = HON271.

Damit wird die Selbstinduktivitdt der Spule

F
L = puoN?

T (5.45)

In SI-Einheitensystem wird sie in Vs/A=Henry gemessen.

Auch die Koeffizienten der Wechselinduktion koénnen leicht bestimmt werden. L;;I; ist der
Anteil des Induktionsflusses, der von dem im Leiter j flielenden Strom induzierten Magnetfeld
Bj herriihrt,

Li;I; :/ dfi - Bj(r;) 27{ Aj(ry)dr; .
F; Ci

Das vom Leiter C; am Orte r erzeugte Vektorpotential A; hat nach (5.33) die Darstellung

o dr;
Ai(r)=—1; T
](7‘) 4 ]_%Cj |7’*’I’j|’

und deshalb sind die Koeffizienten der wechselseitigen Induktivitét

140 dr; - drj .,

Lij=L;="2¢ ¢ "J . 5.46

s=li= o fh it (5.46)
Ci C;

Als Anwendung betrachten wir zwei parallele Kreisstome mit Radien R; und R im senkrechten
Abstand h, siehe Abb. 5.6. In Zylinderkoordinaten sind

Ry cospy R cos o
T = | Risiny; und 7 = | Rysinps |
0 h

so dass die im Integral (5.46) auftretenden Groflen folgende Form haben,
dry - dry = Ry Ra cos(Ap)dprdps , (12 — 1“1)2 = R% + R% + h? — 2Ry Ry cos Ap,

wobei wir den Differenzwinkel Ap = @9 — ¢ einfithrten. Nach (5.46) ist die gegenseitige Induk-
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(8]

Abbildung 5.6: Zur Berechnung der wechselseitigen Induktion zweier Kreisstrome.

tion
RiRs cos A
Lo = Z*O /dsﬂld% L2 L4
g \/R% + R3 + h? — 2Ry Ry cos Ay
R1Rscos

(5.47)

2 \/R% + R34+ h? — 2R Ry cos

Wir verbleiben mit einem elliptischen Integral. Statt die Tabellen (oder ein algebraisches Com-
puterprogramm) zu bemiihen, untersuchen wir die extremen Situationen zweier weit voneinander
getrennten oder nahe beieinander liegenden Ringe. Im ersten Fall ist h > R, Ry und wir kénnen
den Nenner in (5.47) nach fallenden Potenzen von h entwickeln. Der fithrende Term ist

h> Ri,Rs. (5.48)

Im zweiten Fall ist h < Rj, Ro und der Nenner kann nach wachsenden Potenzen von h entwickelt
werden. Eine nicht ganz so einfache Rechnung® liefert,

Lis & ZLO*/RlRQ (log L?R? — 2) . P=h*+(Ry—R)?* h<Ry,Rs. (5.49)

™

5Siehe z.B. Becker und Sauter, Seite 128.
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5.5 Multipolentwicklung

Wir betrachten eine innerhalb einer Kugel vom Radius R lokalisierten Stromdichte. Ausserhalb
der Kugel konnen wir das Vektorpotential A in (5.33), dhnlich wie das elektrische Potential, in

inversen Potenzen von r/R < 1 entwickeln,

A(r) = @/d?’r' 3(r')

A ]r—r’\
NOl/ 3/ / 3//

= — d’r —— [ d’r .. .
i + (5.50)

Wir erwarten, dass der Monopolbeitrag, d.h. der erste Term auf der rechten Seite, verschwindet,
da es in der Elektrodynamik keine magnetischen Monopole gibt. Da durch die Kugeloberfliche
kein Strom flieit, folgt fiir jede Funktion g

o—j[df g(r /d3rV )j(r)]
/d3r Vy(r /dgrg -g(r). (5.51)

In der Magnetostatik ist j quellenfrei und es gilt
/d3r Vo(r)-j(r)=0. (5.52)

Dieses Resultat verwenden wir, um die Integrale in der Entwicklung (5.50) zu vereinfachen. Mit
g(r) = z; folgt

/d?’rj(r) =0 (5.53)
und der erste Term in der Entwicklung ist wie erwartet Null. Mit g(r) = x;z; folgt
/d3r (xijj(r) + xjji(r)) =0.
Damit ist
/d raiji(r /d r(xiji(r ijji(r))
antisymmetrisch in 4, j und hat die Form

/d?’r zijj(T) = €ijpm . (5.54)

Wir 16sen nach my, auf und finden das magnetische Dipolmoment

= ;/d3r rxj(r). (5.55)
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Ein magnetisches Dipolmoment hat die Einheit Strom x Fliche, also A m?. Eingesetzt in obige
Reihenentwicklung fiir das Potential ergibt sich

Ho T4 Ho m X T
Aj(r) = L 73 STk +... oder A(r)= P (5.56)
Mit B =V x A hat die magnetische Induktion die Entwicklung
C) 2
B(r) = fo 3r(m - 1) —r°m (5.57)

 Ar 7o

Dies ist das magnetische Feld eines magnetischen Dipols. Es hat die gleiche Form wie das elek-
trische Feld des elektrischen Dipols,

1 3r(p-r)—1r’p

E =
() 4meg rd

Das magnetische Dipolmoment einer Stromschleife ist
1
mziy{rxdr. (5.58)

Zum Beispiel ist die dritte Komponente

I 2T
m3 = §f(xdy—ydz) =1 ; pdp =1Ifs,

wobei f3 die Projektion der vom Leiter eingeschlossenen Fliache auf die (z,y)-Ebene ist. Ent-
sprechendes gilt fiir die restlichen Komponenten von m und damit ist

m=1If. (5.59)

Zur Berechnung des Dipolmoments von Punktteilchen setzen wir j = 3 q;v;63(r — ;) in (5.55)
ein mit dem Resultat 1 A
m = 5 zi:qi’r‘i X V; = Zl: %IZ, (560)
wobei m; fiir die Masse und I; fiir den Drehimpuls des i’ten Teilchens steht. Haben die Teilchen
gleiche Masse und Ladung, dann gilt
m=-L1, (5.61)

2m
wobei L der Gesamtdrehimpuls der Teilchen ist. Dieses Resultat gilt flir Orbitalstrome. Fiir

einen Spin s hat man dagegen
q
=—gs. 5.62
m=g-gs (5.62)
Fiir Elektronen ist der gyromagnetische Faktor g ~ 2 und die Komponenten des Spins nehmen

nur die Werte +4/2 an.
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5.5.1 Kraft und Drehmoment auf einen Dipol im Magnetfeld

Fin &ufleres Magnetfeld iibt auf eine in der Umgebung des Koordinatenursprungs lokalisierte

Stromverteilung folgende Lorentz-Kraft aus:
F = /d3rj(r) X Beyi(T). (5.63)

Wir entwickeln das duflere Feld um den Ursprung und finden mit Hilfe von (5.53,5.54) die

Entwicklung
8-Bext 3 . _ 8-Bext
Dz; /d raigr) ===

wobei die ersten Ableitungen des Magnetfelds am Ursprung auftreten. Benutzen wir noch e;;,mye; =

F = _

X EijkME€; + ...,

mieg X €, = m X e;, dann erhalten wir folgenden Ausdruck fiir die Kraft

F — _8Bext « (m « 6') o <m aBext) e — <6' 8Bext) m
N 81‘2 v Bxl ! ' 81‘Z

Der letzte Term verschwindet wegen V - B = 0. Fiir den ersten Term der rechten Seite erhalten
wir

Bex Bex' Bexi
Sl B - (255 - Pty P

e =m e =m
8:51- J 8%‘2 J 8£Cj

wobei wir V X Beyxt = 0 verwendet haben. Damit ergibt sich fiir die Kraft auf den magnetischen

€ = (m : V)Bext7

Dipol die einfache Formel

F = (m - V)Bex, (5.64)

dhnlich zur Kraft (p . V) E., auf einen elektrischen Dipol im elektrischen Feld. Diese von einem
inhomogenen Magnetfeld auf magnetische Dipole ausgeiibte Kraft wird flir die Bestimmung der
Permeabilitdt von magnetischen Stoffen ausgenutzt.

Fiir das mechanische Drehmoment auf den magnetischen Dipol findet man
1 3 . ]. 3 . ]. 3 .
Mmechzg/d rrx (j xBext):—EBext/d TT-]—I—E/CZ 7 (Bext T)J -

Das erste Integral verschwindet” und das zweite Integral ergibt

Mmech =m X Bext, (565)

analog zum Drehmoment p X E.y auf einen elektrischen Dipol. Im mechanischen Gleichgewicht
stellt sich ein magnetisches Moment m parallel zu Begt. Das von einem Magnetfeld auf eine
kleine Kompassnadel ausgeiibte Drehmoment kann man mit einer Schneckenfederwaage messen
und auf diese Weise das Magnetfeld am Ort der Magnetnadel bestimmen (siche z.B. Pohls
,Einfithrung in die Physik®, Band 2).

"Man wihle g = r2/2 in (5.52).
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5.6 Magnetismus in Materie

Wir berechnen das makroskopische Feld eines magnetisierbaren Korpers durch Mittelbildung.
Die Mittelung soll, wie im letzten Kapitel ausfihrlich dargelegt wurde, mit den Ableitungen
vertauschen.

5.6.1 Makroskopische Grundgleichungen

Das mikroskopische Feld By, ist quellenfrei und sein Wirbelfeld ist proportional zur mikrosko-
pischen Stromdichte j,. Durch Mittelung gewinnen wir die Feldgleichungen fiir das gemittelte
Feld B = (By,):

V-B=0 und VxB=puj. (5.66)

Wie sieht die gemittelte Stromdichte 7 = (jn,) aus? Sie enthélt drei Bestandteile: Die Strom-
dichte jf der frei beweglichen Ladungstriager, die Stromdichte jp der sich zeitlich &ndernden
Polarisationsladungen und die Magnetisierungsstromdichte jpag, die aus der Bewegung der Ato-
melektronen um ihre Kerne resultiert:

J=JetJp +jmag- (567)
Die Stromdichte jp und Ladungsdichte pp = —V - P der Polarisationsladungen geniigen der
Kontinuitatsgleichung
0 0
— Vejp=V:-|—=P+jp )| =0. 5.68
Erid +V-Jp ( ot +JP> (5.68)
Die Polarisationsstromdichte
.0 p
Jp = ot

spielt in der Magnetostatik keine Rolle. Bei zeitabhidngigen Phdnomenen in der Elektrodynamik
werden wir aber auf diese Relation zuriickkommen miissen.

Wir veranschaulichen nun die Magnetisierungsstromdichte anhand eines vereinfachten Materie-
modells: Die magnetischen Dipolmomente der Atome seien ebene Ringstrome mit Flachenvektor
f und Stromstérke i, vgl. (5.59). Die Atomdichte sei n. Wir wollen nun die Stromdichte I be-
rechnen, die durch ein Rechteck F' der Seitenldngen L, und L. hindurch tritt, siche Abb. 5.7.
Natiirlich gibt der Strom der freien Ladungstriager einen Beitrag n - j¢. Aber auch die atomaren
Kreisstrome 4 konnen einen Beitrag liefern, allerdings nur von denjenigen Atomen, deren Fléche
f von einer der vier Rechteckseiten von F' durchbohrt wird; denn nur bei diesen Atomen tritt der
atomare Ringstrom i gerade einmal durch die Fléche F hindurch. Es sei nun V' ein mikroskopisch
grofles und makroskopisch kleines Mittelungsvolumen und N die Anzahl der darin enthaltenen
atomaren Kreisstréme. Dann sind

1 1
m:NZmn und M:VZmn:nm (5.69)
rnEV rnEV
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Abbildung 5.7: Amperesche Molekularstrome.

das mittlere Dipolmoment und die Magnetisierung. Die Magnetisierung ist das mittlere magne-
tische Moment pro Volumen.

Der Beitrag zur z-Komponente des Stromes von allen Atomen, deren Fliche von der Recht-
eckseite 1 in Abb. 5.7 durchbohrt wird, ist

Imag .z = infy L, = mynL, = M,L,,

wobei wir (5.59) benutzten. In gleicher Weise finden wir als Beitrag der gegeniiberliegenden
Rechteckseite 2 in Abb. 5.7 den Wert —M,L,, wobei aber der Wert von M, an der Stelle
z = L, einzusetzen ist. Damit liefern die beiden parallel zur y-Achse laufenden Rechteckseiten

den Beitrag
oM,
0z

Ganz analog erhalten wir von den beiden anderen Rechteckseiten den Beitrag

LyMy(z=0)— LyMy(z=L,)~—Ly,L,

OM,

—L.M.(y=0)+ L. M.(y = Ly) ~ LyLza—y

Somit ergibt sich fiir den von atomaren Kreisstromen herrithrenden Magnetisierungsstrom in die
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z-Richtung

oM, 8My> -

Imag,x = LyLz(jmag):c = LyLZ < ay 9z

L,(VxM),

Mit den entsprechenden Ausdriicken fiir die y und z-Richtung findet man schlussendlich die von
den Magnetisierungsstromen herrithrende Stromdichte

Jmag(r) =V x M(7). (5.70)

Dieses Resultat fiir jnae kann auch aus der Mittelung der Grundgleichungen in der Dipolnéhe-
rung abgeleitet werden. Die entsprechende Vorgehensweise ist d&hnlich wie in der Elektrostatik
in polarisierbaren Medien. Wir kénnen uns also etwas kiirzer fassen: Das mikroskopische ma-
gnetische Potential eines Mediums erhalten wir in der Dipolndherung durch Aufsummieren der
Ausdriicke (5.56) iiber alle Elementarmagnete des Mediums,

/
T—T, 3 r—r
= d’r’ My, —_—
Zmn lr— 73 47r/ (r') x |r — /|3
wobei wir die mikroskopische Magnetisierung

My (r) = Z m,o(r — 1)

einfiihrten. Wir mitteln wieder mit einer Glattungsfunktion f iiber mikroskopisch grofle, aber
makroskopisch kleine Gebiete, um ein mittleres, geglédttetes Potential zu gewinnen,

r) = %/d%/d%’f(u)Mm(r') ( rTouor

lr —u—17'3

Hier setzten wir ' + u = r” mit dem Resultat

Ho 3 3 r—r’
A(T’) = E /d T/I/d Uf(u)Mm(T” — u) X m
Ho 3,/ ’ r—r
=— [drM _. 5.71
477/ " (r)x|r—r’|3 (5:71)

Bei der letzten Umformung haben wir " in / umbenannt und die Magnetisierung
r) = / Puf (u) Man(r — ) (5.72)

eingefithrt. Fiir die erste Glattungsfunktion in (4.2) ist die Magnetisierung in (5.69) gegeben. Mit
den magnetischen Momenten m,, wird auch M (7) durch innere und &uBlere Felder beeinflusst.
Ahnlich der Polarisation muss M mit Hilfe von Materiemodellen berechnet werden.

Schreiben wir den letzten Faktor unter dem Integral in (5.71) als Gradient des Coulombpoten-
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tials (beztiglich der gestrichenen Koordinaten) und integrieren partiell, dann erhalten wir

/
M(r
= Tl

Mithilfe der Identitét

/ VxMdr=—¢ M xdf (5.74)
v ov

wird der Term nach dem Gleichheitszeichen in (5.73) zu einem Oberflachenintegral und

_ o [ M(r) ><df’ V' x M(r')
A(r)_ﬂj{ |r — /| /d3 |r — /| (5:75)

mit dem nach auflen gerichteten Oberflichenelement df = ndf. Wie ein Vergleich mit (5.33)
zeigt, liefert das letzte Integral genau den Feldbeitrag der Stromdichte jmag in (5.70). Das erste
Glied liefert einen Beitrag der Dichte des Oberflichenstromes, ndmlich

jmago(”’) =Mxn. (576)

Vernachlassigen wir diesen Oberflachenbetrag, so gelangen wir zu folgender gemittelten Glei-
chung in magnetisierbaren Medien,

VXB:/Lojf—i-uojmag:,uojf—i-uovXM. (577)

Das Auftreten der Rotation von M auf der rechten Seite legt nahe, diesen Term auf die linke
Seite zu bringen und

poH (r) = B(r) — poM(r) (5.78)
einzufiihren. Das somit definierte Feld H heifit magnetische Feldstirke und hat die Einheit A /m.

Die gemittelten Grundgleichungen der Magnetostatik enthalten dann die Stromdichte der freien
Ladungstrager sowie das B und H Feld:

V-B=0 und V x H = j;. (5.79)

Das magnetische Feldstiarke H wird nur durch Strome der freien Ladungstriager erzeugt, bei der
magnetischen Induktion B tragen auch die Felder von magnetisierbaren Substanzen bei.

Fiir paramagnetische und diamagnetische Substanzen besteht fiir nicht zu grofle Feldstédrken
ein linearer Zusammenhang zwischen Magnetisierung und magnetischer Feldstarke:

M =xnwH = B =pH, p=poir, Hr=1+Xm, (5.80)

wobel ym als magnetische Suszeptibilitdt und w,. als relative Permeabilitit bezeichnet werden.

Diamagnetische Stoffe: Bei ihnen ist u, kleiner als 1 und im Allgemeinen unabhéngig von
der Temperatur. Wasser hat zum Beispiel ym ~ —9.04 - 1076, Die Magnetisierung als auch das
magnetische Moment der einzelnen Atome und Molekiile ist also dem magnetischen Feld entgegen

A. Wipf, Elektrodynamik



5. Magnetostatik 5.6. Magnetismus in Materie 99

gerichtet. Beim Einschalten des dufleren Feldes werden in den Teilchen Ringstréme induziert,
deren magnetische Momente der Richtung von B entgegengesetzt sind.® Wegen (5.64) werden
diamagnetische Stoffe stets aus dem Gebiet hoher Feldstirke heraus gedringt. Ein vollsténdiger
Diamagnetismus liegt beim Supraleiter erster Art vor. Dort wird durch Oberflichenstréome die
magnetische Induktion vollstdndig aus dem Material verdriangt, d.-h. B = 0 im Supraleiter.

Paramagnetische Stoffe: Bei ihnen ist i grofler als 1 und in der Regel umgekehrt proportional
der absoluten Temperatur 7. Zum Beispiel ist ym, fiir Aluminium bei 20°C etwa ym ~ 2.1 -
10~°. In paramagnetischen Stoffen besitzen die Teilchen schon unabhéingig vom angelegten Feld
ein permanentes magnetisches Moment. Die zugehorigen Elementarmagnete werden durch das
duflere Feld teilweise ausgerichtet. Je tiefer die Temperatur, desto leichter ist es, die Magnete
gegen die thermische Unordnung auszurichten. Wegen (5.64) werden paramagnetische Stoffe im
Gegensatz zu den diamagnetischen in das Gebiet hoher Feldstérke hineingezogen.

Ferromagnetische Stoffe: Bei ihnen wird unterhalb einer kritischen Temperatur, der so ge-
nannten Curie-Temperatur, u, wesentlich grofler als 1 und vor allem sehr stark feld- und tem-
peraturabhéngig. Die Magnetisierung dndert sich nicht mehr linear mit B bzw. mit H, sondern
erreicht bei relativ niedrigen Feldstédrken eine Sdttigung. Fiir weiches Eisen ist der Sattigungswert
fir B bei etwa 2,1 Tesla. Im Gegensatz zur Séttigungsmagnetisierung ist die Magnetisierungs-
kurve von der Vorgeschichte der Materialprobe abhéngig (Hysteresis).

5.6.2 Grenzflachen

Aus der Quellenfreiheit der magnetischen Induktion folgt die Stetigkeit der Normalkomponente
von B an der Grenzfliche zwischen zwei Materialien,

n - (BQ - Bl) =0. (5.81)

Bei unterschiedlichen Permeabilititen gilt das aber nicht mehr fiir die magnetische Feldstérke,
n- (ILLQHQ — /A1H1) =0. (582)

Flieen an der Grenzflache keine Oberflichenstrome, so ist die Tangentialkomponente der Feld-
starke stetig,

t (Hy— Hy) =0. (5.83)

An der Grenzfliche zwischen zwei verschiedenen magnetischen Substanzen ist daher die Tan-
gentialkomponente der magnetischen Induktion unstetig,

_ K2
M1

t- B, t B. (5.84)

8Die Induktion eines elektrischen Feldes durch ein zeitabhingiges magnetisches Feld wird allerdings erst im
néchsten Kapitel besprochen und wir kénnen vorerst nur qualitative Aussagen machen.
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Das Brechungsgesetz (4.10) der elektrischen Kraftlinien iibertragt sich auf die magnetischen
Erregungslinien; es lautet bei gleicher Bedeutung der Winkel a;, ag wie dort

M1 w2

tan oy _ tan as (5 85)

Jede B-Linie wird beim Eintritt in das permeablere Medium®? vom Einfallslot fortgebrochen.

5.6.3 Kugel im homogenen Magnetfeld

Die in der Elektrostatik entwickelten Losungsmethoden kénnen unmittelbar in die Magneto-
statik Ubertragen werden. Als Beispiel betrachten wir eine magnetische Kugel im homogenen
Magnetfeld By,. Auerhalb der Kugel sei 4, = 1. Im Inneren derselben entsteht ein homogenes
Feld und das &uflere Feld wird inhomogen, weil zum urspriinglichen Feld das Feld eines im Ku-
gelmittelpunkt zu denkenden virtuellen magnetischen Moments m hinzukommt, dessen Achse
in der Feldrichtung liegt. Fiir die explizite Rechnung benutzen wir, dass wir in der Abwesenheit
von freien Ladungstréagern

H=-VVU (5.86)
setzen diirfen. Fiir lineare isotrope Medien ist dann B = —u VW und fiir homogene Materialien
mit ortsunabhingigem u gilt

V-B=—-uAV =0, dh. AV=0. (5.87)
Wir machen den Ansatz
U(r>R)= (4171:;_1100) v, U(r<R)=-H-r.

Die Stetigkeit des magnetostatischen Potentials verlangt

lim W(r > R) = lim ¥(r < R) = - —H. (5.88)
r—

r—R

m
— —H
47 R3 >
Sie impliziert gleichzeitig die Stetigkeit der Tangentialkomponente der Feldstirke H. Die Ste-
tigkeit von n - B an der Kugeloberfliche bedeutet

0 0 m -
E@Hauﬁen = 'urawhnnen :> W + HOO = /'LTH N (589)

Diese beiden Anschlussbedingungen am Kugelrand bestimmen das virtuelle magnetische Mo-
ment m am Ursprung. Fiir die Polarisation, d.h. die mittlere Dipoldichte in der Kugel, erhalten

ir d
wir dann 3 e — 1

_= m =
4w R3 fr + 2

H, .

9Je groBer ju, in einem Material, desto permeabler ist es.
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Damit finden wir die magnetische Induktion aufierhalb und innerhalb der Kugel

Hir> R)= Ho 4 "= Gom i — B (5.90)
r =Moo T — 53 oo — Il .
pr +2 13
3
H(r <R) = H, . 5.91
rem=yi 591)

wobei 7 das nach aulen gerichtete Normalenvektorfeld an der Kugeloberflache ist. Ausserhalb der
Kugel ist der Ausdruck fiir die magnetische Induktion identisch zu demjenigen fiir H in (5.90),
wenn wir rechts H,, durch B, ersetzen. Innerhalb der Kugel ist die magnetische Induktion

3y

B(r<R):2+M

B, (5.92)

fiir diamagnetische Medien mit p, < 1 schwécher als aulerhalb. Fiir paramagnetische Medien
wird sie in der Kugel verstéarkt.

Nun werde ein magnetisierbares Rotationsellipsoid (u, > 1) so in ein homogenes Feld By =
noHy gebracht, dass seine Achse mit der Richtung von Hj zusammenfillt. Dann ist die Magne-
tisierung im Innern ebenfalls homogen und es gilt analog zur Gleichung (4.48)

Hy=H,—-NM. (5.93)

Der Entmagnetisierungsfaktor der Kugel ist 1/3. Bis auf den Fall N = 0 ist das Magnetfeld im
Inneren von magnetisierbaren Stoffen gegeniiber dem von auflen angelegten Feld abgeschwécht.
Mit M = x, H; findet man fiir die Magnetisierung des Stoffes die Formel

Xm

=0 H.. .94
1+ Nxm (5:94)

Der Faktor N hingt von der Form des Rotationsellipsoiden ab und diese Abhéngigkeit ist in
(4.49) gegeben. Fur die magnetische Feldstirke und Induktion im Innern des Ellipsoiden findet
man

B . (5.95)

Fiir einen langen, diinnen Stab ist N = 0 und daher H; = H.,. Wie bei einer mit Material
voll ausgefiillten Spule tritt keine Entmagnetisierung auf und B; = pu, Bg. Fir eine Kugel ist
N =1/3 und man findet die magnetische Induktion (5.92) im Innern der Kugel. Fiir eine flache
Scheibe ist N = 1 und entsprechend B; = By,.
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Kapitel 6

Maxwell-Gleichungen

6.1 Induktionsgesetz

FARADAY beobachtete 1831, dass in einer Leiterschleife C' ein elektrischer Strom entsteht, wenn
ein in der Nihe befindlicher Magnet bewegt oder die Leiterschleife im Magnetfeld bewegt wird.!
In beiden Fallen gilt das Induktionsgesetz

de:m:—d/ if-B=-Lowr), or-c. (6.1)

dt Jr dt ’

Hier ist Vi,q die induzierte Ringspannung und R der Drahtwiderstand?. Fiir einen bewegte
Leiterschleife C' kann sich der magnetische Fluss durch die von der Schleife berandete Fliache F'
aufgrund der Bewegung édndern. Fiir eine ruhende Schleife kann sich der Fluss dndern, wenn das
Magnetfeld zeitabhingig ist. Im Allgemeinen wird die Anderung des Flusses vom zeitabhéngigen
Magnetfeld und der Bewegung der Leiterschleife herriihren.

Die erste Fassung des Induktionsgesetzes fiir eine im Magnetfeld bewegte Leiterschleife konnen
wir aus der Lorentz-Kraft F = q(E + v x B) auf ein geladenes Teilchen im elektromagnetischen
Feld ableiten. Bewegen wir einen Metalldraht mit der Geschwindigkeit v in einem Magnetfeld, so
machen die Leitungselektronen im Draht diese Bewegung mit und erfahren dabei eine eingeprdgte
Lorentz-Kraft

qEnq =qu x B. (6.2)

Die langs der Leiterschleife C' induzierte Spannung betriagt

Vind:%(va)-dr.
c

!Etwa gleichzeitig und unabhéngig von FARADAY entdeckte auch HENRY die gleiche Erscheinung.
Wir benutzten das Ohmsche Gesetz, nach dem die Stromstérke gleich der Spannung dividiert durch den
Widerstand des Leiters ist.
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Ist der Drahtwiderstand gleich R, so kénnen wir fiir den induzierten Strom die Beziehung
IR:de:fEmd-dr:j{('va)dr (6.3)
C C

angeben. Wir wollen nun einsehen, dass der letzte Term proportional zur zeitlichen Anderung des
magnetischen Flusses durch Flachen mit verdnderlicher Randkurve C ist. Dazu betrachten wir

df =dr x vdt

Abbildung 6.1: Anderung des magnetischen Flusses durch eine bewegte Fléiche.

die Abb. 6.1, welche die Lagen des Drahtrings zur Zeit ¢ (Cy) und zur Zeit t+dt (Cyiq¢) darstellt.
Das Vektorprodukt dr x vdt hat den Betrag des von dr und vdt aufgespannten Flachenelements
df und die Richtung der nach auflen zeigenden Normalen. Es gilt also

dt?f (vx B) - dr = ]f (dr x vdt) - B = /df . B = ®(Mantelfliiche)
Cy

wobei das letzte Flachenintegral iiber die von Cy und C; 4 berandete Mantelfldche zu erstrecken
ist. Wegen der Quellenfreiheit der magnetischen Induktion verschwindet der gesamte magneti-
sche Fluss durch die Mantelflache, Grundfliche und Deckflache. Also ist

dt f Einq - dr = —®(Deckfliche) + ®(Grundfliche) = —®(Cyiar) + P(Cy) .
Dividieren wir durch das Zeitintervall dt, so ergibt sich das Induktionsgesetz fiir bewegte Leiter

d d

7{ Boa-dr=-2 [ B.af = -Za(F), 0F=C,. (6.4)
Ct dt Fy dt

Beim Induktionsgesetz sollte es nur auf die Relativbewegung zwischen dem das Magnetfeld er-

zeugenden Magneten und dem Drahtring ankommen. Fiir die Ladungstriager im Drahtring ruht

der Draht und das Magnetfeld dndert sich mit der Zeit. In einem ruhenden Drahtring, in des-
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sen Néhe sich ein Magnet bewegt, sollte also ebenfalls ein Strom entstehen. Dies wird oft als
die zweite Fassung des Induktionsgesetzes bezeichnet. Da eine ruhende Ladung in einem Ma-
gnetfeld keine Kraft erfihrt, bleibt als Deutungsmoglichkeit nur die Annahme, dass durch die
zeitliche Anderung des Magnetfeldes ein elektrisches Feld mit Wirbeln (da die Ringspannung
nicht verschwindet) induziert wird,

IR:%E‘dr.

Der Vergleich mit dem Faraday’schen Induktionsgesetz zeigt, dass die elektrische Ringspannung
proportional dem magnetischen Schwund?® ist:

ch-dr:—Zf/df-B:—/df-aaf. (6.5)

Aus dieser Formel ist der materialabhidngige Widerstand R verschwunden, und dies legt die

magnetisches Feld

von vorne nach hinten
X X
Zum B x < B
Galvano- Y Elektronen
mee Bewegung
e
Bewegung
X B X
A
-
/

Abbildung 6.2: Induktion durch Bewegung eines Stromleiters im Magnetfeld (links), Induktionss-
pannung in einem Metall (mittig) und Induktionsstrom bei Anderung der Fliche (rechts).

Verallgemeinerung der zunéchst nur fiir den Drahtring giiltigen Beziehung (6.5) nahe. Wir neh-
men nun an, dass das Vorhandensein des Drahtes unwesentlich ist und die Ringspannung fiir
jede geschlossene Kurve C' durch (6.5) wiedergegeben wird. Wenn diese Beziehung fiir jedes Fla-
chenelement gilt, dann kénnen wir mit § E -dr = [df - (V x E) auf die differentielle Form des
Induktionsgesetzes schlieflen:

VxE:—iB. (6.6)

Zeitlich variierende Magnetfelder induzieren also elektrische Wirbelfelder und entsprechend ist

3Die zeitliche Abnahme des magnetischen Flusses, —d®/dt, heiit magnetischer Schwund.
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das elektrische Feld dann kein Gradientenfeld mehr wie in der Elektrostatik.

Bewegen wir zum Beispiel eine mit einem Galvanometer verbundene Sekundérspule in der Nédhe
einer Priméarspule (mit Eisenkern), so wird ein Strom in der Sekundéarspule induziert. Sind die
Windungen der Spulen parallel, so ist der Ausschlag des Galvanometers am gréfiten. Die indu-
zierte Spannung ist so gerichtet, dass der von ihr hervorgerufene Strom das angelegte Magnetfeld
schwécht. Eine schone Illustration dieses Effektes, der vom Minuszeichen im Induktionsgesetz
(6.1) herriihrt, ist der Versuch von ELIHU und THOMSON in Abb. 6.3: Flie8t ein Strom im Erre-

l Bing

L

ull

Eisenstab

Abbildung 6.3: Elihu- Thomson-Versuch zur Demonstration der Lenz’schen Regel.

gerkreis, so erzeugt dieser in der Spule ein Magnetfeld B und beim Einschalten eine Anderung
0B /0t und damit einen magnetischen Schwund —9®/9t. Die Flussénderung induziert im darauf
gestiilpten Aluminiumring eine Spannung Vj,q, die ihrerseits einen Strom I;,,4 erzeugt. Dieser
induzierte Strom hat ein solches Vorzeichen, dass das Magnetfeld B;,q, das er erzeugt, das entge-
gengesetzte Vorzeichen von B hat. Die Felder B und Bj,q {iben daher eine abstolende Wirkung
aufeinander aus, was durch das davonfliegen des Aluminiumrings beim Einschalten gezeigt wird.

Allgemeiner gilt, dass die induzierte Spannung einen Induktionsstrom erzeugt, der stets so ge-
richtet ist, dass er den ihn erzeugenden Vorgang zu hemmen versucht. Dies ist die Lenz’sche
Regel. Sie fiithrt zu einer Erklarung des Diamagnetismus. Eine bekannte Anwendung der Induk-
tion ist die Wirbelstrombremse.
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6.2 Der Maxwell’sche Verschiebungsstrom

Der wichtigste Schritt auf dem Weg zur Vervollstindigung der Feldgleichungen der Elektro- und
Magnetostatik nach dem Induktionsgesetz erfolgte 1864 durch MAXWELL. Er bemerkte, dass
die inhomogene Grundgleichung der Magnetostatik, das Oersted’sche Gesetz,

V x H = j; (Oersted) (6.7)
zur Folge hat, dass die elektrische Stromdichte quellenfrei ist,
V-jr=0.
Im Falle offener Stromkreise, wie z.B. beim Laden eines Kondensators, gilt aber

Ops

v'jf:_aa

(6.8)
was nicht Null ist, da ein Teil der Ladung weg flieit. Die Gleichungen (6.7,6.8) sind inkonsistent,
falls die Stréome in beiden Formeln die gleiche Bedeutung haben. Maxwells Ausweg aus dieser
Schwierigkeit beruhte darauf, dass

Ops oD . 0D

— =V .-—, bzw. . — =0

o =Y o PV (Jf+ at)
gilt. Wenn man postuliert, dass der Term ~ 9D /0t einen Strom darstellt, der die gleichen
Figenschaften wie irgendein anderer Strom besitzt, dann erhélt man

oD
H =" 1+4;. .
V x 5 Tt (6.9)

Insbesondere erzeugt eine zeitabhingige dielektrische Verschiebung ein Magnetfeld. Die Einfiih-
rung des Verschiebungsstromes ~ 0D /0t in die elektromagnetischen Grundgleichungen bildet
den Kernpunkt der Maxwell’schen Theorie. Nach dem Induktionsgesetz bedingt selbst im Va-
kuum ein zeitlich variierendes Magnetfeld ein elektrisches Feld. Nach Maxwells Modifikation
des Oersted’schen Gesetzes erzeugt aber auch ein zeitlich verdnderliches elektrisches Feld ein
Magnetfeld. Die modifizierte Gleichung (6.9) findet ihre gldnzende Bestéatigung bei der Ausbrei-
tung elektromagnetischer Wellen. Diese wird erst durch das Maxwell’sche Zusatzglied in (6.9)
moglich.

6.3 Die Maxwell-Gleichungen

Nehmen wir zu dem erweiterten Oersted’schen Gesetz noch das Induktionsgesetz sowie die Re-
sultate tiber die Quellen von D und B hinzu, so erhalten wir die vier (beinahe) symmetrisch
gebauten Gleichungen
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oD

(@) VxH-—-=j4 , () V-D=p
(©) vXE+8£=o @ V-B=0 (6.10)

als die in der klassischen Elektrodynamik giiltigen Mazwell-Gleichungen fiir ruhende Medien.

Nach FARADAYS und MAXWELLS Arbeiten fiel es den Physikern nicht leicht, die entwickel-
ten Konzepte auf konkrete Probleme anzuwenden, da eine im Sinne der Mechanik unmittelbar
anschauliche Darstellung fehlte. Im Bestreben nach einer mechanischen Deutung der elektro-
magnetischen Erscheinungen wurden mit viel Scharfsinn eine Vielzahl von Modellen entwickelt.
Noch zum Ende des 19. Jahrhundert hat es der bekannte Physiker LORD RAYLEIGH als not-
wendig erachtet, die Maxwell’schen Gleichungen mit Hilfe eines komplizierten Athermodells zu
stiitzen. Die Maxwell’sche Theorie hat also nicht nur eine enorme praktische Bedeutung, da
durch sie eine u.a. die gesamte Nachrichtentechnik revolutionierende Entwicklung eingeleitet
worden ist, sie hat auch die Naturphilosophie nachhaltig beeinflusst. Durch diese Theorie sind
die Physiker gezwungen worden, den in der abstrakten Beschreibung vorkommenden Gréflen
eine reale Existenz auch dann zuzubilligen, wenn sie nicht so ohne Weiteres anschaulich ge-
macht werden kénnen. Diese Gleichungen stellen eine vereinheitlichte Theorie dar, weil sie die
elektrischen, magnetischen und optischen Erscheinungen auf einer gemeinsamen Grundlage er-
klaren. Es war und ist das bisher unerreichte Ziel der (theoretischen) Physiker, alle bekannten
Wechselwirkungen* im Rahmen einer vereinheitlichten Theorie zu beschreiben.®

Die Maxwell-Gleichungen fiihren nach Elimination der dielektrischen Verschiebung aus (a) und

(b) auf die Kontinuititsgleichung

dpt .

Des Weiteren sind die vier Feldgleichungen in (6.10) nicht ganz unabhéngig. Aus (a) folgt durch
Divergenzbildung bei Giiltigkeit der Kontinuitétsgleichung
0

a(v.p_pf):(), (6.12)

und aus (c¢) durch Divergenzbildung, dass

0

—(V-B)=0. 6.13
2 B) (613)
Die Gleichungen (b) und (d) enthalten keine Zeitableitungen der Felder und sind Bedingungen
zu fester Zeit. Haben wir diese (Zwangs-)Bedingungen zu einer Zeit erfiillt, dann bleiben sie

gemaf (6.12,6.13) zu jeder anderen Zeit erfiillt.

4Elektromagnetisch, schwach, stark und gravitativ.
®Die Superstringtheorien sind zur Zeit die Erfolg versprechendsten Kandidaten fiir eine vereinheitlichte Theorie.
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Zwischen den vier Feldgrofien bestehen die Verkniipfungsgleichungen

1
D=¢ggE+P und H=—B-M. (6.14)
Ho
Dabei sind die Polarisation P und Magnetisierung M abhéingige Gréflen, die durch mikrosko-
pische Betrachtungen ermittelt werden kénnen. Mdéchte man die Einfihrung der nicht direkt
bestimmbaren und abgeleiteten Hilfsfelder D und H vermeiden, dann kommen wir zu den vier
Mazwell-Gleichungen im Medium

oFE . OP 1
a) VXB—EQ/J,Qat:/L()(jf-Fat-FVXM) s b) VIE:%(pf_v.P)
0B

Dass hier neben der im letzten Kapitel diskutierten Magnetisierungsstromdichte auch die Po-
larisationsstromdichte jp = 0; P erscheint, ist eine unmittelbare Folge der Einfiihrung des Ver-
schiebungsstromes.

Zu den Maxwell-Gleichungen tritt noch die Lorentz-Kraft
F=qg(E+vxB). (6.16)

Die Gleichungen (6.10) und (6.16) sind die Grundgleichungen der Elektrodynamik. Aus ih-
nen werden alle relevanten Eigenschaften abgeleitet. Fiir zeitunabhéngige Felder entkoppeln die
Maxwell-Gleichungen in die Grundgleichungen der Elektrostatik und die Grundgleichungen der
Magnetostatik.

Die Einheiten der in (6.15) auftretenden Felder und Dichten im SI-System sind:

B=2 = p=2 =t = =2

Wir notieren nochmals die Werte der auftretenden Konstanten

Vs

As
_ 1012 — 4. 10-7
g0 = 8.854 187817 - 10 v ,  po =4m-10 .

(6.18)

Wir werden spéter sehen, dass das Produkt der Vakuumkonstanten g und pp mit der Lichtge-
schwindigkeit im Vakuum wie folgt in Verbindung steht:

1
EQMO = 07 . (6.19)

6.3.1 Integralform der Maxwell-Gleichungen

Neben der Formulierung der Maxwell-Gleichungen als Differentialgleichungen kann man auch
eine Integralform dieser Gleichungen angeben, die in vielen Féllen intuitiver ist. Dazu fithren wir
elektrische und/oder magnetische Spannungen, Fliisse, Ladungen und Strome ein. Die meisten
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dieser Begriffe sind uns schon begegnet.

e Die elektrische Spannung zwischen den Endpunkten einer Kurve ist
V(C) = / E-dr. (6.20)
C

Damit ist F nicht mehr wirbelfrei und die Spannung ist wegabhéngig. Sie héngt nicht
nur vom Anfangs- und Endpunkt ab, es kénnen auch Ringspannungen ldngs geschlossener
Wege auftreten.

e Der elektrische Fluss durch ein orientiertes Flachenstiick F' ist
W(F) = / D.df. (6.21)
F

Da D nicht quellenfrei zu sein braucht, hingt ¥(F') nicht nur von der Randkurve 0F der
Flache F' ab. Der Fluss durch eine geschlossene Fliache braucht nicht Null zu sein.

e Der magnetische Fluss durch das orientierte Flachenstiick F' ist
B(F) = / B-df. (6.22)
F

Die magnetische Induktion B ist quellenfrei und ®(F") hingt nur von der Randkurve OF
der Flache F' ab. Der Fluss durch eine geschlossene Fliche verschwindet. Es gibt keine
magnetischen Monopolladungen.

e Die magnetische Spannung zwischen den Endpunkten einer Kurve C ist
Vi (C) = / H-dr. (6.23)
C

Da H Wirbel haben kann, ist sie im Allgemeinen wegabhéngig. FEs kdnnen magnetische
Ringspannungen ldngs geschlossener Wege auftreten.

e Die elektrische Ladung im Gebiet V ist
q(V) :/ crp(r). (6.24)
1%
e Der clektrische Strom durch ein orientiertes Flachenstiick F' ist
I(F) = / j-df. (6.25)
F

Die Stromdichte ist im Allgemeinen nicht quellenfrei und der Strom héngt von der Fliche
und nicht nur deren Rand ab.
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Diese Groflen treten in den integralen Maxwell-Gleichungen auf. Diese gewinnt man durch Inte-
gration der Maxwell-Gleichungen (6.10) t{iber geschlossene Kurven beziehungsweise geschlossene
Flachen.

Das Faradaysche Induktionsgesetz:

, _ __4a ar=_ 9
J) V(OF) = aFE~dr——dt/FB af =~ 8(F). (6.26)

Die elektrische Ringspannung um den Rand eines Flachenstiicks ist proportional zur zeitlichen
Anderung des magnetischen Flusses durch die Fliche. Sie wurde in (6.4) diskutiert.

Das Gaufl’sche Flussgesetz:

¥) wov)=¢ D-df - /V &Erpi(r) = g (V). (6.27)

Der elektrische Fluss durch 9V ist gleich der Gesamtladung im Raumgebiet V. Das Gesetz ist
aquivalent zu (6.8).
Das Oersted’sche Fluflgesetz

d) ®V)= - B-df =0. (6.28)

Es existieren keine magnetischen Ladungen in der Natur.

Das Mazwell’sche Verschiebungsstromgesetz:
/ . d
d) Vin(9F) = H-dr:/y-der—/D-df
oF F dt Jr
d

= I(F)+ L U(F). (6.29)

Die magnetische Ringspannung um den Rand eines Flachenstiickes ist gleich der Summe aus
elektrischem Strom und Verschiebungsstrom durch diese Fliache. Es folgt durch Integration von
(6.9) iiber ein Fléchenstiick.

Die Kontinuitdtsgleichung

—su (V) == [ Eror) = §gi-af =100V). (6.30)

Die Anderung der elektrischen Ladung im Gebiet V ist proportional zum Strom durch seine
Oberfliache. Die Kontinuitdtsgleichung kodiert die Erhaltung der elektrischen Ladung.

6.3.2 Elektromagnetische Potentiale

Wie in der Statik gelingt es, die homogenen Maxwell-Gleichungen durch Einfithrung eines skala-
ren Potentials und eines Vektorpotentials zu 16sen. Es gibt allerdings verschiedene Potentiale zu
denselben elektromagnetischen Feldern. Diese Vieldeutigkeit, auch Eichfreiheit genannt, spielt
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in allen feldtheoretischen Beschreibungen der vier Wechselwirkungen eine ganz entscheidende
Rolle.

Wie in der Magnetostatik ist die magnetische Induktion auch fiir zeitabhéngige Felder quellen-
frei und damit das Wirbelfeld eines Vektorpotentials A,

B=VxA. (6.31)

Aus der anderen homogenen Maxwell-Gleichung (6.10c) folgt dann

0A
VX<E+at>—0,

so dass ein skalares Potential ® existiert mit

E=-Vd- —. (6.32)

Damit sind die beiden homogenen Maxwell-Gleichungen in (6.10) bzw. (6.15) automatisch erfillt.
Aus den beiden inhomogenen Maxwell-Gleichungen in (6.15) ergeben sich dann Wellengleichun-
gen fiir die Potentiale:

0?A 0d . OP
V(V’A)_AA+5OHOW+5OHOVE: (]<]f+at+v><M)
0A 1
V-2 A= (p;—V-P). :
Vo2 =V P) (6.33)

Dabei haben wir folgende Identitit benutzt:
Vx(VxA)=V(V-A)— AA. (6.34)

Im SI-Einheitensystem haben die Potentiale die Dimension

@] =V , [A]=

Vs
o (6.35)

6.3.3 Eichtransformationen

Wie bereits erwéhnt, sind die Potentiale durch die physikalischen Felder E und B nicht eindeutig

festgelegt. Die Transformation
A— A'=A+VA (6.36)

dndert die magnetische Induktion B nicht. Damit auch das elektrische Feld unveriandert bleibt,
muss gleichzeitig das skalare Potential ® mit-transformiert werden
oA

=0 . 6.37
— 5 (6.37)
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Die Transformation (6.36) und (6.37) der Potentiale heifit Eichtransformation®. Die physikali-
schen Felder &ndern nicht unter Eichtransformationen — sie sind eichinvariant. Deshalb sind die
eichdquivalenten Potentiale (®, A) und (®’, A’) physikalisch nicht unterscheidbar, sie beschrei-
ben identische physikalische Verhéltnisse. Die Elektrodynamik in Form der Potentiale besitzt
also eine Redundanz — man nennt sie Eichsymmetrie. Wir kénnen die Eichsymmetrie (6.36,6.37)
benutzen, um eine Eichbedingung an die Potentiale zu stellen, die durch eine geeignete Wahl
von A erfillbar sein muss. Zwei niitzliche Eichungen sind die Coulomb- und Lorenz-FEichung, die
im Folgenden etwas néher betrachtet werden.

Coulombeichung: Unter einer Eichtransformation geht die Divergenz von A {iber in
V-A—V-A+ AX. (6.38)

Fiir ein beliebiges A kénnen wir immer eine Eichfunktion A finden, so dass die rechte Seite
verschwindet. Das bedeutet, dass wir das Potential so wihlen kénnen, dass

V-A=0 (6.39)

gilt. Dies ist die Coulomb-FEichung. Nach Wahl dieser Eichung vereinfachen sich die inhomogenen
Maxwell-Gleichungen (6.33) zu

1 9 . 0P
—AP=—(ps—=V-P) , OA+cou VP =po (]f +—— +Vx M) : (6.40)

o ot ot

wobei wir den Wellenoperator, auch d’Alembert Operator genannt, einfiihrten,

2

55— A (6.41)

U = eopo

Die Coulomb-Eichung zeichnet bestimmte Inertialsysteme aus, sie ist nicht kovariant.

Lorenz-Eichung: Unter einer Eichtransformation transformiert

0P 0®
V‘A‘Fgoﬂ/o% in VA+80,U’OE7D)\

Nun kénnen wir die Eichfunktion A so wihlen, dass die transformierte Grofle verschwindet. Mit
dieser Wahl fiir A erfiillen die Potentiale die kovariante Lorenz-Eichbedingung

0]
V- A+€ou0%t ~0. (6.42)

In dieser Eichung lauten die inhomogenen Maxwell-Gleichungen (6.33)

Senglisch: gauge transformation
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1

0 = —
€0

. OP
(p—V-P) DA:M()(]f—i-at-i-VXM). (6.43)

Zusammen mit den Verkniipfungsgleichungen (6.14) beschreiben diese Feldgleichungen (oder die
dazu dquivalenten Feldgleichungen in der Coulombeichung (6.40) das Verhalten von Materie
und elektromagnetischem Feld in Wechselwirkung. Es sind Wellengleichungen und sie weisen
unmittelbar auf die elektromagnetische Lichttheorie hin.

6.3.4 Maxwell-Gleichungen im Vakuum

Im Vakuum verschwinden Polarisierung und Magnetisierung und wir haben es allenfalls mit
isolierten mikroskopischen Ladungen und Strémen zu tun. Dann ist D = egF und B = poH,
und die Feldgleichungen (6.10) vereinfachen sich zu

oFE . 1
a) V X B —copo- = 0 b) V-E=—p (6.44)
€0
B
0) vuu%:o . d V-B- (6.45)

Dies ist die differentielle Form der Mazwell-Gleichungen im Vakuum. Hier sind p und j die
mikroskopischen Ladungs- und Stromdichten.

Dies sind die wichtigen Feldgleichungen der mikroskopischen Elektrodynamik. Bei bekannten
und mit den Zwangsbedingungen b) und d) vertriglichen Anfangsbedingungen bestimmen sie
bei gegebenen Ladungs- sowie Stromverteilungen die Erzeugung und Ausbreitung von elektro-
magnetischen Wellen. Aus ihnen folgt sofort die Erhaltung der elektrischen Ladung,

d .
PtV =0. (6.46)

Die homogenen Gleichungen (6.45) werden durch (6.31) und (6.32) gelost und es bleiben (in der
Lorenz-Eichung) folgende einfache Wellengleichungen fiir die Potentiale tibrig,

1
0¢2=—p , DA=0j. (6.47)
0

Jede Komponente der zweiten Gleichung in (6.47) hat dieselbe Struktur wie die erste Gleichung.
Wir kénnen die Diskussion der Lésung daher auf die erste Gleichung beschranken. Die allgemeine
Losung dieser Wellengleichung hat die Darstellung

O = Ppom + Ppart - (6.48)
Dabei ist @y die allgemeine Losung der homogenen Differentialgleichung

O®pom =0, (6.49)
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und Ppy,¢ eine spezielle Losung der inhomogenen Gleichung. Die Wellengleichungen (6.47) sind
der Ausgangspunkt bei der Behandlung der Erzeugung und Fortpflanzung von elektromagneti-
schen Wellen.

Im Vakuum nehmen auch die integralen Maxwell-Gleichungen eine einfachere Form an.

d
Induktionsgesetz: E . dr = ——/ B - df (6.50)
oF dt Jr
1
elektrisches Flussgesetz: E-df = — | &rp(r) (6.51)
ov €0 Jv
magnetisches Flussgesetz: B-df =0 (6.52)
ov
d
Verschiebungsgesetz: B .dr = uo/ j-df + eo,uo—/ E - df (6.53)
OF F dt Jr
d
Kontinuitétsgleichung: —/ drp(r) = —7{ J-df (6.54)
dt Jv v
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Kapitel 7
Elektromagnetische Wellen

In diesem Kapitel werden wir zeitlich und rdumlich verdnderliche Felder — diese sind elektro-
magnetische Wellen — behandeln. Dabei beschranken wir uns zunéchst auf den Fall der Wellen-
ausbreitung in homogenen und linearen Medien ohne freie Ladungstrager. Dann miissen wir die
Maxwell-Gleichungen in der Form

OFE 0B

VxB—-euy—=0 V-E=0, VXE+—=0, V-B=0 (7.1)

ot ot
l6sen, wobei die Materialgréfien e, und u, konstante Skalare sind. Losungen dieser Gleichungen
im Vakuum mit € = ¢¢p und g = g9 werden zu Losungen mit beliebigen konstanten € und p,
wenn man folgende Reskalierungen vornimmt:

! F—F und B — B

— R .

Aus den Vakuumldsungen kénnen wir also leicht die Lésungen in homogenen und linearen Medien

(7.2)

ohne freie Ladungstrager gewinnen. Deshalb diirfen wir im Folgenden p, = ¢, = 1 setzen und
uns auf Vakuumlésungen beschranken.

7.1 Vakuumloésungen

Die gekoppelten Gleichungen fiir das elektrische und magnetische Feld (7.1) konnen durch eine
weitere Differentiation entkoppelt werden. Dazu nehmen wir von den beiden Gleichungen mit der
Rotation selbst die Rotation und benutzen z.B. Vx V x E = V(V - E) — AFE ist. Beriicksichtigt
man noch, dass im Vakuum die V - E = 0 ist, so gewinnt man die Wellengleichungen fiir die
elektromagnetischen Felder im Vakuum

2

0
OF =0 und OB =0, 0= €0HO 55 A. (7.3)
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Die Grofle 1/eguo hat die Einheit einer quadrierten Geschwindigkeit. Spater werden wir sehen,
das diese Geschwindigkeit gleich der Lichtgeschwindigkeit im Vakuum ist,

CcC =

— 299792458 (7.4)
E0po0 s

Alle Komponenten von E und B erfiillen somit dieselbe Wellengleichung. Im Vakuum geniigen
auch die Potentiale dieser Gleichung, sofern die Lorenz-Eichung (6.42) gewéhlt wird,

De—0, OA—o0, O=L12 4 (7.5)
o - T 2oz T '

Die Gleichungen (7.1) implizieren die Wellengleichungen (7.3) aber nicht umgekehrt. Im Folgen-
den werden wir zuerst die Wellengleichungen 16sen und dann im zweiten Schritt Zusatzbedin-
gungen finden, damit diese die Maxwellgleichungen erster Ordnung in (7.1) erfiillen.

Wegen der Transformation (7.2) ist
c

VErir

die Geschwindigkeit von elektromagnetischen Wellen in linearen homogenen Medien, wenn ¢ die

(7.6)

u =

Geschwindigkeit im Vakuum ist. In der Optik war seit etwa 1850 auf Grund der Messungen von
F1zeEAU der Zusammenhang

u=— (7.7)

bekannt, wobei n der Brechungsindex des Mediums ist. Die Maxwell’sche Theorie gibt also
die Lichtgeschwindigkeit im Medium richtig wieder, wenn zwischen den elektromagnetischen
Stoffkonstanten &,, i, und dem optischen Brechungsindex die Maxwell-Beziehung erfiillt ist:

n=/Erflr- (7.8)

Fiir Wasser ist n = 1.33, p, = 1 und ¢, ~ 80 und die Beziehung scheint nicht erfiillt zu sein.

Diese Schlussfolgerung ist aber nicht statthaft, weil wir die Frequenzabhéngigkeit der Material-
konstanten aufler Acht lieen. Wir miissen fiir €,, u, und n Werte einsetzen, die sich auf dieselbe
Frequenz beziehen. Der Brechungsindex wird bei der Lichtfrequenz von etwa 10 s™! gemes-
sen, die elektromagnetischen Stoffkonstanten aber im Gleichfeld, d.h. bei einer verschwindenden
Frequenz. Die Losung der Maxwell’schen Gleichungen fiir frequenzabhéingige Konstanten und
die Theorie der Dispersion, welche die Frequenzabhéingigkeit dieser Konstanten liefert, werden
wir spéater behandeln. Wir werden sehen, dass die Maxwell’sche Beziehung giiltig ist. Diese und
weitere Resultate zeigen, dass die Theorie des Lichts in der Maxwell’schen Theorie enthalten ist.

Licht ist elektromagnetische Strahlung in einem speziellen Frequenzband.

7.2 Ebene Wellen

Wir beginnen wir mit den einfachsten Losungen der Maxwellgleichungen im Vakuum, den ebenen
Wellen. Diese haben zu jedem Zeitpunkt auf jeder Ebene aus einer Schar von parallelen Ebenen

A. Wipf, Elektrodynamik



7. Elektromagnetische Wellen 7.2. Ebene Wellen 117

einen konstanten Wert. Die Punkte auf der Ebene senkrecht zu einem konstanten Einheitsvektor
erfiillen n - r = u. Deshalb hidngen ebene Wellen nur von ¢t und u ab, ® = ®(ct,u). Fiir ebene

n

Ebenen
konstanter

Phase Wellenfronten

Abbildung 7.1: Ebene Wellen haben auf den Ebenen senkrecht zur Ausbreitungsrichtung n einen
konstanten Wert.

Wellen ist V& = n 0®/0u und A¢p = 9*®/0u? und die Wellengleichung vereinfacht sich zu

D@:(Clzg;—;;>q>:<(fcﬂ+§t><aiﬂ—i>¢zo. (7.9)

Aus der zweiten Schreibweise erkennt man sofort, dass
O=P(ct—u)=P(ct—n-r) und ®=P(ct+u)=P(ct+n-r) (7.10)

Losungen der Wellengleichung sind. Die erste (zweite) beschreibt eine in n(—n)-Richtung fort-
schreitende Welle. Die Ebenen, auf denen ® denselben konstanten Wert annimmt, bewegen sich
mit der Geschwindigkeit ¢ = 1/,/€gfio in die Richtung von +n.

Wegen der Linearitdt der Wellengleichung ist mit ®; und ®5 auch a®; + bP5 eine Losung.
Dieses Superpositionsprinzip gilt allgemein fiir lineare Differentialgleichungen, und insbesondere
fiir die Losungen der Maxwell-Gleichungen im Vakuum.! Das Superpositionsprinzip erlaubt die
Zusammensetzung beliebiger Wellenformen aus einfachen Grundtypen.

'In nichtlinearen Medien gilt das Superpositionsprinzip in dieser einfachen Form nicht mehr.
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Im Vakuum miissen die Potentiale ®, A und Felder E, B alle die Wellengleichung 16sen und
haben, falls sie in n-Richtung propagierende ebene Wellen beschreiben, die Form (7.10). Insbe-
sondere

E=FE(ct—n-r) und B=B(ct—n-r). (7.11)

Wegen 0; E = —n; E’, wobei Strich die Ableitung nach dem Argument bedeutet, und der gleichen
Formel fiir das magnetische Feld, folgt aus der Quellenfreiheit der beiden Felder

V-E=—(n-E)=0 und V-B=—(n-B) =0.

. Damit sind die Projektionen der Felder in Ausbreitungsrichtung konstant. Konstante Feldan-
teile haben aber auf die Wellenausbreitung keinen Einfluss und deshalb gilt fiir ebene Wellen

n-E=n-B=0. (7.12)

Dies bedeutet, dass die Richtung beider Felder senkrecht zur Ausbreitungsrichtung der Welle
sind. Die restlichen Komponenten der Rotationsgleichungen lauten

cnxB'+E'=0, nxE —cB =0, (7.13)

wobei wir wieder von gopp = 1/c? Gebrauch machten. Fiir Wellenlésungen diirfen wir die kon-
stanten Anteile wieder weglassen. Deshalb haben ebene Wellen die Form

E=E(ct—n-r) und cB=nxE(ct—n-r) (7.14)

wobei nach (7.12) die Felder E und B senkrecht zur Ausbreitungsrichtung n der Welle sind.
Das elektrische und magnetische Feld haben bis auf den Faktor ¢ denselben Betrag, |E| = c|B].
Die ist in Abbildung 7.2 skizziert.

Wir fassen die Eigenschaften von ebenen Wellen zusammen:
o Transversalitit und Phasengleichheit:
Eln, Bln, E1B und |E|=cB| (7.15)

Die ersten zwei Eigenschaften bedeuten, dass ebene elektromagnetische Wellen transversal
sind. Die letzte Gleichung besagt, dass die zueinander senkrechten Felder F und B zu
jeder Zeit und an jedem Ort bis auf den Faktor ¢ denselben Betrag haben. Sie haben an
jeweils denselben Stellen Maxima und Nullstellen; sie sind in Phase oder phasengleich.

e Phasengeschwindigkeit: Eine in die z-Richtung fortschreitende Welle hat eine feste Phase,
falls z = ¢t + a gilt mit einer beliebigen Konstante a. Die Maxima (Nullstellen, Minima)
verschieben sich mit der Lichtgeschwindigkeit, d.h. die Phasengeschwindigkeit der Wellen
ist die Lichtgeschwindigkeit.
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Abbildung 7.2: Fir eine ebene Welle bilden E, B und n ein Orthogonalsystem.

7.2.1 Monochromatische ebene Wellen

Wir betrachten zunéchst harmonisch schwingende ebene Wellen, so genannte monochromatische
ebene Wellen, fiir welche

E(ct—n-r)=%3 (Eoeik(d_"'r)> =R (Eoei(“’t_k'r)> . w=c|k|
B(ct —n-1) =R (Boe* =) = R (Boe“=F")) |k = [k|n, (7.16)

mit konstanten Amplitudenvektoren Ey, By. Aus unseren vorherigen Uberlegungen iiber ebene
Wellen oder durch Einsetzen in die Wellengleichungen findet man folgende algebraischen Glei-
chungen fiir die reelle Kreisfrequenz w = 27, den reellen Wellenzahlvektor k und die konstanten
Amplitudenvektoren:

k‘EQZO, k:'Bo:O, kXE():o.)Bo. (717)

Wie erwartet, sind Ey und By orthogonal, haben bis auf einen konstanten Faktor dieselbe Lénge
und sind senkrecht zum Wellenzahlvektor. Zur vollstdndigen Festlegung einer monochromati-
schen ebenen Welle braucht es einen Wellenzahlvektor k und einen im Allgemeinen komplexen
Amplitudenvektor Ey, senkrecht zu k.

Bei der Untersuchung der Losungen diirfen wir annehmen, dass der Wellenzahlvektor in die z-
Richtung zeigt, k = ke,. Monochromatische und in die z—Richtung propagierende ebene Wellen
haben die Form

E = R((Eoves + Boye,)e ™) | B =R((~ Epye, + Eoee,)e ) (7.18)
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k| = «

Abbildung 7.3: Das elektrische und magnetische Feld sind transversal und haben dieselbe Am-
plitude.

Zu einer festen Zeit gilt fiir den Abstand zweier benachbarter Maxima die Beziehung kAz = 27.
Der entsprechende rdaumliche Abstand ist die Wellenldnge

2 2me c
A=Az = — = — = —. 7.19
& k w v ( )

Da die Welle allein durch das E-Feld (oder allein durch das B-Feld) bestimmt ist, bezieht sich die
folgende Diskussion auf das elektrische Feld. Wir schreiben die komplexen Koeffizienten gemé&f

Ey, = \Eom\eid’ und  Ey, = \Eoy]ei(‘z’”) )
Dann wird das elektrische Feld zu
E = |Eo| cos(wt — kz + @) e, + | Eoy| cos(wt —kz+ ¢+ 0)ey. (7.20)
Je nach relativer Phase ¢ unterscheidet man nun drei Falle (vgl. Abbildung 7.4):
e Linear polarisierte Wellen: Fir 6 = 0 oder § = +7 ist
E = (|Eoz|es £ |Eoyley) cos(wt — kz+ ¢) . (7.21)

Der Koeffizient ist ein orts- und zeitunabhéngiger Vektor und damit liegt das elektrische
Feld in einer festen Schwingungsebene. Eine linear polarisierte Welle lisst sich als Uber-
lagerung von zwei linear unabhangigen, linear polarisierten Wellen schreiben. Die obige
Welle ist eine Uberlagerung von

ez cos(wt —kz+¢) und e, cos(wt — kz + @) .
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o Zirkular polarisierte Wellen: Fir 6 = £m/2 und |Eo,| = |Eoy| = E ist
E = E (cos(wt — kz + ¢) e, Fsin(wt — kz + ¢)ey) . (7.22)

An einem festen Ort durchlauft der Vektor zwischen den Klammern mit fortschreitender
Zeit den Einheitskreis. Das elektrische Feld dreht einen Kreis vom Radius E mit der
Winkelgeschwindigkeit w in der Ebene senkrecht zur Ausbreitungsrichtung. Fir § = 7/2
gilt das obere Vorzeichen in (7.22). Blickt man in die Ausbreitungsrichtung, dreht der E-
Vektor nach links. Betrachten wir die Bewegung von E in Raum und Zeit, dann beschreibt
F eine Kreisspirale. In diesem Sinn spricht man von einer linkszirkular polarisierten Welle.
Fiir 6 = —m/2 ist die Welle rechtszirkular polarisiert.

e Elliptisch polarisierte Wellen: Fiir § = +7/2 und |Eog| # |Eoy| ist
E, = |Eog| cos(wt —kz+ ¢) und E, = F|Ey|sin(wt — kz + ¢).
Die Komponenten des Feldes erfiillen die Ellipsengleichung mit den Halbachsen |Ep,| und

|E0y‘: )
(LY (B oo
| Eoz| | Eoy|

An einem festen Ort durchléduft der E-Vektor eine Ellipse und seine Amplitude ist nicht
mehr konstant.

: r o ‘y

Abbildung 7.4: Lineare Polarisation (links), rechts-zirkulare Polarisation (mittig) und rechts-
elliptische Polarisation (rechts). Der k-Vektor steht senkrecht zur Blattebene und in die Rich-
tung, in die Sie schauen.

Die Abbildung 7.5 zeigt, wie sich bei stetiger Verdnderung von § die Schwingungsellipse dndert.
Fir 6 = 0 entartet sie in eine Gerade und es liegt lineare Polarisation vor. Fiir 0 < 6 < 7
findet man linksldufige Ellipsen unter denen fiir 6 = 7/2 ein Kreis ist. Fiir 6 = 7 haben wir
wieder lineare Polarisation und den Ubergang von links- zu rechtspolarisierten ebenen Wellen.
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Abbildung 7.5: Elliptisches Licht verschiedener Phasendifferenz der rechtwinkligen Komponen-
ten. Der k-Vektor steht senkrecht zur Blattebene und in die Richtung, in die Sie schauen.

Fir 7 < § < 27 sind die Ellipsen rechtsldufig. Insbesondere fiir § = 37/2 handelt es sich um
rechtshandig polarisierte Wellen.

7.3 Kugelwellen

Eine bei der Erzeugung von Wellen oft gebrauchte Wellenform ist die Kugelwelle. Um zu ei-
ner Darstellung von Kugelwellen zu kommen, schreibt man die Wellengleichung zweckméafig in
Kugelkoordinaten (r, 6, ¢) um:

1 9% 1 9%® 1;@1 1

cae A= agp el T el =0, (7.23)

In der Elektrostatik haben wir gezeigt, dass jede Funktion der Winkelvariablen eine Linearkom-
bination der Kugelfunktionen ist. Daher ist es angezeigt, Losungen der Form

® =~ F(t,1)Von(6,9) (7.24)

zu suchen. Setzen wir diesen Ansatz ein und benutzen AqYy, = —4(¢ 4+ 1) Ve, dann reduziert
sich (7.23) auf folgende 2-dimensionale Wellengleichung fiir F":

1PF PF  (L+1)
2 Ot? Or? r2

F=0. (7.25)
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Wihrend ebene Wellen auf parallelen Ebenen konstant sind, sind Kugelwellen auf konzentrischen
Kugelfldchen konstant. Sie héngen deshalb nicht von den Winkelvariablen ab und haben ¢ = 0.
Dann vereinfacht sich die Wellengleichung (7.25) zu

1 9*°F  0°F

Damit haben die Wellengleichungen (7.3) fir die elektromagnetischen Felder die Losungen

[Ei(ct—71)+ E_(ct+r)]

B =-[By(ct—r)+ B_(ct+r)]. (7.27)

SIE3

E. ist eine auslaufende Kugelwelle, die sich mit Lichtgeschwindigkeit vom Ursprung ausgehend
nach auflen ausbreitet, und F_ eine einlaufende Welle, da sie sich auf den Ursprung zusammen-
zieht. Die Quellenfreiheit der Felder ist dquivalent zu

10

r2 Or

10

25 (T’QET) =0 und

(7’237«) =0,
und deshalb sind r2E, und r?B, konstant. Fiir am Ursprung regulire Lésungen verschwinden

die Konstanten und
r-E=r-B=0. (7.28)

Es handelt sich also wieder um transversale elektromagnetische (TEM) Wellen, deren Amplitude
mit wachsendem Abstand vom Ursprung geméfl 1/r abnimmt. Fiir die Polarisation dieser Wellen

gilt dasselbe wie bei den ebenen Wellen.

7.4 Bessel-Wellen

Die Wellengleichung LJE = 0 besitzt interessante Losungen, die erst 1987 gefunden wurden, die
Klasse der beugungsfreien Wellen?. Beugungsfrei bedeutet, dass die Welle bei der Ausbreitung
im freien Raum in z-Richtung ihre Intensitdtsverteilung in der (z,y)-Ebene unabhéngig von
z beibehélt (zur Definition der Intensitat sieche spéter). Normalerweise wiirde man erwarten,
dass ein im Querschnitt stark lokalisierter Lichtbiindel bei der Ausbreitung seine Form nicht
beibehalten kann. Genau solche Losungen gibt es jedoch, und sie konnten auch anndhernd
realisiert werden®. Das einfachste Beispiel ist die fundamentale Bessel-Welle. Wir machen den
Ansatz

® = BoJ(ap)e!@tR) 2 = g2 42 (7.29)

2J. Durnin, J.J. Miceli Jr. und J.H. Eberly, Diffraction-free beams, Phys. Rev. Lett. 58, 1987, 1499.
3A. Vasara, J. Turunen und A.T. Friberg, Realisation of general nondiffracting beams with computer-generated
holograms, J. Opt. Soc. Am. A6, 1989, 1748.
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In Zylinderkoordinaten ist

_1o 190 PR 7 (7.30)

so dass die Wellengleichung [1® = 0 dquivalent zu folgender gewohnlichen Differentialgleichung
fir J in (7.29) ist,

2 k2 2 d
V2" + o + <w220> v2J =0, v=ap, '=-—.
a?c dv
Wiéhlen wir den freien Parameter « so, dass
2 2 2\ 2 w
= k , O<a<— 7.31
w (a + )c a< - (7.31)
gilt, dann erhalten wir die einfache Besselsche Differentialgleichung
2]+ v + 0] =0, (7.32)

deren am Ursprung reguldre Losung die nullte Bessel-Funktion Jy ist. Also 16st

P = B Jy(ap)e’@F)  mit o = ey > , (7.33)

die Wellengleichung. Die Losung ist axialsymmetrisch und der Parameter o charakterisiert die
Breite des zentralen Lichtbiindels. Es erfolgt keine Ausweitung in den freien Raum.

In der Lorenz-Eichung haben die Potentiale die Form
d = By Jo(ap)e@F) A= Ay Jy(ap)e! @R (7.34)

Die Lorenz-Bedingung lautet

1 0% _ i(wt—kz)

; S w a
V-A—i—cfgg—e (Z (@@o—kAOZ) Jo-i—p(ong;—i-ony)Jé) =0.

Diese Bedingung kann nur erfiillt werden, falls

AOZ = (I)o und on = Aoy =0

w
kc?

gelten. Die nicht verschwindenden Potentiale der fundamentalen Bessel-Welle lauten deshalb

w

P ®oJo(ap)e @ik (7.35)

® = Dy Jo(ap)e@F) und A, =

Aus diesen Potentialen in der Lorenz-Eichung kann man nun das elektromagnetische Feld (E, B)
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gewinnen.?

7.5 TE- und TM-Wellen

Ebene Wellen sind transversalelektromagnetische Wellen oder TEM-Wellen, bei denen sowohl
der elektrische als auch der magnetische Anteil in Ausbreitungsrichtung verschwindet. Neben
TEM-Wellen gibt es transversal-elektrische Wellen (TE-Wellen) und transversal-magnetische
Wellen (TM-Wellen). Bei TE-Wellen verschwindet nur die elektrische Komponente in Ausbrei-
tungsrichtung wahrend die magnetische Komponente Werte ungleich 0 annehmen kann, bei
TM-Wellen verschwindet nur die magnetische Komponente in Ausbreitungsrichtung wahrend
die elektrische Komponente Werte ungleich 0 annehmen kann. Solche Wellen findet man zum
Beispiel in Hohlleitern.

Fiir ihre Konstruktion tiberlagern wir zwei monochromatische ebene Wellen mit gleicher Fre-
quenz und gleichem elektrischen oder magnetischen Amplitudenvektor, aber unterschiedlicher
Ausbreitungsrichtung. Bei TE-Wellen haben die beiden elektrischen Wellen gleiche Amplitude,
und man iiberlagert die ebenen Wellen

Eleocos(wt—(k—i-Ak)‘r), B; = (k—i—Ak)XEl

E[—E |-

E2 = EO COS (wt — (k — Ak) . ’I‘), B2 = (k) — Ak) X E2 . (736)

Die erste Welle propagiert in Richtung von k + Ak und die zweite in Richtung von k — Ak.
Damit diese Wellen die Maxwell-Gleichungen erfiillen, muss w = c|k + Ak| = c|k — Ak| gelten.
Daraus folgen die Relationen

kELAk und Ey Lk, Eyl Ak, w=c\/k?>+ (Ak)>. (7.37)
Die Uberlagerung ergibt das transversale elektrische Feld
E =FE, + E; =2Ejcos(wt — k- ) cos(Ak - 7), (7.38)

wobei wir cos(a — ) = cosacosfS + sinasin 8 benutzten. Diese Losung beschreibt eine in
k-Richtung fortschreitende transversale nichtebene Welle mit der Phasengeschwindigkeit

W c |/
Uph = m = m k2 + (Ak)Q >cC. (739)

Die Phasengeschwindigkeit liegt iiber der Lichtgeschwindigkeit. Das ist méglich und nicht im Wi-
derspruch zur Relativitdtstheorie, nach der keine Signalgeschwindigkeit die Lichtgeschwindigkeit
ibertreffen darf. Als Signalgeschwindigkeit kommt die Gruppengeschwindigkeit, und nicht die
Phasengeschwindigkeit, in Frage. Und diese ist kleiner als c.

4Ubung: Berechne und diskutiere E und B fiir die fundamentale Bessel-Welle.
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Die Uberlagerung der magnetischen Felder fiihrt auf

1 1
B:Bl—f—BQ:ak X (E1+E2)+;Ak>< (El—EQ)
1 1
= —k x E+2sin(wt — k- r) sin(Ak-r)—Ak x E. (7.40)
W W

Auch das B-Feld breitet sich in k-Richtung aus. Im Gegensatz zum elektrischen Feld ist B nicht
transversal,

2
k.B:;EO-(k x Ak)sin(wt — k- 7) sin(Ak-7r) #0.

Das Magnetfeld hat eine longitudinale Komponente, d.h eine Komponente parallel zur Ausbrei-
tungsrichtung. Die konstruierte Losung heifit transversale elektrische Welle, abgekiirzt TE-Welle.
Die Amplituden hidngen von Ak - r ab.

Gangz dhnlich kann man zwei harmonische, ebene Wellen mit gleicher Frequenz, gleichem magne-
tischen Amplitudenvektor aber verschiedenen Ausbreitungsrichtungen iiberlagern, B = B+ Bo
mit

BlzBoCOS(wt—(k-l-Ak)-’l’), Elz—l(kﬂ-Ak)XBl
W

B2 = BO COs (wt - (k - Ak) . 7”), E2 = —l(k - Ak) X B2 . (741)
W

Damit diese ebenen Wellen die Maxwell-Gleichungen 16sen, miissen die Wellenzahlvektoren und
Amplituden wieder die Relationen (7.37) erfiillen, wobei Ey durch By zu ersetzen ist. Die Uber-
lagerung ergibt das transversale magnetische Feld

B = B; + By = 2B cos(wt — k- r)cos(Ak - ), (7.42)

Dies ist eine in k-Richtung fortschreitende transversale nichtebene Welle. Die Uberlagerung der
elektrischen Felder fithrt auf

1 1
E = —;k X B —2sin(wt — k - ) sin(Ak - r);Ak x By .
Nun ist das in k-Richtung propagierende elektrische Feld nicht transversal,
2
k-E=——(By,k x Ak)sin(wt — k- r) sin(Ak-7) #0.
w

Man nennt eine derartige Welle deshalb transversal magnetisch, abgekiirzt TM-Welle.

7.6 Uberlagerung von ebenen Wellen

Die Wellengleichung ist linear und deshalb kann jede Losung der Wellengleichung, zum Beispiel
das elektrische oder magnetische Feld im ladungsfreien Raum, als Fourier-Integral geschrieben
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werden, zum Beispiel

1 - )
E(t,r) = GhE / dwd®k E(w, k)e'@=Fkr) (7.43)

Eine Welle ist eine lineare Uberlagerung von ebenen Wellen. Jede Komponente des Feldes ist also
ein Fourier-Integral. Fourier-Reihen und Fourier-Integrale treten deshalb in der Wellentheorie
immer wieder auf. Im Anhang zu diesem Kapitel habe ich die wesentlichen Tatsachen tiber
Fourier-Integrale zusammengetragen. Sie werden diese in der Quantenmechanik wieder brauchen.

Die Fourier-Koeffizienten des elektrischen Feldes in (7.43) sind durch die inverse Fourier-
Transformation bestimmt,

1

E(w, k) = e

/ dtd®zE(t, r)e " @=km) (7.44)

Nun kénnen wir die allgemeinste Losung der Maxwell-Gleichungen im Vakuum (bzw. in linearen
homogenen Medien) angeben. Dazu transformieren wir die entsprechenden Maxwell-Gleichungen
in den (w, k)-Raum. Mit (7.58) finden wir die Maxwell-Gleichungen im (w, k)-Raum,

kxB+wE=0 |,

k- (7.45)
kExE—-wB=0 , k-

0
=0. (7.46)

o &=
I

Nicht unerwartet sind dies die Bedingungen (7.17) fiir monochromatische ebene Wellen. Benut-
zen wir die Resultate {iber derartige Losungen, dann finden wir

E(t,r) = (271r)2 R / &k B(w, k) @k
B(t,r) = (2;)2 R / Pk k x E(w, k) @=km) (7.47)

wobei w = |k|c ist und E(w, k) senkrecht auf dem Wellenzahlvektor k steht.

7.7 Anhang: Fourier-Reihen und Integrale

Die Fourier-Reihe einer Funktion mit Periode L, f(z + L) = f(z), lautet

o0
fa)=a 3 fa®™ o f = F({fa}) . (7.48)
n=—oo
wobei a eine reelle Konstante ungleich Null ist. Die f,, sind die Fourier-Koeflizienten der pe-
riodischen Funktion f. Die Darstellung ist moglich fur quadratintegrierbare Funktionen, f €
Ls[—L/2,L/2]. Die Decktransformationen, das heifit die Berechnung der Fourier-Koeffizienten,
gewinnt man aus

1 L2 —2minz/L —1
fu= g [ e @) S L) = F) (7.49)
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wie man leicht durch Einsetzen von (7.48) und Vertauschen von Summation und Integration

1 —2minx TIMT 1
Z/dwe 2 /Lmeez /L:ZZL(Smnfm:fn~

Fiir a® = 1/L ist die invertierbare Abbildung Lo > f(z) — {fn} € lo vom Raum der quadratin-
tegrierbaren Funktionen in den Raum der quadratsummierbaren Folgen ldngenerhaltend:

”fHLg /dSUf _a /d&?z * —2mm nxfn
= a’L Y |ful® = LI{fa} 7, (7.50)

sehen kann:

Seien nun f = F({fn}) und g = F({gn}). Wir wollen berechnen, welche Funktion die Koeffizi-
enten {f,gn} hat:

}—({fngn}) = (IZ fngne%rmx/[/ = i Z fngme27rm$/L/dy62my(m J/E

= % /dyf(x —y)9(y)-

Damit geht das Produkt in die Faltung tber:

= FUD: 9= Flon) = Flhg)) = -7 [dufla—pat). (751

Die Fourier-Transformation fiir eine von —oo bis +oo definierte, nicht notwendig periodische
Funktion f(x) gewinnt man, indem man den Grenziibergang L — oo macht und

ki="— fuo=fk), Ak= 2% und a = */Z? (7.52)

definiert. Dann geht (7.48) iiber in die Riemann-Summe

1 o
f(z) = T > Akf (k)T

das fiir L — oo in das Riemannsche Integral von —oo bis oo iibergeht. Deshalb ist die Fourier-
Transformation auf der reellen Achse

_ 1 o )
= dkf(k)e® 7.53
7= k) (7.53)
und die Umkehrtransformation lautet

FUH =) = / da f(z)e ™o (7.54)
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Aus (7.50) und mit unserer Wahl fiir die Konstante a ergibt sich unmittelbar die Parseval-
Beziehung, nach der f und f die gleiche Lo-Norm haben,

1712 = [ dolf (@) = [ drifw) = 1P (7.55)

Die Fourier-Transformation ist eine lineare und langenerhaltende Abbildung. Lassen wir in (7.51)
die Intervallinge gegen Unendlich streben, dann schlieflen wir unmittelbar

F=F). 0= F@) = F(F-5) = 2= [ dufe =), (7.56)
Dies bedeutet, dass die Fourier-Transformation des Produktes zweier Funktionen gleich der

Faltung der Fourier-Transformierten der Funktionen ist. Als Beispiel wihlen wir die konstante
Funktion f(k) = v/27 und bestimmen ihre Fourier-Transformierte f. Es ist

o= [ dute =) = F (Vara) = [ dk k) = Varg(a)

fir eine Testfunktion g(x). Daraus folgt die Relation

L [ ke gg = 5z —
5 | € dk =d0(x —y). (7.57)

Wir werden diese wichtige Formel in der Vorlesung oft brauchen. Ist f = F~1(f ), dann gilt

= (3;“) — ikf. (7.58)

Ableitungen gehen bei der Fourier-Transformation bis auf einen Faktor in die Multiplikation mit
der dualen Variablen iiber.
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Kapitel 8

Wellen in Medien

In diesem Kapitel untersuchen wir die Fortpflanzung und Dampfung von elektromagnetischen
Wellen in Leitern und Isolatoren. Insbesondere interessiert uns die Frequenzabhéngigkeit der
Dielektrizitatskonstante und der Leitfahigkeit. Als Anwendung wird die frequenzabhéngige Ein-
dringtiefe von Wellen in Metalle berechnet. Aus wenigen allgemeinen Prinzipien wie Lokalitét
und Linearitdt wird ein Zusammenhang zwischen dem absorptiven Imaginérteil von € und dem

dispersiven Realteil hergeleitet.

8.1 Wellen in homogenen Leitern

Fin elektromagnetisches Wechselfeld beschleunigt die freien Ladungstriger in einem Leiter und
verliert dabei Feldenergie. Es wird geddmpft und seine Energie in Joulsche Wédrme umgewandelt.
Dies ist der Grund dafiir dass Metalle undurchsichtig sind. Wir wollen annehmen, das Material
habe lineare Verkniipfungsgleichungen und sei ein homogener Ohmscher Leiter,

D=cFE, B=pH und ji=0F, (8.1)

mit rdumlich konstanter Dielektrizitdtkonstante €, magnetischer Permeabilitat g und elektrischer
Leitfihigkeit o . Im SI-System hat o die Dimension A/Vm. Die frequenzabhingigen Material-
grofen €, p und o seien als gegeben vorausgesetzt.

8.1.1 Transversal-Schwingungen und Skin-Effekt

Die einfachen Verkniifungsgleichungen (8.1) gelten nur fiir feste Frequenzen. Deshalb betrachten
wir zeitperiodische Felder mit Kreisfrequenz w, zum Beispiel E = Ey(w, r)e™?, und entsprechend
auch fiir die Dichten pf und jf. Nach Elimination von D, H und j¢ vereinfachen sich fiir feste
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Frequenzen die Maxwell-Gleichungen zu

eV-Ey=pt9 , V xBy—icuwEy= po E (8.2)
V-By=0 , VxEy+iwBy=0. (8.3)

Aus der Kontinuitétsgleichung g¢ + V - & = 0 folgt
iwpro+V-go=0, (8.4)

und damit kénnen wir die erste Gleichung in (8.2) wie folgt schreiben
O:€V'E0—pf’OZEV'E0—zjv-jfp:<E—|—;;>V'E0, (8.5)

wobei die rdumliche Konstanz der Materialkonstanten € und o vorausgesetzt wurde.

Im Gegensatz zu den Verhéltnissen im Vakuum gibt es jetzt zwei Losungstypen, entsprechend
den Losungen
V-Ey=0 oder cw=io. (8.6)

Losungen mit V - Ey = 0: Bei diesem Losungstyp ist neben dem magnetischen auch das
elektrische Feld quellenfrei. Nehmen wir die Rotation der Gleichungen mit einer Rotation in
(8.2,8.3), wobei wir die Quellenfreiheit der Felder benutzen, dann ergeben sich die Helmholtz-
Gleichungen fiir das elektromagnetische Feld

AEy +k2Ey =0 , ABy+k’By=0 mit k?=cpw? (1 n _") . (8.7)
1EW

Fiir Isolatoren mit verschwindender Leitfihigkeit ist k = /i w reell', und die transversale Welle
propagiert mit der Phasengeschwindigkeit

w .
% = = wobei n = /e

der Brechnungsindex ist, durch den Isolator. Dies sind die frither diskutierten monochromati-
schen transversalen Wellen in Isolatoren. Wir werden spéter sehen, dass auflerhalb von Reso-
nanzstellen dn/dw positiv ist und normale Dispersion vorliegt.

Fir Metalle ist o > 0 und der Ausbreitungsvektor wird komplex. Es ist angebracht, mit einem
komplexen Brechungsindex 7 zu rechnen, indem wir

ﬁ:ck:n—m:\/&ur<l+,a)=c eu(1+.a>. (88)
w 1EW Ew

einfiihren. Wir benutzten wieder den Zusammenhang zwischen dem Produkt egpg und der Licht-

geschwindigkeit. x heifit Absorptionsindex. Fiir eine in z-Richtung fortschreitende transversale

'Wir sehen von Resonanzstellen, wo £(w) = 0 ist, ab.
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ebene Welle finden wir
E=R (Eo ei”(t*m/c)) e“r?/¢  Ey = konstant,
cB="%R ((n —ik) e, X Ey ei”(t_m/c)) emwRE/e, (8.9)

Die Amplitude der exponentiell geddmpften Welle fallt auf der Strecke d = ¢/kw auf ein 1/e-tel
ab. Wellen kénnen nur bis zu dieser Findringtiefe in den Leiter eindringen.

Fiir kleine Frequenzen ew < o diirfen wir folgendermaflen néhern:

_ 1 . o Lo
R —=(1- — d.h. R —
e w (1=d)e 2w e 2w
Die entsprechende Eindringtiefe ist dann
d 2 (0/w>>e) (8.10)
=4/— o/w>e). .
wo

Unsere Resultate gelten dann fiir gute Leiter im Gebiet der Wechselstréme und technischen
Hochfrequenzen. Fiir Kupfer ist

A
prpg und o~ 58-100 —
Vm

und eine Welle mit 50 Hertz hat die Eindringtiefe d = 9mm. Ist d viel kleiner als die repra-
sentativen Léngen, dann findet die Stromleitung in einer Haut(skin) statt. Man spricht vom
Skin-Effekt. Der Wechselstrom féllt im Leiter nach innen exponentiell ab, wobei der Abfall fiir
hohere Frequenzen schneller ist. Man findet zum Beispiel die folgenden Eindringtiefen,

Material 50 Hz 1 MHz 3 GHz
Aluminium d=11cm | d=0.085 mm d=1.6 pm
Kupfer d=0.9cm | d=0.066 mm d=1.2 pum
Meereswasser | d = 30 m d =20 cm schlechter Leiter

Diese d-Werte geben die zur Abschirmung der betreffenden Wellenlénge etwa erforderliche Blech-
starke an.

Losungen mit ew = io: Fiir diesen Losungstyp braucht das elektrische Feld nicht quellen-
frei zu sein. Wegen der zweiten Gleichung in (8.2) ist die magnetische Induktion B nicht nur
quellen- sondern auch wirbelfrei und verschwindet damit. Wir haben es mit rein elektrischen
Schwingungen zu tun. Wegen der letzten Gleichung in (8.3) sind die Schwingungen des elek-
trischen Feldes longitudinal, V x Ey = 0, und fithren daher wegen jro = ocEp und wegen der
Kontinuitéatsgleichung zu Schwingungen der Ladungsdichte. Die Frequenz der Schwingungen ist
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durch € - w = i0 gegeben. Spéiter werden wir sehen, dass diese Wellen schwach geddmpft sind
und mit der Plasmafrequenz schwingen.

8.1.2 Anwendung: Der Skin-Effekt im zylindrischen Leiter

Der Leiter sei ein Zylinder mit der z-Achse als Symmetrieachse. Entsprechend zeigt der Strom-
dichtevektor in die z-Richtung. Wegen j « E erfiillt die Stromdichte die gleiche Diffentialglei-
chung wie das elektrische Feld, (8.7). Im Niederfreqenzbereich ist o/w > ¢ und wir diirfen
fir x die Néherung (8.10) machen. Fiir die Komponente j in jro = je, finden wir dann die
Helmholtz-Gleichung

Aj+ k% =0, mit k= —n, ﬁz(ywpﬁgg. (8.11)

c
Wir verwenden Zylinderkoordinaten (p, ¢, z) und nehmen an, dass j weder von ¢ noch von z
abhéngt. Dann wird aus (8.11) die Besselsche Differentialgleichung,

k2 =0, (8.12)

die von der Bessel-Funktion nullter Ordnung geldst wird,
j(p) = Ado(kp), A = konst. (8.13)

Man kann diese Resultate anwenden und den Widerstand eines zylindrischen Leiters mit Radius
a berechnen. Fiir den Strom findet man

L hlka) = ilp) = 3 G (814

a
I= ZTrA/ pJo(kp)dp =
0
wobei wir folgende Integrationsformel benutzten,

/y xJo(x)dx = yJ1(y) .

0

Die Spannung pro Léngeneinheit ist gerade die z-Komponente des elektrischen Feldes an der
Leiteroberflache p = a, also
AU/AL = E,(a) = @ . (8.15)

g

Damit ist der Widerstand (pro Langeneinheit)

E.(a) k Jo(ka)
I 27ncaJi(ka)’

(8.16)
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Allgemein ist

n) = (5) S D )2 (1— "“”2+0<:c4>> L sm)
0

El(k +n)! J1(z) 8

woraus sich folgende Entwicklung des Widerstandes nach Potenzen von ka ergibt:

Rw) = — (1—kiwwuaa2+—”.> . (8.18)

Toa? 2c2

Fiir w — 0 liefert dies den richtigen Gleichstromwiderstand R(0) = 1/ma?0q.

8.1.3 Transversal-Schwingungen bei hohen Frequenzen

Die Maxwellsche Beziehung
n = \/Erfir (8.19)

kann mit den statischen Werten fiir €, und p, wegen der bekannten Dispersion fiir Licht nicht
gelten. Wir wollen das Frequenz-Verhalten der Leitfdhigkeit und des Brechungsindex modellma-
Big betrachten und gehen von der Bewegungsgleichung eines Ladungtriagers aus,

moi = egE — 04 (8.20)

T
Hier sind mg und ey die Masse und Ladung des Teilchens. Der letzte Term ist ein ph&nomeno-
logischer Reibungsterm, der die St6fle mit den umgebenden Teilchen beschreibt. Dabei ist 7 die

Relazationszeit, die angibt, wie rasch die Bewegung ohne elektrisches Feld abklingt. Mit
Jt = peT = ngegt, (8.21)

wobei ng die Dichte der freibeweglichen Ladungstriager ist, folgt dann

mo 8jf mo .
— =¢gFE — . 8.22
ngeg Ot 0 nfeoT]f ( )

Im stationédren Fall ist j¢ zeitunabhangig und wir finden das Ohmsche Gesetz jr = og F mit der
statischen Leitfahigkeit

’I’LfegT
[

(Drude-Formel, statischer Fall). (8.23)
mo

Mit der harmonischen Zeitabhéngigkeit j; = ¢“'j; o, E = ™! Ey wird (8.22) zu

1 +iwT

Jo=0(w)E), mit o(w) (Drude) . (8.24)
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Wegen (8.8) ist das Quadrat des frequenzabhéngigen komplexen Brechungsindex gegeben durch

A2(w) = ety (1 + M) . (8.25)

Fiir hohe Frequenzen, wt > 1, folgt daraus

2 2
. oo nge w
7w) = e (1 a 57w2> - ok (1 a 5mo£2> — ek ( B a;) :

wobei wir die Plasmafrequenz einfithrten,

2
wp = | =0, (8.26)
Emy

Sie betrigt beispielsweise fiir Kupfer 1.65 - 105~ wenn mit e, = 1 gerechnet wird. Man

beachte, dass die Relaxationszeit in diesem Resultat nicht mehr auftaucht. Fiir hohe Frequenzen
ist der im Allgemeinen komplexe Brechungsindex

ﬁzn—imzd&m( _w%) (wr>1). (8.27)

Unterhalb der Plasmafrequenz verschwindet n und der Index ist imaginér mit

w? w
K= \IET'UT (cu]; — 1) ~\/Erfhr UP . (8.28)

Die Wellen sind exponentiell geddmpft und die Findringtiefe

c 1 c

d= ~ —, w<wp (8.29)

ist frequenzunabhéngig, bei Kupfer etwa 0.02 um. Ubersteigt die Frequenz aber die Plasmafre-
quenz, so wird 7 reell und

2
n(w) = J{frﬂr ( - ZI;>7 k=0, w>wp. (830)

Fiir derart hohe Frequenzen ist der Verschiebungsstrom erheblich stéarker als der Leitungsstrom
und Leiter verhalten sich optisch ahnlich wie Isolatoren. Fiir Kupfer ist
1

—~37-108s71 09 ~58-10"s! und wp ~ 1.6-10'6s7L.
-
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Licht hat Frequenzen unterhalb der Plasmafrequenz von Kupfer, w = (2.4 —5.2) - 10s7! < wp,
somit ist Kupfer fiir Licht undurchléssig. Die Plasmafrequenz nimmt aber mit der Ladungstra-
gerdichte ab oder der Masse der Teilchen zu. Daher sind Elektrolyte in der Regel durchsichtig.

Ohmsches Gesetz in der Zeitvariablen

Was folgt aus der Frequenzabhéngigkeit (8.24) der Leitfdhigkeit fiir den Zusammenhang zwischen
J¢(t) und E(t)? Wir wollen von der k-Abhéngigkeit der Leitfahigkeit absehen. Fiir eine feste
Frequenz ist

Jro(w)e™! = o(w) Ey(w)e™". (8.31)

Um zum entsprechenden Zusammenhang in der Zeitvariablen zu gelangen, miissen wir eine
Fourier-Transformation vornehmen. Mit (8.24) finden wir

d zwt / E
/ we Ep(w \/271 1—|—sz o(w)

zw(t t')
/ ' Bt / dw (8.32)
—i/T

Alle auftretenden Integrale sind von —oo bis oo zu berechnen. Das Integral {iber w kann mit den

2m7'

Methoden der komplexen Analysis leicht berechnet werden:

Fiir t <t ist die Exponentialfunktion in der Halbebene $(w) < 0 exponentiell unterdriickt. Der
Nenner hat keine Nullstelle in dieser Halbebene. Damit verschwindet das Schleifenintegral ldngs

1 I(w)

Pol: w=1i/7 ¢

| ‘1{((4))

Abbildung 8.1: Zur Berechnung der Leitfihigkeit als Funktion der Zeit.
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C1 in der Abb. 8.1. Da der Halbkreis in der unteren Halbebene nicht beitrégt, verschwindet
das w-Integral in (8.32) fiir ¢ < ¢’. Wir brauchen damit das ¢-Integral nur von —oc nach ¢ zu
erstrecken. Fiir ¢ > ¢’ ist die Exponentialfunktion fiir S(w) > 0 unterdriickt und der Halbkreis
in der oberen Halbebene trigt nicht bei. Nach dem Residuensatz ist

duw A 1 d =t —(t—t")/7 3.33
2711/ w—z/T 27mj{ww—i/7_e ’ (8:33)

Ca

Damit kommen wir zu der Losung

t !
je(t,r) = 22 / ~=/T R Yt = nicg / OB Pyt (8.34)
Anstelle des einfachen Ohmschen Gesetzes j = ooF tritt also bei einer frequenzabhédngigen

Leitfdhigkeit ein Integralzusammenhang, bei dem die Stromdichte zur Zeit ¢ durch die Werte
der Feldstédrke zu allen fritheren Zeiten bedingt ist. Dies ist in Einklang mit der Kausalitét: Die
Ursache geht der Wirkung zeitlich voraus. Praktisch hiéngt die Stromdichte zur Zeit ¢ aber nur
vom elektrischen Feld zu fritheren Zeiten ¢’ mit ¢ — ¢’ < 7 ab.

8.2 Dispersion in Isolatoren

Jedes Atom besteht aus einem positiven Kern und einer Hiille von mehr oder wenig leicht
beweglichen Elektronen. Die Tragheit der Elektronen wirkt sich im elektrischen Verhalten der
Atome aus und fiihrt zu einer Frequenzabhéngigkeit der relativen Dielektrizitdtskonstante. Auch
wenn Atome erst mit der Quantenmechanik korrekt behandelt werden kénnen, so lasst sich ihr
optisches Verhalten doch schon in der klassischen Physik einigermaflen beschreiben. Nach J.J.
THOMSON gehen wir von der Vorstellung aus, dass die Atomelektronen elastisch an den Kern
gebunden sind. Wir nehmen also an, dass jedes Atomelektron der Bewegungsgleichung

2
m (‘jﬁ;’ + fy‘fl—: + w%r) =¢E (8.35)
geniigt. Im Modell (8.20) fiir Leiter mit ungebundenen Leitungselektronen fehlte die riicktrei-
bende Kraft proportional zu wg. In Isolatoren diirfen wir die Bindung an die Atome aber nicht
mehr vernachlissigen. Wie fiir die Leitungselektronen haben wir eine der Geschwindigkeit pro-
portionale und ihr entgegen gerichtete Dampfungskraft eingefiihrt. Sie tritt notwendig auf, da
beschleunigte Ladungen strahlen, also Energie abgeben. Man kann streng beweisen, dass eine
Dispersion ohne Absorption mit dem Kausalitdtprinzip - nachdem eine Wirkung in die Vergan-
genheit unmoglich ist - im Widerspruch steht.

Auf der rechten Seite in (8.35) steht die vom elektrischen Feld am Ort des Elektrons auf das
geladenen Teilchen ausgeiibte Kraft. Nun besitzt der atomare Dipol das Moment p = er und
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wir erhalten die folgende Bewegungsgleichung fiir den atomaren Dipol,

d*p dp 2 e?
— —_ =—F. 8.36

Im statischen Grenzfall ergibt sich daraus die Polarisierbarkeit «, definiert durch p = o FE,

2

e
= . 8.37
i (8:37)
Im Wechselfeld mit der Zeitabhingigkeit ~ €™ erhalten wir aber
2 2
22 _€ _ e’/m
Aufgeteilt in Real- und Imaginérteil heifit das
e? wg — w? e? wy
R(a) = — 0 S(ao) = —— . 8.39
() m (R —w?)2 +w2y? 3(a) m (W2 — w?)2 + w2y? (8-39)

Abbildung 8.2: Qualitativer Verlauf der komplexen Polarisierbarkeit o tiber w im Oszillatormo-
dell.

Den Verlauf von Real- und Imaginérteil in Abhéangigkeit von w zeigt Abb. 8.2. a dndert sich
innerhalb des schmalen Frequenzbandes wy—~ < w < wg+y sehr schnell, wobei der Imaginérteil
ein ausgeprigtes Extremum durchlduft. Auflerhalb dieser Resomanzstelle ist o beinahe reell.
Links der Resonanz ist R(«) positiv, rechts davon negativ. Wir erinnern uns an die Clausius-
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Mosotti-Formel (4.57), welche die Dielektrizitétskonstante mit der Polarisierbarkeit o verbindet,

er—1_ na
e +2  3eo

oder &, =1+ "ML0 ((na/&?g)g) , (8.40)
€0

wobei n die Teilchenzahldichte ist. Fiir nicht zu dichte Gase ist na/ep < 1 und wir diirfen die
Terme hoéherer Ordnung vernachléssigen. Setzen wir hier unser obiges Resultat fiir « ein, so

finden wir
er—1 1 ne? 1

er+2  3e0 m Wl —wtiwy’

oder aufgelost nach e,

ne? 1

er=1+ + O((na/eo)?) . (8.41)

mep wi — w? + iwy

Wobei wieder die letzte Néaherung fiir verdiinnte Gase giiltig ist.

Nun verallgemeinern wir gleich auf Materialien, deren Molekiile bzw. Atome jeweils Z schwin-
gungsfihige Systeme (Elektronen) mit verschiedenen Eigenfrequenzen w; und Dampfungskon-
stante 7; tragen. Dann sind

m — w? — w? 4 iwy;
2
ne fi
~1 ! 8.42
ET‘(W) + meo Z w]z _ w2 + zw'y] ( )

fj ist die ,Zahl der Elektronen* mit der Frequenz w; und heifit Oszillatorstirke, ) f; = Z. Diese
Gleichung (mit einer anderen Bedeutung von f;) kann aus der Quantenmechanik hergeleitet
werden. Die Dielektrizitadtskonstante

eZn fi 1 1
_, i B 8.43
erlw) =1+ QmEO%:aj w—j/2+ a5 w—iy/2—a o

mit 2a; = ,/4w]2- — 'yjz hat Pole an den Stellen

+_ Yy
w; —7i

aj.

Die 25 Pole liegen alle in der oberen Halbebene &(w) > 0. Dies ist eine Konsequenz der Kramers-
Kronig-Relation, wie wir bald zeigen werden. Es lohnt sich, diese Formel in den verschiedenen
Frequenzbereichen genauer zu untersuchen.

Niederfrequenzverhalten:
Fiir Isolatoren gibt es keine freien Ladungstrager und die kleinste Eigenfrequenz w; ist verschie-
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den von Null. Das hat zur Folge, dass lim,,_,o&(w) existiert:

e-(0) =1+ <n > % : (8.44)
J

meg 7

In elektrischen Leitern gibt es dagegen quasi-freie Leitungselektronen, die nicht an Atome ge-
bunden sind. Diese Elektronen haben eine verschwindende Eigenfrequenz und deshalb ist fiir
Leiter die niedrigste Eigenfrequenz gleich Null. Fiir w — 0 sind also einige Glieder der Summe
(8.42) divergent. Man zerlegt dann (w) in einen konvergenten Anteil €p und einen divergenten
Rest,

ne? fo

imw (Yo + iw) (8.45)

e(w) =ep +

Der Beitrag der gebundenden Ladungstrager wird durch die Polarisation beschrieben und der-
jenige der Leitungselektronen durch die Leitfdhigkeit. In der Tat, setzen wir in die Maxwell-
Gleichung im Frequenzraum

V x Ho :j0+iwD0

die Beziehungen jy = 0 Eg und Dy = ¢¢ Ej ein, dann ergibt sich
V x Hy = (O’—i—iwﬁo)Eg =W <U +80> Ey.
w

Statt der elektrischen Stromdichte tritt im letzten Klammerausdruck eine komplexe, verallge-
meinerte Dielektrizitatskonstante auf. Identifiziert man diese mit (8.45), dann findet man fiir
die Leitfahigkeit

_net fo

o(w) == o (Drude-Modell) (8.46)

Wir finden also wieder die frither in (8.24) abgeleitete Formel, wenn wir vy mit 1/7 und n¢ mit
fon identifizieren. Fiir tiefe Frequenzen w < 7y ist dieser Ausdruck anndhernd reell. Damit sind
Strom und elektrisches Feld nahezu in Phase und die Leitfdhigkeit hingt kaum von w ab.

Hochfrequenzlimes:
Bei sehr hohen Frequenzen w > w; dominiert in jedem Nenner in (8.42) der w?Term und

1 e*n w? Ze’n

W) ~l-S——> f= - =5, wp=

(8.47)

meo '
Bei diesen Frequenzen kann man die Elektronen als quasi-frei behandeln und deshalb finden wir

wieder unser fritheres Resultat fiir die Plasmafrequenz.

8.3 Kausalitat und Kramers-Kronig-Relationen

Allgemeine Kausalitdtsbetrachtungen liefern schon interessante Beziehungen zwischen dem Real-
und Imaginérteil der Dielektrizitdtskonstante. Wir gehen von einer frequenzabhéngigen, linearen
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und isotropen Relation zwischen der elektrischen Polarisation und der Feldstirke aus,

P(w) = eoX(w)E(w). (8.48)

Diese Gleichung gilt fiir alle drei Feldkomponenten. Nach Fourier-Transformation geht diese
Beziehung in eine Faltung fiir die entsprechenden zeitabhéngigen Grofien tiber

P(t) = ]:(P(w)) =0 F(Y(W)E(w)) = E()/dtlx(t —tE(), (8.49)
wobei wir den Suszeptibilititskern

x(t) = %/dw et (w) (8.50)

einfithrten. Die Beziehung (8.49) beschreibt eine Nichtlokalitdt in der Zeit: Die Polarisation
kann nicht augenblicklich der gerade herrschenden Feldstédrke folgen. Sie hangt vom E-Feld zu
anderen Zeiten ab. Nach dem Kausalitatsprinzip kann sie aber nur von den Werten des F-Feldes
zu fritheren Zeiten abhédngen. Fiir y bedeutet dies die Einschriankung

x(t)=0 fir t<0. (8.51)

Linearitat und Kausalitdt implizieren also

t o]
P(t) = < / dt' x(t — ) E(t') = o / dr (1) E(t — 7) (8.52)
—00 0
mit einem im Allgemeinen komplexen

X(w) = /OOO dr x(1)e ™7 . (8.53)

Drei Tatsachen sind jetzt hier von Bedeutung:

e P und E und damit auch der Suszeptibilitatskern x(¢) sind reell. Aus (8.53) folgt daraus
die Realitditsbedingung
X(w) =x"(-w), weR, (8.54)

an die Fourier-Transformierte der Suszeptibiltéat.

e Die Funktion x/(t) ist fiir alle Zeiten endlich. Aus (8.53) folgt dann, dass y(w) in der unteren
komplexen w-Halbebene analytisch ist. Insbesondere féllt y fiir $(w) — —oo exponentiell
schnell ab.

e Wir nehmen an, der Betrag von x(t) sei integrierbar, x € L;(R). Dann folgt, dass x(w)
auf der abgeschlossenen unteren Halbebene $(w) < 0 stetig und beschrénkt ist, und dass
sein Betrag fiir |w| — oo gegen Null strebt, gleichméBig in alle Richtungen mit 3(w) < 02.

Dies schliet man aus dem Riemann-Lebesque-Lemma.
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Nun diirfen wir den Satz aus der Theorie der analytischen Funktion bemiihen, nach dem das
Schleifenintegral einer holomorphen Funktion verschwindet, falls die Funktion im umschlossenen
Gebiet keine Pole aufweist. Also ist

f{ NCOwaY (8.55)
C

w—w

falls die Schleife C' den Punkt w nicht umschliet und im umschlossenen Gebiet holomorph ist.
Nun wéhlen wir folgende Schleife, die im Uhrzeigersinn durchlaufen wird: Zunéchst von —L

J(w)

-L Cy w C, L
L
Halbkreis C,
Radius 6
C3

C=C1+C2+C3

Abbildung 8.3: Zur Ableitung der Relation von Kramers und Kronig.

nach L entlang der reellen Achse und dann auf dem Halbreis mit Radius L in der unteren
Halbebene zuriick nach —L. Fiir grofle L trigt das Integral langs des Halbkreises Cs nicht bei.
Wir mochten gerne y fir reelle w wissen. Dann ist der Integrationsweg durch einen kleinen
Halbkreis mit infinitesimalen Radius 6 unterhalb der reellen Achse zu verbiegen, siche Abb. 8.3.
Unter Anwendung des Satzes gewinnt man die Gleichung

-y 0o
0= X,<w)dw':73/
Cw —w —o0

X(w')

+irx(w) fir 6 —0,L — oo,
W —w

wobei P das Hauptwert-Integral bezeichnet. Die Auflésung nach x fithrt auf die Relation
. i [ X(W)
=-P / —_ 8.56
Ww=tp [ X (3.56)
Nehmen wir davon Real- und Imaginérteile, so erhalten wir

Ry(w) = ——P / 2 (G N R = / * Ry (8.57)

T Jeoo W —w T Jeoo W —w
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Wegen &,.(w) = 1 4+ x(w) folgen die analogen Relationen zwischen Real- und Imaginarteil der
Dielektrizitatskonstante,

00 Cxz ['9) = N _
RE, () _1_77)/ \ser ’ %@(w):lp/ M (8.58)

/
o W —w ™ w—-w

Die grofile Bedeutung dieser Kramers-Kronig Relationen liegt in der Tatsache, dass sie R(&,)
und $(€,) eindeutig miteinander verkniipfen. Kennt man den dispersiven Realteil, dann kann
man den absorptiven Imaginérteil berechnen und umgekehrt. Vorausgesetzt wurden dabei nur
die lineare Beziehung zwischen E und P und das Kausalitdtsprinzip. Die Gleichungen kénnen
leicht auf inhomogene und anisotrope lineare Medien verallgemeinert werden. Dann ist x eine
Matrix und héngt neben der Frequenz noch von r ab.

Kramers-Kronig-artige Relationen gelten nicht nur fiir den speziellen Fall der elektrischen Po-

larisation, sondern fiir alle physikalische Systeme mit linearer Antwort auf die Erregung (linear
response).
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Kapitel 9

Relativistische Form der
Elektrodynamik

Die Lorentz-Kovarianz der Feldgleichungen wurde von LORENTZ und POINCARE schon vor der
Formulierung der speziellen Relativititstheorie durch EINSTEIN gezeigt.! Die Kovarianz tritt am
deutlichsten zu Tage, wenn man die so genannte Vierer-Notation benutzt. Diese wird im nichsten
Abschnitt eingefiihrt und damit die Kovarianz der Maxwell-Gleichungen im Vakuum bewiesen.
Die physikalische Bedeutung der Kovarianz werden wir weiter unten ausfiihrlich diskutieren.

9.1 Poincare-Transformationen

Im Folgenden sei M die 4-dimensionale Minkowski-Raumzeit (MUNDIS, MINKOWSKI). Die Punk-
te im affinen Raum M sind Ereignisse. Unser Bezugssystem sei ein Inertialsystem I (durch
Fixsterne gegeben). Ereignisse werden durch ihre Zeit, gemessen mit Uhren, welche relativ zum
System ruhen und durch Lichtsignale synchronisiert sind, und ihre kartesischen Koordinaten
charakterisiert.

In einem gewéhlten Koordinatensystem wird jedes Ereignis durch seine Zeit und seinen Ort,
also durch die 4-Koordinaten

:L'O
1
x ct
x = = (9.1)
x? r
I‘3

eindeutig charakterisiert. Hier haben wir die Zeitkoordinate mit der Lichtgeschwindigkeit mul-
tipliziert, damit alle Komponenten von x die Dimension einer Lénge haben. Oft schreiben wir
auch = = (z#); p = 0,1,2,3. Die Differenzen von Ereignissen definieren einen 4-dimensionalen

! Aufgabe der absoluten Zeit (W. Voigt 1887), Lorentz-Fitzgerald-Kontraktion (1892), richtige Transformatio-
nen der Raumkoordinaten (Lorentz 1899), Synchronisation der Uhren (Poincare 1904), Invarianz der Maxwell-
Gleichungen (Lorentz 1904, Einstein 1905 und Poincare 1906) und Spezielle Relativitétstheorie (Einstein 1905).
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Vektorraum V. In einem Inertialsystem haben Elemente aus V' die Form
¢ =(€,61,6%,6%) baw. £=(¢").

Wir fiithren eine Bilinearform ein,
(Ex) =" =&l =% - €22, (9:2)

welche mit Hilfe des metrischen Tensors

10 0 0
0 -1 0 0 1

n= =(n bzw. n "= 0"
N () (™)
0 0 0 -1

folgendermaflen geschrieben werden kann
_ u v T
(&x) =D, mud"x” =€ nx. (9.3)

Der lorentzinvariante Abstand zweier Ereignisse mit Raumzeit-Koordinaten x und y ist

Cl((l?, y) = (€7§)a wobei {=y—ux (94)

der Differenzvektor zwischen den Ereignissen ist. Indizes werden mit 7, und n* hinunter- oder
hinaufgezogen, zum Beispiel gelten

éy = mwgy bzw. & =nt"¢,, sodass (§>X) = §MX/1 = éuXM-

Wir haben die Finsteinsche Summenkonvention benutzt, wonach tiber doppelt auftretende In-
dizes (wovon einer kovariant und einer kontravariant sein muss) summiert wird.

Wir betrachten nun ein zweites Inertialsystem I’ (das gestrichene System), welches relativ zum
urspriinglichen ungestrichenen System in konstanter gleichférmiger Bewegung ist. Das Aquiva-
lenzprinzip der speziellen Relativitdtstheorie besagt nun, dass die Naturgesetze in allen Inerti-
alsystemen gleich aussehen. Insbesondere ist die Lichtgeschwindigkeit in allen Inertialsystemen
gleich (Michelson-Morley-Experiment).

Ein Punktereignis werde nun im Inertialsystems I durch die Koordinaten x und im Inertialsys-
tems I’ durch die Koordinaten x’ beschrieben. Der Zusammenhang zwischen den Koordinaten
hat die Form

2" =at + f(x), wobei fH(0)=0 und a" = konstant

A. Wipf, Elektrodynamik
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angenommen werden kann. Wegen der Homogenitét des Raumes sind

' =g — g

ebenfalls Koordinaten in einem Inertialsystem I”. Es gilt dann
2" = f(z) mit fF(r=0)=0.

Dies bedeutet, dass die vier Funktionen f# den Ursprung in I nach Null abbilden. Wir wollen
nun einsehen, dass es lineare Funktionen sein miissen. Dazu betrachten wir ein Teilchen im
Inertialsystem I, auf das keine Kraft einwirkt. Seine Weltlinie ist eine Gerade innerhalb des
Lichtkegels in I. Vom Inertialsystem I” aus betrachtet, ist die Weltlinie des kréftefreien Teilchens
ebenfalls eine Gerade innerhalb des Lichtkegels. Dies gilt fiir alle Weltlininen von kréftefreien
Teilchen. Die Abbildung f : z# — fH(x) bildet deshalb den Ursprung in den Ursprung und
Geraden (innerhalb des Lichtkegels) in Geraden ab. Dies bedeutet, dass die die Koordinaten
in einem Inertialsystem lineare Funktionen der Koordinaten im anderen Inertialsystem sind:

" = AM x" | beziehungsweise
" = A’ +a +— a2 =Ar+a. (9.5)

Seien nun x die Koordinaten einer zur Zeit ¢° am Orte 7y ausgesandten Lichtwelle in I. Beziiglich
I’ wird dieselbe Lichtwelle zur Zeit y© am Orte 7|, ausgesandt und hat die Koordinaten 2’. In
beiden Inertialsystemen ist die Lichtgeschwindigkeit gleich, so dass gilt

0=(z—y)nz—y) =@ —y) " —y) = (& -y A Az —y).
Eine hinreichende Bedingung dafiir ist
ATnA = k(A)y  mit k() =1 und k(A)>0.
Ist xk # 1, dann kénnen wir durch eine Maflstabsénderung
2 — Ve
stets k = 1 erreichen. Wir wollen also nur Matrizen A betrachten, welche die Bedingung

ATpA = n = A% 1ash’, = A% Ao = N (9.6)

erfillen. Fiir solche Transformationen ist das relativistische Abstandsquadrat zweier Ereignisse
x,y im Minkowski-Raum unabhingig vom Inertialsystem,

T

(@ =) =" —y)'nE@ —y) =@ -y n@-y) =(x—y)>*. (9.7)

Die Menge der Transformationen (9.5)

A. Wipf, Elektrodynamik
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o = AFat o, ATpA =1 (9.8)

bilden die Poincare-Gruppe oder inhomogene Lorentz-Gruppe, die mit iL bezeichnet wird,
iL = {(A,a)yae V,AGE(V),ATnA:n}. (9.9)
Die Gruppenmultiplikation ist durch die Komposition zweier Transformationen gegeben,
(A2,a2)(A1,a1) = (A2A1, Azar + az). (9.10)

Das Inertialsystem I’ bewege sich relativ zum Inertialsystem I mit der Geschwindigkeit v = c- 3.
Wir fithren die Projektoren P und P, in Richtung der Relativgeschwindigkeit und senkrecht

dazu ein,
1 .

v&l zﬁﬂ,ﬁt und P =1-PF mit =[] (9.11)

Dann lautet der Lorentz-Boost
v B
¥=Ar+a, A=(A*)= , (9.12)
—B PL+7PB
mit dem relativistischen ~-Faktor
1

NoEyz

Ein in I’ ruhendes Teilchen bewegt sich mit der Geschwindigkeit v im Inertialsystem I. Fal-
len die Koordinatenurspriinge zur Zeit ¢t = 0 zusammen und bewegt sich I’ lings der ersten
Koordinatenachse, dann gilt

210 = ~ (xo _ Bxl) Ca? = g2
z'l =~ (acl - ﬁxo) , = a, (9.14)
Wegen (9.6) haben die Matrizen A die Determinante +1,

det AT det A = (det A)2 =1 oder detA =41.

Ist ein Vektor £ in einem Inertialsystem zeitartig, d.h. ist (£,&) > 0, dann ist er es auch in
jedem anderen Inertialsystem. Deshalb bildet eine Lorentz-Transformation A das Innere des
Vorwartslichtkegels

V, = {g” >0,(£,6) > 0} (9.15)

entweder in sich, oder in das Innnere des Riickwairtslichtkegels

V.= {go <0,(£6) > o} (9.16)
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ab. Im zweiten Fall wird die Zeitrichtung umgekehrt.

X0 V.

N\

Vorwirts-
Lichtkegel

>

x1

(95}

In der Tat, das 00-Komponente der Matrixgleichung (9.6) lautet ausgeschrieben

A% UaBABo =1= (A00)2 - Z(Aio)Q,

)

und impliziert (A})? > 1. Fiir A% > 1 wird der Vorwirtslichtkegel in sich abgebildet und fiir
A% < —1 in den Riickwirtslichtkegel.

9.2 Strome, Potentiale und Feldstarke

Einsteins Weg bei der Entdeckung der speziellen Relativititstheorie fiihrte iiber eine sorgfiltige
Analyse des Zeit- und Raumbegriffes und einige geistreiche Gedankenexperimente. Wir gehen
hier den bequemeren und formaleren Weg iiber die Invarianz der Maxwell-Gleichungen beziiglich
Lorentz-Transformationen. Dabei werden das 4-er Potential A* und der 4-er Strom j* auftreten.

Eine ruhende Ladung hat eine Ladungsdichte, aber keine Stromdichte. Bewegen wir uns aber
relativ zu ihr (oder diese relativ zu uns), dann ordnen wir der jetzt bewegten Ladung neben einer
Ladungs- auch eine Stromdichte zu. Beim Ubergang zwischen Inertialsystemen transformieren
Ladungsdichte und Stromdichte also ineinander. Die Dichten cp und j sind nicht so verschieden,
wie sie auf den ersten Blick scheinen. Sie haben die gleiche Einheit und wir kénnen sie zu einer
4-er Stromdichte kombinieren,
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i=0G") = (C.”), p=0,1,2,3. (9.17)
J

Die Notation zeigt an, dass j* ein Vektorfeld ist. Dies bedeutet, dass j bei einem Wechsel des
Inertialsystem wie ein Vektor transformiert. Sind x und 2’ Koordinaten in den Inertialsystemen
I und I’ sowie j* und j'* die Komponenten der 4—er Stromdichte in den beiden Systemen, dann
gilt

) = MG @) baw. L) = AV ), A = muan”PA%. (9.18)

Damit ist festgelegt, wie die Komponenten von j# bei einem Wechsel des Inertialsystems trans-
formieren. Die Kontinuitatsgleichung (6.46) hat nun die elegante Form

D" (x) = 0. (9.19)

Gilt sie in einem Inertialsystem, dann gilt sie auch in jedem anderen Inertialsystem. Man sagt,
die Gleichung ist kovariant. Wére eine Gleichung der Elektrodynamik nicht kovariant, dann
wiirde diese bestimmte Inertialsysteme auszeichnen, im Widerspruch zum Einsteinschen Aqui-
valenzprinzip.
Nach Einfiihrung der 4—er Notation ist der Beweis der Kovarianz einfach. Aus (9.8) folgt, dass
der 4-er Gradient ein Vektoroperator ist,
0

Op= 5 = AL (9.20)

Deshalb gilt

9,5 () = (A,78,) (N 5°(2) 2 8,57(x) = 0

und die Koninuitétsgleichung (9.19) gilt in allen Inertialsystemen. Der Wellenoperator

0 > )
D:W—Azag—Eafznﬂ 9,0, = 09, (9.21)
ist ein invarianter Differentialoperator,
O0=0"9,=0"0, =0". (9.22)

Eine ruhende Ladung ohne Magnetfeld wird nach (6.47) durch ein skalares Potential beschrieben,
wahrend eine bewegte Ladung ein nichtverschwindendes Vektorpotential hat. Die verschiedenen
Potentiale gehen bei einem Wechsel des Inertialsystems ineinander iiber. Diese Tatsache und die
Wellengleichungen (6.47) legen nahe, das skalare Potential ® und Vektorpotential A, dhnlich
wie die Ladungs- und Stromdichte, zu einem 4-er Potential zusammenzufassen,
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Ab = ((Z C) — AM(z') = AR AY(z). (9.23)

Dann nimmt die Lorenz-Eichbedingung (6.42) folgende einfache Form an,
0 A" =0. (9.24)

Wie die Kontinuitétsgleichung ist dies eine kovariante Bedingung. Ist sie in einem Inertial-
system erfiillt, dann gilt sie in allen anderen Inertialsystemen. Fiir Potentiale, die die Lorenz-
Eichbedingung erfiillen, lauten die Wellengleichungen (6.47) fiir isolierte Ladungen und Strome

OA* = pg j#*  (Lorenz-Eichung). (9.25)

Wie erwartet, ist dies eine kovariante Wellengleichung, wie es sofort aus (9.22) folgt. Die all-
gemeine Losung dieser inhomogenen Wellengleichung ergibt sich aus der allgemeinen Loésung
der homogenen Gleichung und einer partikuldren Losung der inhomogenen Gleichung. Die all-
gemeine Losung der homogenen Gleichung ist eine Uberlagerung von ebenen Wellen und wird
im néchsten Kapitel vorgestellt.

9.3 Relativistische Form der Maxwell-Gleichungen

Wie lauten nun die Maxwell-Gleichungen fiir die elektromagnetischen Felder (E, B) in kovari-
anter Form? Wir beginnen mit der Umschreibung der Beziehungen zwischen den Feldern und
Potentialen, (6.31) und (6.32),

60Ai - &Ao = EZ'/C und &AJ - @A, = _€ijkBk . (926)

Nun ist aber das in den Indizes antisymmetrische Feld

Fou(z) = 8,4, (x) — 8,A,(x) (9.27)

ein Tensorfeld, wie man schnell beweist,
Fl () =0,4,(x') — 9,A,(2') = AN Fop(w). (9.28)
Die 6 linear unabhingigen Komponenten dieses Feldstdrketensors lauten nach (9.26)

Fy; = E;/c und Fij = —€;j1 By, . (9:29)
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Ausgeschrieben hat der Feldstérketensor die Gestalt,

0 El/C EQ/C Eg/C
. —El/C 0 —Bg BQ . c vy ‘
F)=| oo 5 o _p |~ EleBI=E")=(ElB).  (030)

—E3/C —BQ B1 0

Zur relativistischen Formulierung der Maxwell-Gleichungen im freien Raum benutzt man die

Umkehrtransformation zu (9.29),

1
Ei = CFOZ' und Bl = _§€iijjk . (931)

Wir werden nun zeigen, dass die homogenen Maxwell-Gleichungen

V-B=0, VxE+gtB:O, (9.32)

identisch zu den kovarianten Gleichungen

Fuvp + Foup + Fypp =0 (9-33)

fur den Feldstéarketensor sind. Dies bedeutet, dass die 4-er Rotation des Feldstédrketensors ver-
schwindet. Beachte, dass die linke Seite vollstdndig antisymmetrisch in den Indizes ist. Ver-
tauschen wir zum Beispiel die Indizes p und v und beriicksichtigen die Antisymmetrie des
Feldstérketensors, so dndert die linke Seite in (9.33) das Vorzeichen:

LS(v, 11, p) = Foup + Fovp + Fupw = —Fuvp — Fupp — Fpup = —LS(p, v, p) .

Um zu beweisen, dass (9.33) nur eine Umschreibung der homogenen Maxwell-Gleichungen ist,
betrachten wir die verschiedenen nicht-trivialen Félle:

H Vs P Fuvp + Fopp + Fopp
1,5,0 | Fijo+ Foij + Fjoi =0
i,k | Fijg+ Frij+ Fjri =0

Die erste Zeile ergibt die zweite Maxwell-Gleichung in (9.32):
c- (1. Zeile) = —EijkcaoBk + ((%Ez — 8ZE]) = —€ijk (&gBk -+ Ekpqaqu) =0,
wobei wir die niitzliche Identitat

Zsijkekpq = 0ipdjq — digljp
k
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gebrauchten.

Die zweite Zeile ist identisch zur ersten Maxwell-Gleichung in (9.32). In der Tat, wegen der
vollstandigen Antisymmetrie der letzten Zeile in 4, j, k geniigt es, den Fall 1,2, 3 zu untersuchen:

81F23 + 83F12 + 82F31 = —(6131 + 8333 + 82B2) =-V-B=0.
Um die inhomogenen Gleichungen (vorerst im Vakuum mit isolierten Quellen)
1 oF .
V-E=—p und V x B —cguo——— = 0]J (9.34)
€0 ot
umzuschreiben, berechnen wir die 4-er Divergenz des Feldstérketensors

0 —El/c *EQ/C *Eg(c

E 0 —B B
(OuF™) = (9,01, 09, 95) | Z1/° ’ ’

EQ/C Bg 0 —Bl

E3/C —Bs B, 0

und erinnern uns an die Definition des 4-er Stromes, (j#) = (cp, j) und die Identitét eoug = 1/c2.
Damit findet man fir die inhomogenen Mazwell-Gleichungen die an Eleganz kaum noch zu
iiberbietende Form

O F™ = g 57 . (9.35)

Wegen der Antisymmetrie von F* ist die Kontinuitédtsgleichung 9,7 = 0 offensichtlich. Schreibt
man den Feldstarketensor wie in (9.27) als 4-er Rotation des Potentials, so sind die homogenen
Maxwell-Gleichungen (9.33) automatisch erfiillt. Die Umkehrung gilt (in einfach zusammenhén-
genden Gebieten) ebenfalls: Jeder Feldstédrketensor, welcher (9.33) erfiillt, hat die Form (9.27)
mit einem Vektorfeld A,,.

Unter einer Eichtransformation (6.36,6.37) transformiert das 4-er Potential gemé&s

Ay — Ay — BN, (9.36)

und der Feldstdrketensor ist invariant. In der kovarianten Schreibweise ist diese Invarianz offen-
sichtlich
F. =0,A, —0,A, — 0,A, — 0, A, — (GﬂayA — 0,0u\) = Fu .

9.3.1 Feld einer gleichformig bewegten Punktladung

Im Einklang mit dem Einsteinschen Aquivalenzprinzip fithren Lorentz-Transformationen Losun-
gen der Maxwell-Gleichungen in Losungen {iber. Es sei nun

/

q T
E’(r’)z4ﬂ€0773 und B’ =0 (9.37)
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das Feld einer im Ursprung des Inertialsystems I’ ruhenden Punktladung. Wir wollen nun be-
stimmen, wie die Felder in einem relativ zu I’ bewegten Inertialsystem I aussehen. Im System
I bewegt sich das Punktteilchen gleichférmig mit konstanter Geschwindigkeit.

Es bezeichnen z und z’ die Koordinaten der Inertialsysteme. Bewegt sich I’ entlang der z-Achse
relativ zu I, dann lautet die Lorentz-Transformation

v 0 0 B
0 10 0

r=Az, A= (A1) = 0 01 0 (9.38)
W 00 ~

Wir machen nun Gebrauch von der Transformationsformel (9.28) fiir das elektromagnetische
Feld. Darin tritt A" = nuan” s A% auf, dass man aus (A*,) durch einen Vorzeichenumkehr von
B erhalt. Mit (9.30) ergeben sich dann die Transformationsformeln

E1 (IL‘)
EQ(.CE)

v (B1(2') + BeBa(a')) , Bi(z) = (eBi(a') — BEa(a)))
v (By(a) + BeBy(a)) , cBa(w) = (cBy(a') + BB (') (9.39)
Es(x) = E3(2') , Bs(x) = Bs(a').

Fiir eine in I’ ruhende Punktladung verschwindet das Magnetfeld B’ und diese Formeln verein-
fachen sich. Setzen wir noch

' =% (z —vt)® + 2t 4 o2, (9.40)
dann hat das elektromagnetische Feld einer lings der z-Achse mit konstanter Geschwindigkeit
v = ¢ bewegten Punktladung die Form

T )
qa Hog YV
E == B = . 41
() Ameg 173 Y , cB(z) = ozl (9.41)
z — vt 0

Des elektrische Feld steht senkrecht auf dem magnetischen Feld in Einklang mit der Tatsache,
dass FE - B eine lorentzinvariante Grofe ist.

Fiir einen allgemeinen Lorentz-Boost zwischen Inertialsystemen mit Relativgeschwindigkeit v
fithren wir den Projektor P| auf die Relativgeschwindigkeit, siehe (9.11). Die Felder kénnen
dann in ihre Komponenten parallel und senkrecht zur Relativgeschwindigkeit zerlegt werden,
zum Beispiel

E:E”“FEJ_:_P“E“FPJ_E, PJ_:]]—_F)”.
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Dann lauten die Transformationsformeln

E(x) = E|(«) + v (E| (") — v x B'(2'))
B|/| (@) +~ (B (a")+ B x E'(2")/c) . (9.42)

o~
&
I

Wir betrachten nun das Feld einer in z-Richtung bewegten Ladung etwas genauer. Dazu schrei-
ben wir das elektrische Feld in (9.41) in der Form

v |- (9.43)

z—vt

_q 1— 2
~dmeo (et — B2)2 + (1 - 52)(r2 — )]

Es sei nun a der Winkel zwischen den Kraftlinien des elektrischen Feldes und dem Geschwin-
digkeitsvektor, siche Abbildung 9.1.

A XY

— Vit

Abbildung 9.1: Zur Richtungsabhdngigkeit der Felder einer gleichférmig bewegten Punktladung.

Aus der Abbildung lesen wir folgende Beziehung ab:

sin® o = m2+y2
T2+ y2 4 (z—wt)?

(9.44)

Mithilfe der daraus resultierenden Identitéat

(Bz —ct)? + (1 — B2)(r? — 2t?)
(r — vt)? ’

1—B%sin?a =
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konnen das elektrische Feld in folgende Form bringen

_q 1-p32 r — vt
 dmep (1— B2sin?@)3/2 |r —vt]3’

(9.45)

Man sieht hier deutlich, dass die Feldlinien geradlinig vom Ort vt der Ladung ausgehen. Der
Betrag des elektrische Feldes

q 1-— 2 1
|E| =

a 4
4reg (1 — B2sin? @)3/2 |r — vt|? (9.46)

ist jedoch keineswegs kugelsymmetrisch. Er héngt vom Winkel zwischen Geschwindigkeit und
Richtung der Kraftlinien ab. In Richtung der Geschwindigkeit ist er am kleinsten, senkrecht
dazu am gréfiten

g 1-p° q ¥

Fuin = d Fhpax=—"7T—"—75. 9.47
T 4weg |1 — vt|? . BT dgeg | v — vt |2 (9.47)
Also ist 5
= =~ == . 9.48
Emin (1 - B2)3/2 7 mc? (948)

In dem Maf, wie die Geschwindigkeit des Teilchens sich der Lichtgeschwindigkeit néhert, kon-
zentriert sich also das ganze Feld auf eine flache, senkrecht zur Bahn orientierte Scheibe. Zum
Beispiel fiir Elektronen mit 1 MeV ist 8 ~ 0.94 und entsprechend ist das Verh&ltnis etwa 10. An
dem vorgeschlagenen Elektronenbeschleuniger ELFE hétten die Elektronen etwa eine Energie
E ~ 15— 30 GeV und es wére

Emax (15 —30)-10°
Epin 0.5

3
) ~ (27 — 216) - 10'2.

Im Grenzfall v — ¢ wird die Feldstarke in der Scheibe unendlich.

9.4 Erhaltungssitze fiir Energie und Impuls

Jeder erhaltene Vierer-Strom (j*) = (cp, j) definiert eine erhaltene Ladung,

d
8ﬂj“:0:>—/d%joz—/d3xV-j:—7{j~df:().
dz0

Die Stromdichte soll im rdumlich Unendlichen so schnell abfallen, dass bei der partiellen Inte-
gration keine Oberflichenterme auftreten. Dann gilt

9" = 0 = %on, Q:/d3acj0. (9.49)
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Die Erhaltung der elektrischen Ladung ist ein wichtiges Beispiel, wurde aber schon hinreichend
oft diskutiert.

Homogene und isotrope lineare Medien

In polarisierbaren und magnetisierbaren Medien &ndern sich die homogenen Maxwell-Gleichungen
(9.33) nicht, die inhomogenen aber sehr wohl. Man fiihrt neben dem Feldstérketensor die anti-
symmetrischen Grofie
0 —cDy —cDy —cDsg
oy = [Pr 0 s (9.50)
CD2 H3 0 —H1

CD3 —H2 H1 0

ein. Dann schreiben sich die inhomogenen Maxwell-Gleichungen geméf
O FM =3¢ . (9.51)

Im Vakuum ist F'* = poF*. Fir Medien sind F* und F* im Allgemeinen nicht mehr pro-
portional zueinander. Selbst in linearen und isotropen Medien héngt die gegenseitige Beziehung
von den Materialkonstanten u, und €, ab.

Wir wenden uns deshalb der Erhaltung von Energie und Impuls zu. Folgende Umformungen
sind dabei hilfreich

-V 14 1 14 1 14 1 14
FMV]f :Fuy].‘P’p:§(F#V].‘P ),p+§F#V‘F€p—§FﬂV7P‘Fp .
Wir benutzen die homogenen Maxwell-Gleichungen (9.33) in der Form

Fuvp = —Foupw = Fopp,

um den letzten Term umzuschreiben, und erhalten

1 1 1
(Fuvfpy),p + §FMV‘F€Z + §Fpuw‘7:py + §FVp,u‘7:pV :

N |

F;wj%j =

Mit Hilfe der Identitét
Fpu,vfpy = Fw,p]:yp = F;w,pfpy

formen wir den zweitletzten Term um und finden
) 1
Fujf = (Fuvfpy),p - inv,u}—py-

Falls nun F' und F linear und mit konstanten Koeffizienten verkniipft sind, dann kann der letzte
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Term folgendermafien geschrieben werden,

1 1
§Fpu,u}-py = 4 (Fpr/]:py),u ’

Damit gelten fir lineare homogene Medien die 4 Bilanzgleichungen

1
Fojf +7,%, =0 mit T,”=— (FW]-“”” - 46M”Fp(,]-“”> : (9.52)

Diese vier Identitdten sind gerade der Erhaltungssatz fiir Energie und Impuls. Um dies einzuse-
hen, spalten wir F,, jf in Raum- und Zeitkomponenten auf,

Foujf = Fuiji = E - ji/c,
Fyjf = Fiocps + Fyj5l = —Eipe — (§s X B);. (9.53)

Die auf den rechten Seiten auftretenden Grofien sind

e Die vom elektrischen Feld an der stromenden Elektrizitdt geleistete Arbeit pro Raum-
element j¢ - E/c. Sie wird im Allgemeinen in Wérme umgewandelt und heifit Joulesche
Wiéirme.

e Die vom Magnetfeld B auf eine Stromverteilung j ausgeiibte Kraftdichte j; x B. Man
erinnere sich daran, dass die auf ein geladenes Teilchen wirkende Kraft im Magnetfeld
qu X B ist.

e Die vom elektrischen Feld E auf eine Ladungsverteilung ausgeiibte Kraftdichte p; E. Dies
ist die Kontinuumsversion der Kraft g E auf ein geladenes Teilchen.

Ohne freie Ladungstriger ist T} kovariant erhalten, 8,7, = 0. Mit Hilfe des Tensors T""
kénnen wir im ladungsfreien Raum vier zeitlich erhaltene Ladungen definieren,

P = / Bx T (z). (9.54)

Der erhaltene 4-er Vektor P* enthilt die Energie P° und den Impuls P des elektromagne-
tischen Feldes. Deshalb heifit T#” Energie-Impuls-Tensor des elektromagnetischen Feldes. Zur
Begrindung spalten wir 7)” in Zeit- und Raumkomponenten auf. Dazu bemerken wir, dass

E-D cY(E x H)!
Fu P =

¢BxD ED!'+HB'-B-HI
F,F"*=2(E-D - B-H)
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ist. Es folgt, dass der Energie-Impuls-Tensor folgende Form hat

1 (E-D+B-H 2 (Ex H)!
TV =2 e ) . (9.55)
2 2¢B x D (2ED' — E - D1) + (2HB' — B - H1))
Die Erhaltungssétze (9.52) nehmen jetzt eine verstédndlichere Form an:
Die zeitliche Komponente von (9.52) lautet
0 . 1
8it‘+v-5=—gf.ﬂ w=3(E-D+B - H)
S=ExH. (9.56)

In der Elektrostatik haben wir (fiir lineare Medien) gezeigt, dass u. = E - D /2 die Energiedichte
des elektrischen Feldes ist. In den Ubungen haben Sie sich davon iiberzeugt, dass B - H /2
die Energiedichte des magnetischen Feldes ist. Deshalb interpretieren wir dyu in der obigen
Formel als zeitliche Anderung der Energiedichte des Feldes. Der Poynting’sche Satz (9.56) ist
die Energiebilanz im elektromagnetischen Feld: Die linke Seite entspricht dem Energieaustausch
zwischen dem betrachteten Volumenelement und seinen Nachbarelementen und die rechte Seite
den Verlusten durch die Erzeugung von Joulscher Warme.

Die Interpretation des Quellterms auf der linken Seite wird noch deutlicher, wenn wir (9.56)
rdumlich integrieren; dann haben wir bei Benutzung des Gaufischen Satzes

Z/d3zu+fdf-sz—/d3rﬂjf. (9.57)

Die Bedeutung des nach POYNTING benannten Vektors S als Energieflussdichte des elektroma-
gnetischen Feldes ist daraus ersichtlich. S zeigt in Richtung des Energieflusses und sein Betrag
gibt an, wie viel Feldenergie pro Zeit durch ein Fliachenelement (L zu S) fliet.

Die raumlichen Komponenten von (9.52) lauten

0 .
6]'T7;j = —a(D X B)z — ,OfEi — (]f X B)z (958)
Tij = 5,~ju — (EiDj + HZ'B]‘) . (959)

Der Tensor? T;; heifit Mazwellscher Spannungstensor. Bezeichnet man die Summe sdmtlicher
Impulse der Teilchen innerhalb V' mit Py,ech, S0 ist nach dem 2. Newtonschen Gesetz die zeitliche
Anderung ihres Gesamtimpulses gleich der iiber V integrierten Kraftdichte,

d

e Pucn= [ (pE+x B)d’r. (9.60)
i y

Zur Interpretation von (9.58) integrieren wir diese Bilanzgleichung tiber ein beliebiges Raumge-

2Tensor beziiglich der rdumlichen Drehungen.
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biet V mit dem Resultat

d d
o Poceni + 5 / (D x B), f Tydf; . (9.61)

Diese Gleichung legt nahe, das Volumenintegral auf der linken Seite als Gesamtimpuls Prgq der
in V' vorhandenen elektromagnetischen Felder zu identifizieren,

Pig = / (D x B)d®r, (9.62)
|4

und den Integranden als Impulsdichte des Feldes. Damit ist die Variation des Gesamtimpulses
von Materie und Feld gleich

d d
%P = @ (Pmech + Pfeld %ﬂ]df] (963)

Deshalb ist }_; Ti;n;, wobei n die nach auflen gerichtete Flachennormale an 9V ist, als die i'te
Komponente des auf die Fldcheneinheit bezogenen Impulsstromes zu interpretieren.

In Abwesenheit von materiellen Teilchen werden die 3 Gleichungen (9.58) zu Kontinuitétsglei-
chungen und besagen, dass die Anderung des Feldimpulses innerhalb V gleich dem Impulsfluss
aus OV ist. Fiir einen rdumlich schnell abfallenden Spannungstensor ist der gesamte Feldimpuls
zeitlich erhalten. Diese Bilanzgleichungen und die entsprechende Bilanzgleichung fiir die Energie
heiflen Minkowskische Gleichungen.

Eigenschaften von 7),,:

Der Energie-Impuls-Tensor 7}, des elektromagnetischen Feldes in (9.55) ist spurlos,
)= T =0. (9.64)

Die Quanten des elektromagnetischen Feldes, die Photonen, sind masselos. Die Spurfreiheit von
T, ist eng mit dieser Eigenschaft der Lichtteilchen verkniipft.

Der Energie-Impuls-Tensor mit kontravarianten Indizes

WE-D+B-H “Y(E x H)!
THY — 2( ) ¢ ( ) (965)
cD x B 3(E-D+B-H)l-ED'- HB

ist im Allgemeinen nicht symmetrisch. Nur fiir verschwindende Polarisation und Magnetisierung
wird er symmetrisch,

Twv _ 0 E? + 2B? 2¢(E x B)? (9.66)
2\ 2ExB (E?+¢B)1-2EE'—2*BB'| '

Die fehlende Symmetrie des Energie-Impuls-Tensors in makroskopischen Medien hat viele Phy-
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siker gestort. Fiir Modifikationen des Tensors in Medien verweise ich auf die Literatur®.

3siehe z.B. L.D. Landau und E.M. Lifschitz, Elektrodynamik der Kontinua, Abschnitte 10,15 und 34; I. Brevik,
Videns. Sels. Mat.-fys. Medd. 37 (1970) No. 11 und No. 13.
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Kapitel 10

Relativistische Punktteilchen

In diesem Kapitel untersuchen wir die Bewegung von geladenen Punktteilchen in elektromagne-
tischen Feldern. Wir beginnen mit der Diskussion der Weltlinien von Teilchen und deren 4-er
Impuls. Danach studieren wir geladene Teilchen in konstanten elektromagnetischen Feldern und
in ebenen Wellenfeldern.

10.1 Eigenzeit, 4-er Geschwindigkeit und 4-er Impuls

In der klassischen Newtonschen Mechanik versteht man unter der Bahnkurve die durch die
Zeit t parametrisierten drei Raumkoordinaten eines Punktteilchens. Jedem Zeitpunkt wird ein
Punkt des Raumes zugeordnet. Wird die Zeit jedoch als weitere eigenstdndige Dimension im
Minkowski-Raum aufgefasst, dann ist jeder Punkt auf einer Trajektorie ein Ereignis, und die
gesamte Trajektorie ist eine kontinuierliche Kurve im 4-dimensionalen Minkowski-Raum — man
spricht von der Weltlinie des Teilchens. Ist 7 der Kurvenparameter, dann ist eine Weltlinie also
durch eine Abbildung

T — x(1) = (2¥(7)) (10.1)

gegeben. So entspricht einem ruhenden Teilchen die Trajektorie (2z°(7),0,0,0). Die Weltlinie
der Erde ist eine Schraube in der Raumzeit, da sie sich auf einer rdumlich kreisférmigen Bahn
um die Sonne und mit konstanter ,Geschwindigkeit® durch die Zeit bewegt. Dies ist in der
Abbildung 10.1 gezeigt. Der Begriff der Weltlinie wurde von Hermann Minkowski (1908) zuerst
im Zusammenhang mit der speziellen Relativitdtstheorie benutzt.

Die Ableitung von x#(7) nach dem Kurvenparameter 7 definiert eine 4-er Geschwindigkeit

ut = %17‘“(7’) = (f) (10.2)

161
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ct
konstantes v 7 it
Sonne
= in Ruhe v =0
¥y
Ct ................ .

XA

Raum

T
\%C Weltlinie

Abbildung 10.1: Linkes Bild: Die Weltlinien eines ruhenden Teilchens, gleichférmig bewegten
Teilchens und der Erde bei threr Rotation um die Sonne. Rechtes Bild: Die 4-er Geschwindigkeit
ist tangential an der Weltlinie.

und steht in Verbindung mit der 3-er Geschwindigkeit,

dr dr dr U
_or_ar ar _ u 10.3
R T e TR (10.3)
Massive Objekte bewegen sich mit |v| < ¢ oder |u| < [u°| und masselose Objekte haben Lichtge-
schwindigkeit oder |u| = |u’|. Entsprechend sind die Weltlinien massiver Objekte immer zeitartig

und diejenigen von masselosen Teilchen lichtartig,
massive Teilchen: w"u, >0 , masselose Teilchen: u'u, =0. (10.4)

Es gibt nun einen ausgezeichneten Kurvenparameters 7 — die Eigenzeit. Diese ist ein fundamen-
taler Begriff der Relativitdtstheorie. Die Eigenzeit ist die in einem (momentan) mitbewegten
Bezugssystem ablaufende Zeit. Sie hingt mit dem Linienelement der Metrik, ds? = N dxt dz”
iiber ds? = c?dr? zusammen. Die Eigenzeit eines Beobachters entspricht damit der Linge der
Weltlinie des Beobachters. Sie ist ein Skalar, der in der relativistischen Kinematik an die Stelle
des Zeitdifferentials d¢ der Newtonschen Mechanik tritt. Die Eigenzeitelement eines Korpers, der
sich gegen ein Inertialsystem mit der Geschwindigkeit v bewegt, ist

2dr? = nw,u“u”de = (UO)Q (1 - ﬁz) dr?. (10.5)

Wegen u’dr = cdt gilt dann folgende Beziehung zwischen der Koordinatenzeit im Inertialsystem
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t und der Eigenzeit 7,
dt
dr =dt - \/1—p82=— bzw. u’ =cy. (10.6)
Y

Die Eigenzeit des bewegten Korpers verstreicht also stets langsamer als die des Inertialsystems
(Zeitdilatation). Das Zwillingsparadox ist eine Beispiel, wo sich der Unterschied zwischen Eigen-
und Koordinatenzeit manifestiert. Mit der Eigenzeit als Kurvenparameter gilt also

c
ut = ;yv) mit  utu, = . (10.7)

Multiplizieren wir u* mit der Ruhemasse des Teilchens, dann erhalten wir dessen 4-er Impuls,

c
p =mut =m ’Z’U mit ptp, = m2c?. (10.8)

Insbesondere ist dessen Zeitkomponente p® proportional zur Energie,

E
= /e mit  E? — p2c? = m2ct. (10.9)
p

Fiir ein ruhendes Teilchen reduziert sich die letzte Relation auf die wohl bekannteste Formel
der Physik, E = mc?. Das wichtige Konzept der invarianten Eigenzeit erlaubt uns eine bequeme
kovariante Formulierung der Teilchenkinematik und -dynamik. Die kovariante Definition der
kinematischen Grolen 4-er Geschwindigkeit und 4-er Beschleunigung

a' = — = uuad' =0, (10.10)

erfolgt in Bezug auf die Eigenzeit des Teilchens.

Kovariante Bewegungsgleichungen lassen sich aus dem Hamiltonschen Prinzip in der Lagrange-
formulierung bestimmen. Fiir freie Teilchen hat man als einzigen Vierervektor, der maximal die
erste Ableitung nach der Eigenzeit enthélt, nur u* zur Verfiigung, um eine invariante Wirkung
zu formulieren'. Der einzige Skalar, der sich aus diesem bilden lisst ist utuy,, so dass fiir ein
massives Teilchen
dxH d:vu
dr dr

der geeignete Ansatz fiir eine Wirkung darstellt. Wir haben im letzten Schritt die Wirkung bzgl.
eines beliebigen Kurvenparameters 7 dargestellt, da die Eigenzeit selbst nicht unabhéngig ist.

= —mc/ds = —mc/dT (10.11)

Die Wirkung Sy ist unabhéngig von der Parametrisierung der Weltlinie,

/

d
2H(r) — 2t (7(7))  mit di > 0.
T

La# ist kein Vektor!
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Man kann als Weltparameter selbstverstandlich auch die Koordinatenzeit ¢ bzgl. eines beliebigen
Inertialsystems wéhlen:

Solz] = —ch/dt\/l = /dt (—m02 + %vZ +. ) . (10.12)

Fiir kleine Geschwindigkeiten v < ¢ ist Sy bis auf eine additive Konstante die Wirkung eines
nicht-relativistischen Teilchens [mw?/2. Die Euler-Lagrange Gleichung zur Wirkung (10.11)

d ut me U-a
il — B py —
me—— (\/uu> o (a U ) 0. (10.13)

Wiéhlen wir die Eigenzeit als Kurvenparameter dann ist u#u, = 1 = u*a, = 0 und die Bewe-

lautet

gungsgleichungen fiir ein freies relativistisches Teilchen vereinfachen sich zu

du#
at = o= 0 (uu, =1). (10.14)

Wir folgern, dass der 4-er Impuls p#* = mu” des Teilchens zeitlich erhalten ist. Dies folgt auch
aus dem Noethertheorem fiir die Invarianz der Wirkung Sy unter zeitlichen und rdumlichen
Verschiebungen,

E/c

p" = const., (p!) =
D

) ., E=m~ne?, p=myv. (10.15)

Bisher wurde noch in keinem Experiment eine Verletzung der Energie- und Impulserhaltung
gefunden. Ahnlich wie die Erhaltung der elektrischen Ladung scheinen sie immer und iiberall zu
gelten.

10.1.1 Ein freies Elektron kann kein Photon absorbieren

Ein vollstandig isoliertes Elektron kann keine Photon absorbieren und dabei ein Elektron bleiben.
Dies wiirde der Erhaltung von Energie und Impuls widersprechen. Es sei

o= (po) - (E/C) . (10.16)
p b

der 4-er Impuls des Teilchens (Elektron, Photon, Positron...) Das Produkt

E2
P P=ppu=—5 —p =m'c (10.17)

A. Wipf, Elektrodynamik



10. Relativistische Punktteilchen 10.2. Relativistische Teilchen in elektromagnetischen Feldern 165

hat denselben Wert in allen Inertialsystemen. Bezeichnen wir die 4-er Impulse des einlaufenden
Elektrons, absorbierten Photons und auslaufenden Elektrons mit

E E E
p,f:( 1/C>7 pg:( 7/0) o pg:( 2/c> | s,
D1 Dy D2

dann bedeutet die Erhaltung von Energie und Impuls beim Stof3prozess
P+l =1h. (10.19)

Wir quadrieren diese Gleichung und finden mit p, - py =0

D1 p1+2p1 Py = P2 P2 — m?c? —|—2plp7 = m2c?.

Damit gilt in jedem Inertialsystem

_ E\E, _
Pipy = —5 —Pipy =0.

Im Inertialsystem, in dem das Elektron nach Absorption des Photons ruht, gilt po = 0 oder mit

(10.19) auch py, = —p1, so dass

E\E
162 14 p?=0. (10.20)

Da die Energie eines Teilchens grofier oder gleich seiner Ruheenergie ist, £ > mc?, folgern wir,
dass |p1]| = |py| = 0 gilt. Das Elektron war also auch vor dem Absorptionsprozess in Ruhe und
das Photon hatte wegen F, = hw = 0 eine unendlich grole Wellenldnge. Dies bedeutet, dass
keine wirkliche Wechselwirkung zwischen Elektron und Photon stattfand. Ist das erste Elektron
aber an ein Atom gebunden oder existieren duflere Felder, dann ist der Absorptionsprozess
e~ + v — e~ durchaus moglich. Nun stellt sich die folgende interessante Frage: kann eine ebene
Welle mit fester Frequenz, die als Superposition von Photonen mit fester Energie und festem
Impuls angesehen werden kann, ein Elektron beschleunigen?

10.2 Relativistische Teilchen in elektromagnetischen Feldern

Die Berechnung von Elektronenbahnen in starken elektromagnetischen Feldern ist eines der
grundlegenden Probleme der Laser-Elektron Wechselwirkung. Da nun schon mit ’tabletop’-
Lasern sehr grofie Spitzenfelder erzeugt werden, ist ein Verstdndnis der relativistischen Dynamik
von Elektronen in starken Feldern auch von praktischer Bedeutung.

10.2.1 Starke Felder in der Natur und im Laboratorium

Das Erd-Magnetfeld variiert zwischen 0.3 und 0.6 Gauss. Dies ist sehr gering verglichen mit
den Magnetfeldern von bis zu 10'? Gauss an den Polkappen der Neutronensterne. Magnetars,
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dies sind sehr schnell (Periode < 10ms) rotierende und junge Neutronensterne, haben sogar
Magnetfelder bis zu 10'® Gauss. In Laboratorien kénnen wir statische Magnetfelder von bis zu
40 Tesla oder 4 - 10° Gauss herstellen und mit gepulsten Lasern kann man im Fokus kurzzeitig
Felder mit etwas

1010
B~ | —— | Gauss = 3.34 - 107 Gauss (10.21)
300
erzeugen. Ein Elektron im Abstand von einem Angstrom = 10™® c¢m vom Proton sieht ein
elektrisches Feld der Starke v
e
E|=— ~14-10° —. (10.22)
T cm

a
Dies ist geringer als die von modernen Femtosekunden-Lasern erzeugten Felder von 10! V /cm.

Ein Elektron werde von einem Laserfeld der Frequenz v beschleunigt. Wahrend einer kurzen
Zeitdauer At, die kleiner als die halbe Periode des Laserfelds sei, konnen wir das elektrische Feld
als nahezu konstant behandeln. Die Anderung der Geschwindigkeit ist dann etwa

_ _ 9
Av="EAt, E="Fpax. (10.23)
m s

Das Elektron wird relativistisch bei der Beschleunigung wéhrend einer halben Periode wenn

E E )\
Avmeesag= — = — 2 51, (10.24)
mwc mes 2w

Messen wir das Feld in Vielfachen von 10'° V/em und die Wellenléinge in ym (dies entspricht
3.36 fs) dann finden wir

\Y
ao =031+ B [10"—| A [pm]. (10.25)
cm
Fiir gepulste Hochintensitatslaser ist der relativistische Parameter ag > 1 und die Elektronen
miissen relativistisch behandelt werden.
10.2.2 Relativistische Form der Lorentzschen Bewegungsgleichungen

Es sei z#(7) die Weltlinie eines geladenen Punktteilchens der Masse m mit der Eigenzeit als
Kurvenparameter. Dann hat die 4-er Geschwindigkeit

() = (3;) . mit = \/11—7@ (10.26)
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die kovariante Lénge u,u” = ¢*. Um die kovariante Form der Bewegungsgleichungen zu finden,
verjlingen wir den Feldstarketensor

0 Ey/c Ey/c Es/c
Ey/c 0 B3 —B
EsJe —By 0 B
Es/c By, —-B; 0

(Fr) = (10.27)

mit der 4-er Geschwindigkeit und erhalten

-E
FPu" =~ p .
E+vxB

Die Zeitkomponente des Vektors auf der rechten Seite ist proportional zur Arbeit, die das elektri-

sche Feld am Teilchen leistet. Dies fithrt zu einer zeitlichen Zunahme der Energie £ = pc = mu”

c
des geladenen Teilchens. Die 3 rdumlichen Komponenten des Vektors auf der rechten Seite sind
proportional zur wirkenden Lorentzkraft. Diese Kraft bedingt eine zeitlichen Anderung des 3-er
Impulses p = mu. Zusammengefasst haben die relativistischen Bewegungsgleichungen folgende

elegante Form,

m—— = eFt u”, (10.28)

wobei auf der linken Seite die Ableitung nach der Eigenzeit auftritt. Man beachte, dass aufgrund
von

d 2e y
I (uuy,) = Y u' =0

die Nebenbedingung w,u* = ¢ mit den relativistischen Bewegungsgleichungen vertriglich ist.
Benutzen wir noch dt = ydr, dann lauten diese Gleichungen in der 3 4 1-Zerlegung

d 2
a(’ymc )=ev-E
%('ym'v) =e(E+ v x B). (10.29)

Die erste Gleichung gibt an, wie sich die relativistische Energie ymc? des geladenen Teilchens im
elektrischen Feld dndert und die zweite Gleichung ist die relativistische Form der Lorentz-Kraft
Gleichung.

10.3 Bewegung im konstanten Feld

Fiir einen konstanten Feldstérketensor kénnen die Bewegungsgleichungen (10.28) formal leicht
integriert werden: Bezeichnet w den Spaltenvektor (u*) und F' die 4-dimensionale konstante
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Matrix (F*,) dann lautet die formale Losung

u(r) = e Fru(0), (= —. (10.30)

m

Im Folgenden wéhlen wir angepasste Inertialsysteme in denen das (konstante) elektromagneti-
sche Feld eine moglichst einfache Form hat. Bei Lorentztransformationen dndern sich skalare
Groflen nicht — sie haben in allen Inertialsystemen denselben Wert. Aus dem elektrischen und
magnetischen Feld kénnen wir nun genau zwei lorentzinvariante Grofien konstruieren. Dies sind

1 1 (E? 1 1
— 1 Fw " =3 <c2 — B2> und - — 27 Fy Fpp = B B. (10.31)

Auf den linken Seiten treten hier nur vollstdndigen Verjiingungen von Tensoren auf und dies
beweist, dass es sich dabei um lorentzinvariante Groflen handelt. Diese beiden Invarianten treten
im charakteristischen Polynom der Matrix F auf,

Ft - <E2 - B2> F? — (E-B) _ 0, (10.32)

Sie haben denselben Wert in allen Inertialsystemen. Sind zum Beispiel £ und B orthogonal in
einem Inertialsystem, dann sind sie auch orthogonal in jedem anderen Inertialsystem. Ferner sind
die Eigenschaften |E| kleiner, groler oder gleich ¢|B| unabhingig vom Bezugssystem. Deshalb
haben wir folgende vier verschiedenen Félle:

e Fir E 1 B gibt es folgende drei Félle:

hyperbolisch: Fiir |E| > ¢|B]| existiert ein Inertialsystem mit B = 0;
elliptisch: Fir |E| < ¢|B| existiert ein Inertialsystem mit E = 0;
parabolisch: Fiir |E| = ¢|B] ist in allen Inertialsystemen |E| = c|B|.

e Fir F - B # 0 existiert ein Inertialsystem mit E || B (loxodromisch).

Der letzte Fall ist die generische Situation. Nun diskutieren wir die Losungen der Bewegungs-
gleichung fiir die 4 unterschiedlichen Fille.

Hyperbolischer Fall: Hier konnen wir ein Inertialsystem wahlen, indem B = 0und E = Fes
ist. Dann lauten die Bewegunggleichungen fiir die Komponenten der 4-er Geschwindigkeit

U =weu®, U =weu, u =u" =0, (10.33)
wobei der Punkt die Ableitung nach 7 bedeutet. Hierin erscheint die charakteristische Frequenz

we=L0— = — > w[ﬂ ~ 5.867 - 10* x E[l} . (10.34)

cm
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Die einfache Losung lautet

u®(1) = cosh(wer)u’(0) + sinh(wer)u?(0)
u3(1) = sinh(wer)u’(0) + cosh(weT)u3(0). (10.35)
Fiir ein anfinglich ruhendes Teilchen ist u® = ¢ cosh(w.7) und u3(0) = c¢sinh(w,7), so dass

dat _ u—o = cosh(weT) bzw. wet = sinh(w,T) (10.36)
dr ¢ c e e '
Setzen wir dies in 8 = v/c = u/u® ein, dann erhalten wir

E . )
(Et/c el g (10.37)

- cosh(arcsinh(wet)) /1 + (wet)?

Fiir Zeiten t > 1/w, nahert sich die Geschwindigkeit des Teilchens der Lichtgeschwindigkeit.

Elliptischer Fall: In dieser Situation kénnen wir ein Inertialsystem wéhlen, in dem EF = 0
und B = Bej ist. Es tritt nun die charakteristische Zyklotronfrequenz auf,
B 1
we =B = = <= w[~] 1760 - 107 x B[Gauss]. (10.38)
mo S
Die Losung der Bewegunggleichung beschreibt einen Kreis in der Ebene senkrecht zum Magnet-
feld,

ut(1) = cos(weT)ul (0) + sin(w.)u?(0)
u?(1) = — sin(wer)ut (0) + cos(wer)u?(0) (10.39)

0 u3. Damit ist auch |u| und der relativistische y-Faktor konstant. Es folgt,

mit konstanten u
dass die Eigen- und Koordinatenzeit proportional sind, v7 = ¢ und deshalb wird die Kreisbahn

mit rot-verschobener Frequenz w = w,/7y durchlaufen,
vl(t) = cos(wt)v!(0) + sin(wt)v?(0)
v(t) = —sin(wt)v'(0) + cos(wt)v?*(0). (10.40)

Ein relativistisches Teilchen zirkuliert mit einer Kreisfrequenz die kleiner als die nicht-relativistische
Zyklotronfrequenz w, ist.

Parabolischer Fall: In diesem Ausnahmefall konnen wir in ein Inertialsystem wechseln, in
dem
E=Fe und B =cFe (10.41)
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gilt. Fithren wir wieder die charakteristische Kreisfrequenz w. = eFE/mc ein, dann ist die Zu-
nahme der 4-er Geschwindigkeit Aut(7) = ut(7) — u*(0) gleich

w272
AUl (7) = Aud(7) = wer ul (0) + 25— (uO(O) — u3(0))

Aul(r) = wer (u*(0) = w*(0)),  Au?(r) =0. (10.42)

Fiir ein anfinglich ruhendes Teilchen ist u(0) = (¢, 0) und die Differentialgleichung cdt/dr =
u®(7) fiihrt auf folgende Beziehung zwischen Koordinaten- und Eigenzeit,

t=r1+ %(%7)2 . (10.43)
Die 3-er Geschwindigkeit ist nun
1 2,2
B=2T| o | a=1e%T (10.44)
WeT /2

worin 7(t) die Losung des kubischen Polynoms in (10.43) ist. Die Geschwindigkeit in Richtung
des elektrischen Feldes nimmt zu bis zur Eigenzeit Tmax = v/2 Jwe — dies entspricht der Koordi-
natenzeit tmax = 4v/2/(3w,). Dann ist die maximale Geschwindigkeit v = ¢/v/2 in E-Richtung
erreicht und nimmt danach wieder monoton ab. Die Geschwindigkeit senkrecht zu £ und zu B
nimmt wahrend der ganzen Zeit monoton zu und nédhert sich asymptotisch der Lichtgeschwin-
digkeit.

Loxodromischer Fall: Fiir E - B # 0 konnen wir weder E noch B auf Null transformieren.
Aber wir kénnen ein Inertialsystem finden in dem E = F'e3 und B = Bej ist. In diesem System
lautet die Losung der Bewegungsgleichung

0

u’(1) = cosh(wer) u®(0) + sinh(wer) u®(0)

ut(1) = cos(wer) ut(0) + sin(w.T) u*(0)

u?(1) = — sin(wer) u (0) + cos(wer) u?(0) (10.45)
(1) = sinh(wer) u®(0) + cosh(wer) u3(0).

Fiir ein anfanglich ruhendes Teilchen ist dies die Lésung zum hyperbolischen Problem.
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10.4 Relativistische Teilchen in ebenen Wellenfeldern

Das 4-er Potential einer ebenen Welle hat die Form A, (z) = A, (wt —k-1) = A,(k - x), wobei

k= (k) = (WIZC> (10.46)

der 4-er Wellenzahlvektor ist. In der kovarianten Lorenzeichung erfiillt das 4-er Potential die
Bedingung (k*A,)" = 0, wobei Strich die Ableitung nach der Phase kz bezeichnet. Wir diirfen
konstante Betrage zum Potential vernachléssigen, so dass k, A" = 0 gesetzt werden kann. Die
Richtungsableitung u” 0, A, des Potentials in der Bewegungsgleichung

W= S = S (uOrA, — u’ 0, AM) (10.47)
m m

ist proportional zu dessen 7-Ableitung. Deshalb kann der entsprechende Term auf die linke
Seite der Gleichung geschlagen werden. Wir fiihren das reskalierte Potential a* = eA* /m mit
der Einheit einer Geschwindigkeit ein, so dass

d

g (uf + at) = u’0"a, = u’k"al, . (10.48)
-

Uberschieben wir diese Gleichung mit k,, und benutzen k - a = k - k = 0, dann ergibt sich die

zeitliche Konstanz von ku = €. Bis auf eine irrelevante Konstante ist also k,z# = (7. Sei nun

¢ ein konstanter und zu k orthogonaler 4-Vektor. Die Uberschiebung der letzten Gleichung mit

& fithrt dann zu einer weiteren Konstanten der Bewegung,

€-v=const. mit " =u"+a. (10.49)

Der 4-er Vektor mov* ist der eichabhéngige kanonische 4-er Impuls. Der transversale Anteil dieses
Impulses ist zeitlich konstant. Er erfiillt die Bewegungsgleichung

dv# v / v / v /

— =u"k*a, = vk a), — a”k"a;, . (10.50)
dr

Der letzte Term ist wieder eine 7-Ableitung, da das Argument von a, gleich k - x = Qr ist:

"d kKt d

NV’:ii v — _ .
Wra'a, = 56 g7 (@) = g g (@9

(10.51)

Beim letzten Gleichheitszeichen benutzten wir, dass wir in der Integrationskonstanten Q =k - u
die 4-er Geschwindigkeit u durch die Anfangsgeschwindigkeit ug ersetzen diirfen. Nun bringen
wir noch den letzten Term in (10.50) nach links unter die Zeitableitung und definieren dabei

den 4-er Vektor
a-a

wh =t + a4 K (10.52)

2k - up
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In der Lorenz-Eichung gilt k,w" = k,u* = €. Der Vektor w* erfiillt die Bewegungsgleichung
o
— = ktal,v" = k*al, w” . (10.53)

Die letzte Gleichung gilt in der Lorenzeichung. Diese Evolutionsgleichung ist leicht zu lésen, da
die Matrix (k*a), ) in folgendem Sinne nilpotent ist,

ktal (k- x)k al (k-y)=0.

Die exakte Losung des Systems von gewohnlichen Differentialgleichungen (10.53) lautet nun

wh (1) = wh(79) + K

” (ay (7)) — a, (1)) w” (70) - (10.54)
Wir bezeichnen das (reskalierte) Potential und die Geschwindigkeit zur anfinglichen Zeit mit
a*(Q79) = afj und ufj. Erinnern wir uns noch an die Definition von w* dann finden wir

Aa -
ut (1) = ufy — (Aa“ — k“ika uo)

.uo

B kuAa-Aa

ﬂ, Aa = a(QT) — Q. (1055)

Man priift leicht nach, dass die Zwangsbedingung u - u = c¢ fiir alle Zeiten gilt. Der letzte Term
enthilt (Aa)? = (a —ap)? und nicht etwa a? — a3 wie man erwarten kénnte. Die Losung u” (1) ist
auch eichinvariant: transformiert man a* — a* 4+ k#* X (k - x), so dass das neue Potential immer
noch die Lorenzeichung erfiillt, dann ist die rechte Seite unabhingig von der Eichfunktion A.
Verschwindet das Eichpotential zur anfinglichen Zeit, dann ergibt sich die etwas einfachere
Formel

wt =l — (M—Mgzz) —kﬂQZ:zO. (10.56)

Es sein nun A*(k-x) eine ebene Welle, die eine gewisse Zeit auf ein geladenes Teilchen einwirke.
Bevor die Welle das Teilchen erreicht ist am Teilchenort A* = 0. Ist sie am Teilchen vorbeige-
zogen, dann ist am Teichenort wieder A* = 0. Also verschwindet fiir 7o — —oo und 7 — oo die
Differenz Aa* in der allgemeinen Losung (10.55). Daraus folgt sofort

u (1 = 00) = uH (1 — —00). (10.57)

Wirkt eine ebene Welle eine endliche Zeit auf ein geladenes Teilchen dann kann sie weder Energie
noch Impuls auf das Teilchen iibertragen. Wenn die Welle vorbeistreicht, dann beschreibt das
Teilchen eine unter Umstédnden komplizierte und beschleunigte Bewegung. Aber am Ende ist
die Geschwindigkeit wieder gleich der Anfangsgeschwindigkeit. Dieses Lemma heifit Satz von
Lawson und Woodward. Das Theorem ist in Einklang mit unserer Auffassung von ebenen Wellen
als Strom von freien Photonen und der Tatsache, dass ein freies Elektron kein Photon absorbieren
kann.
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10.4.1 Gepulste ebene Wellen

Wir betrachten eine modulierten Puls
(au) = cagee™ k:0)?/€2 (sin(k - z)er — dcos(k - x)ez) (10.58)

mit dimensionloser Amplitude ag, Breite & und Wellenzahlvektor kc = w (1,0,0,1)T. Fiir § = 0
handelt es ich um eine linear polarisiere und fiir § = 1 um eine zirkuldr polarisierte Welle.
Die Beziehung zwischen dem Argument des Potentials und der Eigenzeit ist wieder k - z = Q7.
Die 4-er Geschwindigkeit, gemessen in Einheiten der Lichtgeschwindigkeit, eines zur Anfangszeit
ruhenden Teilchens (dann ist 2 = w) lautet

® 1 1
(u) = (1 + 51&, u, 21&) mit w, = age” @79’ (sin(wt)e; — dcos(wr)ez) . (10.59)
c

Zur numerischen Berechnung der Trajektorie definieren wir den dimensionslosen Weltlinienpa-
rameter 7 = wt und bezeichen die Ableitung nach 1 mit einem Strich. Dann gilt

T = ape /% sin n, (X=c/w)

~

,
X
yX = —agde /€ cosy (10.60)
z

~

2
X = %6_2172/52 (sin2 n + 62 cos? 77> ,
Das folgende octave-Programm berechnet die Trajektorie eines anfianglich ruhenden Teilchens
fiir g = 5, £ = 10\ und § = 1. Zuerst werden die rechten Seite der Differentialgleichungen als
Funktionen definiert:

function xdot=f(x,t)

a0=5.0;delta=1;xi=2%pix*10;

ba=a0*exp (- (t/xi) **2) ;

si=sin(t) ;co=cos(t);

xdot (1)=bax*si;

xdot (2)=-bax*coxdelta;

xdot (3)=0.5*(xdot (1) *xdot (1)+xdot (2)*xdot (2)) ;

endfunction

Das folgende Programm ruft diese Funktion bei der Losung des Differentialgleichungssystems
auf:

x0=[0;0;0];

t=linspace(-100,100,700)’;

x=1sode("f",x0,t);

plot3(x(:,1)/(2*pi),x(:,2)/(2%pi) ,x(:,3)/(2%pi),’-r’)

Die Bahnkurve im Raum ist in der folgenden Figur geplotted. Anfénglich ruht das Teilchen im
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Ursprung des Koordinatensystems. Nachdem die gepulste Welle am Teilchen vorbeigestrichen
ist kommt dieses bei  ~ (0,0,150X) wieder zur Ruhe. Fiir eine Diskussion von verwandten
Loésungen verweise ich auf Literatur.

Bahnkurve

160
140
120
100

80

z/A 60

40
20

10.4.2 Teilchen in elliptisch polarisierten harmonischen Wellenfeldern

Wir wollen nun die Bewegung von Testteilchen in einer in z-Richtung propagierenden elliptisch
polarisierten ebenen harmonischen Welle mit Vektorpotential

A, =(0,A1(k-2),As(k - 2),0), (ck") = (w,0,0,w)" . (10.61)

untersuchen. Man beachte, dass mit unserer Wahl fiir die Minkowski Metrik die Komponenten
A’ von A das umgekehrte Vorzeichen der A; haben. Das elektrische und magnetische Feld

4 L[4
E=w|Ay|, B=—1|4 |. (10.62)
0 0

sind senkrecht zur Ausbreitungsrichtung und senkrecht zueinander. Das reskalierte Potential
a, = eA,/m hat die Form

au(z) = (0,cf1,¢f2,0) (10.63)
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mit dimensionslosen Funktionen f;(k-z) und fa(k - x). Fiir ein Teilchen mit beliebiger Anfangs-
geschwindigkeit uf) lautet die allgemeine Losung (10.55)

u-uo—i— ZAfpuO 292 fp

’LLI = UO + CAfl

u? = ug + cAf2 (10.64)

u’ = Zﬁfp% Z(Afp) ;

wobei das Argument der Funktionen f1, fo gleich 7 ist. Wir erinnern daran, dass die Anfangs-
geschwindigkeit und der Wellenzahlvektor die Bewegungskonstante 2 = k - ug bestimmen und
wir die Abkiirzung Af, = f,(27) — f,(0) einfithrten. Summiert wird jeweils von p = 1 bis p = 2.
Fiir eine elliptisch polarisierte harmonische Welle kénnen folgende Funktionen f,, wéhlen,

fi(z) = apdsinz und  fo(z) = —apdcosz mit 6 =+/1— 42, (10.65)

Ein anfanglich ruhendes Teilchen

Fiir eine anfingliche ruhendes Teilchen ist ufy = (c,O,O,O)T und entsprechend 2 = w in der
Losung (10.64) der Bewegungsgleichung. Deshalb hat die Losung die Form

o (14 3@ 4 AR AR AR SARP + 5BRP)  (1060)

mit Af, = fp(wr) — fp(0). Fiir die harmonischen Funktionen in (10.65) kénnen wir die 4-
er Geschwindigkeit (10.66) leicht beziiglich der Eigenzeit 7 integrieren um die Weltlinien zu

bestimmen. Fiir ein anfinglich am Ursprung ruhendes Teilchen ist z(0) = (0,0,0,0)7 und wir
finden

w— = apd(1l — coswr)
X

x N .

X gl (wT — sinwT)
x

)

3 2
j = % ( (2wT — sin 2wT) + 0% (6wT + sin 2w — 8sin w7)> (10.67)
2% =cr + a3,

Linear polarisierte Welle: Fiir 6 = 1 und § = 0 ist die ebene Welle linear polarisiert. Die
Weltlinie hat die Form

' =cr+a% - =ap(l - coswr),

3 2
% %(2&)7’ — sin 2wT) (10.68)
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mit 22 = 0. Das Teilchen bewegt sich in der durch k und E definierten Ebene mit einem Drift in
die Richtung von k. Der relativistische Faktor v = 1+ ad/2-sin? wr ist gleich Eins fiir wr = nr.
Bei diesen Zeiten kommt das Teilchen zur Ruhe. Eine typische Bahn im Raum ist in Fig. 10.2
geplotted.

.,

0

Ey

Abbildung 10.2: Bahn eines Teilchens in einer linear polarisierten Welle. Gezeigt sind zwei Zyklen
eines anfdnglich im Ursprung ruhenden Teilchens. An den Knicken ruht das Teilchen.

Zirkular polarisierte Welle: Fiir § = 4, also fiir zirkular polarisiertes Licht, vereinfacht sich
der Ausdruck (10.67) fiir die Weltlinie eines Teilchens zu

1 2
x x
¥ =cr4 2%, S =b(l — coswr), X

X

wobei by = ag/+/2 ist. Die Trajektorien zeigen Spitzen fiir wr = 27n, siehe Fig. 10.3.

= bo(wr — sinwr), 2% = boz?. (10.69)

Ein im zeitlichen Mittel ruhendes Teilchen

Ausgangspunkt ist die Losung (10.64), worin wir die Anfangsgeschwindigkeit derart wéhlen, dass
das Teilchen im zeitlichen Mittel ruht. Zuerst wihlen wir uf) = —c(Af,), so dass der Drift in die
1— und 2-Richtungen verschwindet. Danach wahlen wir

uf = 5 D (AS) - oo Z<Afp> (10.70)

p

damit der Drift in die 3-Richtung verschwindet. Die Bedingung k - up = w(uf — u3)/c = Q legt
dann die Anfangsbedingung fiir u® fest. Fithren wir noch die Funktionen

9p = Afp - <Afp> (10-71)
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B;

Abbildung 10.3: Die Bewegung eines zur Zeit t = 0 ruhenden Teilchens in einer zirkular polari-
sierten Welle.

ein, dann lautet die Losung fiir ein im Zeitmittel ruhendes Teilchen

(f) = (g 552 (9= (90)) gr 9255 > (95— <g§>)> . (10.72)

Der zeitabhiingige relativistische y-Faktor ist gegeben durch v = u°/c. Interessanter ist der
zeitlich gemittelte v-Faktor

= {(u/c) =Qjw.

Die explizite Formel fiir den gemittelten Faktor 7 folgt dann aus u - u = ¢2,
PR 10.65 a?
P==143 () 2P 1+ 2. (10.73)

Setzen wir die harmonischen Funktionen f, in (10.65) in das Resultat (10.72) ein, dann ergibt
die Integration beziiglich der Eigenzeit folgende Trajektorie fiir ein Teilchen mit (0) = 0,

3 5 5 2
T YwT + :C—, 044 1 — cos ywT ,_a4 sin YwT, @ 62 — &%) sin 25w | . 10.74
X Xy gl 872

Linear polarisierte Welle: Fiir eine linear polarisierte Welle mit § = 0 vereinfacht sich die
Weltlinie fiir ein im Zeitmittel ruhendes Teilchen zu

1 3 2
0 - 3 T ap _ x ag .o
x’ =~5er+ 20, — = —(1 —cosqwT), — =——= sin27ywT. (10.75)
Xy X8y
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Die Anfangsgeschwindigkeit ist in die entgegengesetzte Richtung zu k£ und die Bahn beschreibt
die den Laserphysikern wohlbekannt 8 in der von E und k aufgespannte Ebene, siehe Fig. 10.4.
Die Geschwindigkeit ist maximal fiir sin(yw7) = £1. Dann schneiden sich die Bahnen der Acht.

Abbildung 10.4: Bewegung eines Teilchens in einer linear polarisierten Welle wenn das Teilchen
im zeitlichen Mittel ruht.

An dieser Stelle verschwindet das elektromagnetische Feld.
Zirkular polarisierte Welle: Fiir § = ¢ erhalten wir (by = ag/v/2)
xt bo x? bo a3
— = ——COSYWT, — =——sinywr, — =0, t=797. 10.76
X~ 3 X~ 3 X 170
mit dem relativistischen Parameter 7 = 1+b3. Fiir feste Zeit beschreibt die Weltlinie einen Kreis
in der Ebene senkrecht zu F und B.

Die folgenden Figuren zeigen die Bahnkurven von relativistischen Teilchen mit mittlerer Ge-
schwindigkeit (u) = 0. In allen Plots wéhlten wir die dimensionslose Amplitude oy = 1, so
dass )

o 3
y=1+-2==. 10.77
T=EIr =g (10.77)

Der Elliptizitdtsparameter ¢ hat die Werte 0, 7/16, 7/8, 37/16 und 7 /4.
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<u>=0, 6 = cos(0)

0.05

<u>=0, 0 = cos(11/16)

0.05

<u>=0, & = cos(T1/8)

0.05

A. Wipf, Elektrodynamik



10. Relativistische Punktteilchen 10.4. Relativistische Teilchen in ebenen Wellenfeldern 180

<u>=0, & = cos(311/16)

0.05

<u>=0, 0 = cos(T1/4)

0.05 r
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Kapitel 11

Erzeugung und Abstrahlung von
Wellen

Bisher haben wir die Ausbreitung elektromagnetischer Wellen diskutiert, ihre Erzeugung durch
zeitabhéngige Ladungs- und Stromverteilungen dagegen noch ausgespart. Der letzte Aspekt soll
im vorliegenden Kapitel untersucht werden. Dazu erinnern wir daran, dass in der Lorenz-Eichung
das elektromagnetische Potential die inhomogene Wellengleichung

OAM (&) = po j* (x), (11.1)

16st. Dabei werden die Ladungsdichte j° = cp und Stromdichte j als gegeben vorausgesetzt. Als
Anwendung werden wir die Abstrahlung einer lokalisierten Quelle sowie die Felder und Strahlung
bewegter Punktladungen behandeln.

11.1 Inhomogene Wellengleichung

Wir wollen das Feld von beliebig bewegten Ladungen im sonst leeren Raum untersuchen. Die
Ladungs- und Stromdichte sind willkiirlich vorgegebene Funktionen der Raumzeit-Koordinaten
und wir haben es in der Lorenz-Eichung mit der Gleichung (11.1) zu tun. Die formale Losung
dieser partiellen Differentialgleichung ist

1
AF = o S (11.2)

Formal deshalb, weil die homogene Wellengleichung Losungen hat und damit der Wellenopera-
tor O nicht ohne Weiteres invertierbar ist. Im Folgenden wollen wir, unter Zuhilfenahme von
physikalischen Bedingungen, das ,,Inverse des Wellenoperators® bestimmen.

Eine partikuldre Losung wird mit der Methode der Green’schen Funktion (Georg Green, 1799-

1841) unter Beriicksichtigung von , physikalischen Randbedingungen® bestimmt. Eine Green’sche
Funktion G(z,z") der Wellengleichung 16st die Wellengleichung fiir eine instantane Punktquelle
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am Raumzeit-Punkt 2’:

0G(z,z') = 6*(z — z'). (11.3)

Hier steht auf der rechten Seite die 4-dimensionale Delta-Distribution in der Raumzeit
1
oMz —a') = d(ct — ct 3 (r — 1) = —o(t - o3 (r —1'). (11.4)

Wegen der Homogenitéat der Raumzeit darf sich die Green’sche Funktion bei gleichzeitiger Ver-
schiebung von Aufpunkt z und Quellpunkt 2’ in der Raumzeit nicht d&ndern. Sie kann daher nur
vom Differenzvektor z — 2’ abhéngen, G(z,z') = G(x —2'). Ist die Green’sche Funktion bekannt,
so folgt formal sofort eine partikuldre Losung

AP = uo/d4x' G(x — ") (). (11.5)
In der Tat, wendet man auf A* den d’Alembert-Operator an, so erhilt man
OA" = g / d'a' 0G(z — a')j*(2') = o / d'a'§4(x — )" (2') = po j" () .

Die Green’sche Funktion beschreibt die Ausbreitung einer in der Raumzeit punktférmigen Sto-
rung.

Fiir ihre Berechnung 16sen wir zuerst die Bestimmungsgleichung (11.3) im k-Raum, also fiir die
Fourier-Transformierte G in der Transformationsformel

1

Gl) = oo

/ 'k S ED (k). (11.6)

Frequenz und Wellenzahlvektor bilden die Komponenten eines 4-er Vektors,

k= (kM) = (wlic> (11.7)

und dieser 4-er Wellenzahlvektor tritt in der Form
(k,o) =k'e, =k~ k-r=wt—k-r (11.8)

in der Fourier-Transformation (11.6) auf. Im k-Raum geht der d’Alembert-Operator bis auf das
Vorzeichen in die Multiplikation mit k2 iiber,

1
(2m)?

0G(z) = — / AU K2 00 G (k) | (11.9)
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Andererseits ist die Fourier-Transformierte der Punktquelle

ket (11.10)

Setzen wir diese beiden Fourier-Darstellungen in die Bestimmungsgleichung fiir die Green’sche
Funktion ein, so finden wir folgende Fourier-Transformierte von G,

~ 1 1 1 1
) =~ i b — @R (11.11)

Damit ergibt sich folgende formale Losung fiir die Green-Funktion in (11.6)

1 ei(k,ac)

=" | e

4
d'k,  k* = k,k". (11.12)
Da O nicht invertierbar ist, miissen wir bei der Auswertung der Integrale etwas vorsichtig sein.
Zuerst berechnen wir das Integral iiber k°. Da wir die Ladungen und Stréme als Ursachen fiir
die Potentiale betrachten, sollte die Green’sche Funktion G(z — 2) nur ungleich Null sein, falls

das Ereignis x spiter als das Ereignis 2’ ist, d.h. falls 20 > 2’0 gilt. Diese Forderung ist erfiillt,

falls .
ez(k,x)

1
B i —
(21 sinﬁo/ (K0 —ic)2 — k2
ist. Hier bedeutet ¢ — +0, dass € > 0 gegen Null strebt. Dies ist mit Hilfe des Residuensatzes
einfach zu beweisen: Fiir ° < 0 strebt der Integrand in der unteren Halbebene (k%) < 0

G(r) = — d'k, (11.13)

exponentiell gegen Null und ist dort analytisch, da seine Pole bei
KO =ie + |k,

also in der oberen Halbebene, liegen. Damit verschwindet das kC-Integral lings der Schleife
C1 U Cs in der Abb. 11.1. Da C5 nicht beitrdgt, verschwindet das k:O—Integral langs C fir
negative z¥. Fiir positive z° fillt der Integrand nur in der oberen Halbebene J(k")-Ebene ab
und wir miissen das Schleifenintegral langs C7 UC5 nehmen. Da Cs nicht beitrigt, ist dies gleich
dem Integral ldngs C'. Nach dem Residuensatz ist das Schleifenintegral proportional zur Summe
der Residuen innerhalb Cy U Cs. Also gilt

0 ezk‘o 20 0 ikoxo
dk = j{ dk , — —Sln\k|x
/ R G T

im Grenzfall ¢ — +0. Dies setzen wir in (11.13) ein und finden

1 sin(|k|z%) .,
G(x) = (27r)3/ (||k;|| )6 k-r 31,

Zur Berechnung des Integrals legen wir die 3-Achse im k-Raum in Richtung von 7, so dass
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Im(k°)
Cs
Pole
)L\\X Re(ko)
T Ci T
Cy

Abbildung 11.1: Zur Berechnung des retardierten Potentials.

k-r = |k||r| cos € ist, und integrieren iiber den Azimutalwinkel. Setzen wir noch cos 6 = z, dann
finden wir

1 1 ] 0 )
= 1 _erlkl
G(z) )2 /—1dz/o d|k||k|sin(|k|z") e

1
- 2n2|r|

/OOO d|k| sin(|k|z°) sin(|k|r) . (11.14)

Der Integrand ist eine gerade Funktion von |k| und das Integral von 0 nach oo ist gleich der
Halfte des Integrals von —oo nach oco. Schreiben wir die beiden Sinus-Funktionen als Differenz
zweier Exponentialfunktionen und benutzen die Formel (7.57), dann finden wir unter Beachtung

von 20 + r > 0 die einfache Darstellung

_ 1
- 47|

G(z) 50 —r). (11.15)

Wie gefordert, ist G nur ungleich Null, wenn = auf dem Vorwértslichtkegel von 0 liegt,
Triger (G) = {z € R*| 2? = (2°)* — r? = 0,2° > 0} . (11.16)

In anderen Worten: Die Green-Funktion am Raumzeitpunkt x ist ungleich Null, falls eine zur
Zeit 0 am Ursprung ausgesandte Kugelwelle zur Zeit ¢t = 2°/c den Ort r erreicht. Die soeben
konstruierte Green-Funktion nennt man retardierte Green’sche Funktion

1 1

Grale =) = =]

S[e(t =ty —|r—7|]. (11.17)
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Da die Wellengleichung invariant unter einer Zeitspiegelung Tz = (—z, r) ist, ist auch
Goe(2 = ') = Gres (T — 7)) = ————§[e(t =) + |r — /|| (11.18)
47 |7 — 7|

eine mogliche Green-Funktion. Légen die Pole in (11.1) etwas unterhalb der reellen Achse, dann

0

X

Vorwartslichtkegel
r

Riickwartslichtkegel

Abbildung 11.2: Vorwdrts- und Riickwdrtslichkegel als Trager von Grey bzw. Gay.

hétte die Fourier-Transformation diese unphysikalische avancierte Green’sche Funktion geliefert.
Unphysikalisch deshalb, weil ihr Trager der Riickwiértslichtkegel ist: Gay(x,2') ist nur fiir ¢ < ¢/
ungleich Null.

Nun setzen wir die retardierte Green-Funktion in (11.5) ein und finden

w :@/ 4.1 1 AN A7} t/ / 11.1
A (z) o dx‘r_r/|5(c(t t) —|r — 7)) (ct',r"). (11.19)

Die Zeitintegration fiihrt auf

Ko 3./ ju(Ct — |’I" — r,‘vrl) _ Mo / 3./ j“(Ctreta 7‘/)
A+ =— [d =— [dr ——————=. 11.20
(z) 47r/ " |r — /| 47 " | — 7/ ( )

Die elektromagnetischen Potentiale haben formal dieselbe Struktur wie in der Statik. Aber die
Potentiale zur Zeit ¢ hingen nun von den Stromdichten zu fritheren retardierten Zeiten

Clret =t — P — 7| < ct (11.21)

ab. Etwas genauer: Sie hdngen nur von den Werten der Stromdichte auf dem Riickwértslichtkegel
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von x ab. Wegen t' = t,¢; ist
Ft—t)Y —|r—rP=(@-2)*=0,

was bedeutet, dass der Quellpunkt 2’ und der Aufpunkt x lichtartig getrennt sind. Das entspre-
chende Raumzeit-Diagramm ist in der Abbildung 11.3 gezeigt.

Strom hier trdgt zu A(x) bei

Abbildung 11.3: Die Werte des Stromes auf dem Rickwdrtslichtkegel von x bestimmen das Po-
tential am Raumzeitpunkt x.

Das Potential (11.20) erfullt automatisch die Lorenz-Eichung. Zum Beweis dieser Aussage ma-
chen wir von der Darstellung (11.5) Gebrauch und benutzen die Kontinuitatsgleichung fiir die
4-er Stromdichte,

1

@Aﬂz/#f@G@—wﬁ@ﬁ
Ho

:—/#f%G@—ﬂﬂ@ﬂ:/¢5G@—ﬂ%ﬂ@5=0

Bei der partiellen Integration haben wir Oberflichenterme vernachlassigt, was fiir lokalisierte
Stromverteilungen gerechtfertigt ist.

11.2 Strahlungsfeld in der Fernzone

Wir betrachten eine auf ein endliches Gebiet mit linearer Ausdehnung d eingeschrénkte Ladungs-
und Stromverteilung und bestimmen die Abstrahlung dieses ,,Senders®. Dazu bendtigen wir die
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elektromagnetischen Felder in groflen Abstdnden von den Quellen. Der Koordinatenursprung
liege rdumlich und zeitlich innerhalb des Senders.

Fir r > d, also weit weg vom Sender, ist » > 7’ und wir entwickeln den raumlichen Abstand
nach Potenzen von 7/ /r,

lr—r'| = r\/l +1r2/r2 —2n -l fr=r—mn -7 +O0(d*/r), (11.22)

wobei der Einheitsvektor n in Richtung von r zeigt, n = 7. Die fithrenden Terme der Felder weit
weg vom Sender klingen also wie 1/r ab. Um diese fithrenden Terme zu berechnen, diirfen wir
den Nenner in (11.20) durch r ersetzen. Wir benutzen diese Naherung auch fiir die retardierte
Zeit

Ctret =ct — |1 — 7| =ct —r+n-r' +0(d*/r). (11.23)

Diese Niherung ist allerdings nur zulissig, wenn die zeitliche Anderung der Quellen wihrend
des Zeitintervalls d? /rc klein ist. Hierbei ist d/c die Zeit, die Licht zum Durchqueren der Quelle
braucht. Fiir eine harmonische Welle ~ e*“! bedeutet dies

d? 1
— < . (11.24)
rc w

In der so genannten Wellen- oder Fernzone, charakterisiert durch die Bedingungen

r>d und 7> A\/(27), (11.25)

vereinfacht sich der Ausdruck (11.20) fiir das 4-er Potential dann zu

1
AF = Z—Of/d?’r/ et —r+n-r 7, (11.26)
mr

das heift fiir das skalare und Vektorpotential zu

1
o= /d%«' plet —r+n-r',r) (11.27)
wEQT
1
A:Z—Of/dgT‘/j(Ct—T-i-n"”/,”’l)- (11.28)
w7

Wir bestimmen nun die entsprechenden 1/r-Terme der elektromagnetischen Felder. Die Ablei-
tung von 1/r fillt wie 1/72 ab und triigt zu den fithrenden 1/7-Termen nicht bei. Damit ist das
magnetische Feld in der Wellenzone

B:VXA:—4MO nx/d3r'8tj(ct—r+n-r’,r’).

mer

Der Vergleich des Integranden mit (11.28) ergibt die Formel fiir das Fernfeld,
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1 .
B=—-nxA, (11.29)
C

wobei das Potential A nach der Formel (11.28) berechnet wird. Mit Hilfe der Maxwell-Gleichung
E = *V x B bestimmen wir den fithrenden Term von E,

E:—ch(nxA):nx(nxA).

Daraus ergibt sich bis auf einen statischen Anteil das elektrische Feld

E=nx(nxA)=-cnxB. (11.30)

Man hat also dieselben Verhéltnisse wie bei ebenen Wellen; die Strahlungsfelder £ und c¢B
sind senkrecht zur Ausbreitungsrichtung n, haben die gleiche Amplitude und stehen senkrecht
aufeinander.

In den Formeln fiir die Felder in der Fernzone geht das (gendherte) Vektorpotential A in

(11.26) ein. Zu dessen Berechnung schreiben wir die Stromdichte als Uberlagerung von ebenen

Wellen,
1
g

Die letzte Bedingung ist die Kontinuitétsgleichung fiir die 4-er Stromdichte im k-Raum. Um

/eiUw) (k) dwd®®, (k) = 0. (11.31)

die Stromdichte j# im Minkowski-Raum von ihrer Fourier-Transformierten im k-Raum zu un-
terscheiden, schreiben wir im Folgenden das Argument von j# explizit. Setzen wir die Fourier-
Zerlegung in (11.26) ein, dann finden wir das Vektorpotential

AR(t, /d wit= ’”/C> /d3r’d3ke“’<q Mt (w, k),

wobei ¢ = wn /c in Richtung von r zeigt. Die d®r'-Integration kann nun ausgefiihrt werden und
ergibt mit q - r = wr/c folgende Formel fur das elektromagnetische Potential

1 .
AR (t,r) = Z—i;/dw eWt=am) iy, q), q= %n (11.32)
Im monochromatischen Fall ist
. 1
) =R () () = = / e~k i (k) dPk (11.33)
T

und der Ausdruck fiir das Potential in der Fernzone vereinfacht sich zu

At r) = B0y (eiteran) ju ) (11.34)

Es ist proportional zur Fourier-Transformierten der Stromdichte fiir den Impuls ¢ = w*/c. Das
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entsprechende Magnetfeld hat die Form

B='225(B(¢g)“ ") mit B(q)=nxj(q). (11.35)

47 er

und das elektrische Feld ist E = —cn x B. Die abgestrahlte Welle in der Wellenzone ist eine
auslaufende Kugelwelle mit winkelabhangigen Koeffizienten.

11.3 Multipolentwicklung

Die Amplitude einer Welle dndert sich kaum iiber Distanzen, die viel kleiner als die Wellenlénge
sind oder wahrend Zeiten, die viel kiirzer als die inverse Frequenz sind. Die Retardierung wird
also vernachléssigbar sein, wenn sich die Stromdichte wéhrend der Zeitdauer d/c, die das Licht
zur Durchquerung des Senders braucht, kaum &dndert. Wir wollen jetzt zusdtzlich zu (11.25)
annehmen, dass dies der Fall sei, d.h. dass gelte

A d. (11.36)

Damit dirfen wir den Integranden in (11.28) entwickeln,

(n-r')

jlet—r+n-r' r'y=g(ct—rr)+ Opjlct —r, ') +...

und dies fiihrt auf folgende Multipolentwicklung fiir das Vektorpotential:

1 1
At,r) = %;/dgﬂj(d—r» ') + %g/d%/(n o gt —rr') + ...

=Ai(t,r)+ A2(t,m)+ ... . (11.37)

Im Folgenden werden wir sehen, dass A; die elektrische Dipolstrahlung und As die magnetische
Dipol- und elektrische Quadrupolstrahlung enthélt.

11.3.1 Elektrisches Dipolfeld

Zur weiteren Umformung des Integrals verallgemeinern wir die Identitat (5.52) in Kapitel 5 auf
zeitabhangige Situationen. Fiir zeitabhingige Ladungsdichten ist die Stromdichte nicht mehr
quellenfrei, und

0= fdf(93) = [V -(95) = [@rvgi+ [drgv ;.

wobei g eine beliebige Funktion ist und angenommen wurde, dass fiir ein geniigend grofles In-
tegrationsgebiet g7 auf dem Rande des Gebietes verschwindet. Mit der Kontinuitdtsgleichung
ergibt sich

/d3r (Vg)-j = /d3rgp'. (11.38)
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Wiéhlen wir zundchst g = x;, dann kann das erste Integral in (11.37) folgendermafien umgeformt
werden,

/dgr/j(ct /d?’rlr plet —r,r") = plct — 1),

wobei p(t) das in (3.5) eingefiihrte elektrische Dipolmoment der Ladungsverteilung ist. Ein
zeitabhangiges Dipolmoment erzeugt also in der Wellenzone ein Vektorpotential, welches wie
1/r abfillt und proportional der zeitlichen Anderung des Dipols ist,

Aty =1L ) (11.39)

4 r

Dabei ist die Zeitableitung von p zur Zeit ¢t — r/c zu nehmen, also zu der Zeit als (in unserer
Approximation) die Welle im Sender erzeugt wurde.

11.3.2 Magnetisches Dipol- und elektrisches Quadrupolfeld

Die Zeitableitung im zweiten Integral in (11.37) ziehen wir vor das Integral und formen den
auftretenden Term x,j, folgendermafien um

x;jq = % (%J’q + x;jp) + % (x;jq - x;jp) = V/ ( ) J+ ;%qS(T X J)s-

Bei der Integration des zweitletzten Terms iiber d3r diirfen wir (11.38) anwenden. Dann finden
wir die Zeitableitung des elektrischen Quadrupolmoments (3.6). Die Integration des letzten
Terms ergibt das magnetische Dipolmoment (5.55) in Kapitel 5. Es gilt

. 1 _
/d?’r Tplq = (Qm + 35pq/d3""/7"/2/0> + Epgrme
woraus ein Zwischenergebnis fiir Ao in (11.37) resultiert,

018/3/ )i U01<1" 1 /3//2
———[d = - (V1 d .
" drer ot (n- 1) 47 cr 2Qn—|—6(Vogr) rrtp—m o

Hierbei steht @ m fiir den Vektor mit den Komponenten }; Q;jn;. Der zweite Term auf der
rechten Seite ist ein Gradient, der nicht zum elektromagnetischen Feld beitrdgt. Wir kénnen
das Potential umeichen, so dass er verschwindet. Damit finden wir folgenden Ausdruck fiir den
Beitrag A, zum Eichpotential in der Wellenzone:

1 1,
Ay = M0 <m X n+ 2Qn> . (11.40)

47 cr ch—r

Auch ein zeitabhéngiges magnetisches Dipolmoment und zeitabhéngiges elektrisches Quadru-
polmoment tragen zum Vektorpotential in der Wellenzone bei.

Addieren wir die Betrdge A; und A, dann finden wir mit den allgemeinen Formeln (11.29)
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und (11.30) das elektromagnetische Feld in der Wellenzone,

1 1 1 .- E
B = —Monx<jj+ﬁ7,><n+Qn> =nx — (11.41)
47 cr c 2c ct—r c
o 1 R S
E = ——nanx|(ecnxp+m+_-nxQ@Qn = —cn X B. (11.42)
47 cr 2 ch—r

In den fiihrenden Ordnungen tragen zeitabhéngige elektrische und magnetische Dipolmomente
und ein zeitabhangiges, elektrisches Quadrupolmoment bei. Wir erinnern an die gemachten
Annahmen:

r>A>d. (11.43)

Nun werden wir die von der variablen Quelle abgestrahlte Leistung berechnen.

11.4 Abgestrahlte Leistung

Zur Berechnung der Dipol- und Quadrupolstrahlung eines Senders diirfen wir die elektromagne-
tischen Felder (11.41,11.42) verwenden. In der Wellenzone bilden n, E und ¢B ein orthogonales
Dreibein und

ExB=c|BP’n— %]E]Qn. (11.44)

Damit finden wir fiir die abgestrahlte Leistung pro Raumwinkel

dP

2= 28 -n=r*(ExH) n=cor?|E*= £r2|B12. (11.45)

Wir betrachten zuerst ein System, fiir das die elektrischen Dipolfelder dominieren. Dann ist

d£| _ _Ho 2 |
dS) 'el.Dipol 1672 ¢

.2 Ho 1..2 .92

|“ = T2 o P sin g, (11.46)
wobei 6 den Winkel zwischen Ausbreitungsrichtung n und p bezeichnet. Der Dipol strahlt am
starksten senkrecht zum Dipolmoment. Langs der Dipolachse erfolgt keinerlei Abstrahlung. Die
Abstrahlung erfolgt rotationssymmetrisch um die Dipolachse. Integrieren wir {iber alle Richtun-

gen, so erhalten wir mit Hilfe von

/sin2 0dQ) = 27r/sin3 0do = 8%

fiir die Leistung der abgestrahlten elektrischen Dipolstrahlung

0 ..
P|el.Dipol = % P2 . (1147)

Analog erhélt man fir die magnetische Dipolstrahlung
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0 .
HO 2.

P|magn.Dipol =

Fiir harmonisch schwingende Dipole, p, m ~ e™! ist die Strahlungsleistung proportional zur
vierten Potenz der Frequenz und zum Quadrat des Dipolmomentes.

Nun betrachten wir die elektrische Quadrupolstrahlung. Fiir den Quadrupolanteil in (11.41,11.42)
ist die abgestrahlte Intensitat

P o o
m’el.Quad. - 64723 (’I’LX Qn>
— 64517203 (lekam = Qi Qumyp nknmmnp> . (11.49)

Fiir eine um die z-Achse drehinvariante Ladungsverteilung hat @ die Form

n2
Q= %diag(—l, —1,2), sodass mXx Qn = g Qo n3 | —n
0

ist. Benutzen wir noch
o9 982 o5y
Inx Qn| :ZQ cos“fsin” 6,

dann findet man folgende Winkelverteilung fiir die Strahlung in der Wellenzone,

%!el.Quad. = % Qg sin? 6§ cos? 6, (11.50)
sieche Abb. 11.4. Die Strahlungsleistung ist rotationssymmetrisch zur z-Achse und mazimal in
den Richtungen 6§ = 7 /4 und 37 /4. Sie verschwindet fiir § = 0,7/2 und 7. Um die gesamte ab-
gestrahlte Leistung zu bestimmen, benotigen wir Integrale der Form I(7,5,...) = [dQ nn; ...
mit 2p Faktoren n;n;.... Diese werden natiirlich auch bei der Berechnung der héheren Multi-
polbeitrage zur Strahlung benétigt. Zu ihrer Berechnung benutzen wir folgenden Trick: Die linke
Seite der Identitéat

2 *° —r2 .
dre T/Q:c,-:cj...:/ drr¥2e 2 (0,4, )
R3 0

= \/Z(2p+l)!!l(i,j,...) (11.51)

kann durch mehrfaches Ableiten der erzeugenden Funktion

I(j) = /d3r exp (_r; +3J- 7‘) = (2m)*/% exp <J;> (11.52)
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Abbildung 11.4: Winkelverteilung der elektrischen Quadrupolstrahlung.

nach den Komponenten der Quelle 5 berechnet werden. Zum Beispiel finden wir:

82

d3 77”2/2 mzif ) lizo = (2 3/25m
/ re )T 95105m (J)|g_0 (7T) lm»
84

d3re_r2/2kalm Tp= 55 —F—
/ " 0k05105m O

I(])|J:0 = (27T)3/2 (5kl6mp + 5k’m5lp + 5kp5lm) .
Benutzen wir diese Resultate in (11.51), so finden wir fiir die gesuchten Integrale tiber die Winkel

4 4
I(la m) = gélm und I(ka L m7p) = % (6kl5mp + 5km(slp + 5kp6lm) . (1153)

Nun koénnen wir (11.49) iiber die Winkel integrieren. Beriicksichtigen wir die Symmetrie und
Spurfreiheit des Quadrupoltensors, dann ergibt sich

P‘el.Quad. = M lele _TOC?’ (lele + leQlk) - @ Sp Q o (11‘54)

Die Ausriicke fiir die Beitrdge hoherer Multipole zur Abstrahlung werden immer komplizierter.
Eine systematische Entwicklung mit Hilfe der Kugelflachenfunktionen ist moglich, mathematisch
aber nicht ganz einfach.
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11.5 Liénard-Wiechert-Potentiale

Wir wollen eine wichtige Anwendung der retardierten Potentiale diskutieren. Eine Punktladung
q bewege sich liangs einer Bahn r(t) mit der (momentanen) Geschwindigkeit v(¢). Diese bewegte
Punktladung wird ein zeitlich verdnderliches, elektromagnetisches Feld erzeugen, welches wir
nun bestimmen werden. Wir berechnen also die Potentiale zu den Dichten

pt,r) =qo(r—r(t)) , Jt,r)=qut)d(r—r(), (11.55)

oder in der 4-er Schreibweise

(@) = qu(t)6 (r — 7(£)), wobei (v) = (C> (11.56)

v

ist. Wir setzen diese Stromdichte in (11.19) ein und integrieren iiber d3’ mit dem Resultat

uoq ct=t)—[r—r@)) ...
- /dt ’r_r(t,)‘ V() . (11.57)

Um die t'-Integration auszufiihren, brauchen wir die Formel

n

1
=3 5t 1), (11.58)
Z 15t
wobei t1,...,t, die einfachen Nullstellen der Funktion f sind. In unserem Fall ist
f(ty=ct—ct' — R(t'), wobei R(t)=|r—r) (11.59)

der raumliche Abstand zwischen dem Ort r des Empfingers zur Zeit ¢t und dem Ort r(¢') des
Senders zur fritheren Zeit ¢’ ist.

Beweis der Formel 11.58: Im Integral

a5 gt

tragen nur t-Werte bei, fiir die das Argument der §-Distribution verschwindet. Sei ¢; die einzige
einfache Nullstelle im Intervall A um ¢; und sei ¢ = t — t;. Dann ist f(t) = f(t1)e +... und der
Beitrag dieser Nullstelle ist

. 1 x _g(t)
/Ad (f(tl)a) g(t1 +€)de = Tl /5(35)9 <t1 + f(t1)> dx = Fol

Da dies fiir jede Nullstelle und fiir beliebige Testfunktionen g gilt, folgt sofort (11.58).
Das Argument f(¢') der delta-Destribution enthédlt den Abstand R(#') und dessen Ableitung
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nach ¢’ ist
dR(t)

dt’

wobei wir den vom Sender zum Empfinger zeigenden Einheitsvektor

= —cn(t') - B(t), (11.60)

N r—rt) r—r)
) = = R (11.61)

einfithrten. Mit (11.60) ergibt sich dann fiir die Ableitung des in (11.58) definierten Arguments
der delta-Distribution
a _

o= (1—n(t) o)) . (11.62)

Da die Geschwindigkeit jedes massiven Teilchens stets kleiner der Lichtgeschwindigkeit ist, ist
die rechte Seite in (11.62) negativ. Deshalb kann f hochstens eine Nullstelle ¢ = t,¢ haben.
Diese Nullstelle ist Losung von

Clret = ¢t — R(tret) =0, (11.63)

und diese wichtige Gleichung bestimmt die retardierte Zeit zu der das Licht vom Emitter aus-
gesandt wurde. Damit konnen wir die ¢'-Integration in (11.57) ausfiihren,

qui(t)

Ho
At (x) = — : 11.64
(z) 4m R(t)[1 — n(t) - B(t)] Mtret ( )
ct F— X
| r(t)
|
|
[
[
|
|
Ctret :
:(— R(tret) :
| |
’“ \
Abbildung 11.5: Zur Ableitung der Lienard- Wiechert-Potentiale.
In Komponenten geschrieben, lauten die Potentiale
1 q
P = 11.65
(z) dmeg R(t)[1 — B(t) - n(t)] rer ( )
o aB(t)
A(x) = — . 11.66
@) =& R(H)[1— B(t) - n(t)] ltres (11.66)
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Dies sind die nach Lienard und Wiechert benannten elektromagnetischen Potentiale einer be-
liebig bewegten Punktladung. Wegen der fiir allgemeine Teilchenbahnen komplizierten Bestim-
mungsgleichung fiir die retardierte Zeit (11.63) ist das Potential (11.64) in vielen Situationen
nicht leicht berechenbar.

11.5.1 Die Feldstarken

Zur Bestimmung der Felder E und B brauchen wir die Ableitungen der Potentiale nach der Zeit
und den rdumlichen Koordinaten. Dazu bendtigen wir die entsprechenden Ableitungen von tyet.
Die Ableitung der retardierten Zeit nach ¢ (bei festem r) folgt aus der Bestimmungsgleichung
(11.63) und aus (11.60),

dtret dtret
=1 .
i~ Bl
Die Auflésung nach der Ableitung der retardierten Zeit ergibt
dtret 1 .
= = t =1—n-8. 11.67
o i mit n-pB ( )

Damit kénnen wir Zeitableitungen der in den Potentialen auftretenden Grofien bei konstantem
r berechnen. Wir bendtigen die Formeln

dR(tret) (11.60) n - v

I - und

tret dt

di(tret) 1 (;(n xB)?—n- ﬂ)

tret

Nun findet man relativ leicht fiir die Zeitableitung des Potentials den Ausdruck

1 q¢p

_ 1 4B 1 ¢1
 dneg R? K3

dmeg Re k3

(n B 52) + (B +nx (B x B)) . (11.68)

Die rdumlichen Ableitungen der retardierten Zeit (bei festem t) ergeben sich durch Differentia-

tion der Bestimmunggleichung (11.63) worin wir
VR(tret) = n(tret) — (1 )|, Ve (11.69)

benutzen. Dies fithrt auf die einfachen Formeln

1n
vtret = _Eg

(11.69)

VR (tet) = % (11.70)

tret

Mit Hilfe der Kettenregel ergibt sich dann noch

Vilte) = (n-B)n—— (84 (n-B)(n— §) + F*n)

Damit lasst sich der Gradient des skalaren Potentials berechnen. Man findet

Vo——— L (- fx(nxp) - ——Ls(nB)n. (11.71)

dmeg R2K3 4dmeg Rek3
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Mit unseren Formeln fir die zeitliche Variation von A und V@ ergibt sich fiir das elektrische
Feld

1 g (1-p2 1 :
E(t,r) = yr— ( f2 (n—pB)+ e ((n - B) x ﬁ)) N (11.72)
Um B =V x A zu bestimmen, brauchen wir schlussendlich noch
1 ;
VxpB=——nxp.
KC
Deshalb hat das magnetische Feld einer bewegten Punktladung die Form
poc g (1 —p? 1 . .
B(t,r) = 3 < 7z "X B+E n x (B+n x (B x,B)) h? (11.73)
wobei wir uns noch einmal an unsere Abkiirzungen erinnern:
v r—7(t)
B=—, R=|r—r(), n=—0, k=1—mn-p. (11.74)
c

Damit wéren die elektromagnetischen Felder (beinahe) explizit bestimmt. Die ersten Terme in
(11.72) und (11.73) sind das Feld einer gleichférmig bewegten Punktladung; sie fallen wie 1/R?
ab. Die zweite Terme in diesen Formlen sind proportional zur Beschleunigung und fallen nur
wie 1/R ab. Sie sind verantwortlich fiir die elektromagnetische Strahlung von beschleunigten
Teilchen.

Wir untersuchen zwei Spezialfille. Dabei kénnen wir uns wegen des einfachen Zusammenhangs
cB(t,r)=nx E(t,r) (11.75)

zwischen dem F und B-Feld auf das elektrische Feld beschranken.

11.5.2 Gleichformig bewegte Teilchen

Ruht ein Teilchen dann ist r(t) = 7y zeitunabhéngig und v = 0. Entsprechend verschwindet das
Vektorpotential und

1 T — T
q sowie F q 0

o(r) (11.76)

:47T60"I"—’I"0’ :471'{50‘7"—7"0‘3.

Wie nicht anders erwartet, finden wir das Coulomb-Potential. Fiir eine Punktladung mit kon-
stanter Geschwindigkeit ist r(¢) = vt linear in ¢ und das Quadrat von (v*) = (¢, v) ist

2

v“v,i202<17ﬂ2>:?.
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Der im letzten Kapitel eingefiihrt 4-er Geschwindigkeitsvektor ist

ut = ot = (70> — (u,u) =c?. (11.77)
Yo

Nun bestimmen wir zuerst die retardierte Zeit. Die Bedingung (11.63) lautet

02(15 — tret)2 =7+ v2tfet — 27 - Vet
und die Elimination der retardierten Zeit fithrt auf
Clros = L ((u, x) £/ (u,z)? — c2x2> : (11.78)
c

Da t > t.et sein muss, kommt nur das negative Vorzeichen in Frage. Mit

R =1 Bl = 1 = Vtret| = (7 — Vlret) B
1 c
= C(t - tret) - (7' - 'Utret)/B = %(uvx) - ?tre‘c
finden wir eine einfache Form fiir den Nenner in den Lienard-Wiechert Potentialen (11.64)
1
R(1—n-B)|4, = —/(u,z)? — 22?. (11.79)
e

Das Potential (11.64) vereinfacht sich entsprechend zu

S

nigy - B0 qut

I3
I

(11.80)

o |

Speziell fiir ein ldngs der z- Achse bewegtes Teilchen sind die nicht-verschwindenden Komponeten
des 4-er Potentials

AO(z) = KO 7 . M) =41 a5y , 11.81
(z) 4 /22 + y% + 72 (2 — vt)? @) 4 /22 + y? 4+ 72(z — vt)? ( )

Nun kénnen wir aus (11.80) leicht die elektromagnetischen Felder bestimmen. Mit
R(n - /B)’tret =Tr—- ’Utret - (t - tret)'v =T — 'Ut

findet man das folgende elektrische und magnetische Feld,

qy r — ot
E(t,r) =
") = dreo (@2 - )7
B(t,r)=t0v__ vx7" (11.82)

T [(@,2)2 — a2)?
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11.6 Der Hertz’sche Dipol

Als weiteres, interessantes System werden wir nun ein um den Ursprung schwingendes Teilchen
untersuchen. Ort und Geschwindigkeit der Ladung &ndern sich harmonisch,

r(t) =dsinwtes = z(t)es , wv(t) = 2(t)es = wdcoswt e3. (11.83)

Wir wollen d < r annehmen, so dass wir folgende Naherungen machen diirfen:

tret =T — r , 2r = 2(tret) = dsinw (t — T)
c c
zz Z
R(tyet) = 1 (1 — T;) ’ Rn - B ~ (2 — zr)f .

Daraus folgt die folgende Entwicklung fiir die Nenner der Potentiale

(), Lo 50 )
R(1—n-pB) retNT r2 cr )’

Eingesetzt in (11.65,11.66) finden wir fiir die nicht verschwindenden Komponenten des elektro-

magnetischen Potentials

1 d d
P~ (q + 99 o0 sin(wt — kr) + 4% s cos(wt — kr))
dmeg \r 12 rc

: d
Ag%%@%%%wcos(wt—kr), k=w/c.
Fiigt man noch eine im Ursprung ruhende Ladung —¢ hinzu, so findet man nach Einfiihrung
des elektrischen Dipolmomentes pg = gd (das Dipolmoment bei der maximalen Auslenkung des
Oszillators) die einfachen Formeln

6 /1
O ~ piizz <r2 sin(wt — kr) + % cos(wt — k:r))
As ~ Ho P cos(wt — kr) . (11.84)
4 r

Dies sind die retardierten Potentiale des Hertz’schen Dipols in Kugelkoordinaten. Die ruhende
Ladung und die darum schwingende positive Ladung stellen einen schwingenden Dipol dar. Das
ruhende Teilchen triagt nicht zur Strahlung bei.

11.7 Abstrahlung von bewegten Ladungen

Nachdem wir die exakten Lienard-Wiechert-Felder von bewegten Punktladungen kennen und
die Felder von beliebigen Ladungs- und Stromverteilungen in der Wellenzone (fiir A > d) be-
stimmten, wollen wir nun die von diesen Sendern abgestrahlte Leistung berechnen. Diese ist
durch den Poyntingvektor bestimmt.
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Die ins Unendliche abgestrahlte Leistung P eines Senders ist durch den Poyntingvektor gegeben,

P = lim R2j§d9n.s, S-LExB. (11.85)
R—o0 [

Nur Terme, die fiir groe Abstinde vom Sender wie 1/R? abfallen, tragen zu dieser Strahlung bei.

Deshalb brauchen wir bei der Berechnung der Strahlung einer beschleunigten Punktladung nur

diejenigen Terme in (11.72,11.73) berticksichtigen, die B enthalten, da nur diese zur Strahlung

im Unendlichen beitragen. Wegen ¢B = n x E ist

1 1 1
ExB=-Ex(nxE)=-E’n—=-(E-n)E, (11.86)
C C &

und fir grofle Abstdnde vom Strahler steht das elektrische Feld

9 ((n—B) x B) (11.87)

- 47750 EE n tret
senkrecht auf n und deshalb ist

R? HoC q2 LN\ |2
2 . = — 2 e — —
R*n-S ,UOCE 1672 6 | ™ % ((n B) x ,8)‘ . (11.88)

11.7.1 Nichtrelativistische Teilchen

Wir betrachten zunéchst Teilchen mit kleinen Geschwindigkeiten, § < 1. Dann ist die abge-
strahlte Leistung pro Raumwinkel (k ~ 1)

i ot o (n < 8)f

Ist 8 der Winkel zwischen n und dem Beschleunigungsvektor ¥, so ist

dP o ¢* . . po 4° .o .
20 = 1627 ¢ (v2 —(n- v)z) = 16.2 ?vz sin? 6. (11.89)

Die gesamte Strahlungsleistung ist

P= “—ﬂf’ 202 (11.90)

Dies ist die bekannte Larmorsche Formel (11.47) fir die Strahlungsleistung von nichtrelati-
vistisch beschleunigten Ladungen. Diese Strahlung tritt zum Beispiel auf, wenn Elektronen in
Metallen gestreut und abgebremst werden und entsprechend heifit sie Bremsstrahlung®.

! Aus Kovarianziiberlegungen kann man (11.90) auf beliebige Teilchen, also nicht notwendigerweise langsame,
verallgemeinern. Siehe die Diskussion in Kapitel 14 von Jackson.
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11.7.2 Relativistische Teilchen

Wir untersuchen nun den allgemeinen Fall fiir beliebige Geschwindigkeiten v < ¢. Der allgemeine
Ausdruck (11.88) gibt den Energiefluss pro Flachen- und Zeiteinheit beim Beobachtungspunkt
zur Zeit t. Diese Strahlung wurde zur Zeit t,or = t — R(tyet)/c ausgesandt. Interessanter ist die
Energie, die das Teilchen auf seiner Bahn pro Zeiteinheit dt,.; abstrahlt. Wir wollen also die
Strahlung berechnen, welche in der Zeit 71 < tyot < T emittiert wurde. Die zugehorige Energie,
welche der Beobachter empfangt, ist

T2+R(T2)/C T dt
/ (S - n)dt = /(s )=t
dtret
T1+R(T1)/C T

Die abgestrahlte Leistung je Raumwinkel ist demnach

dP 9 dt
W ) = : 11.91
dQ (t et) R (S n) dtret ( 9 )
In (11.67) hatten wir bereits die hier auftretende Ableitung
dt
= K(tre
dtret K( t)
definiert, so dass
dp( ) = R*x(S - n) (11.92)
dQ ret .

folgt. Setzen wir hier den obigen Ausdruck fiir S - n ein, dann finden wir fiir die abgestrahlte
Leistung pro Raumwinkel,

dP — poc
Q) 1672 (1—n B)5

‘n x ( n—B) x 5)‘ . (11.93)

Fir kleine Geschwindigkeiten geht diese Formel in (11.89) iiber. Die etwas aufwandige Integra-
tion iiber alle Richtungen n liefert die folgende abgestrahlte Leistung des geladenen Teilchens,

_ % 9 6 ( 2 B .\ 2
P =g (,3 (ﬂxﬁ) > (11.94)
Kolineare Bechleunigung

Fiir eine lineare Bewegung sind 8 und B kolinear und

2

dP  pupc q o g 292 sin? 0
— _—* — —_ 11.
dQ  6m (1— Bcosb)> ‘(n ) " B‘ 6mc (1 — Bcosh) (11.95)

A. Wipf, Elektrodynamik



11. Erzeugung und Abstrahlung von Wellen 11.7. Abstrahlung von bewegten Ladungen 202

Hier tritt der Winkel 0 zwischen n und v auf. Der Winkel 6,,,« bei dem die Strahlung maximal
ist, erfiillt die Bestimmungsgleichung

W] Ut

2
c08% Oppax + — COS Omax —

3p

Fiir langsame Teilchen mit v < ¢ ist

1
= Omax = — 1+15682 -1 . 11.
0 = cos 33 <\/ + 154 ) (11.96)

T 5
emax ~ § - 75 3 (1197)
und fiir schnelle Teilchen mit 8 ~ 1 —1/2y% — 1 ist
1 5 1 1

Fiir ultrarelativistische Teilchen mit v > 1 ist die Strahlung in einem engen Kegel in die Vor-
wéartsrichtung gebiindelt. Die gesamte Abstrahlung erhélt man leicht aus (11.94),

6
P = %OW (qv)?  (lineare Beschleunigung.) (11.99)
e

Kreisbeschleunigung
Ohne Beweis zitieren wir das entsprechende Resultat fiir eine Kreisbewegung mit dem Radius R

und Kreisfrequenz w:

4
B = ,u%C’y (qw)?B%  (Kreisbeschleunigung.) (11.100)
s

Diese Formel wurden erstmalig von LIENARD im Jahre 1898 hergeleitet. Der relativistische Fak-
tor v* fithrt zu groBen Strahlungsverlusten in Synchrotrons fiir hochenergetische Elektronen.
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