Kapitel 4
Multipole und spezielle Funktionen

Wir betrachten eine statische und lokalisierte Ladungsverteilung. Diese sei nur innerhalb einer
Kugel vom Radius R um den Ursprung ungleich Null. Fiir > R kann das Potential ® nach
Potenzen von R/r entwickelt werden. Diese Entwicklung wird im Folgenden abgeleitet.

Ausgangspunkt der Entwicklung ist das von der Ladungsverteilung erzeugte Potential

B(r) = — /d%’ p(r') (4.1)

" dreo lr — /|’

wobei wegen der Lokalisierung von p nur ' mit Betrag v’ < R zum Integral beitragen. Fur
r > R ist dann 7 < r und wir diirfen das Coulomb-Potential in eine Taylor-Reihe nach r’/r
entwickeln. Mithilfe der fiir 0 < ¢ < 1 giiltigen Entwicklung

1
1=¢

erhalten wir, nachdem wir die Reihenglieder in Potenzen von r//r entwickeln, folgende Reihen-

1. 3, 5 4
=14+ — — — 4.2
HETRE IR T (4.2)

darstellung

1 1 o 2\ 2
]r—r’\:r<_ r2 +7“2>
1
=4
"

r.r N 3(r-r)2 —r22  5(r-r')3 —3(r-r)r2'?

rs 275 2r7

Den Zahler im dritten Term konnen wir noch umformen:

"2 2,02 _ /o 25 . o
3(r-r') —ror —<3xixj—r 5”)931933.

Hier und auch im Folgenden verwenden wir die Summenkonvention: Uber alle Indizes, die zwei-
mal in einem Produkt auftreten, wird summiert, in der obigen Formel also {iber 7 und j.

44



4. Multipole und spezielle Funktionen 4.1. Dipole und Quadrupole 45

Wir fithren nun folgende, die lokalisierte Ladungsverteilung charakterisierende Gréflen ein:

q= /dgr p(r) Ladung (4.4)
D= /d3r rp(T) Dipolmoment (4.5)
Qij = /d3r (Sxixj — 5ij7“2) p(r) Quadrupolmoment . (4.6)

Eingesetzt in (4.1) erhalten wir die gesuchte Reihenentwicklung fiir das Potential

- r, Qr _
Areg®(r) = g n pr?) 44 27% )+O<r 9, (4.7)

wobei @ = (Q;;) der symmetrische und spurlose Quadrupoltensor ist. Das elektrische Feld
E = —V® hat weit weg von der Quelle die Entwicklung

1 gr 1 3(p-r)r— pr? a
E = — O . 4.8
(r) 4meg T3 * 4meg o + (T ) (48)

In grofler Entfernung wirkt eine in einer Umgebung des Ursprungs lokalisierte Ladungsverteilung
S0, als ob sie aus einer im Ursprung befindlichen Punktladung der Stérke g besteht. Verschwindet
die Gesamtladung ¢ der Verteilung, dann beschreibt der fiihrende Term einen elektrischen Dipol
mit Moment p.

4.1 Dipole und Quadrupole

Das Dipolfeld: Der zweite Term auf den rechten Seiten in (4.7) beschreibt das Dipolfeld. Es
fallt fiir groffe Abstdnde mit einer Potenz von r schneller ab als das Coulomb-Feld. Der Name
rithrt daher, dass man 2 Punktladungen braucht, um einen Dipol zu erzeugen. In der Tat, fiir
die leitende Kugel im konstanten elektrischen Feld erzeugten die nahe beieinander liegenden
Spiegelladungen ein Dipolfeld. Sei also

p(r) =q(*(r —ro — a) — &*(r — mp))
— —qa - V& (r — 1) + O(a?) (4.9)

die Ladungsdichte zweier entgegengesetzt geladener Punktteilchen im Abstand a = |a|. Nun
fithren wir den Limes a — 0 durch, wobei wir das Produkt ga = p festhalten. Dann bleibt die
Ladungsverteilung eines Dipols p am Ort rg:

p(r)=—p-V&(r—my). (4.10)
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Das Potential des Dipols ist (siehe frither) gegeben durch

5., p(r') 5, T—r 3 p-(r—m)
dmeg®(r) = /d L. /d e =) = P, (4.11)

Die Abbildung 2.5 zeigt das Feld und die Aquipotentialflichen eines Dipolfeldes.

Das Quadrupolfeld: Ein reines Quadrupolfeld kann, wie in Abb. (4.1) gezeigt, mit vier
Punktladungen erzeugt werden:

p(r)/q=06(r —aer) +0(r +aey) — 6(r —bea) — d(r + bez)

J
d(r —ae)+6(r+ae)—25(r) — 6(r —bez) —d(r + bez) +26(r) . (4.12)

Erinnern wir uns hier an folgende Darstellung der zweiten Ableitung,

o

&

Abbildung 4.1: Vier benachbarte Punktladungen ohne Gesamtladung und Dipolmoment erzeugen
ein Quadrupolfeld.

flz—e) + flx+e) —2f(x)

/'(z) = lim : , (4.13)
dann folgern wir, dass fiir a,b — 0 der Ausdruck fiir die Ladungsdichte gegen
0? 0?
_ 2 2

strebt. Beim Grenziibergang miissen die Gréfen ga? und gb? festgehalten werden, d.h. die Ladun-
gen +q streben (dem Betrag nach) gegen Unendlich. Entsprechend erzeugen die vier Ladungen
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4. Multipole und spezielle Funktionen 4.2. Energie und Drehmoment von Multipolen 47

das elektrische Potential

_ g 3./ o 282 . 282 1
(p('r)—47r€0/d7"(5(7‘ r)(a Ox'? b@y’2 |r — 7/

q a2(2x2 _ y2 _ 22) _ b2(2y2 _ $2 _ 2,2)
 drweg rd ’

(4.15)

Die vier Ladungen haben weder eine Gesamtladung noch ein Dipolmoment. Deshalb verschwin-
den das Monopol- und Dipolfeld und man erhélt ein reines Quadrupolfeld mit symmetrischem

und spurlosen Quadrupoltensor:

, 2a% + b? 0 0
— (r, ?’") Q=2q 0 —a? — 2b? 0 : (4.16)
8mreg 1
0 0 b2 — a?

Man kann sich noch kompliziertere Ladungsverteilungen ohne Gesamtladung, Dipol- und Qua-
drupolmoment beschaffen. Diese werden dann durch héhere Multipolmomente beschrieben.

4.2 Energie und Drehmoment von Multipolen

Die Ladungsdichte p sei wieder in einer Umgebung des Ursprungs lokalisiert. Ihre Energie im
dufleren Feld betrigt

U= / &1 p(1) Do (7). (4.17)

Wir entwickeln das duflere Potential fiir kleine Argumente und erhalten
1
U = /dST p('l") (q)ext(o) +7r- V(I)ext’O + il'il'jaiajq)extlo + .. )

1
= qPext(0) + p - VPext|o + 6 (Qz‘j + 0 / d?’rp(r)r2> 0;0;Pextlo + - - - (4.18)

Der letzte Term proportional zum Integral iiber pr? verschwindet, da A®. am Ursprung, wo
keine Quellen von gy sitzen, Null ist. Damit bleibt fiir das Wechselwirkungspotential

1 . 0F;

U= qq)ext(o) —p- Eext(o) - EQU% 0 + ...,
J

(4.19)
Wir koénnen daraus zum Beispiel die potentielle Energie zweier Dipole bestimmen. Der Dipol p;
am Ort r; erzeugt am Aufpunkt r» das Feld

1 3(p1-m2)r12 — p1(r12)?

E =
1(7’2) 47'('50 (1"12)5 )

T2=T2—"T, Ti12= |7‘12| .

Die Wechselwirkungsenergie dieses Dipols mit einem zweiten Dipol ps am Ort 7o ist

A. Wipf, Elektrodynamik
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e i g (B SR e

Die Kraft auf eine um den Ursprung konzentrierte Ladungsverteilung ist

F— / &1 p(r) Eoi (7)
1
= /d?’rp(r) (Eext(()) + ('r‘ . V)Eext‘o + iwil'jaiajEeXt‘o + .. )
1
= quxt(O) + (p . V)Eext‘o + E(Qij&-aj)Eext]o + ..., (4.21)

Insbesondere wirken auf elektrische Dipole und Quadruple in einem rdumlich konstanten Feld
keine Kréafte. Das auf eine Ladungsverteilung in der Umgebung des Koordinatenursprungs wir-
kende Drehmoment ergibt sich zu

Moy — / &r p(r)7 A Eugs(7)
- /d?’rp(r)'r' A (Eext (0) + (2101) Eextlo + - - +)
= P A But(0) + 5 (QV) A Butlo + .. . (4.22)

wobei wir in der letzten Gleichung ausnutzten, dass FEe.t wirbelfrei ist. Das elektrische Feld
wirkt auf den Dipol mit einem Drehmoment und stellt, sofern der Dipol nicht an einer Drehung
gehindert wird, die Dipolrichtung parallel zur Feldrichtung.

4.3 Differentialoperatoren

Die bekanntesten krummlinigen Koordinaten sind die Kugelkoordinaten

sin ¥ cos
r=r|sindsing | =re,, (4.23)

cos v

fir die sich die Koordinatenlinien senkrecht schneiden. Andere Beispiele von rechtwinkligen
Koordinaten sind kartesische oder Zylinderkoordinaten. Die Einheitsvektoren e;, ey und e, in

dr = gre.dr + gyeydd + g, e, dp (4.24)

bilden eine orthonormierte ortsabhingige Basis des R? und ein Vektor ist eine Linearkombination
dieser Vektoren,

A=A e+ Ayeyg+ Age,, A = (A e) usw.

A. Wipf, Elektrodynamik



4. Multipole und spezielle Funktionen 4.3. Differentialoperatoren 49

Mit (4.23) berechnen sich die g-Koeffizienten der Kugelkoordinaten zu

gr=1, gyg=r und g,=rsind. (4.25)
Fiir Zylinderkoordinaten ist
P COS ©
r=| psing und dr = e,dp + pey,dp + e.dz (4.26)
z

mit der in Abbildung 4.2 skizzierten ortsabhingigen Orthonormalbasis (e,, e, .). Daraus lesen

- N

A

A8

Abbildung 4.2: Koordinatenbasis fiir Zylinderkoordinaten.

wir unmittelbar die Koeffizienten g, =1, g, = p und g. = 1 ab.

Im Folgenden betrachten wir beliebige rechtwinklige Koordinatensysteme mit im Allgemeinen
von (4.25) verschiedenen metrischen Koeffizienten. Das Quadrat des Abstands zweier infinitesi-
mal benachbarter Punkte r und r + dr ist dann

ds® = dr - dr = g2dr® + g5dd* + g2dy” . (4.27)

Entsprechend ist ein durch dr, dd und dy gekennzeichnetes Volumenelement gegeben durch das
Spatprodukt der drei Summanden auf der rechten Seite von (4.24),

AV = g,g9g drdddy . (4.28)
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Die gerichteten Flachenelemente der Koordinatenflichen sind:

r=const : e.gyg, didy
¥ = const :  eygrg, drde
@ =const : e, grgydrdd. (4.29)

4.3.1 Differentialoperatoren in rechtwinkligen Koordinaten

Im Folgenden werden wir die wichtigsten in der Elektrostatik auftretenden Differentialoperatoren
fiir rechtwinklig krummlinige Koordinatensysteme bestimmen.
Der Gradient: Mit dem Ausdruck fiir dr in (4.24) schreibt man

o6 9D 0D
v =220+ 2+ 20, —va .4
ar "t gl T g de = Ve dr

= (V®, e )grdr+ (VO, ey)gpdd + (VP, e,)g,dyp (4.30)

und findet folgende Komponenten fiir den Gradienten V& = (V®), e, + (V®)yey + (V). e,

1 0® 1 0® 1 00
2 Vo) =—L (V) = 4.31
gr Or’ (V@)y gy 09’ (V®), ()

Vo), = = ——.
(Ve) gy Op

Die Divergenz: Die Divergenz ist der Grenzwert eines Oberflachenintegrals
V.E = le df (4.32)
VSV ’ '
und mit Hilfe von (4.29) ergibt sich

V-FE = lim
d

1
lim > (Ergogo |+ dddp + Eogrg, |y drdp + Bpgrg0|Z*2drdv) .

Fiir infinitesimale Volumen ergeben sich auf der rechten Seite die Ableitungen und wir finden
folgenden Ausdruck fiir die Divergenz eines beliebigen Vektorfeldes:

1
V-E=
9rg3v9¢

0 0 0
(ar(Ergﬁggo) + %(Eﬂgrgcp) - &p(Egogrgﬂ)> . (4.33)

Der Laplace-Operator: Mit A® = V - V® erhalten wir fiir rechtwinklige Koordinaten den
Laplace-Operator

1 0 0P 0 (9rg, 0D 0 (9rgy 0P
A= Gaess (37’(91;%0 o) * %(ggiw o) * &P<ggzﬁ‘9%0)> -

Diese Formeln gelten fiir beliebige orthogonale krummlinige Koordinaten (wenn wir diese mit
r, 7, ¢ bezeichnen).

A. Wipf, Elektrodynamik
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Setzen wir an dieser Stelle aber die metrischen Koeffizienten (4.29) ein, dann gewinnen wir den
Laplace-Operator fiir Kugelkoordinaten

19 0P 1 1 02 1
AP = — — (22— —Aq® = == (r®) + = Aq®. 4.
r2 Or (T 8r)+7“2 @ r8r2(r )+7~2 @ (4.35)

Dabei wirkt der Operator Aq nur auf die Winkelvariablen®, nicht aber auf die radiale Variable,

1 0 (. 00 1 0?0
Al = 5550 (Sm%ﬁ) T iz 9g2 (4.36)

Fiir im Unendlichen geniigend schnell abfallende Funktionen W, ® oder falls das Gebiet V' keinen
Rand hat dirfen wir partiell integrieren ohne Randterme aufzusammeln und erhalten

/ dVVAD = —/ dVVV -V = / AVOAY, VYU .
\%4 \%4 \%4
Angewandt auf ¥ = ® finden wir, dass der Laplace-Operator im folgenden Sinne negativ ist,
/ DAD < 0. (4.37)
\%4

In Gebieten ohne elektrische Ladung erfiillt das Potential die Laplace-Gleichung A® = 0, und wir
wollen nun einen vollstdndigen Satz von Losungen der Laplace-Gleichung konstruieren. Lésungen
der Laplace-Gleichungen heissen harmonische Funktionen und wir werden diesen Begriff hin und
wieder verwenden.

4.4 Legendre-Polynome und Kugelfunktionen

In diesem Abschnitt konstruieren wir Lésungen der Laplace-Gleichung A® = 0 in Kugelkoor-
dinaten. Dabei werden wir auf die wichtigen Legendre-Polynome und Kugelflichenfunktionen
treffen, die in der Atomphysik eine wichtige Rolle spielen.

4.4.1 Separationsansatz

Die Laplace-Gleichung ist linear und deshalb ist jede Linearkombination von Loésungen wieder
eine Losung ist. Um spezielle Losungen der Laplace-Gleichung zu gewinnen machen wir einen
Separationsansatz in Kugelkoordinaten

O = f(r)Y(9,¢). (4.38)

Es wird sich zeigen, dass eine beliebige Losung eine Linearkombination derartiger Losungen ist.
Eingesetzt in A® = 0 fithrt der Ansatz (4.38) wegen (4.35) auf folgende partielle Differential-

'In der Quantenmechanik wird er eine sehr wichtige Rolle spielen: Er ist proportional zum quadrierten Dre-
himpuls.
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gleichung fiir die radiale Funktion f(r) und die von den Winkeln abhéngige Funktion Y (19, ¢):

AgY
9 -

%(r 'Y + %2 FAQY =0 bzw. —(rf)" + 0. (4.39)

f
Der Strich bezeichnet die Ableitung nach dem Radius. Die Summe einer nur von r abhéngenden
und einer nur von 9, ¢ abhéngenden Funktion kann nur verschwinden, wenn beide Summanden
konstant sind und die Konstanten zu Null addieren. Bezeichnen wir die Separationskonstante
mit ¢(¢ + 1) dann erhalten wir eine partielle Differentialgleichung fiir Y und eine gewthnliche
Differentialgleichung fiir f:

—AQYi(0,¢) = L+ 1)Yi(0,9) und r(rfy) = {0+ 1) . (4.40)

Da Aq ein negative Operator ist, siche Ungleichung (4.37), ist die Separationskonstante ¢(¢+ 1)
positiv. Deshalb diirfen wir £ > 0 annehmen. Spéater werden wir sehen, dass £ sogar eine nicht-
negative ganze Zahl sein muss. Die zweite Gleichung in (4.40) hat die unabhéngigen Lésungen

foe=a-r* uwnd fr=a-r 1. (4.41)

Die erste Losung divergiert fiir grole Radien und die zweite divergiert am Ursprung.

Um spezielle Losungen der ersten Gleichung in (4.40) zu finden machen wir nochmals einen
Separationsansatz Yy(9, ) = Py(9)Q(¢) (wir werden sehen, dass @ nicht von ¢ abhingt) mit
dem Resultat

1 0 (Sm ﬁan(0)> 0 9?Q(p)

Aa¥e = Q(p) sin o U o sin?9  0p?

= —L({+1)Q(p) Py(V) .

Wir dividieren durch PyQ und multiplizieren mit sin? :

.2 1 9°Q(y) _
)-I-E(E—Fl)sm 19+% 8(,02 ==

Offensichtlich miissen die Summe der ersten beiden Terme und der letzte Term jeweils konstant

sin

L9 (g2
Py(9) 99 99

sein. Nennen wir die Separationskonstante m?, dann folgt

0= Qn(®) +m*Qm(¢) (4.42)
m m2
= sirllﬁc‘?ﬂ (SiWW) + <W+ 1) - Sin%,) P(9) - (4.43)

Die erste Gleichung (4.42) hat die einfachen Losungen
Qm(p) = e=m?. (4.44)

Da die Azimutwinkel ¢ und ¢+ 2k7 mit ganzzahligem k denselben Punkt beschreiben muss Q,
eine periodische Funktion mit Periode 27 sein, @, (¢ + 27) = Qum (). Dies bedeutet, dass m in

A. Wipf, Elektrodynamik
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(4.44) ganzzahlig sein muss. Damit haben die Losungen folgende Form

Vo (9, 0) = apm ™ P (09), m € 7Z (keine Summation) (4.45)

mit beliebigen komplexen Koeffizienten ag,,.

Zur Losung der gewohnlichen Differentialgleichung (4.43) setzen wir

. d 1 d
z=cos¥ € [-1,1] mit = smid (4.46)
Dann nimmt diese Gleichung folgende Form an,
d 9\ AP m?
— (1 —2%)—— (l+1)—— | P"=0. 4.4
( z>d2)+(<+> 1_22>g 0 (4.47

Nach einer konventionellen Normierung heissen die P;"* zugeordnete Legendre-Polynome und die
Vi Kugelflichenfunktionen. Eine beliebige Losung der Laplace-Gleichung lautet nun

q)(rﬁ v, 90) = Z (bémrz + Cﬁmr_é_l) y@m(ﬁa 90) . (448)

lm

Im folgenden Abschnitt werden wir zeigen, dass diese Entwicklung immer mdéglich ist und wir
werden auch sehen, wie man die Entwicklungskoeffizienten by, und ¢, aus den Randwerten
von ® bestimmen kann.

Legendre-Polynome

Statt die Differentialgleichung (4.43) fiir die P;” direkt zu lésen entwickeln wir zu deren Berech-
nung das Coulomb-Potential

_ 1 1 _ 1 1
- 4meg |r—r’| - 4dmeg \/7«24_7«/2_2”,/;._,,@/’

G(r —1r')

das fiir r # r’ ebenfalls die Laplace-Gleichung 16st. Fiir r < r’ entwickeln wir es in Potenzen
von r/r" und fiir r > " in Potenzen von r//r. Dabei ist es niitzlich

r< =min{r,r'}, rs =max{r,7”’} und z=7 7 (4.49)

einzufithren. Damit schreibt sich das Coulomb-Potential geméss

11 1
- t="<. (4.50)
dreg rs /1 +t2 — 2tz r>

Entwickeln wir nach Potenzen von ¢, dann finden wir die fiir r # 7’ konvergente Potenzreihe:

G(r—r')

A. Wipf, Elektrodynamik



4. Multipole und spezielle Funktionen 4.4. Legendre-Polynome und Kugelfunktionen 54

t'Py(2), z=14-7". (4.51)

Die hier auftretende Funktionen P, konnen aus diesen beiden Darstellungen fir die Greenfunk-
tion extrahiert werden:

1 —

YR (4.52)
VAR =

Es sind offensichtlich Polynome vom Grade ¢ und sie heissen Legendre-Polynome.

Die linke Seite der Darstellung (4.52) dndert sich nicht, wenn ¢ und z gleichzeitig das Vorzeichen
wechseln. Daraus folgt unmittelbar die Eigenschaft

Py(—2) = (=1)'Pu(2). (4.53)

Fiir z = 1 zeigen r und 7’ in die gleiche Richtung und wegen

1 1 ‘
e O I
1+2—-2t 1-t %

erfiillen die Legendre-Polynome die Normierungsbedingung

Pz=1)=1. (4.54)

Die Legendre-Polynome bis zur Ordnung 6 lauten

P(](Z) =1

Pl(Z) =z
1 2

Py(z) = B (3,2 - 1)
1

Ps(z) = B (523 - 32)
1

Pi() = g (352" — 3027 + 3)
1

Py() = g (632" — 702° + 15)
1

Ps(=) = 1 (2312° - 31521 + 10522 - 5) . (4.55)

Da die Greenfunktion fiir r # 7’ die Laplace-Gleichung 16st, muss jeder Term in der konvergenten
Entwicklung (4.51) ebenfalls die Laplace-Gleichung 16sen,

AG(r —7") =0= AqPy(z) = —L({ +1)Py(z) . (4.56)

A. Wipf, Elektrodynamik
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Wir haben hier beriicksichtigt, dass der r-abhéngige Faktor t//r eine Losung der radialen Dif-
ferentialgleichung (4.40) ist. Fir ein zylindersymmetrisches (axialsymmetrisches) System mit
z-Achse als Symmetrieachse ist das Potential unabhéngig von ¢. Deshalb hingt die Greenfunk-
tion fiir eine Punktladung auf der 2-Achse auch nur von 7-7 = 7-e3 = cos ¥ ab. Als Konsequenz
vereinfacht sich die partielle Differentialgleichung fiir Py(# - #') in (4.56) zu einer gewdhnlichen
Differentialgleichung fiir Py(cos?), der sogenannten Legendre’schen Differentialgleichung,

a
dz

((1 — z%ii‘) +L(l+1)P, =0, z=cos?. (4.57)

Sie ist identisch zur Gleichung (4.47) mit m = 0.

Vollstéandigkeit der Legendre-Polynome

Zur weiteren Untersuchung der P, betrachten wir die in Abschnitt 3.2.2 mithilfe der Bildladungs-
Methode bestimmte Dirichlet Green-Funktion auflerhalb einer ideal leitenden Kugel mit Radius
R, siehe (3.34),

2
) , wobei 7.= = (4.58)

Gp(r,r)

T,

1 ( 1 R 1

"~ dmeg \|r —'#| v |r — 7l

der Abstand der Spiegelladung vom Ursprung ist. Dies ist auch die korrekte Greenfunktion fiir
einen kugelférmige Hohlraum umgeben von einem idealen Leiter. Dann sind r und r’ kleiner als
R und die Spiegelladung liegt ausserhalb des Hohlraums. Wir entwickeln Gp nach Potenzen von
r’ /r beziehungsweise r/r’:

Gp(r>1' > R) = — 'y <w>f_7g<7«;)f Py(2)
p _477507’£:0 T R \r ¢

Golr<r <R)= L% ((f)z B (T,>£> Piz). (4.59)

dmeo ' g \\r rio\rl

Die erste Reihendarstellung gilt ausserhalb der Kugel, die zweite innerhalb der Kugel. Wir
benétigen noch die Normalenableitung von Gp,

0Gp 0Gp

o =T o MR
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wobei das obere Vorzeichen fiir r > 7’ und das untere fiir 7 < 7/ gilt.? Setzen wir die Reihenent-
wicklungen fiir Gp ein, so finden wir

oG 1 R {41

(9n’D (r>R)= 47r€0R2 Z (20+1) ( r ) Fu(z)

Ple 1 X 1 /r\*

Gl < B) == S+ D (1) Pile). (4.60)

Wegen der Identitit (3.33) hat jede Losung der Laplace-Gleichung in einem Gebiet V bzw. jede
in V harmonische Funktion die Darstellung

aGD /)

= —E‘O

Hier setzen wir obige Reihenentwicklungen fiir die Normalenableitung von G p ein und erhalten

T
1
471'

1 /41
O(r) = e 2(254— 1) ( ) j{dQ' Py(7 - ') ®(R?), r>R
(20 + 1) ( ) }{dQ’Pg #.#)D(R#), r<R. (4.61)
Aus der Potenzreihenentwicklung fiir kleine r folgt insbesondere

1
= — ¢ dV O(R? 4.62
- a2 B(RY), (462)

was bedeutet, dass der Wert einer harmonischen Funktion im Kugelzentrum gleich ihrem Mit-
telwert auf der Kugeloberflache ist.

Fiir » = R fallen die beiden Entwicklungen in (4.61) zusammen und ergeben fiir R =1

B(#) = ﬁ (204 1) fdsz' Py - ) B(ey). (4.63)
V4

Diese wichtige Relation heifit Vollstindigkeitsrelation: Eine ,beliebige” Funktion ® auf der Sphé-
re S? kann als Linearkombination der Legendre-Polynome geschrieben werden. Diese Beziehung
ist gleichbedeutend mit

= e+ R ) = 50— 9)5(p — )
=0d(¢ — ¢")d (cos — cos V') . (4.64)
?Benutzt man Gp in (4.58), so findet man
OGp 1 P -R 1

or’ Irr=r = dreg R (r?+ R? — 2rRz)3/?
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Abhingigkeit vom Azimutwinkel und Kugelflichenfunktionen

Wir werden die Abhéngigkeit der Legendre-Polynome Py(7 - #) von Azimut- und Polarwinkel
studieren und dabei eine Beziehung zwischen den Legendre Polynomen und den Kugelflichen-
funktionen gewinnen. Das Legendre Polynom P, gehorcht der Differentialgleichung (4.56). Wir
haben frither mithilfe der Separation der Variablen gezeigt, dass diese Differentialgleichung L6-
sungen mit einer einfachen exponentiellen p-Abhéngigkeit hat. Deshalb ist es naheliegend, das
Argument 7 - #' von Py in Potenzen von ¢/*~#") zu entwickeln:

N
Il
<>

1 < / 1 . ,
= 3 sindsin®’ €' *%) + cos ¥ cos ¥ + 3 sin 9 sin 9’ e 1P 7¢) (4.65)

Entwickelt man nun das Polynom P;(z) vom Grade ¢ ebenfalls in Potenzen von ¢/¢~¥") dann
erhidlt man die endliche Summe

l
L L—m)! o,
Pg ('l“ . T',) = m:E -, m elm(pP[n(COS ’lg) e "M Pém(COS ’ﬁ,) s (466)
worin die Potenzen m € {¢,¢—1, ..., —¢} auftreten. Die Funktionen P;” sind reell und der Faktor

mit dem Quotienten der Fakultédten ist Konvention und legt die Normierung der Funktionen P;"
fest. Die Vorzeichen der P;” sind noch frei wahlbar. Zum Beispiel erhalt man fiir £ = 0,1 und 2
die Entwicklungen

Fh=1
P, = coscosd + % <ew sind e sin ' + h.c.)
P, = 2(3 cos? ¥ — 1)(3cos® ¥ — 1)
+ g <4€iso cos¥sintd e cos? sin + ¥ sin? ¥ e~ sin? ¢’ + h.c) , (4.67)

woraus man bis auf ein Vorzeichen die P;” mit £ < 2 ablesen kann. Als Funktion der beiden
Winkel erfiillt P, die partielle Differentialgleichung (4.56) und damit 16st P;" als Funktion von
z = cos ¥ die Differentialgleichung (4.47). Die (reguldren) Losungen dieser Differentialgleichung
sind bis auf Multiplikation mit einer Zahl eindeutig, und wir schlieflen, dass die Polynome P;"
in (4.66) und (4.45) gleich gewahlt werden kénnen.

Nun fithren wir schlussendlich die Kugelfiichenfunktionen

2U+1(l—m) ;.
yzmw,w):\/ - M # Py (cos ) (4.68)

ein, so dass die Reihe (4.66) folgende Form annimmt,
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N = i
2+ 1

14
Py (77 > Vem(®, 0) Vi (¥, &) . (4.69)
m=—¢

Damit schreibt sich die Vollstédndigkeitsrelation (4.64) folgendermassen:
l
Yo D Vel 0) Vi (9 @) = (e — ¢)d(cos ) — cos ). (4.70)
£=0,1,... m=—¢

Bis auf ein Vorzeichen sind Yy _,, und ), identisch. Konventionell wiahlt man dieses so, dass
Verm = (=" Vi (4.71)

Es geniigt deshalb, die Funktionen mit m = 0,1,...,{ anzugeben.

Wir fassen zusammen: zur expliziten Berechnung der Y, mit festem ¢ ersetzt man das Argu-
ment z des Legendre-Polynoms P, gemiB (4.65) und entwickelt nach Potenzen von eimle—e"),
Als Resultat erhélt man nach (4.69) (bis auf ein unbestimmtes Vorzeichen) die Kugelfdchen-
funktionen zu diesem ¢. Insbesondere fiir { = 0 und 1 erhélt man

1 3 , 3
= — = — — si 1P — -
Yoo i Vi1 \/ g S0 e, Yio =14/ in cos . (4.72)

Die Kugelflichenfunkionen mit £ = 1 sind in Abbildung 4.3 gezeigt. V1 ist zylindersymmetrisch,
héngt nicht vom Azimutwinkel ab und ist der z-Achse ndher als ).

Z

Abbildung 4.3: Kugelflichenfunktionen Y11 (links) und Yo (rechts).

Far die Kugelflichenfunktionen mit ¢ = 2 erhilt man analog

o g _ 15 : ip — 5 2
Vg = \/3271_ sin“9e?, Vo1 = Vs cosdsinde™,  Vog = {/ 1671'(3COS 9-1), (4.73)

und diese sind in Abbildung 4.4 graphisch dargestellt. Wie fiir £ = 1 beobachtet man auch hier,
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Abbildung 4.4: Kugelfiichenfunktionen Yoo (links), Yo1 (mittig) und Yoo (rechts).

dass sich mit abnehmendem m der Tréiger der Kugelflichenfunktion der z-Achse ndhert.

Normierung und Vollstiandigkeit der Kugelflichenfunktionen

Die Kugelflichenfunktionen spielen nicht nur in der Elektrodynamik eine herausragende Rol-
le. Man begegnet ihnen in der Quantenmechanik wieder, und zwar bei der Behandlung des
Bahndrehimpulses. Deshalb lohnt es sich doppelt, einige wichtige Eigenschaften dieser speziel-
len Funktionen zu notieren. Sie bilden die Punkte auf der Kugeloberfliche S? vom Radius 1,
gekennzeichnet durch Azimut- und Polarwinkel, in die komplexen Zahlen ab.

Wegen der speziellen Winkelabhéngigkeit des Arguments z in (4.65) ist

Ve x Z Qg pq - (sin 19)p+qei(p7q)“" mit p,q >0,
p—q=m

und deshalb verschwinden die Kugelfunktionen mit m # 0 an den Polen,
Vemz0(¥ =0,0) = Vemzo(¥ =7,¢) =0. (4.74)
Zeigen r und 7’ in die gleiche Richtung, dann ist z = 1 und die Normierung P;(1) = 1 bedingt

_ 47
241

20+ 1
A’

14
D Vem(®, 9)17 = Veo(0) = (4.75)
m=—¢

wobel wir YVg(0) > 0 benutzten. Mit (4.69) ergibt sich dann fir ¢/ =0

Py(cosd) = |/ 3 ;‘I V(). (4.76)
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Integrieren wir (4.70) tber ¢, dann erhalten wir die Vollstandigkeitsrelation fiir die Legendre-

Polynome
LS @ )RR =6 - ). (477)

2 (=0,1,...

Diese Relation folgt auch aus (4.63) fiir p-unabhéngige Potentiale. Ausgedriickt durch die Ku-
gelfunktionen lautet die Vollstandigkeitsrelation (4.63) nun folgendermafien

14
(p(&? 90) = Z Z Cémy€m<ﬂ7 90)7 Ctm = (yfma (P) o (478)

£=0,1,... m=—¢

Wir haben hier das Skalarprodukt von zwei komplexwertigen Funktionen S? — C eingefiihrt,

(U, @) = ¢ _dQT*(I,0)0(V, ). (4.79)
52
Also kann jede (quadratintegrierbare) Funktion auf S? als Linearkombination der linear unab-
héngigen Kugelfunktionen geschrieben werden. Der Koeffizient der Kugelfunktion )y, in der
Entwicklung ist gleich dem Skalarprodukt von )y, mit der dargestellten Funktion. Mit (4.61)
hat dann eine harmonische Funktion ® die Reihenentwicklungen

041
d(r) = Z (f) : (Ve Pr) Vem (Y, ), >R

lm

r\ ¢
= — | Yems Pr) Yem (9, ¢), r<R, 4.80
(%) Oometn) Yinl0i) 7 (4:80)

wobei @ die Restriktion von ® auf die Kugeloberfliche mit Radius R ist. Kennt man ® auf der
Kugeloberfliche, dann kann man mit dieser Relation ® in der Kugel oder ausserhalb der Kugel
bestimmen.

Wihlen wir ® = Yy, in (4.78), dann folgt unmittelbar die Identitét

Yers Verwr) = § A2V 0,00 Ve (9, 0) = b1t (481)

Die Kugelfunktionen sind also orthogonal beziiglich des Skalarprodukts (.,.) und normiert. Sie
bilden ein wollstindiges Orthonormalsystem von Funktionen auf S2.

4.4.2 Potenzreihen und erzeugende Funktionen

Man kann auch direkt versuchen, die Legendre’sche Differentialgleichung (4.57) mithilfe eines
Potenzreihen-Ansatzes zu losen:

P, =z" Z anz", ag £ 0. (4.82)
n=0
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Wir nehmen an, die Reihe konvergiere und kann gliedweise differenziert werden. Einsetzen von
(4.82) in (4.57) fiihrt auf eine Rekursionsrelation, die a,, mit a,_2 verbindet. Aus dieser Relation
folgt & = 0 oder @ = 1. Fiir & = 0 kann man ag und a; beliebig vorgeben.? Der Koeffizienten-

vergleich liefert
nin+1)—£({+1)

= =0,1,2,... 4.83
An+2 (n+1)(n+2) A, n 5 Ly 4y ( )
Fiir grofie n gilt
An42 1
anp,

und nach dem Quotientenkriterium ist der Konvergenzradius der Reihe (4.82) gleich Eins. Sie
definiert eine analytische Funktion innerhalb des Einheitskreises. Diese Funktion muss auf dem
Einheitskreis eine Singularitiat haben, es sei denn, die Reihe bricht ab und wird zu einem Po-
lynom. Wegen (4.83) bricht sie genau dann ab, wenn ¢ eine ganze Zahl ist. Da wir aber ¢ > 0
annehmen, muss ¢ € {0,1,2,...} sein. Die Rekursionsrelation (4.83) zeigt, dass fir diese erlaub-
ten Werte fiir ¢ der Koeffizient ayy9 verschwindet und daher P, ein Polynom vom Grade ¢ sein
muss.? Fiir a; = 0 ist das Polynom gerade und fiir ag = 0 ungerade.

Fiir gerades ¢ erhalten wir

Pg_a0<1_ W;l) 2
+(-1)§W—2)'”2‘(é;rl)"'(%_l)zf>, (4.84)
und fiir ungerades ¢
P = a1<z _e=ne+2) 1?)’(!£+ 25y
b D2 D2 00D 0y (1.85)

Normiert man schlussendlich die Legendre-Polynome P, geméfl (4.54), dann findet man wieder
die Losungen (4.52).
Erzeugende Funktion: Die Legendre-Polynome kénnen durch Ableiten von einfachen Polyno-
men erzeugt werden:

1 d o, ¢
Po(z) =1, Pg(z)zﬁw(z —1) . (4.86)

Beweis: Wir differenzieren die einfache Differentialgleichung

(22 = D' = 20zu (4.87)

3Fiir a = 0 gewinnt man schon die allgemeine Lésung der Legendre’schen DG.
4a¢ bestimmt agya!
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(¢ + 1)-mal nach der Variablen z. Unter Benutzung von
(u-v)™ =™y 4 pu=Dy’ (Z) u2y@ 4

ergibt sich die Differenzialgleichung

(22 = Du + 2200+ DuY 4+ 000+ 1)u = 2020 + 2000 + 1)u®

beziehungsweise die Legendre’sche Differentialgleichung fiir u(®):

(22 = 1) 4 22050 — g0+ 1) = 0.
Nun erfiillt aber gerade u = (22 — 1) die Gleichung (4.87). Setzen wir noch P, = u®)/2¢¢!, dann
16st P, die Legendre’sche Differentialgleichung.
4.4.3 Helmholtz-Funktionen und zugeordnete Legendre-Polynome

Wir kehren zur allgemeinen Gleichung (4.47) mit ganzzahligen ¢ und m zuriick. Lost P, die
Legendre’sche Differentialgleichung (4.57), dann 16st die Helmholtz’sche Funktion

Pim (4.88)

:dzm ¢

die Differentialgleichung

). d? d
(1-=2 )@—Q(m—i—l)z%—k(€(€+1)—m(m+1)) Py, =0.

Man braucht nur die Legendre-Differentialgleichung m-mal zu differenzieren. Wir schreiben nun
Pyn(2) = (=)™ (1 = 2%)7"2P"(2)

und bestimmen durch Einsetzen die Differentialgleichung, der die zugeordneten Legendre- Polynome
P;" dann geniigen. Man findet die Differentialgleichung (4.47) und damit 16sen die

e = (1= 2) Dp = E o)t ) s

die Differentialgleichung (4.47). Die Helmholtz-Funktion Py, ist ein Polynom vom Grade ¢ —m.
Das zugeordnete Legendre-Polynom FP;" ist dann vom Grade ¢. Um zu den Kugelfunktionen zu
gelangen, miissen wir die zugeordneten Legendre-Polynome mit exp(im¢y) und einem konventio-
nellen Normierungsfaktor multiplizieren:
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[(204+1) [(£—=m)! . .
Ve (9, p) = (47r) §£+Z;!Pg (cos¥)e"?, L€ Ng, £ <m<U{. (4.90)

4.4.4 Punktladung in einem geerdeten ,,Faradaykafig*

Innerhalb einer Kugel mit Radius R befinde sich am Ort rg eine Punktladung ¢. Auf der Kuge-
loberfldche soll das Potential verschwinden. Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit diirfen wir
annehmen, dass sich die Ladung auf der z-Achse (9 = 0) befindet. Dann ist ® unabhéngig vom
Azimutwinkel . Das Potential in der Kugel schreiben wir als Summe des Coulomb-Potentials
der Punktladung plus einer harmonischen Funktion,

q 1

P(r < R,9) = — 1t
(r 9) 47750]r—r0|+ &

L Z (T<>£ Py(cosd) + Zae (;)f Py(cos ), (4.91)

dmeg > 7 \T> 7

wobei wir die Abkiirzungen
r<« =min(r,rg) und 7~ = max(r,rg), ro = |20| (4.92)
einfiihrten. Das Potential verschwindet auf der Kugeloberfliche genau dann, wenn gilt
1 q (10"
=gt (1) -

Deshalb ist das Potential einer auf der z-Achse liegenden Punktladung im geerdeten sphérischen

Faradaykéfig

Sr<R9) =L 3 (1 (’“<>£ _ % (gY) Py(cosd) . (4.93)

477'50 7 > >

Der harmonische Anteil ist identisch zum Potential der Spiegelladung auflerhalb der Kugel,

4
q (ToT) P 1 Rq/ro
E — | Py(cos?) = . (4.94)
dmegRR 4 R? 4d7eg v — R2ry/r}|

4.5 Zylindersymmetrische Probleme

Wir legen die 3-Achse in Richtung der Symmetrieachse. Dann héngt das Potential nicht vom
Azimutwinkel ab und die allgemeine zylindersymmetrische Losung der Laplace-Gleichung lautet

B(r.9) =3 (agrf + Tfjl) Picos),  Pu(z) =[5 541 V(). (4.95)

=0
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Mit der Orthogonalitétsrelation (z = cos )

47 47

BT (Yoo, Yeo) = CYa 1545/ (4.96)

(P, Pr) = 2m /11 dz Py(z) Py ()

kénnen wir den r-abhéngigen Faktor leicht bestimmen:

1 47 be
D, Py) =2 O(r, )P, = ‘=) - 4.
(@, Py) ﬂ/_ldcosﬁ (r,9)Py(cos ) 1 <aﬂ’ + 7-€+1> (4.97)

Suchen wir zylindersymmetrische Losungen der Laplace-Gleichung in einem Gebiet, das den
Koordinatenursprung enthalt, dann verschwinden alle b,. Fiir Losungen in einem unbeschriankten
Auflengebiet verschwinden dagegen alle Koeffizienten ay.

Homogen geladener Ring

Wir berechnen das Feld eines geladenen Kreisrings mit Radius R, wie in der folgenden Abbildung
4.5 gezeigt. Wir wahlen das Koordinatensystem so, dass der Kreis in der « — y-Ebene liegt und

A

Abbildung 4.5: Zur Berechnung des Potentials eines homogen geladenen Kreisrings.

sein Mittelpunkt mit dem Koordinatenursprung zusammenféllt. Die Ladung sei gleichméfig auf
den Kreis 27 R verteilt. Dann ist die Ladungsdichte des als unendlich diinn idealisierten geladenen

Kreises gleich

pr) = so=b(p— R)3(), =2+ (4.98)

Wir berechnen zunéchst das Potential auf der z-Achse. Ein Punkt (0,0, z) auf dieser Achse hat
denselben Abstand v/22 + R? zu jedem Punkt auf dem Ring, und entsprechend ist
1 g [ 8 = R)()

1
®(0.0 _ q 'd /dlzii, 4.99
OO = e ) Y2 T e v )
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Auf der Symmetrieachse ist das Feld identisch mit demjenigen einer Punktladung auf der Achse
im Abstand v/22 + R2. Das Potential ist weg vom Kreisring harmonisch und hat fiir » > R und
r > R jeweils die Reihenentwicklung (4.95). Diese definieren eine am Ursprung reguldre und im
Unendlichen abfallende Funktion wenn die b, fiir < R und die ay fiir » > R verschwinden. Nun
kénnen wir die Entwicklungen

o(r<R) = ZaﬂePg(cos ¥) und @(r > R) Z Hl Py(cos ) (4.100)

mit dem auf der z-Achse bekannten Resultat (4.99) vergleichen. Auf der Achse ist r = |z|. Mit

R _S e i2 P
V2 + R? \/1+t2 = 200! R RS

und Py(1) =1 finden wir so fiir die Innenlésung die Reihendarstellung

14
b(r<R) = 1 (—1)@@!2 (;)2 Pay(cos )

2
= 47:50]2 (1 - W(3 cos’9 — 1)+ O ((T’/R)4)) ) (4.101)

Eine vergleichbare Rechnung fiihrt auf die Auflenlésung

R 2/
o(r > R) 47r50 " Z 2%' () Pyy(cos )
= 473502 (1 — Z%(3 cos’¥ — 1)+ O ((R/r)4)> . (4.102)

Weit weg vom Ring ist der fithrende Term, wie erwartet, das Coulomb-Feld. Der Kreisring
hat kein Dipolmoment und die erste Korrektur zum Monopolanteil ist das Quadrupolfeld mit
diagonalem Quadrupoltensor

a2 10 0
quT 01 0. (4.103)
00 —2

Da die Entwicklung der Aussenlésung nur ungerade Potenzen von 1/r enthélt verschwindet auch
der Oktupolbeitrag und der néchste Beitrag stammt vom Hexadekupol.

4.6 Multipolentwicklung in Kugelkoordinaten

Wie frither betrachten wir eine statische und lokalisierte Ladungsverteilung p(r). Mit Hilfe der
Kugelfunktionen kénnen wir nun relativ schnell die Multipolentwicklung des Potentials ¢ nach
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inversen Potenzen von r ableiten. Dazu erinnern wir uns an die Entwicklung

1 o 1 'I°< £ N ./
|7’—r’|_7“>z€:<7’>) P (7-7)
1 & 4 (<) ,
= — 7 : 4.104
M:Z%%Hm;(r) Ve (0, 0) Vi () (4.104)

Hat die Ladungsdichte ihren Tréger innerhalb einer Kugel mit Radius R, dann folgt fiir r > R

p(rl) 4 dim
tmegd(r) = [ L =3 o S Yinl0.0) (4.105)

Im

mit den sphdrischen Multipolmomenten

Qo = /d3r rfy;m(ﬁ, ©)p(r) . (4.106)

Fir £ = 0 erhalten wir das ,Monopolmoment“ Ladung, fiir £ = 1 die Komponenten des Dipol-
Momentes und fiir £ = 2 die Komponenten des symmetrischen und spurlosen Quadrupoltensors.
Insbesondere fiir m = 0 findet man

_ 1 _q
qOO_\/E/d3Tp(T)_\/zH

qi0 =4/ i/dSTTCOSﬁP(T) ip:&
a7 T

2 B (312 cos? 9 — 1) o(r) = 1]
qo0 = 167r/d r (3rcos” 9 — r¥)p(r) = 167rQ33' (4.107)

Fiir festes ¢ gibt es 2¢ + 1 Komponenten ¢,,. In kartesischen Koordinaten ist die Anzahl unab-

héngiger Komponenten in der Multipolentwicklung nicht so offensichtlich. Wegen der Symmetrie
und Spurfreiheit hat zum Beispiel der Quadrupoltensor 9 —3 —1 = (224 1) = 5 unabhéngige
Komponenten. Von den 33 = 27 Komponenten des Oktupoltensors Qijk sind tatsdchlich nur
(2-3+ 1) = 7 unabhéngig. Fiir die hoheren Multipole ist die sphéarische Multipolentwicklung
wesentlich einfacher und eleganter als die Entwicklung in kartesischen Komponenten.

4.7 Anhang: Vollstandige Funktionensysteme

Abschlielend wollen wir die Eigenschaften der Legendre-Polynome und Kugelfunktionen geo-
metrisch interpretieren. Wir werden dann besser verstehen, warum die P, ein vollstandiges Or-
thogonalsystem auf dem Raum der Funktionen [—1,1] — C und die Yy, ein vollstindiges
Orthonormalsystem auf dem Raum der Funktionen S? — C bilden. Diese Funktionen bilden
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jeweils einen linearen Raum. Als inneres Produkt wahlen wir

(F.9)= [ o) @@ "z, pla) > 0. (4.108)
M

wobei in der Elektrostatik folgende Rdume und Dichten p auftreten:

M=[-1,1], p(x)d"x — dz fiir Legendre-Polynome,
M = S? p(x)d"x — sinddiddy  fiir Kugelfunktionen .

Die Bilinearform (.,.) ist ein Skalarprodukt: Sie ist linear im zweiten Argument und antilinear

im ersten Argument,

(f, o191 + a292) = a1 (f,g1) + a2(f,92) und (f,g9) = (9, f), (4.109)

und sie ist positiv
(f,f)>0 und (f,f)=0 nur, falls f=0. (4.110)

Zwei Funktionen f,g (Vektoren in diesem unendlich dimensionalen Funktionenraum) sind or-
thogonal, falls (f, g) = 0 ist. Die Lénge oder Norm einer Funktion ist

I£1l = (f, ). (4.111)

Also ist der Raum der stetigen Funktionen M — C ein unendlich-dimensionaler Vektorraum,
versehen mit einer Norm, ein so genannter normierter Raum. Der Abstand zwischen zwei Funk-
tionen ist

d(f,9) =1 —gl- (4.112)

Vergrossert man den Raum so lange bis man einen beziiglich der Metrik vollstdndigen Raum
erhélt, so heiflt dieser Hilbertraum: Ein Hilbertraum ist demnach ein linearer Raum, der be-
ziiglich der durch das innere Produkt induzierten Metrik vollstdndig ist. In einem Hilbertraum
konvergieren zum Beispiel alle Cauchy-Folgen gegen ein Element des Raumes. Der Raum der
stetigen Funktionen auf M ist bezliglich der durch (4.108) induzierten Norm nicht vollstandig.
Man kann ihn aber vervollstdndigen. Der etwas groflere Raum wird mit

Ly(M, p) (4.113)

bezeichnet. Es gilt der folgende
Satz: In einem Hilbertraum gelten die Schwartz’sche und Dreiecksungleichung

(Ll <A gl and[[f +gll < I+ Mgl - (4.114)

Weiterhin ist
lgll < IAf+gl firalle Ae© (4.115)
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genau dann, wenn (f,g) =0 ist.
Beweis: Sei a = (f,g). Eine einfache Rechnung zeigt, dass
0 < Af+gll> = APISIP + 2R(@A) + llgl? (4.116)

Damit gilt die letzte Aussage im Satz fiir « = 0. Fiir f = 0 sind die erste und letzte Behauptung
trivial erfiillt. Sei nun f # 0. Wir setzen A = —a/|| f||?>. Mit diesem A\ wird (4.116) zu

0<[INf+gl*=llgll* -

Dies beweist die erste Ungleichung und zeigt, dass die dritte Behauptung nur fiir a = 0 gelten
kann. Die zweite Ungleichung im Satz folgt aus der ersten (man quadriere die zweite Unglei-
chung).

Die Legendre-Polynome sind orthogonal im Hilbertraum Ly([—1,1]) und die Kugelfunktionen
orthonormal in Lo(S?,sin 9 dddyp). Dies ist einfach zu beweisen. Dazu schreiben wir die entspre-
chenden Differentialgleichungen als Eigenwertgleichungen:

_ __d oy 4 _
Afe=UC+1)fr,  A=—— (1 z)dz bzw. A=—Aq. (4.117)

Der Differentialoperator A ist linear. Nach Wahl einer Basis im Funktionenraum ist er eine
unendlich-dimensionale Matrix. Der zu A adjungierte Operator AT wird durch

(f,Ag) = (ATf,q) (4.118)

definiert. Fiir einen symmetrischen Operator ist A = A!. Der Laplace-Operator Aq auf S?
ist offensichtlich symmetrisch, siehe (4.37). Der erste Differential-Operator A in (4.117) ist es
ebenfalls:

1 1
(f. Ag) = /deAg = —(1=2% (fg' - Fg) 111 + /dszfg = (Af.9). (4.119)
—1 -1

Wir setzten hier voraus, dass f und g bei z = +1 regulér sind, so dass keine Oberflichenterme
auftreten.

Es seien nun f; und fy Eigenfunktionen des symmetrischen Operators A mit Eigenwerten

(£ +1) bzw. ¢/(¢’ + 1). Dann ist

(Affv f@’) = Z(E_‘_ 1)(ff7f€’) = (ffaAff/) = el(gl + 1)(f€a ff/) .

Fiir £ # ¢/ muss also (fy, for) = 0 gelten. Deshalb sind die Legendre-Polynome bzw. Kugelfunk-
tionen orthogonal zueinander. Die Kugelfunktionen sind normiert. Es verbleibt noch, die Norm
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der Legendre-Polynome zu bestimmen. Mit

/ld 412y Q—Lﬂw)? (4.120)
LGP\ T ) TV '

findet man, dass

2

2
(PK,PE) = ——— und damit (PbPE’) = 2€+ 1

20+1

Sper - (4.121)

In der Analysis beweist man, dass die Eigenfunktionen jedes selbstadjungierten Operators A ein
vollstandiges Funktionensystem bilden. Sie bilden immer eine Basis im Hilbertraum.
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