Kapitel 10

Relativistische Form der
Elektrodynamik

Die Lorentz-Kovarianz der Feldgleichungen wurde von LORENTZ und POINCARE schon vor der
Formulierung der speziellen Relativitéitstheorie durch EINSTEIN gezeigt.! Die Kovarianz tritt am
deutlichsten zu Tage, wenn man die so genannte Vierer-Notation benutzt. Diese wird im néchsten
Abschnitt eingefiithrt und damit die Kovarianz der Maxwell-Gleichungen im Vakuum bewiesen.
Die physikalische Bedeutung der Kovarianz werden wir weiter unten ausfiihrlich diskutieren.

10.1 Poincare-Transformationen

Im Folgenden sei M die 4-dimensionale Minkowski-Raumzeit (MUNDIS, MINKOWSKI). Die Punk-
te im affinen Raum M sind FEreignisse. Unser Bezugssystem sei ein Inertialsystem I (durch
Fixsterne gegeben). Ereignisse werden durch ihre Zeit, gemessen mit Uhren, welche relativ zum
System ruhen und durch Lichtsignale synchronisiert sind, und ihre kartesischen Koordinaten
charakterisiert.

In einem gewéhlten Koordinatensystem wird jedes Ereignis durch seine Zeit und seinen Ort,
also durch die 4-Koordinaten

LL’O
1
t
e=|" | =(° (10.1)
.I'Z r
333

eindeutig charakterisiert. Hier haben wir die Zeitkoordinate mit der Lichtgeschwindigkeit mul-
tipliziert, damit alle Komponenten von x die Dimension einer Lange haben. Oft schreiben wir
auch z = (z#); u = 0,1,2,3. Die Differenzen von Ereignissen definieren einen 4-dimensionalen

! Aufgabe der absoluten Zeit (W. Voigt 1887), Lorentz-Fitzgerald-Kontraktion (1892), richtige Transformatio-
nen der Raumkoordinaten (Lorentz 1899), Synchronisation der Uhren (Poincare 1904), Invarianz der Maxwell-
Gleichungen (Lorentz 1904, Einstein 1905 und Poincare 1906) und Spezielle Relativitatstheorie (Einstein 1905).
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Vektorraum V. In einem Inertialsystem haben Elemente aus V die Form
¢ =(€¢16.€) baw. = (¢").
Wir fiithren eine Bilinearform ein,
(&x) =" =& =€ - )7, (10.2)

welche mit Hilfe des metrischen Tensors

= (M) baw. np~'= (")

S O o =
|
[t

folgendermaflen geschrieben werden kann

(&x) =3, maw€"X" =& nx. (10.3)

Der lorentzinvariante Abstand zweier Ereignisse mit Raumzeit-Koordinaten x und y ist

d(z,y) = (&£,&), wobei £=y—=x (10.4)

der Differenzvektor zwischen den Ereignissen ist. Indizes werden mit 7, und 7 hinunter- oder
hinaufgezogen, zum Beispiel gelten

f,u = 77W€” bzw. & =nt"¢,, sodass (fa X) = 5“Xu = f,uXM-

Wir haben die Einsteinsche Summenkonvention benutzt, wonach {iber doppelt auftretende In-
dizes (wovon einer kovariant und einer kontravariant sein muss) summiert wird.

Wir betrachten nun ein zweites Inertialsystem I’ (das gestrichene System), welches relativ zum
urspriinglichen ungestrichenen System in konstanter gleichférmiger Bewegung ist. Das Aquiva-
lenzprinzip der speziellen Relativititstheorie besagt nun, dass die Naturgesetze in allen Inerti-
alsystemen gleich aussehen. Insbesondere ist die Lichtgeschwindigkeit in allen Inertialsystemen
gleich (Michelson-Morley-Experiment).

Ein Punktereignis werde nun im Inertialsystems I durch die Koordinaten x und im Inertialsys-
tems I’ durch die Koordinaten 2’ beschrieben. Der Zusammenhang zwischen den Koordinaten
hat die Form

¥ =at + fH(x), wobei fH(0)=0 und a" = konstant

A. Wipf, Elektrodynamik
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angenommen werden kann. Wegen der Homogenitédt des Raumes sind

" =g — gt

ebenfalls Koordinaten in einem Inertialsystem I”. Es gilt dann
2" = fF(z) mit fF(r=0)=0.

Dies bedeutet, dass die vier Funktionen f# den Ursprung in I nach Null abbilden. Wir wollen
nun einsehen, dass es lineare Funktionen sein miissen. Dazu betrachten wir ein Teilchen im
Inertialsystem I, auf das keine Kraft einwirkt. Seine Weltlinie ist eine Gerade innerhalb des
Lichtkegels in I. Vom Inertialsystem I aus betrachtet, ist die Weltlinie des kréftefreien Teilchens
ebenfalls eine Gerade innerhalb des Lichtkegels. Dies gilt fiir alle Weltlininen von kréiftefreien
Teilchen. Die Abbildung f : a* — fH(x) bildet deshalb den Ursprung in den Ursprung und
Geraden (innerhalb des Lichtkegels) in Geraden ab. Dies bedeutet, dass die die Koordinaten
in einem Inertialsystem lineare Funktionen der Koordinaten im anderen Inertialsystem sind:
't = AP 2V beziehungsweise

" =AgV + a2 =Ar+a. (10.5)

Seien nun x die Koordinaten einer zur Zeit 4° am Orte 1y ausgesandten Lichtwelle in I. Beziiglich
I’ wird dieselbe Lichtwelle zur Zeit 4 am Orte 7 ausgesandt und hat die Koordinaten 2. In
beiden Inertialsystemen ist die Lichtgeschwindigkeit gleich, so dass gilt

0=(z—y)nz—y) =" ~y) @ —y) = (@ -y ATnAz —y).
Eine hinreichende Bedingung dafiir ist
ATnA = k(A)p  mit k() =1 und k(A)>0.
Ist k # 1, dann kénnen wir durch eine Maflstabsinderung
¥ — Ve
stets kK = 1 erreichen. Wir wollen also nur Matrizen A betrachten, welche die Bedingung
ATpA = n = A% mash’, = A% Aoy = 1y (10.6)

erfiillen. Fiir solche Transformationen ist das relativistische Abstandsquadrat zweier Ereignisse
x,y im Minkowski-Raum unabhéngig vom Inertialsystem,

(@' =) =" —y)'n@ —y)=@-y)n -y =@-y)?°. (10.7)

Die Menge der Transformationen (10.5)

A. Wipf, Elektrodynamik
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o = AP gt +at, ATpA =7 (10.8)

bilden die Poincare-Gruppe oder inhomogene Lorentz-Gruppe, die mit ¢ bezeichnet wird,
iL = {(A,a)| acV,AeL(V),ATyA = n} . (10.9)
Die Gruppenmultiplikation ist durch die Komposition zweier Transformationen gegeben,
(A2, a2)(A1,a1) = (AaA1, Aza; + a2) . (10.10)

Das Inertialsystem I’ bewege sich relativ zum Inertialsystem I mit der Geschwindigkeit v = ¢- 3.
Wir fithren die Projektoren P und P, in Richtung der Relativgeschwindigkeit und senkrecht

dazu ein,
1 .

Py :@ﬂﬂt und P =1-PF mit =[] (10.11)

Dann lautet der Lorentz-Boost
v B
r=Ar+a, A=(A*)= , (10.12)
-8 PL+9F
mit dem relativistischen ~y-Faktor
1
V= — € [1,:). (10.13)

Ny

Ein in I’ ruhendes Teilchen bewegt sich mit der Geschwindigkeit v im Inertialsystem I. Fal-
len die Koordinatenurspriinge zur Zeit ¢ = 0 zusammen und bewegt sich I’ lings der ersten
Koordinatenachse, dann gilt

20 = ~ (mo _ /81_1) . 22 =g?
't =5 (a:l - ﬁa:()) , o al =18, (10.14)
Wegen (10.6) haben die Matrizen A die Determinante +1,

det AT det A = (det A)2 =1 oder detA ==+1.

Ist ein Vektor £ in einem Inertialsystem zeitartig, d.h. ist (£,£) > 0, dann ist er es auch in
jedem anderen Inertialsystem. Deshalb bildet eine Lorentz-Transformation A das Innere des
Vorwdrtslichtkegels

V, = {g“ >0,(£,6) > 0} (10.15)

entweder in sich, oder in das Innnere des Riickwdrtslichtkegels

Vo ={"<0,(¢6 >0} (10.16)

A. Wipf, Elektrodynamik
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ab. Im zweiten Fall wird die Zeitrichtung umgekehrt.

%0 V,

Vorwirts-
Lichtkegel

%1

[5%)

In der Tat, das 00-Komponente der Matrixgleichung (10.6) lautet ausgeschrieben

A% nagh =1 = (%)% - Y (A%)?,

1

und impliziert (A%)? > 1. Fiir A% > 1 wird der Vorwiirtslichtkegel in sich abgebildet und fiir
A% < —1 in den Riickwértslichtkegel.

10.2 Strome, Potentiale und Feldstarke

Einsteins Weg bei der Entdeckung der speziellen Relativititstheorie fiihrte {iber eine sorgfiltige
Analyse des Zeit- und Raumbegriffes und einige geistreiche Gedankenexperimente. Wir gehen
hier den bequemeren und formaleren Weg tiber die Invarianz der Maxwell-Gleichungen beziiglich
Lorentz-Transformationen. Dabei werden das 4-er Potential A# und der 4-er Strom j# auftreten.

Eine ruhende Ladung hat eine Ladungsdichte, aber keine Stromdichte. Bewegen wir uns aber
relativ zu ihr (oder diese relativ zu uns), dann ordnen wir der jetzt bewegten Ladung neben einer
Ladungs- auch eine Stromdichte zu. Beim Ubergang zwischen Inertialsystemen transformieren
Ladungsdichte und Stromdichte also ineinander. Die Dichten ¢p und j sind nicht so verschieden,
wie sie auf den ersten Blick scheinen. Sie haben die gleiche Einheit und wir kénnen sie zu einer

4-er Stromdichte kombinieren,

A. Wipf, Elektrodynamik
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C
j=G0")= (,;) pn=0,1,2,3. (10.17)
J

Die Notation zeigt an, dass j* ein Vektorfeld ist. Dies bedeutet, dass j bei einem Wechsel des
Inertialsystem wie ein Vektor transformiert. Sind z und 2’ Koordinaten in den Inertialsystemen
I und I’ sowie j# und j’* die Komponenten der 4—er Stromdichte in den beiden Systemen, dann
gilt

J*a") = A5 (z) bzw. g (a) = ASj.(x), A)Y = nwn”BAO‘B. (10.18)

Damit ist festgelegt, wie die Komponenten von j# bei einem Wechsel des Inertialsystems trans-
formieren. Die Kontinuitdtsgleichung (7.46) hat nun die elegante Form

8" (x) = 0. (10.19)

Gilt sie in einem Inertialsystem, dann gilt sie auch in jedem anderen Inertialsystem. Man sagt,
die Gleichung ist kovariant. Wére eine Gleichung der Elektrodynamik nicht kovariant, dann
wiirde diese bestimmte Inertialsysteme auszeichnen, im Widerspruch zum Einsteinschen Aqui-
valenzprinzip.
Nach Einfiihrung der 4—er Notation ist der Beweis der Kovarianz einfach. Aus (10.8) folgt,
dass der 4-er Gradient ein Vektoroperator ist,
0

0= 5 = N0 (10.20)

Deshalb gilt

_ Y o (10.6) . .,
05" (@) = (A, 0y) (A, (2)) =" 0yj"(2) =0

und die Koninuitédtsgleichung (10.19) gilt in allen Inertialsystemen. Der Wellenoperator

iz > )
0= R A=0; - Za} =n"9,0, = 9", (10.21)
i=1
ist ein invarianter Differentialoperator,
O0=0"0, = 8'“(% =0. (10.22)

Eine ruhende Ladung ohne Magnetfeld wird nach (7.47) durch ein skalares Potential beschrieben,
wéahrend eine bewegte Ladung ein nichtverschwindendes Vektorpotential hat. Die verschiedenen
Potentiale gehen bei einem Wechsel des Inertialsystems ineinander {iber. Diese Tatsache und die
Wellengleichungen (7.47) legen nahe, das skalare Potential ® und Vektorpotential A, dhnlich
wie die Ladungs- und Stromdichte, zu einem 4-er Potential zusammenzufassen,

A. Wipf, Elektrodynamik
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AF = ((Z c) — AB(z) = AR AY(z). (10.23)

Dann nimmt die Lorenz-Eichbedingung (7.42) folgende einfache Form an,
0, A" = 0. (10.24)

Wie die Kontinuitatsgleichung ist dies eine kovariante Bedingung. Ist sie in einem Inertial-
system erfiillt, dann gilt sie in allen anderen Inertialsystemen. Fiir Potentiale, die die Lorenz-
Eichbedingung erfiillen, lauten die Wellengleichungen (7.47) fiir isolierte Ladungen und Stréme

OA* = poj#*  (Lorenz-Eichung). (10.25)

Wie erwartet, ist dies eine kovariante Wellengleichung, wie es sofort aus (10.22) folgt. Die all-
gemeine Losung dieser inhomogenen Wellengleichung ergibt sich aus der allgemeinen Losung
der homogenen Gleichung und einer partikuldren Losung der inhomogenen Gleichung. Die all-
gemeine Losung der homogenen Gleichung ist eine Uberlagerung von ebenen Wellen und wird
im néchsten Kapitel vorgestellt.

10.3 Relativistische Form der Maxwell-Gleichungen

Wie lauten nun die Maxwell-Gleichungen fiir die elektromagnetischen Felder (E, B) in kovari-
anter Form? Wir beginnen mit der Umschreibung der Beziehungen zwischen den Feldern und
Potentialen, (7.31) und (7.32),

80141' — 8iA0 = Ei/c und (%Aj — 8]'141' = _5ijkBk . (10.26)

Nun ist aber das in den Indizes antisymmetrische Feld

F(z) = 0,4, (z) — 0,4, () (10.27)

ein Tensorfeld, wie man schnell beweist,
F(2") =9, A,(a') — 0, A, (z)) = AN Fop(a) . (10.28)
Die 6 linear unabhingigen Komponenten dieses Feldstdrketensors lauten nach (10.26)

Foi = Ei/c und F;j = —€;1By, . (10.29)

A. Wipf, Elektrodynamik
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Ausgeschrieben hat der Feldstérketensor die Gestalt,

0 El/C EQ/C E3/C
. —El/c 0 —Bg BQ - ¢ N c
(Fu) = _Bye B o _n | (E/c,B) = (F™) = (—E/c,B). (10.30)

—E3/C —B2 B1 0

Zur relativistischen Formulierung der Maxwell-Gleichungen im freien Raum benutzt man die
Umkehrtransformation zu (10.29),

1
Ei = CFOi und Bi = _§€iijjk . (10.31)

Wir werden nun zeigen, dass die homogenen Maxwell-Gleichungen

V-B=0, vXE+§tB:0, (10.32)

identisch zu den kovarianten Gleichungen

F,u.l/,p + Fpu,u + pr# =0 (1033)

fiir den Feldstarketensor sind. Dies bedeutet, dass die 4-er Rotation des Feldstédrketensors ver-
schwindet. Beachte, dass die linke Seite vollstdndig antisymmetrisch in den Indizes ist. Ver-
tauschen wir zum Beispiel die Indizes p und v und beriicksichtigen die Antisymmetrie des
Feldstérketensors, so édndert die linke Seite in (10.33) das Vorzeichen:

LS(v, p,p) = Fopp + Fpopp + Fupw = —Fuvp — Fopp — Fppp = —LS(p, v, p) -

Um zu beweisen, dass (10.33) nur eine Umschreibung der homogenen Maxwell-Gleichungen ist,
betrachten wir die verschiedenen nicht-trivialen Falle:

Vs P Fuvp + Fopp + Fopp
1,7,0 | Fijo+ Foij+ Fjo; =0
0,k | Fijg+ Frij+ Fjg; =0

Die erste Zeile ergibt die zweite Maxwell-Gleichung in (10.32):
c- (1. Zeile) = —€ijkcaoBk + (@-EZ- — (91'Ej) = —€ijk (8tBk + €kpqaqu) =0,
wobei wir die niitzliche Identitét

> Eijkerpg = Oipdjq — dighjp
k

A. Wipf, Elektrodynamik
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gebrauchten.

Die zweite Zeile ist identisch zur ersten Maxwell-Gleichung in (10.32). In der Tat, wegen der
vollstdndigen Antisymmetrie der letzten Zeile in 4, j, k geniigt es, den Fall 1, 2,3 zu untersuchen:

01Fa3 + 03F19 + 09F31 = —(01B1 + 93B3 + 02B2) = =V - B = 0.

Um die inhomogenen Gleichungen (vorerst im Vakuum mit isolierten Quellen)
1 OFE
V-E=—p und V x B —¢egup— = oJ (10.34)
€0 ot

umzuschreiben, berechnen wir die 4-er Divergenz des Feldstarketensors

0 —El/C —EQ/C —E3(C

E 0 -B B
(O F") = (0o, 01, 02, 03) /e ’ ?

EQ/C Bg 0 *Bl

E3/C — By B, 0

und erinnern uns an die Definition des 4-er Stromes, (j*) = (cp, j) und die Identitét eopo = 1/c.
Damit findet man fir die inhomogenen Mazwell-Gleichungen die an Eleganz kaum noch zu
iiberbietende Form

O F™ = pig j¥ . (10.35)

Wegen der Antisymmetrie von F*” ist die Kontinuitatsgleichung 0,,5% = 0 offensichtlich. Schreibt
man den Feldstérketensor wie in (10.27) als 4-er Rotation des Potentials, so sind die homogenen
Maxwell-Gleichungen (10.33) automatisch erfiillt. Die Umkehrung gilt (in einfach zusammen-
héngenden Gebieten) ebenfalls: Jeder Feldstarketensor, welcher (10.33) erfullt, hat die Form
(10.27) mit einem Vektorfeld A,,.

Unter einer Eichtransformation (7.36,7.37) transformiert das 4-er Potential gemé&f

Ay — Ay — 9, (10.36)

und der Feldstarketensor ist invariant. In der kovarianten Schreibweise ist diese Invarianz offen-
sichtlich
Fo =0,A, —0,A, — 0,A, — 0, A, — (Qﬁ,,)\ — 0,0u\) = Fuy .

10.3.1 Feld einer gleichformig bewegten Punktladung

Im Einklang mit dem Einsteinschen Aquivalenzprinzip fithren Lorentz-Transformationen Losun-
gen der Maxwell-Gleichungen in Lésungen iiber. Es sei nun

/

q T

E(ry=_9 T
() dmeg 1’3

und B’ =0 (10.37)

A. Wipf, Elektrodynamik
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das Feld einer im Ursprung des Inertialsystems I’ ruhenden Punktladung. Wir wollen nun be-
stimmen, wie die Felder in einem relativ zu I’ bewegten Inertialsystem I aussehen. Im System
I bewegt sich das Punktteilchen gleichférmig mit konstanter Geschwindigkeit.

Es bezeichnen x und 2’ die Koordinaten der Inertialsysteme. Bewegt sich I’ entlang der z-Achse
relativ zu I, dann lautet die Lorentz-Transformation

0 0 ~B
1 0 O

r=Az, A=(A*)= 0 01 0 (10.38)
Y8 0 0 v

Wir machen nun Gebrauch von der Transformationsformel (10.28) fiir das elektromagnetische
Feld. Darin tritt A" = Nuan”? A% auf, dass man aus (A*,) durch einen Vorzeichenumkehr von
B erhélt. Mit (10.30) ergeben sich dann die Transformationsformeln

Ey(x) = (BEi(2') + BeBa(z')) , ¢Bi(z) = v (eBi(2) — BEa(2)))
Es(x) = v (E5(2') + BeBi(2")) , ¢Ba(z) =7 (¢B)(2') + BEL(2))) (10.39)
Bs(x) = E3(2’) , Bs(x) = By(a').

Fir eine in I’ ruhende Punktladung verschwindet das Magnetfeld B’ und diese Formeln verein-
fachen sich. Setzen wir noch
P= (z—vt) 27+, (10.40)

dann hat das elektromagnetische Feld einer lings der z-Achse mit konstanter Geschwindigkeit
v = fBc bewegten Punktladung die Form

€z -y
qa 7 Hog YU
Ez)=——7 B . 10.41
(@) dmeg '3 y » cB(z) = an 3| 7 (10.41)
z—vt 0

Des elektrische Feld steht senkrecht auf dem magnetischen Feld in Einklang mit der Tatsache,
dass F - B eine lorentzinvariante Grofie ist.

Fiir einen allgemeinen Lorentz-Boost zwischen Inertialsystemen mit Relativgeschwindigkeit v
fithren wir den Projektor P auf die Relativgeschwindigkeit, siehe (10.11). Die Felder kénnen
dann in ihre Komponenten parallel und senkrecht zur Relativgeschwindigkeit zerlegt werden,
zum Beispiel

E:EH—FEJ_IJDHE-FPJ_E, PJ_:]I—PH.

A. Wipf, Elektrodynamik
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Dann lauten die Transformationsformeln

B(z) = B"‘ (') +~ (B (a")+ B x E'(z')/c) . (10.42)

Wir betrachten nun das Feld einer in z-Richtung bewegten Ladung etwas genauer. Dazu schrei-
ben wir das elektrische Feld in (10.41) in der Form

X
g 1- B2
¥ (ct—B22+(1-p)2—cep| ¥V | (10.43)

z — vt

Es sei nun o der Winkel zwischen den Kraftlinien des elektrischen Feldes und dem Geschwin-
digkeitsvektor, siehe Abbildung 10.1.

A XY

e— vt

Abbildung 10.1: Zur Richtungsabhdingigkeit der Felder einer gleichformig bewegten Punktladung.

Aus der Abbildung lesen wir folgende Beziehung ab:

sin?a = $2+y2
T2y 4 (z—vt)?

(10.44)

Mithilfe der daraus resultierenden Identitét

(Bz = ct)® + (1 = %) (r* — 3t?)
(r — vt)? ’

1—f%sin’a =

A. Wipf, Elektrodynamik



10. Relativistische Form der Elektrodynamik 10.4. Erhaltungsséitze fiir Energie und Impuls 162

kénnen das elektrische Feld in folgende Form bringen

_q 1—p? r — vt
 dmep (1 — B2sin?)3/2 |r — vt3

(10.45)

Man sieht hier deutlich, dass die Feldlinien geradlinig vom Ort vt der Ladung ausgehen. Der
Betrag des elektrische Feldes

_q 1— 2 1
4req (1 — B2sin? @)3/2 |r — vi|?

|E| (10.46)
ist jedoch keineswegs kugelsymmetrisch. Er hangt vom Winkel zwischen Geschwindigkeit und
Richtung der Kraftlinien ab. In Richtung der Geschwindigkeit ist er am kleinsten, senkrecht
dazu am grofiten

g 1-p° ¢
Fuin = —_— d Fhpax=—"7—"7"—"5. 10.47
T dreg | — wt]? . BT Ameg |1 — vt|? ( )
Also ist 3
Emax ]- 3 ( E )
= =A% == . 10.48
Erin (1 _ 52)3/2 v mec2 ( )

In dem MaB, wie die Geschwindigkeit des Teilchens sich der Lichtgeschwindigkeit ndhert, kon-
zentriert sich also das ganze Feld auf eine flache, senkrecht zur Bahn orientierte Scheibe. Zum
Beispiel fiir Elektronen mit 1 MeV ist 8 ~ 0.94 und entsprechend ist das Verhéltnis etwa 10. An
dem vorgeschlagenen Elektronenbeschleuniger ELFE hétten die Elektronen etwa eine Energie
E ~ 15 — 30 GeV und es wére

Emax ((15 —30) - 10°

3
= ~ (27 — 216) - 102 .
Frnin 0.5 ) ( )

Im Grenzfall v — ¢ wird die Feldstarke in der Scheibe unendlich.

10.4 Erhaltungssatze fiir Energie und Impuls
Jeder erhaltene Vierer-Strom (j*) = (cp,j) definiert eine erhaltene Ladung,
d
Gﬂj“:0:>—0/d3mj0:—/d3xv-j:—%j-dfzo.
dx

Die Stromdichte soll im rdumlich Unendlichen so schnell abfallen, dass bei der partiellen Inte-
gration keine Oberflichenterme auftreten. Dann gilt

d

A. Wipf, Elektrodynamik
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Die Erhaltung der elektrischen Ladung ist ein wichtiges Beispiel, wurde aber schon hinreichend
oft diskutiert.

Homogene und isotrope lineare Medien

In polarisierbaren und magnetisierbaren Medien dndern sich die homogenen Maxwell-Gleichungen
(10.33) nicht, die inhomogenen aber sehr wohl. Man fiithrt neben dem Feldstarketensor die an-
tisymmetrischen Grofle
0 —CD1 —CDg —CD3
O R (10.50)
CD2 H3 0 —H1

CD3 —HQ H 1 0
ein. Dann schreiben sich die inhomogenen Maxwell-Gleichungen geméf
O F" = j¢ . (10.51)

Im Vakuum ist F* = poF*. Fir Medien sind F*” und F*” im Allgemeinen nicht mehr pro-
portional zueinander. Selbst in linearen und isotropen Medien héngt die gegenseitige Beziehung
von den Materialkonstanten pu, und €, ab.

Wir wenden uns deshalb der Erhaltung von Energie und Impuls zu. Folgende Umformungen

sind dabei hilfreich
F, jf =F, ””—IF i 1F Py 1F i

it = FuF, = 5( - ),p + ) uwF "y — ) v pF

Wir benutzen die homogenen Maxwell-Gleichungen (10.33) in der Form
Fuvp = —Fopp = Fopp,
um den letzten Term umzuschreiben, und erhalten
2 1 oV 1 pv 1 2% 1 pv
F'LLI/]f = 5 (Fuyf ),,D + §FNV’F,[J + in#,y./T" + §pr,#f .

Mit Hilfe der Identitét
Fpuﬂ/]:py = Fvu,p}—yp = Fuv,p}—py

formen wir den zweitletzten Term um und finden

) 1
Flu/j%j = (FMV.FPV)7P - 5pr7u,fpy .

Falls nun F' und F [linear und mit konstanten Koeflizienten verkniipft sind, dann kann der letzte
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Term folgendermaflen geschrieben werden,

1 14 1 174
§va,u~7:p = Z(va]:p )# .

Damit gelten fir lineare homogene Medien die 4 Bilanzgleichungen

1
b ”Fpofpa> . (10.52)

F/J,I/jfl'/ + Tﬂl’ly =0 mit TMV = — (Fup]:l’/? _ Z b

Diese vier Identitdten sind gerade der Erhaltungssatz fiir Energie und Impuls. Um dies einzuse-

hen, spalten wir F),,jf in Raum- und Zeitkomponenten auf,

Foujf = Fuiji = E - ji/c,
Fjf = Focps + Fijji = —Eipr — (§r x B);. (10.53)

Die auf den rechten Seiten auftretenden Grofien sind

e Die vom elektrischen Feld an der stromenden Elektrizitit geleistete Arbeit pro Raum-
element j¢ - E/c. Sie wird im Allgemeinen in Wéarme umgewandelt und heifit Joulesche

Warme.

e Die vom Magnetfeld B auf eine Stromverteilung j ausgeiibte Kraftdichte jr x B. Man
erinnere sich daran, dass die auf ein geladenes Teilchen wirkende Kraft im Magnetfeld
qu X B ist.

e Die vom elektrischen Feld E auf eine Ladungsverteilung ausgeiibte Kraftdichte pf E. Dies
ist die Kontinuumsversion der Kraft ¢ F auf ein geladenes Teilchen.

Ohne freie Ladungstréger ist 7} kovariant erhalten, 9,7,” = 0. Mit Hilfe des Tensors T"”
kénnen wir im ladungsfreien Raum vier zeitlich erhaltene Ladungen definieren,

BT = /d% 7% (2). (10.54)

Der erhaltene 4-er Vektor P* enthilt die Energie P° und den Impuls P des elektromagne-
tischen Feldes. Deshalb heifit T#” Energie-Impuls-Tensor des elektromagnetischen Feldes. Zur
Begrindung spalten wir 7, in Zeit- und Raumkomponenten auf. Dazu bemerken wir, dass

, E-D Y (E x H)!
F FP =
¢cBxD ED'+HB'-B-HI
F,F* =2(E-D - B - H)
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ist. Es folgt, dass der Energie-Impuls-Tensor folgende Form hat

1(E-D+B-H 2¢71 (E x H)!
), =5 ( ) . (10.55)
2 2cB x D (2ED' — E - D1)+ (2HB' — B - H1l)
Die Erhaltungssétze (10.52) nehmen jetzt eine verstandlichere Form an:
Die zeitliche Komponente von (10.52) lautet
0 1
M Y.§=—ji-E, u=-(E-D+B- H)
ot 2
S=FExH. (10.56)

In der Elektrostatik haben wir (fiir lineare Medien) gezeigt, dass u. = E - D /2 die Energiedichte
des elektrischen Feldes ist. In den Ubungen haben Sie sich davon iiberzeugt, dass B - H /2
die Energiedichte des magnetischen Feldes ist. Deshalb interpretieren wir d;u in der obigen
Formel als zeitliche Anderung der Energiedichte des Feldes. Der Poynting’sche Satz (10.56) ist
die Energiebilanz im elektromagnetischen Feld: Die linke Seite entspricht dem Energieaustausch
zwischen dem betrachteten Volumenelement und seinen Nachbarelementen und die rechte Seite
den Verlusten durch die Erzeugung von Joulscher Warme.

Die Interpretation des Quellterms auf der linken Seite wird noch deutlicher, wenn wir (10.56)
rdumlich integrieren; dann haben wir bei Benutzung des Gauflschen Satzes

i/dgxu—l—fdf-S:—/d?’rE-jf. (10.57)

Die Bedeutung des nach POYNTING benannten Vektors S als Energieflussdichte des elektroma-
gnetischen Feldes ist daraus ersichtlich. S zeigt in Richtung des Energieflusses und sein Betrag
gibt an, wie viel Feldenergie pro Zeit durch ein Flachenelement (L zu ) fliefit.

Die rgumlichen Komponenten von (10.52) lauten

0 .
8jﬂj = —g(D X .B)Z — prZ‘ — (]f X B)z (10.58)

Tij = diu — (E;Dj + H; Bj) . (10.59)

Der Tensor? T;; heifit Mazwellscher Spannungstensor. Bezeichnet man die Summe samtlicher
Impulse der Teilchen innerhalb V mit Ppech, so ist nach dem 2. Newtonschen Gesetz die zeitliche
Anderung ihres Gesamtimpulses gleich der iiber V integrierten Kraftdichte,

d

S Pun= [ (pE+jx B)dr. (10.60)
it y

Zur Interpretation von (10.58) integrieren wir diese Bilanzgleichung iiber ein beliebiges Raum-

2Tensor beziiglich der raumlichen Drehungen.
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gebiet V' mit dem Resultat

d

d
*Pmecz D B T‘zd 10.61
dg’ meeh dt/( 8 f 345 (10.61)

Diese Gleichung legt nahe, das Volumenintegral auf der linken Seite als Gesamtimpuls Pjq der
in V vorhandenen elektromagnetischen Felder zu identifizieren,

Piog = / (D x B)d*r, (10.62)
|4

und den Integranden als Impulsdichte des Feldes. Damit ist die Variation des Gesamtimpulses
von Materie und Feld gleich

d d
2P = & (P + Prad) = 74 Tjdf; (10.63)

Deshalb ist }_; Ti;jn;, wobei n die nach auflen gerichtete Flichennormale an OV ist, als die i'te
Komponente des auf die Flacheneinheit bezogenen Impulsstromes zu interpretieren.

In Abwesenheit von materiellen Teilchen werden die 3 Gleichungen (10.58) zu Kontinuitétsglei-
chungen und besagen, dass die Anderung des Feldimpulses innerhalb V' gleich dem Impulsfluss
aus JV ist. Fiir einen rdumlich schnell abfallenden Spannungstensor ist der gesamte Feldimpuls
zeitlich erhalten. Diese Bilanzgleichungen und die entsprechende Bilanzgleichung fiir die Energie
heiflen Minkowskische Gleichungen.

Eigenschaften von T),,:

Der Energie-Impuls-Tensor 7}, des elektromagnetischen Feldes in (10.55) ist spurlos,
T#” =n"T, =0. (10.64)

Die Quanten des elektromagnetischen Feldes, die Photonen, sind masselos. Die Spurfreiheit von
T}, ist eng mit dieser Eigenschaft der Lichtteilchen verkniipft.

Der Energie-Impuls-Tensor mit kontravarianten Indizes

WE-D+B-H “1(E x H)!
THY — 2( ) ¢ ( ) (1065)
cD x B 3(E-D+B-H)l- ED'— HB!

ist im Allgemeinen nicht symmetrisch. Nur fiir verschwindende Polarisation und Magnetisierung
wird er symmetrisch,

E? + B2 2¢(E x B)t

Bl 20Ex B (E®>+ B2 1 -2EE' - QCQBBt) '

Die fehlende Symmetrie des Energie-Impuls-Tensors in makroskopischen Medien hat viele Phy-
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siker gestort. Fiir Modifikationen des Tensors in Medien verweise ich auf die Literatur?.

3siehe z.B. L.D. Landau und E.M. Lifschitz, Elektrodynamik der Kontinua, Abschnitte 10,15 und 34; I. Brevik,
Videns. Sels. Mat.-fys. Medd. 37 (1970) No. 11 und No. 13.
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