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Vorspann

fundamentale Wechselwirkungen: Eichtheorien

Elektromag. WW: Maxwellsche Theorie

elektroschw. WW: Weinberg-Salam-Model
starke WW: Quantenchromodynamik
Gravitation: Einsteinsche Theorie

Minkowski RZ: Ereignis (ct, %) = (z#) =z
Poincare Transformationen:
ot — 2P = AEg” o, da'F = A da

nuwdztdz"’ = nydetde’ =
/\T77/\:777 (nlﬂ/) :dlag(17_17_17_1)

4-Gradient
1
= (Zat’ V)=0,=(N\"1"0 =N,

e dx¥ kontravariant
e 0, kovariant
o A,BH = n,, AFBY Lorentzinvariant.



Symmetrien und Erhaltungssatze

Lagrangeformalismus

L-Funktion: L = /d%c, L= L(¢, )

Variationsprinzip (S Lorentzinvariant, reell)
5S =0, S=/dtL:/d4:c[,.

Bewegungsgleichungen

oL

Iu( )——

3(@@)

Beispiele fur Lagrange-Dichten

o Klein-Gordon Feld £ = (9,4)t0t¢ — m2¢t¢
= (O0+m?)p=0

e Dirac-Feld L = 15(127“(‘9“ —m)y, P = WWO
= (i —m)y =20



Symmetrien
LOosungen — Losungen, S invariant
e Poincare-Invarianz:
(") = o(z), ¢'(a") = SyY(x)
' = z+a== 6¢p=a"duo

e Globale U(1)-Eichinvarianaz:

¢'(z) = g¢(x), ¢'(z) = gy ()

g=e?r~14id= ¢ =i\
Erhaltene Noetherstrome

Bewegungsgleichungen =
oL oL

0L = 0, (0 —5 =0 )
Innere Symmetrien: L =0 =
0L
JH = do, o,J* = 0.
5@p0)’ O

Erhaltene Noetherladungen:

O =0, Q=/d3xJO=/d3x7r5qb(m)



Skalar  Ju = i(9u¢'¢—10u0), Q =i(¢T¢o—¢'¢)
Dirac  J, = Yyu, Q= ¢Ty
kanonisch konjugierte Impulsdichte

oL
m=55 0 8@ TWomy0 =6@E -9 =
(6(2),Q} = [ Py{s(@), m(1)sd(y)} = 66(a),

Q erzeugt (t-unabh.) Eichtransformationenl

Translationen: S invariant, £ nicht invariant:

oL
6L = 8L = 0,(
"2 6(0u0)

Opp) = OuJ" =10

Noetherstrom = Energie-Impuls Tensor

oL

Noetherladung = Energie-Impuls
P“:/d3xT0“, PO EH:/d3:c(7rq5—£)
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Potentiale und minimale Kopplung

Eichpotentiale:

homogene Maxwellgleichungen

V-B=0, VXE4+—=0=
cat_’
L R ~ 10A
B=VxA |, EFE=———YVo.
c Ot
Eichtranformationen mit A = \(¢, ¥)
A,:A_V)‘a @/:SO_I__E) (EaB)_>(E7B)
c

(o, A) ~ (¢!, A") eichdquivalente Potentiale

rel. Formulierung: 4-Vektorpotential
Ay = (A9, AL, A%, 43) = (p, A)
(A,u) (A07 Ala A27 A3) — (Qoa _A)

Eichtransformationen:

Ay — Al = Ay — 3



L_orenzeichung
At =0 == 0Ar = J", (J")=(p,j).
— Lienard-Wiechert, ...

Kovariante Ableitung (A =c=1)

e Mechanik:
E — E — ep, P—sT=p—eA
1 .
=~ p? S H=—(F—eAd)’+ep
2m

— Lorentz'schen Bewegungsgleichungen fur ge-
ladene Punktteilchen

e Quantenmechanik: Korrespondenzregeln

1
EFE—1i0¢ und p— -V
(/

— Schrodinger-, Klein-Gordon- und Diracglei-
chung in ausseren elm. Feldern.
e Ersetzung- und Korrespondenz (p* = (E,7p))



D, = 0, + teA,: kovariante Ab/eitungl

transformiert kovariant:

Du(A') = 0p +ieA), = 8y + ie(Ay — )
= ew)‘((% -+ ieA,u)e_ie)‘

Du(A") = gDu(A)g™ 1, g(z) = @) ¢ U(1>|

Kommutator

[D'u,, Dy] — Ze(a'uAy — ayA'u) p— 'ieF'u,y, (1)

Antisymmetrische Feldstarketensor

[0 E1 Ey Ez )
~E{ 0 —Bs B
—E> Bs 0 -B;

\-B3 -B, B 0
= Oy MY = J¥, Fyy eichinvariant:
[Du(A"), Dy (AD)]

(9D, (A)g~ Y, gDu(A)g™ 1]
ieng/(A)g_l = teF(A)

ieF,,,,,(A' )
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D,¢ transformiert genauso wie ¢!

Al = Ay, ¢ =go=
(Du(A)9) = Du(A)¢' = g Du(A)g,

Ist L(¢,00¢) invariant unter globalen
Eichtransformationen, ¢ — g¢, dann ist
L(od, Do) invariant unter lokalen
Eichtransformationen

¢(x) — g(x)p(x), Ap(z) = Au(z) — Oui(z).
e Prinzip der minimalen Kopplung

Beispiele eichinvariante fur Lagrange-Dichten
e Klein-Gordon Feld Ly = (Du¢)TDt¢ —m2¢T¢
— (DD, + m?)¢$ =0
e Dirac-Feld Ly = Y(iy*Dy — m)i
= (i) —m)yp =0, P =~"D,



Ubung: (¢, A,) bzw. (v, A,) Losungen der Klein-
Gordon bzw. Diracgleichung. Zeige, dal3

(¢/,Al) bzw. (¥, Al), ' =gy
(g(x) = exp(ieA(x)) ebenfalls Losungen.

Experimente auf der Erde sollen nicht durch
Phasenanderungen hinter dem Mond beeinflul3t
werden — T heorie soll invariant unter raumzeit-
abhdngigen Phasentransformationen mit g(x)
sein.

Forderung der lokalen Eichinvarianz — Eich-
potential (Zusammenhang, Konnektion)

Spin O,l: Eichprinzip — eindeutige elm. WW.

Noetherstrom:
A konstant: ¢ = iAp, 0A=0=0Ly; =0
oL
gt =0, Jt=ie{l——M _¢—h.c}

(Dpug)
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JH($,00) — JH(¢, Do)

JH eichinvariant, erhalten

Ubung 1: Zeige, daB

_ _99M _ _OLm
A, A,

JH

e Durch explizite Rechnung fur ein geladenes
Skalarfeld, fur welches

Tt = —ie{(Du¢)T¢ — ¢'Dpuo}.

e Durch Ausnutzung von

L€, Ay —idp)\) = Lar(h, Au)
Ubung 2: Zeige, daB fur ein Diracfeld
JH = ey
Variationsprinzip
58 = 0= §,F" = J¥, gesucht § = /d4:c L,
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S lorentzinvariant, eichinvariant, O(A42).

5 / dAzF FHY = 2 / 44z (8 F ) FHY
= 4 / d4z 6 AL, FH.
55
SED=—Z/d4:CFNVF'LW, ED:({?NF'LW
5A,

Invariante Lagrangedichte/Wirkung

L= —3FuF" + Ly(¢,Dp), S= Sgp+ Su
dS = 0 = Feldgleichungen

JH eichinvariant, erhalten

Elektrodynamik = U(1)-Eichtheorie I

Oy — Dy == Dynamik

Geometrisierung der WW (Faserbilindel)
kOonnen konsistent 'quantisiert werden’
gute bis erstaunliche Ubereinstimmung mit

Experimenten
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Bemerkungen
e n geladene Felder
¢ — U(g)$, U(g) = diag(e™n?, . . eleint)
Darstellung von U(1) = {g|g = expie)l}:
U(l) =1, U(gg) =U(g)U(g)
Ladung e; qq € Z = irred. Darstellung
Massenterm m2A,A* in L 'verboten’

o
o
e Quantisierung — Quantenlektrodynamik
e Eichinvarianz — Unitaritat der QED

Nicht-abelsche Eichtheorien
U(1)-Symmetrie — nicht-abelsche Symmetrie

Symmetriegruppen und ihre Lie-Algebren
(Speziell) unitare Gruppen:

{g € My(C)|gtg = 1}, dim = N?
{g € U(N)|detg =1}, dim = N°—1.

U(N)
SU(N)
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Lie Algebra
G={iX|g=e%~1+iX}
Xa € G = aX1+ X2, [X1,X2]€1G
linearer Raum mit [.,.], Jakobi-Identitat
(X, Y, Z]] + [Z,[X, Y]] + [V, [Z, X]] = 0.
Speziell:
UN): 1 =eXem X" o —i(x — x1

su(N) = {X|X 4+ XT,Sp X = 0}|

Basis {Tu}, Strukturkonstanten f ¢ € R:

[Ta, Tp) = ZZ fabcTcI

Rang r: maximaler Satz kommutierender 1.
{H1,...,Hr} C {T,} — Cartan-Unteralgebra
Rang(SU(N)) =N —1
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e Die Symmetriegruppe SU(2)

b _
SU(2) = {g|g=<a5 _), aa + bb = 1}
— a
su(2) : To = 304,  SPTaTh = 304
Strukturkonstanten:

[Taa Tb] = 1€gpclc == fabc — €abc:

e Die Symmetriegruppe SU(3)

1
Ta=§)\a, a=1,...,8, H1=T3,H2=T8

Gell-mann Matrizen

01 0 0 —i 0 1 0 o0
A = (1 0 0) )\2=<i 0 0) A3:<O _1 o)
0 0 0 0 0 0 0O 0 0
0 0 1 0 0 =—i 0 0 0
A = (o 0 o) A5=(O 0 o) /\6=<o 0 1)
1 0 0 i 0 0 01 0
(o 0 0) ) (1 0 o>
Ay = [0 0 —i)] xa=—[(0 1 0 ).
0 i O v3\o 0 -2

Sp TaTb — %50,67 [Ta7 Tb] =1 abCTC
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abc | 123 147 156 246 257 345 367 458 678

V3 V3

1
2 2 2

1 1 1
2 2 2

N[~

fabc 1 % o
Darstellungen

U:G>q9g—U(g) € L(V), unitar,

U(gg) =U(g)U(g), U(e)=1
= U(g™H) =U"Y(g) =U'(g)

hier: definierende und adjungierte Darstellung

e definierende Darstellung:
g — U(g) =ge L(CY)
e komplex konjugierte Darstellung:
g — U(g) =g € L(CY)

e adjungierte Darstellung:

g — Ad(g), Ad(g)X =gXg~ !, V=0

Ubung: Zeige, daB Ad eine Darstellung ist und
daB Ad(SU(2)) = SO(3)
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Induzierte Darstellung U — Usx:

Us(aX + B8Y) = aU«(X) 4+ BUY)
Us(gXg™ 1) = U(g)Uu(X)U(g)?
U«([X,Y]) = [U«(X),Ux(Y)]

Es folgt

[Ux(Tw), Us(Tp)] = 4 abc Ux(Tt)-

Eichtheorien — Invarianten:

e fundamentale Darstellung: V = CV

Skalarprodukt : (z,y) = SV 7y
g€ UN) = (9z,9y) = (z,y)
e adjungierte Darstellung: V=g

Skalarpodukt : (X,Y) =Sp XY
(Ad(g)X, Ad(g)Y) = Sp (gXYg~ 1) = (X,Y)

"Treuheit' der adjungierten Darstellung:
Ad(g) = Ad() & gXg ' =X ' VX
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Zentrum von G

Z = {zlzg=g9z VgeG}CG
=2Xz"l=X vX
=g=g9z, z€¢€Z.

Z(SU(2)) ={£1}, Z2(SU(N)) = 2Zn

Ad(G) =G/ Z, z.B. SO(3)=S5U(2)/Z;
Wichtig fur FarbeinschlulB in QCD.

Darstellungen der Liealgebra

{H;, +=1,...r} € Cartan Unteralgebra

Auf- und Absteigeoperatoren
[H;, Eq] = a;Eq, o €R" Waurzel
a, B3 Wurzeln — —a, —83,0q(8) Wurzeln

2(a.8) _,

N(N — 1) Wurzeln |, 5
«
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Einfache Wurzeln:

r
a = Z NGy,  Ng 2> O oder n;<O0
i=1
— positive und negative Wurzeln

SU(3) : Hi = A3, Ho = )\g

acpy = (2,0), Eo gy = T1 +iT5
apy = (-1,V3), Eay, =T7+ily
az) = 1) T (2

Weyl-
reflektion

a2) a3)

“| erste Weyl-
kammer

- 01y o)

-0

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
o
~
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

&)
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Gewichte einer Darstellung

[U«(H;),U«(H;)] =0 simultan diagonalisierbar

Us(H;)|p) = pilp), |u) € V Gewichtsvektor

hochstes Gewicht umax € R" < irr. Darstellung

Ea|,uma:c> — O, a > 0.
SU(3) 3 g—g Wmaz =

1

V3
— _ 2
3 g—g ,meax:\/—§<

A -ag)

e

' A@3)—a(@3)

My

Weylrefl.

.- 7\/(/2/) - €) i X (\2)\*_0( 2
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Tensorpodukte von 3,3 — alle Darstellungenl

Weylreflektionen

A 3 simple roots

s 3 ® 3x3=8+1
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Nicht-Abelsche Eichtheorien

Multiplett massiver Spin 1/2-Teilchen

Y1
Y = ( : ) e V, Darstellung v — U(g)v
YN

IZ: (@17"'712707 izzwtyo

Lagrangedichte der Materie

) i@ —m
Ly = @ (i
i —m

= 19 —my

Globale U(N)-Symmetrie (6L, = 0)

v — U9y , ®— U 1(g)
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Lokale Eichinvarianz

Lokale Eichtransformationen (def. Darstellung)

Y(z) — g(z)¥(z)
L, Sps nicht mehr invariant — minimale Kop-
pelung

Oy — Dypyp = (O + 1eAp)y
Verlange
Du(A") = gDu(A)g™* = ieA, = g(du + ieAu)g ",

p—

_ ( _
Al =gAug ! - ~99ug !

Ay ist Lie—AIgebra—wertigI

Andere Darstellung U(g):

D (O + 1eUx(Ap) )y
Du(A") U(g)Du(A)U(g)
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Zusammenfassung: Globale Symmetrie

L@, o0") = Ly, 09), o' =U(g)y, 89=0

kann 'lokal gemacht’ (geeicht) werden:

Ly (', D(A)Y') = La(y, D(A)) |

_ ) _
W =U(g)y , A, =gAug 1+gaugg 1

Verallgemeinerung von Lpp =7

L Lorentz- und eichinvariant, maximal erste
Ableitungen

Feldstarke:
1 1 , :
F'u,y = E[D'u,, Dy] — ;[8M _I_ Z@A’u, 81/ —I_ Z@Ay]
— a’u,Al/ — 3;/AM -I_ ZC[A’LL, Ay]

antisymmetrischer Tensor, transformiert kova-
riant
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Du(A") = gDu(A)g™* =

F,LLI/(A,) — gF,uv(A)g_l I

v

In Komponenten:

Fi Ty = 0uAlTa — 8yALT, + ie AL AS[Ty, Te)

F,LCLLI/ — 8#"43 o aVAg - ef%cAl,ZLAIC/
Yang-Mills Lagrangedichte

e eindeutige eichinvariante skalare Dichte!

Gekoppeltes System:

L= EYM + EM(¢7D,M¢)I
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Bemerkungen: Eine Eichtheorie bestimmt durch

e Eichgruppe G
QCD - SU:(3)
Weinberg-Salam: SU(2) x Uy (1).

e Darstellungen der ¢, ¢

e universelle Koppelungskonstante e

e evtl. weiter Parameter in L,

e Weinberg-Salam Modell: Koppelungskon-
stante im Higgspotential, KMS-Matrix, Yu-
kawa Koppelungen

Infinitesimale Eichtransformationen:

g=¢e"* ~ 1 4ieX

¢ ~pFieXp, A, ~Au+ie[X, Ayl - 9uX.

5¢ — Z€X¢ 3 5F/J,]/ — 'ie[X, F'u,]/]
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In Komponenten X = \%Ty:

SFL, = —ef%MFS,
JAL = —9u\% 4 ef%y ADNC
Eichstrome:
OL

T =

—— e Owlh = efarc AT = (D)
V)

e Dirac-Feld (def. Darstellung)

L=ipPy, JHW) = ey Tat)
e Skalare Felder (def. Darstellung)

L = (Dup) DHp, JH(p) = —ie(DHp, Tad) + h.c

Quantisierung: Eichladungen [Qq, Q] # O

Frage: Was ist JE () fur

L= (Dup)'DFp -V (¢), V(gp)=V(e)
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Feldgleichungen

Ay Eichbosonen, adj. Darstellung
¢,1: Spin-0/5 Teilchen, def. Darstellung

_LYM + ng —+ L¢
Lyy = —5F Fau
Ly = (DF¢,Dug) — V()
Ly = YD —m)y
V(gp) = V(g) Higgspotential
L eichinvariant

D
I

0S: partielle Integration, Sp (TuTp) = d4p:
5Sy 1 = / 5Aa(D“F“”)a,
555 =— [ (00.D% + 20 — [ 64372(0)
55y = [ SBGP —m)w + he. — [ SALI(H)
JE - Eichstréme

Ubung: Beweise diese Formeln
28



e Yang-Mills-Gleichungen
(DuF*)a = Jg (@) + Jg ()

(DuFH)q = OuFM — efop AL FH

e Kovariante Klein-Gordon-Gleichung

oV
7
DDy + 525 =0

e Diracgleichung

(ip —m)yy =0.]

o S bzw. EOM — Quantisierung
o Reine Eichtheorien

S = —%/Sp FuF", D, FM =0

intensiv untersucht: Instantonen, Gitterrech-
nungen — Spektrum, Phasen
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Quantenchromodynamik
Mesonen, Baryonen ~ gebundene Quarks

6 flavours, Spin(Quarks)zé

e I Is S C B MEV /c?

2 1 1
ul 2 3 5 0 0 O 5(330)
d|-3 s -3 0 0 0 7(336)
s|-: 0 0 -1 0 O 150(540)
c| 2 0 0 0 1 0]1500(1550)
b|-2 0 0 0 0 -1 10000
t| 2 0 0 0 0 O 175000
Mesonen ~ qq Baryonen ~ qqu
K= (sd) K*= (su) n =(ddu) p=(uud)

T = (dn) 0= (qu+dd) T = (ud) S (uus) 5 O=(uds+dus) S*=(dds)
N = (Gu-dd) A =(uds-dus)

K- = (s) K- 0= (ds) ="=(ssd) =0=(ssu)
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Idealisiertes Drei-Flavourmodell

u,d,s Quarks:
e Flavour-Universalitat, my ~ mg ~ ms

Uu

S

e Quarks transformieren mit 3 von U(3)
e Antiquarks mit 3 von Uy(3).

Universalitat =

U(9)Hstr U 1(g) = Hypy = [Un(Tw), Hytr] = O,

Schur: alle Zustande einer irr. Darstellung
haben dieselbe Energie (Masse)

e Mesonen: 33 =8a@1

e Baryonen: 3 33 =1062:-86¢1

Nur approximative globale Symmetrie
My ~ Mg F= Mg
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Spin 4 Statistik, o(e"et — Hadronen):

q haben weiteren Freiheitsgrad: Farbel

Uy dr
(ua) =|ug |, (da)=1dg |,..., 18 Quarks
Up dp
Farbmischungen: SU.(3)-Transformationen
¢—>9¢7 w:uadasw'w gESUC(3)
[Ux(Ta), Hoepl = 0, To € su(3)

Farbsymmetrie exakt und lokal = QCD ist
SU.(3)-Eichtheorie (Confinement?)
e Quarkfelder

Vja a = blau,rot,. .. = Farbe
j=u,d,...= Flavour, SU.(3)

e Gluonenfelder
Al a=1,...8, masselos, Spin 1
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Lagrangean fur Quark und Gluonenfelder:

8
Locp = —7 Y (FL)?

a=

1
nf 3
Z Z a(i@ 58 4 z'ev'“AZT;‘B
j=la,p=1

~6%m);

3 Flavours, chirale Grenzfall m; = O:

S invariant unter globaler Symmetrie
SUy(3) x SU4(3) x Uy (1)

e Vektorsymmetrie:

i — (€M) ipthp, € €U(3) ~ SU(3) x U(1)

e AXial-Vektorsymmetrie:
i — (€75 )by, € € SU(3)
Erhaltene Noetherstrome:

T =9y Tay I = PytysTay)
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e Hadronenspektrum: nur approximative SUy (3)-
Symmetrie =

SUy (3) realisiert, SU4(3) spontan gebrochenl

Qal0) =0 aber @Qg|0) # 0.
— 8 Goldstone-Bosonen fur 3 Flavours

om0, K¥ K9, KO n
Spontane Symmetriebrechung

5.0 = i[¢*Q2, O] = “ P,

Ordnungsparameter: ¢, = (0|P4|0)

Ga

i{0]Q2© — ©Q2|0)
i{Q20|©|0) — i(0|©Q2|0)

ba 0 == Q2|0) £ 0 SSB

Chirale Symmetriebrechung:
® = au, (0|aul0) ~ (250MeV)3.
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$ zusammengesetzt: dynamische SSB.

Methode der effektiven Potentialel

Weinberg-Salam Modell

SUr (2) x Uy (1)-Eichtheorie

Ab . SU(2) — Eichfelder
BH U(1) — Eichfeld

Rechtshandige Fermionen = SU(2)-singletts:

Ywr = PRy, er,ur, dg, Pr=3(14+1s)
Linkshdandige Fermionen = SU(2)-dubletts:

1% u
¢L=<ee;>, (d,L>, e, = 5(1 —vs)e
L

Gell-Mann, Nishijjima: Q = 73+ 3Y
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e Experimente:

()

Y —1 1 2
0 1 2
o (&) 3(5)]~

Kovariante Ableitungen:
g/
(8u + iEyBu)¢R

/

Dyt = (u+ i yBu+iSAjma)vr

TN
& &
N——
®
=y
S
=y
S
=y

w
WIN Wb

D,uwR

Ly = Wppy* Dy + i yH Dy,

W /Z-Bosonenmassen via SSB = Higgsfeld in
definierender SU(2)-Darstellung, ¥ =1

_ 1 (¢34 194 _ (1
o= Zlotien) 2= (o)

/
= Dué = (O + i L Bu+ i S A%ma)$
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e Spontane Symmetriebrechung

LHz'ggs — (D,u¢)TD'u§b — V(Q/))
klassisch: Minimum von V(¢) ~ (¢)

(¢) = % (S) = SUL(2) x Uy (1) — Ug(1)

V() = —c?pTo + A(gpT9)? |

Minimum: ¢T¢ = c2/2\ = v2/2

e Massenerzeugung

(D) (DHe) ~ Buptote + AL M3 p(v) A%,

— 1 41 43
AZ - (A'ua A'ua A,ua B,u)
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Masseneigenzustande:

WE: m2 = 1922
A: m?=0 (Photon)

Masse der Eichbosonen ~ gvl

e Masse der Fermionen: Yukawa-Koppelung

Ly ~yror ~ (yw)erer+ ...

Masse der Fermionen ~ WI

Literatur =

e Quantisierung (Pfadintegral) — Storungs-
theorie, Feynmangraphen

e Vergleich Theorie <+ Experiment

e Nichtstorungstheoretische Effekte (Mono-
pole, Instantonen; Confinement, CSB)

e Gitterformulierungen
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